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OZET

TOPLANABILIR MARKOV ZINCiRi

Toplanabilir Markov zinciri bashigi altinda hazirlanan bu calismada stokastik
stiregler igerisinde Oonemli bir yer tutan kesikli ve siirekli zamanli Markov zincirleri ele
alinmis, zincirin Markov 6zelligi toplanabilir Markov 6zelligi olarak incelenmistir. Bu
tanimlama incelenen zincire yeni bir takim 6zellikler kazandirmistir. Calismanin bulgular
kisminda bu 6zellikler incelenerek yeni kazanimlar ortaya konulmustur.

Incelemeye ilaveten yapilan uygulamada siirekli parametreli bir stokastik siire¢ olan
gelis akimi ele almarak bunun yardimiyla 6zel bir toplanabilir Markov zinciri tanimlanmis

ve tiiretilen hipotetik veriden elde edilen hesaplamalar tablo halinde sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Markov zinciri, Gegis olasiligi, Poisson gelis akimi, stokastik

servis sistemi.



SUMMARY

SUMMABLE MARKOV CHAIN

It summable Markov chain in this study was prepared under Markov chain
stochastic processes holds an important place in discrete and continuous time markov
chains is discussed, this chain Markov property of the summable Markov property were
analyzed. This definition has been examined chain processes for a new properties. The
study findings at the recent gains have been demonstrated by examining these properties.

In addition to the views, the application which continuously develops a stochastic
process parametrized by considering current that summable Markov chain with the help of
a special Markov chain is identified and obtained from hypothetical data derived
calculations are tabulated.

Key words: Markov chain, Transition probability, Poisson flow, The stochastic

service system.
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1. GIRIS

Olasilik teorisinin ciddi anlamda ilk yazili eseri siiphe yok ki Bernoulli’nin
Oliimiinden sonra basilarak yayinlanan kitabidir. Bernoulli bu eserinde olasilik teorisinin
temel kavramlar1 olan tesadiifi degisken kavramimdan binom toplamina kadar pek ¢ok
onemli kavram aciklanmaktadir. Ozellikle binom toplami gibi art arda toplanan tesadiifi
degiskenlerde ortaya ¢ikan 6nemli bir 6zellik kismi toplam dizilerinin herhangi bir andaki
sabit degerinin biliniyor olmasidir. Sayet dizinin bilinen bir kismi toplam1 mevcutsa dizinin
bundan sonraki ilerleyisinde bilinen sabit degerden oOncesinin herhangi bir etkisinin
olmayisi istatistiksel anlamda bliyiik 6nem tasimaktadir. Bu 6zelligin farkina ilk varan
veya bu 6zelligi akademik anlamda ilk ortaya koyan kisi Andrey Markov’dur [3,9].

Markov 6zelligi olarak da bilinen bu 6zellik istatistik teorisine ¢ok biiyiik yenilikler
kazandirmis gerek uygulamalarda gerekse bircok teorik islemde biiyiik yenilikler
saglamustir. Istatistik biliminin duayenlerinden sayilan Markov 1856-1922 yillar1 arasinda
yasamig olan Rus bilim adamidir. Markov St. Petersburg tiniversitesinde egitim gérmiis ve
uzun yillar burada Pafnuty Chebyshev in 6grencisi olarak ¢alismalarma devam etmistir.

Aslen ilk ¢alismalar1 diferansiyel denklemler alaninda olan Markov un iinlenmesine
ve bugiin bile biiylik bir ilgi ile anilmasma neden olan caligmasi kendi adiyla anilan
Markov ozelligidir. Bu o6zellik stokastik siirecler icerisinde Markov siiregleri olarak
adlandirilan 6nemli bir sinifi ortaya ¢ikartmustir.

Gilinitimiize kadar gegen zaman diliminde Markov siiregleri bir¢ok alanda basariyla
kullanilmustir. Bunlarin basinda Istatistiksel karar problemleri, ekonometrik parametrelerin
hesaplanabilmesi ve yorumlanmasi, olasilik teorisi, stokastik hizmet sistemleri gibi alanlar
gelmektedir [2,5].

Markov  siireglerinin  Markov’dan sonra da gelismesine neden olan
arastrmacilardan en 6nemlisi Andrey Nicolaevich Kolmogorov dur. 1903-1987 yillar1
arasinda yasayan Rus bilim adami Kolmogorov, Markov’dan sonra bu konu ile ilgilenen en
onemli sahsiyetlerden birisidir. Hatta o derece ki bilim diinyasinda Kolmogorov olmasayd1
Markov’un teorisi bu kadar ilerleyemezdi diyenler bile zaman zaman ortaya ¢ikmustir. Her
ne olursa olsun her ikisi de hi¢ sliphe yok ki bilim diinyasmin en Onemli
sahsiyetlerindendir. Markov on dokuzuncu yiizyilin sonu ve yirminci ylizyillin basmna
damgasini vurmus bir arastirmaci iken Kolmogorov ise neredeyse yirminci yiizyilin

tamamina adin1 yazdirmis bir bilim adamidir. Kolmogorov un ¢aligmalariin azimsanamaz



onemli bir kisminda da Boris Viladimirovich Gnedenko ve A. A. Shahbazov un isimleri
bulunmaktadir. Bu 6nemli iki bilim adam1 da Kolmogorov ve sonrasinda ¢aligmalarni ayni
yonde devam ettirerek Markov siireglerinin glinlimiize yani yirmi birinci yiizyila kadar
uzanmasini saglamislardir.

Calismamizda Markov ozelligine 6nemli bir katki sayilabilecek bir kabullenim
yapilmaya calisilmistir. Siirecin sabit bir andaki bilinen durumu yerine siirecin sabit bir
andaki bilinen ardisik durumlarinin toplami alinmistir. Sabit bir andaki siirecin bilinen
durumu siire¢ i¢in onemli bir 6zelliktir. Ancak bu durum gerceklesemedigi zaman siirecin
incelenmesi giiclesmektedir. Bu 06zellik biraz gevsetilerek ardisik toplam durumun
bilinmesi de siirece 6nemli 6zellikler kazandirabilmektedir. Bu 6zellik bir nevi siirecin
belli bir andaki durumunun kesin bilinmesi yerine bu durumun bir Fuzzy sayisi olarak
alimmasima da benzetilebilir. Ancak Fuzzy sayisi ile tesadiifi degisken arasinda gii¢lii bir
iliski bulundugundan sabit degerin Fuzzy sayisi olarak alinmasi Markov 6zelligine
beklenenden ¢ok fazla bir sey kazandiramamaktadir. Ileriki zamanlarda yapilan
calismalarda bu oOzelliklerin bilime neler kazandirabilecegini gorebilmek icin bugiin

beklemek zorundayiz.



2. MATERYAL VE METOT

2.1 Stokastik Siirecler ile Tlgili Temel Karakteristikler

Stokastik siiregler teorisi genel olarak on dokuzuncu yiizyilin sonlar1 ve yirminci
yiizyilin tamaminda etkili bir arastirma konusu olsa da stokastik siire¢ olasilik tarihinin en
basindan beri var olan bir tanimlamadir. En genel haliyle bir stokastik siire¢ ayni olasilik
uzayinda taniml tesadiifi degiskenlerin bir dizisidir. Dizinin indis kiimesini ~ ve durum
uzaymi ile gosterirsek bu iki kiimenin kesikli veya siirekli olmasma gore stokastik
siirecler dort ana gruba ayrilmaktadir. Indis kiimesi kesikli oldugunda siirece kesikli
zamanl siire¢ indis kiimesi siirekli oldugunda ise siirece siirekli parametreli siire¢ adi
verilmektedir. Siirecin durum uzay1 kesikli oldugunda ise siirece zincir ad1 verilmektedir.
Bu durumda stokastik zincirler kesikli zamanli ve siirekli zamanli olmak tiizere iki ana

gruba ayrilir.

Kesikli zamanlh bir stokastik siireg,

ve siirekli parametreli bir siireg ise,

seklinde gosterilmektedir [4,6].

Bir stokastik siirecin beklenen degeri diziyi olusturan genel terimli tesadiifi
degiskenin beklenen degeridir. Bu beklenen deger dizinin indisine bagli olarak deger
alabilecegi gibi bu indisten bagimsiz olarak da elde edilebilmektedir. Sayet bir stokastik
slire¢ i¢cin silirecin genel teriminin beklenen degeri indisten bagimsiz olarak elde
edilebiliyorsa siirece ortak bir beklenen degere sahiptir denir. Ayn1 anlayis varyans i¢inde
gecerlidir. Siirecin kovaryansi indisten bagimsiz olabilecegi gibi bazi siire¢ler i¢in indisler
aras1 farka da bagl olarak elde edilebilmektedir. Bu tip siire¢lere kovaryans duragan
stirecler ad1 verilmektedir. Bu tip siiregler stokastik siireclerin harmonik incelemelerinde

oldukg¢a 6nemli yer tutmaktadir [10].



Stokastik zincirlerin en 6nemli parametreleri de sarth gecis olasiliklaridir. Siireg
gbzlemlenen bir durumdan bagka bir duruma gegis yaparken miimkiin ge¢is durumlarinin
olasiliklarinin belirlenmesi zincirin devami i¢in 6nemli bir parametredir.

Siirekli parametreli bir stokastik zincirin belli anlardaki degerleri yardimiyla

olusturulan

kesikli zamanli siirecine daldirilmis veya gomiilii zincir ad1 verilmektedir [7,12].

Bir stokastik siire¢ icin en Onemli karakteristiklerin birisi de siireci olusturan
tesadiifi degiskenlerin bagimsiz olup olmamalari, sayet bagimsiz degillerse artimlarmin
bagimsiz olup olmamalaridir. Artimlar1 bagimsiz olan stokastik siireglere bagimsiz artimli
siirecler denilir. Ozellikle binom siireci ve tesadiifi yiiriiylis bagimsiz artimli siireclere
onemli iki 6rnektir.

Stokastik siiregler teorisi alaninda arastrma yapan Onemli bilim adamlarinin
basinda, Andrey Markov, William Feller, Andrey N. Kolmogorov, David G. Kendall,
Boris Vladimirovich Gnedenko, Anatoly V. Skorokhot ve A. A. Shahbazov gibi
aragtirmacilar gelmektedir. Bu arastirmacilar arasinda Andrey Markov’un 6nemi biiytiktiir.
Stokastik zincirler arasinda Markov 6zelligi olarak adlandirilan 6zellige sahip zincirlerin
sinifi Markov zincirleri olarak adlandirilmaktadir. simdi Markov zincirlerine ait birkag

onemli 6zelligi diger béliimde verelim.

2.2 Markov Zinciri

Andrey Andreyevich Markov 1856-1922 yillar1 arasinda yasamis olan 6nemli bir
arastirmact ve bilim adamidir. Markov stokastik siirecinin herhangi bir andaki
durumunun bilinmesi sartiyla siirecin belli olan bu durumdan sonraki durumlarinin 6nceki
durumlarindan bagimsiz oldugunu kabul ederek stokastik siirecler igerisinde Markov
zincirleri olarak adlandirilan yeni bir smif olusturmustur. Markov o6zelligi olarak da
adlandirilan bu 6zellik keyfi gozlem anlar1 olmak tizere agagidaki sekilde

ifade edilmektedir,



Bu sarth olasilik Markov zincirinin gegis olasiligi olarak adlandirilmaktadir. kesikli
zamanlt Markov zincirlerinde bir adim gegis olasiliklarindan olusturulan matrisi de bir

adim geg¢is matrisi ad1 verilmektedir,

Burada zincirin durumlarint gostermektedir. Bir adim gecis olasiliklar1 adim
sayisina bagli olmadiginda zincire homojen Markov zinciri denilmektedir. Reel
uygulamalarda genellikle Markov zincirleri homojen gecis olasiligina sahip olarak kabul
edilmektedir.

Kesikli zamanli Markov zincirlerinde bir adim ge¢is olasiliklarinin yani sira yiiksek
adiml gecis olasiliklar1 da oldukca onemlidir. Yiiksek adimli gegis olasiliklari ile bir adim

gecis olasiliklar1 arasinda asagidaki gosterilen iliski mevcuttur,

Benzer sekilde iki adim ge¢is olasiliklarindan olusan iki adim gegis matrisi bir adim
gecis matrisinin karesinden elde edilebilmektedir. Sonuc¢ olarak yiiksek adimli gecis

olasiliklar1 matrisi asagidaki sekilde parcalanabilmektedir,

Elde edilen bu esitlige Kolmogorov-Chapman denklemi ad1 verilmektedir [8].



2.3 Markov Zincirinin Baslangi¢c Dagihm

kesikli zamanli Markov zincirinin ilk degiskeni olan  degiskeninin
dagilimmna zincirin baglangic dagilimi denir. Baslangic dagilimi zincirin miimkiin

durumlar iizerinden asagidaki olasilik vektorii yardimiyla gosterilir,

Burada olasiligini temsil etmektedir. Bir Markov zincirinde
baslangic dagilimi ve zincirin bir adim ge¢is matrisi belirlendiginde zincirin tiim
parametreleri rahatlikla hesaplanabilir. Zincirin keyfi bir degiskeninin dagilimi baslangic

dagilimi cinsinden,

seklinde elde edilebilmektedir. Reel uygulamalarda gozlenen stokastik sistemin
baslangi¢ dagilimi farkli ¢alisma periyotlarinda alinmis gézlemlerden elde edilmelidir. Tek
bir calisma periyodundan elde edilmis verilerden sistemin bagslangic dagilimi

belirlenememektedir.

2.4 Zincirin Duragan Dagilimi

Markov zincirlerinde 6nemli olan gostergelerden biriside zincirin limit ve duragan
dagilimidir. Markov zincirinin limit dagilimi her zaman mevcut olmayabilir. Ancak
duragan dagilimi mutlaka mevcuttur. Limit dagilimmnin var oldugu durumlarda bu iki
dagilim birbirlerine esittir. Duragan dagilim Markov zincirinin belli bir adim sayisindan
sonra mevcut tesadiifi degiskenin dagilimidir. Baglangic dagilimi biliniyorken
degiskeninin dagilim1 baslangi¢ dagilimi ile bir adim gegis matrisinin ¢arpimindan elde
edilmektedir. Ayn1 sekilde degiskeninin dagilimi da  degiskeninin dagilimi ile bir

adim gegis matrisinin ¢arpimindan elde edilmektedir. Islem ayn1 sekilde devam ettirilerek



diger degiskenlerin dagilimlar1 bulunmaktadir. Bu sekilde dagilimlar elde edilirken belli
bir adimdan sonra hesaplanan olasilik degerleri sabitlesecektir. Sabitlesen bu olasilik
degerleri zincirin duragan dagilimini olusturacaktir. Bu nedenle zincirin duragan dagilimi

asagidaki denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilir,

Reel sistemlerin analizinde sistemin duragan olmasi1 6nemli bir 6zelliktir [1,2,7].



3. BULGULAR

3.1 Toplanabilir Markov Zinciri

kesikli parametreli ve kesikli  durum uzayina sahip bir stokastik

stire¢ olsun. Toplanabilir Markov 6zelligi asagidaki sekilde tanimlanir,

Toplanabilir Markov 6zelligini saglayan stokastik siireci kisaca toplanabilir Markov
zinciri olarak adlandiracagiz. Markov 06zelligi ve toplanabilir Markov 6zelligi
birbirlerinden farkli ozellikler olup bu kisimda sadece Markov zincirleri sinifinda
toplanabilir Markov 6zelligini inceleyecegiz.

Yukaridaki tanimlamaya dayanarak toplanabilir Markov zincirinin bir adim gecis

olasiligini kisaca asagidaki sekilde gosterecegiz,

Toplanabilir Markov zincirinde ardistk herhangi iki durumun toplami
belirlenebildiginde bundan o6nceki durumlarin sarth olasiliklarda 6nemli olmadigini
goriiyoruz. Markov zincirleri ile toplanabilirlik 6zelligi birbiri ile mukayese edilemez.
Markov 6zelliginin toplanabilirlik 6zelligini gerektirmedigi gibi toplanabilir olma 6zelligi
de Markov ozelligini gerektirmemektedir. Ancak buradaki incelemede toplanabilen
Markov zinciri olma sarti Markov 0Ozelligi ile birlikte tanimlanmistir. Simdi asagida

icin olasiliklar1 arasindaki iliskiyi belirten teoremi inceleyelim.



Teorem 1. Kesikli zamanl toplanabilen Markov zinciri olsun. Bu

durumda icin olasiliklar1 arasinda olmak iizere asagidaki iliski
mevcuttur,
Burada Markov zincirinin bir adim gecis olasilig1 ve , adim

gecis olasiligr olmak tzere esitlik ’ye gore indirgenebilir olup asagidaki esitlik

yazilabilir,

Ispat: 1lk olarak toplanabilir Markov zincirinin gecis olasihiklar1 arasinda var olan

iliskiyi gosterelim,

Istenen sonug elde edilmis olur. Bu esitlikte toplanabilir Markov zincirinin
adim gecis olasiligt  adim gecis olasilig1 ve Markov zincirinin bir adim ge¢is olasilig1
yardimiyla ifade edilebilmektedir. Bu esitlik ’ye gore tekrar yazilacak olursa asagidaki

ifade elde edilir,



Benzer sekilde esitlik devam ettirildiginde istenen recurrent iligki elde edilir.
Ispatlanan teoremi icin 6zel olarak yazacak olursak asagidaki ifade elde

edilir,

Gegis olasiliklarmdan meydana gelen bir adim gegis matrisi durum uzayinin

iki eleman1 olmak tizere gecis matrisleri asagidaki sekilde gosterilebilir,

10



Burada ve Markov zincirinin sirasiyla bir adim ve
adim geg¢is matrisidir.

Toplanabilir Markov zincirinin bir adim ge¢is matrisi Markov zincirinde oldugu
gibi karesel bir matris degil, bunun aksine satir sayis1 daha fazla olan dikdortgen bir matris
olacaktir. Markov zincirinin durum uzayr olmak lizere Markov zincirinde bir adim gecis
matrisinin boyutu  nin eleman sayisiyla ayni olmasina karsmn toplanabilir Markov
zincirinde toplammin maksimum degeri durum uzayinin eleman sayisinin
iki katma esit olacagindan bir adim gecis matrisinin dogal olarak satir sayis1 siitunlarinin
sayisinin  iki kat1 olacaktir. Boyle bir durum Markov zincirindeki bazi 6nemli
hesaplamalarin farklilasmasmi saglayacaktir. Ornek olarak Markov zincirinde iki adim
gecis matrisi bir adim ge¢is matrisinin karesinden elde edilebilirken toplanabilir bir
Markov zincirinde bu durum miimkiin olmayacaktir.

Simdi toplanabilir Markov zincirinin ge¢is olasiliklarn1 Markov zincirinin gegis

olasiliklar1 tiriinden ifade edelim.

Teorem 2. Kesikli zamanli toplanabilen Markov zinciri olsun. Bu

durumda icin olasilig1 olmak iizere asagidaki bigimde yazilabilir,
Burada ve olasiligidur.
Ispat: icin olasiligin1 yazalim,

11



Bu esitlik Teorem 1’in icin elde edilen sonucunda kullanilacak olursa

asagidaki denklem elde edilir,

Benzer sekilde Teorem 1’in ifadesi  i¢in kullanilacak olursa istenen elde edilir,

3.2 Yutucu Durumlarin Belirlenmesi

Kesikli zamanli toplanabilen Markov zinciri olsun. Zincirin durum
uzayr olmak iizere durumunun yutucu durum olabilmesi i¢cin  durumuna diisen
zincirin bu adimdan sonra bulundugu durumdan g¢ikamamasi gerekmektedir. Markov
zincirinde boyle bir durum olasihigr ile gosterilmektedir. Ancak bu durum
toplanabilir Markov zincirinde olasiliklar1 cinsinden ifade edilememektedir. sartl
olasiliklar1 mevcut durumundan durumuna gegme olasiligmi gostermektedir.
Toplanabilir Markov zincirinde mevcut durum zincirin ~ ve -inci adimlarin toplami
oldugundan zincirin durumunda yutulmasi halinde  ve -inci adimlarin toplami

olacaktir. Bunun aksine toplamin oldugunun bilinmesi her bir ardigik adimin

12



durumunda olmasmi gerektirmemektedir. Buna gore toplanabilir Markov zincirinde bir
adim sartli gegis olasiligmin olmast  durumunun yutucu durum olmasini
tanimlamamaktadir.

Toplanabilen bir Markov zincirinde  durumunun yutucu durum olmasi igin

ve olasiliklarinin bire esit olmas1 gerekli ve yeterlidir. Bu sartlar ayn1
zamanda  ve olasiliklarinin da bire esit olmasini saglamaktadir. Bu durumun tersi
de dogrudur. ve olasiliklarmin bire esit olmasi ve

olasiliklarmin esit olmasini gerektirir.  durumunun yutucu durum olusu bu olasiliklarin
ayni zamanda bire esit olmasini gerektirmektedir. Bu Teorem 2’nin esitliginden de elde

edilebilmektedir.

3.3 Binom Siireci ve Toplanabilir Markov Ozelligi

- parametreli binom siireci olsun. Bu durumda binom siirecinin bir

adim gecis olasilig1 asagidaki sekilde tanimlanmaktadir,

tesadiifi degiskeninin durum uzayi olup bu degerleri alma

olasiliklari, binom olasiliklar1 su sekilde tanimlanmaktadir,

Buna gore  baslangic degiskeni olmak iizere baslangi¢c dagilim,

seklinde alinabilir. Ayni sekilde  degiskeninin dagilimy,
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seklinde alinacaktir. Simdi binom siirecinin ortak dagilimini asagidaki sekilde

belirleyelim,

Benzer sekilde binom siirecinin olasiligin1 hesaplayalim,

Burada sayisi ¢ift say1 oldugunda Bernoulli degiskeni degerini
almak zorundadir. Tersine sayisi tek say1 oldugunda Bernoulli degiskeni

degerini almak zorundadir. Buna gdre binom siirecinin toplamli ge¢is olasiliklar1 asagidaki

formda elde edilebilir,
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Buna gore gecis matrisi su sekilde yazilabilir,

Teorem 1’in sonucu kullanilacak olursa yiliksek adim gecis matrisleri asagidaki

sekilde olacaktir,

Benzer formda diger adima gecis matrisleri de yazilabilir.
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3.4 Toplanabilir Markov Zincirinin Duragan Dagilimi

Kesikli parametreli ve kesikli durumlu bir stokastik siirecte en Onemli
karakteristiklerin birisi de duragan dagilimin belirlenmesidir. Stokastik zincirlere ait birgok
uygulamada limit dagilimi yerine duragan dagilimi kullanmak daha kolay olmaktadir.
Duragan dagilim uzun siire takip edilen stabilize olmus bir stokastik sistemde sistemin
durum olasiliklariin belirlenmesidir. Bir Markov zincirinde sistemin durumu baslangi¢
dagilimi ve gecis olasiliklar1 yardimiyla belirlenebilmektedir. Bu 6zellikten dolay: bir
Markov zincirinde duragan dagilim asagidaki denklem sisteminin ¢oziimiinden elde

edilecektir,

Yeterince biiylik belli bir adim sayisindan sonra stokastik siirecin durum olasiliklar1
degismeyecektir. Ayni sekilde toplanabilir bir Markov zincirinde de duragan dagilim belli
bir adim sayisindan sonra durum olasiliklarinin sabitlesmesi ve degismemesidir.

Toplanabilir Markov zincirinde bilinen durumlar olasiliklaridir.

Markov zincirinin duragan dagilimini asagidaki sekilde gosterelim,

Buna gore duragan dagilimdan elde edilen  olasiliklar1 da toplanabilen Markov

zincirinin duragan dagilimini belirleyecektir,

Bu esitlikte olasiliklarinin yerine  duragan dagilim olasiliklar1 kullanilirsa

adim sayisindan bagimsiz olarak asagidaki durum olasiliklar1 bulunur,
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Simdi olasiliklarinin en kiigiik kareler tahminini veren asagidaki

teoremi inceleyelim,

Teorem 3. Kesikli zamanli toplanabilen Markov zinciri olmak tizere

denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir,

Ispat. 11k 6nce

dagilim vektoriini,  matrisi ve bagl olarak asagidaki sekilde
elde edelim,

Bu esitlik her bir icin gecerli oldugundan bu sonucu asagidaki sekilde ifade
edebiliriz,

Bu esitlikte matrisi karesel bir matris olmadigindan ters matrisi

bulunamamaktadir. Bu durumda esitligin her iki tarafini matrisinin transpozu ile
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carparak hem denklem sistemini bozmamis hem de katsay1 matrisini karesel hale getirmis

oluruz,

Bu durumda da matrisi karesel olmasina karsilik tam rankli olmadigindan tersi
bulunamamaktadir. esitligini asimptotik olarak asagidaki formda

yazabiliriz,

Elde edilen iki denklemi taraf tarafa toplayalim ve istenen ¢oziimii elde edelim,

dagilim vektoriiniin degeri vektorii ve matrisi cinsinden elde
edilebilmektedir. Ancak dagilm vektori ve matrisinin degeri belli iken
vektoriiniin degeri bunlara bagh olarak elde edilememektedir. Ispatta kullanilan yéntem
onemlidir. matrisinin tersi mevcut degilken yani denklem sisteminin en kii¢iik kareler

¢Oziimii bulunamiyorken,

matrisinin tersi sayisal olarak elde edilebilmektedir.
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3.5. iki Durumlu Toplanabilen Markov Zinciri

kesikli zamanli ve durum uzay1 olan toplanabilen Markov

zinciri olsun. Bu durumda toplamsal gecis matrisi asagidaki gibi yazilabilir,

Gegis olasiliklar1 sirasiyla su sekilde belirlenecektir,

Buna gore toplamsal gecis matrisi asagidaki sekilde elde edilir,
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Burada

olduguna dikkat edilmelidir. Iki durumlu Markov zincirinin bir adim geg¢is matrisini

asagidaki sekilde sececek olursak,

Toplamsal bir adim geg¢is matrisi,

seklinde yazilir.

Simdi iki durumlu toplanabilen Markov =zincirinin duragan olasiliklarini
inceleyelim. Bunun i¢in iki durumlu Markov zincirinin asagidaki duragan olasiliklarini

kullanmaliyiz,

ve  iki durumlu Markov zincirinde belli bir adimdan sonra zincirin sifir ya da
bir durumunda olma olasiliklarmi gostermektedir. Uygulamalarda reel sistemler
gbézlemlenirken sistemin ¢aligma disiplininin  belli bir kurala oturmus olmasi
gerekmektedir. Bu tip sistemler duragan sistemlerdir. Duragan sistemlerin analizinde

gozlemin hangi zaman diliminde yapildig1 degil gdzlemin hangi zaman araliginda yapildig:
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onemlidir. Bundan dolay1 duragan dagilimlar gergek sistemlerin incelenmesi i¢in oldukga
onemlidir. Toplanabilir Markov 6zelliginde de sistemin duragan olmasi oldukc¢a dnemlidir.
Toplanabilirlik 6zelligine sahip olan bir Markov zincirinde zincirin hangi durumda
oldugunun yani sira zincirin duragan  olasiliklarinin da bilinmesi énemlidir. Burada bu
olasiliklar1 duragan ~ ve  olasiliklar1 yardimiyla agagidaki sekilde belirtelim.

[Ik olarak zincirin ardisik iki elemaninmn toplammin sifir durumunda olma olasiligi,

Zincirin ardisik iki teriminin toplaminin bir olma olasiligi,

Zincirin ardisik iki teriminin toplaminin iki olma olasiligi,

seklinde elde edilir. Gergek sistemlerde bu olasiliklarin hesaplanabilmesi igin

sistemin duragan oldugunun bilinmesi gerekmektedir.
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Iki durumlu toplanabilen Markov zincirinde son olarak olasilik
vektoriinii en kiiclik kareler yontemini kullanarak hesaplayalim. Genelde iki durumlu
toplanabilen Markov zincirinde gecis olasiliklart adim sayisma bagli olarak
tanimlanmaktadir. Ancak bu sart degildir. Markov zincirlerinde de bir adim gegis
olasiliklar1 adim sayisina bagimli veya bagimsiz olacak sekilde se¢ilebilmektedir. Sayet bir
adim gecis matrisi adim sayisindan bagimsiz ise Markov zinciri homojen olarak
adlandirilmaktadir. Benzer sekilde toplanabilir Markov zincirinde de gegis olasiliklari
matrisi adim sayisindan bagimsiz sekilde homojen zincir olarak tanimlanabilir. Bu bir¢ok
incelemede kolaylik saglarken bazi bilgileri de yok etmektedir. Ornegin homojen bir
zincirde olasiliklar1  gecis matrisinin elemanlar1 cinsinden kesin ¢dziimle
elde edilememektedir. Bundan dolay1 ¢6ziim i¢in en kiigiik kareler yontemi Rich yaklasimi

ile kullanilabilir. Bunun igin  ge¢is matrisinin elemanlarini

ile gosterelim. Teorem 3’iin sonucunu kullanacak olursak matrisi asagidaki

sekilde elde edilir,

matrisi Tam rankli olmadigindan ters matrisi asagidaki formda

elde edilebilir,
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Bu durumda olasilik degerleri icin asagidaki sekilde elde

edilebilir,

3.6  Toplamh Gegis Olasiliklari

kesikli zamanli toplanabilen bir Markov zinciri olsun. Zincirin sarth

gecis olasiliklar1 asagidaki sekilde tanimlansin,

Burada sifir veya bir degerini alan Bernoulli degiskenidir. degerini
aldiginda toplanabilir Markov 6zelligi Markov 6zelligine doniiserek sarth gecis olasiliklar:
Markov zincirinin bir adim gecis olasiliklar1 olacaktir. degerini aldiginda
toplanabilir Markov 6zelligi gegerli olup sartl gecis olasiliklart bilinen durumlar zincirin

ardigik toplamlar1 olan durumlarina gore diizenlenmis zincir olacaktir.
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say1s1 seklinde tanimlanmis olup zincirin adimlarma gore farkl
degerler alabilmektedir. Bu durumda Markov zincirinin sarth gegis olasiliklar1 her adimda
degiskeninin degerine gore karma bir yapida olacaktir.  degiskeninin [0,1] reel say1

degeri almasi da miimkiin olup  degiskeni durumundan bagimsiz segilecegi i¢in,

toplam olasilik bir olarak bulunmus olur.  degiskeninin nasil deger alacagina
incelenen reel sistemin yapist karar verecektir. Genelde reel uygulamalarda siklikla

kullanilabilecek olan  degerlerinin se¢cimi agsagidaki gibi yapilabilir,

3.7 Siirekli Parametreli Zincirlerde Toplanabilir Markov Ozelligi

stirekli parametreli stokastik stireci keyfi gbzlem anlar1 i¢in
toplanabilir Markov 6zelligini sagliyorsa siirece siirekli parametreli toplanabilen Markov
zinciri denir. Siirekli parametreli toplanabilir Markov zincirine ait en 6nemli siire¢lerden
biri bagimsiz artimli olan Poisson siirecidir. araliginda gerceklesen gelislerin sayisini

ile gosterelim,

Bu ifade [0,t] araliginda tane gelisin olma olasiligidir. slirecinin gézlem
anlarini ile gosterelim. Bu durumda farklar1

bagimsiz degiskenlerdir. Simdi  degiskenini asagidaki sekilde tanimlayalim,
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kesikli zamanli siireci toplanabilir Mrakov 6zelligine sahip olacaktir.

Gegis olasiliklarmi asagidaki sekilde gosterelim,

Elde edilen olasiliklar basar1 olasilig1

olan binom olasiliklaridur.
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3.8 Uygulama

Markov zinciri istatistik ve olasilik teorisinin uygulanabilirligi en ¢ok olan
konularmin basinda gelmektedir. Uygulamalarda kolaylik bakimindan Markov zinciri
genelde homojen zincir olarak segilmektedir. Bu durumda sarthi gegis olasiliklar1 adim
sayisina bagli olmayacak ve veriler bir gozlem periyodu igerisinde degerlendirilecektir.
Ancak bu husus oldukga dikkat gerektirmektedir. Zira adim sayisindan bagimsiz olmayan
baz1 gecis olasiliklar1 veriler incelenirken bagimsiz olarak kabul goérmektedir. Bu ise
analizin hatali olmasimi, 6ngoriilen tahminlerin ise tutarsiz olmasini gerektirir. Eger bir
stokastik sistem durmaksizin c¢alisabiliyorsa alinan goézlemler ardi ardina devam
edeceginden bu tipli verilerde zincir homojen olarak kabul edilebilir. Veriler arasinda
herhangi bir kesinti ise yiiksek adimli ge¢is olasiliklar1 yardimiyla kapatilabilmektedir.

Bu boliimde gelis anlarinin gézlenmis oldugu bir stokastik servis sistemine ait gelis
akimi hipotetik bir veri yardimiyla incelenecektir. Genellikle gelis akimi bir stokastik
hizmet sistemi olan kuyruk modellerinde sisteme hizmet almak i¢in gelen miisteri akimini
gostermek i¢in kullanilir. Genellikle kuyruk modellerinde gelis akim1 poisson akimi olarak
almmaktadir. Poisson akiminda gelisler arasi siireler {istel dagilima sahip olmaktadir.
Boyle bir durumda gelis akimmna ait Onemli parametrelerin hesaplanabilmesi daha
kolaydir. Gelis akiminin dagiliminin belirlenmedigi durumlarda gelisler arasi siireler
birbirlerinden bagimsiz ve yan1 dagilimli olarak kabul edilir. Bu durumda gelis akimina ait
onemli parametrelerin hesaplanmasi gliclesmektedir.

Uygulamada gelis anlar1 siirecinin bagimsiz artimhi olma o6zelligi kullanilarak
toplanabilir Markov zinciri tanimlanacaktir. Uygulamaya ait hipotetik veriler asagidaki

tabloda yer almaktadir.
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Tablo 1. Miisterilerin Gelis Anlarma Ait Veriler

Sira No: Gelis An: Gozlem Ani:
1: 8:02
2: 8:05
3: 8:07
4: 8:12
5! 8:15
6: 8:19
I 8:24
8: 8:26
9: 8:28
10: 8:32
11: 8:45
12: 8:48
13: 8:52
14: 9:00
15: 9:02
16: 9:09
17: 9:15
18: 9:17
19: 9:18
20: 9:20
21: 9:21
22: 9:24
23: 9:26
24: 9:28
25: 9:29
26: 9:32
27: 9:33
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Tablo 1. Devami

Sira No: Gelis an1 GoOzlem Ani
28: 9:35
29: 9:42
30: 9:44
31: 9:47
32: 9:51
33: 9:57
34: 10:01
35: 10:08
36: 10:09
37: 10:12
38: 10:18
39: 10:19
40: 10:21
41 10:24
42: 10:25
43: 10:27
44 10:30
45: 10:32
46: 10:33
47: 10:35
48: 10:36
49: 10:38
50: 10:42
51: 10:47
52: 10:50
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Tablo 1. Devami

Sira No: Gelis am GoOzlem At
53: 10:51
54: 10:55
55: 10:56
56: 11:01
57: 11:02
58: 11:05
59: 11:07
60: 11:08
61: 11:11
62: 11:13
63: 11:15
64: 11:16
65: 11:19
66: 11:20
67: 11:24
68: 11:26
69: 11:27
70: 11:32
71: 11:35
72: 11:37
73: 11:41
74: 11:44
75: 11:46
76: 11:47
77: 11:52
78: 11:54
79: 11:58
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Tablo 1°deki veri incelendiginde iki gézlem an1 arasi siire
olarak belirlenmistir. Gozlenen toplam gelis an1 79 adettir. Gelis anlar1 arasindaki
stirelerin ortalamasi ise 3 dk. olarak elde edilmektedir. Buradaki inceleme gelis anlari

tizerinden degil gézlem anlar1 iizerinden yapilacaktir.

Simdi ile anmdaki gelislerin sayisini gosterelim. bagimsiz artimli
bir siiregtir. Gozlem anlar1 olmak {izere degiskenini asagidaki sekilde
tanimlayalim,

Bu durumda kesikli zamanli toplanabilir Markov zinciri olacaktir.

Siirecin ardisik toplami,

seklinde elde edilir. Simdi gézlem ani1 igerisinde herhangi bir degeri
secildiginde bu degeri kapsayan gdzlem aralig: i¢in asagidaki sekilde olsun,
Bu durumda kesikli zamanli stokastik siireci
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siralamasini dikkate alinarak su sekilde segelim,

Bunu dikkate aldigimizda stirecin ardisik toplama,

iki gdzlem ani1 arasindaki gelen miisteri sayisi olup, sarth gecis olasiliklar1 asagidaki

formda yazilabilecektir,

Bu sarth olasilik ardisik iki gézlem ami arasinda  tane miisterinin geldigi
bilindigine gore bunlardan  tanesinin arahginda olma olasihgidir. Onceki
kisimdan bu olasiligin gelis akimi1 Poisson akimi oldugunda binom olasilig1 seklinde elde
edildigini biliyoruz. Ancak buradaki uygulamamizda bu sartli olasiligi Poisson
dagilimindan bagimsiz olarak hesaplayacagiz. Bunun i¢in once iki gozlem arasindaki

ortalama gelisler arasi siireyi temsil eden,

oranini olusturarak baslayalim. araliginda ortalama kag adet gelisin olmasi

gerektigini asagidaki oranla tahmin edebiliriz,
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Yukaridaki  degeri tam deger fonksiyonu ile tanimlanmis olup istenen gelis sayis1
bu degere esit veya bu degerden bir fazla olabilmektedir. Bundan dolay1 gecis olasiligt
asagidaki sekilde alinabilir,

Burada sayisi,

seklinde alinmistir.

Simdi tablodaki veriyi kullanarak ilgili hesaplamalar1 yapalim. ilk olarak birinci

g6zlem an1 alinacaktir, bu durumda

olmak tizere asagidaki olasilik tablosunu olusturalim,

Tablo 2. Birinci Gozlem Araligi, : ,

8:03 4 0 5 1 4
8:05 3 0.33 4 0.67 3
8:07 2 0.66 3 0.34 2
8:09 2 0 3 1 2
8:11 1 0.33 2 0.67 1
8:13 0 0,66 1 0.34 0

Tabloya bakildiginda ilk satirindan 8:03 anindan sonra ilk gdzlem anina kadar

sisteme 4 adet miisterinin gelmesi olasilig1 1 dir. Buna gore ilk gézlem anina kadar sisteme
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5 adet miisterinin geldigi bilindigine gore bu ana kadar sisteme 1 miisterinin gelmesi
gerekmektedir. Tablo 1°deki gelis anlarina bakildiginda zaten ilk gelis anmin 8:02 oldugu

gorilecektir.

Simdi ikinci gdzlem araligmi inceleyelim. Ikinci gdzlem ani igin,

olmak tizere agsagidaki olasilik tablosunu olusturalim,

Tablo 3. Ikinci Gdzlem Aralhigy, : :

8:17 3 0.46 4 0.54 3
8:19 2 0.93 3 0.07 2
8:22 2 0.13 3 0.87 2
8:24 1 0.6 2 0.4 1
8:26 1 0.06 2 0.94 1
8:27 0 0.8 1 0.2 0

Ikinci gdzlem araligi igin diizenlenmis bu tabloda da 4 adet gelis aninm oldugu
bilinmektedir. Yiiksek olasilikli durumlar1 kontrol edersek, 8:19 amindan sonra 0.93
olasilikla sisteme 3 adet miisteri gelmistir. O halde bu ana kadar sisteme gelen miisteri
sayis1 bu aralikta 1 tane olmalidir. Gergekten gelis anlar1 tablosu kontrol edildiginde bu

anda sisteme bir miisterinin geldigi goriilecektir. Simdi sirayla diger araliklar1 inceleyelim.
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Tablo 4. Ugiincii Gézlem Arahg,

8:31 1 0.86 2 0.14 1
8:33 1 0.6 2 0.4 1
8:34 1 0.46 2 0.54 1
8:38 0 0.93 1 0.07 0
8:40 0 0.66 1 0.34 0
8:45 0 0 1 1 0
Tablo 5. Dérdiincii Gozlem Araligs,
8:46 2 0.8 3 0.2 2
8:48 2 0.4 3 0.6 2
8:50 2 0 3 1 2
8:54 1 0.2 2 0.8 1
8:56 0 0.8 1 0.2 0
8:58 0 0.4 1 0.6 0
Tablo 6. Besinci Gozlem Aralig,
9:02 2 0.6 3 0.4 2
9:05 2 0 3 1 2
9:07 1 0.6 2 0.4 1
9:10 1 0 2 1 1
9:12 0 0.6 1 0.4 0
9:14 0 0.2 1 0.8 0
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Tablo 7. Altinc1 Gozlem Aralig,

9:16 7 0.46 8 0.54 7
9:18 6 0.4 7 0.6 6
9:20 5 0.33 6 0.67 5
9:23 3 0.73 4 0.27 3
9:27 1 0.6 2 0.4 1
9:29 0 0.53 1 0.47 0
Tablo 8. Yedinci Gozlem Aralig,
9:33 4 0 5 1 4
9:34 3 0.66 4 0.34 3
9:37 2 0.66 3 0.34 2
9:40 1 0.66 2 0.34 1
9:42 1 0 2 1 1
9:43 0 0.66 1 0.34 0
Tablo 9. Sekizinci Gézlem Araligy,
9:46 2 0.8 3 0.2 2
9:49 2 0.2 3 0.8 2
9:51 1 0.8 2 0.2 1
9:53 1 0.4 2 0.6 1
9:57 0 0.6 1 0.4 0
9:59 0 0.2 1 0.8 0
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Tablo 10. 9-uncu Gézlem Araligs,

10:03 3 0.2 4 0.8 3
10:07 2 0.13 3 0.87 2
10:10 1 0.33 2 0.67 1
10:12 0 0.8 1 0.2 0
10:13 0 0.53 1 0.47 0
10:14 0 0.26 1 0.74 0
Tablo 11. 10-uncu Gézlem Araligy,

10:17 6 0.06 7 0.94 6
10:18 5 0.6 6 0.4 5
10:20 4 0.66 5 0.34 4
10:25 2 0.33 3 0.67 2
10:27 1 0.4 2 0.6 1
10:29 0 0.46 1 0.54 0
Tablo 12. 11-uncu Gozlem Arahg,

10:33 4 0.8 5 0.2 4
10:36 3 0.6 4 0.4 3
10:39 2 0.4 3 0.6 2
10:40 2 0 3 1 2
10:42 1 0.2 2 0.8 1
10:44 0 0.4 1 0.6 0
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Tablo 13. 12-inci Gozlem Aralig,

10:48 4 0 5 1 4
10:49 3 0.66 4 0.34 3
10:50 3 0.33 4 0.67 3
10:54 2 0 3 1 2
10:56 1 0.33 2 0.67 1
10:58 0 0.66 1 0.34 0
Tablo 14.13-iincii Gozlem Aralig,
11:02 6 0.93 7 0.07 6
11:05 5 0.33 6 0.67 5
11:08 3 0.73 4 0.27 3
11:12 1 0.6 2 0.4 1
11:13 1 0.06 2 0.94 1
11:14 0 0.53 1 0.47 0
Tablo 15. 14-iincii Gozlem Arahg,
11:17 5 0.2 6 0.8 5
11:19 4 0.4 5 0.6 4
11:21 3 0.6 4 0.4 3
11:23 2 0.8 3 0.2 2
11:26 1 0.6 2 0.4 1
11:28 0 0.8 1 0.2 0
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Tablo 16. 15-inci Gozlem Aralig,

11:32 3 0.33 4 0.67 3
11:34 3 0.66 4 0.34 3
11:37 2 0.66 3 0.34 2
11:40 1 0.66 2 0.34 1
11:42 1 0 2 1 1
11:44 0 0.33 1 0.67 0
Tablo 17. 16-inc1 Gézlem Araligy,

11:48 4 0 5 1 4
11:50 3 0.33 4 0.67 3
11:51 3 0 4 1 3
11:53 2 0.33 3 0.67 2
11:57 1 0 2 1 1
11:58 0 0.66 1 0.34 0
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Toplanabilir Markov zinciri baglig1 altinda hazirlanan bu ¢alisma Markov 6zelligine
farkli bir yon getirebilmek icin hazirlanmistir. 1900’Li yillarin baglarindan itibaren
giiniimiize kadar pek cok sahada basariyla uygulanabilen Markov 6zelligi kendi yapisi
icerisinde tiim ihtiyaglar1 karsilayabilen bir kuramdir. Ancak bazi uygulamalarda Markov
ozelliginin saglanmamasi durumlarinda 6zellikle Markov 6zelligine sahip olmayan kuyruk
modellerinde bu 06zelligin yerine yar1 Markov siiregleri basariyla kullanilabilmistir.
Toplanabilir Markov zinciri tanimlamasi da zincirin herhangi bir adimdaki durumunun

belirlenememesi halinde kullanim ac¢isindan kolaylik saglayabilecek bir 6zelliktir.

Calismada toplanabilir Markov zincirinin  asagidaki O6nemli  6zellikleri

gosterilmistir,

1. Sifir ve daha yiiksek adimli gegis olasiliklarinin tanimlanmasi

2. Yiiksek adimli gegis olasiliklar1 arasindaki recurrent iligkiler

3. Toplanabilir Markov zincirinin gecis olasiliklar1t matrisi

4. Markov zinciri ve toplanabilir Markov zinciri gecis olasiliklarinin birbirleri
cinsinden ifade edilmesi
Toplanabilir Markov zincirinin yutucu durumlarinin belirlenmesi
Toplanabilir Markov 6zelliginin binom siirecinde kullanilmas1
Zincirin duragan dagilimmimn tanimlanmasi

Toplanabilir Markov zincirinde sart olasiliklarinin en kii¢lik kareler ¢6ziimii

© © N o O

Iki durumlu toplanabilir Markov zinciri
10. toplamli gegis olasiliklar1

11. Toplanabilir Markov 6zelliginin siirekli parametreli zincirlerde kullanilmas1

Bunun yani sira yapilan uygulamada gozlenen gelis akimia ait olan toplanabilen
Markov zinciri kurulmus ve gegis olasiliklar1 belirlenmistir. Genellikle gelis akiminin
incelenmesi stokastik hizmet sistemlerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Markov 6zelligine sahip
stokastik kuyruk modelleri Poisson gelis akimina sahip olarak kabul edilirler. Ancak bunun
yani sira Markov Ozelligine sahip olmayan kuyruk modelleri de mevcuttur. Uygulamada

kullanilan yontemde gelis akimmin Poisson akimi olup olmamasma bakilmaksizin



toplanabilen Markov zinciri yapisiyla hesaplamalar yapilmistir. Bu hesaplamalari

asagidaki tablo yardimiyla Poisson gelis akimu ile karsilagtiralim,

Tablo 18. Hesaplanan Olasilik Degerleri ve G6zlem Durumlari

Gozlem Gelen Hesaplanan Poisson Olasihk Gercek

Am Miisteri Olasihik Degeri Degeri Gozlem

Sayisi Degeri
8:03 1 1 0.36 1
8:11 4 0.67 0.191 3
8:19 5 0.93 0.152 5
8:38 10 0.93 0.094 10
8:56 13 0.8 0.04 14
9:07 15 0.6 0.02 15
9:23 21 0.73 0.03 21
9:40 28 0.66 0.05 28
9:51 31 0.8 0.045 31
10:07 35 0.87 0.036 34
10:17 37 0.94 0.029 37
10:42 49 0.8 0.046 49
10:50 52 0.67 0.047 52
11:13 62 0.84 - 62
11:28 68 0.8 - 69
11:44 74 0.67 - 74
11:53 77 0.67 - 77

Tabloda hesaplanan olasilik degerleri goriilmektedir. Veriye bagh olarak
hesaplanan olasilik degerleri gercek goézlem durumunu olduk¢a optimal bir sekilde
yansitabilmektedir. Poisson olasiliklarmm goézlem durumunu ifade etmekte oldukga

yetersiz kaldigini1 tablodaki degerlerden rahatlikla gorebilmekteyiz.
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