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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Agciklama

IR" (n +1) -boyutlu vektor uzay1
de Oklidyen uzaklik fonksiyonu
d, Hiperbolik uzaklik fonksiyonu
E" n-boyutlu Oklidyen uzay

H? Hiperbolik uzay

S; De Sitter uzay

ON Lorentzien i¢ carpim



1. GIRIS
Ug boyutlu Oklid uzayinda sabit acil1 yiizey, E® deki sabit bir vektor alani ile sabit
bir ag1 yapan yiizeydir. E* Oklid uzaymda sabit agili yiizeyler M.l. Munteanu ve

A.l. Nistor tarafindan [1] de calisilmis ve E® de ki sabit acili yiizeylerin tiim smifi

elde edilmistir.

[2]-[3] de A. J. Scala ve G. R. Hernandez tarafindan E" deki sabit acili yiizeyler

smifi caligilmastir.

[4] de P. Germelli ve A. J. Scala sabit agil1 yiizeyleri s1vi katmanlar ve siv1 kristaller

teorisine uygulamiglardir.

S% ve H? kiiresel ve hiperbolik diizlemler olmak tizere; S2xIR,H?xIRve Nil,

carpim uzaylarindaki sabit agili yiizeyler, sirasiyla; [5], [6] ve [7] de caligilmistir.

Minkowski uzayinda sabit agili yiizey; yiizeyin birim normal vektdr alani ile E’de
sabit bir timelike vektor alani arasindaki ag1 sabit olacak sekildeki spacelike bir
yiizeydir. [8] de R. Lopez ve M. Munteanu E’ de bu tip yiizeyleri caligmis ve

siiflandirmiglardir. Ayrica, bu ¢alismalarinda, agilabilir bir teget yiizeyin sabit agili

bir ylizey olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu vermislerdir.

Oklid ve Lorentz uzaylarinda iyi bilinen ve teknikte bircok uygulamasi olan
Helisoid yiizeylerin Lorentz uzayindaki benzeri olan sabit agili yiizeyler, heniiz
Hiperbolik ve de Sitter uzaylarinda ¢alisilmamistir. Bu tezde, Hiperbolik ve de Sitter
uzaylarindaki bir yiizeyin sabit acili yiizey olma kosullart belirlenmis ve bu

yiizeylerin degismezleri aragtirilmistir.

Giinlimiizde bildigimiz yontemlerle ¢oziilemeyen problemleri farkli bir yontem
kullanarak ¢oziip, bu ¢oziimlerin bu yontemdeki yorumlarini vermek ¢alismalarda
onemli yer tutar. Kullanilan bu yontemlerden biri de, ¢6ziilemeyen problemlere farkli

uzaylarda modeller aramaktir. Lorentz, Hiperbolik ve de Sitter uzaylan fiziksel



olaylar i¢in birer model olup, bir¢ok fiziksel olay bu modellerle agiklanabilmektedir.
Farkl1 uzaylardaki yiizey cesitleri mimari, geometrik dizayn gibi giinliik yasantimizla
alakali alanlara rehberlik edeceginden bu tip yiizey cesitlerinin 6nemi biiyiiktiir.
Bunu, mimarlik tarihinde dnce Oklidyen, ortacagda kiiresel ve yakin ¢agimizda
hiperbolik ¢izgilerin kullanildig1 yapilardan gormek miimkiindiir. Gelecekte de Sitter
cizgilerini kullanan mimari yapilar ve geometrik dizaynlar giinlik hayatimiza

girecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Oklidyen Uzay

n- boyutlu Oklid uzay igin standart analitik model, n- boyutlu IR" reel vektdr uzay

ile eslesen IR" afin uzayidir. IR" iizerindeki Oklidyen i¢ ¢arpim non-dejenere,

simetrik, bilineer ve pozitif tanimlidir.

(,) , V vektor uzayi lizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer ve pozitif tanimli bir i¢

carpim olmak {izere veV nin bu i¢ ¢arpima gore normu

M= v.v)?

seklinde tanimli reel sayidir [9].
2.1. Tanim

X,y € IR" olmak lizere iki vektor arasindaki Oklidyen uzaklik
de (x,y)=[x-y]

seklinde tanimlanir [9,10].

2.2. Tanim
IR" iizerinde tanimlanan d. metrigine Oklid metrigi denir [10].
2.3. Tanim

¢:IR" > IR" doniisiimiiniin bir ortogonal doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart

VX, y e IR" i¢in

(B(x),8(y)) =%y

olmasidir [9].



2.4. Tamim

[a,b], IR de kapali bir aralik ve a<b olmak iizere }/:[a,b]—>X surekli

fonksiyonuna X metrik uzayinda bir egri denir.

Eger X =E" ise y egrisinin lineer olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vt €[a,b] i¢in

7(a+t(b-a))=r(a)+t(r(b)-7(a))
olmasidir [9].

2.5. Tanim

E" nin x,y,z gibi ii¢ noktas1 i¢in y=x+t(z—Xx) olacak sekilde bir te[0,1] reel

say1s1 varsa bu ti¢ noktaya dogrusaldwr denir [9].

(X, d) bir metrik uzay olmak tizere asagidaki tanimlar1 verebiliriz.
2.6. Tanim

[a, b], IR de kapali aralik ve a <b olmak iizere;
a:la,b]—>X

dontisiimii uzunluk koruyan siirekli fonksiyon ise « ya X metrik uzayinda bir

jeodezik egri yay: denir
Bu durumda geodezik yayin baslangi¢ noktas1 (@) ve bitis noktas: «(b) dir [9].

2.7. Tanim

VX, y e X ayrik ¢ifti igin X ve y vyi iceren bir tek jeodezik parca varsa X ’e

jeodezik olarak konveks metrik uzay denir [9].

2.8. Tanim



A IR — X doniisiimiine jeodezik dogru denir [9].
2.2. Lorentz Uzay1

X,y € IR" iki vektor ve n>1 olsun. x ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpimi

<X’ y>L ==XY, Fo XY XY

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu ¢arpim ile birlikte IR" uzayina Lorentz

uzayr denir ve IR ile gosterilir. IR uzayimnda bir x vektoriiniin Lorentz normu

X =[x v, |2

ile, X ve y noktalar1 arasindaki Lorentz uzunluk

di(xy)=[x-v]
ile tanimlanir [9].
2.9. Tanim

IR Lorentz uzayinda

{x elR": X2 =X +...+x§_1}
seklindeki C"* kiimesine w51k konisi (light koni) denir. (x,X), =0 ise X vektdriine
stk benzeri (lightlike veya null) vektor denir [9].

2.10. Tanim

x e IR igin, (X,X), >0 ise x vektdriine uzay benzeri (spacelike) vektér denir. C"*

hiperkonisinin dis1, IR nin uzay benzeri vektorlerinden olusan acik alt kiimesidir

9.



2.11. Tanim

X € IR i¢in, (X,X), <0 oluyorsa X vektoriine zaman benzeri (timelike) vektor denir.
C"* hiperkonisinin i¢i, IR nin zaman benzeri vektorlerinden olusan agik alt
kiimesidir. Eger x, >0(x, <0) ise x vektdriine pozitif (negatif) zaman benzeri denir
[9].

2.12. Tanim

Sifirdan farkli X,y e IR igin (X, y), =0 oluyorsa x,y vektorlerine Lorentz

ortogonaldir denir [9].

2.1. Teorem

X,y vektorleri, IR de sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektor olsun. Eger X

vektorii zaman benzeri ise y vektori uzay benzeridir [9].
fspat

[9] da sayfa 60-61 den goriilebilir.

2.1. Onerme

IR nin bir V alt vektor uzayimnin;

1) Zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V nin en az bir zaman benzeri

vektore sahip olmasidir.

2) Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektoriin

uzay benzeri olmasidir.

3) Isik benzeri olmasi icin gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektor icin

(X,Xx), =0 olmasidir [9,11].



Ispat
[9] da sayfa 61 den goriilebilir.

2.13. Tanim

xve 'y, IR de pozitif (negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.

Yo ==[x]lly|eoshn(x.y)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 77(X, y) reel sayis1 vardir. X ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (timelike) a¢i, 77(X, y) olarak tanimlanir [9,11].
2.14. Tanim (Timelike vektorler arasindaki timelike ag1)

X ve y , IR nin pozitif (negatif) timelike vektorleri olsun. 77(X, y) negatif olmayan

bir reel say1 olmak {izere
Yo =[X[lylcoshz(x.y)

dir. Buna gore xvey arasindaki Lorentzian timelike ag1 7(x,y) dir. Eger

77(X, y) =0 ise x ve y nin birbirlerinin pozitif skalar ¢arpimidir [9].
2.15. Tanim (Spacelike vektorler arasindaki spacelike ag1)

xvey, IR™ in spacelike vektorleri olsun. Béylece 0 ve  arasinda bir tek

(X, y) reel sayis1 vardir ki

sy =[XlIvleosn(xy)
dir. X ve y arasindaki Lorentzian spacelike ag1 77(X, y) ile tanimlanir [9].

2.16. Tanim (Spacelike vektorler arasindaki timelike ag1)



X ve y, timelike alt vektdr uzayi tarafindan gerilen IR in spacelike vektdrleri

olsunlar. Bir tek 77(X, y) reel sayist vardir ki

[y = lylcoshn(x. y)
dir. x ve y arasindaki Lorentzian timelike ag1 77(X, y) ile tanimlanir [9].

2.17. Tanim (Timelike ve spacelike vektorler arasindaki ag1)

IR de x spacelike vektor ve y pozitif timelike vektdr olsun. Boylece bir tek negatif

olmayan 77(X, y) reel sayis1 vardir ki

[y =[] [[ylsinhz (. y)
dir. x ve y arasindaki Lorentzian timelike a¢1 77(X, y) ile tanimlanir [9].

2.3. Bir Manifoldun Alt Manifoldunun Hiperyiizeyleri

Bu boliimde [12] de C. Thas tarafindan verilen bir manifoldun alt manifoldunun
hiperyiizeyleri kavrami ozetlenecektir. N,E™Oklid uzayinin (n+1) boyutlu alt
manifoldu (m>n+1) ve N N nin n boyutlu bir alt manifoldu olsun. N iizerinde bir
p e N noktasnin bir U komsulugunda N deki & birim normal vektor alanini
diisiinelim. E™, N ve N nin standart Riemann konneksiyonlar: sirastyla B, DveD

olsun. N de N nin Weingarten déniisiimii

Di&=L(X),¥X eN,

ile verilir ve detL, Nde N hiperylizeyinin bir p noktasindaki Gauss egriligidir.
V'(Y,Z), N de Nnin ikinci temel formu ve Y,Z e y(N)olmak iizere Gauss

formiilinden



DvZ=D,Z+V'(Y,Z) ,Y,Zex(N).

Ayrica

DvZ=D,Z—(L(Y),Z)¢&

seklindedir. Ohalde V (U,W), E™de N nin ikinci temel formu olmak iizere
DuW =DuW +V (U W) , UW e (N).

Eger V (Y,Z),E™ de N nin ikinci temel formu ise

DvZ=D,Z+V(Y,Z)

ve buradan da

V(Y.Z)=—(L(Y),Z)£+V(Y,Z)

olur. A.,N nin teget uzaymnda bir self adjoint lineer déniisiim ve D, N normal

demet de bir metrik konneksiyon olmak tizere, E"de N nin &birim normal vektor

alanina gére Weingarten denklemi
(X))+Dy& , VX eN,
ile verilir. Ayrica
Dxé&=Dx&+V (X, &)

veya

Dx&=L(X)+V(X,&).
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O halde

ve

D& =V (X,&), VX eN,

elde edilir. Dolayisiyla

detL=tdetA..

Yani K ( p,ép) ,E™de N nin pnoktasindaki Lipschitz-Killing egriligi olmak iizere

Nde N hiperyiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi iK(p,(fp)ye esittir. R, N

nin egrilik tensérii ve U,,U,,U,,U,eN olsun. O halde, E"de N nin Gauss

denklemi
(ULR(U,.U,)U,) =(V (U,.U,).V (U,,U,)) - (V (U,U,).V (U, ;)

ile verilir. Eger, X eN jise N nin iki boyutlu (X,gp)ybnﬁnde p noktasindaki

Riemann egriligi

X.R(X,&,)¢E,)
(X,X)

R(x.2)-"

ile verilir.
2.4. Hiperbolik ve de-Sitter Uzayi

S/ < IR'™ ve S ={xeIR[":<x,x>=1} kiimesine n-boyutlu birim pseudo-kiiresel

uzay (de-Sitter uzayr), Hy ={xe IR :<x,x>=-1} kiimesine de n- boyutlu birim
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pseudo-hiperbolik uzay denir. Hg uzaymnm iki baglantili bileseni Hj, ve Hg_

olmak {iizere, bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzayin modeli olarak

alinabilir. Biz literatiire bagli kalarak hiperbolik uzayin modeli olarak pozitif bileseni

gbz oniine alacagiz, yani; Hg, =H" < IR"™ olarak alacagiz [9].
2.18. Tanim

x,yeH" < IR"™ ve x ile y arasindaki Lorentzien zaman benzeri ag1 7(X, y) olsun.

X ve y arasindaki hiperbolik uzunluk

dy (%, y)=n(xy)

seklinde tanimli bir reel sayidir.

Yo ==|x|lylcoshr(x.y)

oldugundan

coshd,, (X,y)=—(Xy),

olur [9,13].

2.2. Teorem

d,, hiperbolik uzunluk fonksiyonu H" {izerinde bir metriktir [9].
fspat

[9] dan goriilebilir.

2.19. Tanim

d,, metrigi ile birlikte H" uzay1 hiperbolik n-uzay olarak adlandirilir [9].

2.20. Tanim
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H" nin bir dogrusu IR in iki boyutlu zaman benzeri alt vektdr uzayi ile H" nin
arakesitidir. x,yeH" vektorleri IR™ in V(x,y) ile gosterilen iki boyutlu bir
zaman benzeri alt uzayim gererler. Boylece L(x,y)=H"NV(x,y) , x den gegen
y yiigeren H" nin bir dogrusudur [9].

Buna gére H" nin jeodezikleri onun dogrularidir.

2.21. Tanim

H" nin bir m-diizlemi, IR"™ in (m+1) -boyutlu zaman benzeri alt vektor uzayi ile

H" nin arakesitidir [9].
2.22. Tanim

H" nin bir hiperbolik 1-diizlemi onun hiperbolik dogrulari, hiperbolik (n-1) -

diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir [9].
2.5. Oklidyen ve Hiperbolik Uzayda Tamimlar

Asagida verecegimiz tanimlarda X =E",H",S" olarak alinacaktir.

2.23. Tanim

V bir reel vektdr uzay:r olsun. g:V xV — IR doniisiimii bilineer ve simetrik ise

g ’ye V lizerinde simetrik bilineer form denir [11].

2.24. Tanim

V vektor uzayi lizerinde ¢:V xV — IR simetrik bilineer form ve W, V nin bir
altvektor uzayr olsun. Bu durumda ¢, :W xW — IR kisitlamas1 negatif taniml

olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt vektdr uzayinin boyutuna g ’nin indeksi

denir.
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Eger indeks v ise 0<v <boyV dir.

Ayrica V nin indeksi, tizerinde tanimli olan ¢ "nin indeksi olarak tanimlanir [11].
2.25. Tanim

V reel vektor uzayi lizerinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere forma, V reel
vektor uzayr itizerinde bir skalar ¢arpim denir. Bu carpim ile birlikte V vektor

uzayina da skalar ¢arpim uzay: denir. [11].
2.26. Tanim
M bir diferensiyellenebilir manifold ve P, M nin altkiimesi olsun. Eger

i) P, M nin manifold topolojisinin, alt topolojik uzayidir,
ii) j:P—>M, j(p)=p inclusion doniigimii C” diferensiyellenebilir ve her bir
p eP icin (dj )p :T,P = T,M tiirev doniisiimii birebir doniisiimdiir,

ozellikleri saglaniyorsa, P ye M nin bir altmanifoldu denir [11].

2.27. Tanim

M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢:M — N, C* diferensiyellenebilir

doniisiim olsun. Eger her bir pe M noktasi i¢in (d¢)p TM T

5N donisimi

birebir ise ¢ ye bir immersiyon (daldirma) denir.

Eger M, N nin altmanifoldu ise M ye N nin immersed (daldirilmig) altmanifoldu denir
[11].

2.28. Tanim
M ve N, C” diferensiyellenebilir manifoldlar olsun.

¢:M — N birebir immersiyon ise ¢ ye bir embedding denir.
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Eger M, N nin altmanifoldu ise M ye N nin embedded altmanifoldu denir [11].

2.29. Tanim

M, C~ diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde simetrik, nondejenere ve sabit

indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina metrik tensor denir [11].

2.30. Tanim

M, C” diferensiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde bir sifirdan farkli indekse

sahip metrik tensor olmak iizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir

[11].
2.31. Tanim

M yari-Riemann manifoldu tizerinde tanimli g metrik tensoriiniin indeksine, M yari-

Riemann manifoldunun indeksi denir [11].
2.32. Tanim

M yari-Riemann manifoldunun indeksi 1 ise M ye bir Lorentz Manifoldu denir [11].

Boylece n-boyutlu M Lorentz manifoldu tizerindeki metrik tensor,

9, (v, W) =—V,W,+ > VW, peM, v,,w eTM
i=2

seklinde tanimlanir.

2.33. Tanim

M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M nin altmanifoldu olsun. j:M —M

inclusion déniisiimii olmak iizere her bir peM igin, (j(9))(p)=g(j(p)) ile tanimh



15

j(g) doniisimii M iizerinde bir metrik tensdr ise M ye M nin bir yari-Riemann

altmanifoldu denir [11].

2.34. Tanim

IR Minkowski uzayinda,

Hn :{X:(Xi""’xm-l)e IerHl <X’ X> :_1’X1 21}

kiimesine n-boyutlu hiperbolik uzayin hiperboloidal (Minkowski) modeli denir [9].

2.35. Tanim
2<r<n i¢in U, IR"" nin bir a¢ik altkiimesi olmak {izere,

X:U > IR" immersiyonu ile belli olan XU)=M, IR nin (n-r)-altmanifoldu

olsun.

Buna gore p e M noktasindaki M nin teget uzayr T)M olmak iizere,

i) T,M, IR nin spacelike altuzay1 ise X e spacelike immersiyon ve M ye IR nin
spacelike (n-r)-altmanifoldu denir.

if) T M, IR’ nin timelike altuzay: ise X e timelike immersiyon ve M ye IR nin
timelike (n-r)-altmanifoldu denir.

iii) TM, IR nin lightlike altuzay: ise X e lightlike immersiyon ve M ye IR nin

lightlike (n-r)-altmanifoldu denir [9].
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3.HIPERBOLIK UZAYDA EGRILER VE YUZEYLER
Bu boliimde H® uzayinda egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi 6zetlenecek
ve H?® uzaymm Lorentzian modeli almacaktir.

3.1. Hiperbolik Uzayda Egriler

H® de egrilerin [14] de verilen extrinsic diferansiyel geometrisini
ozetliyelim. y:1 — H?® birim hizli regiiler egri ve y nmin y(s) noktasindaki teget

vektorii t(s) olmak ilizere y nin normal vektori

n(s)= D07 (8)=7(5)
Dt(s)}/(S)—]/(S)

olarak verilir. y nin binormal vektoriide e(s)= y(s)At(s)An(s) seklinde tanimlanur.
Buradan elde edilen {y(s)t(s)n(s)e(s)} catisma y- boyunca IR} iin pseudo

ortonormal catis: denir.

<t'(s),t'(s)> # —1 olmak iizere; y: 1 — H®birim hizli egrisinin

%.(5) =Dt () -7 ()
degerine y min hiperbolik egriligi

ve

_det(y(S),}/'(S)J/"(s)’7"'(5))
[, (s ]2

degerine de y mn hiperbolik burulmast denir [14]. Ayrica ¥ nin {y(s),t(s),n(s),e(s)}

7,(s)=

catisindan elde edilen
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?my(s):t(s)
Dust(s) = (s)n(s)
Bt(s)n(s =—K, (S)'[ S

Dian(s) =, (s)(
Bt(s)e(S):—Th (s)n(s

esitliklerine y egrisinin Frenet-Serret denklemleri denir [14].

x,(s)nin tamimidan (t'(s)t'(s))# -1 kosulu x;,(s)#0 olmasma denk oldugu
kolaylikla goriiliir [14].

7/(5) egrisinin &, (S) =0 sartiz1 saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul y(s)—c
geodezik olacak sekilde bir ¢ lightlike vektoriintin var olmasidir [14].

K, (S) =0 sartim1 saglayan egriye equidistant egri denir. Ayrica Kk (S) =1 ve
7,(s)=0 ise y bir Horo-cemberdir [14].

3.2. Hiperbolik Uzayda Sabit A¢cih Egriler

Tegeti sabit bir dogru ile sabit bir ac1 yapan egriye IR de genel helis egrisi denir.
Bir egrinin genel helis egrisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bu egrinin egriliginin
burulmasina oraninin sabit olmasidir. Bu sonu¢ 1802 yilinda M.A.Lancret tarafindan

verilmistir ve ilk olarak 1845 yilinda B.de Saint Venant tarafindan ispatlanmigtir.

3.1. Teorem (Oklid Uzayinda Lancret Teoremi)

IR® de bir egrinin genel helis egrisi olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul 7=hbx

olacak sekilde sabit bir b sayisinin var olmasidir [15].
3.2. Teorem (Hiperbolik Uzayda Lancret Teoremi)

Hiperbolik uzaydaki bir y egrisinin genel helis egrisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul
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1. 7=0 ve y, H*(=1) hiperbolik diizleminde bir egridir,

veya

2. 7,H?*(=1) hiperbolik uzayinda bir helisdir [15].

3.3. Hiperbolik Uzayda Yiizeyler

H*® de yiizeylerin [14] de verilen extrinsic diferansiyel geometrisini dzetliyelim.
ve IR ve celR igin HP(v,c)={xeIR’|(x,v)=c,ceIR}

seklinde v pseudo normalli hiperdiizlem tanimlayalim.

3.1. Tanim

a) v timelike ise HP(V, c)ye bir spacelike hiperdiizlem denir.
b) v spacelike ise HP(v,c)ye bir timelike hiperdiizlem denir.
c) v lightlike ise HP(v,c)ye bir lightlike hiperdiizlem denir.

{6,866} IR’ iin dogal tabani ve X :(X(i,,xli,xiz,xg) olmak iizere herhangi

X, %, X, € IR! igin

—€ & & &

1 1 1 1

Xoo X X X

XNAX AKXy = 2 2 2
X X X

o X 2 3

3 3 3 3

X5 X X

seklindedir. Ayrica
(X, X A Xy AXg) = det(X, X, X, %)

Ve X A X, A X, herhangi X; ye ortogonaldir.
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IR} deki hiperdiizlemler ve H® iin kesismesiyle verilen H® de yiizeylerin iig tipi

vardir.

a) HP(v,c) spacelike ise H* ~HP(v,c) yiizeyine Kiire denir.

b)) HP(V, C) timelike ise H® HP(V, C) ylizeyine Equidistant ytizey denir.
¢) HP(v,c) lightlike ise H*~HP(v,c) yiizeyine Horokiire denir [14].

U c IR?bir agik alt kiime, M = x(U) ve x embedding olmak iizere x:U — H* bir
regiiler ylizey olsun. O zaman {xul =X, X, = XZ}, Xile tanimlanan ylizeyin teget

diizleminin bazi olmak tizere

e (u) = x(u)Ax (U)Ax,(u)
[x(u) A% (u)~x, (u)]

vektoriine H®de M yiizeyinin birim normali denir.
E:UcR*—>S E(u)=¢e(u)

seklindeki doniisime x parametrizasyonu ile verilen yiizeyin de Sitter Gauss

doniisiimii denir.
LCT = {x= (%%, % %) € IR! | %, > 0,{x,X) =0}

orjin merkezli future light konisini alalim. x(u)eH 3,e(u)eSl3 ve <x(u),e(u)>:O

oldugundan x(u)+e(u)e LC .
L*:U cR?* > LC,, L (u)=x(u)+e(u)

seklindeki doniisime x parametrizasyonu ile verilen yiizeyin light koni Gauss

doniistimii denir,
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D,,V teget vektoriine gore kovaryant tiirev olmak iizere herhangi p =x(u,)e M ve

TpM igin D,L" e TpM dir [14].

U ve M nin ozellikleri altinda dx(u,) tiirevi TpM teget uzayi iizerinde I ToM
ozdeslik doniisimii ile ozdestir (p=x(u,)). Dolayisiyla L"(u)=x(u)*e(u)

oldugundan
dL* (u, ) =dx(u, ) £de(u,)
ve buradan da

dL* (Uy ) = Iy £dE(up)
yazilir.

St i=—dL (u,): TpM — TpM

seklinde tanimli lineer doniisime p=x(x,) noktasinda M =x(u) vyiizeyinin

hiperbolik sekil operatorii denir.
A, =—dE(u,): TpM —TpM

taniml1 lineer doniislimiine p=x(u0) da M :x(u) yiizeyinin de Sitter sekil

operatdrii denir.

K (p)ve K(p), ile sirasiyla S; ve A, donilisiimiiniin 6z degerlerini gosterelim.
K_ii( p)ve K.(p), (i:1,2) ye p:x(uo) da M:x(u) ylizeyinin sirasiyla asli

hiperbolik ve asli de Sitter egrilikleri denir.

+ . . . .
S, ve A, ayni 6z vektorlere sahiptir ve

Kii(p)= _1iKi(p)'
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7(S): x(u1 (s), MZ(S)),M = x(u) yiizeyi iizerinde p = y/(so) noktasinda birim hizli egri
olsun. k(s)=1¢'(s)—y(s) hiperbolik egrilik vektérii olmak iizere p = y(s,) noktasinda

7(s) nin de Sitter normal egriligi

K, (So): <k(s0 ), r (”1 (So ) uz(so))> = <t'(So )a r (ul (So ), ”2(30))> +1
[14].

de Sitter Gauss egriligi sadece p noktasina ve p noktasindaki M ylizeyinin birim
teget vektoriine baglidir. Bu yilizden de Sitter normal egriligi p e M noktasinda
maksimum ve minimuma sahiptir. p noktasinda de Sitter normal egriliginin
maksimum veya minimumu +K,(p) de Sitter asli egriliklerine esittir. Boylece
asagidaki Hiperbolik tip Rodrig formiiliinii verebiliriz. Eger y(s)=x(x,(s),u,(s)) bir

egrilik cizgisi ise K (s),7(s) nin de Sitter asli egriliklerinden biridir. Yani

() (5)= ()1 5 )

ds

[14].

Burada K_ni(s)=Ki(s)—1 seklinde tammlanir ve K_f(s) ye y(s) nin hiperbolik

n

normal egriligi denir.

p =x(u,) noktasinda M = x(u) yiizeyinin Hiperbolik ve de Sitter Gauss egrilikleri

K; (1) =det % = K (p)K: (p)
ve
K, =det Ap =K,(p)K,(p)

Hiperbolik ve de Sitter ortalama egrilikleri
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Hhi(uo)z—le+ - Kf(p);—K;(p)
ve
Hd(uo)Z%iZAp :M

olarak tanimlanir.

de Sitter ortalama egriligi tam olarak M nin ortalama egriligidir. Dolayisiyla H,

yerine H yazilir ve

Hi(u)=+H(u)-1

[14].

3.4. Hiperbolik Uzayda Sabit A¢ih Yiizeyler

Sabit acili yiizeyler Hiperbolik-3 uzaydaki yiizeylerin 6zel bir sinifidir. Teget

diizlemi A de sabit bir vektor alani ile sabit bir ac1 yapan yiizeye sabit agil yiizey

denir.

X:M —IR! bir immersiyon olsun. Eger x iizerindeki indirgenmis metrik
Lorentzian ise x’e Timelike immersiyon, Riemanian ise x’e spacelike immersiyon,
dejenere ise x’e Lightlike immersiyon denir. Eger (x,x)=-1 ve X, >1 ise Xx’e H’

{in bir immersiyonu denir.

Bu boliimde H°deki yiizeylerin iki 6zel sinifi olan sabit timelike ve sabit spacelike
acil1 yiizeyler arastirilmigtir. Teget diizlemi /° deki sabit bir vektdr alan ile sabit bir
timelike ag1 yapan yiizeye H’ de sabit timelike acili yiizey denir. Benzer sekilde ;
teget diizlemi H° deki sabit bir vektor alani ile sabit bir spacelike ac1 yapan yiizeye

H’ de sabit spacelike a¢ili yiizey denir.
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IR} Minkowski uzayinda bir vektdr alaminin causal karekterlerinin gesitliliginden
dolayr keyfi iki vektdr alam arasinda dogal bir ag1 kavranmu vardir. x, H° de
spacelike immersion oldugundan &, M ylizeyi lizerinde birim spacelike vektor
alanidir. Eger U, H® de birim spacelike vektdr alani ise S, {U p,fp} alt uzay1 ya

spacelike ya timelike ya da lightlike olur.

1. Eger S, {(SP,UP} timelike alt uzay ise;

OR hiperbolik dogru pargasmin uzunluguna &, ve U, arasindaki agmin Slgiisi

denir.

R
U,
Timelike
oja > )
g,
0
X
S Z

Sekil 3.1. Lorentz uzayinda spacelike vektorler arasindaki timelike a1
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Timelike

Sekil 3.2. Lorentz uzayinda spacelike vektorler arasindaki timelike ag1

Bu durumda [(£,,U )| =cosh&(¢,,U, ) olacak sekilde bir tek pozitif 6(¢,,U,) reel

sayis1 vardir. Bu 6’(§p,U p) reel sayisina &, ve U, spacelike vektorleri arasindaki

timelike a¢1 denir [9].

2. Eger S, {.fp,Up} spacelike alt uzay ise;

O halde her bir pe M i¢in QR g¢ember pargasinin uzunluguna &, ve U, arasindaki

acinin Ol¢iisii denir.

w
Spacelike
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Sekil 3.3. Lorentz uzayinda spacelike vektorler arasindaki spacelike ag1

Bu durumda (&,,U,)=cos6(£,.U,) olacak sekilde bir tek 6(£,,U,)<(0,7) reel
sayis1 vardir. Bu 6’(§p,Up) reel sayisina &, ve U, spacelike vektorleri arasindaki

spacelike ac1 denir [9].

3. Eger S, {&,.U, | lightlike alt uzay ise;

Sekil 3.4. Lorentz uzayindaki lightlike vektorler aasindaki aci

OR pargasinin d, (Q,R) oklid uzunluguna &, ve U, arasindaki aginin dl¢iisii denir.

Bu durumda 6’(§p,Up)=dE(Q, R) olacak sekilde bir tek 0(§p,Up)e IR reel sayisi

vardir.

;((M ) , M {izerindeki teget vektor alanlarinin modiilii olsun. B,B,D ile sirastyla
IR}, H® ve M nin Levi-Civita konneksiyonlarmi belirtelim. O zaman ¥, M nin

IR deki ikinci temel formunu, 7 ve L simgeleri de DxY nin teget ve normal

bilesenlerini gostermek iizere VX,Y € ¥ (M) igin
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Vv :Z(M)XI(M)—)ZL(I\/I), \7(X,Y)=(BxY)L :
ve
DxY =DxY +(X,Y)x, DxY =D,Y +V(X,Y). (3.1)

(3.1) denklemlerinin birincisine A nin H° deki, ikincisine de M nin IR} deki

Gauss denklemi denir.

E, M nin H’ deki birim normal vektér alani olmak iizere S;(X) ve AX(X)

doniisiimlerine —Bxf ve —BxX teget bilesenlerine karsilik gelen M nin H° ve

IR deki Weingarten doniisiimleri denir. Buna gore

s;(x)=—5x§+<5xx’§>x (3.2)

A(X)=-Dxx+(Dax &)

S;(X) ve A (X) in her bir peM ig¢in lineer ve self adjoint operatdrler oldugu

[11] den goriilebilir.

S;(X) ve AX(X) in K_Ii( p) ve Ki(P) 6z degerlerine M yiizeyinin sirasiyla H® ve

IR* deki asli egrilikleri denir.
Ayrica XY € ;((M) icin
(" (X)Y)=(V(x,Y).¢)

ve
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(AX)Y)=(V(X,Y),x).

V(X.Y), M nin IR*deki ikinci temel formu oldugundan
V(X,Y)= A&+ A,x

seklinde yazilabilir. Buradan da
V(X,Y)=(S*(X)Y)E—(A(X),Y)x

bulunur. {v,,v,},TpM teget diizleminde bir baz1 olmak tizere bundan sonra

kisa gosterimini kullanacagiz. O halde
Bvivj =D, v; —\7".§+<vi,vj>x (3.3

olarak yazilir. {v,,v, } bazinin ortonormal olmas1 halinde de

E —~

DV, =D, Vv, -V, & (3.4)

] Vi 'l
Gauss denklemlerini elde ederiz. Benzer sekilde Weingarten denklemleri de
Bvi & =—VipV; —Vi,V, (3.5)
Dy X = =WV, —W,,V, (3.6)

seklindedir.
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3.4.1. Hiperbolik Uzayda Sabit Timelike Acih Yiizeyler
3.2.Tanim

x:M — H’ bir spacelike immersion ve &, M nin birim normal vektér alani olsun.
Eger M iizerinde O(&,U) timelike agisi sabit olacak sekilde bir U spacelike

dogrultusu varsa M ye H>de sabit timelike ag1l1 yiizey denir.

£,M vyiizeyinin H® de birim normal vektor alan1 olmak iizere M yiizeyi spacelike
eksenli sabit timelike agili yiizey olsun. O zaman ¢&,U spacelike vektorleri

arasindaki timelike agiyr 8, U spacelike vektorii ile X timelike vektorii arasindaki

timelike agiy1 da ¢ ile gosterelim. O halde
(£,U)=-cosh@, (U,x)=sinh(-gp)

olur. Eger 6=0 ise &=U olur. =0 ve M iizerinde (U,x)=sabit almak

genelligi bozmaz. U e IR* olmak iizere
U=u’+uU"

seklinde yazilir. O halde;
U=U"+1&+ X

olarak yazilabilir. Buradan

U =U" —(cosh 8)¢& + (sinh ) x

olur ve

UT||=./lsinh? @ —sinh?@| =0
o= Jsinh* 0

seklinde elde edilir. Dolayisiyla
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UT
e =—
vl

olmak lzere

U= \/‘sinhz ¢ —sinh’ 6]e, — (cosh 6)& + (sinh o) x (3.7)

bulunur. O halde hiperbolik uzaydaki sabit dogrultu

U, = \/‘sinhz p—sinh? 6le, - (cosh 6)& (3.8)

seklinde tek olarak bulunur.

e,,M lizerinde e, e ortogonal vektdr alani olmak iizere {el,ez,f, X} M nin her
noktasinda IR, iin ortonormal baz1 olur. U, ,H® hiperbolik uzayinda sabit bir vektor

alan1 oldugundan BeZUh =0 dir. Dolayisiyla

dir. O halde

[=)e2Uh = \/‘sinhz @—sinh® Q‘Bezel —(cosh 0)[=)e2§ =0

oldugundan

\/‘sinhz ¢—sinh? 6| De,g, ~ (cosh ) De,& =0 (3.9)

elde edilir. Buradan

\ﬂsinhz @ —sinh? 6" <Be2e1,§>—cosh 9<592§,§> =0

oldugundan
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\ﬂsinhz p—sinh’ 6| RDeze1 ~(8*(g,),0 )& +(e,0,) x,§>] =0

veya

Vo =V, = 0

olarak elde edilir. Dolayisiyla (3.9) denkleminden

\ﬂsinhz ¢—sinh? 6| De,e, — (cosh 6) (0,8, ~V,,€,) =0
veya buradan da

Bezel _ cosh @ 5

Ve (3.10)
Jsinh2¢—sinh20 e

esitligi elde edilir. Benzer sekilde U,,H® de sabit bir vektdr alani oldugundan
Beluh =0 dir. Ayrica

DU, =DaU, +(6,U, )

oldugundan

DU, =0 ve Beluh :\I/‘sinh2 @—sinh? g|x

(3.11)
elde edilir.

D.U, = \ﬂsinhz ¢—sinh? 6| Deg, — (cosh 0)De,& (3.12)
ve (3.11) esitliginden

\/‘sinhz @—sinh® H‘qul —(cosh Q)B%& = \/‘sinhz @—sinh? g|x (3.13)

olur. (3.13) denkleminin her iki tarafin1 £ ile i¢ ¢carpima tabi tutarak
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v, =0

bulunur. Ayrica (3.13) den

Belel =X (3.14)
esitligi elde edilir.

3.1. Teorem

H*® Hiperbolik uzayinda spacelike eksenli sabit timelike agil1 bir yiizey icin D Levi-
Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

—coshé -
De1e1 =0 DeZ & =—= > —— V228,
\ﬂsmh @—sinh 0‘
coshé .
D.e, =0 D.e,=— = ——V,,6,
\/‘smh @—sinh 0‘
ispat

Belel = Dele1—<Si(el),e1>§+<el,e1>x
oldugundan

x=D,e +x

veya

Dele1 =0

elde edilir.

(e.8,)=0



oldugundan

(D.e,.8)=0

olur. (e,,e,) =1 oldugundan da <Dele2,e2> =0 olur. Bdylece

D.e, =0.
Diger taraftan

Bezel =D,¢ —<Si (ez),e1>§+<e2,el> X

oldugundan
Deze1 = Bezel.
Ayrica
= —coshé .
De,e = — — 2,65
\/‘smh @—sinh® @

oldugundan da

—cosh @ -

22e2

D e =
ut \/‘sinhz @—sinh? 0

cosh @

olarak elde edilir. Son olarak D, e, =

2

De2 &, =48 + 48,

olacak sekilde yazilabilir. Buradan

B \ﬂsinhz p—sinh? 6

V,,€&, oldugunu gosterelim.

32
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4 =(D,e,.8).4,=(D,e,8,)=0
olur. O halde

D.e,=(D.e;.e)e,

oldugundan

D.e, = <Be2 e,, e1> e (3.15)

ve <62 , e1> = 0 oldugundan (3.10) kullanilarak

<B o el>: cosh @ J
o \ll‘sinhzgo—sinhze‘ i

bulunur. Bu esitlik (3.15) de yerine yazilarak

_ cosh @ e
i \ﬂsinhzgo—sinhze‘ =

D,e

elde edilir.

3.1. Sonug

H?® de sabit agili bir spacelike M yiizeyi verilsin. O zaman S = ﬂ(u,v), M ylizeyi
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak ilizere M yiizeyi iizerindeki

metrik <,> =du?+ ﬂzdv2 olacak sekilde u ve v lokal koordinatlar1 vardir.

Yiizey Parametrizasyonunun Bulunmasi

Simdi Sonug 3.1 de verilen M yiizeyi tizerindeki metrik <,> =du® + B%dv® olacak

sekilde X = X(u,v) ylizeyinin parametrizasyonunu elde edelim.



3.2. Teorem

34

H?® de spacelike eksenli sabit timelike ac1l1 yiizeyin X = x(u, v) parametrizasyonu

X,y =X
B,
X =/ X
B

kismi tiirevli denklem sistemini saglar.

Ispat:

Bxuxu :Dxuxu—<Si(xu),xu>§+<xu,xu>x

ve
X = Bxu Xy
oldugundan
X,y = X
bulunur.

X, = DxX,
ve

D, X, = va X,

oldugundan

X =_ﬁﬂuxu +gvxv_ﬂzv22§+ﬂzx

(3.16)



Xy = Dy X,

olur. Ayrica

—cosh @ N
Dezel = V5,6,
\/‘sinhz p—sinh? 6
oldugundan da
—cosh @ -
22Xv

XUV = . 2 . 2
\/‘smh @—sinh® @
bulunur. Bu esitligi X, ile carpima tabi tutarak

_ —cosh @
B \/‘sinhz @ —sinh® 0‘

(X X,) V. 5

ve

(%:%,)=p’
esitliginden

—cosh @ . B

\ﬂsinhz @—sinh? 49‘ s B

bulunur. Bu son esitligi (3.17) de yerine yazarak

xuv = &xv
B
elde edilir.

1

Dup%, /% =_ﬁ—ﬂ3”><v K

35

(3.17)
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ve
= %] % X X%
., /] =D xv/||xv||—<s (—}—>¢+<—,—>x
Il ) Il NI ]
oldugundan
= cosh @ - 5
DX, /[%,|| = s W%, — V& + X
\Ii‘smh @—sinh 9‘

bulunur. Boylece ;

o +%xv — B+ X
olur.
3.2. Sonug

&, sabit acgilt M ylizeyinin birim normal vektor alani olmak {izere M yiizeyinin

parametrizasyonu

{gu =Drxe=0 (3.18)

v=Dx¢= _\722Xv
denklem sistemini saglar.

Ispat:

X
x|

=V X, —Vp

oldugundan



& =0

olur. Ote yandan

£v=Dx& Ve D& = fDxnié
oldugundan

SV =—VpX,

bulunur.

3.1.0nerme

M sabit timelike ag1l1 spacelike eksenli bir yiizey ise S(u,V)V,, =y (V)

sekilde y = y/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.
Ispat :

guv = gvu =0 Oldugundan

Dy, (_\722)(\/): 0

olur. Ayrica (3.19) ve Teorem 3.1 den

_ cosh @ _\2
(

- =0
2 \/‘sinhzgo—sinhz@‘ "

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla

37

olacak

(3.19)
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(‘722)u +%‘722 =0 (3.20)
veya
(B%,), =0 (3.21)

denkleminden

Py = (V) 3.22)
olacak sekilde y =y(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu bulunur.

3.2. Onerme

x=x(u,v), H®Hiperbolik ~ uzaynda sabit agili spacelike bir yiizeyin

parametrizasyonu olsun. Eger M {izerinde v,, =0 ise x = x(u,v) hiperbolik diizlem

belirtir.
Ispat

M fizerinde v,, =0 olsun. &, sabit acili M ylizeyinin birim normal vektor alani

olmak tizere M yiizeyinin parametrizasyonu (3.18) kismi tiirevli denklem sistemini

sagladigindan

cu=0
cv=0
sistemi saglanir. Buradan da £, M boyunca sabit bir vektor olmalidir. Dolayisiyla

M yiizeyinin normali sabit oldugundan x = x(u,Vv) hiperbolik diizlem belirtir.

Tezin kalan kisminda v,, # 0 oldugunu kabul edecegiz. (3.20) den elde edilen
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- coshé@ -
(), ~—— 7,) =0 (3.23)
\/‘smh @—sinh 0‘

kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii arayalim. v, =v,,(u,v) iki
degiskenli bir fonksiyon olmasina ragmen (3.23) denklemi degiskenlerden sadece
birinin tiirevini ihtiva eden bir denklem oldugundan (3.23) denklemini adi tiirevli

diferansiyel denklem gibi diisiinebiliriz. Dolayisiyla

(), cosh & _
(\722)2 \/‘sinhz p—sinh? @

ve buradan da

o —\/"sinh2 @ —sinh® 9‘

22

uoosh 0+ (V) ya(v)= \/‘sinhz @—sinh® 0‘§(v)

olacak sekilde bir a(v) fonksiyonu vardir.

(3.22) denkleminden

_ v (V)
AuY) \/‘sinhz @—sinh? 0‘

ucosh @+« (v))

elde edilir.

Ozel olarak

w (V)= —v\ﬂsinh2 @—sinh? @

ve

alr)=
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alarak (3.16) denkleminde yerine yazarsak

XUU = X
_vcoshé y
“ uvcosh@+1 "’ (3.24)
X, :—vcoshts’(uvcosh¢9+1)xu+M
uvcoshé+1
—v\/‘sinh2 @—sinh? 6?‘ (uvcosh@+1)& +(uvcosh @ +1)°

kismi turevli denklem sistemini elde ederiz.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
3.3. Teorem

(3.24) denklem sistemini saglayan x spacelike immersiyonu M {izerinde u,v lokal

koordinatlarina gore

~C;(v) :
xu,v)= ! C,v)i=1234 3.25
uy) 2vcosht9(uvcosh6’+1)2+ (V) (3:29)

seklindedir.
ispat

B _uvcosh@+1
= Koy = vcosh @ Fuv

esitliklerini (3.24) denklem sisteminin ti¢lincii denkleminde

yerine yazarsak

—(uveosh 8 +1)° X, + X, U X,, +Vcosh @ (uvcosh 8 +1)x,
v (3.26)

- v\ﬂsinh2 ¢ —sinh? g|(uvcosh 6 +1)&
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elde edilir.

Simdi verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemde fzf(u,v) fonksiyonunun
analitik ifadesi bilinmediginden &, =0 esitliginden yararlanarak verilen denklemi

homojen kismi tiirevli denkleme indirgeyelim.

(3.26) nin her iki tarafinin u -ya gore tiirevini alarak

“veoshO(uvcosh@+1)x, + vcosh 6 _{1 +ﬂ}xm

—x —
uvcosh@+1 " |v wuvcosh@+1

2
N [vz cosh?—(uvcosh 6 +1) ]Xu _{ cosh @ L w cosh” @ }xv

(uvcosh@+1)  (uvcosh@+1)

=—v?cosh 6?\/"sinh2 p—sinh’ 0|&
elde edilir. Son esitligin u ya gore tekrar tiirevini alarak
(uvcosh 6+1)’ x,, +3vcosh &(uvcosh 0+1)x,=0

sistemi elde edilir. Buradan

3vcoshd
uvcosh@+1 X

u

elde edilir. Buradan

X = —6(v) _rc,(v)i=1234
2v cosh @(uv cosh 6 +1)

parametrizasyonu bulunur.

3.1 Ornek
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Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike agili ylizeyler i¢in Gauss

egrilikleri, ortalama egrilikler ve normal egrilikleri hesaplayalim.

X ey(M)&e (M) olmak iizere

Dx&=Dxé

oldugundan

Dy & = AN, + AV, + A

olarak yazilir. Buradan

-(5.6)
A, :<Bvi§,v2>
A,=0

olmak lizere
DVi 68 = _\7i1V1 _\7i2V2
olarak elde edilir.

Dolayisiyla S; (V. ) =—Dy ¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen matris

ST =l _
0 v,

ve

o v\/‘sinh2 p—sinh? 6

22

1+uvcoshé@
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S, lineer doniigiimiiniin karakteristik degerleri yani yiizeyin asli egrilikleri

Kli(p): 0 ve Kzi(p):vzz

olur. Dolayisiyla p=X(u0) noktasinda M =x(u) yiizeyinin Hiperbolik Gauss

egriligi ve hiperbolik ortalama egriligi

Ky =0
ve

.1
Hﬂzavzz

olarak elde edilir. Ote yandan S; ve A, ayni 6z vektorlere sahiptir ve

Kii(p): -1+ Ki(p)
oldugundan
Kl(p):il Kz(p):i(l+‘722)

olur. O halde p=x(u,) da M yiizeyinin de Sitter Gauss egriligi ve de Sitter

ortalama egriligi
K, =£(1+V,,)
ve

+(2+7,,)

H, = 5

olarak elde edilir.
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p= 7/(50) noktasinda y(s) nin de Sitter normal egriligi ve hiperbolik normal egriligi

olur.

3.4.2. Hiperbolik Uzayda Sabit Spacelike Acil Yiizeyler
3.3. Tanim

x:M — H’ bir spacelike immersiyon ve & M nin birim normal vektor alan1 olsun.
Eger M iizerinde 9(§,U) spacelike agis1 sabit olacak sekilde bir U spacelike

dogrultusu varsa M ye H’ de sabit spacelike acil1 yiizey denir.

£ M vyiizeyinin H> de birim normal vektor alan1 olmak {izere M vyiizeyi spacelike
eksenli sabit spacelike agili yiizey olsun. O zaman &,U spacelike vektorleri

arasindaki spacelike aciyr 8 ve U spacelike vektorii ile x timelike vektorleri

arasindaki timelike aciyida ¢ ile gosterelim. O halde
cos@=(&,U) ve (U,x)=sinh(-¢p),p=0

olur. Eger =0 ise £=U olur. 00 ve M yiizeyi iizerinde (U,X) = sabit almak

genelligi bozmaz. U e IR} olmak iizere
u=u"+U"
seklinde yazilir. O halde

U=U"+1&E+ X
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olarak yazabiliriz. Buradan
U =U" +(cosd)E& + (sinh @) x

olur ve

ju™| = Jsin? 6 +sinh? o
seklinde elde edilir. Dolayisiyla

UT
e =—
vl

olmak tlzere

U= \/sinz 0 +sinh? pe, +(cos G)& + (sinh p)x

bulunur. O halde hiperbolik uzaydaki sabit dogrultu

U, =\/sin29+sinh2¢el+(cose)§ (3.27)
seklinde tek olarak bulunur.

e,, M lizerinde e ’e ortogonal vektor alani olmak tizere {el,ez,f,x} M nin her
noktasinda IR’ iin ortonormal bazi olur. U,, H’ hiperbolik uzayinda sabit bir

vektor alani oldugundan Berh =0 dir. Dolayisiyla

O halde

Bezuh = \/sinz 6 +sinh? ¢ De,e, + (COS G)Bech =0

oldugundan
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Jsinz6+sinh2¢)592e1+(cos«9)[=)e2520 (3.28)

elde edilir. Buradan

\fsinz 6 +sinh? ¢<Bezel,(§>+C0849<Be2§,§> =0
veya
‘721 = 712 =0

olarak elde edilir. Boylece (3.28) denkleminden

\Jsin? @ +sinh? p De,€, +C0s O[Ty, — Ve, ] =0
ve buradan da

S0 g e, (3.29)

Jsin?0+sinh?p

Bez el =
esitligi elde edilir. Benzer sekilde U,,H’ de sabit bir vektér alani oldugundan
D.U, =0.

Ayrica

DoU, =D.U, +(g,U, )

oldugundan

DU, =0 ve DeU, =1/sin® 6-+sinh? px

elde edilir.

Beluh = \/sinz 6 +sinh? p Dee, +(COS G)B%‘
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olmak lzere

Jsin? 0+sinh? pDeg, + (Cos ) De & = sin 0 +sinh? px (3.30)
olur. (3.30) denkleminin her iki tarafin1 £ ile i¢ ¢carpima tabi tutarak

v, =0

buluruz. Ayrica (3.30) dan

Belel =X (3.31)
esitligi elde edilir.

3.4.Teorem

H’® Hiperbolik uzayinda spacelike eksenli sabit spacelike agili bir yiizey icin D
Levi-Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

cos 6 -
Dele1 =0 Dezel TS ———=V8,
\j'sm f+sinh® ¢

—cosd N
v,.e

e, =
e, "2 N N 22™1
’ J5|n29+5|nh2¢

D,e,=0 D

3.3. Sonug

H*® de sabit spacelike acil1 sabit spacelike eksenli bir spacelike M yiizeyi verilsin.

O zaman =24 (u,v), M yiizeyi iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak

tizere M ylizeyi lizerindeki metrik <,> = du® + S%dv? olacak sekilde u ve v lokal

koordinatlar1 vardir.

Yiizey Parametrizasyonunun Bulunmasi
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Simdi M yiizeyi iizerindeki metrik (,):=du®+B°dv® olacak sekilde x=x(u,v)

yiizeyinin parametrizasyonunu elde edelim.

3.5. Teorem

H® de sabit spacelike agili sabit spacelike eksenli bir spacelike M yiizeyinin

X = X(u, V) parametrizasyonu

X, =X

_B 3.32
K=k (332)
X, =~ B, +%xv — B+ X

kismi tlirevli denklem sistemini saglar.

3.3. Onerme

X= X(u,v) ,H® Hiperbolik uzaymnda sabit acili spacelike bir yiizeyin
parametrizasyonu olsun. Eger M {izerinde v,, =0 ise x =x(u,v) hiperbolik diizlem

belirtir.
Tezin kalan kisminda v,, # 0 oldugunu kabul edecegiz.

3.4. Sonug

&, sabit acili M yilizeyinin birim normal vektor alan1 olmak {lizere M ylizeyinin

parametrizasyonu

£, =Dyé&=0

_ (3.33)
é:v =Dx¢$ :_\722)(\/

kismi tiirevli denklem sistemini saglar.
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M sabit spacelike agili spacelike eksenli bir yiizey ise f(u,V)V,, =y/(v) olacak

sekilde w = (v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.

ispat

&y =&, =0 oldugundan D, (—V,,x,)=0 veya

olur. Diger taraftan

BXUXV =D, X, , vaxu =D, x, ve Bxuxv :vaxu
oldugundan

D, X, =D, X,

bulunur. Ayrica (3.34) ve Teorem3.4 den

(7). + cos 52 _
" Jsin? 6 +sinh?

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla
~ B, ~

(sz)u +EV22 =0

veya

(/szz)u =0

denkleminden

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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(3.37)

olacak sekilde y =y (v) diferansiyellenebilir fonksiyonu elde edilir.

Simdi (3.35) kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii arayalim. v,, =v,,(u,v)

iki degigkenli bir fonksiyon olmasina ragmen (3.35) denklemi degigkenlerden sadece

birinin tiirevini ihtiva eden bir denklem oldugundan (3.35) denklemini adi tiirevli

diferansiyel denklem gibi diisiinebiliriz. Dolayisiyla

(Y, )u N cosd

=0
(V)" \/sin?@+sinh? ¢

ve boylece

g _ sin?@+sinh? @
2" ucos@+a(v)

a(v)= —\/sin2 0 +sinh? pa (v)

olacak sekilde bir a(v) fonksiyonu vardr.

O halde (3.37) denkleminden

v (v)
\/sin20+sinh2go

ucosd+a(v))

B(u,v)=

seklinde elde edilir.

Ozel olarak (v)=vy/sin? @+sinh?¢p ve ac(v)=l alarak
v

yerine yazarsak

(3.32) denkleminde
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XUU =X
_vcosd «
Y vucos@+1 ' 639)
X, :—vcose(uvcose+1)xu+ﬂ
uvcoséd +1
—vy/sin? @+sinh? g (uvcos O +1) & +(uvcos 6 +1)° x

denklem sistemini elde ederiz.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
3.6. Teorem

(3.38) denklem sistemini saglayan x spacelike immersiyonu M yiizeyinin u,v lokal

koordinatlarina gore

—C,(v) :

(u,v)= | C,(v)i=1234 3.39
x(uv) 2v cos O(uv cos O +1) +Calv)i (3:39)
seklindedir.

3.5. Sonug

Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike agili ve spacelike agili yiizeyler

hiperbolik diizlemseldir.
3.6. Sonug

Hiperbolik uzayda sabit spacelike eksenli timelike agili ve spacelike acili minimal

yiizeyler sadece diizlemdir.

3.4.Tanim
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Eger K,(p)=K,(p) ise ueU veya p=x(u) noktasma umbilical nokta denir. S

ve Ap nin 6z vektorleri ayn1 oldugundan bu kosul IE( p)= IE( p) kosuluna denktir.
Eger M {izerindeki tiim noktalar umbilical nokta ise M = x(u) ya total umbilical

denir [14].

3.7. Sonug

Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike acili yiizey igin K_li:O ve

K; =v,, oldugundan bu yiizey iizerinde umbilical nokta yoktur.

3.8. Sonug

Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit spacelike agili yiizey icin K_fzo ve

K3 =9,, oldugundan bu yiizey iizerinde umbilical nokta yoktur.
3.5. Tanim
Hiperbolik uzayda total umbilical bir yiizeye Horokiire denir [14].

3.9. Sonug

Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike ve sabit spacelike acili yiizeyler

horokiire degildir.
4. HIPERBOLIK UZAYDA SABIT ACILI YUOZEY ORNEKLERI

4.1. Hiperbolik Uzayda Sabit A¢ih Teget Yiizeyler

a:l —-H®c IR} yay parametresi ile verilen regiiler egri olsun.

X(s,t)=(cosht)a(s)+(sinht)a'(s), (s,t) e I xIR (4.1)
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olmak lizere « -egrisi ile lretilen M teget yiizeyini tanimlayalim. M ylizeyinin

(s,¢) noktasindaki teget diizlemi {x_,x,} ile iiretilir.

X, = (cosht)a'(s)+(sinht)e "(s)
X, = (sinht)a(s)+(cosht)a'(s)

olmak tizere {xs,x,} tabanina gére M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E=1+K/sinh’t, F=1, G=1

seklindedir. O halde EG—F>>0 oldugundan M yiizeyi spacelike bir yiizeydir. O
halde {a(s),t(s), n(s),e(s)}, IR} {in pseudo ortonormal gatis1 olmak {izere Frenet-

Serret tip formiillerden yararlanirsak

X(s,t)=(cosht)a(s)+(sinht)t(s)
X, (s,t) = (sinht)er (s)+ (cosht)t(s)+K, (s)(sinht)n(s) (4.2)
X (s,t) = (sinht)e(s)+ (cosht)t(s)

olarak elde edilir. Ote yandan yiizeyimizin normal vektorii

oo XXX XX :iaxa'xa”
x s>< h
x> x| [l
seklindedir.

4.1.1. Spacelike Eksenli Sabit Timelike Acih Teget Yiizeyler
Burada 6zel olarak hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike acili teget
ylzeyleri ele alacagiz. Sabit spacelike eksenli sabit timelike agilt bir yiizeyin U,

dogrultusu

U, = \/‘sinhz ¢ —sinh’ e, — (cosh 0)&
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idi. O halde
6 = =[x || = L+ (sinh*t)K?
I

olmak iizere spacelike eksenli sabit timelike acil1 teget yiizeyin dogrultusu

0 - ‘sinhz(p—sinhze‘ o ‘sinhzgo—sinhze‘t
= (sin 1+sinh? tK? Jar(s) + (cos 1+sinh? tK? H(s)+

(4.3)

sinh® @ —sinh? @
+(Kh(s)sinht\/‘ 1+s§i0nh2tK§ ‘)n(s)—(coshe)e(s)

seklinde elde edilir.

4.1. Teorem

a1 < IR — H? hiperbolik dogrudan farkl bir egri olsun. Eger (4.1) de verilen teget
yiizeyi sabit spacelike eksenli sabit timelike acili yiizey ise a(s) egrisi hiperbolik

diizlemseldir.
Ispat

a:1 — H* hiperbolik dogrudan farkli bir egri olmak {izere x(s,t) teget ylizeyi sabit

spacelike eksenli timelike acil1 ylizey olsun. O halde

=m:e(s) (4.4)
e, x x|
oldugundan
(£,U,)=(e(s),U,)=—coshd (4.5)

olacak sekilde @ >0 reel sayis1 vardir. Buradan (4.5) esitliginin her iki tarafinin s ye

gore tlirevini alirsak
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<e'(s),Uh> =0
olur. Ayrica Frenet denklem sisteminden

(n(s).U,)=0 veya 7,(s)=0 (4.6)

olur. Eger (4.6) denkleminde (n(s),U,)=0 ise (4.3) denkleminin her iki tarafinmn

n(s) ile i¢ carpimin1 alirsak

_ ‘sinhzgo—sinhze‘
(n(s),Uh>:Kh(s)5|nhtJ RS

oldugundan

K, (s)sinht =0, K, (s)#0

ve buradan da

sinht=0

olacagindan

t=0

olur ki bu da teget ylizeyin tanimiyla gelisir. O halde (4.6) denkleminden
T, (S) =0

olur. Bu ise « -egrisinin hiperbolik diizlemsel bir egri oldugunu gosterir.

4.1. Ornek

a:l > H>c IR, a(s) = (V1+s?,scos(arcsin h(s)), ssin(arcsin h(s)), 0) seklinde

yay uzunlugu parametresi ile verilmis regiiler bir egri olsun. ¢ egrisi yardimiyla
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tiretilen X(S,t) teget yiizeyinin Stereografik izdiisiim altindaki goriintiisii agagidaki

gibidir.

Sekil 4.1. Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike acil1 teget ylizey

4.1.2 Spacelike Eksenli Sabit Spacelike Acili Teget Yiizeyler
Bu béliimde hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit spacelike acili teget yiizeyleri

calisacagiz. Sabit spacelike eksenli sabit spacelike acili bir ylizeyin U, dogrultusu

U, :\/sin2 0 +sinh’ pe, + (cos )&
idi. O halde

X

S

= J1+K?sinh®¢

e = X,

>

s

ve & =eolmak lizere spacelike eksenli sabit spacelike acil1 teget yilizeyin dogrultusu
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. sin® @ +sinh’ o sin® @ +sinh” ¢
U, =(sinht a(s)+(cosht t(s
= \/1+Khzsinh2t Jar(s)+( \/1+Kﬁsinh2t (s) @

a2 H 2
+(K, (s)sinht\/manr i;;'::z t(p)n(s)+ (cosH)e(s)

seklinde elde edilir.
4.2. Teorem

a1 < IR — H? hiperbolik dogrudan farkli bir egri olsun. Eger (4.1) de verilen teget
yiizeyi sabit spacelike eksenli sabit spacelike agil1 yiizey ise a(s) egrisi hiperbolik

diizlemseldir.
4.2. Ornek

2 V2

parametresi ile verilmis regiler bir egri olsun. «egrisi yardimiyla iretilen

),\/E sinh(—=),1,0) seklinde yay uzunlugu

a:l > H}cIR!, a(s) = (\2 cosh(

X(s,t) teget ylizeyinin Stereografik izdiisiim altindaki goriintiisii asagidaki gibidir.
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5. DE SITTER UZAYINDA EGRILER VE YUZEYLER

Bu boliimde S, uzayinda egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi dzetlenmistir

[22].
velR’ ve celR i¢in HP(v,c) ={x e IR} |(x,v)=c}
seklinde v pseudo normalli hiperdiizlemleri tanimlayalim.

5.1. Tanim

a) v timelike ise HP(v,c) bir spacelike hiperdiizlemdir.

b) v spacelike ise HP(v,c) bir timelike hiperdiizlemdir.

c) v lightlike ise HP(v,c) bir lightlike hiperdiizlemdir [22].
5.2. Tanim

U < IR? bir agik kiime olmak iizere x:U — S, bir embedding ve M = x(U )olsun.
VpeMicin T )M spacelike (timelike) ise M’ ye spacelike (timelike) hiperyiizey
denir [22].

5.3. Tanim

P, =HP(v,c) S} kiimesine S} {in bir diizlemi denir. Eger HP(v,c)sirasiyla
timelike, spacelike veya lightlike ise P, ye S;de sirasiyla timelike, spacelike veya

lightlike diizlem denir.
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S}iin timelike, spacelike veya lightlike diizlemlerine sirastyla hiperbolik

hiperkuadrik, eliptik hiperkuadrik veya de Sitter hiperhorokiire denir [22].

Simdi [22] de verilen S’ {in egrilerinin extrinsic diferansiyel geometrisini
ozetleyelim. y:1 — S, birim hizli regiiler spacelike ( veya timelike) bir egri ve t(s)
y nin y(S) noktasindaki teget vektorii olmak lizere y nin normal vektorii

sy L 76)

_ _ O
1)+ 7)1

It - (s)

(veya n(s)

olarak wverilir. » nin binormal vektori de e(s) = y(s) At(s) An(s) seklinde
tanimlanir. Buradan elde edilen {y(s),#(s),n(s),e(s)} catisma y-boyunca IR, iin

pseudo ortogonal ¢atis1 denir.

y:1— S} egrisinin spacelike (veya timelike) olmast halinde
K4 (8) It (s) +¥(s) |l (veya x,(s)=[t'(s)—r(s)Il )
degerine y nin de Sitter egriligi

det(y,y" " 7"
x5 (9)

74(8) =~

degerinede y nin de Sitter burulmasit denir. Ayrica y spacelike egrisinin

{r(s),t(s),n(s),e(s)} catisindan elde edilen

y'(s)=t(s)

t'(s) = x4 (s)n(s) = 7(s)

n'(s) = —x4 (S)L(s) — 74 (s)e(s)
e'(s) = -z, (s)n(s)

esitliklerine y spacelike egrisinin Frenet- Serret formdilleri denir.
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Benzer sekilde y timelike egrisinin {y(s),z(s),n(s),e(s)} ¢atisindan elde edilen

7'(s) =t(s)

t'(s) = x4 (S)n(s) + 7 (s)
n'(s) = &y (S)L(S) + 74 (S)e(s)
e'(s) =—z,(s)n(s)

esitliklerine y timelike egrisinin Frenet-Serret formiilleri denir.

K,(S) nin tanimindan <t‘(s),t'(s)>¢1 olmast x,(s)#0 olmasma denk oldugu

kolaylikla goriiliir.
Simdi de S, iin yiizeylerinin extrinsic diferansiyel geometrisini 6zetliyelim.

U c IR?nin bir agik alt kiimesi olmak iizere x:U —S; bir regiler yiizeyin
parametrizasyonu olsun. O zaman {xul =X, X, = xz}, X ile tanimlanan yilizeyin teget

diizleminin bazi olmak tizere

e(U) — X(U) A Xl(u) A X2 (U)
[[ %(u) A X, (U) A X (Ul

vektdriine S de yiizeyin birim normali denir.
E:UcIR®>—>S?, E(u)=e(u)

seklindeki donilisime X parametrizasyonu ile verilen yilizeyin de Sitter Gauss

doniistimii denir,
Ap =—dE(u,):TpM — TpM
taniml1 lineer donilisime p=x(u,) noktasinda M =x(u) nun de Sitter sekil

operatorii denir. K (p) ve K,(p), p=x(u,) noktasinda M =x(u) yiizeyinin asli

de Sitter egrilikleri olmak iizere ;
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Ke =det Ap = Kl( p)Kz(p)
degerine M = x(u) ylizeyinin extrinsic de Sitter Gauss egriligi denir.
Benzer sekilde

H, :liZAp:W

degerine de M = x(u) ylizeyinin de Sitter ortalama egriligi denir.
5.1. De Sitter Uzayinda Sabit Acih Yiizeyler

Bu bolimde de Sitter uzaymda sabit acili ylizeyler incelenecektir. Sabit agili
yiizeyler de Sitter uzaymndaki spacelike ve timelike ylizeyler i¢in ayri ayri ele

almacaktir.
5.1.1. Sabit Acih Spacelike Yiizeyler

U c IR? bir agik kiime, x:U — S} embedding ve M = x(U),S; uzayinda spacelike
bir yiizey olsun. y(M), M {izerindeki teget vektor alanlariin modiilii olsun. l=),l_)
@)

ve D ile srastyla IR',S’ ve M nin Levi-Civita konneksiyonlarim belirtelim.

zaman V , M yiizeyinin IR} deki ikinci temel formunu, 7 ve L simgeleri de DxY

nin teget ve normal bilesenlerini gostermek ilizere VX,Y € y(M) i¢in
D.Y =(DxY)" ,

V: 2(M)x 2(M) > 7 (M).V (X,Y) = (DxY)*

ve

DxY =DxY —(X,Y)X, DxY =D,Y +V(X,Y). (5.1)
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(5.1) denklemlerinin birincisine M nin S; deki, ikincisine de M nin IR} deki

Gauss denklemi denir.

E,M nin S} deki normal vektor alan1 olmak {izere A4.(X) ve B (X) donistimlerine

—Bx§ ve —DxXx teget bilesenlerine karsihk gelen M nin S’ ve IR deki

Weingarten doniisiimleri denir. Buna gore

Ag(X):—Bx§—<BxX,§>X

B,(X) =-Dxx~(Dxx£)é (5.2)

A4.(X) ve B (X) operatdrlerinin her bir p e M igin lineer ve self adjoint oldugu

[11] den goriilebilir.

A4.(X) ve B (X) in K,(P) ve IZ[(P) 0z degerlerine M yiizeyinin sirasiyla S; ve

IR deki asli egrilikleri denir.

Ayrica VX,Y € y(M) i¢in

(4:00,7)=(F(x,1),¢)

ve

(B.(X),Y)= <I7(X, Y),x> .

V(X,Y),M nin IR/ deki ikinci temel formu oldugundan
V(X,Y)=4E + A,X

olacak sekilde yazilabilir. Buradan da

V(X,Y)=—(A.(X),Y)&+(B,(X),Y)x (5.3)
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bulunur. {v,,v,},TpM teget diizleminin bir bazi olmak {izere bundan sonra

a, = <I7(vl.,vj),§> = <A§ (v,.),vj> (5.4)
b, = <I7(vl.,vj),x> =(B,(v).v,) (5.5)
kisa gosterimini kullanacagiz. O halde

l=)v,.vj =D, v, —aijf—<vi,vj>x (5.6)
olarak yazilir. {v,,v,} bazmm ortonormal olmas1 halinde de

DV, =D,V, -8, (5.7)

Gauss denklemlerini elde ederiz. Benzer sekilde Weingarten denklemleri de

[=)Vi E=—-a,Vv,—a,V, (5.8)
ve

[=)vi X=-b,v, —b,v, (5.9
seklindedir.

Sabit Timelike Acih Spacelike Eksenli Spacelike Yiizeyler

5.4. Tanim

U < IR? bir agik kiime, x:U — S} embedding ve M =x(U),S; uzayinda spacelike
bir yiizey olsun. &, M {izerinde timelike birim normal vektor alan1 olmak iizere eger

M zerinde 6(£,W) timelike agis1 sabit olacak sekilde bir W sabit spacelike

dogrultusu varsa M ye S. de sabit timelike agili yiizey denir.
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E,M yiizeyinin S; de birim normal vektdr alani olmak iizere M spacelike eksenli
sabit timelike acili spacelike ylizey olsun. O zaman ¢ timelike vektorii ile W

spacelike vektorii arasindaki timelike aciy1 6 ile gosterelim. O halde

(£,W) =sinh(-0) (5.10)
olur. 80 almak genelligi bozmaz.

5.1. Teorem

X,W € IR} iki spacelike vektdr olsun. W,x spacelike vektorleri arasindaki agi

@ olmak tizere

i) @ spacelike iki vektor arasindaki spacelike ag1 ise <W,x> =cos@ Olmak iizere

W = \jsinz @+sinh? ge, + (sinh O)& + (cos p)x

ve de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, =\/sin2go+sinh2¢9e1+(sinh 0)& (5.11)
seklindedir.

i) ¢ spacelike iki vektor arasindaki timelike ac1 ise <W,x> =—cosh ¢ olmak iizere

W = \/‘coshz 0 —cosh® (p‘e1 +(sinh 8)& — (cosh ) x

ve de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, :\/‘cosh2 0—cosh’ gle, + (sinh 6)& (5.12)

seklindedir.



ispat

i) W e IR" olmak iizere
w=w"+w"

seklinde yazilir. O halde
W=W"+A1&E+ Ax

olarak yazilabilir. Buradan

W =W" +(sinh 8)& + (cos ) x

olur ve

IWT ||= \/sin? p+sinh? 6 =0
seklinde elde edilir. Dolayisiyla

e = WT
FwT

olmak tzere

W = \/sinz @-+sinh? ge, + (sinh O)& + (cos p)x

olur. O halde de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, =1/sin? p+sinh? Ge, +sinh 6%

seklinde tek olarak bulunur.

11) Birinci sikka benzer sekilde kolaylikla gosterilebilir.

66
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e,,M lizerinde e, e dik vektor alan1 olmak iizere {e,e,,&, x}, M nin her noktasinda

IR} iin ortonormal bazi olur. W,,S; de Sitter uzayinda sabit bir vektdr alam

oldugundan l_)esz =0 dir. Dolayisiyla

DeW, = DeW, =0 .

O halde

DeW, =+/sin? p-+sinh? @ Ds,¢, + (sinh 6) De,& =0

oldugundan

Jsin? p-+sinh? @D ¢, + (sinh 6) D, & =0 (5.13)

elde edilir. Buradan

a,,\/sin? p+sinh? @ =0

veya

a, =a,=0 (5.14)
olarak elde edilir. Dolayisiyla (5.13) denkleminden

B sinh &
Jsin? p+sinh? @

Beze1 a,,e, (5.15)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde W,,S] de sabit bir vektdr alam oldugundan

DeW, =0 dir. Ayrica
DeW, = Do W, — (&, W, ) x

oldugundan
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DeW, =0 ve DeW, :—\fsin2 @ +sinh? Ox (5.16)

elde edilir. Ote yandan

Bele = \/sinz @-+5inh? @ Dee, + (sinh 9)[=)e1§

ve (5.16) esitliginden

Jsinz @-+sinh? @ Dee, + (sinh H)qu = —\,"”sin2 @+sinh? 6x (5.17)
olur. (5.17) esitliginin her iki tarafin1 £ ile i¢ carpima tabi tutarsak

a,=0 (5.18)
bulunur. Ayrica (5.17) den

Deg, = X (5.19)
esitligi elde edilir.
5.2. Teorem

S} de Sitter uzayinda sabit timelike acili spacelike eksenli spacelike yiizey igin D

Levi-Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

a‘22 eZ

D,e, =0 D, 6 = sinh &
\/sinzgo+sinh2 0

D.e, =0 D.e, = —sinh& a8
Jsin? p+sinh? @

ispat

D.g, =D,e, —(A(e).6)E—(e,€)x
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oldugundan
D.e =0

elde edilir.
(e,,e,)=0
oldugundan
(D,e,.¢)=0

olur. (e,,e,)=1 oldugundan da <Delez,e2>=0 olacagindan D, e, =0 elde edilir.

Diger taraftan
Deze1 = Deze1 _<A§ (ez)' e1> - <ez , el> X
oldugundan

Dee, =D, e

olur. O halde (5.15) den

sinh @
Dezel T 2 ) A €,
\/sm @+sinh® @

—sinh @
Jsin? p+sinh? @

olarak elde edilir. Son olarak D, e, = a,, &, oldugunu gosterelim :

Dez e, = e + e,

olacak sekilde yazilabilir. Buradan

A= <D92827el>’ﬂ2 = <De2€2,€2> =0



olur. O halde
D.e, = <Be2 e, e1> e

olur ve (e,,e ) =0 esitligi ve (5.15) kullanilarak

= —sinh @
<De2€2,el>= — ) Ay
\fsm @+sinh® @

bulunur. Bu esitlik (5.20) de yerine yazilarak

—sinh @
Dezez =T - ay, €
Jsin? p+sinh? @
elde edilir.
5.1. Sonug
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(5.20)

S} de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli spacelike yiizey verilsin.

O zaman p=/p(u,v),M izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {izere

M yiizeyi tizerinde metrik <,> =du’ + °dv’ olacak sekilde u ve v lokal

koordinatlar1 vardir.

Yiizeyin Parametrizasyonunun Bulunmasi

Simdi M yiizeyi lizerindeki metrik (,):=du’+ B°dv’ olacak sekilde x=x(u,v)

ylizeyinin parametrizasyonunu elde edelim.

5.3. Teorem

S? de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli spacelike yiizeyin

x = x(u,v) parametrizasyonu



Xy =—X
b,

Xuv = Xv
p

X, = —Bf,% +%xv ~ Brant - X

kismi tiirevli denklem sistemini saglar.
ispat

Bxuxu =D, X, —<A§(xu),xu>§—<xu,xu>x
ve

X = Bxu X,

oldugundan

X, =—X

bulunur.

X, =vaxu ve vaxu = vaxu
oldugundan

X = Dy Xy

olur. Ayrica

sinh @
D, & =—— —
\/sm @+sinh” @

a22 e2

oldugundan da

71

(5.21)
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sinh @
Xuv: ) . 2 aZZXv (522)
Jsm @+sinh” @

bulunur. (5.22) esitligini X, ile i¢ ¢arpima tabi tutarak

inh &
U 1) = \/sinzsglonJrsinhz 0 %h
ve
(X%) =5
esitliginden
sinh @ a :& (5.23)

JsinZp+sinh’e B

bulunur. Buldugumuz bu esitligi (5.22) de yerine yazarak

xlt\) = ﬂu xV
s
elde edilir.
— - 1
DXV/IIXVHXV/”XVH = % Xv + F

ve

BXv’”xv”xv/uxvn = Dy X _<A§ (HQ_HJ ’ ”);VV—”> S- <”§VV—” ' ”);VV—”> X

oldugundan

—sinh @
\/sin2¢+sinh2 0

DXv/”XvHX\//”xv” = X, — azzég_ X
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bulunur. Boylece

Xy = _ﬂﬂuxu +%Xv _ﬁzazzé:_ﬂzx
olur.
5.2. Sonug

£,S’ de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli M yiizeyinin birim

normal vektor alan1 olmak tizere M yiizeyinin parametrizasyonu

{5" =Dxc=0 (5.24)

§, =Dx & =—ayx,
kismi tlirevli denklem sistemini saglar.

ispat

é:u :Bxuf =—ap X, — X,

oldugundan
& =0.

Ote yandan
&= va 4

ve

vaé: ==X, —apX,

oldugundan
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é:v =—ayX,
bulunur.

5.1. Onerme

M ,S’ de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli bir yiizey ise

pa,, =y (v) olacak sekilde yw =w(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.
Ispat

& =&, =0 oldugundan Bxu (—a,x,)=0 veya

(8), %, +a,, Dy %, =0
olur. Dolayisiyla Teorem5.1 den

sinh @
Jsin? p+sinh? @

(a22)u + (a22)2 =0 (5-25)

diferansiyel denklemi elde edilir. Boylece

(ay,), + %azz =0 (5.26)
veya
(Bay), =0 (5.27)

denkleminden

Ba, =y (V) (5.28)
olacak sekilde v-ye bagl w =w(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu bulunur.

5.2. Onerme
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x=x(u,v),S; de Sitter uzayinda sabit timelike acili spacelike eksenli spacelike bir

ylizeyin parametrizasyonu olsun. Eger M iizerinde a,, =0 ise x=x(u,v) de Sitter

uzayinda bir diizlem belirtir.
Ispat

M fiizerinde a,, =0 olsun. &, sabit agili M yiizeyinin birim normal vektdr alani

olmak tizere M yiizeyinin parametrizasyonu (5.24) kismi tiirevli denklem sistemini

sagladigindan

cu=0
cv=0
kismi tiirevli denklem sistemi saglanir. Buradan da £,M boyunca sabit bir vektor

olmalidir. Dolayisiyla M yiizeyinin normali sabit oldugundan x=x(u,v) diizlem

belirtir.

Tezin kalan kisminda a,, # 0 oldugunu kabul edecegiz. (5.25) de verilen

sinh @
Jsin? p+sinh? @

(a22)u + (a22)2 =0

diferansiyel denklemini ¢ozersek

_ {sin*@+sinh? 6

= ,a(V) =—yJsin® @ +sinh? fa (v
2= sinhoraw) 2 ysin® g a(v)

olacak sekilde bir & = a(v) fonksiyonu vardir.

(5.28) denkleminden

B(U,V) = T V’i";nhz y (usinh 0 + a(v)) (5.29)
Qo
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olarak elde edilir.

Ozel olarak y(v) = ev\j'sin2 p+sinh® @, a(v) = iv alarak (5.21) denkleminde yerine
e

yazarak
qu =—X
_ e’sinhé@
“ " 1tue'sinh@
+ 'si (5.30)
=—e"sinh &(ue’ sinh & +1)x L_ue'sinhg
" ’ uevs.inh6?+1xv

denklem sistemini elde ederiz.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
5.4. Teorem

(5.30) denklem sistemini saglayan X immersiyonu M nin uve Vv lokal

koordinatlarina gore

X (U,V) = — _dli(v? > +d,(v),1=1234
2e" sinh &(ue’ sinh 6 +1)

seklindedir.

5.1 Ornek

de Sitter uzayinda sabit timelike acili spacelike eksenli spacelike M yiizeyi verilsin.

X e y(M),& e (M) olmak iizere

Bxé: = 5)(5

oldugundan
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vif = AV + A4, + A4S

olarak yazilir. Buradan

A =<Bv,§,v1>,z2 =<3‘.§,v2>,13 =0
olmak iizere

Bvi &=—aq,V, —a,V,

olur. Dolayisiyla 4, (v,) lineer doniisiimiine karsilik gelen matris

A—O 0
5_0a22

dir. 4, lineer doniisiimiiniin karakteristik degerleri yani yiizeyin asli egrilikleri
K. =0, K, =a,

olur. Dolayisiyla p =x(u,) noktasinda M =x(u) ylzeyinin de Sitter Gauss egriligi

ve de Sitter ortalama egriligi

Ke=0
ve

1
Hy :Eazz

olarak elde edilir.

Sabit Timelike Acihh Timelike Eksenli Spacelike Yiizeyler

5.5 Tanim
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U < IR? bir agik kiime, x:U — S} embedding ve M =x(U),S; uzayinda spacelike
yiizey olsun. &, M iizerinde timelike birim normal vektdr alani olmak {izere eger

(&£, W) timelike agisi sabit olacak sekilde bir # sabit timelike dogrultusu varsa M

ye S’de sabit timelike acil timelike eksenli spacelike yiizey denir.

E,M yiizeyinin S; de birim normal vektdr alan1 olmak iizere M yiizeyi timelike
eksenli, sabit timelike agili spacelike yiizey olsun. &£ timelike vektorii ile W timelike

vektorii arasindaki timelike agiyr 6, W timelike vektorii ile x spacelike vektorii

arasindaki timelike agiy1 da ¢ ile gosterelim. O halde
(EW)=—cosh@, (W,x)=-sinhg

olur. Eger =0 ise &=W olur. 60 ve M iizerinde (W,X)=sabit almak

genelligi bozmaz. W € IR, olmak iizere
w=w"+w"

seklinde yazilir. O halde
W=W"+A&+ Ax

olarak yazilabilir. Buradan

W =W" + (cosh )& — (sinh ) x

olur ve

IWT = \/‘sinhz 0—sinh? g| =0

olarak elde edilir. Dolayisiyla



79

WT
W™

&

olmak lizere

W = \/‘sinhz 6 —sinh? (p‘e1 +(cosh )& — (sinh ) x

bulunur. O halde de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, :\/‘sinh2 0 —sinh? gp‘e1+(cosh 0)& (5.31)
seklinde tek olarak bulunur.

e,,M Ttzerinde e, e dik vektor alan1 olmak tizere {e ,€,,&, X}, M nin her noktasinda
IR} {in ortonormal bazi olur. W,,S; de Sitter uzayinda sabit bir vektdr alam

oldugundan I_DQZWZ, =0 dir. Dolayisiyla

D W, =D, W, =0.

O halde

De,W, = sinh? 0—sinh? o[ D¢, + (cosh 0)De,& =0 (5.32)

elde edilir. Buradan

\/‘sinhz & —sinh’ pla,, =0
veya
ay =a;,=0

olarak elde edilir. (5.32) denkleminden



80

cosh @

Bez =
E \/‘sinhz 0 —sinh? ¢

a,,, (5.33)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde W,,S; de sabit bir vektdr alam oldugundan

DeW, =0 dir. Ayrica
DeW, = DeW, —(&,W, ) x

oldugundan

DeW, =0 ve DW, =—\/"sinh2 0 —sinh? p|x (5.34)

elde edilir. Ote yandan

Belwd = \/‘sinhz 0 —sinh? qp‘Belel +(cosh 6’)5%g

ve (5.34) denkleminden

\/‘sinhz 0 —sinh? go‘Belel +(cosh 49)[=)el§ = —\I'/"sinh2 0 —sinh? (5.35)
olur. (5.35) denkleminin her iki tarafin1 & vektorii ile i¢ carpima tabi tutarak

a,=0

bulunur. Ayrica (5.35) den

Do, =X (5.36)
esitligi elde edilir.

5.5. Teorem
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S? de Sitter uzayinda sabit timelike agili timelike eksenli spacelike yiizey igin D

Levi-Civita konneksiyonu asagidaki gibidir.

sinh @
D& =0 D.e=— - —— 8,6,
\ﬂsmh 6 —sinh (p‘
—sinh @
Delez—O Dezezz — — a,,e
\/‘smh € —sinh (o‘
5.3. Sonug

S de sabit timelike agili timelike eksenli spacelike bir M yiizeyi verilsin. O halde

f = Pu,v),M izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak lizere M yiizeyi
iizerindeki metrik (,):=du®+ S?dv’ olacak sekilde u ve v lokal koordinatlar

vardir.

Yiizey Parametrizasyonunun Bulunmasi

Simdi M yiizeyi ilizerindeki metrik <,> =du’ + B°dv’ olacak sekilde x=x(u,v)

yiizeyinin parametrizasyonunu elde edelim.

5.6. Teorem

S} de Sitter uzayinda sabit timelike agili timelike eksenli spacelike bir M yiizeyinin

x = x(u,v) parametrizasyonu

X ==X
)

x, =Pu (5.37)
B X,

X, =~ Bf% +%xv ~ ranE - X
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kismi tiirevli denklem sistemini saglar.

5.4. Sonug

£,S’ de Sitter uzayinda sabit timelike agili timelike eksenli spacelike M yiizeyinin

birim normal vektor alani olmak tizere M ylizeyinin parametrizasyonu

{5" =Dxs=0 (5.38)

S, =Dx & =—ayx,
kismi tlirevli denklem sistemini saglar.
5.3. Onerme

M, S’ de Sitter uzayinda sabit timelike ac1li timelike eksenli spacelike bir yiizey ise
pa,, =y (v) olacak sekilde v-ye bagli w =w/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu

vardir.
Ispat

&, =&, =0 oldugundan

Bxu (—a,,x,)=0

veya

(ax)uX, +a?25XuXv =0 (5.39)
olur. Dolayisiyla (5.39) ve Teorem5.6 dan

cosh @

————(a,)" =0 (5.40)
\/‘smh € —sinh q)‘

(a22 )u +

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla
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(a,), + %azz =0 (5.41)
veya

denkleminden

By, =y (V) (5.43)
olacak sekilde v-ye bagl w =w/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.

5.4. Onerme

x=x(u,v) , S} de Sitter uzayinda sabit timelike agili timelike eksenli spacelike bir

ylizeyin parametrizasyonu olsun. Eger M iizerinde a,, =0 ise x=x(u,v) de Sitter

uzayin bir diizlemini tanimlar.

Tezin bundan sonraki kisminda a,, # 0 oldugunu kabul edecegiz. (5.40) diferansiyel

denklemini ¢ozersek

~ \/‘sinhz 0 —sinh? (o‘

ucosh@+a(v) (V)= —\ﬂsinhz 6—sinh® €0‘5(V) (5.44)

22

olacak sekilde bir & = ax(v) fonksiyonu vardir.

(5.43) denkleminden

B(U,V) = v (V) (ucosh @+ (V) (5.45)
\ﬂsinhz 0 —sinh? go‘

elde ederiz.
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Ozel olarak w(v):ev\/sinhze—sinhzgo‘ ve a(v)=e"' alarak (5.37) denklem

sisteminin ¢6ziimiinii asagidaki teoremdeki gibi ifade edebiliriz.
5.6. Teorem

(5.37) denklem sistemini saglayan X immersiyonu A nin uve Vv lokal

koordinatlarina gore

X, (U,V) = 4. (v) —+d,(v),i=1,234
e’ cosh &(ue’ cosh 6 +1)

seklindedir.

5.1.2. Sabit A¢ih Timelike Yiizeyler
U < IR? bir agik kiime , x:U — S’ embedding ve M =x(U),S; uzaymda timelike
yiizey olsun. y(M), M iizerindeki teget vektor alanlarinin modiilii olsun. l=),l_) ve

D ile sirasiyla IR/, S’ ve M nin Levi-Civita konneksiyonlarini belirtelim. O zaman

V.M nin IR deki ikinci temel formunu, T ve L simgeleri de BXY nin teget ve

normal bilesenlerini gostermek iizere VX,Y € y(M) igin

D,Y = (DxY)",

7 : x(M)x (M) = (M) NV (X,Y) = (DxY)"

ve

DxY =DxY —(X,Y)x,DxY =D,Y +V(X,Y). (5.46)

(5.46) denklemlerinin birincisine M nin S; deki, ikincisine de M nin IR, deki

Gauss denklemi denir.
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E,M nin S deki normal vektdr alan olmak {izere A.(X) ve B (X) donistimlerine

—Bx§ ve —DxXx teget bilesinlerine karsihk gelen M nin S ve IR deki

Weingarten doniisiimleri denir. Buna gore

Ag(X)z—Bx§—<BxX,§>X

BX(X)=—Bxx+<Bxx,§>§ (5.47)

seklindedir. 4,(X) ve B (X) inherbir p e M igin lineer ve self adjoint operatorler

oldugu [11] den goriilebilir.

4.(X) ve B,(X) in K,(P) ve K.(P) 6z degerlerine M yiizeyinin sirasiyla S ve

IR} deki asli egrilikleri denir.

Ayrica X,Y € y(M) igin

(4:(0),Y) =V (X,7),¢)

ve

(B.(X),Y)=(V(X,¥),x).

V(X,Y), M nin IR} deki ikinci temel formu oldugundan
V(X,Y)= A& +A,X

sekilde yazilabilir. Buradan da
V(X,Y)=(A4.(X).Y)E+(B(X),Y)x

bulunur. {v;,v,}, TpM teget diizleminin bir bazi olmak {izere bundan sonra
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a, = <I7(V,-,V,-),§> =(4.0).v,)

b, = <I7(vi,vj),X> = <BX(V,~)>Vj>

kisa gosterimini kullanacagiz. O halde

S

wv; =D, v, —<A§(vl.),vj>§—<vi,vj>x (5.48)
olarak yazilir. {v,,v,} tabaninin ortonormal olmas1 halinde de
Dvwv,=D,v,—a,¢& (5.49)

Gauss denklemini elde ederiz. Benzer sekilde weingarten denklemleri de

Bvi S=a;V; —a,V, (5.50)
Bvi X=Db,v, —b,v, (5.51)
seklindedir.

Sabit Timelike Acili Spacelike Eksenli Timelike Yiizeyler

5.6. Tanim

U < IR? bir agik kiime, x:U — S’ embedding ve M =x(U),S; uzayinda timelike
yiizey olsun. &, M iizerinde spacelike birim normal vektdr alani olmak iizere eger
M iizerinde €(&,W) timelike agis1 sabit olacak sekilde bir W sabit spacelike
dogrultusu varsa M ye S} de sabit timelike agili spacelike eksenli timelike yiizey

denir.
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E,M yiizeyinin S; de birim normal vektdrii olmak {izere M spacelike eksenli sabit
timelike a¢ili timelike ylizey olsun. O zaman &, spacelike vektorleri arasindaki

timelike agiy1 @ 1ile gosterirsek

<§, W> =—coshd

olur. Eger 8=0 ise £ =W dir. =0 almak genelligi bozmaz.
5.7. Teorem

X,W € IR’ iki spacelike vektdr olsun. W,x spacelike vektorleri arasindaki agi

@ olmak tizere

i) @ spacelike iki vektor arasindaki spacelike ag1 ise <W,x> =cos @ olmak iizere

W = \ﬂsinz ¢ —cosh” fle, — (cosh )& + (cos p)x

ve de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, = \/‘sinz @ —cosh? 6"e1 —(cosh9)& (5.52)
seklindedir.

i) ¢ spacelike iki vektor arasindaki timelike ac1 ise <W,x> =—cosh ¢ olmak iizere

W = \/cosh2 @+sinh? @e, — (cosh )& —(cosh ) x

ve de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, = \fcosh2 @+sinh? de, —(cosh )& (5.53)

seklindedir.
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e = m, M iizerinde birim teget vektor alani, €,,M lizerinde e, ’e dik vektor

alan1 olmak tizere {e,e,,&,x},M nin her noktasinda IR14 un ortonormal bazi olur.

W,,S; de Sitter uzayinda sabit bir vektdr alani oldugundan BeZWd =0 dir.

Dolayistyla
l_)ez VVd = l_)e2 I/Vd = O

olur. O halde

Bezwd = \/‘sinz @ —cosh’ H‘Bezel —(cosh Q)Bezf =0

oldugundan

\/‘sinz @ —cosh? 6" D.,e, —(cosh H)Bezf =0 (5.54)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin £ vektori ile i¢ carpimi alinirsa

—\ﬂsin2 ¢ —cosh® fa,, =0

ve buradan da —\/‘sin2 @—cosh? 0] 0 olmak iizere

4y =a,=0
elde edilir. Dolayistyla (5.54) denkleminden

D., e = —Coshé a,,e (5.55)

\/"sinz ¢—cosh’ 6?‘ e

esitligi elde edilir. Benzer sekilde W,,S; de Sitter uzayinda sabit bir vektdr alani

oldugundan Be,Wd =0 dir. Ayrica
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DsW, = DWW, — (g, W, )X

oldugundan

DoW,=0 ve Belwd = \/‘sinz @ —cosh® |x (5.56)

elde edilir.

Belwd = \/‘sinz ¢ —cosh? H‘Belel —(cosh H)Belf

ve (5.56) esitliginden

\/‘sinz @ —cosh? 6" D.,e, —(cosh H)Belf = \/"sinz @ —cosh® |x (5.57)
elde edilir. (5.57) denkleminin her iki tarafin1 ¢ ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

a,,=0

bulunur. Ayrica (5.57) den

De, = X (5.58)
esitligi elde edilir.

5.8. Teorem

S; de Sitter uzayinda sabit timelike agil1 sabit spacelike eksenli timelike bir yiizey

icin D Levi-Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

o - —cosh @
" \/‘sinz(p—coshze

D.e =0 a,,e,
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—coshé
DeZeZ =
\/‘sinz ¢p—cosh® @

a8

5.5. Sonug

S? de Sitter uzayimda sabit timelike agili spacelike eksenli timelike bir M yiizeyi

verilsin. O zaman S = B(u,v),M yiizeyi lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olmak iizere M yiizeyi izerindeki metrik (,):=—du® + f°dv* olacak sekilde u ve v

lokal koordinatlar1 vardir.

Yiizey Parametrizasyonunun Bulunmasi

Simdi yukaridaki sonugta verilen M yiizeyi lizerindeki metrik (,):=—du’ + *dv’

olacak sekilde x = x(u,v) yiizeyinin parametrizasyonunu elde edelim.

5.6. Sonug

S? de Sitter uzayinda sabit timelike acili spacelike eksenli timelike bir M yiizeyinin

x = x(u,v) parametrizasyonu

X, = X

:& 5.59
=t (5.59)
X, = B, +%xv Ny

kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemini saglar.
5.7. Sonug

£ ,sabit timelike agili spacelike eksenli timelike M yiizeyinin birim normal vektor

alani olmak {izere M ylizeyinin parametrizasyonu
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{522“520 (5.60)

S, =Dx&=—ayx,
kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemini saglar.

5.5. Onerme

M , sabit timelike acili spacelike eksenli timelike bir yiizey ise fa,, = (V) olacak

sekilde w =y/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.
Ispat:

&, =<, oldugundan

Bxl, (—ayx,)=0

veya

(8),%, +85,Ds, X, =0

olur. Buradan da

coshé
\/‘sinz ¢—cosh’ 0‘

(a), — (a,)* =0 (5.61)

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla

wnh+€%®n%=0 (5.62)
veya
(Bay), =0 (5.63)

denkleminden
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ﬁazz = '//(V) (5.64)
olacak sekilde v-ye bagh w =w/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu bulunur.
5.6. Onerme

x=x(u,v),S; de Sitter uzayinda sabit timelike agil1 spacelike eksenli timelike yiizey
olsun. Eger M fizerinde a,,=0 ise x=x(u,v) de Sitter uzaymda bir diizlem

belirtir.

Tezin kalan kisminda a,, # 0 oldugunu kabul edecegiz. (5.61) denkleminden

_ —\sin? p—cosh? 6
2 ucosh@+a(v)

,a (V)= Jsinz @ —cosh’ 8 (v)

olacak sekilde bir a(v) fonksiyonu vardir. (5.64) denkleminden

B(U,V) = Jsinz_"’(‘g)shz —(ucosh0-+a(v)). (5.65)
o

Ozel olarak z//(v)z—v\/sinz(p—coshze ve a(v)=Inv secelim. Simdi asagidaki

teoremi verebiliriz.
5.9. Teorem
(5.59) denklem sistemini saglayan x immersiyonu A nin u,v lokal koordinatlarina

gore

X, (U,V) = 4, (v) _+dy(v), i=1,2,34
2cosh @(ucosh 8 +Inv)

seklindedir.
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Sabit Spacelike Acili Spacelike Eksenli Timelike Yiizeyler

5.7 Tanim

U < IR? bir agik kiime, x:U — S} embedding ve M = x(u),S; uzayinda timelike
yiizey olsun. Eger M iizerinde 6(&,W) spacelike agisi sabit olacak sekilde sabit bir
W spacelike dogrultusu varsa M ye S® de sabit spacelike agili spacelike eksenli

timelike yiizey denir.

E,M yiizeyinin S, de birim normal vektor alani olmak {izere M yiizeyi sabit
spacelike acili sabit spacelike eksenli timelike bir ylizey olsun. O zaman &, W

spacelike vektorleri arasindaki spacelike agiyr €, W,x spacelike vektorleri

arasindaki timelike agiy1 da ¢ ile gosterelim. O halde
<§, W> =cos 4, <W, x> =—cosh @

olur. Eger 0=0 ise &=W olur. 9+0 ve M iizerinde (W,x)=sabit almak

genelligi bozmaz. W € IR olmak iizere
w=w"+w"

seklinde yazilir. O halde
W=Ww"+A1E+Ax

olarak yazilabilir. Buradan

W =W +(cos 8)& — (cosh p)x

olur ve

W™ ||= \/\sinz 0—cosh? g #0
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T

seklinde elde edilir. Dolayisiyla €, = W

olmak lizere

W = \/‘sinz 6 —cosh® (p‘ e, +(cos )& —(cosh ) x

bulunur. O halde de Sitter uzayindaki sabit dogrultu

W, :\/‘sin2 0—cosh’ gle, + (cos )& (5.66)

seklinde tek olarak bulunur.

e,,M fzerinde e, e dik vektor alan1 olmak iizere {e ,e,,&, X}, M nin her noktasinda

IR} iin ortonormal bazi olur. ,,S? de sabit bir vektor alani oldugundan D.,W, =0

dir. Dolayisiyla
l_)esz =Be2Wd = O .

O halde

[=)e2Wd = \/‘sinz 6 —cosh’ (p‘Bezel +(cos 6’)5925 =0

oldugundan

V/‘sinz 0—cosh” | De,&, + (cos 0)De,& =0 (5.67)
elde edilir. Buradan
4y =a,=0

olarak elde edilir. Dolayisiyla (5.67) denkleminden
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cosd
\f‘sinz 0 —cosh® ¢

Bez e = a,,€, (5.68)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde W,,S] de sabit bir vektdr alam oldugundan

DeW, =0 dir. O halde

Bele =0, Belwd :\/‘sinzé’—coshzq)x (5.69)

elde edilir.

Belwd = \/‘sinz 6 —cosh? CD‘Belel +(cos H)Belg

ve (5.69) esitliginden

\/‘sinz 6 —cosh? (D‘Belel +(cos 0)[=)el§ = \/‘sinz 0 —cosh’ p|x (5.70)
olur. (5.70) denkleminin her iki tarafin1 £ ile i¢ ¢arpima tabi tutarak

a,=0

bulunur. Ayrica (5.70) den

De, = X (5.71)
esitligi elde edilir.

5.10. Teorem

S? de Sitter uzayinda sabit spacelike agili spacelike eksenli bir yiizey igin D Levi-

Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

coséd

D.,e =0 D.e =
= o \/‘sinze—coshz(p

aZZeZ
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cosd
DeZeZ =
\/‘sinz 0 —cosh? ¢

a8

5.8. Sonug

S de sabit spacelike agil sabit spacelike eksenli timelike bir M yiizeyi verilsin. O

zaman f = fB(u,v),M izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere M
yizeyi iizerindeki metrik (,):=—-du’+pB’dv* olacak sckilde u ve v lokal

koordinatlar1 vardir.

Yiizey Parametrizasyonunun Bulunmasi

Simdi yukaridaki sonugta verilen M yiizeyi lizerindeki metrik (,):=—du’ + *dv’

olacak sekilde x = x(u,v) yiizeyinin parametrizasyonunu bulalim.
5.11 Teorem

S de sabit spacelike agil1 sabit spacelike eksenli timelike M yiizeyinin x = x(u,v)

parametrizasyonu

X, =X
X, = IB” X, (5.72)
%, = B, +%xv ~ Bant - fx

kismi tlirevli denklem sistemini saglar.
5.9. Sonug

&, sabit spacelike acili sabit spacelike eksenli timelike bir M yiizeyinin normal

vektorli olmak tizere M yiizeyinin parametrizasyonu
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£ =Di,E=0

_ (5.73)
§, =Dy &=—ayx,
kismi tlirevli denklem sistemini saglar.

5.6. Onerme

M, sabit spacelike agili sabit spacelike eksenli timelike bir yiizey ise

pa,, =y (v) olacak sekilde y =w/(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.
ispat

&, =&, =0 oldugundan

Bxu (—ayx,)=0 .
O halde

cos@

2
-0
\/‘sinz 0-cosh’ g (%)

(a22 )u +

(5.74)

diferansiyel denklemi elde edilir. Dolayisiyla

(ay,), + %azz =0 (5.75)
veya
(Bay), =0 (5.76)

denkleminden

Pay, =y (V) (5.77)
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olacak sekilde y =w(v) diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.
5.7. Onerme

x=x(u,v),S; de Sitter uzaymda sabit spacelike agili spacelike eksenli timelike
ylizeyin parametrizasyonu olsun. Eger M iizerinde a,, =0 ise x=x(u,v) de Sitter

uzayinda bir diizlem belirtir.

Tezin kalan kisminda a,, # 0 oldugunu kabul edecegiz.

cosé
\/‘sinz 0-cosh’ g

(a22)u + (azz)2 =0

diferansiyel denkleminden

- \/‘sinz 6 —cosh? qp‘

22 T

ucosd+a(v) V)= _\/‘Sinz 6 —cosh” gl (v) (5.78)

olacak sekilde bir a(v) fonksiyonu vardir.

Dolayistyla (5.77) denkleminden

B(U,V) = vv) (Ucos O +a(V)) (5.79)
\/‘sinz 0 —cosh? (p‘

elde ederiz. Burada 6zel olarak w (V) = v\/‘sinz 0 —cosh? (p‘ ve a(v) =Inv segelim.

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
5.11. Teorem

(5.72) denklem sistemini saglayan x immersiyonu M nin u,v lokal koordinatlarina

gore



X, (U 1 V) _ _dli (V)

~ 2c0sO(ucosd +Inv)?

seklindedir.

+d,.(v),=1234

99
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6. DE SITTER UZAYINDA SABIT ACILI YUZEY ORNEKLERI

6.1. de Sitter Uzayinda Sabit A¢ili Spacelike Teget Yiizeyler
Bu bolimde de Sitter wuzayinda spacelike teget ylizeyleri calisacagiz.

a:l =S} c IR! yay parametresi ile verilen spacelike egri olsun.
X(s,t) = (cost)a(s) + (sint)x'(s), (s,t) e I xIR (6.1)

olmak iizere « egrisi ile iretilen M teget ylizeyini tanimlayalim. M ylizeyinin

(s,?) noktasindaki teget diizlemi {x_,x,} ile iiretilir.

X, = (cost)a'(s) + (sint)a "(s)
{xt = (—sint)a(s) +(cost)x'(s)

olmak iizere {x_,x,} tabanmna gore M yiizeyinin I. temel formunun katsayilari
E =1+(sint)Ki(s),F =1,G =1,
olur. O halde EG—F* >0 oldugundan M yiizeyi spacelike bir yiizeydir. O halde

X(s,t) =(cost)a(s) +(sint)t(s)
X (s,t) = (—sint) a(s) +(cost)t(s) + (i, (s)sint)n(s)
X (s,t) =(—sint)a(s)+(cost)t(s)

seklinde elde edilir. Ote yandan yiizeyimizin normal vektdrii

XX X X X, _axaxa"
= =+
(RSN | 14 |

seklindedir.
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6.1.1. Timelike Acih Spacelike Eksenli Spacelike Teget Yiizeyler
Burada 6zel olarak de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli teget

yiizeyleri inceleyelim. Sabit timelike agili spacelike eksenli spacelike ylizeyin W,

dogrultusu

W, = (/sin? @ +sinh? §)e, +(sinh 6)&

seklinde idi.

. _
eIl fLrsin (), ¢ <
S

€ =

olmak iizere timelike agil1 spacelike eksenli spacelike teget ylizeyinin dogrultusu

=2 H 2 =2 H 2
W, =(sint sin g.oJ;smzh 9)a(s)+(cost sin g.ngsmzh e)t(s)
1+sin”tx; (s) 1+sin”tx; (s)

sin® p+sinh® @

Lrsintuc(s) 1) N OE)

+(xc;(s)sin tJ

olarak elde edilir.

6.1. Teorem

a:l cIR—S? x, #0 olacak sekilde bir egri olsun. (6.1) teget yiizeyinin sabit

timelike acili, spacelike eksenli bir ylizey olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

a(s) egrisinin de Sitter uzayinda diizlemsel olmasidir.
Ispat

a:l —>S} Kk, #0 olacak sekilde bir egri olmak iizere x(s,z) teget yiizeyi sabit

timelike agil1, spacelike eksenli bir ylizey olsun. O halde,
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XXX, XX,

f=——"———=els)
[ x> x, |
oldugundan
(&.W,) ={e(s). W, ) =sinh (6.2)

olacak sekilde 0< 8 < 7z reel sayisi vardir. (6.2) esitliginin her iki tarafinin s ye gére

tiirevini alirsak

(e'().17,)=0

olur. Ayrica Frenet denklem sisteminden e'(s) =—z,(s)n(s) oldugundan
—74(8)(n(s).W,)=0 (6.3)
olur. O halde

(n(s),W,)=0 veya 7,(s)=0

olur. Eger (n(s),W,)=0 ise o halde

a2 H 2
K, ()sint, [T 2SI G_
1+sin”tx; ()

buradan da
K,(s)sint=0, x, #0
olacagindan

sint=0

olur ki bu da
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t=0

olmast demektir. Bu da teget yiizeyin tanimiyla celisir. O halde (6.3) esitliginde

7,(s)=0 olur. Bu ise « - egrisinin de Sitter uzayinda diizlemsel bir egri oldugunu

gosterir.
6.1. Uyar

Burada de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli spacelike yiizeyin

sabit dogrultusu

W, = \/‘coshz 0 —cosh? (p‘el +sinh 6&
olarak alinirsa da benzer sonugclar elde edilir.

6.1. Ornek

a:1 —>S’c IR!, a(s) = (ssinh(arccos hs), s cosh(arccos hs), \/1—s?, 0)
parametrizasyonu ile verilen regiiler bir egri olun. « - egrisi yardimi ile tiretilen (6.1)

M teget yiizeyinin stereografik izdiisiim altindaki goriintiisii asagidaki gibidir.
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Sekil 6.1. de Sitter uzayinda timelike acili spacelike eksenli spacelike teget yiizey

6.1.2 Timelike A¢ih Timelike Eksenli Spacelike Teget Yiizeyler
Bu boliimde de Sitter uzayinda sabit timelike acili timelike eksenli teget ylizeyleri

inceleyecegiz. Sabit timelike ag1l1 timelike eksenli spacelike ylizeyin W, dogrultusu

W, = \/‘sinhz 0-sinh? gle, +cosh 62

seklinde idi. O halde



105

(R

X .
e = —5”,|| X, [l= (L+sin? tx?
S

olmak iizere timelike agili timelike eksenli spacelike teget yiizeyin dogrultusu

_ ‘sinhZH—sinhzgo‘ ‘sinhze—sinhzgo‘
W, = (-sint —— ) (S) + (cost —— )t(s)
1+sin”tx;(S) 1+sin” tx;(s)

‘sinhze—sinhzgo‘

T sin?te? s) )n(s) + (cosh B)e(s)

+ (x, (s)sintJ

olarak elde edilir.

6.2. Teorem

a:l cIR—S% k, #0 olacak sekilde bir egri olsun. Eger (6.1) teget yiizeyi sabit
timelike agili timelike eksenli bir yilizey ise «(S) egrisi de Sitter uzayinda

diizlemseldir.

6.2. Ornek

a:l —>SfcIRf,a(s):(1,ﬁcosi,ﬁsini,0) parametrizasyonu ile verilen

V2 V2

regiiler bir egri olun. « - egrisi yardimi ile iretilen M teget yiizeyinin stereografik

izdiistim altindaki goriintiisti asagidaki gibidir.
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Sekil 6.2. de Sitter uzayinda timelike a¢il1 timelike eksenli spacelike teget yiizey

6.2. de Sitter Uzayinda Sabit A¢cih Timelike Teget Yiizeyler

Bu béliimde de Sitter uzayinda timelike teget yiizeyleri galisacagiz. a:1 —S> IR/

yay parametresi ile verilen timelike regiiler egri olsun.
X(s,t) =(cosht)a(s) +(sinht)'(s),(s,t) e I x IR (6.4)

olmak lizere « - egrisi ile liretilen M teget yiizeyini tanimlayalim. M ylizeyinin

(s,¢) noktasindaki teget diizlemi {x_,x,} ile iiretilir.
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X, = (cosht)a(s)+(sinht) e "(s)
X, = (sinht)a(s)+(cosht)a'(s)

olmak iizere {x_,x,} tabanmna gére M ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari
E =—1+(sinh’t)Ki(s), F =-1,G =-1

olur. O halde EG—F? <0 oldugundan M yiizeyi timelike bir yiizeydir. Dolayisiyla

X(s,t) =(cosht) a(s) +(sinht)t(s)
X (s,t) =(sinht)a(s)+(cosht)t(s) + x, (s) (sinht)n(s)
X, (s,t) = (sinht) a(s) +(cosht)t(s)

XXX, XX,

olur. Simdi yiizeyimizin normal vektoriinii bulalim. e= idi. Burada

[l x, > x, ||

xxx, xx, =—sinht(axa>xa'"), || Xxx, xx |[H &, sinht|
olmak iizere

axalxall
e=F——, k,(5) =0
| Ay |

olarak elde edilir.

6.2.1. Timelike A¢ili Spacelike Eksenli Timelike Teget Yiizeyler

Burada 6zel olarak de Sitter uzayinda sabit timelike agili spacelike eksenli timelike
teget yiizeyleri inceleyecegiz. Sabit timelike acili spacelike eksenli timelike bir

yizeyin W, dogrultusu

W, = \f‘sinz @—cosh’ G‘el —(cosh )&

idi. O halde
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el=ﬁ,uxs = L+ K2 (s)sinh?t, &(s) =e(s)

olmak iizere timelike agil1 spacelike eksenli timelike teget yiizeyin dogrultusu

_[lsin® p—cosh® 6| [sin? ¢ —cosh? 6|
W, =(sinht ————— )a(s) +(cosht —————(s)
1+sinh” tk; (s) 1+sinh” tx; (s)

‘sin2 ¢ —cosh’ 49‘

L7 sinh? t2 (s) )n(s) — (cosh B)e(s)

+(xc4 (s)sinh t\/

olarak elde edilir.

6.3. Teorem

a:l cIR—S?, k, #0 olacak sekilde bir egri olsun. Eger (6.4) teget yiizeyi sabit
timelike agili spacelike eksenli timelike bir yilizey ise «(S)egrisi de Sitter uzayinda

diizlemseldir.

6.2.2. Spacelike Acili Spacelike Eksenli Timelike Teget Yiizeyler

Bu boliimde de Sitter uzayinda sabit spacelike agili spacelike eksenli timelike teget

yiizeyleri ¢alisacagiz. Sabit spacelike agili spacelike eksenli timelike yiizeyin W,

dogrultusu

W, = \/‘sinz & — cosh? (/)‘ e, +(cosO)é

idi. O halde

6 = ﬁ,” X, lI= \/L+sinh? tx?(s)
XS

olmak tizere spacelike agil1 spacelike eksenli timelike teget ylizeyin dogrultusu
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_[lsin® 0—cosh? | [sin? @ —cosh’ |
W, = (sinht —————— )a(s) +(cosht —————(s)
1+sinh” tx; (s) 1+sinh” tx; (s)

‘sin2 0 —cosh? (p‘
1+sinh?®tx (s)

+(x, (s)sinhtJ )n(s) + (cosh B)e(s)

olarak elde edilir.
6.4. Teorem
a:l cIR—S% k, #0 olacak sekilde bir egri olsun. Eger (6.4) teget yiizeyi sabit

spacelike acili spacelike eksenli timelike bir ylizey ise «/(S) egrisi de Sitter uzayinda

diizlemseldir.
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