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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BEREZIN SEMBOLLERI ve ABEL YAKINSAKLIK ILE IiLGILi
BAZI SONUCLAR

Hasret DEGER

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Mehmet GURDAL

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edilmis ve c¢alismanin
amacindan bahsedilmigtir. Gerekli goriilen bazi tanimlara ve temel sonuglara yer
verilmistir. Berezin sembolleri ve ozellikleri incelenmistir. Ayrica Berezin sem-
boliiniin S; iz smifindan olan operatorlerle iligkisi aciklanmigtir. Sonra Berezin
sembolleri yonteminin bir uygulamasi olan baz1 dizi ve serilerin Abel yakinsak-
lig1 verilmistir. Oncelikle T agirhkl kaydirma operatériiniin Berezin sembolleri
yardimiyla L? Bergman uzayindaki kompleks say1 dizi ve serilerin Abel yakinsak-
lig1 icin baz1 kriterler verilmigtir. Ardindan Berezin sembolii ile kompleks diizlemin
D birim diski tizerindeki Hg, (D) agirlikli Bergman uzayi tizerinde 7, agirhikh kay-
dirma operatoriiniin iligkilendirilmesiyle baz1 dizi ve serilerin Abel yakinsakliklig
karakterize edilmigtir. Ayni zamanda Szego ve Bergman tipli iiretici ¢ekirdekler
ve onlarin iiretici ¢ekirdek Hilbert uzaylarinin tamlik problemleri arasgtirilmistir.

Anahtar kelimeler: Uretici cekirdek, Berezin sembolii, Abel yakinsaklik, Agir-

likli Bergman uzayi, Agirlikhi kaydirma operatorii.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

SOME RESULTS RELATED WITH BEREZIN SYMBOLS AND
ABEL CONVERGENCE

Hasret DEGER

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet GURDAL

In this work, firstly historical development of the topic is expressed and the pur-
pose of the work is mentioned. Certain definitions and main results required are
presented. We investigated Berezin symbols and their properties. We also ex-
plained Berezin symbols of associated the operators in S; trace class. Then we
give Abel convergence of some sequences and series that is the application of the
method of Berezin symbols. First, we give the criteria for Abel convergence of se-
quences and series of complex numbers on L? Bergman space in terms of Berezin
symbols of T, weighted shift operators. Later, Berezin symbols associated with T
weighted shift operators on Hy_ (D) the weighted Bergman space on the unit disc
D of the complex plane C, we characterize Abel convergence of some sequences
and series. We also investigate Szegd and Bergman type kernels and some com-
pleteness problems for their reproducing kernels Hilbert space.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Abel convergence, Weighted
Bergman space, Weighted shift operator.

2014, 33 pages
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1. GIRIS

Berezin sembolleri ve onun tanimlanmasinda kullanilan tiretici gekirdek kavrami
stirekli gelismekte olan matematigin modern analiz ve pratik alanlarinin yani
sira atom fiziginde de biiyiik onem tagidigi bilinmektedir. Bilim ve teknoloji
alaninda hizl1 gelismelere bagh olarak yeni uygulama arayislari, Berezin sem-
bolii ile ilgili ¢aligmalarin en etkili yiiriitiicii kuvveti olmustur. Berezin sembol-
lerinin Bergman uzaylarinda ve Poisson c¢ekirdeginin Hardy uzaylarinda énemli
bir role sahip oldugu bilinen bir gercektir. Eger Berezin sembollerinin tanim-
landigi kiime, yani Berezin kiimesi operatoriin niimerik deger kiimesinin alt kiimesi
oldugu dikkate alinirsa, bu kavramlarin haberlesme alaninda genis bir uygulamaya
sahip oldugunu soyleyebiliriz. Bunlara ilaveten, elektronlarin Vieck ve anti-Vieck
sembolleri Berezin sembolleri ile siki bir iligkiye sahip olmasindan dolay1 da yine
Berezin sembolleri elektronlarin enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldugu
goriilmektedir. Ayrica Berezin sembolleri diferansiyel denklemler teorisinde, Riesz
bazlar1 konusunda ve operatorlerle yakindan iligkili oldugu igin bir¢ok alanda kul-
lanilmaktadir. Bunun diginda giin gegtikce de degisik kullanim alanlari ortaya

¢gikmaktadir.

Bu calismanin amaci, Berezin sembolleri yontemi ile Abel yakinsaklik arasindaki
iliskiyi ve bunun baz sonuclarini vermektir. Oncelikle T, agirlikli kaydirma, ope-
ratoriiniin Berezin sembolleri yardimiyla L2 Bergman uzayindaki kompleks say1
dizisi ve serilerinin Abel yakinsakligi i¢in baz1 kriterler verilmistir. Daha sonra
Hpg,, (D) agirlikhh Bergman uzay1 tizerindeki durumu incelenmistir. Buna ilaveten,
Szegd ve Bergman tipli ¢ekirdekler ve onlarin iiretici ¢ekirdek Hilbert uzaylarin-
dan bahsedilmistir. Ayrica, iiretici ¢ekirdeklerin aileleri i¢in tamlik problemleri

incelenmigtir.



2. KAYNAK OZETLERI

A€ Qicin f — f(A) evaliisyon fonksiyoneli siirekli olacak sekilde € kiimesi
tizerinde kompleks degerli f fonksiyonlarinin olugturdugu H = H (2) Hilbert uza-
yina fonksiyonel Hilbert uzay1 veya iiretici gekirdek Hilbert uzayi denir. {e,} H

uzayimin herhangi bir ortonormal baz olmak {izere

kra(z) = k(X 2) = K(A, 2) = Y en(Nen(2)

n>0
seklinde tanimlanan ve Berezin semboliiniin tanimlanmasinda kullanilan {iretici
¢ekirdek kavrami Moore tarafindan cekirdegin iiretici 6zellige sahip olmasi ne-
deniyle ifade edilmistir (Moore, 1916;1935). Daha sonra iiretici gekirdek konusu

ayrmtili olarak Aronszajn tarafindan ele alinmigtir (Aronszajn, 1950).

‘H normallegtirilmis tiretici ¢ekirdege sahip fonksiyonel Hilbert uzay: ve A siirh

lineer operator olsun.

g (/\) = <A/I%H,>\a 75\H,A>H

seklinde tanimlanan kompleks degerli bir fonksiyon olan A operatoriiniin Berezin
sembolii ilk defa Berezin (1972;1974) tarafindan tanimlanmigtir. Sonrasinda bu
konu ¢ok sayida matematik¢inin ilgisini ¢gekmis ve bunun iizerine cesitli caligmalar
yapilmigtir (Englis, 1994; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Axler ve Zheng, 1998).
Berezin sembollerinin ¢arpimsal ozelligi incelenmigtir (Kilig, 1995). Bergman
uzay1 iizerinde operatorlerin kompakt olmasiyla Berezin doniisiimleri arasimdaki
iligki analiz edilmistir (Zorboska, 2002). Berezin sembolleri kullanilarak Abel teo-
remlerinin alternatif ispatlar1 verilmistir (Karaev, 2004). Boyle-ce Berezin sembol-
leri ve Abel yakinsaklik arasinda bir iligki kurulmustur. Ayrica Berezin kiimesi ve
Berezin sayisi tanimlar1 Karaev tarafindan verilmistir (Karaev, 2006a, b). Buna
ilaveten Hardy ve Bergman uzaylar: iize-rinde operatorlerin Berezin sembolleri ile

ilgili baz1 problemler aragtirilmigtir (Karaev, Giirdal ve Yamanci, 2013).

Son yillarda iiretici ¢cekirdek ve Berezin sembolleri genis bir sekilde 6grenilmekte ve
bu iki kavramin énemli uygulamalar: da agikga literatiirde goriilmektedir (Nikol-

ski, 1986; Zhu, 1990; 2007; Korenblum, 1977; Sarason, 1994; Pehlivan ve Karaev,
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2004; Chalender vd., 2006; Chalender vd., 2012). Ancak bu konularda ¢ok sayida
¢oziilmemis sorular hala mevcuttur (Zhu, 1990; 2007).



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ¢aligmada kullanilacak olan gerekli baz1 kavramlar ve bu kavramlarla

ilgili tanim, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.1. X, C kompleks skalerler {izerinde bir vektor uzayr olsun.

Her z,y,z € X ve A € C igin,

Tty z) = <5L’ 2) + (v, 2),
Az, y) = Mz, y),

ozelliklerini saglayan (z,y) kompleks sayisi varsa o zaman (x,y)’ ye x ve y nin
i¢ carpimi denir. X kompleks vektor uzayinin i¢ carpimi varsa i¢ ¢arpim uzayi

olarak adlandirilir.

Tanim 3.2. X, C kompleks skalerler {izerinde bir vektor uzayr olsun.

Her z,y € X ve A € C igin,

(N1) ||z]| > 0 ve ||z = 0 & = = 0 (pozitif),
(N2) [lz + yll < [Jz]l + [lyll (tiggen esitsizligi),
(N3) || Az]| = |A]||z]| (homojenlik),

ozelliklerini saglayan ||z reel sayisina 2’ in normu denir. X kompleks vektor uzay

norma sahipse normlu uzay olarak adlandirilir.

Teorem 3.3. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) X i¢ carpim uzaymnda
her z,y € X igin

(=, 9) < [lz[l[y]

saglanir. Egitlik durumu ancak ve ancak x ve y nin lineer bagimhi olmasiyla

saglanir.

Teorem 3.4. Her i¢ carpim uzay1 normlu uzaydir.



Tanmim 3.5. Normlu bir X uzaymnda bir {z,} dizisi verilmisg olsun. Eger,

lim ||z, — x| =0

n—oo

olacak sekilde bir € X varsa, {z,} dizisine kuvvetli yakisaktir ya da norma

gore yakinsaktir denir ve bu durum,

limz, =x veya z, — x

n—0o0

ile ifade edilir. x degerine {z,} dizisinin kuvvetli limiti adi verilir ve {z,} dizisi

kuvvetli olarak = degerine yakinsaktir denir.

Tamim 3.6. Normlu bir X uzaymnda bir {z,} dizisi verilmis olsun. Eger her
f € X' i¢in lim f(z,) = f(r) olacak sekilde bir x € X varsa {z,} dizisi zayif
yakimsaktir denir ve z,, = x seklinde yazihir. x degerine {x,,} dizisinin zayif limiti

adi verilir ve {z,,} dizisi zayif olarak x degerine yakinsaktir denir.

Tamim 3.7. X normlu uzaymmda bir {z,} dizisi m — oo ve n — oo iken

|zn — x| — 0 ise {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.8. X normlu uzayimdaki her Cauchy dizisi X uzayinda bir limite sahipse
tamdir denir. Yani, eger m — oo ve n — oo iken ||z, — x,,|| — 0 ise n — oo iken

||z, — xo|| — 0 olacak sekilde zo € X vardir.

Tamim 3.9. Tam i¢ ¢carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

Tanim 3.10. Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir.

Simdi de dizi ve seriler i¢in abel yakinsaklik tanimlarini verelim.

Tamim 3.11. {a,}>° , kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger

lim (1 —1%)> a,t" =a

=1~ n=0

limiti varsa {a,} dizisi a degerine Abel yakinsaktir denir ve (A) yakinsak olarak

yazilir (Powell ve Shah, 1972).



Tanim 3.12. ) a,, kompleks sayilarin bir serisi olsun. Eger {s,}2° , kismi toplam-
n=0

lar dizisi L degerine (A) yakinsak ise ) a,, serisi L degerine (A) yakinsaktir denir.
n=0

Burada s, = > a; dir (Powell ve Shah, 1972).
k=0

Simdi de O, o, ~ sembollerinin tanimlarini verelim.

Tanim 3.13. f(z) ve g (z) fonksiyonlar verilsin. 1z, sabit nokta olsun. g (z)
fonksiyonunun xy civarindaki agik aralikta pozitif ve siirekli oldugunu kabul ede-

lim.

(1) Eger xq civarindaki agik aralikta |f (z)| < Kg (x)olacak gekilde bir K sabiti
var ise f (z) = O (g (2)), (z — 70)

(i1) Eger lim L% = 0 ise f (x)
T—x0 g(ac)

(1ii) Eger xlinxl()% =1lise f(x)~g(x), (x — x0)

o(g(z)), (z — o)
ile tammmhdir. (¢iz) de g (z) zo civarinda pozitif olmak zorunda degildir.

Tanmim 3.14. X, C kompleks skaleri iizerinde bir normlu uzay olsun. f: X — C

operatorii her z,y € X ve o, 3 € C i¢in

flax + By) = af(x) + Bf(y)

kogulunu sagliyorsa lineer fonksiyonel ve ayrica f siirh ise sinirh lineer fonksi-

yonel olarak adlandirilir. Buna gore, her x € X igin

|[f ()] < cflz]

olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir ve f fonksiyonunun normu

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.15. (Riesz Temsil Teoremi) Bir H Hilbert uzay: iizerinde, her sinirh
lineer f fonksiyoneli i¢ ¢arpimla ifade edilebilir, yani, y, f fonksiyoneline bagiml

olmak {izere,



flz) = (z,y)
esitligini saglayacak sekilde bir tek y vektorii vardir ve || f|| = ||y|| dir.

Tamim 3.16. ¢;, j = 1,2,... i¢cin H Hilbert uzaymin vektorleri olsun. Eger
(ej, ex) = 01 =

ise S = {ey, eq,...} vektor dizisine ortonormal kiime denir.

Teorem 3.17. (Bessel Esitsizligi) {e;}, bir X i¢ carpim uzaymmda ortonormal

bir dizi olsun. Buna gore her x € X icin,
0o 9 )

2, @, es)[" < ]

J:

dir. Burada (z,e;) i¢ carpimlarina, x’in, {e;} ortonormal dizisine gore Fourier

katsayilar1 adi verilir.

Tanim 3.18. H bir Hilbert uzay olsun. T : H — H doniisiimii her z,y € H ve
a, 8 € Cigin

T(ow + Py) = oT'(z) + 5T(y)
ozelligini saglarsa lineer operator olarak adlandirilir.
Tanim 3.19. H Hilbert uzayinda 7' lineer bir operator olsun. Her z € H igin
[Tz < cfl]
olacak gekilde ¢ > 0 sayis1 varsa T" operatoriine sinirhdir denir ve 7" nin normu,
IT|| = sup {[[T]| : ||| = 1}
dir.

Teorem 3.20. Bir H Hilbert uzay iizerinde S ve T" siirh lineer operatorler ol-

sunlar. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.



(i) Her o € C igin [aT'| < |o] T
(@) 1S+ T < [ISI+ 7]
(it2) ||ST|| < |ISIIT|| (Furuta, 2001).

Riesz Temsil Teoremi, bir H Hilbert uzay iizerinde, sinirh lineer bir operatoriin
adjoint operatoriinii tanimlamamiza olanak saglamaktadir. Bu operator sayesinde
self adjoint, normal, iiniter, ortogonal projeksiyon ve izometri operatérleri tanim-

lanabilmektedir. i1k olarak adjoint operatoriin tanimini verelim.

Tanim 3.21. H; ve H, Hilbert uzaylar1 olmak iizere, T' : H; — Hy sinirh lineer

bir operator olsun. 7' nin 7™ adjoint operatorii, her x € Hy ve her y € H, icin
(Tw,y) = (z,T"y)
olacak sekilde bir T* : Hy — H, operatoriidiir.

Teorem 3.22. H, ve H, Hilbert uzaylar1 olmak iizere, T' : H; — Hy ve
S : Hy — H, siirh lineer operatorler olsun. Bu durumda 7™ ve S* opera-torler

de smirl lineer olup asagidaki ozellikler saglanir.

(@) |7 = [T

(i) (S+T)* =5*4+T*

(7i1) Her o € C igin (o1)* = aT™

(iv) (T7)" =T

(v) (ST)* =T"5"

(vi) ||T*T|| = |77 = |7

(vii) T*T = 0 < T = 0 (Furuta, 2001).

Tanim 3.23. Hilbert uzay1 iizerinde operatorlerin bazi 6zel tiirleri agagidaki gibi

tammlanir:

self-adjoint operator: T =T.

normal operator: T*T = TT™.

projeksiyon operator: T2 = T' (idempotent) ve T* = T.
tiniter operator: T*T =TT* = 1.



izometri operator: T*T = I.

pozitif operator: Her z € H igin (T'z,z) > 0 ile tamimlanir ve T' > 0 ile gosterilir.

Simdide kompakt operator, kosegen operatér ve Schatten-von Neumann simiflar:

tammlarinm verelim.

Tanim 3.24. X ve Y normlu iki uzay olsun. Bir 7' : X — Y operatorii 7' 'nin

lineer ve X ’in her siurh M alt kiimesi igin 7'(M) rolatif kompakt, yani T'(M)

kapaniginin kompakt olmasi halinde, T, kompakt lineer bir operatordiir.

Teorem 3.25. H kompleks Hilbert uzay: iizerinde bir 7" lineer operatoriiniin kom-

pakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosul z,, = 0 iken || T2,| — 0 dir (Zhu, 1990).

Teorem 3.26. {¢,} ve {f,} sirasiyla F' ve F' nin denk normallestirilmis bazlari
olsunlar. {a,,} siirh dizisi verilsin ve T : E — F sinirli lineer operatorii her bir n
icin T'(e,) = a, f, seklinde tamimlansin. Bu durumda 7" nin kompakt olmasi igin

gerekli ve yeterli kogul «,, — 0 olmasidir (Choi ve Kim, 1993).

Tamim 3.27. X ve Y Banach uzaylari, {z,} C X ve {y,} C Y lineer bagimsiz
diziler olsunlar. {e,} sabit skaler dizi olmak iizere D.x, = €,y, seklinde tanim-
lanan D, € B(X,Y) operatoriine {e,} ile belirli ksegen operator denir. X den Y
ye tiim kogegen operatorlerin kiimesi D(X,Y") ile gosterilir. Bu kiime bir vektor
uzay1 olugturur. Ciinkii iki kosegen operatoriin toplami ve kogegen operatoriin

skalerle ¢arpimi yine kosegen operatorlerin kiimesindedir.

Ornek 3.28. D : I, — I, kosegen operatorii ve {\;,} smirh kompleks dizi olmak

lzere
D(xy) = Mg

seklindedir. Buna gore kosegen operatoriin adjointi
D*(z) = My

olur. Bu durumda D operatoriiniin self-adjoint olmas: igin gerekli ve yeterli kogul

her £ icin Ay € R olmasidir.



Ayrica {e;} igin D(ey) = Aper ve D*(er) = Mpex olmak tizere D kogegen ope-
ratoriiniin iiniter olmasi igin gerekli ve yeterli kogul her k igin |\z| = 1 olmasidir.

Ayrica, DD*ep, = D*Dey, = |/\;€|2 er oldugundan D koégegen operatorii normaldir.

Tanim 3.29. B(H) sonsuz boyutlu ayrilabilir H kompleks Hilbert uzay1 iize-
rinde tiim simirh lineer operatérlerin cebiri ve K,, C B(H) ranki n yi ge¢meyen
tiim operatorlerin kiimesi olsun. Bir A € B(H ) operatoriiniin s, (A) singiiler sayisi

(s-sayisi)
S = A((AAD2),n > 1

ile tamimlanir. Burada A, (AA*)% operatoriiniin dzdegeridir. Baska bir deyisle

Spi1 = dist(A, KC,),n >0
dir.
Tamim 3.30. 0 < p < oo i¢in Schatten-von Neumann simfi S, := S,(H)

> (sn(K))P < 400
n>0
kogulunu saglayan s, (K) singiiler sayisina sahip H iizerindeki tiim K kompakt

operatorlerin uzayidir. Herhangi 0 < p < oo i¢in S, sadece bir vektor uzayidir.

Fakat S,, 1 < p < o0 i¢in

hSA

1KT]s, = (32 (sa(K))P)

n>0
normuna gore bir Banach uzayidir. S, nin 6zel durumu S; iz smmifindan olan
operatorler Berezin sembolleri konusunda énemli bir rol oynamaktadir. Herhangi

bir 7' € S; ve H nin {e,} ortonormal baz i¢in 7" operatoriiniin izi
i2(T) = il(Ten,en>

seklinde tammlamr (Karaev, 2002).

Simdi de analitik ve gama fonksiyonlarinin tanimlarini verelim.

Tanim 3.31. Bir f(z) kompleks fonksiyonu zy noktasi ve bunun bir komsgulugun-

daki her noktada tiirevli ise f fonksiyonuna zy noktasinda analitiktir denir.
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Teorem 3.32. Eger f(z) fonksiyonu analitik ise Taylor serisine acilabilir. Yani

_ngo n!

f(2) (2 — 2z)"
seklinde yazilabilir.

Tamim 3.33. 0 < z < oo i¢in I'(z) fonksiyonu

I'(z) = ofot%letdt

0

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.34. (i) 0 < x < oo araligindaki herbir z i¢in I'(x 4+ 1) = 2I'(z) dir.
(77) n € Ni¢in I'(n 4+ 1) = n! dir.

Son olarak Hahn-Banach Teoremini ifade edelim.

Teorem 3.35. (Hahn-Banach Teoremi) X reel bir vektor uzay1 ve p, X iize-
rinde altlineer bir fonksiyonel olsun. Ayrica f fonksiyonelinin X uzayimin bir Z

altuzay tizerinde tamimh olup her x € 7 i¢in

f(x) < p(x)

kogulunu gergekleyen lineer bir fonksiyonel oldugunu kabul edelim. Bu durumda

f fonksiyoneli, Z uzayindan X uzayina, her z € X i¢in

f(z) < p(x) (3.1)

olacak gekilde bir f lineer genislemesine sahiptir. Yani, f X tizerinde lineer bir

fonksiyonel olup, X iizerinde (3.1) esitsizligini gergekler ve her z € Z igin

dir (Kreyszig, 1978).
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Bergman Uzayinda Abel Yakinsaklik ve Berezin Sembolleri

Bu boliimde 6ncelikle Berezin sembolleri konusunda énemli bir yere sahip Hardy
ve Bergman uzaylarimin tanimlar: verilmistir. Ardindan Berezin semboliiniin bazi
ozelliklerinden bahsedilmis ve S; sinifindan olan operatorlerle iligkisi agiklanmigtar.
Berezin sembolleri yonteminin ilk kez kullanildigi Abel Teoremlerinin fonksiyonel
analiz ispatlar verilmigtir (Karaev, 2004). Bu yoéntemin uygulamasiyla kompleks
say1 dizi ve serilerinin Abel yakinsakligi karakterize edilmistir. Bunun i¢in 7}; agir-

likhi kaydirma operatoriiniin Berezin sembolii kullanilmigtir.
Oncelikle Hardy ve Bergman uzaylarinin tanimlarin verelim.

Tanim 4.1.1. 1 <p < oo igin D = {z € C: |2] < 1} birim diski tizerindeki
12ﬂ S 1
1£llp = sup (57 [ [f(re™)|" dt)>
o<r<1 0
normu sonlu olacak sekilde tiim analitik f fonksiyonlarimin olusturdugu uzaya,
yani
2m )
HP(D) = {f € Hol(D) : sup (5 [ |f(re™)["dt) < +oo}

0<r<1 0

uzayina H? Hardy uzay1 denir.

p = oo igin H* disk tizerinde tiim sinirh analitik fonksiyonlarin uzayidir ve normu

[fllee = sup |f(2)|
0<r<1
seklinde tanimlanir (Rosenblum ve Rovnyak, 1985).

Tanim 4.1.2. ||f|%, = [|f(2)]? dAs(2) normu sonlu olacak sekilde tiim anali-
¢ D

tik fonksiyonlarm olugturdugu Hilbert uzaymna L? = L?(DD) Bergman uzay1 denir.

dxd
Burada dAs = a4

, D birim diskinin 6l¢timii bire esit olacak sekilde normallegti-

rilmig Lebesgue bolge ol¢iimiidiir.
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Simdi Berezin semboliiniin tanimini verebilmek i¢in gerekli olan evaliisyon fonksi-
yoneli, fonksiyonel Hilbert uzay1 veya iiretici cekirdek Hibert uzay1, iiretici gekir-

dek ve standart fonksiyonel Hilbert uzay: tanimlarini verelim.

Tanim 4.1.3. H := {f : Q C C — C} i¢ carpimla donatilmig fonksiyonlarin Hilbert

uzay1 olsun. Her bir A € (2 icin

o H—=Cop(f) = F(A)

doniigiimiine evaliisyon fonksiyoneli denir (Al-Ammari, 2006).

Tanim 4.1.4. Her A € Q igin f — f(\) evaliisyon fonksiyoneli siirekli ola-
cak sekilde 2 kiimesi iizerinde kompleks degerli f fonksiyonlarimin olusturdugu
H = H () Hilbert uzayma fonksiyonel Hilbert uzay1 veya iiretici ¢ekirdek Hilbert
uzay1 denir (Halmos, 1982).

Tamim 4.1.5. Riesz Temsil teoremine gore A € Q igin f(\) = (f, ky.\) olacak

sekilde bir tek ky » € H vardir. Bu ky )\ fonksiyonuna H uzaymnin iiretici ¢ekir-
K n

degi, /k?% A= Terenr fonksiyonuna da ‘H uzayinin normallegtirilmis iiretici cekir-

degi denir (Karaev, 2006b).

{en} H uzaymmin ortonormal bazi olmak iizere, bazlar yardimiyla iiretici ¢ekirdegi

kra(z) = k(X z) = K(A\, 2) = > en(Nen(2)

n>0
seklinde tanimlayabiliriz.

Simdi fonksiyonel Hilbert uzayma ornekler verelim ve iiretici ¢ekirdeklerini bu-

lalim.

Ornek 4.1.6. H%(D),{2"} ortonormal bazna sahip bir fonksiyonel Hilbert uza-

yidir ve Szegd cekirdegi olarak da bilinen {iretici ¢ekirdegi

kra(z) = SN 27 = S ()" = —

n>0 n>0 1— Xz

dir. Ayrica bu uzayn normallegtirilmig iiretici ¢ekirdegi
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n 1 /1= I\
||k5H,/\||2: Z|/\|2 = ——5 olup 7 1—|)‘|

n>0 1— |A|2 HX — 1 — XZ

seklinde elde edilir.

Ornek 4.1.7. L2(D), {\/n + 12"} ortonormal bazina sahip bir fonksiyonel Hilbert

uzayidir ve bu uzayin tretici gekirdegi

krea(z) = (Wn+ I\ (Vn+ 12" = S (n+ 1A 2"

- 2 (n+1)(Re)" = gO«Xz)”“}

:(1jk)!:u—g@2

dir.

Tanmim 4.1.8. 'H fonksiyonel Hilbert uzay: ve EH, A, bu uzaym normallegtirilmis
iiretici gekirdegi olsun. Eger A — 0 iken EM x» — 0 zayif yakinsak ise ‘H uzayina

standart fonksiyonel Hilbert uzay1 denir (Aronzajn, 1950; Saitoh, 1988;1997).
H?(D) ve L2(D) standart fonksiyonel Hilbert uzayma érnek olarak verilebilir.

Tanim 4.1.9. A,H fonksiyonel Hilbert uzay: iizerinde sinirh lineer bir operator

ve EM A, bu uzayin normallegtirilmig iiretici ¢ekirdegi olmak tizere

seklinde tanimlanan Z/fonksiyonuna A operatoriiniin Berezin sembolii denir

(Berezin, 1972).

Tanim 4.1.10. A operatoriiniin Berezin kiimesi
Bwug:{ﬁuyxeg}

ve Berezin sayisi

ber(A) = sup {‘Z()\)‘ tAE Q}

ile tanimlanir (Karaev, 2006a).
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Simdi de Berezin semboliiniin 6zelliklerini verelim:

(1) Swmirh lineer bir A operatoriiniin Berezin sembolii A siurh bir fonksiyondur.

Berezin semboliiniin tanimi kullanilarak kolaylikla elde edilir. Yani,

‘Z()\)’ = ‘<A/];H,)\,7€\H,)\>) < HAEH)‘H H/I;H/\H < |14]] H/]%H)‘H HEH)\H = |4l (A€ )
olup sinirh bir fonksiyondur.
(2) I birim operatoriiniin Berezin sembolii I = 1 dir. Yani,

I(N) = (Tkpn k) = 1
dir.

(3) A* adjoint operatériiniin Berezin sembolii A nm kompleks eslenigine esittir.

Yani,

A () = <A*%H,A,EH,A> - <2H7A,AEH,A> - <AEH7A,EH7A> — A
dir.

(4) A self-adjoint ise A=A olup reel degerli bir fonksiyondur.

(5) (A+B) — A+ B dir.

(6) AB # AB dir. Ancak bu ozelligin saglanmasi icin operatorlerden birinin

carpim operatorii olmasi gerekir. Yani A ya da B operatorlerinden biri

M, f(z) = (2)f(2)

olmaldir.
(7) A= B = A(\) = B()) dir.

(8) Baz1 uzaylarda Berezin sembolii birebir bir déniigiimdiir. Yani her A € Q igin

A=0s A\ =0 du.

(9) 'H standart fonksiyonel Hilbert uzay1 ve A : H — H kompakt operator ise
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A — 00 # @ iken A(X) — 0 dir. Ciinkii Teorem 3.25 den

0] = ) < o]

dir. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani Berezin sembolii sifira yak-

lagtiginda A kompakt olmayabilir .

Simdi de S smifindan olan operatorler ile Berezin sembolleri arasindaki iligkiyi

veren Onermeyi ifade edelim.

Onerme 4.1.11. A : L? (D) — L2 (D) bir operatér olsun. A € S (L?) ise o

zamarn

iz (4) = [ (AR ) = [AG)ace)
D D
olur. Burada
d(z) =k(z,2z)dmsy(2) = dL(Z)z
(1=12%)
D deki 6l¢timdiir.

Ispat. (e,), L? uzaymmn bir ortonormal bazi olsun. O zaman

iz(A) =) (Aen,en) =) / (Aey) (2) en (2)dms (2)

=1

-y / (Aen, k) on (2)dms (2) = / <AZen () en (), kz>dm2 (2)

:/(Akz,k:z>dm2 (Z):/<Akz;kz>k( Z)dmz (2)
z)

Z] ke b G5 dmiz)m/ (A )1

(2:7
.|
<A/k\;La,z7 /k\La,z> d(z)

6\

elde edilir.

Simdi Berezin sembolleri yonteminin ilk kez kullanildigi Abel teoremlerinin alter-

netif ispatlarin verelim (Karaev, 2004).
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Teorem 4.1.12. Eger {a,}°, dizisi a degerine yakinsak ise {a,} >, dizisi a

sayisina (A) yakinsaktir (Powell ve Shah, 1972).
Ispat. H*(D) uzaymda Dy, kosegen operatorii
D{an}z"“ =ap2f, k=0,1,2, ...

seklinde tamimlanir. {a,,} siurh bir dizi oldugundan Dy, operatorii H? uzayinda
siirll bir operatordiir. Simdi Dy, operatoriiniin Berezin semboliinii hesapla-

1 N
yalim. ||k,|| = ———= oldugu Ornek 4.1.6 da elde edilmisti. O halde A € D
1— AP
icin

‘5{an}()\) = <D{an}k)\7 k)\>
= /1= MDDy SN 2F Ey)
k=0
O . Y
=/1- !A|2<I;0A Doy 2¥, k)
= /1= PR N a2k )
k=0

= (1= AP) S an A
k=0

olup Doy (A) = (1 = [A?) S ax [N elde edilir. Her A € D igin ¢ = [A]* olsun. O
k=0

zalmarn

Dy (VB = (1 =)D axt*, 0 <t <1
k=0

bulunur. Buradan

(L= axth = (1 -0 (ax )t +a(1— )3t = Dig (VD) +a

k=0 k=0 k=0

esitligini elde ederiz. Teoremin kosuluna gore n — oo iken a,, —a — 0 dir. Teorem
3.26 ya gore a, —a — 0 ise Dy,, _q) kompakt operatordiir. Boylece ozellik (9) dan
lim 5{%,&}(\/%) = 0 bulunur. Yukaridaki egitlikte ¢ — 1~ limit alinirsa
t—1—

lim (1 —-t)Y apth =a
t—1— k=0

elde edilir. Yani {a,} dizisi a ya (A) yakinsaktir (Karaev, 2004).

17



Teorem 4.1.13 Eger > a, serisi L degerine yakinsak ise > a, serisi L sayisina
n=0 n=0
(A) yakimsaktir (Powell ve Shah, 1972).

ispat. Teorem 4.1.12 nin ispatindan

‘5{577,}(\/%> = Zaktk, O<t<l
k=0

oldugu kolaylikla goriiliir. Bundan dolay1 her bir ¢ € (0,1) icin Y axt* serisi
k=0

yakinsaktir.

Teoremin kogulundan n — oo iken s,, — L — 0 dir. Teorem 3.26 ya gore s,,—L — 0

oldugundan Dy, 1y kisegen operatorii kompaktir ve
lim B{SH,L}(\/%) =0
t—1—

dir. Diger taraftan D,y = LI+ Dy, _py olup

lim > apt* = lim Dgs,y (V) = lim(L + Dys,-1y (V)
0 =1

=17 t—1-

=L+ lim E{sn,L}(\/E) =L
t—1-

elde edilir. Boylece Y ay serisi L degerine (A) yakinsaktir (Karaev, 2004).
k=0

Simdi kompleks say1 dizilerinin ve serilerinin Abel yakinsakligi i¢in baz kriterleri

T, agirlikli kaydirma operatoriiniin Berezin semboliinii kullanarak verelim.

{\/n + lz”} , L2(D) Bergman uzaymin ortonormal bazi olmak iizere T agirhikh

kaydirma operatorii

Tov/n+ 12" =d,v/n+ 22", n>0

seklinde tammlanir. Oncelikle L2(D) Bergman uzay: {izerinde sinirh lineer bir

operatoriin Berezin semboliinii ifade eden yardimci teoremi verelim.
Yardimc: Teorem 4.1.14. Herhangi bir T' € B(L?) operatorii ve A € D igin

en(2) = v/n + 12", L? uzaymin ortonormal baz olmak {izere
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TO)= (1= \P2 3 VT T, em) N AT

n,m=

dir (Yamanci, 2013).

Ispat. Berezin sembolii yardimiyla

- I Set u .
T()\) = <Tk:L2,>\’kL2,)\> — <T L2\ 7 L2\
o Tezaall Tzzal

= (1= AP eaNTen(2), X en(Men(2))

= (=D S Gen ()T en)
_(1- \)\]2)2n§10\/(n TN/ (m o+ DA (Te, )
—a- |)\|2)2m§;0\/(n T+ D)(Ten, em)A A

elde edilir (Yamanci, 2013).

Teorem 4.1.15. {d,}°°, kompleks sayilarin simirh bir dizisi ve T, operatorii L2

Bergman uzayinda agirlikhi kaydirma operatorii olsun. Bu durumda

(i) > 4/(n+1)(n+2)d, serisinin Abel yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli
n=0
| Ta | (1)

kogul ¢ — 17 iken = O((1 — t)?) olmasidir.

t
(17) {\/ (n+1)(n+ 2)dn} dizisinin Abel yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli

Tl ()
1i—1)

kogul ¢ — 17 iken = O(1 — ¢) olmasidir (Yamanci, 2013).

Ispat. Yardimc: Teorem 4.1.15 kullanilarak T agirhkl kaydirma operatoriiniin

Berezin sembolii

Ti) =@ = AP? S ot D0m+ Dlduenircn) X A"

n,m=0

_ (1= AP io\/(n DM+, A, (A e D)

seklinde elde edilir. Buradan her A € D icin

% - éwn + D0 +2)d, A (4.1)
% - '(1 - |)\|2)n§jo\/(n +1)(n+2)d, |)\|2n “2)
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yazilabilir.

t = |A]* olsun. Bu durumda her 0 < ¢ < 1 icin (4.1) ve (4.2) ifadelerinden

To|() e
% - n;o\/(n +1)(n +2)d,t"

Ty| (1) -

% - '“ — )2V + Dl +2)dat”

elde edilir. Boylece teoremin (7) ve (i7) iddialar elde edilir (Yamanci, 2013).

Sonug 4.1.16.
(i) Ber(Ty) = {)\(1 - |)\\2)2§0\/(n +1)(n+2)d, [N : X e 11))}

:)\E]D)}

(iii) Eger n — oo iken d, = O((n + 1)(n + 2))"2, yani C > 0 icin

V(n+1)(n+2)|d,| <C ise ber(Ty) < %C’ dir.

(i1) ber(Ty) = sup {|)\| (1—|A[%)?

§°f0¢(n T+ 2)d, A

Ispat. (i) ve (ii) nin ispatlar1 agirlikli kaydirma operatdriiniin Berezin semboliin-

den agikardir.

(i4i) n > 0 iken v/(n + 1)(n + 2) |d,| < C oldugundan

ber(Ty) < sup <|>\| (1= [\*2C I)\|2n>
el n=0

< . 2\2 1

< Cilelg (IAI (T —[A]) —1—|A|2>

= Csup (]M (1-— |)\]2))

AeD

2

= 373C
elde edilir.
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4.2. Berezin Sembolleri ve Abel Yakinsaklik ile ilgili Baz1 Sonuglar

Bu boliimde iiretici g¢ekirdekler ile ilgili bazi sorular, kompleks say1 dizi ve seri-

lerinin Abel yakimsakligi ve Berezin sembolleri ele alinmigtir.
4.2.1. Szegb ve bergman tipli cekirdekler

Bu kisimda Szego ve Bergman tipli iiretici ¢ekirdekler ve onlarin iiretici ¢ekirdek
Hilbert uzaylar: incelenmistir. Ardindan iiretici gekirdeklerin ailesi i¢in baz tam-
lik problemleri tartigilmigtir. Sonuglar: vermeden 6nce Hy_ (D) agirhikh Bergman

uzay1 hakkinda baz1 gerekli tanimlar1 verelim.

Tamim 4.2.1.1. D ={z € C: |2| < 1} birim diski iizerinde
K.(z,w)=(1—-2w)"* (z,w € D)

seklinde tanimlanan K, cekirdegi @ = 1 igin Szego gekirdegi ve v > 1 igin
Bergman tipli c¢ekirdekler olarak adlandirilirlar. Burada £, R, iizerinden

{€ : Re& > 0} agik yar1 diizlemine ¢* nin analitik devamidir.

K, cekirdegi pozitif tamimhidir. O zaman K, iiretici ¢ekirdegini kabul eden D
iizerinde bir tek Hp, Hilbert uzay: vardir (Aronzajn, 1950). Agirlikli Bergman

uzayinin tanimini vermeden 6nce asagidaki sonucu verelim.

Teorem 4.2.1.2. (i) Hg, (D) Hilbert uzayi, g (z) = > b,2" ve h(z) = > cp,2"
= n=0

n=0
fonksiyonlari i¢in

)T (n+1)

b
(n+ a) nCn

(gah)zéor(?

i¢ carpimiyla donatilmis

< T(a)T (n+ 1)

2 Tmta)

|an|2 < 00 ,

olacak sekilde D tizerinde f(z) = ) a,2" analitik fonksiyonlarin uzayidir, bu-
n=0
rada [' Gama foksiyonudur.

(17) Ayrica o > 1 oldugunda H, (D),
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a—1

JF @ =12P) g ()] | (2)] dedy

D

(g ) h) =
i¢ carpimiyla donatilmig

I (- 237N f (2)P dwdy < 00 (2 =z +iy) |

olacak gekilde f(z) = > a,z" analitik fonksiyonlarin uzayidir (Okutmustur,
n=0
2005).

Teorem 4.2.1.2 den « nin aldigy degerlere gore Hg, (D) uzaymin davraniglari

degisir. Eger a > 1 ise Hg_ (D)
[1f (2 ) dpe (2) < 00

olacak gekilde D iizerinde f (z) analitik fonksiyonlarimin bir Hilbert uzay: olur.

Burada g,

~1 o
it (2) = —— (1= |2")" " dady, (= =2 +iy)
ile verilen ID’deki 6l¢timdiir.

Eger o < 1 ise Hg, (ii) deki i¢ garpima gore bir iiretici ¢ekirdek Hilbert uzay:
degildir (Okutmustur, 2005).

1
a =1 i¢in Hg,, ka (w) = 3 (z,w € D) iiretici gekirdege (Szegd cekirdegi)
— Zw

sahip klasik H? := H? (D) Hardy uzayidur.

-1 a—
Tanim 4.2.1.3. a > 1 i¢in Hg, := Hg, (D) uzay: a (1- |z|2) ? agirhigr ile

D tizerinde agirlikli Bergman uzay1 olarak adlandirilir ve

_(_Tla+n) "7
fn(2) = (F(Q)F(n—i—l)) 2" (n=0,1,2,..)

ile tanimlanan {f, (2)},~, sistemi Hg,_ uzaymin ortonormal bir bazidir.

Simdi {iretici cekirdek ailesi icin tamlik problemlerini inceleyelim. Oncesinde

gerekli olan belirleyici (determining) alt kiime tanimini verelim.

Tanmim 4.2.1.4. S kiimesinin bir A alt kiimesi olmak iizere eger H (S) uzayindaki
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her fonksiyon A iizerinde sifira esit, denk olarak S iizerinde de sifira egit ise A
belirleyici alt kiime olarak adlandirihr. Ozellikle, eger A, S kiimesinde bir limit

noktasina sahipse belirleyici alt kiimedir.

Ornegin, iki analitik fonksiyon A belirleyici alt kiimesi iizerinde denkse, o zaman
tiim S kiimesi {izerinde de denktirler, yani fi|y = fa|s olmasi fi|s = f2|s yi gerek-

tirir.

Eger E C H? kaydirmali invariant alt uzay yani, 2 € E olmak iizere zE C E ise o

¢ E

— dig fonksiyonu kullanilarak tinlii Beurling teoreminden —
— Zw 1—-Zzw

ise I/ # H? sonucu cikar. Boylece her z € I icin

zamarn 1

5 1
k‘f: — c Fise E = H?
1—2zw
dir (Beurling, 1949).
Bu iddianin ispati

span {/{:52 1z € HD} = H? (4.3)

esitliginden agikardir, yani {kfz RS ]D)} sistemi H? uzayinda tam sistemdir.

(4.3) iin ispat ka nin {iretici ozelliginden ve Hahn-Banach teoreminden elde

edilir. Simdi 3° (1 — |2,|°) = +o0 saglayan {2,},., C D dizsi icin
n=1 -
span{k;gf :n:1,2,...} = H? (4.4)

esitliginin farkli bir ispatini verelim.

Teorem 4.2.1.5. Bger {z,},~,, > (1— |2,)*) = +oo olacak sekilde D birim

n=1

diskinde dizi ise {ki fin > 1} sistemi H? uzaymda tam sistemdir. Yani, (4.4)

esitligi saglanir.

Ispat. Tersini kabul edelim. Yani, {ki > 1} sistemi H? uzaymda tam sis-
tem olmasin. O zaman fy ¢ span {ki ‘in > 1} olacak sekilde sifirdan farkh bir
fo € H? fonksiyonu vardir. Boylece Hahn-Banach teoreminden W (f) # 0 ve
Ulspan {1;_ in > 1} = 0 olacak gekilde sifirdan farkli lineer siirekli bir ¥

— ZpW
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fonksiyoneli vardir. O halde, her n > 0 igin ¥ < — ) = 0 dir. Diger taraftan
— ZpW
her G € H? igin (v, G) = ¥ (G) saglayan bir ¢» € H? fonksiyonu vardir. Bun-

dan dolay1 her n = 1,2, ... i¢in <w, = 0 dir. Boylece her n > 1 igin

1—7z,w

¥ (2,) = 0 ve bundan dolayr > (1 — ]zn]2) = o0 ozelligiyle her {z,} ., C D
n=1 -
dizisinin H? icin belirleyici alt kiime oldugunu diisiiniirsek ¢ = 0 sonucu elde

edilir. Bu da ¥ = 0 olmasim gerektirir. Fakat bu WU (fy) # 0 olmasiyla geligir.

Boylece teorem ispatlanmig olur.

Sonug 4.2.1.6. z € E olmak {izere E, zE C E olacak sekilde H? uzaymin kapal
alt uzay1 olsun. Eger {kg{f tn > 1} C E ise E = H? dir.

Simdi Teorem 4.2.1.5 in daha genel sonucunu verelim.

Teorem 4.2.1.7. H = H(S), k' iiretici gekirdegine sahip S kiimesi iizerinde
iiretici ¢ekirdek Hilbert uzayi olsun. A C S kiimesinin, H uzay1 i¢in belirleyici alt

kiime oldugunu kabul edelim O zaman
span {k}:z €A} =H
dir.
4.2.2. Agirlikli bergman uzayindaki dizi ve serilerin abel yakinsakligi

Bu kisimda Hg, (D) agirhkhh Bergman uzay: iizerinde T, agirhkh kaydirma ope-
ratoriiniin Berezin sembolii yardimiyla kompleks say1 dizi ve serilerinin Abel yakin-

saklig1 karakterize edilmistir.
Hpy,, (D) agirhikh Bergman uzay1 iizerinde Ty agirhikh kaydirma operatorii

Tafn (2) =dpfn1(2),n=0,1,2, ...

formiiliiyle tanmimlanir, burada d = {d”}nZO kompleks sayilarin sinirh agirhik dizi-
sidir ve { f,, ()}, Tanim 4.2.1.3 de ifade edilen Hg,, (D) uzaymn ortonormal bir

bazidar.
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Teorem 4.2.2.1. {d, }, -, kompleks sayilarin siirh bir dizisi ve Ty, 1 < a < 00 ol-
mak tizere Hy, (D) agirlikli Bergman uzay: iizerinde agirlikh kaydirma operatorii

olsun.

5n:< F'(a+n)T(a+n+1)

2 )an,n:O,l,Q,... ,
(T ()T (n+1)T (n+2)

Tia(2) = sz(z) Py (N?)@S i";S 1)) 2" (2 € D)

olsun. O zaman

(a) (6n),>¢ dizisinin Abel yakinsak olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul ¢ — 17 iken

1
Ty (t) =0 (1—t> olmasidur.

(b) > §, serisinin Abel yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul ¢ — 1~ iken
n=0

740 (t) = O (1) olmasidir.

Ispat. Ilk olarak X € B(Hg, (D)), yani Hg, (D) tizerindeki tiim smrh lineer

operatorlerin Banach cebirinin bir elemani olmak iizere X operatoriiniin Berezin

sembolii i¢in agagidaki formiilii ispatlayalim. Her z € I i¢in

X (z) = (f (F(a)F(n+ 1))2 |z|2">1

n=0 F<n+a)
o X I'(a+n)I'(a+m)
2, ((F(a))2f(n+1)f‘(m+

n=0 m=0

(4.5)

1/2
1)) (X fos f) 572

Aslinda o = 1,2, ... i¢in I" (@) = (a — 1)! oldugunu gozoniine alirsak

'(n+a) Do .
m—(n—l—a 1) (n+ 2)...(n+1)
K, (z,w) = L = i [latn) (zw)"

(1—-zw)* =T(a)T(n+1)
ve Teorem 4.2.1.2 yi kullanarak

OOF(@)F(n+1)_oo (04—1)'
2 Tmta) Sia Doy
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ve

L e e N i

n=

elde edilir.

O zaman iiretici ¢ekirdek tanimi da kullanilarak her z € I icin

X (2) = (X Ko : Ko )

Kl TRl o
S TGN (), £ TGl ()

N\

-2
1Kol )

(2 (D@D m+ D\ o)

E (Zo( D(n+a) )'Z| )
o0 % F'(a+n)T (a+m)
r;)rnz;o((F(a))gf(n+l)F(m+

1/2
X fny frn) Z"2™
) g
olup (4.5) formiilii elde edilir.

Simdi Teorem 4.2.2.1 in ispatina baglayalim. Bunun i¢in X = T, yazarak (4.5)

formiiliinden her z € D i¢in

Ta(z) = (i <F(O‘>F(n+ 1))2 |z\2"> -

n=0 I'(n+ a)

IN'a+n)I'(a+m 1/2 -
<(F (a)()ZF(TL)—i— ;F(m)-‘rll)) (dnfn+1,fm)z z
(F(a)r(n+1))2|z‘2n -
n=0 P(n—i—a)

oo( F'(a+n)T(a+n+1) >1/2 "
o \(T'(a)’T (n+1)T (n+2) n

8

0

3

I
© Il
/\ o

Mg §19

n

dir, yani her z € D icin T, operatoriiniin Berezin sembolii
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I'(n+a)

Ta(z)= 2 (f (F<a)F(n+1))2|Z|2n)1

Oonol“(a+n)1“(oz—|—n+1) 12 (46)
Eo((F(a))QF(n—i-l)F(n—i-Q)) &4
seklinde bulunur. Buradan her z € D i¢in
g (e -
:§< IF'(a+n)T'(a+n+1) )1/2d 22 '
n=0 \(T'(2))’T (n+1)T (n+2) !
o Ta(z) & (T(@)T(n+ 1D\ o
(1 1) 242 52 (2L ) 14
=0 (n—l—a)
r (4.8)

(a+m)D(a+n+1) >1/2d o
(T ()T (n+1)T (n+2) "

T,
dir. Acikca, —2 (2) yalnzca |z|* ye baghdir, yani radial fonksiyondur.
z

T ()= 2405 $ (H D) o ey

z =0 I'(n+ a)

olsun. 7, (2) = Tya (|z|2) oldugu agiktir. O zaman ¢ = |z|* yazarak (4.7) ve
(4.8) den 0 <t < 1 ic¢in

X T(a+n)T(a+n+1) \ .
7;Mt)_z((r(@)%(m1)r<n+2)> It (4.9)

B © ( T(a+n)T(a+n+1) \'*,
1= Taa ()= {1 =1) n;o ((F (@)’T(n+1)T (n+ 2)) Tt (4.10)

elde edilir.

5 :( F'(a+n)T'(a+n+1) )2 "> 0
AN ()’ T+ )T (n+2)) T

oldugundan dizi ve serilerin Abel yakinsaklik tanimlarindan, (4.9) ve (4.10) dan

direkt olarak Teorem 4.2.2.1 ispatlanmig olur.

Son olarak 1 < a < oo olmak tizere Hy, (D) uzay iizerinde T, agirlikli kaydirma

operatoriiniin Berezin kiimesi ve Berezin sayisinin tanimlandigi agagidaki (4.6)
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formiiliinden hemen ¢ikan sonucu verelim.

Onerme.4.2.2.2.

@) Ber (T — (- (nio r (?)(Zgrnoj; 1))2 |z|2n) -1
:Oo ((FF(S;; znr ialjrn(: +1)2) ) . |2/ : 2 € D}
(b) ber (T;) = sup{|z| (520 (F (?)(71; (+noz+) 1))2 |Z|2n) _1
,i:o ((FF(S;FR znP ﬁm: +1)2) > P dle 2 e
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez caligmasinda Berezin sembolleri yontemi ile Abel
yakinsaklik arasindaki iligki incelenmis ve bunlarla ilgili baz1 sonuclar verilmistir.
Oncelikle bu yontemin ilk kez kullanildigi Abel teoremlerinin alternatif ispatlarina,

yer verilmistir (Karaev, 2004). Daha sonra

Tafn(2) =dpfni1(2),n=0,1,2, ...

ile tanimlanan 7} agirlikli kaydirma operatoriiniin Berezin sembolleri yardimiyla
L? Bergman ve Hpg, (D) agirhkh Bergman uzaylarimdaki kompleks say1 dizi ve
serilerin Abel yakinsakligi karakterize edilmigtir. Ayrica Szegd ve Bergman tipli
gekirdekler ve onlarin iiretici ¢ekirdek Hilbert uzaylarindan bahsedilmigtir. Son

olarak, iiretici ¢ekirdeklerin aileleri i¢in tamlik problemleri tartigilmigtir.
Bu calismanin devam olarak diisiiniilen bir 6neri vardir:

Ty agirhkh kaydirma operatoriiniin Berezin sembolleri yardimiyla L? Bergman
ve Hg,_ (D) agirhkli Bergman uzaylarindaki kompleks say1 dizi ve serilerin Abel
yakinsaklig1 karakterize edilmigtir. Benzer sekilde Cesaro toplanabilirlik Berezin

sembolleri yardimiyla nasil karakterize edilebilir?
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