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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BEREZ·IN SEMBOLLER·I ve ABEL YAKINSAKLIK ·ILE ·ILG·IL·I
BAZI SONUÇLAR

Hasret DE¼GER

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Mehmet GÜRDAL

Bu çal¬̧smada ilk olarak konunun tarihsel geli̧simi ifade edilmi̧s ve çal¬̧sman¬n
amac¬ndan bahsedilmi̧stir. Gerekli görülen baz¬tan¬mlara ve temel sonuçlara yer
verilmi̧stir. Berezin sembolleri ve özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca Berezin sem-
bolünün S1 iz s¬n¬f¬ndan olan operatörlerle ili̧skisi aç¬klanm¬̧st¬r. Sonra Berezin
sembolleri yönteminin bir uygulamas¬olan baz¬dizi ve serilerin Abel yak¬nsak-
l¬¼g¬verilmi̧stir. Öncelikle Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün Berezin sembolleri
yard¬m¬yla L2� Bergman uzay¬ndaki kompleks say¬dizi ve serilerin Abel yak¬nsak-
l¬¼g¬için baz¬kriterler verilmi̧stir. Ard¬ndan Berezin sembolü ile kompleks düzlemin
D birim diski üzerindeki HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬üzerinde Td a¼g¬rl¬kl¬kay-
d¬rma operatörünün ili̧skilendirilmesiyle baz¬dizi ve serilerin Abel yak¬nsakl¬kl¬¼g¬
karakterize edilmi̧stir. Ayn¬zamanda Szegö ve Bergman tipli üretici çekirdekler
ve onlar¬n üretici çekirdek Hilbert uzaylar¬n¬n taml¬k problemleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Anahtar kelimeler: Üretici çekirdek, Berezin sembolü, Abel yak¬nsakl¬k, A¼g¬r-
l¬kl¬Bergman uzay¬, A¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

SOME RESULTS RELATED WITH BEREZIN SYMBOLS AND
ABEL CONVERGENCE

Hasret DE¼GER

Süleyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet GÜRDAL

In this work, �rstly historical development of the topic is expressed and the pur-
pose of the work is mentioned. Certain de�nitions and main results required are
presented. We investigated Berezin symbols and their properties. We also ex-
plained Berezin symbols of associated the operators in S1 trace class. Then we
give Abel convergence of some sequences and series that is the application of the
method of Berezin symbols. First, we give the criteria for Abel convergence of se-
quences and series of complex numbers on L2� Bergman space in terms of Berezin
symbols of Td weighted shift operators. Later, Berezin symbols associated with Td
weighted shift operators on HK� (D) the weighted Bergman space on the unit disc
D of the complex plane C, we characterize Abel convergence of some sequences
and series. We also investigate Szegö and Bergman type kernels and some com-
pleteness problems for their reproducing kernels Hilbert space.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Abel convergence, Weighted
Bergman space, Weighted shift operator.

2014, 33 pages
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Hasret DE¼GER
ISPARTA, 2014

iv



S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

eA A operatörünün Berezin sembolü
ber (A) A operatörünün Berezin say¬s¬
Ber (A) A operatörünün Berezin kümesi
D" f"ng ile belirli köşegen operatör
Hp Hardy uzay¬
H1 S¬n¬rl¬analitik fonksiyonlar¬n uzay¬
HK� (D) A¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬
Hol(D) D üzerindeki analitik fonksiyonlar¬n uzay¬
H Fonksiyonel Hilbert uzay¬
iz(A) A operatörünün izi
kH;� Üretici çekirdekbkH;� Normalleştirilmi̧s üretici çekirdek
K� Szegö ve Bergman tipli çekirdekler
L2a Bergman uzay¬
sn (A) A operatörünün singüler say¬s¬
Sp Schatten-von Neumann s¬n¬f¬
S1 ·Iz s¬n¬f¬
Td A¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü
�z Evalüsyon fonksiyoneli
� Gama fonksiyonu

v



1: G·IR·IŞ

Berezin sembolleri ve onun tan¬mlanmas¬nda kullan¬lan üretici çekirdek kavram¬

sürekli geli̧smekte olan matemati¼gin modern analiz ve pratik alanlar¬n¬n yan¬

s¬ra atom �zi¼ginde de büyük önem taş¬d¬¼g¬ bilinmektedir. Bilim ve teknoloji

alan¬nda h¬zl¬ geli̧smelere ba¼gl¬ olarak yeni uygulama aray¬̧slar¬, Berezin sem-

bolü ile ilgili çal¬̧smalar¬n en etkili yürütücü kuvveti olmuştur. Berezin sembol-

lerinin Bergman uzaylar¬nda ve Poisson çekirde¼ginin Hardy uzaylar¬nda önemli

bir role sahip oldu¼gu bilinen bir gerçektir. E¼ger Berezin sembollerinin tan¬m-

land¬¼g¬küme, yani Berezin kümesi operatörün nümerik de¼ger kümesinin alt kümesi

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa, bu kavramlar¬n haberleşme alan¬nda geni̧s bir uygulamaya

sahip oldu¼gunu söyleyebiliriz. Bunlara ilaveten, elektronlar¬n Vieck ve anti-Vieck

sembolleri Berezin sembolleri ile s¬k¬bir ili̧skiye sahip olmas¬ndan dolay¬da yine

Berezin sembolleri elektronlar¬n enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldu¼gu

görülmektedir. Ayr¬ca Berezin sembolleri diferansiyel denklemler teorisinde, Riesz

bazlar¬konusunda ve operatörlerle yak¬ndan ili̧skili oldu¼gu için birçok alanda kul-

lan¬lmaktad¬r. Bunun d¬̧s¬nda gün geçtikçe de de¼gi̧sik kullan¬m alanlar¬ ortaya

ç¬kmaktad¬r.

Bu çal¬̧sman¬n amac¬, Berezin sembolleri yöntemi ile Abel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki

ili̧skiyi ve bunun baz¬sonuçlar¬n¬vermektir. Öncelikle Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma ope-

ratörünün Berezin sembolleri yard¬m¬yla L2� Bergman uzay¬ndaki kompleks say¬

dizisi ve serilerinin Abel yak¬nsakl¬¼g¬ için baz¬kriterler verilmi̧stir. Daha sonra

HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬üzerindeki durumu incelenmi̧stir. Buna ilaveten,

Szegö ve Bergman tipli çekirdekler ve onlar¬n üretici çekirdek Hilbert uzaylar¬n-

dan bahsedilmi̧stir. Ayr¬ca, üretici çekirdeklerin aileleri için taml¬k problemleri

incelenmi̧stir.
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2: KAYNAK ÖZETLER·I

� 2 
 için f ! f(�) evalüsyon fonksiyoneli sürekli olacak şekilde 
 kümesi

üzerinde kompleks de¼gerli f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu H = H (
) Hilbert uza-

y¬na fonksiyonel Hilbert uzay¬veya üretici çekirdek Hilbert uzay¬denir. feng H

uzay¬n¬n herhangi bir ortonormal baz¬olmak üzere

kH;�(z) = kH(�; z) = K(�; z) =
P
n�0
en(�)en(z)

şeklinde tan¬mlanan ve Berezin sembolünün tan¬mlanmas¬nda kullan¬lan üretici

çekirdek kavram¬Moore taraf¬ndan çekirde¼gin üretici özelli¼ge sahip olmas¬ ne-

deniyle ifade edilmi̧stir (Moore, 1916; 1935). Daha sonra üretici çekirdek konusu

ayr¬nt¬l¬olarak Aronszajn taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r (Aronszajn, 1950).

H normalleştirilmi̧s üretici çekirde¼ge sahip fonksiyonel Hilbert uzay¬ve A s¬n¬rl¬

lineer operatör olsun.

eA (�) = DAbkH;�;bkH;�E
H

şeklinde tan¬mlanan kompleks de¼gerli bir fonksiyon olan A operatörünün Berezin

sembolü ilk defa Berezin (1972; 1974) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonras¬nda bu

konu çok say¬da matematikçinin ilgisini çekmi̧s ve bunun üzerine çeşitli çal¬̧smalar

yap¬lm¬̧st¬r (Englis, 1994; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Axler ve Zheng, 1998).

Berezin sembollerinin çarp¬msal özelli¼gi incelenmi̧stir (K¬l¬ç, 1995). Bergman

uzay¬üzerinde operatörlerin kompakt olmas¬yla Berezin dönüşümleri aras¬ndaki

ili̧ski analiz edilmi̧stir (Zorboska, 2002). Berezin sembolleri kullan¬larak Abel teo-

remlerinin alternatif ispatlar¬verilmi̧stir (Karaev, 2004). Böyle-ce Berezin sembol-

leri ve Abel yak¬nsakl¬k aras¬nda bir ili̧ski kurulmuştur. Ayr¬ca Berezin kümesi ve

Berezin say¬s¬tan¬mlar¬Karaev taraf¬ndan verilmi̧stir (Karaev, 2006a, b). Buna

ilaveten Hardy ve Bergman uzaylar¬üze-rinde operatörlerin Berezin sembolleri ile

ilgili baz¬problemler araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Karaev, Gürdal ve Yamanc¬, 2013).

Son y¬llarda üretici çekirdek ve Berezin sembolleri geni̧s bir şekilde ö¼grenilmekte ve

bu iki kavram¬n önemli uygulamalar¬da aç¬kça literatürde görülmektedir (Nikol-

ski, 1986; Zhu, 1990; 2007; Korenblum, 1977; Sarason, 1994; Pehlivan ve Karaev,

2



2004; Chalender vd., 2006; Chalender vd., 2012). Ancak bu konularda çok say¬da

çözülmemi̧s sorular hala mevcuttur (Zhu, 1990; 2007).
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3: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smada kullan¬lacak olan gerekli baz¬kavramlar ve bu kavramlarla

ilgili tan¬m, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 3:1: X, C kompleks skalerler üzerinde bir vektör uzay¬ olsun.

Her x; y; z 2 X ve � 2 C için,

(I1) hx; xi � 0 ve hx; xi = 0, x = 0;

(I2) hy; xi = hx; yi;

(I3) hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi;

(I4) h�x; yi = �hx; yi;

özelliklerini sa¼glayan hx; yi kompleks say¬s¬varsa o zaman hx; yi�ye x ve y nin

iç çarp¬m¬denir. X kompleks vektör uzay¬n¬n iç çarp¬m¬varsa iç çarp¬m uzay¬

olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3:2: X, C kompleks skalerler üzerinde bir vektör uzay¬ olsun.

Her x; y 2 X ve � 2 C için,

(N1) kxk � 0 ve kxk = 0, x = 0 (pozitif);

(N2) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi);

(N3) k�xk = j�j kxk (homojenlik);

özelliklerini sa¼glayan kxk reel say¬s¬na x�in normu denir. X kompleks vektör uzay¬

norma sahipse normlu uzay olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 3:3: (Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi) X iç çarp¬m uzay¬nda

her x; y 2 X için

jhx; yij � kxkkyk

sa¼glan¬r. Eşitlik durumu ancak ve ancak x ve y nin lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬yla

sa¼glan¬r.

Teorem 3:4: Her iç çarp¬m uzay¬normlu uzayd¬r.

4



Tan¬m 3:5: Normlu bir X uzay¬nda bir fxng dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger,

lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa, fxng dizisine kuvvetli yak¬nsakt¬r ya da norma

göre yak¬nsakt¬r denir ve bu durum,

lim
n!1

xn = x veya xn ! x

ile ifade edilir. x de¼gerine fxng dizisinin kuvvetli limiti ad¬verilir ve fxng dizisi

kuvvetli olarak x de¼gerine yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 3:6: Normlu bir X uzay¬nda bir fxng dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger her

f 2 X 0 için lim
n!1

f(xn) = f(x) olacak şekilde bir x 2 X varsa fxng dizisi zay¬f

yak¬nsakt¬r denir ve xn
z! x şeklinde yaz¬l¬r. x de¼gerine fxng dizisinin zay¬f limiti

ad¬verilir ve fxng dizisi zay¬f olarak x de¼gerine yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 3:7: X normlu uzay¬nda bir fxng dizisi m ! 1 ve n ! 1 iken

kxn � xmk ! 0 ise fxng dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3:8: X normlu uzay¬ndaki her Cauchy dizisi X uzay¬nda bir limite sahipse

tamd¬r denir. Yani, e¼ger m!1 ve n!1 iken kxn�xmk ! 0 ise n!1 iken

kxn � x0k ! 0 olacak şekilde x0 2 X vard¬r.

Tan¬m 3:9: Tam iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 3:10: Tam normlu uzaya Banach uzay¬denir.

Şimdi de dizi ve seriler için abel yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 3:11: fang1n=0 kompleks say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger

lim
t!1�

(1� t)
1P
n=0

ant
n = a

limiti varsa fang dizisi a de¼gerine Abel yak¬nsakt¬r denir ve (A) yak¬nsak olarak

yaz¬l¬r (Powell ve Shah, 1972).
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Tan¬m 3:12:
1P
n=0

an kompleks say¬lar¬n bir serisi olsun. E¼ger fsng1n=0 k¬smi toplam-

lar dizisi L de¼gerine (A) yak¬nsak ise
1P
n=0

an serisi L de¼gerine (A) yak¬nsakt¬r denir.

Burada sn =
nP
k=0

ak d¬r (Powell ve Shah, 1972).

Şimdi de O, o, � sembollerinin tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 3:13: f (x) ve g (x) fonksiyonlar¬verilsin. x0 sabit nokta olsun. g (x)

fonksiyonunun x0 civar¬ndaki aç¬k aral¬kta pozitif ve sürekli oldu¼gunu kabul ede-

lim.

(i) E¼ger x0 civar¬ndaki aç¬k aral¬kta jf (x)j � Kg (x)olacak şekilde bir K sabiti

var ise f (x) = O (g (x)) ; (x! x0)

(ii) E¼ger lim
x!x0

f(x)
g(x)

= 0 ise f (x) = o (g (x)) ; (x! x0)

(iii) E¼ger lim
x!x0

f(x)
g(x)

= 1 ise f (x) � g (x) ; (x! x0)

ile tan¬ml¬d¬r. (iii) de g (x) x0 civar¬nda pozitif olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 3:14: X, C kompleks skaleri üzerinde bir normlu uzay olsun. f : X ! C

operatörü her x; y 2 X ve �; � 2 C için

f(�x+ �y) = �f(x) + �f(y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa lineer fonksiyonel ve ayr¬ca f s¬n¬rl¬ ise s¬n¬rl¬ lineer fonksi-

yonel olarak adland¬r¬l¬r. Buna göre, her x 2 X için

jf(x)j � ckxk

olacak şekilde bir c say¬s¬vard¬r ve f fonksiyonunun normu

kfk = sup
kxk=1

jf(x)j

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 3:15: (Riesz Temsil Teoremi) BirH Hilbert uzay¬üzerinde, her s¬n¬rl¬

lineer f fonksiyoneli iç çarp¬mla ifade edilebilir, yani, y; f fonksiyoneline ba¼g¬ml¬

olmak üzere,
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f(x) = hx; yi

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde bir tek y vektörü vard¬r ve kfk = kyk dir.

Tan¬m 3:16: ej; j = 1; 2; : : : için H Hilbert uzay¬n¬n vektörleri olsun. E¼ger

hej; eki = �jk =

8<: 1; j = k

0; j 6= k

ise S = fe1; e2; : : :g vektör dizisine ortonormal küme denir.

Teorem 3:17: (Bessel Eşitsizli¼gi) fejg, bir X iç çarp¬m uzay¬nda ortonormal

bir dizi olsun. Buna göre her x 2 X için,

1P
j=1

jhx; ejij2 � kxk2

dir. Burada hx; eji iç çarp¬mlar¬na, x�in, fejg ortonormal dizisine göre Fourier

katsay¬lar¬ad¬verilir.

Tan¬m 3:18: H bir Hilbert uzay olsun. T : H ! H dönüşümü her x; y 2 H ve

�; � 2 C için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

özelli¼gini sa¼glarsa lineer operatör olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3:19: H Hilbert uzay¬nda T lineer bir operatör olsun. Her x 2 H için

kTxk � ckxk

olacak şekilde c � 0 say¬s¬varsa T operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir ve T nin normu,

kTk = sup fkTxk : kxk = 1g

dir.

Teorem 3:20: Bir H Hilbert uzay¬üzerinde S ve T s¬n¬rl¬lineer operatörler ol-

sunlar. Bu durumda aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.
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(i) Her � 2 C için k�Tk � j�j kTk

(ii) kS + Tk � kSk+ kTk

(iii) kSTk � kSkkTk (Furuta, 2001).

Riesz Temsil Teoremi, bir H Hilbert uzay¬üzerinde, s¬n¬rl¬lineer bir operatörün

adjoint operatörünü tan¬mlamam¬za olanak sa¼glamaktad¬r. Bu operatör sayesinde

self adjoint, normal, üniter, ortogonal projeksiyon ve izometri operatörleri tan¬m-

lanabilmektedir. ·Ilk olarak adjoint operatörün tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3:21: H1 ve H2 Hilbert uzaylar¬olmak üzere, T : H1 ! H2 s¬n¬rl¬lineer

bir operatör olsun. T nin T � adjoint operatörü, her x 2 H1 ve her y 2 H2 için

hTx; yi = hx; T �yi

olacak şekilde bir T � : H2 ! H1 operatörüdür.

Teorem 3:22: H1 ve H2 Hilbert uzaylar¬ olmak üzere, T : H1 ! H2 ve

S : H1 ! H2 s¬n¬rl¬lineer operatörler olsun. Bu durumda T � ve S� opera-törler

de s¬n¬rl¬lineer olup aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

(i) kT �k = kTk

(ii) (S + T )� = S� + T �

(iii) Her � 2 C için (�T )� = �T �

(iv) (T �)� = T

(v) (ST )� = T �S�

(vi) kT �Tk = kTT �k = kTk2

(vii) T �T = 0, T = 0 (Furuta, 2001).

Tan¬m 3:23: Hilbert uzay¬üzerinde operatörlerin baz¬özel türleri aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r:

self-adjoint operatör: T � = T:

normal operatör: T �T = TT �:

projeksiyon operatör: T 2 = T (idempotent) ve T � = T .

üniter operatör: T �T = TT � = I:
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izometri operatör: T �T = I:

pozitif operatör: Her x 2 H için hTx; xi � 0 ile tan¬mlan¬r ve T � 0 ile gösterilir.

Şimdide kompakt operatör, köşegen operatör ve Schatten-von Neumann s¬n¬�ar¬

tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 3:24: X ve Y normlu iki uzay olsun. Bir T : X ! Y operatörü T �nin

lineer ve X �in her s¬n¬rl¬M alt kümesi için T (M) rölatif kompakt, yani T (M)

kapan¬̧s¬n¬n kompakt olmas¬halinde, T , kompakt lineer bir operatördür.

Teorem 3:25: H kompleks Hilbert uzay¬üzerinde bir T lineer operatörünün kom-

pakt olmas¬için gerekli ve yeterli koşul xn
z! 0 iken kTxnk ! 0 d¬r (Zhu, 1990).

Teorem 3:26: feng ve ffng s¬ras¬yla E ve F nin denk normalleştirilmi̧s bazlar¬

olsunlar. f�ng s¬n¬rl¬dizisi verilsin ve T : E ! F s¬n¬rl¬lineer operatörü her bir n

için T (en) = �nfn şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda T nin kompakt olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul �n ! 0 olmas¬d¬r (Choi ve Kim, 1993).

Tan¬m 3:27: X ve Y Banach uzaylar¬, fxng � X ve fyng � Y lineer ba¼g¬ms¬z

diziler olsunlar. f"ng sabit skaler dizi olmak üzere D"xn = "nyn şeklinde tan¬m-

lanan D" 2 B(X; Y ) operatörüne f"ng ile belirli köşegen operatör denir. X den Y

ye tüm köşegen operatörlerin kümesi D(X;Y ) ile gösterilir. Bu küme bir vektör

uzay¬oluşturur. Çünkü iki köşegen operatörün toplam¬ve köşegen operatörün

skalerle çarp¬m¬yine köşegen operatörlerin kümesindedir.

Örnek 3:28: D : l2 ! l2 köşegen operatörü ve f�kg s¬n¬rl¬kompleks dizi olmak

üzere

D(xk) = �kxk

şeklindedir. Buna göre köşegen operatörün adjointi

D�(xk) = �kxk

olur. Bu durumda D operatörünün self-adjoint olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

her k için �k 2 R olmas¬d¬r.
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Ayr¬ca fekg için D(ek) = �kek ve D�(ek) = �kek olmak üzere D köşegen ope-

ratörünün üniter olmas¬için gerekli ve yeterli koşul her k için j�kj = 1 olmas¬d¬r.

Ayr¬ca, DD�ek = D
�Dek = j�kj2 ek oldu¼gundan D köşegen operatörü normaldir.

Tan¬m 3:29: B(H) sonsuz boyutlu ayr¬labilir H kompleks Hilbert uzay¬ üze-

rinde tüm s¬n¬rl¬lineer operatörlerin cebiri ve Kn � B(H) rank¬n yi geçmeyen

tüm operatörlerin kümesi olsun. Bir A 2 B(H) operatörünün sn(A) singüler say¬s¬

(s-say¬s¬)

sn = �n((AA
�)

1
2 ); n � 1

ile tan¬mlan¬r. Burada �n; (AA�)
1
2 operatörünün özde¼geridir. Başka bir deyi̧sle

sn+1 = dist(A;Kn); n � 0

dir.

Tan¬m 3:30: 0 < p <1 için Schatten-von Neumann s¬n¬f¬Sp := Sp(H)P
n�0
(sn(K))

p � +1

koşulunu sa¼glayan sn(K) singüler say¬s¬na sahip H üzerindeki tüm K kompakt

operatörlerin uzay¬d¬r. Herhangi 0 < p < 1 için Sp sadece bir vektör uzay¬d¬r.

Fakat Sp, 1 � p <1 için

kKkSp = (
P
n�0
(sn(K))

p)
1
p

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r. Sp nin özel durumu S1 iz s¬n¬f¬ndan olan

operatörler Berezin sembolleri konusunda önemli bir rol oynamaktad¬r. Herhangi

bir T 2 S1 ve H nin feng ortonormal baz¬için T operatörünün izi

iz(T ) =
1P
n=1

hTen; eni

şeklinde tan¬mlan¬r (Karaev, 2002).

Şimdi de analitik ve gama fonksiyonlar¬n¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 3:31: Bir f(z) kompleks fonksiyonu z0 noktas¬ve bunun bir komşulu¼gun-

daki her noktada türevli ise f fonksiyonuna z0 noktas¬nda analitiktir denir.

10



Teorem 3:32: E¼ger f(z) fonksiyonu analitik ise Taylor serisine aç¬labilir. Yani

f(z) =
1P
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)n

şeklinde yaz¬labilir.

Tan¬m 3:33: 0 < x <1 için �(x) fonksiyonu

�(x) =
1R
0

tx�1etdt

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 3:34: (i) 0 < x <1 aral¬¼g¬ndaki herbir x için �(x+ 1) = x�(x) dir.

(ii) n 2 N için �(n+ 1) = n! dir.

Son olarak Hahn-Banach Teoremini ifade edelim.

Teorem 3:35: (Hahn-Banach Teoremi) X reel bir vektör uzay¬ve p; X üze-

rinde altlineer bir fonksiyonel olsun. Ayr¬ca f fonksiyonelinin X uzay¬n¬n bir Z

altuzay¬üzerinde tan¬ml¬olup her x 2 Z için

f(x) � p(x)

koşulunu gerçekleyen lineer bir fonksiyonel oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

f fonksiyoneli, Z uzay¬ndan X uzay¬na, her x 2 X için

ef(x) � p(x) (3:1)

olacak şekilde bir ef lineer geni̧slemesine sahiptir. Yani, ef X üzerinde lineer bir

fonksiyonel olup, X üzerinde (3:1) eşitsizli¼gini gerçekler ve her x 2 Z için

f(x) = ef(x)
dir (Kreyszig, 1978).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4:1: Bergman Uzay¬nda Abel Yak¬nsakl¬k ve Berezin Sembolleri

Bu bölümde öncelikle Berezin sembolleri konusunda önemli bir yere sahip Hardy

ve Bergman uzaylar¬n¬n tan¬mlar¬verilmi̧stir. Ard¬ndan Berezin sembolünün baz¬

özelliklerinden bahsedilmi̧s ve S1 s¬n¬f¬ndan olan operatörlerle ili̧skisi aç¬klanm¬̧st¬r.

Berezin sembolleri yönteminin ilk kez kullan¬ld¬¼g¬Abel Teoremlerinin fonksiyonel

analiz ispatlar¬verilmi̧stir (Karaev, 2004). Bu yöntemin uygulamas¬yla kompleks

say¬dizi ve serilerinin Abel yak¬nsakl¬¼g¬karakterize edilmi̧stir. Bunun için Td a¼g¬r-

l¬kl¬kayd¬rma operatörünün Berezin sembolü kullan¬lm¬̧st¬r.

Öncelikle Hardy ve Bergman uzaylar¬n¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 4:1:1: 1 � p <1 için D = fz 2 C : jzj < 1g birim diski üzerindeki

kfkp = sup
0<r<1

( 1
2�

2�R
0

jf(reit)jp dt)
1
p

normu sonlu olacak şekilde tüm analitik f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzaya,

yani

Hp(D) =
�
f 2 Hol(D) : sup

0<r<1
( 1
2�

2�R
0

jf(reit)jp dt) < +1
�

uzay¬na Hp Hardy uzay¬denir.

p =1 için H1 disk üzerinde tüm s¬n¬rl¬analitik fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r ve normu

kfk1 = sup
0<r<1

jf(z)j

şeklinde tan¬mlan¬r (Rosenblum ve Rovnyak, 1985).

Tan¬m 4:1:2: kfk2L2a =
R
D
jf(z)j2 dA2(z) normu sonlu olacak şekilde tüm anali-

tik fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu Hilbert uzay¬na L2a = L2a(D) Bergman uzay¬denir.

Burada dA2 =
dxdy

�
;D birim diskinin ölçümü bire eşit olacak şekilde normalleşti-

rilmi̧s Lebesgue bölge ölçümüdür.
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Şimdi Berezin sembolünün tan¬m¬n¬verebilmek için gerekli olan evalüsyon fonksi-

yoneli, fonksiyonel Hilbert uzay¬veya üretici çekirdek Hibert uzay¬, üretici çekir-

dek ve standart fonksiyonel Hilbert uzay¬tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 4:1:3:H := ff : 
 � C! Cg iç çarp¬mla donat¬lm¬̧s fonksiyonlar¬n Hilbert

uzay¬olsun. Her bir � 2 
 için

�z : H !C; �z(f) = f(�)

dönüşümüne evalüsyon fonksiyoneli denir (Al-Ammari, 2006).

Tan¬m 4:1:4: Her � 2 
 için f ! f(�) evalüsyon fonksiyoneli sürekli ola-

cak şekilde 
 kümesi üzerinde kompleks de¼gerli f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu

H = H (
) Hilbert uzay¬na fonksiyonel Hilbert uzay¬veya üretici çekirdek Hilbert

uzay¬denir (Halmos, 1982).

Tan¬m 4:1:5: Riesz Temsil teoremine göre � 2 
 için f(�) = hf; kH;�i olacak

şekilde bir tek kH;� 2 H vard¬r. Bu kH;� fonksiyonuna H uzay¬n¬n üretici çekir-

de¼gi, bkH;� = kH;�
kkH;�k

fonksiyonuna da H uzay¬n¬n normalleştirilmi̧s üretici çekir-

de¼gi denir (Karaev, 2006b).

feng H uzay¬n¬n ortonormal baz¬olmak üzere, bazlar yard¬m¬yla üretici çekirde¼gi

kH;�(z) = kH(�; z) = K(�; z) =
P
n�0

en(�)en(z)

şeklinde tan¬mlayabiliriz.

Şimdi fonksiyonel Hilbert uzay¬na örnekler verelim ve üretici çekirdeklerini bu-

lal¬m.

Örnek 4:1:6: H2(D); fzng ortonormal baz¬na sahip bir fonksiyonel Hilbert uza-

y¬d¬r ve Szegö çekirde¼gi olarak da bilinen üretici çekirde¼gi

kH;�(z) =
P
n�0

�
n
zn =

P
n�0
(�z)n =

1

1� �z

d¬r. Ayr¬ca bu uzay¬n normalleştirilmi̧s üretici çekirde¼gi
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kkH;�k2 =
P
n�0

j�j2n = 1

1� j�j2 olup bkH;� =
q
1� j�j2

1� �z

şeklinde elde edilir.

Örnek 4:1:7: L2a(D);
�p

n+ 1zn
	
ortonormal baz¬na sahip bir fonksiyonel Hilbert

uzay¬d¬r ve bu uzay¬n üretici çekirde¼gi

kL2a;�(z) =
P
n�0
(
p
n+ 1�n)(

p
n+ 1zn) =

P
n�0
(n+ 1)�

n
zn

=
P
n�0
(n+ 1)(�z)n =

P
n�0
((�z)n+1)0

=

�
1

1� �z

�0
=

1

(1� �z)2

d¬r.

Tan¬m 4:1:8: H fonksiyonel Hilbert uzay¬ve bkH;�, bu uzay¬n normalleştirilmi̧s
üretici çekirde¼gi olsun. E¼ger �! @
 iken bkH;� ! 0 zay¬f yak¬nsak ise H uzay¬na

standart fonksiyonel Hilbert uzay¬denir (Aronzajn, 1950; Saitoh, 1988; 1997).

H2(D) ve L2a(D) standart fonksiyonel Hilbert uzay¬na örnek olarak verilebilir.

Tan¬m 4:1:9: A;H fonksiyonel Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬lineer bir operatör

ve bkH;�, bu uzay¬n normalleştirilmi̧s üretici çekirde¼gi olmak üzere
eA(�) = hAbkH;�;bkH;�i
şeklinde tan¬mlanan fA fonksiyonuna A operatörünün Berezin sembolü denir

(Berezin, 1972).

Tan¬m 4:1:10: A operatörünün Berezin kümesi

Ber(A) =
n eA(�) : � 2 
o

ve Berezin say¬s¬

ber(A) = sup
n��� eA(�)��� : � 2 
o

ile tan¬mlan¬r (Karaev, 2006a).
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Şimdi de Berezin sembolünün özelliklerini verelim:

(1) S¬n¬rl¬lineer bir A operatörünün Berezin sembolü fA s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.
Berezin sembolünün tan¬m¬kullan¬larak kolayl¬kla elde edilir. Yani,��� eA (�)��� = ���DAbkH;�;bkH;�E��� � 


AbkH;�





bkH;�


 � kAk


bkH;�





bkH;�


 = kAk (� 2 
)

olup s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.

(2) I birim operatörünün Berezin sembolü eI = 1 dir. Yani,
eI(�) = hIbkH;�;bkH;�i = 1
dir.

(3) A� adjoint operatörünün Berezin sembolü eA n¬n kompleks eşleni¼gine eşittir.

Yani,

fA� (�) = DA�bkH;�;bkH;�E = DbkH;�; AbkH;�E = DAbkH;�;bkH;�E = eA
dir.

(4) A self-adjoint ise eA = eA olup reel de¼gerli bir fonksiyondur.
(5)

�
Â+B

�
= eA+ eB dir.

(6) gAB 6= eA eB dir. Ancak bu özelli¼gin sa¼glanmas¬ için operatörlerden birinin

çarp¬m operatörü olmas¬gerekir. Yani A ya da B operatörlerinden biri

M'f(z) = '(z)f(z)

olmal¬d¬r.

(7) A = B ) eA (�) = eB (�) dir.
(8) Baz¬uzaylarda Berezin sembolü birebir bir dönüşümdür. Yani her � 2 
 için

A = 0, eA(�) = 0 d¬r.
(9) H standart fonksiyonel Hilbert uzay¬ve A : H ! H kompakt operatör ise
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�! @
 6= ? iken eA(�)! 0 d¬r. Çünkü Teorem 3:25 den��� eA (�)��� = ���DAbkH;�;bkH;�E��� � 


AbkH;�





bkH;�


! 0

d¬r. Fakat tersi her zaman do¼gru de¼gildir. Yani Berezin sembolü s¬f¬ra yak-

laşt¬¼g¬nda A kompakt olmayabilir .

Şimdi de S1 s¬n¬f¬ndan olan operatörler ile Berezin sembolleri aras¬ndaki ili̧skiyi

veren önermeyi ifade edelim.

Önerme 4:1:11: A : L2a (D) ! L2a (D) bir operatör olsun. A 2 S1 (L
2
a) ise o

zaman

iz (A) =

Z
D

D
AbkL2a;z;bkL2�;zE d (z) = Z

D

eA (z) d (z)
olur. Burada

d (z) = k (z; z) dm2 (z) =
dm2 (z)�
1� jzj2

�2
D deki ölçümdür.

·Ispat. (en) ; L2a uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬olsun. O zaman

iz (A) =
1X
n=1

hAen; eni =
1X
n=1

Z
D

(Aen) (z) en (z)dm2 (z)

=
1X
n=1

Z
D

hAen; kzi en (z)dm2 (z) =

Z
D

*
A

1X
n=1

en (z) en (z); kz

+
dm2 (z)

=

Z
D

hAkz; kzi dm2 (z) =

Z
D

hAkz; kzi
k (z; z)

k (z; z)
dm2 (z)

=

Z
D

hAkz; kzi
k (z; z)

kkzk2
dm2 (z) =

Z
D

�
A

kz
kkzk

;
kz
kkzk

�
d (z)

=

Z
D

D
AbkL2�;z;bkL2�;zE d (z)

elde edilir.

Şimdi Berezin sembolleri yönteminin ilk kez kullan¬ld¬¼g¬Abel teoremlerinin alter-

netif ispatlar¬n¬verelim (Karaev, 2004).
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Teorem 4:1:12: E¼ger fang1n=0 dizisi a de¼gerine yak¬nsak ise fang1n=0 dizisi a

say¬s¬na (A) yak¬nsakt¬r (Powell ve Shah, 1972).

·Ispat. H2(D) uzay¬nda Dfang köşegen operatörü

Dfangz
k = akz

k; k = 0; 1; 2; :::

şeklinde tan¬mlan¬r. fang s¬n¬rl¬bir dizi oldu¼gundan Dfang operatörü H
2 uzay¬nda

s¬n¬rl¬ bir operatördür. Şimdi Dfang operatörünün Berezin sembolünü hesapla-

yal¬m. kk�k =
1q

1� j�j2
oldu¼gu Örnek 4:1:6 da elde edilmi̧sti. O halde � 2 D

için

eDfang(�) = hDfang
bk�;bk�i

=
q
1� j�j2hDfang

1P
k=0

�
k
zk;bk�i

=
q
1� j�j2h

1P
k=0

�
k
Dfangz

k;bk�i
=
q
1� j�j2h

1P
k=0

�
k
akz

k;bk�i
= (1� j�j2)

1P
k=0

ak j�j2k

olup eDfang(�) = (1� j�j
2)

1P
k=0

ak j�j2k elde edilir. Her � 2 D için t = j�j2 olsun. O

zaman

eDfang(
p
t) = (1� t)

1P
k=0

akt
k; 0 < t < 1

bulunur. Buradan

(1� t)
1P
k=0

akt
k = (1� t)

1P
k=0

(ak � a)tk + a(1� t)
1P
k=0

tk = eDfan�ag(
p
t) + a

eşitli¼gini elde ederiz. Teoremin koşuluna göre n!1 iken an�a! 0 d¬r. Teorem

3:26 ya göre an�a! 0 ise Dfan�ag kompakt operatördür. Böylece özellik (9) dan

lim
t!1�

eDfan�ag(
p
t) = 0 bulunur. Yukar¬daki eşitlikte t! 1� limit al¬n¬rsa

lim
t!1�

(1� t)
1P
k=0

akt
k = a

elde edilir. Yani fang dizisi a ya (A) yak¬nsakt¬r (Karaev, 2004).
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Teorem 4:1:13 E¼ger
1P
n=0

an serisi L de¼gerine yak¬nsak ise
1P
n=0

an serisi L say¬s¬na

(A) yak¬nsakt¬r (Powell ve Shah, 1972).

·Ispat. Teorem 4:1:12 n¬n ispat¬ndan

eDfsng(
p
t) =

1P
k=0

akt
k; 0 < t < 1

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Bundan dolay¬ her bir t 2 (0; 1) için
1P
k=0

akt
k serisi

yak¬nsakt¬r.

Teoremin koşulundan n!1 iken sn�L! 0 d¬r. Teorem 3:26 ya göre sn�L! 0

oldu¼gundan Dfsn�Lg köşegen operatörü kompakt¬r ve

lim
t!1�

eDfsn�Lg(
p
t) = 0

d¬r. Di¼ger taraftan Dfsng = LI +Dfsn�Lg olup

lim
t!1�

1P
k=0

akt
k = lim

t!1�
eDfsng(

p
t) = lim(

t!1�
L+ eDfsn�Lg(

p
t))

= L+ lim
t!1�

eDfsn�Lg(
p
t) = L

elde edilir. Böylece
1P
k=0

ak serisi L de¼gerine (A) yak¬nsakt¬r (Karaev, 2004).

Şimdi kompleks say¬dizilerinin ve serilerinin Abel yak¬nsakl¬¼g¬için baz¬kriterleri

Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün Berezin sembolünü kullanarak verelim.�p
n+ 1zn

	
; L2a(D) Bergman uzay¬n¬n ortonormal baz¬olmak üzere Td a¼g¬rl¬kl¬

kayd¬rma operatörü

Td
p
n+ 1zn = dn

p
n+ 2zn+1; n � 0

şeklinde tan¬mlan¬r. Öncelikle L2a(D) Bergman uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬ lineer bir

operatörün Berezin sembolünü ifade eden yard¬mc¬teoremi verelim.

Yard¬mc¬Teorem 4:1:14: Herhangi bir T 2 B(L2a) operatörü ve � 2 D için

en(z) =
p
n+ 1zn; L2a uzay¬n¬n ortonormal baz¬olmak üzere
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eT (�) = (1� j�j2)2 1P
n;m=0

p
(n+ 1)(m+ 1)hTen; emi�

n
�m

dir (Yamanc¬, 2013).

·Ispat. Berezin sembolü yard¬m¬ylaeT (�) = hTbkL2a;�;bkL2a;�i = hT kL2a;�
kkL2a;�k

;
kL2a;�
kkL2a;�k

i

= (1� j�j2)2h
P
n�0

en(�)Ten(z);
P
n�0

en(�)en(z)i

= (1� j�j2)2
1P

n;m=0

en(�)em(�)hTen; emi

= (1� j�j2)2
1P

n;m=0

p
(n+ 1)�

np
(m+ 1)�mhTen; emi

= (1� j�j2)2
1P

n;m=0

p
(n+ 1)(m+ 1)hTen; emi�

n
�m

elde edilir (Yamanc¬, 2013).

Teorem 4:1:15: fdng1n=0 kompleks say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi ve Td operatörü L2a
Bergman uzay¬nda a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü olsun. Bu durumda

(i)
1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn serisinin Abel yak¬nsak olmas¬ için gerekli ve yeterli

koşul t! 1� iken
j eTd j (t)

t
= O((1� t)2) olmas¬d¬r.

(ii)
np

(n+ 1)(n+ 2)dn

o
n�0

dizisinin Abel yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli

koşul t! 1� iken
j eTd j (t)
t(1� t)

= O(1� t) olmas¬d¬r (Yamanc¬, 2013).

·Ispat. Yard¬mc¬Teorem 4:1:15 kullan¬larak Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün

Berezin sembolü

eTd(�) = (1� j�j2)2
1P

n;m=0

p
(n+ 1)(m+ 1)hdnen+1; emi�

n
�m

= �(1� j�j2)2
1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn j�j2n ; (� 2 D)

şeklinde elde edilir. Buradan her � 2 D için����� eTd(�)
�(1� j�j2)2

����� =
���� 1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn j�j2n

���� (4:1)

ve����� eTd(�)
�(1� j�j2)

����� =
����(1� j�j2) 1P

n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn j�j2n

���� (4:2)
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yaz¬labilir.

t = j�j2 olsun. Bu durumda her 0 � t < 1 için (4:1) ve (4:2) ifadelerinden��� eTd��� (t)
t(1� t)2

=

���� 1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dnt

n

����
ve������
��� eTd��� (t)
t(1� t)

������ =
����(1� t)

1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dnt

n

����
elde edilir. Böylece teoremin (i) ve (ii) iddialar¬elde edilir (Yamanc¬, 2013).

Sonuç 4:1:16:

(i) Ber(Td) =

�
�(1� j�j2)2

1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn j�j2n : � 2 D

�

(ii) ber(Td) = sup

�
j�j (1� j�j2)2

���� 1P
n=0

p
(n+ 1)(n+ 2)dn j�j2n

���� : � 2 D�
(iii) E¼ger n ! 1 iken dn = O((n + 1)(n + 2))�

1
2 , yani C > 0 içinp

(n+ 1)(n+ 2) jdnj � C ise ber(Td) � 2
3
p
3
C dir.

·Ispat. (i) ve (ii) nin ispatlar¬a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün Berezin sembolün-

den aşikard¬r.

(iii) n � 0 iken
p
(n+ 1)(n+ 2) jdnj � C oldu¼gundan

ber(Td) � sup
�2D

�
j�j (1� j�j2)2C

1P
n=0

j�j2n
�

� Csup
�2D

�
j�j (1� j�j2)2 1

1�j�j2

�
= Csup

�2D

�
j�j (1� j�j2)

�
= 2

3
p
3
C

elde edilir.
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4:2: Berezin Sembolleri ve Abel Yak¬nsakl¬k ile ·Ilgili Baz¬Sonuçlar

Bu bölümde üretici çekirdekler ile ilgili baz¬sorular, kompleks say¬dizi ve seri-

lerinin Abel yak¬nsakl¬¼g¬ve Berezin sembolleri ele al¬nm¬̧st¬r.

4:2:1: Szegö ve bergman tipli çekirdekler

Bu k¬s¬mda Szegö ve Bergman tipli üretici çekirdekler ve onlar¬n üretici çekirdek

Hilbert uzaylar¬incelenmi̧stir. Ard¬ndan üretici çekirdeklerin ailesi için baz¬tam-

l¬k problemleri tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Sonuçlar¬vermeden önce HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman

uzay¬hakk¬nda baz¬gerekli tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 4:2:1:1: D = fz 2 C : jzj < 1g birim diski üzerinde

K�(z; w) = (1� zw)�� (z; w 2 D)

şeklinde tan¬mlanan K� çekirde¼gi � = 1 için Szegö çekirde¼gi ve � > 1 için

Bergman tipli çekirdekler olarak adland¬r¬l¬rlar. Burada ��; R+ üzerinden

f� : Re � > 0g aç¬k yar¬düzlemine t� n¬n analitik devam¬d¬r.

K� çekirde¼gi pozitif tan¬ml¬d¬r. O zaman K� üretici çekirde¼gini kabul eden D

üzerinde bir tek HK� Hilbert uzay¬vard¬r (Aronzajn, 1950). A¼g¬rl¬kl¬Bergman

uzay¬n¬n tan¬m¬n¬vermeden önce aşa¼g¬daki sonucu verelim.

Teorem 4:2:1:2: (i) HK� (D) Hilbert uzay¬, g (z) =
1P
n=0

bnz
n ve h (z) =

1P
n=0

cnz
n

fonksiyonlar¬için

(g; h) =
1P
n=0

� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)
bncn

iç çarp¬m¬yla donat¬lm¬̧s

1P
n=0

� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)
janj2 <1 ;

olacak şekilde D üzerinde f (z) =
1P
n=0

anz
n analitik fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r, bu-

rada � Gama foksiyonudur.

(ii) Ayr¬ca � > 1 oldu¼gunda HK� (D) ;
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(g; h) =
�� 1
�

RR
D

�
1� jzj2

���2 jg (z)j jh (z)j dxdy
iç çarp¬m¬yla donat¬lm¬̧sRR
D

�
1� jzj2

���2 jf (z)j2 dxdy <1 (z = x+ iy) ;

olacak şekilde f (z) =
1P
n=0

anz
n analitik fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r (Okutmuştur,

2005).

Teorem 4:2:1:2 den � n¬n ald¬¼g¬ de¼gerlere göre HK� (D) uzay¬n¬n davran¬̧slar¬

de¼gi̧sir. E¼ger � > 1 ise HK� (D)R
D
jf (z)j2 d�� (z) <1

olacak şekilde D üzerinde f (z) analitik fonksiyonlar¬n¬n bir Hilbert uzay¬olur.

Burada ��

d�� (z) =
�� 1
�

�
1� jzj2

���2
dxdy; (z = x+ iy)

ile verilen D�deki ölçümdür.

E¼ger � < 1 ise HK� (ii) deki iç çarp¬ma göre bir üretici çekirdek Hilbert uzay¬

de¼gildir (Okutmuştur, 2005).

� = 1 için HK1 ; k
H2

z (w) =
1

1� zw
(z; w 2 D) üretici çekirde¼ge (Szegö çekirde¼gi)

sahip klasik H2 := H2 (D) Hardy uzay¬d¬r.

Tan¬m 4:2:1:3: � > 1 için HK� := HK� (D) uzay¬
�� 1
�

�
1� jzj2

���2
a¼g¬rl¬¼g¬ile

D üzerinde a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬olarak adland¬r¬l¬r ve

fn (z) :=

�
� (�+ n)

� (�) � (n+ 1)

�1=2
zn (n = 0; 1; 2; :::)

ile tan¬mlanan ffn (z)gn�0 sistemi HK� uzay¬n¬n ortonormal bir baz¬d¬r.

Şimdi üretici çekirdek ailesi için taml¬k problemlerini inceleyelim. Öncesinde

gerekli olan belirleyici (determining) alt küme tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 4:2:1:4: S kümesinin bir � alt kümesi olmak üzere e¼ger H (S) uzay¬ndaki
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her fonksiyon � üzerinde s¬f¬ra eşit, denk olarak S üzerinde de s¬f¬ra eşit ise �

belirleyici alt küme olarak adland¬r¬l¬r. Özellikle, e¼ger �, S kümesinde bir limit

noktas¬na sahipse belirleyici alt kümedir.

Örne¼gin, iki analitik fonksiyon � belirleyici alt kümesi üzerinde denkse, o zaman

tüm S kümesi üzerinde de denktirler, yani f1j� = f2j� olmas¬f1jS = f2jS yi gerek-

tirir.

E¼ger E � H2 kayd¬rmal¬invariant alt uzay yani, z 2 E olmak üzere zE � E ise o

zaman
1

1� zw
d¬̧s fonksiyonu kullan¬larak ünlü Beurling teoreminden

1

1� zw
=2 E

ise E 6= H2 sonucu ç¬kar. Böylece her z 2 D için

kH
2

z =
1

1� zw
2 E ise E = H2

dir (Beurling, 1949).

Bu iddian¬n ispat¬

span
n
kH

2

z : z 2 D
o
= H2 (4:3)

eşitli¼ginden aşikard¬r, yani
n
kH

2

z : z 2 D
o
sistemi H2 uzay¬nda tam sistemdir.

(4:3) ün ispat¬ kH
2

z nin üretici özelli¼ginden ve Hahn-Banach teoreminden elde

edilir. Şimdi
1P
n=1

�
1� jznj2

�
= +1 sa¼glayan fzngn�1 � D dizisi için

span
n
kH

2

zn : n = 1; 2; :::
o
= H2 (4:4)

eşitli¼ginin farkl¬bir ispat¬n¬verelim.

Teorem 4:2:1:5: E¼ger fzngn�1 ;
1P
n=1

�
1� jznj2

�
= +1 olacak şekilde D birim

diskinde dizi ise
n
kH

2

zn : n � 1
o
sistemi H2 uzay¬nda tam sistemdir. Yani, (4:4)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Tersini kabul edelim. Yani,
n
kH

2

zn : n � 1
o
sistemi H2 uzay¬nda tam sis-

tem olmas¬n. O zaman f0 =2 span
n
kH

2

zn : n � 1
o
olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬bir

f0 2 H2 fonksiyonu vard¬r. Böylece Hahn-Banach teoreminden 	(f0) 6= 0 ve

	jspan
�

1

1� znw
: n � 1

�
= 0 olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬lineer sürekli bir 	
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fonksiyoneli vard¬r. O halde, her n � 0 için 	
�

1

1� znw

�
= 0 d¬r. Di¼ger taraftan

her G 2 H2 için ( ;G) = 	 (G) sa¼glayan bir  2 H2 fonksiyonu vard¬r. Bun-

dan dolay¬her n = 1; 2; ::: için
�
 ;

1

1� znw

�
= 0 d¬r. Böylece her n � 1 için

 (zn) = 0 ve bundan dolay¬
1P
n=1

�
1� jznj2

�
= +1 özelli¼giyle her fzngn�1 � D

dizisinin H2 için belirleyici alt küme oldu¼gunu düşünürsek  = 0 sonucu elde

edilir. Bu da 	 = 0 olmas¬n¬gerektirir. Fakat bu 	(f0) 6= 0 olmas¬yla çeli̧sir.

Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 4:2:1:6: z 2 E olmak üzere E, zE � E olacak şekilde H2 uzay¬n¬n kapal¬

alt uzay¬olsun. E¼ger
n
kH

2

zn : n � 1
o
� E ise E = H2 dir.

Şimdi Teorem 4:2:1:5 in daha genel sonucunu verelim.

Teorem 4:2:1:7: H = H (S) ; kHz üretici çekirde¼gine sahip S kümesi üzerinde

üretici çekirdek Hilbert uzay¬olsun. � � S kümesinin, H uzay¬için belirleyici alt

küme oldu¼gunu kabul edelim O zaman

span
�
kHz : z 2 �

	
= H

dir.

4:2:2: A¼g¬rl¬kl¬bergman uzay¬ndaki dizi ve serilerin abel yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬üzerinde Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma ope-

ratörünün Berezin sembolü yard¬m¬yla kompleks say¬dizi ve serilerinin Abel yak¬n-

sakl¬¼g¬karakterize edilmi̧stir.

HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬üzerinde Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü

Tdfn (z) = dnfn+1 (z) ; n = 0; 1; 2; :::

formülüyle tan¬mlan¬r, burada d = fdngn�0 kompleks say¬lar¬n s¬n¬rl¬a¼g¬rl¬k dizi-

sidir ve ffn (z)gn�0 Tan¬m 4:2:1:3 de ifade edilen HK� (D) uzay¬n¬n ortonormal bir

baz¬d¬r.
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Teorem 4:2:2:1: fdngn�0 kompleks say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi ve Td; 1 � � <1 ol-

mak üzere HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzay¬üzerinde a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörü

olsun.

�n =

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�2
dn; n = 0; 1; 2; ::: ;

ve

Td;� (z) =
eTd (z)
z

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n (z 2 D)

olsun. O zaman

(a) (�n)n�0 dizisinin Abel yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul t! 1� iken

Td;� (t) = O
�

1

1� t

�
olmas¬d¬r.

(b)
1P
n=0

�n serisinin Abel yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul t! 1� iken

Td;� (t) = O (1) olmas¬d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak X 2 B (HK� (D)), yani HK� (D) üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer

operatörlerin Banach cebirinin bir eleman¬olmak üzere X operatörünün Berezin

sembolü için aşa¼g¬daki formülü ispatlayal¬m. Her z 2 D için

eX (z) =  
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

1P
m=0

�
� (�+ n) � (�+m)

(� (�))2 � (n+ 1)� (m+ 1)

�1=2
(Xfn; fm) z

nzm

(4:5)

Asl¬nda � = 1; 2; ::: için � (�) = (�� 1)! oldu¼gunu gözönüne al¬rsak

� (n+ �)

� (n+ 1)
= (n+ �� 1) (n+ �� 2) ::: (n+ 1)

ve

K� (z; w) =
1

(1� zw)�
=

1P
n=0

� (�+ n)

� (�) � (n+ 1)
(zw)n

ve Teorem 4:2:1:2 yi kullanarak

1P
n=0

� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)
=

1P
n=0

(�� 1)!
(n+ �� 1) (n+ �� 2) ::: (n+ 1) < +1

25



ve

kK�k2HK� (D) =
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

elde edilir.

O zaman üretici çekirdek tan¬m¬da kullan¬larak her z 2 D için

eX (z) =  
X

K�

kK�kHK� (D)
;

K�

kK�kHK� (D)

!
=

�
kK�kHK� (D)

��2� 1P
n=0

fn (z)Xfn (w) ;
1P
n=0

fn (z)fn (w)

�
=

�
kK�kHK� (D)

��2 1P
n=0

1P
m=0

fn (z)fm (z) (Xfn; fm)

=
�
kK�kHK� (D)

��2 1P
n=0

1P
m=0

�
� (�+ n)

� (�) � (n+ 1)

�1=2
zn�

� (�+m)

� (�) � (m+ 1)

�1=2
zm (Xfn; fm)

=
�
kK�kHK� (D)

��2 1P
n=0

1P
m=0

�
� (�+ n) � (�+m)

(� (�))2 � (n+ 1)� (m+ 1)

�1=2
(Xfn; fm) z

nzm

=

 
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

1P
m=0

�
� (�+ n) � (�+m)

(� (�))2 � (n+ 1)� (m+ 1)

�1=2
(Xfn; fm) z

nzm

olup (4:5) formülü elde edilir.

Şimdi Teorem 4:2:2:1 in ispat¬na başlayal¬m. Bunun için X = Td yazarak (4:5)

formülünden her z 2 D için

eTd (z) =  
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

1P
m=0

�
� (�+ n) � (�+m)

(� (�))2 � (n+ 1)� (m+ 1)

�1=2
(dnfn+1; fm) z

nzm

= z

 
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n

dir, yani her z 2 D için Td operatörünün Berezin sembolü
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eTd (z) = z

 
1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n

(4:6)

şeklinde bulunur. Buradan her z 2 D için

eTd (z)
z

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

=
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n

(4:7)

ve

�
1� jzj2

� eTd (z)
z

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

=
�
1� jzj2

� 1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n

(4:8)

d¬r. Aç¬kça,
eTd (z)
z

yaln¬zca jzj2 ye ba¼gl¬d¬r, yani radial fonksiyondur.

Td;� (z) =
eTd (z)
z

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n (z 2 D)

olsun. Td;� (z) = Td;�
�
jzj2
�
oldu¼gu aç¬kt¬r. O zaman t = jzj2 yazarak (4:7) ve

(4:8) den 0 � t < 1 için

Td;� (t) =
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dnt

n (4:9)

ve

(1� t) Td;� (t) = (1� t)
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dnt

n (4:10)

elde edilir.

�n =

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�2
dn; n � 0

oldu¼gundan dizi ve serilerin Abel yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬ndan, (4:9) ve (4:10) dan

direkt olarak Teorem 4:2:2:1 ispatlanm¬̧s olur.

Son olarak 1 � � <1 olmak üzere HK� (D) uzay¬üzerinde Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma

operatörünün Berezin kümesi ve Berezin say¬s¬n¬n tan¬mland¬¼g¬ aşa¼g¬daki (4:6)
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formülünden hemen ç¬kan sonucu verelim.

Önerme.4:2:2:2:

(a) Ber (Td) = fz
 

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n : z 2 Dg:

(b) ber (Td) = supfjzj
 

1P
n=0

�
� (�) � (n+ 1)

� (n+ �)

�2
jzj2n

!�1
1P
n=0

�
� (�+ n) � (�+ n+ 1)

(� (�))2 � (n+ 1)� (n+ 2)

�1=2
dn jzj2n : z 2 Dg:
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5: SONUÇ VE ÖNER·ILER

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda Berezin sembolleri yöntemi ile Abel

yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧s ve bunlarla ilgili baz¬sonuçlar verilmi̧stir.

Öncelikle bu yöntemin ilk kez kullan¬ld¬¼g¬Abel teoremlerinin alternatif ispatlar¬na

yer verilmi̧stir (Karaev, 2004). Daha sonra

Tdfn (z) = dnfn+1 (z) ; n = 0; 1; 2; :::

ile tan¬mlanan Td a¼g¬rl¬kl¬kayd¬rma operatörünün Berezin sembolleri yard¬m¬yla

L2� Bergman ve HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzaylar¬ndaki kompleks say¬dizi ve

serilerin Abel yak¬nsakl¬¼g¬karakterize edilmi̧stir. Ayr¬ca Szegö ve Bergman tipli

çekirdekler ve onlar¬n üretici çekirdek Hilbert uzaylar¬ndan bahsedilmi̧stir. Son

olarak, üretici çekirdeklerin aileleri için taml¬k problemleri tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sman¬n devam¬olarak düşünülen bir öneri vard¬r:

Td a¼g¬rl¬kl¬ kayd¬rma operatörünün Berezin sembolleri yard¬m¬yla L2� Bergman

ve HK� (D) a¼g¬rl¬kl¬Bergman uzaylar¬ndaki kompleks say¬dizi ve serilerin Abel

yak¬nsakl¬¼g¬karakterize edilmi̧stir. Benzer şekilde Cesaro toplanabilirlik Berezin

sembolleri yard¬m¬yla nas¬l karakterize edilebilir?
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