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ONSOZ

Giinlimiizde bircok sistem sensor Olciim zamanlarmin ya da Olgiilen bilginin
iletilme zamanlarinin diizensiz ve beklenmedik bir sekilde gerceklestigi kosullarda
calismaktadir. Bu diizensiz 6rneklemeler, sistem davranisini analiz ve kontrol etmek
acisindan ¢esitli zorluklar ve ilging problemler ortaya ¢ikarmaktadir. Bu problemlerin
¢Oziimii i¢in bu tez kapsaminda gelistirilen yontemler ¢ok etmenli sistemlerin uzlagimi
problemine de basariyla uygulanmasgtir.

Ozellikle birbiri ile iletisim halinde olan cihaz sayisinin her gecen giin artmasi
nedeniyle bu tez kapsamindaki ¢alismalarin daha uzun yillar giincelligini koruyacagini
diisiinliyorum. Bu nedenle, bu tezi hazirlarken ayn1 zamanda konu ile ilgili Tiirk¢e bir
kaynak olabilmesi amaciyla, temel tanim ve bilgileri de bircok kaynaktan derleyerek
sundum. Tezdeki hemen hemen tiim teoremlerin kanitlarini da verdim. Bu kanitlarin
derli toplu olarak bir yerde bulunmasinin konunun 6ziimsenmesi icin faydali olacagim
diisliniiyorum.

Bu tezin ortaya ¢ikmasinda dogrudan ya da dolayli katkis1 ve destegi olan herkese
tesekkiirii bir borg bilirim. En basta, bu uzun ve zorlu siirecte her zaman yanimda olan,
gosterdigi rehberligin yani sira ele aldigimiz problemlerin ¢oziimiinde derin ongoriileri
ile biiyiik katkida bulunan danismanim Prof. Dr. Leyla GOREN’e gosterdigi sinirsiz
ilgi ve destek i¢in sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Verdikleri degerli geri beslemelerle bu tezin kalitesinin onemli Olgiide artmasim
saglayan tez izleme komitesi jiiri iiyeleri Prof. Dr. Izzet Cem GOKNAR ve Dog.
Dr. Ali Fuat ERGENC e beni toplamda onlarca saat sabirla dinledikleri i¢in tesekkiir
ederim. Tezi satir satir detaylica okuyarak cok degerli Onerileri ile tezin yazimindaki
bircok eksikligin giderilmesini saglayan tez savunma jiiri iiyesi Do¢c. Dr. Ozkan
KARABACAK a tez iizerine yaptigimiz tartigmalar i¢in tesekkiirlerimi sunarim. Zor
zamanlarimda deste8ini hi¢cbir zaman esirgemeyen ve degerli yorumlariyla tezin ortaya
cikmasina katki saglayan Dr. Burak BARDAK’a tezde diizelttigi tiim hatalar ve
tutarsizliklar icin tesekkiir ederim.

Karamsarliga diistiigim tiim zamanlarda destegiyle her zaman yanimda olan esim ve
en yakin arkadasim Buse BAYCAN’a kendi zamanindan ¢alarak benim icin yarattig
sayisiz ¢aligma saati icin derin siikranlarimi sunarim. Ne yaptigimi anlamasalar da
bana her zaman destek olan aileme ve yakinlarima yanlarinda bulunamadigim onca
zaman beni anlayisla karsiladiklar i¢in tesekkiir ederim.
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DUZENSIiZ ORNEKLEMELI SISTEMLERIN KONTROLU

OZET

Giintimiizde farkli fiziksel konumlarda bulunup sinirli bant genisligi iizerinden
birbirlerine veri aktaran sistemler hizla yayginlagsmaktadir. Bu sistemler sagladigi
avantajlarin yani sira bircok kontrol problemini de beraberinde getirmektedir. Bu
sistemlerin mimarisinin dogas1 geregi geri besleme sinyalinin dl¢clim zamam ya da
bilginin iletilme zaman diizensiz ve beklenmedik bir sekilde gerceklesmektedir. Son
yillarda bu konuda yapilan yayin sayisinin ciddi bi¢cimde artmasi, konunun éneminin
giderek arttigini gostermektedir.

Zamanla degismeyen siirekli bir sistemin diizensiz ornekleme altinda ayriklagtirilmis
modeli, zamanla degisen ayrik bir sistem ile ifade edilebilmektedir. Bu da
klasik bilgisayarli kontrol teorisindeki sonuglarin gecerliligini yitirmesine neden
olmaktadir. Ornegin, ayrik bir sistemin kararliligim gostermekte kullanilan sistem
matris 0zdegerlerinin birim ¢ember i¢cinde olmasi kosulu, diizensiz orneklemeli bir
sistemin kararliligin1 garantilememektedir.

Diizensiz oOrneklemeli sistemleri kararli kilan kontrolorlerin bulunmasi bu tezin
ana problemini olusturmaktadir. Ayrica, bulunan kontroloriin zaman gecikmesine
sahip sistemlerin kararli kilinmasi ve ¢ok etmenli sistemlerin uzlasimi problemlerine
uygulanabilirligi aragtirilmigtir.

Diizensiz orneklemeli sistemler icin ele alinan problemlerin ¢oziimiinde zamanla
degisen ve parametre ile degisen sistemlere ek olarak, benzer matematiksel problemleri
cozmeyi hedefleyen karma sistemler, olay tetiklemeli sistemler ve anahtarlamali
sistemlerin literatiirlinden de faydalanilmaktadir. Bu sistemlerin kararli kilinmasi ve
kontrolii icin literatiirde onlarca yontem bulunsa da en sik bagvurulan yontemlerden
birisi ortak karesel Lyapunov fonksiyonu bulma yontemidir. Bu yontemde, zamanla
degisen sistem matrislerinin tamamu icin ortak olan karesel bir Lyapunov fonksiyonu
bulunmasi ile kararli kilan kontrolor sentezi yapilabilmektedir.

Bu tez kapsaminda, ortak karesel Lyapunov fonksiyonu bulma yontemi farkli bir
bakis acisiyla ele alinarak bu yonteme esdeger bagka bir yontem gelistirilmisgtir.
Gelistirilen bu yontemde, zamanla degisen sistem matrislerinin tamamini daralma
haline getiren, yani sistem matrislerinin en biiyiik tekil degerlerini 1’den kii¢iik yapan,
ortak bir benzerlik doniigiimii bulunmasiyla kararlilik saglanmaktadir. Literatiirde
kiigiik 6rnekleme aralig1 yaklagikligi kullanan bir teorem genigletilerek bu yontem ile
kararlh kilan bir kontroliin her zaman var oldugu kanitlanmigtir. Ayrica, kararlihig
gosteren ortak benzerlik doniistim matrisinin bulunmasi ile ilgili ii¢ farkli yontem
geligtirilmistir. Bahsedilen varlik kosulu kullanilarak farkli tekniklerle kararl kilan
kontrolorler sentezlenmistir.

Kararl1 kilan kontroldr sentezi i¢in kullanilan ilk yontem literatiirde iyi bilinen dijital
yeniden tasarim yontemidir. Bu yontemde diizensiz Orneklemeli sistemin durum
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yaniti, siirekli sistemin kapali ¢evrim durum yamtina esitlenmeye calisilmaktadir.
Literatiirde var olan bir dijital yeniden tasarim yontemi diizensiz 6rneklemeli sistemler
icin genisletilerek kararli kilan kontrolor sentezinde kullanilmistir. Ayrica, kararliligin
saglandi81 en biiyiik 6rnekleme aralig1 i¢in bir iist sinir verilmigtir.

Kararl kilan kontrolor sentezi i¢in bir bagka yontem yine literatiirde iyi bilinen 6zdeger
atama yontemidir. Bu yontem ile kapali ¢evrim sistem matrisinin 6zdegerleri istenen
sistem davranigini saglayacak bicimde yerlestirilmektedir. Diizensiz 6rneklemeli
sistemler i¢in zamanla degisen sistem matrislerinin 6zdeger yerleri kararlilik analizi i¢in
yeterli olmasa da bu tezde tek bir girise sahip sistemler i¢in 6zdeger atayan kontroloriin
kararlilig1 garantiledigi maksimum 6rnekleme araliginin var oldugu kanitlanmustir.

Literatiirde bagka bir 6rnegine rastlanmayan tekil deger atama ile kararli kilma yontemi
bu tez kapsaminda gelistirilmistir. Bu yontemde kararlili§in garantilenmesi i¢in
zamanla degisen kapali ¢cevrim sistem matrislerinin tekil degerleri ortak bir benzerlik
dontisiimii altinda 1°den kiigiik olacak bicimde atanmaktadir. Ayrica, kararliliin
saglandig1 en biiyiik 6rnekleme araligi icin bir iist sinir verilmektedir.

Gelistirilen bu sentez yontemlerinin ortak rasyonel boleni olmayan ¢oklu zaman
gecikmeli sistemlere uygulanabilmesi i¢in diizensiz bir 6rnekleme dizisi se¢im yontemi
onerilmistir. Onerilen bu yontem ile diizensiz 6rneklemeli sistemler icin gelistirilmis
bir kontroloriin bu tiirden gecikmeli sistemlerin kararli kilinmasi i¢in kullanilabilecegi
gosterilmisgtir.

Bu tez kapsaminda gelistirilmis olan kararlilik kosulu kullanilarak c¢ift integrator
dinamige sahip ¢ok etmenli sistemlerin diizensiz Ornekleme ve degisen topoloji
altinda uzlagim probleminin ¢oziimii i¢in yeni bir yontem gelistirilmistir. Gelistirilen
bu yontem ile literatiirdeki dier giincel yontemlerin aksine degisen ag topoloji
cizgelerinin bilinmesi zorunlulugu ortadan kalkmaktadir. Tasarimcinin keyfi sececegi
ag cizgesinin Laplasyen matris O0zdeger aralii ve en biiyiikk Ornekleme aralig
parametreleri ile uzlasimi saglayan yerel kontrolor, basit bazi esitsizlikler kullanilarak
hesaplanabilmektedir. ~ Ayrica, ag c¢izgeleri baghh ve yonsiiz oldugu siirece bu
kontroloriin her zaman var oldugu kanitlanmastir.

Cok etmenli sistemlerin uzlasimi i¢in kullanilan yerel kontroloriin ufak degisikliklerle
bir agdaki cihazlarin saat senkronizasyonu problemine de uygulanabilecegi kanitlanmig
ve Orneklerle desteklenmistir.
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CONTROL OF NONUNIFORMLY SAMPLED SYSTEMS

SUMMARY

Digital control systems have been used in almost all control applications for more than
sixty years due to its advantages such as reliability, low cost and flexibility. In parallel,
digital control theory has a vast and mature literature. However, in classical theory, the
feedback signal required for control must be measured at periodic time intervals.

Nowadays, systems located in different physical locations and exchanging data with each
other over band-limited channels are rapidly becoming widespread. Even though these
systems provide many advantages, they also bring many challenges for stabilization
and control. Due to the nature of this system architecture, the measurement time of
the feedback signal or the time of transmission of information occurs irregularly and
unexpectedly. The significant increase in the number of publications on this subject in
recent years shows that the importance of the subject is increasing rapidly.

One of the main examples for systems with nonuniform sampling is network control
systems. Network control systems consist of sensors, actuators and controllers located
in different physical locations and communicate with each other using a band-limited
channel. The purpose of such an architecture is to add flexibility to the system and at
the same time reduce installation and maintenance costs. For a network control system,
if the sensor information is sent over an unreliable communication channel, data losses
will cause sampling to become irregular. Even if the communication channel is reliable,
a nonuniform sampling scheme can be chosen to use the limited bandwidth efficiently.

System models with nonuniform sampling is particularly suitable for the control of
internet of things systems, which have become very widespread in recent years. Since
these systems are generally subject to energy, bandwidth and processor limitations,
they try to use the resources efficiently by taking samples only when there is a change.
Therefore, these systems inherently operate under irregular and unpredictable sampling.

Multi-agent systems can be defined as a distributed system formed by many agents
with the same dynamics, communicating only with their neighbors. The basic
problem of these systems is the problem of finding a local controller that brings
the states of all agents to a common value, called the consensus problem. Consensus
problem of multi-agent systems finds numerous applications such as mobile robot
coordination, wireless sensor network clock synchronization and microgrid frequency
synchronization.

Due to the distributed structure of multi-agent systems, it is rarely possible in practice
to ensure that the state information of an agent is transmitted to their neighbors
periodically. Additionally, in some applications, the communication topology of
the agents may change over time. The problem of achieving consensus under these
conditions is also a subject of active research.
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When a continuous linear time invariant system is controlled under nonuniform
sampling, the resulting discretized system model becomes time-varying. Therefore,
the methods in classical digital control theory do not guarantee the stability of systems
under nonuniform sampling.

A necessary and sufficient condition for the stability of a linear time invariant discrete
system is that the eigenvalues of the system matrix lie within the unit circle. However,
this condition is not sufficient to prove the stability of systems under nonuniform
sampling.

The system model obtained by discretizing the continuous system can be examined
from a time-varying or parameter-varying system perspective. However, since these
perspectives are very general, the obtained stability conditions cannot provide a
constructive method for controller synthesis.

Many different approaches and methods are present in the literature to solve the problem
of stabilization and control of systems with nonuniform sampling. Some of the common
ones can be listed as input delay approach, small gain approach, finding common
quadratic Lyapunov function and finding multiple Lyapunov-like function methods.

In addition, there are other systems that uses similar mathematical framework as
nonuniformly sampled systems, but tackles slightly different problems. Some examples
can be given as hybrid systems, event-triggered systems, switched systems, impulsive
systems and time scales systems. So the literature of these systems becomes useful for
solving the problems of nonuniformly sampled systems.

The consensus problem of multi-agent systems can be transformed into a stability
problem by using a decomposition. Therefore, the methods developed for the control
of nonuniformly sampled systems are also applicable to this problem. Although there
have been some studies on systems with general agent dynamics in the literature, double
integrator agent dynamics are more commonly discussed.

A method used for solving the stabilization and control problems for all system types
mentioned above is the method of finding a common quadratic Lyapunov function.
In this method, the stability of the system is ensured by using a quadratic Lyapunov
function that is common to all (time-varying) system matrices. Although this method
is conservative, it has been successfully applied in many studies to solve stabilization
and controller synthesis problems.

In this thesis, the problem of constructing stabilizing controllers for nonuniformly
sampled systems is considered by using a novel common similarity transformation
method. This method is proven to be equivalent to the common Lyapunov function
method. In other words, a method widely used in the literature is approached from a
different perspective to tackle stabilizing controller synthesis problem.

The possibility of using the constructed controller for stabilizing systems with multiple
commensurate time delays is also investigated. Furthermore, the applicability of the
same methods for solving the consensus problem of multi-agent systems with double
integrator dynamics under nonuniform sampling and changing topology is studied.

In this thesis, the condition for the existence of a common similarity transformation
matrix, which turns the (parameter-varying) closed-loop system matrices into a
contraction, that is, makes the largest singular value of the matrices less than 1, has been
developed for stability analysis. Moreover, it is shown that this condition is equivalent
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to the common quadratic Lyapunov function condition, which is well known in the
literature. This developed condition was used in the rest of the thesis to tackle the
problem of synthesizing stabilizing controllers.

A novel system which has reachability and observability duality to the linear
time-varying discrete systems has been created. Additionally, a new assignability
concept has been introduced that allows the pointwise assignment of the closed loop
system eigenvalues for systems with nonuniform sampling. A sufficient condition
for assignability of a system with a single input has been proven. This concept of
assignability is then applied to the problem of constructing a stabilizing controller by
eigenvalue assignment.

An existing theorem in the literature regarding the existence of a controller that stabilizes
nonuniformly sampled systems using a small sampling interval approximation has been
extended in this thesis. The resulting theorem is quite general and has been used to
prove that the designed controllers in this thesis are stabilizing. Additionally, the largest
sampling interval for achieving stability can also be calculated with the same theorem.

Three different methods have been developed to find the similarity transformation
matrix used in the stability analysis of the closed loop system. These developed
methods can also be used to find the common quadratic Lyapunov function.

One method used in controller design for linear time invariant discrete systems is
the so-called digital redesign method. In this method, the closed loop discrete time
system state response is attempted to match the closed loop continuous system state
response. In this thesis, aknown digital design method has been extended for controlling
nonuniformly sampled systems. Additionally, upper limits were found for the largest
sampling interval that ensures stability.

A frequently used method in controller design in classical theory is the eigenvalue
assignment or pole placement method. In this method, the eigenvalues of the closed
loop system matrix are placed to selected locations to obtain the desired system behavior
using a state feedback controller. Using the concept of assignability mentioned above,
this method has been extended to control nonuniformly sampled systems with a single
input and it has been proven that stability is achieved.

In this thesis, the singular value assignment method for controller design is developed.
With this method, the singular values of the (parameter-varying) closed loop system
matrices is assigned under a suitable similarity transformation, so that the matrices
become contractions to achieve stability. Also, upper limits are given for the largest
sampling interval that ensures stability. To the best of the author’s knowledge, this is
the first appearance of this method for controlling nonuniformly sampled systems in
the literature.

The problem of stabilization and control of systems with multiple commensurate state
measurement delays has been considered. It has been proven that this problem can
be solved using a nonuniformly sampled system approach. A nonuniform sampling
scheme is proposed such that given a control horizon, for every element in the sampling
sequence, the corresponding delayed time is also in the sequence. Using this sampling
scheme, it is shown that controllers developed for nonuniformly sampled systems can
also be applied to solve this problem.

XX1



A novel method is proposed to solve the consensus problem of a multi-agent system
with double integrator dynamics under nonuniform sampling and variable topology.
With this method, controller parameters can be found using simple inequalities. Unlike
similar studies in the literature, the proposed method eliminates the need to know the
changing network topology graphs. It is sufficient for the designer to know only the
Laplacian matrix eigenvalue range of the topology graphs. It is proven that under
the arbitrary choice of this range and the arbitrary choice of the maximum sampling
interval, the proposed controller always exists and achieves consensus as long as the
topology graphs are connected and undirected. Lastly, the developed method is applied
to the clock synchronization problem of a network of devices with nonuniform sampling
and variable topology with slight modifications.
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1. GIRIS

Bilgisayarli kontrol sistemleri; giivenilirlik, diisiik maliyet ve esneklik gibi sundugu
avantajlardan dolay1 altmis y1l1 agkin bir siiredir neredeyse tiim kontrol uygulamalarinda
kullanilmaktadir [1]. Bunun paralelinde bilgisayarli kontrol sistem teorisi de oldukca
genis ve olgun bir literatiire sahiptir [[1,2,3]]. Ancak, klasik teoride kontrol i¢in gerekli

olan geri besleme sinyalinin periyodik zaman araliklari ile 6l¢iilmiis olma sart1 vardir.

Giinlimiizde bir¢ok sistem, geri besleme sinyalinin Ol¢ciim zamanlarinin ya da
oOl¢iilen sinyalin iletilme zamanlarinin periyodik olmadig1 ve beklenmedik bir sekilde
gerceklestigi kosullarda calismaktadir [4]. Olgiim zamanlarmin diizensiz olusu
gdz Oniinde bulunduruldugunda ortaya c¢ikan sistem modeli zamanla degisen bir
hal almaktadir. Bu nedenle, klasik teoriden bilinen kararlilik analizi ve kontrol
yontemlerinin bircogu gecerliligini yitirmektedir [S]. Bunun sonucu olarak, diizensiz
orneklemeli sistemlerin kararli kilinmasi ve kontrolii probleminin ¢oziimii i¢in yeni

yontemler gelistirilmeye aktif olarak devam edilmektedir [6].

Bu tez kapsaminda diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kontrolii problemi ele alinmig ve
bu problemin ¢oziimii i¢in 0zgiin olan ii¢ farkli yontem gelistirilerek literatiire katki
sunulmugtur. Ayrica, ¢ift integrator dinamige sahip cok etmenli sistemlerin diizensiz
ornekleme ve degisken topoloji altinda uzlagim problemi i¢in mevcut yontemlere gore

daha avantajli olan yeni bir yontem gelistirilmistir.

1.1 Motivasyon

Diizensiz orneklemeli sistemler i¢in verilebilecek baslica orneklerden biri ag kontrol
sistemleridir (networked control systems). Ag kontrol sistemleri, farkli fiziksel
konumlarda bulunan sensor, eyleyici ve kontrolorlerin bant-sinirh bir hat ile birbirlerine
baglanmasindan olusur. Boyle bir mimarinin amaci sisteme esneklik kazandirmak ve

ayn1 zamanda kurulum ve bakim masraflarini azaltmaktir [7].



Bir ag kontrol sistemi i¢in eger sensor bilgisi sagliksiz bir haberlesme hattindan
gonderiliyorsa yasanacak veri kayiplar1 6rneklemenin diizensiz hale gelmesine neden
olmaktadir. Haberlesme hatt1 giivenilir olsa dahi sinirli olan bant genisligini verimli

kullanmak icin diizensiz bir 6rnekleme semasi secilebilmektedir [6].

Pratikte kontrol algoritmasimi kosturan mikrodenetleyiciler kontrol gorevinin yani
sira bagka bircok gorevi de yerine getirmektedir. Islemcinin bagka gorevleri
yerine getirirken kontrol gorevini bekletmesinden dolayr olugan gecikmeler diizensiz
orneklemeye neden olmaktadir [8]. Ote yandan diizensiz 6rnekleme kullanan bir

zamanlama (scheduling) yontemi ile toplam islemci yiikii azaltilabilmektedir [9].

Geri besleme sinyalini 6l¢mek i¢in kullanilan algilayicinin ¢aligma prensibi dolayisiyla
da diizensiz Ornekleme olugabilmektedir. Buna bir 6rnek olarak fir¢asiz dogru
akim motorunun (brushless DC motor, BLDC) hiz ol¢iimii verilebilir. Bu
Olclim yapilirken stator sargilarina takilan Hall etkisi (Hall effect) algilayicilar
kullanilmaktadir. Motorun doniis hizina gore yapilan Ol¢iimiin zaman araligi da
degiskenlik gostermektedir [10]. Bir baska ornek olarak kagit endiistrisinde kaplama
kalinliginmi 6l¢en bazi algilayicilarin tarama (scanning) yaparak ¢alismasindan kaynakl

olusan diizensiz 6rnekleme verilebilir [11]].

Rasyonel bagimliligi olmayan (incommensurate), yani ortak bir tam say1 béleni olmayan
coklu gecikmelere sahip sistemlerin kontrolii i¢in diizensiz 6rnekleme kullanilarak

kararli kilma problemi ¢oziilebilmektedir [[12].

Son yillarda oldukca yaygin hale gelen nesnelerin interneti (internet of things) ve
kablosuz sensor aglari (wireless sensor network) gibi sistemlerin kontrolii i¢in diizensiz
orneklemeli sistem modelleri olduk¢a uygun olmaktadir. Bu sistemler genelde enerji,
bant genisligi, islemci gibi kisitlamalara maruz kaldigindan, sadece bir degisiklik
oldugunda 6rnek alarak kaynaklar1 verimli kullanmaya calismaktadir [[13]]. Dolayisiyla

bu sistemler dogas1 geregi diizensiz ve kestirilemeyen 6rnekleme altinda caligmaktadir.

Cok etmenli sistemler (multi-agent systems) ayn1 dinamige sahip bir¢ok etmenin sadece
komsular ile haberleserek olusturduklar1 dagitik bir sistem olarak tanimlanabilir. Bu
sistemlerin temel problemi, uzlasim (consensus) problemi olarak adlandirilan, tim
etmenlerin durumlarini ortak bir degere getiren yerel bir kontrolor bulma problemidir.

Cok etmenli sistemlerin uzlagim problemi; mobil robot koordinasyonu, kablosuz sensor



ag1 saat senkronizasyonu ve mikrogrid frekans senkronizasyonu gibi sayisiz uygulama

alan1 bulmaktadir [[14].

Cok etmenli sistemlerin dagitik yapisindan dolay1 etmenlerin komgularina ilettikleri
durum bilgisinin 6rneklenme araliginin periyodik olmasini saglamak pratikte ¢cok az
miimkiin olmaktadir [15]. Ayrica, bazi uygulamalarda etmenlerin haberlesme topolojisi
zamanla degisebilmektedir [[16]. Bu kosullar altinda uzlagimin saglanmasi problemi

de aktif bir aragtirma konusudur.

Yukarida bahsedilen uygulamalarin ve problemlerin tamami giiniimiizde giincelligini
korumakta, hatta 6zellikle dagitik sistemlerin yayginlasmasiyla birlikte daha da 6nem
kazanmaktadir. Diizensiz Orneklemeli sistemlerin kontrolii ilizerine yapilan bircok
caligma olmasina ragmen, bu konu heniiz olgunlasamamis ve hala bir¢cok agik problem

barindirmaktadir [6]].

1.2 Kisa Literatiir Ozeti

Dogrusal zamanla degismeyen siirekli bir sistem, diizensiz Ornekleme ile kontrol
edilmeye calisildiginda elde edilen ayriklastirilmig sistem modeli zamanla degisen
bir hal almaktadir. Bu nedenle, klasik bilgisayarli kontrol teorisindeki bircok yontem

diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kararliligin1 garantilememektedir.

Dogrusal zamanla degismeyen ayrik bir sistemin kararlilig1 icin gerek ve yeter bir kosul
sistem matrisinin 6zdegerlerinin birim cember icinde bulunmasidir [1]. Ancak, bu

kosul diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kararliligini gdstermek icin yeterli degildir [5]).

Stirekli sistemin ayriklastirilmasiyla elde edilen sistem modeli, zamanla degisen
[17] ya da parametre ile degisen (parameter-varying) [18] sistem bakis agisi ile
incelenebilmektedir [5]. Ancak, bu bakis acisi ¢ok genel oldugundan elde edilen

kararhlik kosullar1 hesaplanabilir bir yontem sunamamaktadir [[19]].

Diizensiz Orneklemeli sistemlerin kararli kilinmasi ve kontrolii problemi igin
bircok farkli yaklagim ve yoOntem literatiirde sunulmustur. Bunlarin yaygin
olanlarindan bazilar1 giris gecikmesi (input delay) yaklasimi, kii¢iik kazan¢ (small
gain) yaklagimi, ortak karesel (quadratic) Lyapunov fonksiyonu bulma yontemi ve
coklu Lyapunov-benzeri (multiple Lyapunov-like) fonksiyon bulma yontemi olarak

siralanabilir [5)6]).



Ek olarak, diizensiz drneklemeli sistemlerle benzer matematik altyapiy1 kullanan ama
kismen farkli problemleri ele alan karma (hybrid) sistemler [20], olay tetiklemeli
(event-triggered) sistemler [21], anahtarlamali (switched) sistemler [22], diirtiisel
(impulsive) sistemler [23] ve zaman oOlceklemeli (time scales) sistemlerin [24,25]]

literatiirtinden de faydalanilmaktadir.

Cok etmenli sistemlerin uzlasim problemi bir ayristirma kullanilarak kararlilik
problemine doniistiiriilebilmektedir [26]. Bu nedenle, diizensiz 6rneklemeli sistemlerin
kontrolii i¢in gelistirilen yontemler bu probleme de uygulanabilir olmaktadir.
Literatiirde genel etmen dinamigine sahip sistemler iizerine ¢alisma yapilmis olsa da

daha yaygin olarak cift integrator etmen dinamigi ele alinmaktadir [[16].

1.3 Tezde Ele Alinan Problemler

Bir Onceki bolimde bahsedilen sistem tiirlerinin tamaminin kararli kilinmasi ve
kontrolor sentezi problemi i¢in kullanilan bir yontem ortak karesel Lyapunov
fonksiyonu bulma yontemidir. Bu yontemde, tiim sistem matrislerinin hepsi i¢in ortak
olan bir karesel Lyapunov fonksiyonu kullanilarak sistemin kararlilig1 saglanmaktadir.
Bu yontem her ne kadar konservatif olsa da bir¢cok ¢alismada kararl kilma ve kontrolor

sentezi problemlerinin ¢coziimiinde basari ile uygulanmustir [27,28,29].

Bu tezde ortak Lyapunov fonksiyonu bulmaya esdeger olan bir ortak benzerlik
doniislimii yontemi kullanilarak kararli kilan kontrolorlerin bulunmasi problemi
irdelenmistir. Yani literatiirde yaygin olarak kullanilan bir yontem farkli bir bakis

acistyla ele alinip kararli kilan kontrolor bulma yontemleri aranmastir.

Elde edilen kontrolor sentez yontemlerinin rasyonel bagimlilig1 olmayan ¢oklu durum
gecikmeli sistemlerin kararli kilinmasinda kullanilabilirligi problemi irdelenmistir.
Bu sentez yontemlerinin ayn1 zamanda c¢ift integrator dinamige sahip cok etmenli
sistemlerin diizensiz Ornekleme ve degisen topoloji altinda uzlasim problemine
uygulanarak, uzlasim saglayan kontrolor parametrelerinin bulunmasi {iizerinde

caligilmugtir.



1.4 Tezin Ozgiin Katkilari

Bu tez kapsaminda kararlilik analizi i¢in kapali cevrim sistem matrislerinin tamamini
bir daralma (contraction) haline getiren, yani matrislerin en biiylik tekil degerini
1’den kiiciik yapan ortak benzerlik doniisiim matrisinin varligi kosulu gelistirilmistir.
Ayrica, bu kosulun literatiirde iyi bilinen ortak karesel Lyapunov fonksiyonu kosuluna
esdeger oldugu gosterilmistir. Gelistirilen bu kosul, tezin geri kalaninda kararl kilan

kontroldrlerin bulunmasi probleminde kullanilmustir.

Dogrusal zamanla degisen ayrik sistemler icin erisilebilirlik ve gozlenebilirlik
dualitesine sahip, literatiirde olmayan bir sistem olusturulmustur. Ayrica, diizensiz
orneklemeli sistemler icin kapali ¢evrim sistem 6zdegerlerinin nokta nokta (pointwise)
atanabilmesine olanak veren yeni bir atanabilirlik kavrami tamitilmistir. Bir girise
sahip bir sistemin atanabilir olmasi icin yeter bir kosul kanitlanmistir. Bu atanabilirlik
kavrami, daha sonra 6zdeger atama ile kararli kilan kontroloriin bulunmasi problemine

uygulanmagtir.

Kiiciik ornekleme araligi yaklasikligi ile diizensiz orneklemeli sistemleri kararh
kilan kontroloriin varlig: ile ilgili literatiirde olan bir teoremin sonucu bu tezde
genisletilmigtir.  Elde edilen teorem olduk¢a genel olup, bu tezde tasarlanan
kontrolorlerin sistemi kararli kildigin1 kanitlamak i¢in kullanilmigtir.  Ayrica, aym

teorem ile kararliligin saglandig1 en biiyiik 6rnekleme aralig1 da hesaplanabilmektedir.

Kapali ¢evrim sistemin kararlilik analizinde kullanilan benzerlik doniislim matrisinin
bulunmasi ile ilgili ti¢ farkli yontem gelistirilmistir. Gelistirilen bu yontemler ayni

zamanda ortak karesel Lyapunov fonksiyonunun bulunmasinda da kullanilabilmektedir.

Dogrusal zamanla degigsmeyen ayrik sistemler icin kontrolor tasariminda kullanilan bir
yontem, dijital yeniden tasarim (digital redesign) olarak bilinen bir yontemdir. Bu
yontemde kapali ¢cevrim siirekli sistem durum yanit1 ile kapali cevrim ayrik sistem
durum yanit1 esitlenmeye c¢alisilmaktadir. Bu tez kapsaminda literatiirde olan bir
dijital tasarim yontemi, diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kontrolii icin genisletilmistir.

Ayrica, kararlili1 saglayan en biiyiik 6rnekleme araligi icin de iist sinirlar bulunmustur.

Klasik teoride kontrolor tasariminda sikca kullanilan bir yontem, ozdeger atama

(eigenvalue assignment) ya da kutup yerlestirme (pole placement) yontemidir.



Bu yontemde, kapali cevrim sistem matrisinin Ozdegerleri bir durum geri
beslemesi kontrolorii kullanilarak istenen sistem davramisini saglayacak sekilde
yerlestirilmektedir. Yukarida bahsedilen atanabilirlik kavrami kullanilarak bu yontem
bir girige sahip olan diizensiz orneklemeli sistemlerin kontrolii i¢in genigletilmis ve bu

yontem ile kararliligin saglandig1 kamitlanmustir.

Kapali ¢cevrim sistem matrislerinin tekil degerlerinin uygun yerlere atanmasi ile kontrol
yontemi bilindigi kadariyla ilk kez bu tez kapsaminda gelistirilmistir. Tekil deger
atama yOnteminin kararliligi garantiledigi kanitlanmig ve kararlili§1 garantileyen en

biiyiik 6rnekleme araligi icin iist sinirlar verilmistir.

Rasyonel bagimliligi olmayan ¢oklu durum oOl¢iim gecikmesine sahip sistemlerin
kontrolii problemi ele alinmis ve Onerilen bir 6rnekleme semasi (sampling scheme)
ile bu problemin diizensiz 6rneklemeli sistem yaklasimi kullanilarak coziilebilecegi
kanitlanmigtir. Boylece, diizensiz 6rneklemeli sistemler icin gelistirilmis kontrolorlerin

bu problemin ¢oziimii i¢cin de uygulanabilecegi drnekleriyle gosterilmistir.

Cift integrator dinamige sahip cok etmenli bir sistemin diizensiz 6rnekleme ve degisken
topoloji altinda uzlasim probleminin ¢6ziimii i¢in yeni bir yontem Onerilmistir. Bu
yontem ile kontrolor parametreleri basit esitsizlikler kullanilarak bulunabilmektedir.
Ayrica Onerilen yontem, literatiirdeki benzer calismalarin aksine degisen ag topoloji
cizgelerinin bilinmesi gerekliligini ortadan kaldirmaktadir. Tasarimcinin yalnizca
topoloji cizgelerinin Laplasyen matris 6zdeger araligini bilmesi yeterli olmaktadir. Bu
araligin ve maksimum 6rnekleme araliginin keyfi se¢imi altinda 6nerilen kontroloriin
her zaman var oldugu kanitlanmistir. Gelistirilen bu yontem, diizensiz 6rneklemeli ve

degisken topolojili bir agin saat senkronizasyonu problemine uygulanmaistir.

Tezin Ozgiin katkilar1 sonucu asagidaki makaleler uluslararast hakemli dergi ve

konferanslarda yayinlanmis, konferans yayinlari sozlii olarak sunulmustur:

* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2023). Consensus of double integrator multiagent
systems under nonuniform sampling and changing topology, AIMS Mathematics,

8(7), 16175-16190.

e Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2016). Stabilization of Controller-Driven
Nonuniformly Sampled Systems via Digital Redesign, 6th IFAC Symposium on
System Structure and Control, Istanbul, 49(9), 142—145.



* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2014). Controllability, Observability and Eigenvalue
Assignment on Isolated Time Scales, 19th IFAC World Congress, Cape Town,
s.3815-3820.

* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2012). Eigenvalue assignment for systems with
multiple measurement delays on isolated time scales, /0th IFAC Workshop on Time

Delay Systems, Boston, cilt 10, s.156—160.

1.5 Tezin Diizeni

Tezdeki her boliimiin girisinde ilgili literatiir 6zeti detayli bicimde verilmistir. Bu
nedenle girig boliimiinde kisa literatiir 6zeti verilmis olup ayr1 bir literatiir 6zeti boliimii

bulunmamaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde tezde ele alinan problemin matematiksel tanimi ve bu problem
ile ilgili temel bilgiler verilmigtir. Bu tezin ele aldig1 problem, zamanla degismeyen
dogrusal sistemlerin sifirinct derece tutucu ile diizensiz 6rnekleme altinda kontrolii
olarak tanimlanmistir. Bu problemin 6zel bir matris dizisine sahip zamanla degisen
ayrik dogrusal bir sistemin kontrolii ile esdeger oldugu gosterilmistir.  Ayrica,
zamanla degisen ayrik dogrusal sistemlerin ¢oziimii ve durum gecis matrisi ozellikleri

Ozetlenmistir.

Ucgiincii boliimde zamanla degisen sistemler icin farkli kararlilik tanimlari birgok
kaynaktan derlenerek verilmistir. En genel haldeki tanimlardan baglanarak ozel
durumdaki tamimlarin neden geneldeki tanimlara esdeger olduklari kanitlanmustir.
Ornekler kullanilarak neden bircok farkli tanim ihtiyac1 oldugu ortaya cikarilmistir.
Ayrica hem gerek ve yeter, hem de yeter kararlilik kosullar1 verilip kanitlanmustir.

Verilen bu kosullar tezdeki dier yontemlerin temelini olusturmaktadir.

Dordiincii bolimde zamanla degisen dogrusal sistemler icin erisilebilirlik ve
gozlenebilirlik kavramlar1 6zetlenmistir. Bu kavramlar, kararli kilan kontrolorlerin
varligi icin onem arz etmektedir. Bu durum, kararli kilinabilirlik alt boliimiinde
tartistlmistir. Ayrica, diizensiz 6rnekleme altinda erisilebilirligin korunmasi icin yeter
kosullar 6zetlenmistir. Son olarak, diizensiz orneklemeli sistemler i¢in atanabilirlik
kavrami tamimlanmigtir. Bu kavram kullanilarak 6zdeger atama ile kontrol yontemi

icin altyap1 olusturulmustur.



Besinci boliimde cesitli kararli kilan kontrolor tasarim yontemleri gelistirilmistir.
Oncelikle kararli kilan kontroloriin varhig: ile ilgili literatiirdeki mevcut sonuglar
genigletilmis ve kararlili§1 kanitlayan benzerlik doniistim matrisinin elde edilmesi i¢in
tic farkli yontem Onerilmistir. Sonrasinda bu yontemler temel alinarak dijital yeniden
tasarim (digital redesign), 6zdeger atama (eigenvalue assignment) ve tekil deger atama
(singular value assignment) yontemleri ile kararli kilan kontrolorler bulunmugtur. Bu
yontemlerin her biri i¢in kararlilifin saglandig1 en biiylik 6rnekleme araligina dair iist
siirlar verilmistir. Gelistirilen bu yontemlerin, durum 6l¢timiinde farkli ve ortak boleni
olmayan gecikmeye sahip sistemlerin kararli kilinmas1 problemine uygulanabilecegi
gosterilmistir.  Son olarak, ornekleme araligi ile degisen kontroldrlerin nominal bir

ornekleme aralig1 civarinda sabit kontrolor olarak da kullanilabilecegi kanitlanmugtir.

Altinct bolimde cift integratdr dinamige sahip cok etmenli sistemlerin diizensiz
ornekleme ve degisen topoloji altinda uzlasimi probleminin ¢oziimii i¢in yeni bir
yontem gelistirilmistir. Ag topolojileri bagli ve yonsiiz oldugu siirece gelistirilen
kontroloriin keyfi secilen drnekleme zamani ve keyfi belirlenen ag topoloji Laplasyen
matris 6zdeger araligi icin her zaman var oldugu gosterilmistir. Ayrica, gelistirilen bu
yontem ufak degisiklikler ile bir agdaki cihazlarinin saat senkronizasyonu problemine

uygulanmusgtir.

Son olarak, yedinci boliimde sonuglar verilmistir. Tezde yapilan calismalar ve 6zgiin
katkilar kisaca oOzetlenerek acgik problemler ve tezde ele alinmayan diger konular

tartisilmistir.



2. PROBLEM TANIMI VE TEMEL BILGILER

Bu tez kapsaminda ele alinan problem, dogrusal zamanla degismeyen siirekli bir
sistemin sifirinci mertebeden tutucu kullanilarak diizensiz ornekleme altinda kontroli
problemidir. Bu boliimde, tezde kullanilan kavramlarin ve ele alinan problemin

matematiksel tanimi yapilacaktir.

Birinci alt boliimde tezin geri kalaninda kullanilacak notasyon ve terminoloji
verilecektir. Ikinci alt boliimde tezde ele alman problemin matematiksel modeli
olusturulacaktir. Olusan bu matematiksel model en genel halde zamanla degisen ayrik
bir sistem ile ifade edilmektedir. Ancak, gerektiginde parametre ile degisen ayrik
sistem modeli de kullanilabilecektir. Ucgiincii alt boliimde ise zamanla degisen ayrik
zamanh sistemlerin durum gegis matrisi tanimlanarak bu matrisin sagladig1 6zellikler

Ozetlenecektir.

2.1 Notasyon ve Terminoloji

Sifir1 iceren dogal sayilar kiimesi N ile gosterilir. Z, R ve C sirasiyla tam sayilar, gergel
say1lar ve karmasik sayilar kiimelerini ifade eder. R>?, R=%, R<0 ve R=C siras1yla pozitif,
negatif olmayan, negatif ve pozitif olmayan gercel sayilar1 gosterir. Bir siralamasi olan
diger kiimeler i¢in de benzer sekilde kullanim mevcuttur. A ve B kiimelerinin kartezyen

carpimi A X B biciminde yazilir.

Bir a,b € R ve a < b igin (a,b) C R ve [a,b] C R kiimeleri sirasiyla gercel
sayilar dogrusunun bir acik ve kapali arahigini temsil eder. a > 0 ifadesi ile a € R>?
kastedilir. R> U {co} sonsuzu da iceren genisletilmis pozitif gercel sayilar1 ve Z\{0}

ise 0 elemanini icermeyen tamsayilari ifade eder.

Bir z € C karmasik sayist icin |z|, Re z ve Im z sirasiyla z’nin genligini, gercel kismini
ve sanal kismimi gosterir. Yeni bir tanim yapilirken := sembolii, "tanim olarak esit"

anlaminda kullanilir.



Bir n,m € Z>° i¢in R™™ (C"™™) elemanlar1 gercel (karmasik) sayilar olan n X m
boyutlu matris kiimesini temsil eder. R" := R™! (C" := C"™!) elemanlar1 gercel
(karmasik) sayilar olan n boyutlu vektor kiimesini gosterir. Yani tiim vektorler siitun

olarak tanimlanmustir.

Elemanlari a; € A kiimesine ait olan dizi {ay }ren € AN biciminde gosterilir. Burada
AY ile elemanlar1 A kiimesine ait olan sayilabilir sonsuz uzunluktaki olas1 tiim dizilerin
kiimesi ifade edilir. i = 1,2, ..., n dogal sayilar icin x; € R ifadesi x € R" vektoriiniin
i’inci elemanini gosterir. Eger alt indis olarak k kullanilirsa o zaman x; € R" bir vektor
dizisinin k’1nc1 zamandaki degerini gosterir. xl((i) € R ise x; € R" vektoriiniin 7’inci

elemanin ifade eder. Ayn1 tanimlar benzer sekilde matris dizileri i¢in de kullanilir.

Bir A € C™" matrisinin i’inci 6zdegeri A;(A) ve spektral yaricapt p(A) ile gosterilir.
A’nin siitun uzay1 (image, range) Im A ve ¢ekirdek uzay1 (kernel) ker A ile temsil edilir.
Bira; e C,i =1,2,...,ni¢in A = diag{a;} kosegen elemanlar1 a; olan kdsegen bir
matris tanimlar. Benzer sekilde A; € C™™ [ =1,2,...,nigin A = blkdiag{A;} blok

kosegen elemanlar1 A; olan blok kdsegen bir matris tanimlar.

Hermityen (gercel durumda simetrik) bir P € C™" matrisinin en kii¢iik ve en biiyiik
Ozdegerleri sirastyla Apin (P) ve Amax (P) bigiminde ifade edilir. P > 0, P > 0, P < O ve
P < 0 ifadeleri sirasiyla pozitif tanimli (positive definite), pozitif yari-taniml (positive

semi-definite), negatif tamiml ve negatif yari-tanimli matrisleri temsil eder.

Bir x € C" vektorii igin |x|, Oklidyen vektdr normunu temsil eder. Bir A € C™ matrisi
icin ||A||, Oklidyen vektdr normu iizerinden indiiklenmis matris normunu gosterir. Bu
ayni zamanda bir matrisin en biiyiik tekil degerini verir ve bu deger 5 (A) ile gosterilir.

Eger ||A|| = 0 (A) < 1 ise A bir daralmadur (contraction) denir.

A : R20 — R™™ jfadesi negatif olmayan gercel sayilar kiimesinden n x m boyutlu
matrisler kiimesine giden matris tanimli fonksiyonu gosterir. Eger fonksiyonun tanim
kiimesi ya da goriintii kiimesi onemsenmiyorsa ayni ifade A(z) € R™" yadat — A(t)

biciminde de yazilabilir.
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Bir A € R™ matrisinin A; € C 6zdegeri i¢in Jordan blogunun boyutu n; olsun. Keyfi

olarak secilen ¢ > 0 i¢cin matrisin gercel Jordan blogu, eger 4; € R gercel bir sayiysa
A 6
J(4;,0) = € RM*
(4i, 6) PR
A

biciminde, eger j := V-1 ve a;, b; € R olmak lizere A; = a; ¥ jb; € C karmasik eslenik

C = [ai —éi]

ise

olmak tizere

J (4, 6) = o | eR¥Om
(4:,6) C sl
Ci
biciminde tanimlanir. Eger n; = 1 ise konvansiyon olarak A; € R i¢cin J(4;) := A; ve

Ai € Cicin J(4;) := C; biciminde yazilir.

2.2 Problem Tanimi

Asagida verilmis olan dogrusal, siirekli ve zamanla degismeyen sistem modeli ele

alinsin:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
2.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
Burada x(¢) € R” sistemin durumlarini, u(z) € R™ giriglerini ve y(¢) € R” ¢ikiglarini
ifade eder. A € R B € R (C e RP*" ve D € R”*™ matrisleri sabit matrislerdir,

yani zamanla degigmezler.

Vektor tanimli bir fonksiyon olan u : R=% — R” parcali siirekli kabul edilir. Literatiirde
standart olarak yapilan bu varsayim ile zaman zaman sigramalar yapan bir isaret sisteme

girig olarak uygulanabilir.

Tamm 2.1 (Ornekleme Zamani ve Ornekleme Araligi). #; € R,Vk € N ve

O=ty<ty < - <t <tpg1 <... ve limt; =00 2.2)

k—o0

olmak iizere verilen bir 7~ := {1 }ren dizisine ornekleme zamani dizisi ve dizinin her

elemanina bir ornekleme zamani adi verilir. 1ki 6rnekleme zamani arasindaki farka ise
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ornekleme araligi ad1 verilir ve hy := ty4] — t; bi¢iminde gosterilirt. H := {hy}ren

dizisine ornekleme araligi dizisi ad1 verilir.

Ornekleme araliginin iistten ve alttan simrli oldugu varsayilmaktadir. Yani bilinen

0 < hmin < hmax sayilari icin

hmin < hk < hmax’ Vk e N (2-3)

olmahdir. Dikkat edilecek olursa H ornekleme araligi dizisi, 7~ 6rnekleme zamani

dizisini eksiksiz olarak karakterize eder.

Yukaridaki tanimda yapilan limy .« #x = oo varsayimu, literatiirde Zeno davranigi olarak
adlandirilan, 6rnekleme zamani dizisinin sonlu bir degere yakinsamasi probleminden
kacinmak icin yapilmaktadir. Ancak, (2.3)) varsayimi da Zeno davranisindan kaginmak

icin yeterlidir.

Acikca goriilebilecegi gibi Ay her k icin sabit bir deger olursa ornekleme periyodik
hale doniigiir. Bu durumda tezde ele alinan problemler klasik bilgisayarli kontrol

teorisi kapsaminda halihazirda ¢oziilmiistiir.

Bu tez kapsaminda u(7)’nin degerleri 6rnekleme zamanlarinda belirlenip sifirinct
derece tutucu ile parcali siirekli bir fonksiyona doniistiiriilmektedir.  Yani u(7)
fonksiyonu #; < t < t;4+; zaman araliginda #; anindaki degerini f;,; anina kadar

sabit bir bicimde korur:

u(t) = u(ty), Ve [t tre1) (2.4)

Bu sekilde belirlenen bir giris fonksiyonu ile (2.1)) sistemi asagidaki gibi yazilabilir:
x(t) = Ax(1) + Bu(ty), Vit € [tx,tr41)

(2.5)
y(t) = Cx(t) + Du(ty), Vt € [tg,tks1)

Yukarida verilen sistemin davranisimi incelemek i¢in durumlarin #; anlarindaki
degerlerini incelemek yeterlidir. Bir diger deyisle, (2.5) sisteminin davranigi sistemin
ayrik modelinin davranigina esdegerdir. Bu gercek, asagidaki teorem ile formel bir

bicimde gosterilebilir.

Teorem 2.1. A € R™" B € R C € RP*" yve D € RP*™ olmak iizere

x(t) = Ax(t) + Bu(r)
(2.6)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

12



stirekli sistemi ele alinsin. Verilen bir T := {t}}ren Ornekleme zamani dizisi igin

u(t) = ug, vt € [ty, tg+1) olsun. Bu durumda (2.6) sisteminin ayrik modeli

Ik
Xpel = eMxp + (/ eATd‘r) Buy,
0

Yk = Cxy + Duy,

2.7)

bicimindedir. Yani xo = x(ty) varsayumi altinda tiim k € Nicin x; = x(t) ve yx = y(tx)

esitlikleri saglanir.

Kamit (Dogrudan). (2.6)) sistemindeki diferansiyel denklemin xo = x(f9) i¢in tek
¢Ozimiu

t
x(1) = exg +/ e By (t)dr
to

bicimindedir. Cozlimiin x(#44+1) = x(#; + hx) noktasindaki degeri incelendiginde

x(ty + hy) = eA(tk-'—hk)xO +/

to

tr+hy
AT By (1) dr

tr+hi

k
AT By (T)dr +/ AU By (1) dr

t
- eAhkeAth0+eAhk/
193

to

elde edilir. Tim ¢ € [f, fx4+1) i¢in u(f) = uy varsayimindan dolayi ikinci integralde
u(t) = uy sabit bir degerdir ve integralin digina c¢ikabilir. Yine ikinci integralde
n := ty+h;—7 seklinde bir degisken doniisiimii yapildiginda alt sinirigin ¢ +hg —tx = hy
ve st sinir igin ise g + hy — (tx + hy) = 0 degerleri elde edilir. dn = —d7 oldugu da

asikar oldugundan
0

195
x(1g + hy) = eA (eAlkxo +/ eA(’k_T)Bu(T)dT) + (/ eA”B(—dn)) uy
0] hy

hi
= eMix (1) + (/ eA”dn) Buy
0

elde edilir. Demek ki {x(#;) }xenw Ve {y(#x) }ren dizileri (2.7) sisteminin xg := x(0) icin

tek ¢oziimiidiir. O halde tiim k& € N i¢in x; = x(#) ve y; = y(t) gosterilmis olur. O

Kanit (Tiimevarim). Teoremin varsayimi geregi x(¢g) = xo olur. Tiimevarim varsayimi

olarak x(z;) = x; olsun. O halde yukaridaki dogrudan kanita benzer sekilde,

Tk+1
x(tgrr) = AW (1) + / 170 Bu(r)dn

193
hi
= eMhx (1) + (/ eA”dn) Buy,
0

= Xk+1

elde edilir. Bu da kaniti tamamlar. O
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Dikkat edilecek olursa zamanla degismeyen siirekli bir sistemin diizensiz ornekleme
altindaki ayrik zamanli modeli zamanla degisen bir sistem olmaktadir. Bu nedenle bu

calisma kapsaminda en genel halde Fj € R™", G, € R™™ Vk € N olmak tizere

Xkl = Frxp + Grug
(2.8)
Vi = Cxy + Duy,

bicimindeki sistemler incelenecektir. Eger sistemin sadece durumlari ile ilgileniliyorsa

sistem daha basit bir bicimde
Xir1 = Frxp + Grug (2.9)

seklinde ele alinacaktir.

Dikkat edilecek olursa bu notasyonda ornekleme zamani kullanilmamaktadir. Aym

sistem, F (1) := Fy ve G(tx) := G tanimlarini kullanarak

x(te1) = F(ti)x(tx) + G(tr)u(te) (2.10)

biciminde de yazilabilirdi. Bu sekilde bir notasyonun herhangi bir avantaji olmadig1
gibi cokca parantez ve indis kullanimi denklemleri okumay:r zorlagtirabilir. Bu
nedenle 7 ve Ay bilgilerinin k indisinde tagindigini goz 6niinde bulundurarak notasyon

sadelestirilebilir.

Elde edilen (2.7) sistemi 6rnekleme zamani ¢;’ya baglh degil, yalnizca 6rnekleme aralig
hi’ya baghdir. Ayrica bu sistem icin Fj ve G matrisleri 6zel bir formda oldugundan
bazi durumlarda sistemin analizi ve kontrolii en genel sistem modeline gore daha kolay
olmaktadir. Bu nedenle bu calismanin bir¢ok yerinde genel haldeki sonuclar verilip
gerektiginde ,

Fi = e ve Gy = (/0 ' eATdT) B (2.11)

tanimlar1 yapilarak (2.7) seklindeki sistemler incelenecektir.

2.3 Ayrik Zaman Durum Gecis Matrisi

Bu boliimde dogrusal sistemlerin analizinde siklikla kullanilan durum geg¢is matrisi
tanimlanacaktir. Ayrica, durum gecis matrisinin literatiirde iyi bilinen ve bu tez i¢in
onemli olan bazi ozellikleri verilecektir. Daha fazla bilgi icin [17] gibi kaynaklar

incelenebilir.
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Tanim 2.2 (Durum Gegis Matrisi). k,r € N, k > r ve F; € R™",Vi € N olmak iizere

durum gecis matrisi

®p(k,r) = {[ k=rise (2.12)

Fe 1 Froo...F, k>rise
seklinde tanimlanir. Literatiirdeki kaynaklarin bircogu k < r i¢in durum gegis matrisini
tanimsiz kabul eder. Ancak, bazi kaynaklar ek olarak tiim k € N i¢in F} matrislerinin

tersi oldugu varsayimi altinda
Op(k,r) = F'Fl . F, k<r (2.13)

seklindeki tanimi da dahil edebilirler. Bu calisma kapsaminda aksi belirtilmedikge

k < ricin durum ge¢is matrisi tanimsiz kabul edilecektir.

Eger durum gecis matrisinin ait oldugu sistem matris dizisi {F}ren, yazinin
baglaminda agsikar bir bicimde belliyse alt indis olarak yazilmaz. Yani herhangi bir

karisikliga sebep olmayacaksa @ (k, r) yerine ®(k, r) de yazilabilir.

Durum gecis matrisinin bazi temel Ozellikleri asagidaki teorem ile tek seferde

verilmistir.

Teorem 2.2. Durum gecis matrisi tiim F; € R"™", Vi € N ve k, s,r € N icin asagidaki

ozellikleri saglar:

i. ®p(k+1,r)=F®p(k,r), k>r
ii. ®p(k,r+1)F, =®p(k,r), k>r

iii. (I)F(k,S)(DF(S,I‘) = CDF(k,r), k>s>r

Kanit. (i) ve (ii) esitlikleri, (iii) esitligi ve durum gecis matrisinin tanimi kullanilarak
kolayca gosterilebilir. k = s =r, k =s > r ve k > s = r durumlari icin (ii1) esitligi

agikardir. O halde k > s > r olmak lizere
Op(k,s)Op(s,r)=Fr_y...FiFs_1...F, =®p(k,r)

elde edilerek kanit tamamlanir. O

Asagidaki teorem ile (2.9) sisteminin ¢6ziimii durum gegis matrisi tanimi kullanilarak

elde edilebilir.
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Teorem 2.3. Tiim k € N icin Fy € R™", G € R™™ olmak iizere, verilen r € N ve

x, € R"igin (2.9) sisteminin tek ¢oziimii
k-1

xe = Ok, r)xe + Y ®(k,i+ DG, Yk > r (2.14)
i=r

bicimindedir.

Kamt. Oncelikle (Z.14)) esitliginin bir ¢6ziim oldugu tiimevarimla gosterilecektir. k =

r + 1 i¢in savin dogrulugu asagidaki esitliklerle gosterilebilir:

Xk = Xr+1
=Fx - +Gru,

=d(r+1,r)x, +®(r+1,r+1)G,u,
k=1
= ®(k, r)x, + Z @ (k,i+1)Gu

Savin k icin dogru oldugunu varsayip k + 1 icin de dogru oldugu asagidaki gibi

gosterilebilir:
k-1
X1 = Fr CI)(k, r)xr + Z (I)(k, i+ I)Giui + Gruy
1
= F,®(k, r)x, + Z Fo®(k,i+ )G + @k + 1,k + 1)Gru

i=r

k
=@k +1,r)x + Z Dk +1,i+ 1)Gu
i=r
Demek ki (2.14) esitligi bir ¢oziimdiir.
Cozlimiin tekligini gostermek i¢in y, = x, olmak tizere {xy }xen ve { Vi }ren dizilerinin,
k > r icin verilen sistemin birer ¢oziimii oldugu varsayilsin. Simdi z; = xx — yi, Vk €

N tanimi yapilirsa
Tkl = Xetl — Ykl
= Fixi + Grug — Fryr — Grug
= Fi(xk = yi)
= Frzk

elde edilir. Ayrica z, = x, — y, = x, — x, = 0 olmalidir. Ancak, eger bir £ i¢in z; = 0
ise, Zx+1 = F30 = 0 olur. Demek ki {zj } ke dizisi, k > r i¢in O sabit dizisidir. O halde

Xk = Yk, Vk > r olmalidir. Demek ki (2.14)) esitligi sistemin tek ¢oziimudiir. O
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3. KARARLILIK

Bu calisma kapsaminda bir sistemin "i¢ kararliligi" ya da "sifir-giris kararlilig1"
ile ilgilenilmektedir. Yani sistemin bir baglangic durumundan serbest birakildiktan
sonraki davranisi incelenecektir. Bunun bir nedeni diizgiin (uniform) asimptotik kararli
olan zamanla degisen dogrusal sistemlerin ayni zamanda "sinirli-girig-sinirli-¢ikis
(bounded-input-bounded-output, BIBO) kararli" olmasidir [30]. Ancak bu durum
asimptotik kararlilik diizgiin degilse gecerli degildir [31]. Ayrica dogrusal olmayan

sistemler i¢cin de bunun gecerli olmadigi bilinmektedir [32].

Ayrik zamanla degismeyen dogrusal sistemlerin kararliligini incelemek igin sistem
matrisinin 6zdegerlerinin birim ¢ember icinde olmasi gerek ve yeter bir kosuldur
[33]. Ancak, zamanla degisen dogrusal sistemler i¢in sistem matris dizisindeki tiim
matrislerin 6zdegerlerinin birim ¢ember i¢inde olmasi sistemin kararlilig1 icin yeterli
degildir [22]. Ozellikle anahtarlamali (switching) sistemler i¢in ters ornekler kolaylikla
olusturulabilir [34]]. Diizensiz orneklemeli sistemlerin 6zel formundan dolay1 sistem
matris fonksiyonunun 6zdegerlerinin kararlilik i¢in bir kosul verebilecegi diisiiniilebilir,

ancak bu da dogru degildir [5].

Literatiirde zamanla degisen dogrusal sistemlerin kararlilig1 icin durum gecis matrisinin
normu iizerinden verilen ve Lyapunov fonksiyonu kullanan gerek ve yeter kosullar
iyi bilinmektedir [17,31]. Bu c¢alismada da bu kosullardan bazilar1 kanitlariyla
verilecektir. Diizensiz orneklemeli dogrusal sistemler i¢in, ayrik dogrusal parametre
ile degisen (linear parameter-varying, LPV [18]) sistem yaklasimi ile gelistirilmis daha
bircok gerek ve yeter kararlilik kosulu mevcuttur [S]. Ancak, bu kosullarin hi¢birisi

hesaplanabilir bir yontem sunamamustir [19]].

Yukarida bahsedilen gerek ve yeter kosullar i¢in sonlu yaklasiklik kullanilarak, verilen
bir sistemin kararli oldugu gosterilebilmektedir. Ancak, gelistirilen algoritmalar sadece
sistem kararliysa sonlu bir adimda sonu¢ vermektedir [35]. Ayrica, yapilan sonlu

yaklasiklik derecesi arttikca hesap yikii de iistel olarak artmaktadir [19]]. Kararl

17



olmayan bir diizensiz orneklemeli sistemin kararsiz oldugu sonucuna sonlu zamanda

varan bir algoritmanin varlig1 bilinmemektedir (decidability problem) [36].

Gerek ve yeter kosullarin yapici bir yontem verememesi nedeniyle kararlilig1 gosteren
ve yapici olan bir¢ok yeter kosul literatiirde mevcuttur [5]. Bunlar en genel halde siirekli
zaman ve ayrik zaman yontemleri olarak ikiye ayrilabilir [6]. Literatiirde 1yi bilinen bir
ayrik zaman yontemi, ortak karesel Lyapunov fonksiyonu (common quadratic Lyapunov
function) yontemidir [[6]. Bu yontemde, 6rnekleme zamaninin bir fonksiyonu olan tiim
sistem matrisleri icin ortak bir karesel Lyapunov fonksiyonu bulunarak kararliligin
saglandig1 gosterilmektedir. Boyle bir Lyapunov fonksiyonunu en genel halde bulmak

kolay olmasa da bunun icin bircok yontem gelistirilmistir [27/28,29].

Bu tez kapsaminda ortak karesel Lyapunov fonksiyonuna denk olan bir ortak benzerlik
dontisiimii yontemi gelistirilmistir. Boliim [S[te sistemin kararliligmi gosteren ortak
benzerlik doniisiim matrisini bulmak i¢in farkli yontemler 6nerilmis ve bu yontemler
kararli kilan kontrolor tasariminda kullanilmistir. Ayn1 yontemler esdeger olarak ortak

karesel Lyapunov fonksiyonu bulmak i¢in de kullanilabilmektedir.

Bir sonraki altboliimde literatiirde mevcut olan kararlilik tanimlar: verilecektir. Ayrica
0zel durumda birbirine denk olan tanimlarin esdegerlilik teoremleri kanitlanacaktir.
Ikinci alt boliimde ise tez kapsaminda kullanilacak olan kararlilik kosullar1 kanitlariyla

verilecektir.

Tezin bu boliimiindeki 6zgiin katkilar agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

* Literatiirde Lyapunov esitsizligi kullanan bir kosula denk olan ve benzerlik
doniisiimii kullanan bir bagka gerek ve yeter kararlilik kosulu gelistirilmistir (Teorem

3.11).

* Yukarida bahsedilen kosulun yeter hali diizensiz Orneklemeli sistemler igin
kanitlanmistir (Teorem [3.14)). Bunun sonucu olarak literatiirde iyi bilinen ortak

karesel Lyapunov fonksiyonu kosulu i¢in alternatif bir kanit sunulmustur (Teorem

B.15).
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3.1 Kararhlik Tanimlari

Literatiirde genel durumda birbirlerinden farkli bir¢ok kararlilik tanimi bulunmaktadir
[37]]. Ancak, bu tanimlar baz1 6zel durumlarda birbirlerine denk olmaktadir. Ornegin,
bu boliimde gosterilecegi gibi, zamanla degisen dogrusal sistemler icin "diizgiin

asimptotik kararlilik" ve "global diizgiin iistel kararlilik" denk olmaktadir.

Bu nedenle baz1 kaynaklarda, ele alinan probleme gore kararlilik tanimlar farklilik
gosterebilmektedir. Bu calismada tanimlar genelden baslayarak verilecek ve o6zel
kosullarda neden denk olduklar1 gosterilecektir. Ayrica, ayni tanimlarin esdeger
formlar1 da verilerek karmagsiklifa yol agmayacak bicimde konu Ozetlenmeye

calisilacaktir.

Bu alt boliimiin kapsamini iceren benzer bir derleme [38] calismasinda yapilmigtir.
Ancak, bu boliimde verilen kanitlar bu ¢calismadan bagimsiz olarak gelistirilmistir. Bu

nedenle benzer sonuglar farkli yontemlerle kanitlanmustir.

Bu calisma kapsaminda ilgilenilen kararlilik tanimlarinin en genel hali, ayrik zamanla
degisen dogrusal olmayan sistemlerin denge noktalari i¢in verilebilir. Yani f : N X

R"™ — R” bir fonksiyon ve r € N baglangi¢ zamani i¢in
xk+1 = f(k,xp), Vk=>r (3.1

seklinde tanimlanmis sistem ele alinsin. Bu sistemin bir denge noktasi X € R" olsun,
yani

f(k,x)=%, Vk=>r
olsun. Genelligi kaybetmeden x = 0 secilebilir [37]. Ciinkii, z; := x; — X koordinat

doniistimiiyle denge noktas1 orijine tasinabilir.

Yukarida verilen (3.1]) sisteminin 6zel bir hali olarak zamanla degisen dogrusal sistemler

ele alinabilir. Yani, F; € R™", Vk € N bir matris dizisi ve r € N baglangi¢ zamani i¢in
Xiel = Fexr, Yk =>r (3.2)

biciminde verilmis olan sistemler bu caligmanin ilgi alamina girmektedir. Dikkat

edilecek olursa, orijin noktasi (3.2)) sistemi i¢in her zaman bir denge noktasidur.

Yukarida verilen (3.2)) sisteminin de 6zel bir hali olarak diizensiz 6rneklemeli dogrusal

sistemler ele alinabilir. Yani Apax > Amin > 0, H := [Amin, Amax] ve F : H — R™"
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matris degerli piirlizsiiz (smooth) bir fonksiyon olmak iizere, r € N baslangi¢c zamani
icin
Xie1 = F(hp)xg, Yk =>r (3.3)

biciminde verilmis olan sistemler bu ¢alismanin ana konusunu olusturmaktadir.

Verilen sistem tamimlarindan sonra genelden 6zele dogru giderek bir¢ok kararlilik

tanimi ve bunlarin esdeger formlar: verilebilir.

3.1.1 Lyapunov anlaminda kararhhk

Sezgisel olarak bir denge noktasinin Lyapunov anlaminda kararli olmasi, bu denge
noktasina yeterince yakin tiim baglangi¢ durumlari i¢in sistem ¢oziimlerinin de her

zaman denge noktasina yakin olacagi anlamina gelmektedir.

Tanmm 3.1 (Lyapunov Anlaminda Kararlilik [39, Tanim 5.1]). Eger her bir € > 0 i¢in
lx,| <6 = |xx|l<e, Vk=>r (3.4)

kosulunu saglayan § = 6(e,r) > 0 varsa, (3.1) sisteminin O denge noktasi Lyapunov
anlaminda kararlidir denir. Ayrica, 6 = 6(g) > 0, r’den bagimsiz secilebiliyorsa 0

denge noktas1 Lyapunov anlaminda diizgiin kararlidir denir.

Diizgiin (uniform) kararlilik tanimi baslangic zamanindan bagimsiz olmay1 ifade
etmektedir.  Ancak, asagidaki Ornekte goriildiigii gibi bu durum her zaman

saglanmayabilir.

Ornek 3.1 ([17, Ornek 22.3]). w : N — R\ {0} fonksiyonu ve r € N baglangi¢c zaman1

i¢cin

w(k +1)
w(k)

formunda verilmis skaler dogrusal sistem ele alinsin. Acik¢a goriilebilecegi gibi, bu

Xkl = Xg, VYk=>r 3.5)
sistemin durum gecis fonksiyonu

w(k)
w(r)

seklindedir. Ornegin amacina uygun bir fonksiyon

¢(k,r) =

w(k) :=exp (—g [1 - (—l)k])
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seklinde seg¢ilebilir. O halde,
k X r P
s =exp (=3 [1= D! exp (5 11 = (=11 x,
elde edilir. A¢ik¢a goriilebilecegi gibi
el < exp (5 1= (D71 ol V=

esitsizligi gecerlidir. Ayrica, k cift oldugunda esitsizlik, esitlige doniisiir. Yani esitsizlik

sikidir. Eger r tek ise esitsizlik
lxe| < e |x. |, Vk>r
sekline doniisiir. Bu esitsizlik r ¢ift iken de gegerlidir. Verilen bir € > 0 i¢in
6=0(g,r) :=ge””

secimi ile O denge noktasinin Lyapunov anlaminda kararli oldugu gosterilebilir. Clinkii,

r

x| <d=ee” = |x|<e|x]<e Vk=r

elde edilir. Ancak, ¢ se¢cimi r’den bagimsiz yapilamaz. Clinkii r tek ise
[xXre1] =€ x|

olmaktadir. Demek ki verilen bir € > 0 i¢in r’den bagimsiz olarak secilmis olan
6 = 8(e) > 0 ne kadar kiiciik olursa olsun, yeterince biiyiik bir r i¢in |x,41| < &

esitsizligi saglanamamaktadir.

Yukaridaki 6rnekten anlagilabilecegi gibi Lyapunov anlaminda kararliligin "diizgiin"
olmasi, zamanla degisen dogrusal sistemler i¢in de her zaman saglanmayan bir

ozelliktir.

Tanimu geregi, Lyapunov anlaminda kararlilik denge noktasinin yerel bir 6zelligidir.
Yani bu tanim, sistemin denge noktasina yeterince yakin ¢oziimleri icin anlamlidir.
Ancak, zamanla deg8isen dogrusal sistemler i¢in globallik, yani baslangic
durumlarindan bagimsiz olma, dogal olarak gelmektedir. Bu nedenle, zamanla degisen
dogrusal sistemler i¢in sifir denge noktasinin kararlilig1 yerine sistemin kararliligindan

bahsedilebilir.
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Tanmm 3.2 (Lyapunov Anlaminda Kararlilhik [17, Tanim 22.1]). Eger her r € N

baslangi¢ zamani ve her x, € R” baslangi¢ durumu i¢in
el <y lxel, Vkxr (3.6)

kosulunu saglayan sonlu bir y = y(r) > 0 varsa (3.2) sistemi Lyapunov anlaminda
kararlidir denir. Ayrica, y > 0, r’den bagimsiz segilebiliyorsa (3.2)) sistemi Lyapunov

anlaminda diizgiin kararlidir denir.

Acikga goziikmese de yukaridaki tanim, zamanla degisen dogrusal sistemler icin Tanim

[3.1]ile denktir. Bu durum, asagidaki teorem ile kanitlanmustir.

Teorem 3.1. Zamanla degisen dogrusal (3.2) sistemi icin Tanim ve Tamim

birbirine denktir.

Kanit. (<) Keyfi secilen r € N baslangic zamani ve x, € R” baslangi¢c durumu i¢in

y(r) >0,
Ixel < y(r) x|, Vk>r

esitsizligini saglasin. Verilen bir € > 0 i¢in é := £/y(r) olsun. O halde,
€
x| <6=—— = |xx| <vy()|x,| <&, Vk=r

y(r)

elde edilir. Ayricay > 0, r’den bagimsizsa ¢ da r’den bagimsiz olur.

(=) Keyfi secilen r € N baglangi¢ zamani ve € > 0 icin 6(&,r) > 0,
x| < d(e,r) = |xx|l<e, Vk=r
kosulunu saglasin. O halde,
el < NPk, D)l x| < | PCk, )| 6(e,r) = |l <&, Vkzr
kosulu saglanmalidir. Demek ki,
Dk, r)l[6(e,r) <&, Vkzr
esitsizligi gegerlidir. O halde keyfi se¢ilen X, € R” baslangi¢ durumu ig¢in,

|xi|6(e,r) < ||P(k,r)|| |X|6(e,r) <elXy|, Vk=r
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saglanir. Son olarak,

& ~
x| < m|xr|, Vk >r

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik tiim olast (6, €) ¢iftleri i¢in gegerli oldugundan
keyfi bir (6, &) se¢imi i¢in y(r) := &/8(&, r) tamimu yapilabilir. Ayrica, eger 6, r’den
bagimsizsa y da r’den bagimsiz olur. Baglangi¢c durumu %, keyfi oldugundan bu y

secimi ile teorem kanitlanmis olur. O

Ornekigin v(r) := €" secilebilir. Ayrica, r tek ise |x,+1| = €” |x,| oldugundan vy,
r’den bagimsiz secilemez. Yani ornekte verilen sistem Lyapunov anlaminda kararli

olmasina ragmen Lyapunov anlaminda diizgiin kararli degildir.

Zamanla degisen dogrusal sistemler icin durum geg¢is matrisi iizerinden bir bagka

Lyapunov anlaminda kararlilik kosulu asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.2 ([[17, Teorem 22.4]). Zamanla degisen dogrusal (3.2)) sisteminin Lyapunov

anlaminda kararli olmas icin gerek ve yeter kosul, tiim k,r € N icin
@k, )l <y, Vkzr 3.7)
esitsizligini saglayan sonlu bir y = y(r) > 0 olmasidir. Ayrica, sistemin Lyapunov
anlaminda diizgiin kararli olmast icin gerek ve yeter kosul y’min r’den bagimsiz
secilebilmesidir.
Kamit. (=) Keyfi segilen r € N baglangi¢c zamani i¢in y(r) > 0,
|D(k,r)|| <y(r), Vk=>r

esitsizligini saglasin. O halde keyfi secilen x, € R" baglangi¢c durumu igin,

il < 1@k, )l x| < y(r) el Yk =7
esitsizligi elde edilir. Tanim [3.2]geregi sistem Lyapunov anlaminda (diizgiin) kararlidir.

(<) Sistem Lyapunov anlaminda (diizgiin) kararli olsun. Verilen birr,s e Nve s > r
icin X,
1% =1 ve |®(s,r)X| = [|®(s,7)]l

seklinde secilsin. Indiiklenmis matris normu igin boyle bir se¢cim her zaman yapilabilir.

O halde Tanim [3.2] geregi,
x| = @ (s, )X = |PCs, )| < y(r) 1% =y(r)
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esitsizligini saglayan sonlu bir y(r) > 0 vardir. Her r, s € N ve s > r i¢in yukaridaki

ozellikte bir X, secilebileceginden teorem kanitlanmig olur. m|

Yukaridaki tartigmalarin tamami 6zel bir H := {hi}ren se¢imi icin diizensiz
orneklemeli (3.3) sistemi i¢in de gegerlidir. Ancak, bircok uygulamada tiim olast H
secimleri i¢in sistemin kararlilig1 istenmektedir. Bu nedenle, keyfi drnekleme altinda

kararlilik kavrami tanimlanmaktadir.

Tamm 3.3 (Keyfi Ornekleme Altinda Lyapunov Anlaminda Kararlilik). Verilen bir
H := [Amin, Amax] ve tim H = {hy}ren € HY 6rnekleme aralig1 dizileri icin elde edilen
(3.3) formundaki sistemlerin tamami1 Lyapunov anlaminda kararliysa, (3.3) sistemi keyfi

ornekleme altinda Lyapunov anlaminda diizgiin kararlidir denir.

3.1.2 Asimptotik kararhihk

Lyapunov anlaminda kararlilik, tanim1 geregi ¢oziimlerin denge noktasina yaklagmasini
garantilemez. Ancak, bir¢ok problem i¢in bu istenen bir durumdur. Bu nedenle

asimptotik kararlilik kavrami tantmlanmaktadir.

Tamim 3.4 (Asimptotik Kararlilik [39, Tanim 5.1]). Zamanla degisen dogrusal olmayan

(3.1)) sisteminin 0 denge noktast;

i. Lyapunov anlaminda kararli ve tiim » € N baslangic zamani ve tiim |x,| < B(r)
kosulunu saglayan baslangi¢c durumlari i¢in limy ¢ |xx| = O yapan sonlu bir S(r) >

0 varsa asimptotik kararlidrr,

ii. Lyapunov anlaminda diizgiin kararl ve tiim r € N baglangi¢c zamani, tim |x,| < 8

kosulunu saglayan baslangi¢ durumlari ve her n > 0 i¢in
|xx| <n, Vk=r+R(n) (3.8)

kosulunu saglayan r’den bagimsiz bir R = R(n) € N ve r’den bagimsiz sonlu bir

B > 0 varsa diizgiin asimptotik kararlidir,

iii. Lyapunov anlaminda diizgiin kararli, (&), limg_,o 8(&) = oo kosulunu saglayacak

sekilde secilebiliyorsa ve tiim » € N baglangic zamani ve her n, 8 > 0 i¢in

|x¢| <n, Vk=r+R(npB), Vx| <pB (3.9)
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kosulunu saglayan r’den bagimsiz bir R = R(n,B) € N varsa global diizgiin

asimptotik kararlidir denir.

Yukaridaki tanimlarda verilen (3.8) kosulunun limg_,c |xx| = O limit kosulu ile ayn
oldugu diisiiniilebilir. Ancak, (3.8) kosulu limitin "r ile diizgiin" bir sekilde 0’a
gidecegi bilgisini de icerdiginden daha siki bir kosuldur. Bu fark, asagidaki ornek

ile gosterilebilir.

Ornek 3.2. r € N baslangi¢ zamani icin

k

ka, Yk >r (310)

Xk+1 =

skaler dogrusal sistem ele alinsin. Ac¢ik¢a goriilebilecegi gibi, bu sistemin ¢oziimii

r
Xk = %Xr
seklindedir. Demek ki her r € N ve her x, € R icin lim;_, |xx| = O kosulu

saglanmaktadir. Bu kosulun esdegeri, her > 0 i¢in
x| <n, Yk >=r+R(n,r) (3.11)
esitsizligini saglayan R(n,r) € N sayisinin varligidir. Nitekim, |x,| < 8 i¢in
r rp
|xk|:%|xr| < “ <n, VYk=r+R(n,r) (3.12)

esitsizligi saglanacak sekilde bir R(n,r) secilmelidir. Tek bir § > 0 varlig1 yeterli
oldugu i¢in herhangi bir § secilebilir. O halde,

%«7@ ks> o ks TN (3.13)
n
olacagindan [-] tavan fonksiyonu olmak iizere
0 ,n > [ ise
R(n,r) = - 3.14
(n,r) {r(ﬁ n)w < B ise (3.14)
n

seklinde secilebilir. Bu secim sistemin asimptotik kararli oldugunu kanitlamaktadir.
Ne var ki, R, r’den bagimsiz se¢ilemez. Ciinkii, secilen bir § > 0 ve verilen birn < 8
i¢in, secilen R ne kadar biiyiik olursa olsun, yeterince biiyiik bir r i¢in (3.13) kosulu

saglanmaz. Demek ki sistem diizgiin asimptotik kararli degildir.
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Benzer sekilde verilen (3.9) kosulu da limj_e |xx| = 0,Vx, € R” kosulundan
daha sikidir ve yine limitin "r ile diizgiin" bir sekilde 0’a gidecegi bilgisini icerir.
Kanitlarda kolaylik saglamasi agisindan yukaridaki tanimlara esdeger daha formel

tanimlar asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 3.5 (Asimptotik Kararlilik). Zamanla degisen dogrusal olmayan (3.1)) sisteminin

0 denge noktast;
1. eger tim r € N baglangi¢c zamani i¢in;
(a) her bir € > 0igin
x| < d(e,r) = |xxl<e, Vkz=r

kosulunu saglayan 6 (&, r) > 0 varsa ve

(b) her bir > 0 i¢in
il <nm, Yk zr+R(p.r), Vx| <B(r)
kosulunu saglayan R(n,r) € N ve B(r) > 0 varsa asimptotik kararlidrr,
ii. eger tim r € N baglangi¢ zamani icin;
(a) her bir ¢ > 0 i¢in
lx,| <d(e) = |xkl<e, Vk=>r

kosulunu saglayan & (&) > 0 varsa ve

(b) her bir > 0 i¢in
x| <n, Vkz=r+R(n), Vx| <p
kosulunu saglayan R(n) € N ve 8 > 0 varsa diizgiin asimptotik kararlidir,
ii. eger tim r € N baglangi¢c zamant i¢in;
(a) her bir € > 0 icin
x| <d6(e) = |xx|<e, Vk=>r
kosulunu saglayan 6(&) > 0 varsa ve
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(b) bué(e),
lim 6(g) = o0
E—O0
seklinde secilebiliyorsa ve

(c) herbirn > 0ve g > 0igin
lxkl <m, Vk=r+RmpB), Yix|<p

kosulunu saglayan R(n,B) € N varsa global diizgiin asimptotik kararlidir

denir.

Tanimlardan anlasilacag: tizere, yerel olarak asimptotik kararli olan bir denge noktast,
global olarak asimptotik kararli olmayabilir. Ancak, zamanla degisen dogrusal
sistemler i¢cin globallik dogal olarak gelmektedir. Bu nedenle, bu tiir sistemler

icin denge noktasinin asimptotik kararlilig1 yerine sistemin asimptotik kararliligindan

bahsedilebilir.

Tanim 3.6 (Asimptotik Kararlilik [[17, Tanim 22.13]). Zamanla degisen dogrusal (3.2))

sistemi;

1. eger her r € N baglangi¢c zamani ve her x, € R" baslangi¢c durumu icin;
(a)
el <y(r) x|, Vkzr
kosulunu saglayan y(r) > 0 varsa ve

(b) her @ > 0 i¢in

|xx| < a|x;|, Vk>=r+R(a,r)

esitsizligini saglayan R(a,r) € N varsa asimptotik kararlidir,
ii. eger her r € N baslangi¢ zamani ve her x, € R" baglangi¢c durumu icin;

(a)

il <y lxel, Vkzr

kosulunu saglayan y > 0 varsa ve
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(b) her @ > 0 i¢in

|xx| < alx,|, Vk>r+R(a)

esitsizligini saglayan R(«) € N varsa global diizgiin asimptotik kararlidir

denir.

Lyapunov anlaminda kararlilik icin benzer sekilde yukaridaki tanim, zamanla de8isen
dogrusal sistemler i¢in Tanim [3.5] ile denktir. Bu durum asagidaki teoremler ile ii¢

parcada kanitlanmustir.

Teorem 3.3. Zamanla degisen dogrusal (3.2)) sistemi i¢in Tanim ve Tanim [3.6}]

birbirine denktir.

Kamit. Tamim ve Tanim denkligi Teorem [3.1] ile gosterilmistir. O
halde, Tanim ve Tanim denkligini gostermek yeterlidir.

(&) Tanim [3.6HiH(b)| kosulu saglansin. Ozel olarak |x,| < 1 olan baslangi¢ kosullari

icin de kosul saglanir. Verilen bir 7 > 0 icin @ := 1 secimi yapilsin. O halde,
|xi| < @|x;| <a=n, Vk:= r+R(a,r)

esitsizligini saglayan R(a, r) € N vardir. Demek ki B(r) := 1 ve R(n,r) := E(a, r)
se¢imleriyle Tanim kosulu saglanur.

(=) Tanim kosulu saglansin. O halde, keyfi se¢ilen bir r € N i¢in kosulun
saglandig1 bir S(r) > 0 vardir. Verilen bir @ > 0 i¢in n := @B(r)/2 se¢imi yapilsin.
Yine bu se¢im i¢in Tanim kosulunu saglayan bir R (n,r) € N vardir. Sabit ve
keyfi bir s € N, s > r + R(n, r) icin %,,

|D(s, r)xe| = [|D(s, ) |Xr| ve |X|=p(r)/2

esitliklerini saglayacak sekilde secilsin. Indiiklenmis matris normu icin boyle bir secim

her zaman yapilabilir. O halde,

lxs] = 1@ (s, )%, | = |1P(s, )| 1%, = |1P(s, )| B(r) /2 < = aB(r)/2

ve esdeger olarak ||®(s,r)|| < aeldeedilir. Her s > r +R(n,r) secimi icin bu esitsizlik

gecerli olacagindan, keyfi bir x, € R" i¢in R(a, r) := ﬁ(n, r) secimi ile
x| < 1@k, )l x| < elxe|,  Vk =r+R(a,r)
esitsizligi gosterilebilir. Bu da kanit1 tamamlar. O
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Teorem 3.4. Zamanla degisen dogrusal (3.2)) sistemi icin Tanim ve Tamim

birbirine denktir.

Kamit. Teorem [3.3]ile birebir ayn1 bi¢imde kanitlanabilir. mi

Teorem 3.5. Zamanla degisen dogrusal (3.2) sistemi icin Tanim ve Tanum [3.6Hii]

birbirine denktir.

Kanit. Tamim (3.6 = Tanim [3.5}fiii{j(a)] 6nermesi Teorem [3.1] ile gosterilmistir.
Teorem [3.1]in kanitinda bir y > 0 se¢imi igin 6(&) := &/y seklinde segildiginden

Tanim = Tanim onermesi de kanitlanmis olur.

Tanim [3.6}ii{{(b)|= Tanim[3.5}iii{{(c)|6nermesini kanitlamak igin verilenn > Ove 8 > 0
icin o := i/ secimi yapilsin. Ozel olarak |x,| < B baslangic kosullari icin

il <alx | <aB=nVk=r+R(a)

esitsizligini saglayan R(a) € N vardir. Demek ki R(7, 8) := R(n/B) secimiyle Gnerme

kanitlanmus olur.

Tanim = Tanim onermesi Teorem [3.1]ile gosterilmisgtir.

Tanim = Tanim onermesi ise Teorem [3.3kanitina benzer bi¢imde
yapilabilir. Tek fark S > 0’1n keyfi secilebilmesidir. O

Yukaridaki teoremlerden anlasilacagi iizere, zamanla degisen dogrusal sistemler icin

diizgiin asimptotik kararlilik ile global diizgiin asimptotik kararlilik birbirine denktir.

Bir onceki boliimdekine benzer sekilde, yukaridaki tartigmalarin tamami 6zel bir H :=
{h }ren secimi icin diizensiz 6rneklemeli (3.3)) sistemi igin de gegerlidir. Ancak, tiim
olast H segimleri icin sistemin kararlilig1 istenebilir. Bu nedenle, keyfi 6rnekleme

altinda asimptotik kararlilik kavrami tanimlanmaktadir.

Tamm 3.7 (Keyfi Ornekleme Altinda Asimptotik Kararlilik). Verilen bir H :=
[Mmins max] ve tim H := {hi }renw € HY 6rnekleme araligi dizileri icin elde edilen (3.3))
formundaki sistemlerin tamami asimptotik kararliysa, (3.3)) sistemi keyfi ornekleme

altinda global diizgiin asimptotik kararlidir denir.
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3.1.3 Ustel kararhhk

Asimptotik kararlilik coziimlerin yeterince biiyiik zaman sonra denge noktasina
yaklasacagin1 garantilese de bu yaklasimin nasil bir hizda olacagi hakkinda bir
sinirlamada bulunmaz. Coziimlerin iistel olarak azalan bir zarf i¢inde kalarak denge

noktasina yaklagtigin1 gostermek icin iistel kararlilik tanimi verilmektedir.

Literatiirde [40]] gibi bazi ornekler disinda genelde sadece diizgiin iistel kararlilik
tanimlar1 verilmektedir. Bu calismada da sadece diizgiin iistel kararlilik iizerinde

durulacaktir.

Tamim 3.8 (Diizgiin Ustel Kararlilik [39, Tanim 5.3]). Zamanla degisen dogrusal
olmayan (3.1)) sisteminin O denge noktasi, tiim r € N baglangi¢ zamani ve tim |x,| < 8

kosulunu saglayan basglangi¢ durumlari i¢in
el < ¥ x|, Ve > r (3.15)

kosulunu saglayan 8,y > 0 ve 0 < A < 1 sayilar varsa diizgiin iistel kararlidir denir.
Eger, (3.15) kosulu tiim x, € R” i¢in saglaniyorsa O denge noktas1 global diizgiin iistel

kararlidir denir.

Ustel kararlilik tanimi, zamanla degisen dogrusal sistemler igin de aymi sekilde
verilmektedir.  Ancak, dier kararlilik tamimlarina benzer sekilde, bu sistemler
icin globallik dogal olarak gelmektedir. Bu durum, gecis matrisi lizerinden iistel
kararlilik kosulu veren asagidaki teoremin bir sonucu olarak kolayca goriilebilmektedir.
Bu nedenle "0 denge noktasimin kararlilig1" yerine "sistemin kararlilig1" kavrami

tanimlanmadan kullanilmistir.

Teorem 3.6 ([17, Teorem 22.7]). Zamanla degisen dogrusal (3.2) sisteminin diizgiin

iistel kararli olmast icin gerek ve yeter kosul, tiim k,r € N icin
1Dk, )l < yA“", Yk =7 (3.16)

esitsizligini saglayan sonlu y > 0ve 0 < A < 1 sayilarinin olmasidir.

Kanit. (<) (3.16) esitsizligini saglayan sonlu y > 0 ve 0 < A < 1 sayilar1 var olsun.
Keyfir € N ve x, € R" i¢in

el < 1Dk, Pl | < y A% x|, Yk = r
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elde edilir. Demek ki, herhangi bir § > 0 secimi ile sistemin iistel kararli oldugu

gosterilmis olur.

(=) Sistem diizgiin iistel kararli olsun. Keyfi bir k,r € N, k > r icin %,
|D(k, r)%, | = |k, )|l [%,] ve |X|=pB/2

olacak sekilde secilsin. Indiiklenmis matris normu icin boyle bir secim her zaman

yapilabilir. O halde tanim geregi,
il = 1@k, )% | = [@(k. N 1] <y 715 = (@Kl <y

elde edilir. Her £ icin bu esitsizlik gecerli oldugundan kanit tamamlanmis olur. O

Yukaridaki kanitin ilk kisminda baslangi¢c durumlari keyfi secilebildigi icin sistemin

global diizgiin tistel kararli oldugu da gosterilmistir.

Ustel kararl bir sistemin ayn1 zamanda asimptotik kararli olacagina sezgisel olarak ikna
olunabilir. Benzer sekilde asimptotik kararli bir sistemin, {istel kararli olamayabilecegi
diisiiniilebilir. Nitekim, Ornekde verilen sistem asimptotik kararli olmasina ragmen
tistel kararli degildir. Clinkii; eger sistem listel kararli olsaydi, r = 1 i¢in

1
<y Vk>r o —<kA¥! Vk>r
Y

| =

esitsizligini saglayan y > 0 ve 0 < A1 < 1 olmas1 gerekirdi. Ancak, esitsizligin sag

taraf1 k biiylidiikge sifira yaklastigindan, esitsizligi saglayan sonlu bir y yoktur.

Ne var ki, zamanla degisen dogrusal sistemler i¢in asimptotik kararlilik eger diizgiinse,

tistel kararliliga denktir. Bu ilgin¢ sonug¢ asagidaki teorem ile kanitlanabilir.

Teorem 3.7 ([[17, Teorem 22.14]). Zamanla degisen dogrusal (3.2) sisteminin global
diizgiin iistel kararli olmast icin gerek ve yeter kosul sistemin global diizgiin asimptotik

kararli olmasidr.

Kanit. (=) (3.2) sistemi global diizgiin iistel kararli olsun. O halde, her r € N ve her
xr € R" igin
Ixel < yAX7 x|, Vk>r

kosulunu saglayany > Ove0 < A < 1 sayilar1 vardir. Bunun sonucu olarak |xg| < 7y |x,|

elde edilir ve Tanim kosulu saglanmus olur. Verilenbir @ > 0igin A8(® < a/y
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olacak sekilde bir R(a) € N secilebilir. 0 < A < 1 oldugundan bdyle bir secim her

zaman vardir. O halde
el < ¥ x| < ¥ AR @ x| < @l |, Yk 27 +R(e)

esitsizligi ile Tanim [3.6}iiH(b) kosulu da saglanmus olur.

(&) (3.2) sistemi global diizgiin asimptotik kararli olsun. Tanim geregi, sistem ayni
zamanda Lyapunov anlaminda diizgiin kararlidir. O halde, Teorem geregi tiim
k,r € Nicin

|k, r)|| <y, Vk>r (3.17)

kosulunu saglayan sonlu bir y > 0 vardir. @ := 1/2 secilsin. O halde, her r € N ve her
xr € R" igin
1
lxk| < Elxrl, Vk >r+R

esitsizligini saglayan bir R € N vardir. Keyfi bir € N i¢in
|O(r+ R, r)X,| =||P(r+R, 1) |%] ve |X]=1

olacak sekilde %, € R" baslangic durumu segilsin. Indiiklenmis matris normu icin

boyle bir se¢im her zaman yapilabilir. O halde,

1
|xrirl = 1@(r + R, r)%| = |O(r + R, r)|| < 5 (3.18)

elde edilir. ’nin se¢imi keyfi oldugundan yukaridaki esitsizlik tim r € Nigin gecerlidir.

(3.17) ve (B.18) esitsizliklerindeki tist sinirlar kullanilarak

&k, )<y, k=r,....,r+R-1

Pk, r)|| < ||k, r+R)|| ||P(r+R,7)
s%, k=r+R.. . .r+2R—1
|®(k,r)|| < ||@(k,r +2R)|[[|P(r + 2R, r + R)|| ||D(r + R, 7)]|
<X k=r+2R.... . r+3R-1
22

esitsizlikleri elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde her r, g € N icin
||<I>(k,r)||§2y:q, k=r+qR,...,r+(g+1)R-1 (3.19)

elde edilir. O halde y := 2y ve A := (1/2)'/R secimleriyle

Dk, r)| < zzq =y (1/2)4* = yA DR < 2k k=4 gR,....r+(g+ )R -1
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik tiim r, g € N i¢in gecerli oldugundan Teorem

geregi kanit tamamlanmus olur. O

Yukaridaki kanit ile asimptotik kararliligin diizgiin olmasinin 6nemi ortaya ¢ikmaktadir.
Ciinkii, eger asimptotik kararlilik diizgiin olmasayd: kanitta kullanilan R, r’den

bagimsiz olarak se¢ilemeyeceginden (3.18) esitsizligine ulagilamazdi.

Yukaridaki tartigmalarin tamami 6zel bir H := {hi}ren secimi icin diizensiz
orneklemeli (3.3) sistemi icin de gecerlidir. Tiim olas1 H secimleri i¢in sistemin
tistel kararli olmasi istenebilir. Bu nedenle, keyfi 6rnekleme altinda iistel kararlilik

kavrami tanimlanmaktadir.

Tamm 3.9 (Keyfi Ornekleme Altinda Ustel Kararlilik). Verilen bir H := [Amin, Amax]
ve tim H := {hy }ren € HY 6rnekleme araligi dizileri igin elde edilen (3.3]) formundaki
sistemlerin tamami diizgiin istel kararliysa, (3.3) sistemi keyfi 6rnekleme altinda global

diizgtin iistel kararlidir denir.

3.1.4 Sonucglar

Literatiirde bircok kaynakta verilmis olan kararlilik tanimlar1 bu boliimde 6zetlenmis
ve 0zel durumlar i¢in bu tanimlarin denklikleri verilmistir. Bu tanimlar haricinde ele
alinan probleme uygun olan daha bir¢ok farkli kararlilik tanimu literatiirde verilmektedir

[41].

Bu calisma kapsaminda, zamanla degisen dogrusal sistemlerin 6zel bir hali olan
diizensiz Orneklemeli sistemler ile ilgilenilmektedir. Bu nedenle, ¢alismanin geri
kalaninda diizensiz 6rneklemeli dogrusal sistemler i¢in sistemin kararliligr kavrama,
sistemin keyfi ornekleme altinda global diizgiin iistel kararli oldugunu ifade edecektir.
Benzer sekilde calismanin geri kalaninda zamanla degisen dogrusal sistemler i¢in
sistemin kararliligi kavramu, sistemin global diizgiin iistel kararli oldugunu ifade

edecektir.

3.2 Kararhhik Kosullar

Bu boliimde zamanla degisen dogrusal sistemler ve diizensiz 6rneklemeli dogrusal

sistemler icin kararlilik kogullarindan bazilar1 6zetlenecektir. Yani, bir » € N baglangi¢
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zamani i¢in, F € R™",Vk € N bir matris dizisi olmak iizere
Xie1 = Foxy, Yk>r (3.20)

seklinde verilmis olan sistemler ile Apax > Amin > 0, H := [Amin, Aimax] ve F : H —

R™" matris degerli piiriizsiiz (smooth) bir fonksiyon olmak iizere
Xie1 = F(h)xg, Yk >r (3.21)

seklinde verilmis olan sistemler i¢in hem gerek ve yeter, hem de sadece yeter kararlilik

kosullar1 verilecektir.

Zamanla degismeyen dogrusal sistemler i¢in sistem matrisinin 0zdegerlerinin birim
cember icinde olmasi, kararlilik i¢in gerek ve yeter bir kosuldur. Literatiirde iyi bilinen

bu kosul, asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.8 ([17, Teorem 22.11]). F € R™" olmak iizere F), := F,Vk € N sabit matris
dizisi ele alinsin. O halde (3.20) sisteminin kararli olmasimin gerek ve yeter kosulu,
F matrisinin tiim o6zdegerlerinin birim cember icinde olmasidir, yani ; € A(F),i =
1,2,...,nicin |A;| < 1 olmasidir. Bagka bir deyisle F matrisinin spektral yaricapt

1'den kiiciik olmalidir, yani p(F) := max; |4;| < 1 olmalidir.

Ancak, zamanla degisen dogrusal sistemler ve diizensiz orneklemeli sistemler icin bu
kosul yeterli degildir. Bu durumu gosteren bazi ilging drnekler [5,19/34]] calismalarinda

bulunabilir.

3.2.1 Gerek ve yeter kararhlik kosullar:

Bu béliimde (3.20) ve (3.21)) sistemlerinin kararlilig1 i¢in baz1 gerek ve yeter kosullar
verilecektir. Literatiirde klasik olarak verilen gerek ve yeter kosullar durum gegis
matrisinin normu ve Lyapunov fonksiyonu iizerinden verilmektedir [17,31]. Bu

calismada da bu kosullar kanitlar ile verilecektir.

Yukarida bahsedilen klasik kosullarin haricinde ayrik dogrusal parametre ile degisen
(linear parameter-varying, LPV) sistem yaklasimi ile gelistirilmis daha bir¢cok gerek
ve yeter kararlilik kosulu literatiirde mevcuttur [S]]. Bu kosullarin hepsindeki ana fikir,
ornekleme zamaninin bir fonksiyonu olan sistem matrislerinin kiimesini i¢eren, sonlu

sayida matrisin digbiikey Ortiisiiniin (convex hull) kararliligin1 incelemektir [42]].
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Dogrusal fark kapsamasinin (linear difference inclusion, LDI) kararlilik problemi olarak
da bilinen bu problemin ¢6ziimii i¢in bir¢cok gerek ve yeter kosul gelistirilmigtir. Bu
kosullardan birisi matrislerin tiim olas1 sonsuz ¢arpimlarinin 6zdegerlerini inceleyen
birlesik spektral yaricap (joint spectral radius) kosuludur [43]]. Ayrica bu probleme 6zel
gelistirilmis olan yari-karesel (quasi-quadratic) [42]], parametre bagimli (parameter
dependent) [44], yol bagimli (path dependent) [35] ve birlesik karesel (composite
quadratic) [45]] Lyapunov fonksiyonu kosullari da mevcuttur. Daha detayh bilgi icin

[46] ve [47] gibi kaynaklar incelenebilir.

Durum geg¢is matrisinin normunu kullanan kosullardan biri Teorem [3.6]ile verilmisti.

Biitiinliik olugturmasi agisindan ayni teorem burada da kanitsiz bicimde verilecektir.

Teorem 3.9 ([[17, Teorem 22.7]). Zamanla degisen dogrusal (3.20) sisteminin (diizgiin

listel) kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul, tiim k,r € N icin
|®(k,r)|| < yA*", Vk>r (3.22)

esitsizligini saglayan sonluy > 0 ve 0 < A < 1 sayilarinin olmasidir.

Zamanla degisen dogrusal sistemler icin Lyapunov esitsizligi kullanan gerek ve yeter

bir kosul asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.10 ([17, Teorem 23.3]). Zamanla degisen dogrusal (3.20)) sisteminin (diizgiin

iistel) kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul, tiim k € N icin

nl < Py < pl (3.23)

Fl Py Fy — Py < —vI (3.24)

matris egitsizliklerini saglayan {Py}ren simetrik n X n matris dizisi ve sonlu sabit

n, p,v > 0 sayilarimin var olmasudir.

Kanit. (<) Yukanidaki esitsizlikleri saglayan {Py }xenw ve 17, o, v > 0 var olsun. Keyfi

bir baglangi¢ zamani r € N segcilsin. (3.24)) matris esitsizligi geregi her x; € R" i¢in

szkTPkHFkxk —ngkxk < —vxzxk, Vk >r

T T 2
X1 PrtXisr —x Prxe < =vixe|”, Vk>r
esitsizligi saglanmalidir. (3.23)) esitsizligi kullanilarak
ngkxk < pxzxk, Yk >r
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1
- |)Ck|2 < ——X%kak, Vk > r
0
elde edilir. Bu iki esitsizlik birlestirilirse,
v
x£+1Pk+1xk+1 —szkxk < _Exzkak’ Vk >r
v
xz+1Pk+1Xk+1 < (1 - —)szkxk, Yk >r (3.25)
Jol

elde edilir. Her durumda FkT Pi+1Fr > 0 oldugundan (3.23) ve (3.24) kullanilarak
p > v esitsizligi goriilebilir. Demek ki
0<l-+<1
0
olur. O halde A% := 1 — v/p segimi ile (3.25) tekrar tekrar kullanilarak

xikak < /lz(k_r)erPrxr, Vk >r
elde edilir. Tekrar (3.23) esitsizligi kullanilarak
nhul? < p? T P Ve 2y

elde edilir. Her iki tarafin kare kokii alinirsa, y := 4/p/n se¢imi ile Tanim E geregi

sistemin kararli oldugu gosterilmis olur.

(=) Sistem diizgiin iistel kararli olsun. O halde, Teorem [3.9] geregi tiim s, k € N i¢in
(s, DI < ya*™, Vs >k

esitsizligini saglayan sonlu y > 0 ve 0 < A < 1 sayilari vardir.
Py = Z o7 (s, k)®(s, k) (3.26)
s=k

seklinde tanimlanan matris dizisinin (3.23) ve (3.24) esitsizliklerini sagladig:
gosterilerek kanit tamamlanacaktir. Tim k& € N i¢in Pi’nin simetrik oldugu aciktir.

A% < 1 oldugundan, tiim k € N icin

[o¢] [o¢] [o¢] 2
Pl < (s, k)|? < 222(-k) 22 - _ Y
[Pl ék 1©(s, k)l éky §=07 —z

esitsizligi elde edilir. O halde, Py iyi tanimlidir, yani sonsuz toplam yakinsaktir. Ayrica

p :=7v?/(1 — A?) seklinde segilebilir. Ek olarak,

Py =1+ Z o7 (s, k)D(s, k)
s=k+1
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seklinde yazilabileceginden tiim £ € N icin Py > [ oldugu aciktir. O halde, =1
segilebilir. Son olarak, Teorem ile verilen 6zellik kullanilarak

(o]

Z FIo" (s, k + 1)®(s, k + 1) Fy
s=k+1

Z @7 (s, k)D(s, k)

s=k+1
— P -1

F{ Prs1Fy

esitligi kullanilarak
FlPisFy = Py =~1

elde edilir. O halde, v := 1 se¢imi ile kanit tamamlanmis olur. O

Yukaridaki teoremde (3.23) ve (3.24) seklinde verilmis olan Lyapunov esitsizlikleri,
zamanla degisen sistemler icin bu forma gelmektedir. Bu form, sistem ¢oziimlerinin
"diizglin" bir bicimde denge noktasim1 varmasini garantilemektedir. Bu duruma bir

ornek, bir sonraki teoremden sonra verilecektir.

Zamanla degisen benzerlik doniisiimii kullanilarak yukaridaki teoreme denk bir kosul

asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.11. Zamanla degisen dogrusal (3.20)) sisteminin (diizgiin iistel) kararli olmast

icin gerek ve yeter kosul, tiim k € N icin

ITll < ve |[T7Y < B (3.27)

Tkt F T | < & (3.28)

esitsizliklerini saglayan {Ty }ren tersinir n X n matris dizisi, sabit sonlu a, > 0 ve

sabit k < 1 sayilarimin var olmasidir.

Kamnit. Verilen esitsizliklerin Teorem [3.10[da verilen (3.23)) ve (3.24) esitsizliklerine

denk oldugunu gostermek kanit i¢in yeterlidir.

(=) (3:27) ve (3.28)) esitsizliklerini saglayan T} matrisleri ve a, B, k sayilari var olsun.
Py = TkT Ty, secilsin. Acikca goriilebilecegi gibi Py matrisleri tiim k£ € N i¢in simetrik

ve pozitif tammmhidir. (3.27) esitsizligi ile
T 1
T[T <ol ve T'T' < g1 = ﬁl < TI'Ty
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elde edilir. Bu iki esitsizlik birlestirildiginde
1 2
EI < Pk <a’l

elde edilir. O halde i := 1/? ve p := @ tamimlar ile (3.23) saglamir. Benzer sekilde
(3.28) esitsizligi ile
T TFITE Ten Fi Tt < 21
FIT!, \Ten1 Fe < T Ty
FZPk+1Fk < K2Pk

FIPyuiFr — Py < (K2 = 1) Py
1 — 2

52

elde edilir. k> < 1 oldugundan v := (1 — «?)/8? > 0 se¢imi ile kanit tamamlanr.

Fl P Fy — Py < -

1

(&) (3:23) ve (3.24) esitsizliklerini saglayan Py matrisleri ve i, p, v > 0 sayilar1 var
olsun. Her k € N icin Py simetrik pozitif tanimli oldugu i¢in Py = TkT T} esitligini
saglayan ve tersi olan 7T} matrisleri bulunabilir. O halde, yukaridakine benzer bicimde

1
T T <pl ve T'T] < =1
1

oldugundan a := +/p, B := +/1/n tanimlari ile (3.27) elde edilir.

Ayrica, (3.23) kullanilarak —(1/p) Py > —1I oldugu kolayca goriilebilir. O halde,
Fl Py Fy — Py < —vI
T v
Fk Py Fy — P, < ——Py,
Jol
v
FlT! \Tiw1 Fy < (1 - ;) T Ty

elde edilir. Teorem [3.I0[un kanitinda da gosterildigi gibi p > v esitsizligi agiktir.

Demek ki0 < 1 —v/p < 1 olur. O halde, x := /1 —v/p < 1 se¢imi ile
T TFITE Ten Fi Tt < 21
e met < o
elde edilir. Bu da kanit1 tamamlar. m|
Yukaridaki teoremlerde verilen (3.23) ve (3.27)) kosullar1 yerine tiim k£ € N i¢in 0 < Py

yada ||Tk‘ ! || < oo kosullarinin yeterli olacag diisiintilebilir. Ancak, asagidaki 6rnekten

anlasilacag: gibi, bu kosullar yeterli degildir.
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Ornek 3.3. Skaler x;,; = x; sistemi ele alinsin. Ty := e~ % secilsin. O halde, tiim

k € Nigin Py = e7 2 > 0 ve ||Tk‘1|| = ek < oo gecerlidir. Ayrica,

Tk+1FkT_1 =|le=**Dekll = el =k < 1
I kll

oldugundan (3.28)) saglanir. Ancak, agikca goriildiigii gibi sistem (iistel) kararli degildir.

Benzer sekilde yukaridaki teoremlerde verilen (3.24) ve (3.28) kosullar1 yerine tiim
k € N i¢in FkTPk+1Fk — P < 0 ya da esdeger olarak ||Tk+1Fka_1|| < 1 kosullariin
yeterli olacag diisiiniilebilir. Ancak, asagidaki ornekten anlasilacagi gibi, bu kosullar

yeterli degildir.

Ornek 3.4. Ornek[3.2Fde de verilen

k

k+1 "

Xk+1 =

skaler sistemi ele alinsin. Ty := 1 secilsin. O halde (3.27) kosulu saglanir. Ayrica, tim
k € N igin ||Tk+1Fka‘ 1|| =k/(k+1) < 1olur. Ancak, Ornek de gosterildigi gibi

sistem (diizglin asimptotik) kararli degildir.

3.2.2 Yeter kararhlik kosullar:

Bircok gerek ve yeter kararlilik kosulu var olsa da, pratikte bu kosullar1 saglayan
matrislerin bulunmasi olduk¢a zordur [19)35/36]. Bu nedenle pratikte uygulanabilir
bircok yeter kosul literatiirde verilmistir [5,22]]. Bu yontemler en genel halde siirekli

zaman ve ayrik zaman yontemleri olarak ikiye ayrilabilir [[6].

Siirekli zaman yontemlerine Ornek olarak giris gecikmesi (input delay) yontemi
[48149050051,52]], kiiciik kazan¢ (small gain) yOontemi [53)54], diirtiisel sistem
(impulsive system) yontemi [23)55] ve dongiilii fonksiyonel (looped functional)
yontemi [56,57,5859]] verilebilir. Bu yontemlerin ¢ogunda sistemin siirekli modeli
icin 0zel formda verilmis Lyapunov fonksiyonlar: kullanilarak kararliligin saglandigi

gosterilmektedir.

Sistemin ayrik zaman modelini kullanan kararlilik kosullari icin ortak karesel Lyapunov
fonksiyonundan tiiretilen yontemler siklikla kullanilmaktadir [[6]. Bunlara ornek
olarak 1zgaralama (gridding) yontemi [28.60], dayanikli kontrol (robust control)

yontemi [27,61]] ve integral karesel kisit (integral quadratic constraint) yontemi [62,63]]
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verilebilir. Ayrica, sistem matrislerini ortak bir benzerlik doniisiimii ile iist iiggen hale

getiren yontemler de mevcuttur [[64]].

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde verilen gerek ve yeter kosullar gevsetilerek kararlilik
icin baz1 yeter kosullar verilecektir. Bu kosullardan biri iyi bilinen ortak karesel
Lyapunov fonksiyonunun varligi kosuludur. Bir digeri ise buna esdeger olarak bu

calismada gelistirilen ortak benzerlik doniistimii kosuludur.

Teorem [3.10] ve Teorem [3.11}de verilen gerek ve yeter kosullardaki matrisleri sabit
secerek zamanla degisen dogrusal (3.20)) sistemi i¢in yeter kararlilik kosullar1 asagidaki

iki teoremle verilebilir.
Teorem 3.12. Eger tiim k € N icin
FlPF, - P < -vI

esitsizligini saglayan bir simetrik, pozitif tamimli P € R™" matrisi ve sonlu bir v > 0

varsa, (3.20) sistemi (diizgiin iistel) kararlidir.

Kanit. Teorem da Py := P segilsin. P = PT > 0 sabit oldugu icin (3.23)) kosulu
halihazirda saglanir. (3.24) kosulu da bu teoremin kosulu ile ayni olacagindan kanit

tamamlanmis olur. O
Teorem 3.13. Eger tiim k € N icin
|TFT™!|| < &

esitsizligini saglayan bir tersi olan T € R™" matrisi ve bir k < 1 sayist varsa, (3.20)

sistemi (diizgtin iistel) kararlidir.

Kanit. Teorem [3.11[de T} := T secilsin. T sabit ve tersinir oldugu i¢in (3.27) kosulu
halihazirda saglanir. (3.28) kosulu da bu teoremin kosulu ile ayni olacagindan kanit

tamamlanmus olur. m|

Ayni yeter kosullar diizensiz Orneklemeli dogrusal sistemler icin biraz daha
gevsetilebilir.  Diizensiz 6rneklemeli dogrusal (3.21)) sistemi igin yeter kararlilik

kosullar1 asagidaki iki teoremle verilebilir.

40



Teorem 3.14. Eger tiim h € H := [ hpin, hmax] icin
|ITF(m)T!|| <1

esitsizligini saglayan bir tersi olan T € R™" matrisi varsa, (3.21)) sistemi (diizensiz

ornekleme altinda diizgiin iistel) kararlidur.

Kanit. Yukarida verilen ||TF (h)T_IH : H —» RO fonksiyonu [/min, fmax] kapali
araliginda siireklidir [65, Bolim 4.2]. O halde, U¢ Deger Teoremi’'ne gore bu

fonksiyonun bir maksimumu vardir [66, Boliim 4, Teorem 1]. Bu maksimum deger
= TF(hW)T™!
x=max [TF(MT|

seklinde tanimlansin. Demek ki « < 1 olmalidir. Keyfi bir 6rnekleme aralig1 dizisi
H = {hy}ren € HY secilsin. Bu segim igin Fy := F(hy) tanimi yapilarak tiim k € N
icin

ITFRT| <k <1
esitsizligi saglanir. O halde, H se¢imi igin sistem kararlidir. Ancak bu se¢im keyfi

oldugundan tiim ornekleme aralik dizileri i¢in de kararlilik saglanir. O halde Teorem

[3.13| geregi (3.21)) sistemi kararlidur. mi

Teorem [3.14] kullanilarak literatiirde iyi bilinen ortak karesel Lyapunov fonksiyonu

kosulunun bir bagka kanit1 da bu calismada asagidaki gibi tiiretilmistir.

Teorem 3.15 (Ortak Karesel Lyapunov Fonksiyonu [6, Teorem 8]). Eger tiim h € H :=

[hmin’ hmax] l?in
F(WTPF(h)-P <0

esitsizligini saglayan bir simetrik, pozitif tammli P € R™" matrisi varsa, (3.21)) sistemi

(diizensiz ornekleme altinda diizgiin tistel) kararlidrr.

Kamit. Verilen esitsizligi saglayan P = PT > 0 var olsun. O halde, P = T'T olan

tersinir bir 7 € R™" vardir. Demek ki tiim 4 € H i¢in

F(WTPF(h) -P <0
F(WI'T'TF(h) -TTT <0

TTEFWTTITF(WT' -1<0
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ITF(mT|* < 1
elde edilir. Teorem [3.14]kullanilarak kanit tamamlanmuis olur. O

Dikkat edilecek olursa Teorem [3.14] ve Teorem [3.15] birbirine denktir. Yani birisi igin
bulunan matris P = T7T esitligi ile digerinde de kullanilabilir. Bu calisma kapsaminda
Teorem [3.14] ile verilen kosulu saglayan benzerlik doniisiim matrisi 7°nin bulunmasi

tizerinde durulacaktir.

Daha sonraki boliimlerde 7" nin bulunmasi i¢in gelistirilen yontemler P’nin bulunmasi
icin de dogrudan kullanilabilir. Bilindigi kadariyla ortak karesel Lyapunov

fonksiyonunun bulunmasi icin bu sekilde bir yaklagim literatiirde bulunmamaktadir.
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4. ERISILEBILIRLIK VE GOZLENEBILIRLIK

Bir sistemin erigilebilir olmas1 sezgisel olarak sistem durumlarinin, sistem girisleri
tarafindan etkilenebilecegi anlamina gelmektedir. Benzer sekilde bir sistemin
gozlenebilir olmasi sezgisel olarak sistem durumlarinin, sistem ¢ikislarin etkiledigi

anlamina gelmektedir [|17].

Dogrusal siirekli sistemler i¢in erisilebilirlik (reachability) ve gozlenebilirlik
(observability) kavramlari ile ilgili sonuglar literatiirde iyi bilinmektedir [[17,31,33].
Ayrik zamanli dogrusal sistemler icin eger sistem matrislerinden bazilarinin tersi
yoksa orijine erisilebilirlik ve gecmis cikiglar ile gozlenebilirlik kavramlar: farklilik
gostermektedir [[67]]. Bu kavramlar literatiirde sirasiyla kontrol edilebilirlik

(controllability) ve insa edilebilirlik (constructability) olarak bilinmektedir [68)]].

Dogrusal zamanla degismeyen siirekli ve ayrik zaman sistemler i¢in erisilebilirlik
(kontrol edilebilirlik) ve gozlenebilirlik (insa edilebilirlik) kavramlar: birbirlerinin
dualidir [69]. Yani bir kavram ile ilgili verilen sonuglar diger kavram icin de
kullanilabilmektedir. Bu dualite, dogrusal zamanla degisen siirekli sistemler icin de
kolaylikla gosterilebilmektedir [33, Teorem 5-10]. Ancak, dogrusal zamanla degisen
ayrik sistemler i¢in dual sistemin nasil olusturulacag: acik degildir [70]]. Literatiire
Ozgiin bir katki olarak bu sistemler i¢in dual sistem olusturmaya yonelik iki farkli

yontem [71]]’deki caligmamizda verilmistir.

Erisilebilir olan dogrusal zamanla degismeyen bir sistemin kapali ¢cevrim 6zdegerleri
uygun bir durum geri beslemesi kazanci kullanilarak istenen yerlere atanabilmektedir
[33, Teorem 7-7]. Benzer sekilde, erisilebilir olan dogrusal zamanla degisen sistemler
icin sistem durumlarinin azalma hizin1 (decay rate) istenen degere getiren durum geri
beslemesi kontrolorii bulunabilmektedir [17, Teorem 28.8]. Ayrica, erisilebilirligin
diizgiin (uniform) olmasi varsayimi altinda sistem Lyapunov iisleri (exponent) keyfi

bicimde atanabilmektedir [72,73,74].
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Sistemin erigilebilir olmas1 durumunda 6zdegerlerin, azalma hizinin ya da Lyapunov
tislerinin uygun se¢imi ile kararliligin saglanabilecegi kolayca goriilmektedir. Dogrusal
zamanla degismeyen sistemler icin atanamayan oOzdegerler kararliysa, sistemin
kararliligin1 saglayan bir durum geri besleme kazanci bulmak hala miimkiin olmaktadir
[33]. Bu fikre paralel olarak zamanla degisen sistemlerin kararli kilinabilirligi de

literatiirde incelenmistir [[72/75,76].

Birinci ve ikinci alt bolimlerde F, € R™", G, € R™™, H, € RP*" J, € RP*™,

Vk € N olmak tizere

Xi+1 = Fixp + Grug
4.1)
Vi = Hyxp + Jrug

biciminde verilmis olan sistemlerin sirasiyla erisilebilirlik ve gdzlenebilirlik 6zellikleri
ile ilgili temel bilgiler verilecektir. ~ Uciincii alt boliimde ise erisilebilirlik ve
gozlenebilirlik kavramlarinin dualitesi lizerinde durulacaktir. Dordiincti alt boliimde
dogrusal zamanla degismeyen stirekli sistemlerin kararli kilinabilirligi ile ilgili temel
bilgiler ozetlenecektir. Besinci alt boliimde ise, A € R B € R™™ C € RP*" ve

D € RP*™ olmak lizere
Xx(t) = Ax(t) + Bu(r)
4.2)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
biciminde verilen siirekli ve zamanla degismeyen sistemlerin diizensiz Ornekleme

altindaki ayrik modeli olan
h
F(h) := e, T(h) = / eATdr ve G(h) :=T(h)B (4.3)
0

olmak iizere
Xt = F(hi)xie + G (hi)u
4.4)
Vi = Cxg + Duy
bicimindeki sistemlerin erisilebilirlik ve gozlenebilirlik 6zelliklerinin hangi kosullar
altinda korundugu incelenecektir. Son olarak diizensiz Orneklemeli sistemler icin

literatiirde olan tanimlardan farkli bir atanabilirlik kavrami bu calisma kapsaminda

tanitilacak ve tek girisi olan bir sistemin atanabilir olmast i¢in yeter bir kosul verilecektir.

Tezin bu boltimiindeki 6zgiin katkilar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

* Dogrusal zamanla degisen ayrik sistemler i¢in sistem matrislerinin tersi olmasa da
gecerli olan, erisilebilirlik (kontrol edilebilirlik) ve gozlenebilirlik (insa edilebilirlik)

dualitesine sahip bir sistem olusturulmustur (Teorem [4.7).
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 Sistem matrislerinin tersi oldugu durumda daha basit hale doniisen bir dual sistem

olusturulmustur (Teorem [4.8]).

* Diizensiz orneklemeli sistemler icin yeni bir atanabilirlik kavrami tamtilmig (Tanim
4.7) ve bir girise sahip sistemin atanabilir olmas1 icin yeter kosul verilmistir
(Teorem [A.T1). Burada verilen kavramlar Boliim [5.1.3]te kararli kilan kontroloriin

bulunmasinda kullanilmistir.

Bu boliimdeki 6zgiin katkilarin ¢iktilar1 asagidaki uluslararasi hakemli konferansta

yayinlanmis ve sozlii olarak bildirilmistir:

* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2014). Controllability, Observability and Eigenvalue
Assignment on Isolated Time Scales, 19th IFAC World Congress, Cape Town,
s.3815-3820.

4.1 Erisilebilirlik ve Kontrol Edilebilirlik

Zamanla degisen sistemler igin girig isaretinin durumlara olan etkisi de zamanla
degisebilir. Bu nedenle zamanla degismeyen sistemlerin aksine, ancak belli bir zaman

araliginda erisilebilirlik ve kontrol edilebilirlik kavramlarindan bahsedilebilir.

Tamm 4.1 (Erisilebilirlik [[17, Tanim 25.1]). Verilen r, f € N, f > r i¢in durumlari
keyfi bir x, € R” baslangi¢ durumundan keyfi bir x; € R" durumuna getiren {u k}{;rl

giris isaret dizisi bulunabiliyorsa (@.1) sistemi [r, f] araliginda erisilebilirdir denir.

Teorem 4.1 ([17, Teorem 25.3]). @.1) sisteminin [r, f] arahginda erisilebilir

olmasinin gerek ve yeter kosulu erisilebilirlik matrisi olarak tanimlanan
R(f,r):=[®(f,r+1)G, ®(f,r+2)Gr1 ... Gyp_i| eR™>™ 4.5)
matrisi icin Im R(f,r) = R" ya da esdeger olarak rank R( f,r) = n olmasidr.

Kanit. Teorem [2.3| geregi (4.1) sisteminin ¢oziimii bir x, € R" ve k = f > r i¢in

f-1
xXp = O(f,r)x, + Z O(f,i+1)Gu;
i=r
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seklindedir. Bu ¢Oziim ayn1 zamanda

Uy
Ur+1
xp=®(f,r)x, = [@(f,r+ DG, ®(f,r+2)Gra1 ... Gyl
Ur—1
bi¢iminde yazilabilir. O halde u” := [uf e u;_l] olmak iizere keyfi x; ve X, i¢in

Xp=@(f,r)x, =R(f,r)u

esitligini ¢ozen u vektoriiniin bulunmasi gerekmektedir. Bu u vektoriinii bulmanin

gerek ve yeter kosulu Im R( f, r) = R" olmasi oldugundan kanit tamamlanmig olur. O
Yukaridaki kanittan goriilebilecegi gibi x, = 0 se¢imi genelligi bozmaz. Bu nedenle
bazi kaynaklarda x, = 0 igin tanim verilmektedir.

Zamanla degismeyen ayrik bir sistem erisilebilir ise Cayley-Hamilton Teoremi geregi
en fazla n adim sonra istenilen duruma erisilebilir. Bu durumda erisilebilirlik » ve f
secimlerinden bagimsiz olur. Yani, Fy = F, Gy = G, Vk € N oldugunda erisilebilirlik

matrisi daha bilindik
R:=R(r+nr)=[F"'G F"™2G ... FG G|

haline doniisiir.

Zamanla degismeyen siirekli bir sistem icin de erisilebilirlik tanimi birebir ayn1 bi¢imde

yapilabilir. Hatta (4.2)) sistemi i¢in erisilebilirlik matrisi
R:=[A"'B A"?B ... AB B|

seklinde olup Teorem [.1] gecerlidir 31} Teorem 11.3.5].

Sistemin erisilebilirligi i¢in bir bagka gerek ve yeter kosul erisilebilirlik Gramian matrisi

tizerinden asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.2 ([17, Teorem 25.4]). @.1) sisteminin [r, f] araliginda erisilebilir

olmasinin gerek ve yeter kosulu erisilebilirlik Gramian matrisi olarak tanimlanan

-1
Wr(f,r) = ) @(f,i+ DGGIT (f,i+1) (4.6)
matrisinin tersinin olmasidir.
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Kanmit. (=) Wg(f,r) matrisinin tersi olsun. Genelligi kaybetmeden x, = O segilsin.

Keyfi verilen Xy € R" i¢in
up = Gro  (f k+ DWR'(f,1)Xp, k=r,r+1,...,f—1

seklinde secilirse
-1
Xp= Z O(f,i+ 1)Gu;

-1
= Z O(f,i+ 1DGGTOT (f,i+1)Wg' (f, "%/

= WR(f’r)ngl(f’ I")ff

elde edilir. x; keyfi segildiginden sistem erisilebilirdir.

(&) Sistem erisilebilir olsun. Bir ¢eligki elde etmek i¢in Wg( f, 7) matrisinin tersinin
olmadig1 varsayilsmn. Wg(f,r) simetrik oldugundan w! Wx(f,r)w = 0 yapan bir
w € R, w # 0 vektorii vardir. O halde,
0=wIWg(f,r)w
f-1
=y wld(f,i+ 1)G,GIOT (f,i+ 1w

i=r
f-1
= > |GI" (f,i+ |
elde edilir. Norm 6zelliklerinden dolay1
wl®(fi+1)G;=0, i=rr+1,...,f—1

olur. Sistem erisilebilir oldugundan, x, = 0 ve Xy = w segilirse

f-1
w = Z (I)(f,i+ 1)Gil/li

esitligini saglayan {ui}lf: _rl giris isareti dizisi vardir. O halde
f-1
lw| =wlw = Z wl®(f,i+1)Giu; =0
i=r
olmalidir. Bir ¢eligki elde edildiginden Wk ( f, r) matrisinin tersi olmalidir. |
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Erisilmek istenen son durum orijin noktasi oldugunda erisilebilirlik kosullar1 biraz daha
gevsetilebilir. Literatiirde bu durum kontrol edilebilirlik ad1 altinda yeni bir kavram

olarak verilmektedir.

Tamim 4.2 (Kontrol Edilebilirlik [77, 8d.11]). Verilen r, f € N, f > r icin durumlari
keyfi bir x, € R" baslangi¢ durumundan x s = 0 durumuna getiren {uk}{;rl giris isaret

dizisi bulunabiliyorsa (@.1)) sistemi [r, f] araliginda kontrol edilebilirdir denir.

Teorem 4.3 ([77, Teorem 8d.24]). @&.1) sisteminin [r, f| araliginda kontrol edilebilir
olmasinn gerek ve yeter kosulu Teoremd. 1|de tanimlanan erigilebilirlik matrisi R(f, r)
icin

Im®(f,r) CImR(f,r) 4.7)

olmasidrr.

Kanit. Teorem in kanitindaki tanimlar kullanilarak X = O segilsin. O halde, keyfi
bir x, € R” i¢in

—O(f,r)x, = R(f,r)u
esitligini ¢ozen u vektoriiniin bulunmasi1 gerekmektedir. Bu u vektoriinii bulmanin
gerek ve yeter kosulu Im®( f,r) C Im R(f, r) olmast oldugundan kanit tamamlanmis

olur. O

Dikkat edilecek olursa eger ©( f, r) matrisinin tersi varsa (4.7 kosulunun saglanmasi
icin ImR(f,r) = R" olmas1 gerekir. Yani, bu durumda kontrol edilebilirlik ve
erisilebilirlik esdegerdir. Bu nedenle, zamanla de8ismeyen siirekli sistemler icin bu

kavramlar siklikla birbirinin yerine kullanilmaktadir.

4.2 Gozlenebilirlik ve Insa Edilebilirlik

Zamanla degisen sistemler i¢in durumlarin ¢ikis isaretine olan etkisi de zamanla
degisebilir. Bu nedenle zamanla degismeyen sistemlerin aksine, ancak belli bir zaman

araliginda gozlenebilirlik ve insa edilebilirlik kavramlarindan bahsedilebilir.

Tanmm 4.3 (Gozlenebilirlik [[17, Tanim 25.8]). Verilen r, f € N, f > r ve keyfi bir
{ug }{;rl girig dizisii¢in, her x, € R” baglangi¢ durumu, {y; }{;rl cikis dizisi kullanilarak
tek bir bi¢cimde elde edilebiliyorsa (4.1) sistemi [r, f] araliginda gézlenebilirdir denir.
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Teorem 4.4 ([17, Teorem 25.9]). @) sisteminin [r, f] arahginda gozlenebilir
olmaswmmin gerek ve yeter kosulu gozlenebilirlik matrisi olarak tanimlanan

H,

H. 1 ®(r+1,r)

O(f,r) = RIPXn (4.8)

Hf—lq’(f— 1,r)

matrisi icin Im O (f,r) = R" ya da esdeger olarak rank O(f,r) = n olmasidir.

Kamit. Teorem [2.3] geregi bir x, € R" i¢in (@.1) sisteminin ¢6ziimii kullanilarak
k-1
Yk = Hkq)(k, r)x, + Z Hkq)(k, I+ I)Giu,- + Jpuy
i=r

elde edilir. Cikiglar k =r,r +1,..., f — 1 i¢in alt alta yazilirsa

Vr [ H,
Yr+l H ®p(r+1,r)
3 - . Xt
yr-1|  |Hr-1®r(f = 1,r)
[ J 0 o 0] w
H,1G, Jrs1 cee 0 Ur+1
_Hf_lq)(f -1, r+ 1)Gr Hf_lq)(f - l,r + 2)Gr+1 .o ¥ Jf_1 ufr—1
=M(f,r)
.y . s T . T T T ._ T T
elde edilir. Simdi y” = [y, ... ¥y, | veul :=[u; up_, | tammlarryla

y—M(f,l")M:O(f,I")Xr

esitligi elde edilir. Bu esitlikten verilen y ve u i¢in x,’yi tek bir bicimde elde edebilmenin

gerek ve yeter kosulu Im O7 (£, r) = R" oldugundan kanit tamamlanmus olur. m|

Yukaridaki kanittan goriilebilecegi gibi {uy }{;rl = Oyada{J; },f;rl = 0 secimi genelligi

bozmaz. Bu nedenle bazi kaynaklarda bu varsayim altinda tanimlar verilmektedir.

Zamanla degismeyen ayrik bir sistem gozlenebilir ise Cayley-Hamilton Teoremi geregi
en fazla n c¢ikig 6lclimiinden sonra baglangic degeri tek bir bicimde elde edilebilir. Bu
durumda gozlenebilirlik r ve f secimlerinden bagimsiz olur. Yani, Fy = F, Hy = H,
Vk € N oldugunda gozlenebilirlik matrisi daha bilindik

H
HF
0:=0(f,r) =

HF:n—l
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haline doniisiir.

Zamanla degismeyen siirekli bir sistem i¢in de gozlenebilirlik tanimi birebir ayni
bicimde yapilabilir. Hatta (4.2) sistemi igin gozlenebilirlik matrisi
C
CA
O0:=0(f,r) =
(j/{n—l
seklinde olup Teorem [4.4] gecerlidir [31), Teorem 11.4.4].

Sistemin gozlenebilirligi i¢cin bir bagka gerek ve yeter kosul gozlenebilirlik Gramian

matrisi lizerinden asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.5 ([17, Teorem 25.10]). @.1) sisteminin [r, f] araliginda gozlenebilir
olmasinin gerek ve yeter kosulu gozlenebilirlik Gramian matrisi olarak tanimlanan

/-1
Wo(f,r) = ) @ (i,r)H H®(i,r) (4.9)

i=r

matrisinin tersinin olmasidir.

Kanit. (=) Wo(f,r) matrisinin tersi olsun. Genelligi kaybetmeden {u k}]’:;rl =0 ve

J ¥ 7! = 0 varsayilabilir. Bir x, € R” icin
{Jk}i_, y ¢

v = Hy®(k,r)x,, k=r,r+1,...,f -1
elde edilir. Demek ki

O (k,r)H yi = ®" (k,r)H| Hy®(k,7)x,

f-1 -1
O (k, r)Hyx = ) @ (k, r)H] H®(k,r)x,
k=r k=r
f-1
q)T(k’ r)H]{)’k = WO(ka r)xr
k=r
f-1

Wo'(k,r) Y @ (k,r)H yi = x,
k=r
islemleri ile x,, {yk};:;rl cikig dizisi kullanilarak tek bir bigimde elde edilebilir, yani

sistem gozlenebilirdir.

(<) Sistem gozlenebilir olsun. Bir ¢eliski elde etmek icin Wy ( f, r) matrisinin tersinin

olmadig1 varsayilsin. Wy (f,r) simetrik oldugundan v/’ Wy (f,r)v = 0 yapan bir v €
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R™, v # 0 vektorii vardir. O halde,

0=vWo(f,r)v
-1
- Z Vo (k,r)H Hy®(k, r)v
k=r
-1
= " |Hg®(k,r)v]

k

7

elde edilir. Norm 6zelliklerinden dolay1
H®(k,r)v=0, k=r,r+1,...,f-1

olmalidir. O halde, bir @ € R i¢in x, = av segilirse {yk}f:;rl = 0 elde edilir. Her «
icin bu dogru oldugundan, baslangi¢c durumu tek bir bicimde elde edilemez. Bu da

gozlenebilirlik varsayimiyla gelisir. Demek ki Wy (f, r) matrisinin tersi olmalidir. O

Cikig dizisi kullanilarak elde edilmek istenen durum, baslangic durumu degil de o
andaki durum oldugunda gozlenebilirlik kosullar biraz daha gevsetilebilir. Literatiirde

bu durum insa edilebilirlik ad1 altinda yeni bir kavram olarak verilmektedir.

Tanim 4.4 (insa Edilebilirlik [77, 8d.331). Verilenr, f € N, f > r ve keyfi bir {uz}]_!
girig dizisi ve her x, € R" baglangi¢c durumu igin, x; durumu {yk}J,:;1 cikis dizisi
kullanilarak tek bir bi¢cimde elde edilebiliyorsa (@.1)) sistemi [r, f] araliginda insa

edilebilirdir denir.

Teorem 4.6 ([77, 8d.37]). (4.1) sisteminin [r, ]| araliginda insa edilebilir olmasinin
gerek ve yeter kosulu Teorem|.4|'te tammlanan gozlenebilirlik matrisi O (f,r) igin

Im®’ (f,r) CImO(f,r) (4.10)

olmasidrr.

Kanit. Verilen kosula esdeger olan
kerO(f,r) C ker®(f,r)

iligkisini gostermek kamit i¢in yeterlidir. Keyfi bir x, € R” i¢cin Teorem [{.4]iin

kanitindaki tanimlar kullanilarak

y—M(f,r)u:O(f,r)x,
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esitligi elde edilir. Bu esitlikten { yk}f:;rl ve {u k}};rl dizileri kullanilarak ancak

x,+kerO(f,r) ={x,+z|zekerO(f,r)}

kiimesindeki elemanlar bulunabilir. Yani verilen bir girig dizisi icin ¢ikis dizisine
bakarak bu kiimedeki durumlar arasinda bir ayrim yapilamaz. Teorem [.1]in

kanitindaki tanimlar kullanilarak
xp=®(f,r)x, +R(f,r)u
esitligi elde edilir. Keyfi segilen z € ker O(f,r) i¢cin
Xp=®(f,r)(x,+2)+R(f,r)u=xp+®(f,r)z

elde edilir. O halde sistemin insa edilebilir olmasimin gerek ve yeter kosulu Vz €
kerO(f,r)iginXxy = xr, yani ®(f,r)z = 0 olmasidir. Budaker O(f,r) C ker ®(f,r)

kosuluna esdeger oldugundan kanit tamamlanmis olur. |

Dikkat edilecek olursa eger @( f, r) matrisinin tersi varsa (@.10) kosulunun saglanmasi
icin ImnO”(f,r) = R"” olmasi gerekir. Yani, bu durumda insa edilebilirlik ve
gozlenebilirlik esdegerdir. Bu nedenle, zamanla de8ismeyen siirekli sistemler i¢in

bu kavramlar siklikla birbirinin yerine kullanilmaktadir.

4.3 Erisilebilirlik ve Gozlenebilirlik Dualitesi

Tanimlardan acikca ortaya cikmasa da erisilebilirlik ve gozlenebilirlik birbirleriyle
yakindan iligkili, hatta dual kavramlardir [69]. Yani, uygun kosullarda bu kavramlar
birbirlerine doniistiiriilebilirler. Dogrusal zamanla degismeyen sistemler icin dual
sistemin olusturulmasi kolay [33]] olsa da, dogrusal zamanla degisen ayrik sistemler
icin ¢esitli varsayimlar altinda bir¢ok dual sistem tanitilmagtir [70.75477]. Bu boliimde
tanitilacak dual sistemler literatiire 6zgiin bir katki olarak bu ¢alismada gelistirilmis ve

[71]’de yayinlanmustir.

Teorem 4.7. @.1)) sisteminin [r, f| araliginda (erisilebilir, gozlenebilir, kontrol

edilebilir, inga edilebilir) olmasiin gerek ve yeter kosulu

= _ T ~ ._ T 7. T _
Fr = Ff_l_k+r, G .—Hf_l_k+r ve Hj := Gf_l_k+r, k=r,r+1,...,f -1
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olmak tizere

Xk+1 = kak + Gkuk
_ “4.11)
Vi = Hyxy

sisteminin [r, f| araliginda (gozlenebilir, erisilebilir, insa edilebilir, kontrol edilebilir)

olmasidrr.

Kanit. Daha once tartisildigi iizere J; = 0 se¢imi genelligi bozmaz. O halde tiim

s=r,r+1,..., ficin (4.IT)) sisteminin durum gecis matrisi
p(s,r) = F1Foa.. . Fr=F|_( F} oy Fl_ = ®L(f, f—s+7)

CD[;(f,s) :ff_lff_z.. F FTFT

r+l1

F} l—str —d);(f—s+r,r)
esitliklerini saglar. Demek ki (4.11)) sisteminin erisilebilirlik matrisi

R(f.r):=[®@z(f,r + DG, ®x(f,r+2)Gru1 ... Gl
:[qng(f—l,r)HJC_l <I>1Tv(f—2,r)H;_2 ... H]]

olur. Yine {.TT)) sisteminin gozlenebilirlik matrisi

_ A G
G(f.r) - H,chfFH L | _ G?_pﬁ(f,f- 1)
ﬁf_lcbf(f— 1,7) GZ@?(},H 1)
olarak elde edilir. A¢ik¢a goriilebilecegi gibi
ImR(f,r)=R" & ImO”(f,r) =R"
ImO”(f,r) =R" & ImR(f,r) =
Im®z(f,r) CImR(f,r) & Im®L(f,r) CImOT(f,r)

Imcb;(f, r) CImOT(f,r) © Im®p(f,r) C ImR(f,r)
oldugundan kanit tamamlanmuis olur. O
Dikkat edilecek olursa yukaridaki teoremde Fj matrislerinin tersinin olma sarti yoktur.
Ancak bu matrislerin tersi varsa dual sistem daha basit bir hale gelmektedir.

Teorem 4.8. detF, # 0,k =r,r+1,..., f — 1, yani matrislerin tersi olsun. O halde
(4.1) sisteminin [r, ] araliginda (erisilebilir, gozlenebilir) olmaswmin gerek ve yeter

kosulu
Fo=F, Gy:=FH ve H, :=GLF.T, k=r,r+1,...,f -1
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olmak tizere
Xk+1 = Fkxk + 5kuk
_ (4.12)
Vi = Hixy

sisteminin [r, f] araliginda (gozlenebilir, erisilebilir) olmasidtr.

Kamnit. Daha once tartisildigy tizere J; = 0 secimi genelligi bozmaz. O halde tiim

s=r,r+1,..., ficin (4.12)) sisteminin durum gegig matrisi

Dx(s,r) = Fg_lfs_z .. 17, = FS__TIFS__T2 o F,_T = @;T(s, r)
d)ﬁ(f, S) = ff_lff_z N F's = F;_TIF;_TZ N FS_T = (I)I_;T(f, S)

esitliklerini saglar. Demek ki (4.12) sisteminin erisilebilirlik matrisi

R(f.r) = [@p(f.r+ )G, ®p(fir+2)Grai .. Gyl
= [0 (f,r+ DETH] o (for +2)F NHL, ... FLH!|]
= (@ (f,nH] ®(f,r+ DH], ... q);T(f,f—l)H;_l]
=@ (f.r) [Hf @p(r+1L,nH, ... ©.(f-1rH] ]

=@ (f,r)O0"(f.r)

olur. Yine (#.12) sisteminin gozlenebilirlik matrisi

_ | [, Gr'
Gty = | B ®FC+ 10 || G Fa® (e )
_I:I'f—1q)f&f -1,7) _G§_1FJZ_TICD';T(f -1,r)
- GTrTq>;_TT(r + 12,r) ] '(;;qugTDT(f,r + 12)
Gru®e 13201 _ G F(;f’H Mo

_ G;_ICDI.;T(f,r) | 1 G§_1
R (f.,r)®: (f.r)

olarak elde edilir. @z (f,r) matrisinin tersi oldugundan

ImR(f,r)=R" = ImO”(f,r) =R"

ImO” (f,r) =R" & ImR(f,r) =R"

olmalidir. Bunun sonucu olarak kanit tamamlanmig olur. O
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4.4 Kararh Kilinabilirlik

Kararl kilinabilirlik kavrami bir sistemi tiim baslangic durumlar ic¢in kararh kilan bir
girig isaretinin varligi ile ilgilidir. Bu kavram, zamanla degismeyen dogrusal stirekli ve

ayrik sistemler icin detayli bicimde incelenmistir [31,33)78\/79].

Tamm 4.5 (Kararli Kilinabilirlik [79, Boliim 2.5]). Zamanla degismeyen dogrusal
stirekli (4.2)) sistemi, A + BL matrisini Hurwitz yapan, yani matrisin tiim 6zdegerlerini
karmagik sayilar diizleminde sol yar1 diizleme getiren, bir L € R™" matrisi

bulunabiliyorsa kararli kilinabilirdir denir.

Bu tanima gore sistemi kararl kilan giris isareti u(7) := Lx(z) bi¢giminde bir durum
geri beslemesidir. Sistem erisilebilir oldugunda A + BL matrisinin 6zdegerlerinin keyfi
bicimde atanabilecegi literatiirde iyi bilinmektedir [79, Teorem 2.9]. Bu nedenle,
sistemin atanamayan Ozdegerlerinin kararli, yani sol yar1 diizlemde olmasi kararh

kilmabilirlik i¢in gerek ve yeter bir kosuldur [33] s. 339].

Bu calisma kapsaminda kararli kilinabilir siirekli sistemlerin diizensiz 6rnekleme
altinda kontrolii incelenecektir. Bu nedenle zamanla degisen sistemler icin kararl
kilinabilirlik sonuglar1 bu ¢alismanin kapsami disindadir. Bu konuda detayl bilgi i¢in

[7247374]75/76,80] ve bunlar i¢indeki kaynaklar incelenebilir.

4.5 Ornekleme Altinda Erisilebilirlik ve Gozlenebilirligin Korunmasi

Dogrusal zamanla degismeyen siirekli bir sistem erigilebilir (gozlenebilir) degilse,
bu sistemin ayrik modelinin de erisilebilir (g6zlenebilir) olamayacag1 sezgisel olarak
goriilebilir. Nitekim [3, Teorem 3.2.2] ile bu durum kanitlanmistir. Ancak, erisilebilir
(gozlenebilir) bir siirekli sistemin 6rnekleme altinda erisilebilirligini (gozlenebilirligini)
hangi kosullarda koruyacagi incelenmesi gereken bir sorudur. Bu sorunun bilinen ilk

yaniti literatiirde Kalman-Ho-Narendra kriteri olarak bilinmektedir [17, Not 25.5].

Kalman-Ho-Narendra kriteri, ornekleme altinda erisilebilirligin (g6zlenebilirligin)
korunmasi i¢in yeter bir kosul vermektedir. Literatiirde bu kosul genisletilerek bazi
gerek ve yeter kosullar da elde edilmistir [81,82,83]. Ancak bu kosullar bu ¢aligsma

kapsaminda ele alinmayacaktir.
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Kalman-Ho-Narendra kriterinin bu c¢aligmaya uyarlanmis hali Teorem ile
verilecektir. ~ Ancak, Oncelikle literatiirde siklikla yapilan patolojik ornekleme

(pathological sampling) taniminin verilmesi yerinde olur.

Tanimm 4.6 (Patolojik Ornekleme [3, Tanim 3.2.1]). Bir h > 0 ornekleme zamani;
verilen A € R™" matrisinin Re1; = ReA i i, j = 1,2,...,n esitliini saglayan
Ozdegerleri i¢in

h(ImA; —Im A;) = 2zx (4.13)

esitligini saglayan sifirdan farkli z € Z\{0} tamsayis1 varsa patolojik orneklemedir

denir.

Dikkat edilecek olursa eger tim i, j = 1,2,...,n ve i # j i¢in Re A; # Re 4; olursa
hicbir h > 0 Srneklemesi patolojik degildir. Spektral Haritalama Teoremi, Teorem
geregi ayriklastirilmig sistem matrisinin 6zdegerleri A — e doniisiimii ile elde
edilebilir. Ustel fonksiyonun karmagik sayilardaki periyodik 6zelliginden dolay1, eger
h patolojik bir 6rnekleme ise siirekli sistemin farkli 6zdegerleri ayrik sistem i¢in ayni
Ozdegerlere doniigiir [33, s. 561]. Bu da ayriklastirilmig sistemin erisilebilirligini
(gozlenebilirligini) kaybetmesine neden olabilmektedir. Bu durumu gosteren ilging bir

ornek [3, Ornek 3.2.2]’de bulunabilir.

Teorem 4.9 ([33, Teorem D-1]). Zamanla degismeyen dogrusal siirekli (4.2)) sistemi
erisilebilir olsun. Eger h>0 patolojik degilse

R(h) :=[G(h) F(h)G(h) ... F"'(h)G(h)] (4.14)

biciminde tamimlanmug erigilebilirlik matrisi i¢in rank R (iz') = n olur. Ayrica, sistemin

bir girigi varsa, yani m = 1 ise bunun tersi de gecerlidir.

4.6 Diizensiz Orneklemeli Sistemlerde Atanabilirlik

Dogrusal zamanla degismeyen bir sistem erisilebilir ise, kapali ¢evrim sistem matrisinin
ozdegerleri istenen yere atanabilir [33,78,79]]. Ozdegerleri istenen yerlere atayan durum
geri beslemesi kazancinin bulunmasi literatiirde kutup yerlestirme (pole placement) ya

da ozdeger atama (eigenvalue assignment) problemi olarak bilinmektedir.

Dogrusal zamanla degismeyen sistemler icin 6zdeger atama problemini ¢6zen bir¢ok

yontem Onerilmigtir. Literatiirdeki klasik olarak bilinen yontemler i¢in [33} Boliim 7.3],
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[78, Bolim 9.5] ve [84, Boliim 7.3] gibi kaynaklar incelenebilir. Tek girigli sistemler
icin 6zdegerleri istenen yerlere atayan durum geri beslemesi kazanci tektir (78, s. 322]

ve bu kazang Ackermann formiilii ile dogrudan hesaplanabilmektedir [[85].

Dogrusal zamanla degisen sistemler icin 0zdeger atama probleminin paraleli olarak
Lyapunov iislerini (exponent) atama problemi tanimlanmistir. Bu sistemler i¢in eger
erisilebilirlik diizgiin (uniform) ise Lyapunov iislerini keyfi atayabilen kontrolorlerin
varlig1 gosterilebilmektedir [[7273,74,86,87]. Ayrica zamanla degisen sistemler icin
O0zdeger taniminin genisletilmesi fikri kullanilarak atama probleminin ¢oziimii i¢in

gelistirilen yontemler de mevcuttur [88].

Tezin bu boliimiinde diizensiz Orneklemeli bir sistem icin Ornekleme araligi ile
degisen sistem matrisinin noktasal olarak (pointwise) O0zdegerlerinin atanmasi ile
ilgilenilecektir. Diizensiz orneklemeli sistemler icin benzer bir 6zdeger atama yontemi
literatiirde bilinmemektedir. Bunun bir nedeni, Bolim [3[te tartigildig iizere, en genel
halde bu sistemler i¢in noktasal 6zdegerlerin birim ¢ember i¢inde olmasinin kararlilig
garantilemiyor olmasi olabilir. Ancak, diizensiz 6rneklemeli sistemler i¢in atanabilirlik
varsayimi altinda sistemin kararliligin1 garantileyen ve 6zdegerleri istenen yerlere atayan
bir kontroloriin bulunmasi i¢in bir yontem Boliim [5.1.3[te verilecektir. Bu nedenle bu
calismada 6zgiin bir atanabilirlik tanimi1 verilmis ve sistemin tek girisi oldugu durumda
atanabilir olmasi icin yeter bir kosul kanitlanmistir. Bu boliimdeki ¢alismalar [71]°de

yayinlanmistir.

Tanim 4.7 (Atanabilirlik). Verilen 0 < hpin < hmax icin H = [Apin, Amax] kapali

araliginda tanimlanan F : H — R ve G : H — R™ piiriizsiiz matris taniml
fonksiyonlar1 verilsin. Keyfi segilen ¢; : H — R, i = 0,1,...,n — 1 piiriizsiiz

fonksiyonlari i¢in
p(s,h) :=5"+an1(h)s"" +---+ay(h)s +ao(h) (4.15)

degisken katsayili polinomunu tiim 2 € Higin F(h)+G (h) K (h) matrisinin karakteristik

polinomu, yani
det (sl — [F(h)+G(h)K(h)]) = p(s,h), VheH (4.16)

yapan K : H — R™" piiriizsiiz matris tanimli fonksiyonu varsa [F(h),G(h)] ¢ifti

[ Amin, hmax | araliginda atanabilirdir denir.
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Dikkat edilecek olursa atanabilirlik kavrami sistemler icin degil, matris ¢iftleri i¢in
verilmigtir. Bunun sebebi bu kavramla ilgili verilecek sonuglarda siirekli ve ayrik
sistemler arasinda bir ayrim olmamasidir. Tahmin edilecegi gibi bir sistemin atanabilir
olmasi, o sistemi tamimlayan sistem ve giris matris ¢iftinin atanabilir olmasi anlamina

gelir.

Zamanla degismeyen dogrusal sistemler icin erisilebilirlik ve atanabilirlik esdeger

kavramlardir. Iyi bilinen bu durum agagidaki teorem ile kanitlanmadan verilmistir.

Teorem 4.10 ([78, Teorem 9.3.11). Verilen bir h > 0 i¢in hmin = hmax = h olsun. Bu
durumda F := F (iz') e R™ve G := G(E) € R™™ olarak tamimlanan sabit matrisler
icin [ F, G| matris ¢iftinin atanabilir olmasinin gerek ve yeter kogulu xy+1 = Fxi +Guy,
sisteminin erisilebilir olmasidir. Ayrica, sistemin tek bir girisi varsa, yani m = 1 ise

ozdeger atamaswni yapan K := K (E) € R™" matrisi tektir [78, s. 322].

Yukaridaki teoremde x () = Fx(¢) + Gu(t) sisteminin erisilebilir olmas1 da gerek ve
yeter kosul olarak kullanilabilirdi. Bu iki sistem i¢in erigilebilirlik matrisleri aym

oldugundan kanit aym sekilde verilirdi.

Verilen bu teorem geregi F + GK matrisinin 0zdegerleri, karmasik eglenik olarak
secilmesi sartiyla istenen yerlere tagimabilir. Ozel olarak siirekli sistem icin Re{A;(F +
GK)} < 0,Vi =1,2,...,n ve ayrik sistem icin [4;(F +GK)| < 1,Vi =1,2,...,n
secilerek kararlilik saglanabilir. Yani, erisilebilir olan ve zamanla degismeyen bir

sistem ayn1 zamanda kararl1 kilinabilirdir.

Diizensiz Orneklemeli bir sistem erigilebilir olsa bile bu sistemin atanabilir
olmayabilecegi sezgisel olarak goriilebilir [24, Ornek 9.6]. Ne var ki, bunun tersi

de gecerli degildir, yani atanabilir bir sistem erisilebilir olmayabilir.

Tek bir girisi olan diizensiz 6rneklemeli bir sistemin atanabilir olmast i¢in bir yeter
kosul asagidaki teoremle verilmistir. Cok girisgli sistemler i¢in bu teoremin gegerli
olup olmadig: bilinmemektedir. Teorem #.10[un kanitinda klasik olarak kullanilan
yontem, cok girigli sistemi Onciil bir geri besleme ile tek girisli sisteme dontistiirmektir
[78, Onsav 9.4.4]. Ancak bu yontemin diizensiz drneklemeli sistemler i¢in gegerliligi
acik degildir. Asagidaki teoremin cok girigli sistemler i¢in kanit1 agik bir problem

olarak gelecekteki ¢caligmalarin konusu olabilir.
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Teorem 4.11. Zamanla degismeyen dogrusal siirekli (4.2)) sistemi icin F(h) ve G (h),

(4.3) 'teki gibi tanimlanmus olsun. Ayrica sistemin tek bir girigi, yani m = 1 olsun.

(4.2) sistemi erisilebilir ise [F (h), G (h)] ¢ifti [ hmin, hmax| araliginda atanabilirdir.

Verilen 0 < hpyin < hmax ve H := [hmin, hmax ] icin hicbir h € H patolojik degilse ve

Kanit. Hicbir h € H patolojik olmadigindan Teorem geregi (4.14)) ile tanimlanan
R(h) matrisinin tiim & € H i¢in tersi vardir. O halde, (4.15) biciminde keyfi verilen

kapal1 ¢cevrim karakteristik polinomu p (s, /) icin Ackermann formiilii [85, Sonug 1]
Khy==[0 0 ... 1R Y(h)p (F(h),h)
ile elde edilen K : H — R kontrolérii kullanilarak
det (sl — [F(h) + G(h)K(h)]) = p(s,h), VYheH

oldugu gosterilir. Bu da kaniti tamamlar. O
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5. KARARLI KILAN KONTROLORLER

Bu boliimde zamanla degismeyen dogrusal bir sistemin, diizensiz ornekleme altinda,
durum geri beslemesi kontrol kazanci ile kararli kilinmas1 ve kontrolii problemleri
incelenecektir.  Diizensiz oOrneklemeli sistemler icin kararli kilan kontrolorlerin
bulunmasi problemi hala aktif bir arastirma konusudur [6]. Literatiirde bu problemin
¢oziimii i¢in bir¢ok farkli yaklagim sunulmaktadir [S]. Bu yaklagimlar en genel haliyle

stirekli zaman ve ayrik zaman yontemleri olarak ikiye ayrilabilir [6].

Siirekli zaman yaklasimlar1 arasinda en yaygin kullanilanlardan birisi giris gecikmesi
(input delay) yaklagimidir [48/49050,51,52]. Bu yaklasimda, sifirinci derece tutucu
zamanla degisen bir girig gecikmesi bi¢iminde modellenmistir [7]. Bu modelleme
sonucu olarak zaman gecikmeli sistemlerin genis literatiiriinden faydalanarak kararli

kilan kontrolorler bulunabilmektedir [89,90,91,92].

Bir diger yaklasim dayanikli kontrol kuramindan gelen kiiciik kazan¢ (small gain)
yaklagimmudir [53/54]]. Bu yaklasimda nominal bir 6rnekleme zaman: secilip, degisken
ornekleme bir sistem belirsizligi olarak modellenmektedir [5]. Bu modelleme
sonucu olarak dayanikli kontrol literatiirii kullanilarak kararli kilma problemi

coziilebilmektedir [91193]].

Karma (hybrid) sistem, anahtarlamali (switching) sistem ve diirtiisel (impulsive)
sistem biciminde modelleme de yaygin olarak kullanilmaktadir [22)23/34/55]]. Bu
yaklagimlarda, her orneklemede sistemin anlik olarak farkli bir dinamige gecis yaptigi
g6z Onilinde bulundurularak modelleme yapilmaktadir [5]. Bunlar disinda daha bir¢ok

stirekli sistem yaklagimi mevcuttur [6]].

Ayrik zaman yaklagiminda ise diizensiz drneklemeli sistemin ayrik sistem modeli elde
edilerek kararli kilan kontrolor aranmaktadir. Elde edilen ayrik model ornekleme
araligina baglh oldugundan zamanla degisen ya da parametre ile degisen sistem

kuramindaki sonuglar bu probleme uygulanabilmektedir [42/44/45]].
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Ayrik zaman yaklagimlarinin en erken orneklerinden biri kiiciik 6rnekleme araligi
yaklagikligi yontemidir [94]. Bu yontemde kararlilik igin siirekli bir kontrolor

kullanilmis, ancak segilecek ornekleme aralig1 kararlilik analizi sonunda bulunmustur.

Bir diger yaklagim dijital yeniden tasarim (digital redesign) ve durum esleme (state
matching) yaklasimlaridir [[1)95)96/97.98]. Bu yaklagimda kapali cevrim ayrik zaman
durum yaniti, kapali ¢evrim siirekli zaman durum yanitina egitlenmeye caligilmaktadir
[990100]. Bunlar disinda ortak karesel (quadratic) Lyapunov fonksiyonu bulma
[28160], ¢coklu Lyapunov-benzeri (multiple Lyapunov-like) fonksiyonlarla kararl kilma
[22/101]], ortak iiggenlestirme [64] gibi daha bir¢ok yaklasim mevcuttur [5,34]].

Yukarida verilen yaklagimlarin bir¢ogu halihazirda secilmis olan kontrolor icin
kararliligin garantilendigi maksimum ornekleme araliin1 bulmaya yonelik analiz
yontemleridir [6]. Ancak, aym1 anda hem kontrolor insa edip, hem de Ornekleme
aralig1 bulmaya calisan yontemler de mevcuttur [27,28,60,61]. Bu ¢aligma kapsaminda

geligtirilen yontemler ikinci tiirdendir.

Bu boliimde incelenecek olan problem kapsaminda, A € R™", B € R™™ ve rank B =
m < n olmak iizere

Xx(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.1)

bicimindeki kararli kilinabilir sistem ele alinsin. Verilen bir 7 := {f; } xen Ornekleme
zamani dizisi i¢in her ¢, aninda sistem durumlarinin, yani x(#; ) degerlerinin, olgiilebilir
ya da kestirilebilir [84, Bolim 7.5] oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayim altinda

H := [Amin, Amax] olmak tizere K : H — R™" i¢in
u(t) := K(hp)x(tx), Vte€ [ti,tr1), Yk €N (5.2)

biciminde sifirinci1 dereceden tutucu ile kontrol isareti olusturulabilir. Sonucta elde

edilen kapali cevrim sistem

Xx(t) = Ax(t) + BK (hy)x(ty), VYt € [tx,ti+1), Yk €N (5.3)
bicimindedir. Bu sistemin durum yaniti ile

F(h) := e, T(h) = /OheATdT ve G(h):=T'(h)B (5.4)

olmak tizere

Xkt = [F(he) + G(h) K (hi)] xi, Yk € N (5.5)
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sisteminin durum yanitlarinin ayni oldugu uy := K (hg)xy secimi ile Teorem [2.1]den
kolayca goriilebilir. Elde edilen (5.3) sistemini, tiim olast H := {hy }ren se¢imleri i¢in

kararli kilan K (/) kontroloriiniin bulunmasi bu tezin temel problemidir.

Dikkat edilecek olursa bir ¢, aninda wu; := K(hg)x; seklindeki kontrol
isaretinin hesaplanabilmesi i¢in Ornekleme aralifi h;’nin ve dolayisiyla hy =
tr+1 — tr oldugundan, bir sonraki Ornekleme zamaninin ne olacaginin bilinmesi
gerekmektedir. Eger bu bilgi biliniyorsa, literatiirde buna kontrolor giidiimlii ornekleme

(controller-driven sampling) ad1 verilmektedir [[102,103]].

Pratikte kontrolor giidiimlii 6rnekleme kapsamina giren bircok uygulama bulunmak-
tadir.  Ornegin bir ag kontrol sisteminde merkezi bir kontroldr uydu cihazlarin
ornekleme zamanini akillica secerek bant genisligi kullanimini azaltabilir [6]. Bir bagka
ornek olarak ortak kontrol gorevleri i¢in optimal bir zamanlama (scheduling) yontemi
kullanilarak islemci yiikiiniin azaltilmasi verilebilir [9]]. Bir diger 6rnek enerji tasarrufu
saglamak icin bir sonraki 6rneklemesini degisken bir sekilde secerek uykuya gecen bir
Nesnelerin Interneti (Internet of Things) cihazi olabilir [[13,104]. Béliimte verilen
uygulamada ise ortak bir boleni bulunmayan farkli durum o6l¢iim gecikmelerine sahip

sistemler i¢in kontrolor glidiimlii 6rnekleme kullanilmustir.

Ne var ki, baz1 durumlarda bir sonraki drneklemenin ne olacagi bilinememektedir.
Ornegin haberlesme sirasinda veri kaybi yasayan sistemlerin kontroliinde érneklemenin
ne olacagi bilinememektedir [[7]. Bir diger 6rnek ise butona basilmasi ya da hareket
algilanmasi gibi 6nceden kestirilemeyen harici bir olay oldugunda 6rnek alan sistemler
olabilir [13]]. Bir sonraki 6rnekleme araliginin bilinmedigi durumlarda bile kontrolor
giidiimlii 6rnekleme icin gelistirilen bir kontroloriin, nominal bir 6érnekleme aralig
civarindan secilen diizensiz ornekleme aralig1 dizileri i¢in sistemi kararli kilabilecegi

Bolim [5.2]de gosterilmistir.

Bu boliimde kontrolor giidiimlii 6rnekleme altinda 6zgiin olan ti¢ farkli kararli kilma
ve kontrol yontemi Onerilmistir. Bu yontemler (1) dijital yeniden tasarim (digital
redesign), (2) 0zdeger atama (eigenvalue assignment) ve (3) tekil deger atama (singular
value assignment) yontemleridir. Yine 6zgiin bir ¢calisma olarak farkli durum 6l¢giim
gecikmelerine sahip bir sistemin kontrolii i¢in diizensiz bir 6rnekleme semasi 6nerilmis

ve yukarida siralanan yontemlerin bu probleme uygulanabilecegi gosterilmistir. Son
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olarak yukaridaki yontemlerin K(h) = K, Vh € H bi¢imindeki sabit kontrolorlere

genigletilebilmesi icin literatiirde bilinen bir yontem 6zetlenmistir.

Tezin bu boliimiindeki 6zgiin katkilar agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

* Diizensiz orneklemeli sistemler i¢in kararli kilan kontroloriin varlhigi ile ilgili

literatiirde olan bir sonug genisletilmistir (Teorem [5.2)).

* Bu genisletme yapilirken elde edilen kanit yontemi (Onsav , ayrica hp,x icin

hesaplanabilir bir iist sinir vermektedir.

* Bu kanit yontemi diger boliimlerde gelistirilen kontroldrlerin kararlilik analizinde

kullanilarak yontemin genelligi ortaya konmustur.

» Kapali ¢evrim sistemin kararlilik analizinde kullanilacak olan benzerlik doniisiim
matrisinin bulunmasi ile ilgili ti¢ farkli yontem gelistirilmigtir (Yontem [5.1] -
[5.3). Bu yontemler, ortak karesel Lyapunov fonksiyonunun bulunmas: i¢in de

kullanilabilmektedir.

* Literatiirde dijital yeniden tasarim olarak bilinen bir yontem, diizensiz drneklemeli
sistemlerin kontrolii i¢in genisletilmis (Teorem [5.3]) ve hm,x i¢in bazi iist sinirlar

bulunmustur (Teorem [5.4] ve [5.5)).

* Daha once ele alinmamig bir yontem olarak kapali cevrim sistem matrisinin
Ozdegerlerini her 7 € H icin uygun degerlere getiren kontroloriin kararlilig:

garantiledigi kanitlanmustir (Teorem [5.6)).

* Literatiirde bir ilk olarak kapali ¢evrim sistem matrisinin tekil degerlerini uygun
yerlere atayan kontroldr ile kararlilik saglanmustir (Teorem [5.8). Ayrica bu yontem

icin bir /i,y Gist stmrt verilmistir (Onsav [5.3).

* Literatiirde zor bir problem olarak bilinen, rasyonel bagimliligi olmayan c¢oklu
durum Olclim gecikmesine sahip sistemlerin kontrolii i¢in bir diizensiz ornekleme
semas1 onerilmistir. Onerilen sema kullanlarak diizensiz 6rneklemeli sistemlerin
kontrolii i¢in gelistirilen herhangi bir kontroloriin bu problemin ¢6ziimiinde de

kullanilabilecegi gosterilmistir.

Bu boliimdeki 6zgiin katkilarin ¢iktilar1 asagidaki uluslararas: hakemli konferanslarda

yayinlanmis ve sozlii olarak bildirilmistir:
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e Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2016). Stabilization of Controller-Driven
Nonuniformly Sampled Systems via Digital Redesign, 6th IFAC Symposium on
System Structure and Control, Istanbul, 49(9), 142-145.

* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2014). Controllability, Observability and Eigenvalue
Assignment on Isolated Time Scales, 19th IFAC World Congress, Cape Town,
s.3815-3820.

* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2012). Eigenvalue assignment for systems with
multiple measurement delays on isolated time scales, 10th IFAC Workshop on Time

Delay Systems, Boston, cilt 10, s.156—160.

5.1 Kontrolor Giidiimlii Ornekleme Altinda Kontrol

Kontrolor giidiimlii ornekleme altinda kontrol ile ilgili literatiirde mevcut olan
caligmalar limitli sayidadir. [102] ve [103] calismalarinda ayrik sistem matrislerini
ortak bir benzerlik doniistimii ile ti¢genlestirme yontemi kullanilarak sistemi
kararli kilan bir durum geri beslemesi kontrolorii onerilmistir. ki ¢alismada da
ornekleme araliklarinin almasi gereken degerlerin sonlu bir kiimeden segilmesi
gerekmektedir. [102] calismasinda bu kiime biiyiidiikce verilen yontemin sonug
tretmedigi gozlemlenmistir. Ayrica, [[103]] calismasinda Onerilen yontem yalnizca girig
say1s1, siirekli sistem matrisinin kararsiz 6zdeger sayisindan bir eksik olan sistemler
icin gegerli olmaktadir. Bu boliimde verilecek olan yontemlerin hicbirisi yukarida

bahsedilen kisitlamalara sahip degildir.

Birinci alt boliimde kiiclik ornekleme zamami yaklasikligi kullanilarak kararli kilan
kontroloriin varlig1 i¢in bir limit kosul verilecektir. Bu kosul ile ayni1 zamanda /i, i¢in
bir iist sinir verilmektedir. Ayrica, bu kosulda kullanilan benzerlik doniisiim matrisinin

bulunmasi i¢in ti¢ farkli yontem Onerilecektir.

Birinci alt boliimde verilecek olan kararlilik kosulu kullanilarak ikinci alt boliimde
dijital yeniden tasarim yontemi ile sistemin kararli kilinabilecegi gosterilecektir. Ayrica,

bu yontem i¢in A,y Uist sinirlart bulunacaktir.

Yine aym kosul kullanilarak ii¢lincii alt boliimde kapali cevrim sistem 6zdegerlerini

her & € H i¢in uygun degerlere atayan kontroloriin kararliligi sagladig1 gosterilecektir.
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Dordiincii alt boliimde ise literatiirde ilk kez bu ¢calismada kullanilan tekil deger atama
yontemi ile kontrol ele alinacaktir. Bu yontemde kapali ¢evrim sistem matrisini tiim
h € H icin bir daralma (contraction) yapan kontroldriin ve benzerlik doniigiimiiniin var
oldugu gosterilerek kararlilik da garantilenecektir. Ayrica, tekil deger atama icin /pax

iist sinir1 verilecektir.

Son olarak besinci alt bolimde yukarida gelistirilen kontrol yontemlerinin zaman
gecikmeli sistemler i¢in bir uygulamasi ele alinacaktir. Rasyonel bagimlilig1 olmayan
coklu durum oOl¢iim gecikmesine sahip sistemlerin 6zel bir diizensiz Ornekleme

kullanilarak kontrolii saglanacaktir.

5.1.1 Kararh kilan kontroloriin varhg

Oncelikle (5.3)) sistemini kararli kilan kontrolériin ve kapali bir érnekleme aralii
kiimesi H’nin varlig1 ile ilgili analiz yapilacaktir. Bu konudaki bilinen ilk caligmalardan

biri olan [94]’te asagida verilen teorem kanitlanmustir.

Teorem 5.1 ([94, Teorem 1]). Verilen (5.1)) sistemi u(t) := Lx(t) siirekli kontrol isareti
icin kararly olsun. O halde tiim hy € [hmin, hmax] € (0, ﬁ) icin

Xx(t) = Ax(t) + BLx(t;), Vte€ [tg,tx41), Yk eN

sistemini kararli yapan bir h > 0 vardir.

Teoremin orijinalinde sonu¢ tim /A < h icin verilmistir. Ancak, teoremin kaniti
detayli incelendiginde aslinda kararliigin [Amin, max] C (0, &) olan bir kapali aralikta

garantilendigi ortaya ¢ikmaktadir.

Yukaridaki teorem siireklilikten dolay1 sezgisel olarak beklenen bir sonuctur. Bu
teoremin genigletilmis bir hali Teorem ile bu calismada iiretilmistir.  Ancak,
bu teoremi vermeden Once bircok farkli kontrolor bulma yontemi i¢in kararlilig1

kanitlamakta kullanilacak bir 6nsav asagidaki gibi verilecektir.

Onsav 5.1. Verilen (5.1) sistemi icin L € R™", A + BL matrisini Hurwitz yapan bir
matris ve K : RZ0 — R™ " piiriizsiiz (smooth) matris tamimly bir fonksiyon olsun. Tersi
olan bir T € R™" icin

S:=T(A+BL)T"! (5.6)
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tamimlansin. Eger

S+8T <0 ve hli_)rl(r)1+K(h) =L (5.7)

oluyorsa (5.3)) sisteminin kararli oldugu H := [ hyin, hmax | kapali araligi vardr.

Kamt. Onsavda verilen dzellikleri saglayan 7 matrisi ve K (h) kontrolérii icin
|7 [F(h)+ G(K(W]T™ || <1, Vh<h (5.8)

esitsizligini saglayan bir & > 0 var oldugu gosterilecektir. Bunun sonucu olarak Teorem
3.14| geregi sistemin kararli oldugu H := [Apin, Amax] € (0, il) kapal1 araliginin varligi

kanitlanmis olacaktir.
Onsav B.3| geregi
F(h)=1+T(h)A
ve S’nin tanimi geregi
A:=TAT ' =S -TBLT"!

esitlikleri gecerlidir. O halde Onsav kullanllarak

h h
C(h) =TT(WT' = / eTAT T g7 = / eNdr
0 0

tanimlanmak tizere

W(h):=T[F(h)+G(hKMh)]T™!
=T[I+T(h)A+T(h)BK(h)]|T™!
=T[I+T(h) (A+BK(h)|T™!
=[+TT(WT'T (A+BK(h))T™!
—[+T(h) (TAT" + TBK(h)T‘l)

— 1+T(h) (S _TBLT '+ TBK(h)T—l)
— I+T(h) (S +TB[K(h) - L] T'l)

elde edilir. Onsav geregi T'(h) icin Taylor serisi a¢ilim1

—~ W~ h
F(h):l’lI'FEA'FgA + ...

bicimindedir. Ayrica,
A(h) :=S+TB[K(h) = L]1T" ve
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T(h)y=hI 1~ h
(h) = —A+—A’

Oh) = —3 S TREY

+...
tanimlar1 yapilsin. O halde,
W(h) =1+ (h)A(h) = I +hA(h) + B*O(h)A(h)
elde edilir. Demek ki, (5.8) kosulunu gostermek igin
1P (R = Amax (‘I‘(h)‘PT(h)) <1, Vh<h

esitsizligini saglayan i € R™? U {oo} oldugu gosterilmelidir. O halde,

Y ()W (h) = [1+hA(h) + B2O(R)A(R)| [I+ kAT (h) + B*AT (h)@T (h)]
=I+h[A(h) +A"(h)]
+h2 [@(h)A(h) + AT (R)® (h) + A(h)AT (h)]
+ 1 [A(R)AT (h)O" (h) + ©(R)A(h)AT (h)]
+ h*O(W)A(R)AT (h)OT (h)

elde edilir. Simdi

R(h) := [@(h)A(h) + AT (h)®" (h) + A(h)AT (h)]
+h [A(R)AT (RO (h) + ©(R)A(R)AT (h)]
+ h2O(h)A(h)AT (h)OT (h)

tanimi yapilirsa
P(h)PT (h) = I+h [A(h) + AT ()] + F*R(h) (5.9)

elde edilir. Kolayca goriilebilecegi gibi R(4) her yerde analitik (entire) ve simetriktir.

O halde
Ao (‘P(h)‘I’T(h)) <1+ hlpa ([A(h) + AT(h)]) + 12 Amax (R(R))
elde edilir. Simdi
E(h) = [A(h) + AT (h)] - (S + ST)

=TB[K(h) - LT ' +TT[K(h)-L]" B'TT
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tanimi yapilirsa
Ao (‘P(h)‘PT(h)) <1+ hdpa (s + ST) + hdgax (E(R)) + W2 Amax (R(R)) < 1
esitsizliginin saglanmasi kanit icin yeterlidir. Yani, esdeger olarak
himax (R(R)) < ~Ainas (8 + 5T) = Ama (E(h))
esitsizligi saglanmalidir. lim,_o+ K(h) = L ve S+ ST < 0 oldugundan
~Amas (S +57) > Amax (E(R)) . Vh < b
esitsizligini saglayan bir s, € R>% U {co} vardir. Bu h, icin

n:= sup Amax (E(h)) ve y:= sup Amax (R(N))

he(0,h.) he(0,he)
olsun. O halde,
_ he v < 0Oise
h = o (n. —Amax (S+8T) —n Y > 0ise (5.10)
Y
secimi ile kanit tamamlanmus olur. O

Bu 6nsav kullanilarak hesaplanan H := [/Apin, Amax| araliginda bir patolojik 6rnekleme
(Tanim{4.6)) i, € H var olabilir. Ancak, bu durumda bile (5.8)) esitsizliginin saglanmasi
kararlilifin garantilenmesi igin yeterlidir. Eger bir &), igin [F (hp),G(h p)] sabit matris

ciftinin atanamayan bir 6zdegeri kararsiz olsayd1

1< p (¥(hy) < ¥,

olacagindan kosulu da saglanmazdi ve i), ¢ H olurdu. Yani, patolojik 6rnekleme
icin (5.8) haricinde bagka bir kosul g6z oniinde bulundurmaya gerek yoktur.

Teorem 5.2. Verilen (5.1)) sistemi icin L € R™", A + BL matrisini Hurwitz yapan bir
matris olsun. Eger K : RZ0 — R™" seklinde tammlanmus piiriizsiiz matris tanimly
fonksiyon icin

lim K(h) =L
g, K (k)

oluyorsa (5.3)) sisteminin kararli oldugu H := | hyin, hmax | kapali araligi vardr.
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Kanit. A + BL Hurwitz oldugundan Lyapunov teoremi geregi her Q > 0 i¢in
(A+BL)'P+P(A+BL)=-Q (5.11)

matris esitligini saglayan bir P = PT > 0 vardir. P > 0 oldugundan P = T7T esitligini

saglayan ve tersi olan 7 € R™" matrisi vardir. Simdi,
S:=T(A+BL)T " ve Q:=TTQT"!
tanimlari yapilsin. (5.11)) esitligi kullanilarak
(A+BL)'T'T+T"T(A+BL) = -Q
TT(A+BL)'T" +T(A+BL)T ' =-177QT"!
sT+8=-0

elde edilir. 7’nin tersi oldugundan Q > 0 ve dolayistyla ST + S < 0 olur. O halde
Onsav [5.1| geregi kanit tamamlanmis olur. O

Dikkat edilecek olursa Teorem [5.2]de K(h) = L, Yh > 0 se¢imi yapilirsa Teorem

de kanitlanmis olur. Yani, Teorem [5.2]ile literatiirde var olan sonuglar genigletilmistir.

Yukarida verilen teorem ve onsav siireklilikten dolay1 sezgisel olarak sasirtic1 degildir.
Ancak, ilerideki boliimlerde goriilecegi gibi Onsav ile farkl1 yontemlerle bulunan
kontrolorler i¢in ¢at1 olusturacak bir varlik kosulu verilmistir. Ayrica hpax Ust sinirt

icin yapict bir kanit verilmistir.

Benzerlik doniiglim matrisi 7°nin secimine gore hpmax degeri biiylik farkliliklar
gosterebilir. Ancak, T’ nin nasil secilecegi asikar degildir. Asagida, (5.6)’da tanimlanan

S icin ST + S < 0 esitsizligini saglayan T nin secimi icin farkli yontemler 6nerilmistir.
Yontem 5.1. A + BL matrisini Hurwitz yapan bir L bulunur. Bir Q > 0 secilerek
(A+BL)'P+P(A+BL)+Q =0 (5.12)
Lyapunov esitligini saglayan P = PT > 0 bulunur. P = T'T yapan T secilir.
Yukaridaki yontem kullanilarak secilen 7 ile ST +S < 0 esitsizliginin saglandig1 Teorem

[5.2] nin kanitinda gosterilmistir.
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Yontem 5.2. Bir Q > 0 ve R > 0 secilerek
ATP+PA-PBR'BTP+0Q0 =0 (5.13)

Riccati egitligini saglayan P = PT > 0 bulunur. L = —R"'BTP ve P = T'T yapan T

segilir.

Yukarida secilen L, (5.13) esitliginde yerine yazilirsa

0=ATP+PA+PBL+Q
=L"B"P+ATP+PA+PBL+Q-L"B'P

=(A+BL)P+P(A+BL)+Q+PBR'B'P
elde edilir. R > 0 oldugundan PBR~'B”P > 0 olur ve Q > 0 oldugundan
Q:=0Q0+PBR'B'P>0

elde edilir. O halde, (5.11)) esitliginde Q yerine O kullamilirsa yukaridaki yontem
kullanilarak segilen 7 ile S” +S < 0 esitsizliginin saglandig1 Teorem’nin kanitindaki

gibi gosterilir.

Yontem 5.3. A + BL matrisini Hurwitz yapan bir L bulunur. Eger A + BL

kosegenlestirilebilir ise
S:=T(A+BL)T! = diag{.J (1;)}

matrisini gercel blok kosegen forma (Boliim [2.1) getiren T segilir. Eger A + BL
kosegenlestirilebilir degilse bir 6 > 0 secilerek

S:=T(A+BL)T™" =diag{J (1;,6)}

matrisini gercel Jordan blok formuna (Boliim [2.1|) getiren T secilir. Bu durumda

S+ ST < 0 saglanmasi icin n; Jordan blogunun boyutu olmak iizere
ReA; < =6 cos(n/(n; + 1)) (5.14)

kosulu saglanmalidir.

A + BL Hurwitz oldugundan matrisin tiim 6zdegerleri icin Re 4; < 0 saglanmalidir.

A + BL kosegenlestirilebilir oldugunda eger A; gergel ise J(4;) = A; < 0 olur. Eger
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A; karmagik eslenik ise J7(4;) + J(4;) = 2Re A;I, elde edilir. Demek ki ST + S =
2diag{Re A;} < 0 olur. A + BL kosegenlestirilebilir degilse ve A; gercel ise Onsav
[A.2]de tanimlanan M i¢in

I (4, 0) + T (A, 6) = 2,1, + 6M (5.15)
elde edilir. O halde Onsav geregi (5.15) matrisinin 6zdegerleri
24; +26cos(gn/(ni+ 1)), qg=12,...,n;

bicimindedir. Bu 6zdegerler en biiylik degerini ¢ = 1 i¢in alacagindan ve negatif
olmalar1 gerektiginden (5.14)) esitsizligine ulagilir. Eger A; karmagik ise uygun bir

permutasyon matrisi P icin
I (4, 6) + T (A, 6) = 2Re A;Ip,, + 6P blkdiag{M, M} P" (5.16)

elde edileceginden yine (5.14) esitsizligine ulasilir.

Dikkat edilecek olursa eger bir T i¢in (5.8)) esitsizligi saglaniyorsa, V ortogonal bir
matris olmak iizere T := VT icin de esitsizlik saglanir. Hatta, Onsav in kanitindan
goriilebilecegi gibi T icin bulunacak olan % da aymdir. Bu nedenle QR ayristirmasi

geregi sadece list liggen bicimindeki 7 leri géz oniinde bulundurmak genelligi bozmaz.

Bu boliimde kararli kilan kontrolor K(/4)’nin varligi ig¢in olduk¢a genel bir kosul
verilmistir. Ancak, 6zel olarak bu K (/) nin nasil bulunacagi sonraki boliimlerde

detayli bicimde incelenecektir.

5.1.2 Dijital yeniden tasarim ile kontrol

Stirekli sistemlerin ayrik kontrolor kullanilarak kararli kilinmasi ve kontrolii icin
yaygin kullanilan bir yontem, siirekli kapali ¢evrim durumlar ile 6rneklemeli sistem
kapali ¢cevrim durumlarini birbirine esitlemeye calismaktir. Bu yontem literatiirde
dijital yeniden tasarum (digital redesign) ya da durum egleme (state matching) olarak

adlandirilir [1,95/96,97/98].

Bu boliimde [[1]]’de verilen dijital yeniden tasarim fikri diizensiz 6rneklemeli sistemlere
genisletilmistir. Bu boliimdeki sonuglar "IFAC System Structure and Control 2016"
konferansinda "Stabilization of Controller-Driven Nonuniformly Sampled Systems via

Digital Redesign" isimli caligma ile yayinlanmustir [105]].
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Zamanla degismeyen dogrusal siirekli (5.1) sistemini kararli kilan bir L € R"™*" statik
durum geri beslemesi kontrolorii se¢ilmis olsun. Bu durumda, bir 6rnekleme zamani

dizisi 7 := {tx }xen ve verilmig olan bir baslangi¢ durumu x(0) = xq i¢in
x(t) = (A+ BL)x(1) (5.17)

sisteminin durum yanit1 ile (5.3)) sisteminin durum yanitin1 egleyen K : H — R™*"
matris fonksiyonu bulunmalidir.  Yani Teorem geregi (5.3) ayrik sisteminin
durumlar ile (5.17) sisteminin her k € N icin #; anindaki durumlarinin esitlenmesi

gerekmektedir. O halde, eger bir k € N icin x() = xy ise
x(th41) = Xpa1 = €W = [eAM 4 G (i) K (y)] xi (5.18)

esitligi saglanmalidir. Bu esitlik tim £ € N ve olast x; € R” i¢cin saglanmasi

gerektiginden H := [Apyin, Amax] olmak tizere
G(h)K(h) = eABDR _ Al yp e H (5.19)

esitligi saglanmalidir. Ancak, cogu zaman rank G (&) < m < n oldugundan bu esitligi
tam olarak saglayan bir K (/) en genel halde bulunmamaktadir. Yani iki sistemin

durumlari tam olarak esitlenemez.

Ne var ki, durumlar tam olarak esitlenemese bile kismi olarak esitlenebilir. Bunun i¢in
bir W : H — R"™" piiriizsiiz matris tanimli fonksiyonu hangi durumlarin ne dl¢iide
esleneceginin agirliklandirmasi igin kullanilabilir. Yani, (5.19)) esitligini soldan W (%)

ile carparak
W(h)G (WK (h) = W(h) (e(A+BL>h - eAh) . VheH (5.20)

elde edilirse tam esitlik saglanabilir. Eger W (h)G (h) matrisinin tiim 2 € H icin tersi

varsa bu esitligi saglayan kontrolor
K(h) = [W(RG(W)]™ W(h) (e<A+BL>h - eAh) (5.21)

biciminde bulunabilir.

Oncelikle agirhk matrisi W(h)’min etkisi incelenecek olursa, (5.20) ve (5.13)

kullanilarak

2(tke1) = W(hi)x(tge1) = W(hg)xgs € R
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esitligi elde edilir. Yani #4; aninda ancak iki sistemin durumlarinin

n n
2iteen) = ) Wiy (h)xj (1) = Y Wi (hi)xl)
j:l j=1

bicimindeki agirlikli toplamlar: birbirine esit olacak sekilde esleme yapilabilir. Ancak,

W (h) matrisinin nasil se¢ilmesi gerektigi agik degildir [1]].

Esitlik (5.21) ile verilen kontroloriin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, W(h)G (h)
matrisinin tiim /2 € H i¢in tersi olacak sekilde bir W (/&) matrisi bulunmasidir. Bunun
icin gerek ve yeter kosulu ise G(h) := I'(h)B matrisinin tim 4 € H i¢in tam rankl
olmasidir. O halde, problem tanimi varsayimi dolayisiyla rank B = m oldugundan
Onsav geregi

ImBNker['(h) = {0}, VheH (5.22)

olmalidir. Bu boliimiin geri kalaninda I'(/#) matrisinin tiim 2 € H i¢in tersi oldugu
varsayilacaktir. Bu durumda kerI'(h) = {0}, Vi € H olacagindan (5.22)) kosulu da

saglanir.

Onsav geregi I'(h) matrisinin tersi olmast igin gerek ve yeter kosul A matrisinin
tim h € H ve sifirdan farkli tim x4 € Z\{0} tamsayilari i¢in j := V-1 olmak iizere
A(A) = 2unj/h bigiminde 6zdegeri bulunmamasidir. Eger bir @ € R>? i¢cin A’nin
A := aj biciminde bir 6zdegeri varsa hyax < 27/ se¢imi ile I'(4) matrisinin tersi

olmas1 garantilenebilir.

Periyodik orneklemeli sistemler igin [1] calismasinda I'(#) matrisinin tersi olma
kosulu olmadan dijital yeniden tasarim yontemi basari ile uygulanmistir. Ancak,
bilindigi kadariyla diizensiz orneklemeli sistemler i¢in benzer bir ¢calisma literatiirde

bulunmamaktadir.

Yukaridaki tartigma ve varsayimlar altinda bu caligmada bir X € R™*" sabit matrisi

icin W(h) := XI'"!(h) seklinde secilecektir. Bu durumda (5.21) esitligi
K(h) = (XB)™'XT™ (k) (e(4+BD — oA1) (5.23)

bigimine déniisiir. Oncelikle bu kontrolér ile sistemi kararli kilan bir H oldugu

gosterilmelidir.

Teorem 5.3. (5.23) kontrolorii ile (5.3)) sisteminin kararly oldugu bir H := [ hyin, fmax]

kapali araligi vardur.
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Kanit. Teorem geregi lim,_,o+ K(h) = L oldugunu gostermek yeterlidir. Onsav
[B. 1l kullanilarak

A A?
e(h) _—F(h)—z( 1)‘ :I+ih+§h2+

tanimi1 yapilsin. I'(4)’nin tersi oldugundan ®(/4) matrisinin de tersi vardir. Ayrica,
©(0) = I tersi olan bir matris oldugundan bir {€, },cn matris dizisi i¢in
O~ (h) 1= )" Quh? = Qo+ Qih+ Qh” +
q=0

seri acilimi vardir [[106]]. O halde,

~
Il

O(h)O~ ! (h)

|
QM
~
=
Iz
g
<
=

=0 =0
(S q i
NPT
R ey (i+1)
& 1. AQ,
=Q Q | pa
0+; q+;(i+1)Y

esitligi saglanmalidir. Demek ki Qy = I olmak lizere

q l

Z l+1)'

=1

tekrarlamali esitlikleriyle ! (%) elde edilir. Bu esitlik K () taniminda yerine yazilirsa
lim K(k) = lim (XB)™'XT™! () (e<A+BL>h - eAh)

1

= (XB)"'X lim -0~ (h) (e<A+BL>h - eAh)
h—0* h
1 o

= (XB)_IXhILn(}+ El + Zﬂqhq_l (e(A+BL)h - eAh)

1
—(XB)'X 1i _( (A+BL)h _ Ah)

(B IX Jig, g (e e

elde edilir. Dikkat edilecek olursa limitte 0/0 belirsizligi vardir. Ancak; limit,
skalerle carpim ve tiirev iglemlerinin hepsi matrisin her bir eleman: i¢in ayr ayri

tanimlandigindan " Hopital kurali gegerlidir. O halde,
lim K(h) = (XB)™'X lim. ((A + BL)eABLA _ AeAh)
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= (XB)"'XBL

=L
elde edilerek kanit tamamlanmaisg olur. O

Verilen bu teoremle K (%) kontroloriiniin uygun H := [/Apin, Amax| secimiyle sistemin
kararliligini garantileyecegi gosterilmistir. Ayrica, Onsav ile hmax i¢in bir iist sinir
da elde edilebilir. Ancak, K (/) nin 6zel bigciminden dolay1 daha iyi bir /.« Gist sinir
elde edilebilir. Oncelikle,

h h
C(h) ::/ eAdr L.(h) ::/ eABLT 47
0 0

1 1
©(h) := -I'(h) Oc(h) == =T (h)
h h
tamimlar1 yapilsin. Bu tanimlar yerine yazilarak Onsav ile

F(h) + G(h)K (h)
= M 4+ T(h)B(XB)~'XT" () (e<A+BL>h - eAh)
=[+T(WA+T(h)B(XB)'XT ' (h) [[ +T(h)(A+ BL) — I -T(h)A]
=I1+T(h) {A+B(XB)"'XU™'(h) [T.(h)(A+BL) - T'(h)A]}
=1+T(h) {A+B(XB)"'X [T"'(WT:(h)(A+BL) - A|}

=1+hO(h) {A+B(XB)'X [07'(h)®.(h)(A+BL) - A|}
elde edilir. Buradan sonra
Z(h) =0 (h)O.(h) -1 (5.24)
tanimi yapilarak islemlere devam edilirse

F(h) +G(h)K(h)
=1+hO(h) {A+B(XB)'X [(I+Z(h))(A+BL) - Al}
=1+hO(h) {A+B(XB)"'X [BL+Z(h)(A+BL)]}
=1+hO(h) [A+BL+B(XB)'XZ(h)(A+BL)|
=I1+hO(h) [I+B(XB)"'XZ(h)| (A+BL)

=I1+h®.(h) [I+Z(h)]™" [I+B(XB)'XZ(h)] (A+BL)
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elde edilir. Buradan sonra
E(h):=[I+Z(W)] ' [I+B(XB)'XZ(h)| -1 (5.25)
tanimi1 yapilarak islemlere devam edilirse

F(h)+G(hK(h) =1+h®.(h) [I+E(h)] (A +BL)
= ¢ABDR 4 h@, (h)E(h)(A + BL) (5.26)

h
= o(AHBL ( / e(A+BL)TdT) E((A+BL)  (527)
0

sonucu elde edilir.

Teorem [5.3[iin kanitindaki ayni sebeplerden dolayr L'Hopital kurali kullanilarak
limy_,o+ ®(h) = I oldugu goriilebilir. O halde, herhangi bir A € R™" i¢in uygun
h secimi ile ®(h) matrisi birim matrise istenildigi kadar yaklastirilabilir.  Yani,
h’nin uygun secimiyle Z(4) matrisi 0’a istenildigi kadar yaklastirilabilir. Bu da
(5.23)’ten goriilebilecegi gibi E(h)’nin 0’a yakin elde edilmesini saglar. Sonugta
sezgisel olarak /pa’1n uygun secimiyle ayrik zaman kapali ¢evrim sistem matrisi
(A+BL)h>

F(h) + G(h)K(h)’nin, siirekli zaman kapali ¢evrim sistem matrisi e ya

yakinlastirilabilecegi goriiliir.

Bu tartigmalardan sonra (5.23)) ile verilen kontrolor igin kararliligin saglandigi A,y

secimine dair bazi yeter kosullar verilecektir.

Teorem 5.4. A + BL matrisi, T € R™" benzerlik doniisiim matrisi ile
J =T(A+BL)T!

biciminde Jordan gercel blok formuna getirilsin. O halde, @C(h) :=TO. ()T olmak

iizere tiim h € H := [ hmin, hmax] i¢in
|

B (h)|| 1T

ITE(m)T™Y|| < (5.28)

d

esitsizligi saglaniyorsa (5.3)) sistemi kararlidur.

Kanit. (5.28) kosulu saglantyor olsun. O halde, (5.26) ve Onsav [B.2]kullanilarak
T [F(h) + G(WK ()] T = HTe<A+BL>hT—1 + hTO,(h)E(h)(A + BL)T-IH
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eIl 4 h@)c(h)TE(h)T‘le

< [[e7"[+ 1 |Betm)|| [TEmT [ 171
<1
elde edildiginden Teorem geregi kanit tamamlanmus olur. O

Eger A + BL matrisin karmasik Ozdegerleri varsa, matris kosegenlestirilebilir
oldugunda bile (5.28)) ifadesi daha fazla sadelestirilemez. Ancak, A + BL matrisi

kosegenlestirilebilir ve gercel 6zdegerlere sahipse daha sade bir kosul verilebilir.

Teorem 5.5. A + BL matrisi kosegenlestirilebilir ve tiim ozdegerleri gercel olsun. O

halde,
6 :=min{|d| : 1 € A(A+BL)} ve
p:=max{|d|: 1€ A(A+BL)}
olmak tizere tiim h € H := [ hmin, fmax] icin
T E(m)T|| < % (5.29)

esitsizligi saglantyorsa (5.3)) sistemi kararlidir.

Kamit. D :=T(A+BL)T™! kosegen matris olsun. O halde, A;,i =1,2,...,n, A+ BL

matrisinin 6zdegerleri olmak iizere,

8.(h) :=TO (h)T—l_l/heDTdT_dia 1/hede e
S Rl B P B Y7

elde edilir. A + BL matrisi Hurwitz ve tiim 6zdegerleri gercel oldugundan 4; < 0,

Vi =1,2,...,n olur. O halde, Onsav geregi 6(1) := (e — 1)/Ah fonksiyonu A

lizerinden monoton artandir. Demek ki, y := max{1 : 4 € (D)} < 0 olmak iizere

L-fle?] _ 1-e" _pl_s

.ol e P

d

esitligi gegerlidir. Teorem [5.4] geregi kanit tamamlanr. O

Ornek 5.1. Asagidaki sistem ele alinsin.

A:[g ;] B:[(l)], L=[-2 -4

Bu sistemin kapali cevrim 6zdegerleri —1 Fi olur. X = B secildiginde niimerik arama
yontemleri kullanilarak (5.28) kosuluyla Amax = 1.21938 olarak bulunur. Rastgele

hi € [0.01, 1.21] secilirse durum yanit1 ve kontrol igaretleri asagidaki gibi olur.
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— M) — %) o X[K] ¢ x[k]

out[671]=

-051

Sekil 5.1 : Ornek |5.1|icin kapali ¢evrim sistemlerin durum yamtlari

— u(t) e ulk]

out[700]=

~ Sekil 5.2 : Ornek|[5.1|igin siirekli ve ayrik kontrol isaretleri
5.1.3 Ozdeger atama ile kontrol

Siirekli kapali cevrim durumlan ile orneklemeli sistem kapali ¢evrim durumlar
birbirlerine tam olarak esitlenemese de bu iki sistemin kapali ¢evrim matrislerinin
Ozdegerleri birbirine esitlenebilir.  Bu yOntemin aym: zamanda iyi bir kontrol
performans1 gosterdigi gozlemlenmigtir.  Bu boliimdeki sonuglar "IFAC World
Congress 2014" konferansinda "Controllability, Observability and Eigenvalue

Assignment on Isolated Time Scales" adiyla yaymlanmistir [71].
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Bu boliimde (5.1) sisteminin erisilebilir ve biciminde tanimlanmig olan
[F(h),G(h)] ciftinin H := [Apin, Amax] araliginda atanabilir oldugu varsayilacaktir.
Teorem [.11] geregi H aralifinda patolojik bir 6rnekleme yoksa sistem atanabilirdir.
Eger A matrisinin iki 6zdegeri a, 8,17 € R, f # n gercel sayilart i¢in A := a + 3] ve
v := a + nj bicimindeyse Tanim gere8i hmax < 27m/|B — 1| secilerek atanabilirlik

saglanabilir.

Eger sistemin birden fazla girisi varsa, 6zdegerleri istenen yerlere atayan kontrolor tek
degildir [[/8]]. Bu durumda kontroldr, sistemin baz1 6zvektorlerini istenen yerlere atama
ya da bozuculara ve bilinmezliklere olan dayanmikliligini artirmak i¢in kullanilabilir
[107]. Ancak bu calismada tek girigli sistemler icin sonuglar verilecektir. Bilindigi
kadartyla diizensiz orneklemeli sistemlerin kontrolii i¢in bu yontemi kullanan bagka bir

caligma literatiirde bulunmamaktadir

Eger (5.1)) sistemini kararl kilan bir L € R”>*" statik durum geri beslemesi kontrolorii

secilmigse, atanabilirlik varsayimi altinda tim & € H := [Apin, Amax] i¢in
det (sI — [F(h) + G(h)K(h)]) = det (sl - e(A+BL)h) (5.30)

esitligini saglayan K (/) kontrolorii sistemi kararli kilmak i¢in kullanilacaktir. Tek giris
durumunda, yani m = 1 ise, bu kontrolor ile kararliligin garantilendigi bir H oldugu

gosterilecektir. Bunun i¢in oncelikle K (/) ’nin bir limiti oldugu gosterilmelidir.

Onsav 5.2. Eger (5.3)) sisteminin tek bir girigi varsa, yani m = 1 ise, (5.30) esitligini

saglayan K (h) kontroloriiniin h — 0% icin limiti vardur.
Kanit. (5.30) esitligindeki karakteristik polinom a; : H — R fonksiyonlari i¢in
p(s, h) :=det (sI - e(A+BL)h) =s"+dan_1(h)s" '+ +ag(h)

bigiminde tanimlansin. Ackermann formiilii geregi (5.30) esitligini saglayan K (/)

yatay vektorii
K(hy==[0 0 ... 1][G(h) F(WG() ... F'G(h)] " p(F(h),h)
biciminde bulunabilir [[85].

A(h) :=[G(h)y F(W)G(h) ... F"'G(h)]
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bi¢ciminde tanimlanmig olan matris A(0) icin tekil oldugundan bu matrisin tersinin 0

civarindaki seri agilimu bir 7 € N ve {Q,},en € R dizisi igin
AN h)y=h"" Z Q hf
q=0

bicimindedir [106].  Ayrica Cayley-Hamilton teoremi geregi her matris kendi

karakteristik polinomunu saglar, yani p (e(A+BL)h, h) = 0,Vh € H olur. O halde,

= [0 0 ... 1] ve a,(h) := 1 olmak iizere
lim K(h) = lim e} A" 1(h)[ ( <A+BL>h,h) —p(F(h),h)]
li - rig ha Zn: (h) ( (A+BL)h)i_( Ah)i
= Jlim ] | 2, (e ‘
=
o n
— hli_)l’{)lJf 65 ; ; ai(h)gqhq—r [et(A+BL)h _ elAh]

elde edilir. Determinant matris elemanlarinin siirekli bir fonksiyonu oldugundanve
determinant i¢indeki matrisin limiti oldugundan, p(s, &) taniminda limit determinant

icine alinabilir. O halde,
Jlim p(s, h) = det( I- lim [e<A+BL>h]) =det((s— 1) = (s — 1)"

elde edilir. Demek ki, a; := lim,_,o+ a;(h),i =0, 1,...,n limitleri vardir. O halde,

n o)
. - . - j h [Ah
hll)]’}’)l_'— K(h) = ez; ; a; hli)n(')l+ ; Qqhq r [el(A+BL) _ etA ]

n r—1 1
_, TN 5 1 i(A+BL)h _ iAh
=e a; lim ZQ — |e —e
" Z " 0+ T hr-a [ ]
i=1 q=0
elde edilir. Limit, tirev ve skalerle carpim matris elemanlar1 iizerinden

tanimlandigindan, L’Hopital kurali gecerlidir. O halde, bu kural gerektiginde tekrar

tekrar uygulanarak

n r-1
lim K(h) = e’ 1 ;) - ([i(A+BL)]"™ - (iA)™9) (5.31)

i=

elde edilir. Esitlikteki tiim degerler sabit ve toplamlar sonlu oldugundan kanit

tamamlanmus olur. O

Teorem 5.6. Eger (5.3) sisteminin tek bir girisi varsa, yani m = 1 ise, (5.30) esitligini
saglayan K (h) kontrolorii ile sistemin kararli oldugu bir H := [hmin, hmax] kapalt

araligr vardur.
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Kanit. Eger K(h), (5.30) esitligini sagliyorsa tim A € H igin
1 1
det | sl — 7 [F(h)+G(h)K(h) - 1]) = det (sI - [e(A+BL)h —1]

esitligi de saglaniyor olmalidir. Bu durum, (5.30)’da § := (s—1)/h degisken doniistiimii
yapilarak kolayca goriilebilir. Sistemin tek bir girisi oldugundan Onsav geregi
K (h)’nin bir limiti vardir. O halde,

lim, % [F(h)+ G)K (k) = 1] = lim %F(h) [A + BK (h)]

- (hﬁj& %F(h)) (hli—>n(}+ [A+BK (h)])

=A+B ( lim K(h))
h—0*
elde edilir. Benzer sekilde

1
Jim, - [eA+BLR 1] = A+ BL

olarak elde edilir. Determinant matris elemanlarinin siirekli bir fonksiyonudur. Ayrica,
determinant i¢indeki matrislerin limiti oldugundan, limit determinant icine alinabilir.
O halde,

det (sl -

A+B (hlirg+ K(h))]) =det(s/ — (A+ BL))

esitligi saglanmalidir.  Sistemin tek bir girisi oldugundan Teorem [#.10] geregi
karakteristik polinomu istenen degere atayan L € R tektir. O halde,

lim K(h) =L

g, K (h)

olmalidir. Teorem [5.2] geregi kanit tamamlanmus olur. O

5.1.4 Tekil deger atama ile kontrol

Diizensiz orneklemeli bir sistemin kararliliginin saglanmasi icin kapali ¢cevrim sistem
matrisinin tekil degerlerinin 1’den kiiciik olmas1 yeter bir kosuldur. Bu nedenle,
sistemin tekil degerlerinin atanmasi ile kararlilik saglanabilir. Bilindigi kadariyla
literatiirde tekil deger atama ile kararli kilma yontemi ilk kez bu ¢alisma kapsaminda

ele alinmagtir.

Durum geri beslemesi ile tekil deger atama icin gerek ve yeter kosullar [108]]’de
asagidaki teoremle verilmistir.  Ayrica, ayni calismada durum geri beslemesi

kontroloriiniin hesaplanmasi i¢in bir algoritma da verilmistir.
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Teorem 5.7 ([108, Teorem 2.7]). A € R™" ve 1 < m < n olmak iizere tam rankli

B € R™™ verilmis olsun.

(I-B(B'B)"'BNHA (5.32)
matrisinin tekil degerleri

O:alz...:amSam+l<...San

olsun. Keyfi verilen

0<s1<sm<---<5y

degerleri icin A + BL matrisinin tekil degerlerini {si,...,s,} yapan bir L € R™"
olmasinin gerek ve yeter kosulu tiimi =1, ... ,n icin
a; < 8; < iy (5.33)

esitsizliginin saglanmasidir. Burada i > n ise a; = oo kabul edilmistir.

Yukaridaki teorem, bir H := [Anin, hmax] araligindaki tim 2 € H igin (5.4) ile
tanimlanmis F (&) ve G (h) matrislerine uygulanarak kararlilik saglanabilir. Teoremin
uygulanabilmesi i¢in, G (/) matrisinin tiim . € H icin tam rankli oldugu ve &(-) en

biiyiik tekil degeri ifade etmek iizere
& ({1 ~G(h) [GT (WG ()] GT(h)} F(h)) <1, VheH (534

esitsizliginin saglandig1 bir H var olmalidir. Uygun bir benzerlik doniisiimiiyle (5.34))

esitsizligini saglayan bir H’nin her zaman var oldugu gosterilebilir.

Uygun bir benzerlik doniisiim matrisi 7 € R™" i¢in
F(h) :=Te"T™', T(h) =T (/Oh eATdT) 7' ve G(h) :=T(h)TB
tanimlar1 yapilarak
& ({1 ~G(h) [ET(h)é(h)]_l éT(h)} F(h)) <1, VheH  (535)
esitsizligi saglantyorsa Teorem [5.7]de a,, < s, < I secimi ile
& (F(h) + é(h)l?(h)) =T [F(h)+ GHK(WIT™|| <1, VheH

esitsizligini saglayan K(h) = K(h)T' kontrolérii [108]'de verilen algoritma
kullanilarak bulunabilir. O halde, Teorem geregi K(h) = K (h)T kontrolorii

sistemi kararl kilar. (5.33) esitsizliginin saglanmasiyla ilgili 6nsav asagida verilmistir.
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Onsav 5.3. Verilen (5.1)) sistemi icin L € R™", A + BL matrisini Hurwitz yapan bir

matris olsun. Tersi olan bir T € R™" icin
S:=T(A+BL)T"!
tamimlansin. Eger
S+5T <0

oluyorsa G (h) matrisinin tam rankli oldugu ve (5.33) esitsizliginin saglandigr bir

H := [hmin, hmax] kapalt araligi vardar.

Kanit. Verilen T matrisi i¢in (5.33) esitsizligini saglayan ve G (h) matrisinin tam rankl
oldugu bir 4 > 0 var oldugu gosterilecektir. Bunun sonucu olarak esitsizligin saglandig

H := [Amin, Amax] C (O, ﬁ) kapali araliginin varligi kanitlanmig olacaktir.

(5-1)) siirekli sisteminin tantmindaki varsayimdan dolay1 rank B = m oldugundan Onsav

[A.T] geregi

ImBNnkerT'(h) = {0}, VheH (5.36)

olmalidir. Eger I'(#) matrisinin tiim . € H i¢in bir tersi varsa ker I'(h) = {0}, Vh ¢ H
olacagindan (5.36) kosulu da saglamr. Onsav geregi j := V-1 olmak iizere,
eger a; € R\{0}, 7 = 1,2,...,n i¢in A’nin 4; = ja; biciminde Ozdegerleri varsa
hi = 2n /la@;| icin I"(h) matrisinin tersi yoktur. Bu h;’ler arasindan (5.36)) kosulunu

saglamayan en kiiclik olanm
hg = min {71} ( Im B Nker ['(%;) # {0}} (5.37)

biciminde tanimlansin. Eger kosulunu saglamayan bir &; yoksa hg = oo olur.

hg > 0 oldugundan h = hg segimiyle G () nin tam rankli oldugu garantilenir.

S’nin tanimi1 kullanilarak
A:=TAT' =S-TBLT™'
tanimi yapilirsa Onsav geregi

F(h)=1+T(h)A
— I+T(h) (S - TBLT‘l)

=I1+T(h)S-G(h)LT
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esitligine ulagilir. O halde,
{1 ~G(h) [5T(h)§(h)]_l GT(h)} F(h) =
{1 ~G(h) [Z;T(h)é(h)]_1 éT(h)} [1 + f(h)s]

elde edilir. Esitligin sol tarafindaki matris ortogonal bir projeksiyon matrisi oldugundan

en biiyiik tekil degeri her zaman 1°dir. Demek ki bir 7 > 0 icin
& [1+f(h)s] <1, Vh<h (5.38)

oldugunu gostermek, (5.33)) esitsizliginin saglandigim gdstermek igin yeterlidir. Onsav

B Tl kullanilarak R
I'(h) —hl 1~ h
T —hl 15 ho

Oh) = —03 STREY,

tanim1 yapilsin. O halde,
W(h) ;= [+T(h)S =1+hS+h*0(h)S
elde edilir. Demek ki, (5.38) kosulunu gostermek i¢in
(M)l = Amax (‘P(h)‘I’T(h)) <1, Vh<h
esitsizligini saglayan i € R> U {oo} oldugu gosterilmelidir. O halde,

P (h)PT (h) = [I+hS + h*O(h)S| [I +hS" + K*STO (h)]
—I+h (S + ST) + 12 [O(h)S + ST (h) + ST
+h? [SSTO" (h) + ©(h)SST| + h*O(h)SSTO" (h)

elde edilir. Simdi

R(h) := [©(h)S + STO" (h) + S5 |
+h [SSTOT (h) + ©(h)SST| + h*@(h)SST O (h)

tanimi1 yapilirsa

W)W (h) =1 +h (S+ST) + R2R(h) (5.39)

elde edilir. Kolayca goriilebilecegi gibi R(%) her yerde analitik (entire) ve simetriktir.

O halde
Ama (‘P(h)‘PT(h)) < 14 hda (S + ST) + W e (R(R)) < 1
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esitsizliginin saglanmasi kanit icin yeterlidir. Yani, esdeger olarak
h/lmax (R(h)) < _/lmax (S + ST)
esitsizligi saglanmalidir. Keyfi bir 2, > h, > 0 segilsin. Bu 4, i¢in

y:i= sup Amax (R(h))
he(0,h,)
olsun. O halde, S + ST < 0 oldugundan

_ —Amax (S + ST
h := min | h,, max( * )
Y

secimi ile kanit tamamlanmis olur. O

(5.40)

Bu onsav kullanilarak bulunan H := [y, Amax] araliginda bir patolojik drnekleme
h, € H var olabilir. Ancak, bu durumda bile 6nsavda istenen kosullar saglaniyor
olabilir. Eger bir &), i¢in [F (hp),G(h p)] sabit matris ¢iftinin kararsiz bir 6zdegeri
atanabilir olmasayd1 bu 6zdegerin yerini degistirebilecek bir K (%,) de bulunamazd.
Ayrica,
1 <p(F(hp)) < (F(hy))

olacagindan ve Teorem [5.7] gerek ve yeter kosul verdiginden (5.35) kosulu da
saglanmazdi ve h, ¢ H olurdu. Yani, patolojik drnekleme i¢in Onsav [5.3|i¢in verilen

kosullar haricinde bagka bir kosul g6z oniinde bulundurmaya gerek yoktur.

Onceki boliimlerde acikca goziiken, Onsav l'in dogrudan bir sonucu asagidaki

teorem ile verilmistir.

Teorem 5.8. Verilen (5.1) sistemi kararli kilinabilir olsun. O halde, (5.3)) sistemini
kararli kilan bir H := [hmin, hmax] kapali araligi ve K : H — R™" durum geri

beslemesi kontrolorii vardrr.

Kanit. (5.1) sistemi kararli kilinabilir oldugundan A + BL matrisini Hurwitz yapan
bir L € R™ vardir. O halde, Teorem [5.2/ nin kamtindaki ile ayn1 bicimde Lyapunov
esitligi kullanilarak S” + S < 0 olan bir 7”nin varlig1 gosterilebilir. Onsav geregi

kanit tamamlanmis olur. |

Dikkat edilecek olursa, Onsav kosulunu saglayan benzerlik doniislim matrisi 7 €
R™" aym1 zamanda Onsav [5.3|kosulunu da saglamaktadir. Bu nedenle Boliim de
verilen Yontem [5.1]-[5.3]tekil deger atama ile kararl kilma i¢in de kullanilabilir.
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Eger bir T icin (5.35) esitsizligi saglaniyorsa, V ortogonal bir matris olmak iizere
T:=VT icin de esitsizlik saglamr. Hatta, Onsav ijn kanitindan goriilebilecegi gibi
T icin bulunacak olan / da aynidir. Bu nedenle QR ayristirmasi geregi sadece iist iicgen

bicimindeki 7’leri géz oniinde bulundurmak genelligi bozmaz.

Ornek 5.2. Asagidaki siirekli sistemi ele alinsin.

1 -2 0 0.5
A=12 1 0], B=]|2
0 0 05 1

Asagidaki durum geri besleme matrisi se¢ilmis olsun.

— [1128 —-1064 105
K= [289 289 34 ]

P(h) = (1 -G |G (WG ()] B GT(h)) F(h) matrisinin 0’dan farkls tekil degerleri
Sekilteki diiz cizgiler gibidir. Sekilden goriilebilecegi gibi i ~ 0.62 olarak bulunur
ve F (h) + G (h)E (h) matrisinin tekil degerleri diiz ¢izgiler arasindaki bolgelere keyfi
olarak atanabilir. Bu Ornek i¢in sekildeki kesikli ¢izgili degerler kapali ¢cevrim tekil
degerleri i¢in se¢ilmistir. Bu se¢imle H c (0, h) araligindaki keyfi 6rnekleme altinda
kapalt cevrim sistemin kararlilii garantilenir. Sekil 5.4te ise rastgele Grnekleme

altinda kapal1 ¢evrim sisteminin durum yaniti verilmistir.
ai(P(h)

12

10

08§

06

04

0.2

o1 02 ‘o.‘el\‘ T oa 05 06 o7
Sekil 5.3 : Ornek icin P(h)’nin 0’dan farkli tekil degerleri.
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X(t)

Sekil 5.4 : Ornek |5.2]icin rastgele drnekleme altinda kapali ¢evrim sistemin durum
yaniti.

5.1.5 Zaman gecikmeli sistemlerin kontrolii

Yukarida verilen kontrol yontemlerinin zaman gecikmeli sistemlerin kontroliinde
kullanilabilecegi bu boliimde gosterilecektir. Ozellikle sistem durumlarinin farkl ve
rasyonel bagimlilig1 olmayan 6l¢iim gecikmeleri varsa diizensiz Ornekleme altinda
modelleme kullanigli olmaktadir. Bu tiir gecikmeye sahip sistemlerin kontroliiniin
zor bir problem oldugu bilinmektedir [89]]. Bilindigi kadariyla diizensiz 6rnekleme
yaklasimi kullanilarak bu probleme ¢oziim Onerisi getiren bagka bir ¢aligma literatiirde

bulunmamaktadir.

Zaman gecikmeli sistemlerin kararlilifi ve kontrolii konusunda oldukca genis bir
literatiir bulunmaktadir [89/90/109]. Bu boliimde, ¢oklu 6l¢iim gecikmesi olan bir
stirekli zamanl sistem ele alinmaktadir. Bu tiir sistemler i¢in Onerilen bir 6rnekleme
semasi ile 0zde8er atama yontemi kullanilarak sistem kontrol edilmistir. Ancak,

onerilen yontem genel olup bagka kontrolorler icin de kullanilabilmektedir.

Bu boliimdeki sonuglar "2012 IFAC Workshop on Time Delay Systems" konferansinda
"Eigenvalue assignment for systems with multiple measurement delays on isolated time

scales" adiyla yayimlanmistir [[12]].

Zamanla degismeyen dogrusal siirekli (5.1)) sisteminin durum ol¢iimleri birbirinden
farkli zaman gecikmelerine sahip olsun. Yani bir L € R"*" statik durum geri beslemesi

kontrolorii i¢in 7; € R>Y. i =1,2,...,n sabit zaman gecikmeleri olmak tizere kontrol
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isareti
x1(t—11)
u(t) =L : (5.41)
Xn(t = Ty)

biciminde olsun. Ayrica bu 6l¢iim gecikmelerinin rasyonel bagimliligi olmasin, yani

tim i, j ve i # j i¢in 7; = ut; esitligini saglayan bir u € Z tamsayis1 bulunmasin.

Yukarida tanimlanmis olan problem diizensiz 6rneklemeli sistem bakis acisi ile ele
alinabilir. Bunun i¢in verilen bir kontrol ufku v > 0 olmak {izere 6rnekleme zamamn
dizisi 7, = {tx}ren, €8er ty € T, ve ty —1; 2 toise ty — 1 € 7, Vi = 1,2,...,n
biciminde se¢ilmis olsun. Bu secimi yapabilmek igin basit bir yontem, u; € Z>° pozitif

tamsayilar olmak iizere

2
7-{_____} (5.42)
M1 HMn M1 M1 U2

bicimindeki secim ile verilebilir. Bu se¢imi kullanan bir 6rnek asagidaki gibidir.

Ornek 5.3. to =0, 71 =n, » = e ve v = 5t olsun. Basitlik olmasi agisindan

11 = po = 1 olsun. O halde yukarida verilen yontemle segilen 6rnekleme zamani dizisi

T, = {0,7(—6,27T—2€,37T—36,47T—4€,57T—5€,7T,27T—€,
3 —2e,4m — 3e,57 — 4e,2m, 37 — e, 4 — 2e, 51 — 3e,

3m, 47 — e, S5t — 2e,4m, 57 — e, 571}

biciminde olur.

Dikkat edilecek olursa durum gecikmeleri birbirine rasyonel olarak bagimliysa kontrol

ufku sonsuz secilebilir.

Yukarida verilen bicimde bir 6rnekleme zamani dizisi ile (5.1]) sisteminin diizensiz
orneklemeli modeli bir K (¢;) € R™*" kontrolorii igin
x1(tg = 71)
x(t) = Ax(t) + BK(ty) : , YVt e [tr,tks1) (5.43)
Xn (T = Tn)
biciminde olur. Yukaridaki 6rnekleme zamani se¢iminden dolayi bir r;(k) € Z igin
tx = T; = ty,(k) olur. O halde, bu sistemin diizensiz 6rneklemeli ayrik modeli

No
ri(k)
Xiet = F(hi)xp + G(h)Ki | (5.44)
(n)
X1 (k)
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olarak elde edilir. Ky := [g,ﬁ‘) g,ﬁ’”] bigiminde £ € R”, i = 1,2,...,n siitun
vektorlerinden olugsun. O halde e; := [0 ... 1 ... O]T, i’inci elemam 1 ve geri

kalan elemanlar1 O olan vektor olmak tizere
K,Ei) ::KkeieiT: [O ... 0 f,gi) 0o ... O], i=12,...,n

’inci siitunu fl(f) ve diger siitunlar1 0 olan matrisler olsun. Bu tanim (5.44) esitliginde

yerine yazilirsa

n
Xt = F(h)xi+ Glhi) Y K %) (5.45)
i=1
elde edilir. Bu sistemin durum gecis matrisi bir {Sy}reny € R™" matris dizisi

icin ®g(¢,r) bigiminde olsun. Bu durum geg¢is matrisi kapalt cevrim sistem igin
verildiginden, daha Onceki boliimlerde tartisilan atanabilirlik varsayimi altinda Sy
matrislerinin tiim k£ € N icin tersi olacak bicimde bir kontrolor secilebilir. O halde,
n
Xie1 = Skxp = F(hi)xi + G(hy) Z K,E”ﬂbgl(k, ri(k))xy
i=1
elde edilir. Demek ki
Sk = F(hk)+G(hk)ZK]Ei)q)§l(k,ri(k)) (5.46)
i=1

ozelligini saglayan bir matris dizisi ile istenen ¢oziim elde edilir. Simdi,
K = ZK,E")cbgl(k,r,-(k)) (5.47)
i=1

tanim1 yapilirsa S = F(hg) + G(hk)Ek elde edilir. Demek ki, K; daha dnceki
boliimlerde verilen dijital yeniden tasarim, Ozdeger atama ya da tekil deer atama
yontemlerinden biriyle tasarlanabilir. Bu tasarim yapilirken S; matrislerinin tersi
olacak sekilde yapilmalidir. Tanim geregi

n

K; = K Z eiel S (k,r;(k))

i=1

elde edilir. O halde,

n

Uy = Z eiel 3! (k, ri(k)) (5.48)

i=1
tanimi1 yapilirsa K = I?kU,;' olarak bulunur. Dikkat edilecek olursa U; matrisinin
i’inci satiri, @El(k,ri(k)) matrisinin i’inci satiridir.  Yapilan simiilasyonlarda Uy
matrislerinin her zaman tersinin var oldugu gézlemlenmistir. Ancak, bunun bir kaniti

heniiz bulunamamastir.
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Ornek 5.4. Durumlarinin 6lgiim gecikmeleri sirastyla 1.7, 2.3 ve 3.1 saniye olan

0 1 0 0
x(t) = 0 0 I | x(2)+ [0 u(r)
-0.505 -1.11 -0.7 1

siirekli dogrusal sistemi ele alinsin. Bu sistem i¢in kontrol ufku v = 5s ve u; = 2,

U2 =2, u3 = 3 olacak sekilde se¢ilmistir. (5.42) ile tanimlanan yontem kullanilarak

7, = {0, 0.017, 0.083, 0.15, 0.2, 0.267, 0.383, 0.4, 0.45,
0.517, 0.567, 0.633, 0.7, 0.75, 0.817, 0.867, 0.933,
1, 1.05, 1.117, 1.233, 1.3, 1.417, 1.55, 1.6, 1.667,
1.783, 1.85, 1.9, 1.967, 2.083, 2.15, 2.267, 2.45,
2.7, 2.817, 2.933, 3, 3.117, 3.3, 3.85, 3.967, 4.15, 5}
degerleri Ornekleme zamani olarak secilmistir. Sx matrisinin 0zdegerlerini
{e=?hk =2k =3k} yapan K kontroldrii secilmistir. Bu secimlerle yukaridaki yontem

kullanilarak elde edilen kontrolor ile kapali gevrim durum yamit1 Sekil [5.5teki grafikte

gosterilmistir.

1

0.4

045

1] 0.5 1 1.5 2 248 3 358 4 4.5 g
Sekil 5.5 : Ornek [5.4|icin kapali cevrim durum yanit1

-1.5
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5.2 Sabit Kontrolor ile Kontrol

Bir 6nceki boliimde ornekleme araligi ile degisen kontrolorler i¢cin bulunan sonuclar
sabit kontrolorlere de uygulanabilir. Bunun i¢in nominal bir 6rnekleme araligi w > 0

segilsin. Ayrica hy = w + 6y olsun. O halde sabit bir K € R™*" i¢in

hk
F(hi) +G(hp)K = e + (/ eATdT) BK
0

W+
= AWt 4 (/ eATdT) BK
0
w w+0y
= AW eA%K 4 (/ ATdr + / eATdT) BK
0 w

Ok
e (I +T(6;)A) +T'(w)BK + ( / eA(‘”+’7)a’77) BK
0

e + T(w)BK + e“T(0x) A + e“T(0;) BK

(eA‘“ + F(a))BK) +T(6)e*“ (A + BK)
elde edilir [28]. O halde bir T € R™*" benzerlik doniisiim matrisi icin

Hf(hk) + é(hk)l?ﬂ < He/?w + f(w)EEH + Hf(ek)H He&»(; + B‘E)H <1
olmasi kararlilig1 garantilemek icin yeterlidir.

Onsav 5.4 (28, Lemma 3]).

A+ AT
H(A) := Amax ( 3 )
olmak tizere
et (A0 _ 1
T @l = H/ eATdr|| < (5.49)
(A
esitsizligi saglanir.
Yukaridaki onsav geregi
oM Aok _ 1 1 Heg‘” + f(w)BKH
o] 22t <
p(A) HeAw(A + BK)H

olmas1 gerektiginden
= In(1+au(A))

0y <0 := =
u(A)
esitsizliginin saglanmasi kararlilik i¢in yeterlidir. O halde,

H := [Amin, Amax] € (0 — 0, w +8) N (0, 00)
secimiyle kararlilik garantilenir.
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6. COK ETMENLI SISTEMLERIN UZLASIMI

Bu calismanin ana kapsami olan diizensiz Orneklemeli sistemlerin kontroli
icin gelistirilen yOntemlerin, c¢ok etmenli sistemlerin uzlagim problemine de
uygulanabilecegi fark edilmistir. Gelistirilen yontemler, 6zellikle etmenleri arasinda
aperiyodik haberlesme olan ve ag topolojileri zamanla de8isen ¢ok etmenli sistemlerin

uzlagim probleminin ¢6ziimii i¢in uygun olmaktadir.

Cok etmenli sistemlerin uzlagim problemi genis uygulama alanina sahip oldugundan son
yillarda biiyiik ilgi gormiistiir [[14]]. Bu uygulamalar arasinda mobil robot koordinasyonu
[110], sensor ag1 saat senkronizasyonu [|111]], mikrogrid frekans senkronizasyonu [|112],
siber giivenlik saldirilarinin giderilmesi [[113]] ve daha bir¢ok uygulama bulunmaktadir
[114]. Genel dogrusal etmen dinamigine sahip sistemler son zamanlarda ele alinmig
olsa da [26,115,116], daha yaygin olarak cift integrator etmen dinamigine sahip
sistemler ele alinmaktadir [[16J117118119,/120,121,122]]. Bunun bir nedeni bu tiir

sistemlerin genis uygulama alanlarina sahip olmasidir.

Pratikte ortaya ¢ikan zorluklarin birgok farkli yonii de literatiirde yogun bir sekilde
ele alinmistir. Zamanla degisen topolojiler altinda uzlasim [[116], iletisim gecikmeleri
altinda uzlagim [122], aperiyodik veri haberlesmesi altinda uzlagim [[118], verilerin
asenkron giincellenmesi altinda uzlasim [123]], olay tetiklemeli (event-triggered)
uzlagim [21]], kismi durum geribeslemesi altinda uzlagim [[124], doygun (saturated) giris
altinda uzlagim [125]], belirsizlik ve dogrusal olmayis (nonlinearity) altinda uzlagim

[126]] bunlara 6rnek olarak verilebilir.

Bu calisma kapsaminda diizensiz 6rnekleme ve zamanla degisen ag topolojisi altinda
uzlagim problemi ele alinmistir. Enerji tasarrufu gereksinimleri, saglikli olmayan
haberlesme baglantilar1 ve hareket eden cisimler gibi pratikte karsilagilabilecek
zorluklardan dolay1 haberlesme araliklar1 ve iletisim topolojileri giivenilir bigimde
belirlenemeyebilir. Diizensiz 6rnekleme veya degisen topoloji altinda uzlagim problemi
ile ilgilenen bircok ¢alisma olmasina ragmen, bu problemlerin ikisini ayn1 anda ele alan

nispeten az sayida ¢alisma vardir. [118]’de Ornekleme araliklar iletisim ¢izgesinin
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(graph) maksimum derecesine bagli olarak belirlenen bir bolge icinde kaldig: siirece
uzlagimin saglandig1 gosterilmistir. Ancak, ¢izgenin maksimum derecesi biiyiidiikce,
uygun Ornekleme aralig1 bolgesi 6nemli Olgiide kiictilmektedir. [127]’de, lider-takip
uzlagimini saglamak icin ortalama bekleme siiresi (dwell time) yaklagimi kullanilmugtir.
Ancak, gecis yapilabilir iletisim ¢izgelerinin kiimesi onceden bilinmelidir. Bu da

ozellikle etmen sayisi arttikca yontemin kullanilabilirligini sinirlamaktadir.

Diizensiz ornekleme ve degisen topoloji altinda uzlagim problemini olay tetiklemeli
sistem cercevesi i¢inde ele almis olan bazi calismalar mevcuttur [128129]]. Ancak, bu
yontemler etmenlerin tetikleme kosullarini siirekli olarak izlemesini gerektirmektedir.
Bu gereksinim bazi uygulamalar icin uygun olmayabilir.  Ayrica, ag topolojisi

biiytlidiik¢ce olay tetiklenmeleri arasindaki zaman kiiclilme egilimindedir.

Bu caligmada diizensiz ornekleme ve degisen topoloji kisitlamalarini aym anda ele
alabilen, cift integrator dinamigi i¢in uzlasim probleminin ¢6ziimii i¢in yeni bir
yaklasim onerilmektedir. Tiim degisen topoloji ¢cizgelerinin her 6rnekleme icin bagli ve
yOnsiiz oldugu varsayimi altinda verilen yontemin asagidaki avantajlar1 bulunmaktadir:
(1) minimum ve maksimum Ornekleme araliklari keyfi olarak se¢ilebilir, (2) degisen ag
topoloji ¢izgelerinin kendisinin bilinmesi gerekmez, sadece ¢izgelerin Laplasyen matris
0zdegerlerinin secilmis bir aralik icinde bulunmasi yeterlidir, (3) topoloji ¢izgelerinin
Laplasyen matris 6zdeger arali81 keyfi olarak secilebilir, (4) her 6rnekleme zamaninda
tim olast topolojiler arasinda gec¢is yapmak miimkiindiir, (5) secilen Ornekleme
araliklar1 ve Laplasyen matris 6zdeger aralig1 icin her zaman bir durum geribesleme
kontrolorii bulunabilmektedir, (6) kontrolor parametreleri icin esitsizlikler analitik
olarak verilmistir. Bilindigi kadariyla, literatiirde bu sonuclara ulasan cift integrator

uzlagimu iizerine yapilmis bagka bir ¢calisma bulunmamaktadir.

Genel dogrusal etmen dinamigi icin uzlasim, bir alt sistemin kararli kilinmasi
probleminin ¢oziimii ile saglanabilmektedir [26]]. Bu nedenle, mevcut kararli kilma
sonuclari, uzlasim probleminin ¢6ziimii i¢in kullanilabilmektedir. Bu ¢alismada, ¢ok
etmenli sistem matrisini tiim olas1 dérnekleme araliklari icin bir daralma (contraction)
haline getiren bir koordinat doniisiimii yontemi kararli kilma probleminin ¢6ziimii
icin kullanilmistir.  Ayrica, bu yaklasimin yonsiiz topoloji ¢izgeleri i¢in degisen
topoloji altindaki sistemlere kolayca genisletilebilecegi gosterilmistir. Genel dogrusal

dinamik icin elde edilen sonuglar, c¢ift integratdr dinamigi icin uzlagim problemini
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cozen kontrolor parametrelerinin sinirlarini analitik olarak bulmakta kullanilmistir. Cift
integrator dinamigi icin verilen sonuglar bir nesnelerin interneti (Internet of Things)

aginin saat senkronizasyonu problemine basari ile uygulanmustir.

Birinci alt boliimde cizge kuramina ait temel tamimlar ve bilgiler verilmistir. Ikinci
alt boliimde diizensiz Ornekleme altinda uzlasim problemi dagitik yerel durum
geribeslemesi kontrol kurali icin tanimlanmustir. Ugiincii alt boliimde genel dogrusal
dinamige sahip cok etmenli sistemin uzlasim probleminin ¢oziimii i¢in yeter kogullar
verilmistir.  Bu kosullar dordiincii ve besinci alt boliimlerde sirasiyla tek ve
cift integrator sistemlerin uzlasimi i¢in kontrolor parametrelerinin bulunmasinda
kullanilmigtir.  Cift integrator dinamigi i¢in bulunan kontroldr, altinci boliimde saat
senkronizasyonu problemine uygulanmistir. Son olarak yedinci boliimde sonuglar

verilmistir. Bu boliimdeki sonuglar [130] ¢alismasinda yayimlanmustir.

Tezin bu boliimiindeki 6zgiin katkilar agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

* Diizensiz 6rneklemeli ve sabit ag topolojisine sahip ¢ok etmenli sistemlerin uzlagimi

i¢in yeni bir yeter kosul gelistirilmistir (Teorem [6.3).

* Gelistirilen bu kosulun eger ag topolojileri yonsiiz ise diizensiz Orneklemeli ve
degisken topolojiye sahip cok etmenli sistemlerin uzlasimi i¢in de kullanilabilecegi

kanitlanmigtir (Teorem [6.4).

* Bu kosullar kullanilarak cift integrator dinamige sahip ¢cok etmenli sistemlerin

diizensiz ornekleme ve degisen topoloji altinda uzlagimini saglayan kontrolor

esitsizlikleri elde edilmistir (Esitsizlik (6.23)) - (6.23)).

* Bulunan kontrolor esitsizliklerinin tutarli olmasi icin gerek ve yeter kosullar
bulunmus ve keyfi se¢ilen Laplasyen matris 6zdeger aralif1 ve drnekleme araligi

i¢in kontroloriin var oldugu kanitlanmistir (Teorem [6.5]).

* Bulunan bu kontrolor diizensiz 6rneklemeli ve degisken topolojili bir agin saat
senkronizasyonu problemine uygulanarak bu problemin ¢oziimii i¢in yeni bir yontem

onerilmistir (Bolim [6.6).

Bu boliimdeki 6zgiin katkilarin ¢iktilar1 asagidaki uluslararasi hakemli dergide

yayinlanmustir:
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* Sevim, U. ve Goren-Sumer, L. (2023). Consensus of double integrator multiagent
systems under nonuniform sampling and changing topology, AIMS Mathematics,

8(7), 16175-16190.

6.1 Cizge Kurami Temelleri

Cok etmenli sistemlerin ag topolojisi bir ¢izge ile modellenmektedir. Bu nedenle
cizge kuramina ait sonuglar ¢ok etmenli sistemlerin uzlagim problemi i¢in siklikla
kullanilmaktadir. Bu boliimde cizge kuramina dair temel tanimlar ve bilgiler

verilecektir. Daha fazla bilgi icin [131]] gibi kaynaklar incelenebilir.

6.1.1 Temel tanmimlar

Bu alt boliimde cizgelerle ilgili temel tanimlar ve bunlarin ¢ok etmenli sistemler i¢in

ne anlama geldigi tizerinde durulacaktir.

Tanmm 6.1 (Cizge). Bir ¢izge, birbirinden ayirt edilebilen noktalar ve bu noktalar
arasindaki baglantilardan olusur. Cizgeyi olusturan noktalara diigiim adi verilir.
Cizgenin N diigiimii varsa, diigiim kiimesi V := {vi,...,vy} biciminde tanimlanir.
Diigtimler arasindaki baglantilara kenar ad1 verilir. Cizgenin kenar kiimesi birbirleri
arasinda iligki olan diigiim ¢iftlerinden olusur ve & C V XV olacak sekilde tanimlanir.

Bir ¢izge, diigiim kiimesi ve kenar kiimesi ¢ifti ile G = (V, &) biciminde ifade edilir.

Diigiimler arasindaki iligkiler genel halde yonliidiir, yani eger (v;,v;) € & ¢izgenin
bir kenar1 ise j diiglimiinden i diiglimii yoniinde bir iligki vardir. Ancak, bunun tersi
gecerli olmayabilir. Asagida Sekil ile verilen ¢izge icin V = {1,2,3,4,5,6}
ve & = {(1,3),(2,1),(2,6),(3,1),(3,2),(4,2),(5,3),(6,4), (6,5)} olur. Dikkat

edilecek olursa bir (v;,v;) € & icin okun yonii v; — v; olacak bi¢imdedir.

Cok etmenli bir sistem, birbiriyle 6zdes dinamige sahip N etmenden olusuyorsa, bu
sistemin ag topolojisi N diigiimlii bir ¢izge ile modellenir. Cizgenin bir (v;,v;) € &

kenar1 etmen j’den etmen i’ye yonlii bir bilgi akisinin oldugunu ifade eder.

Tanmm 6.2 (Yalin Cizge). Bir ¢izgenin e8er hicbir diiglim cifti arasinda birden fazla
kenar yoksa ve hi¢bir diigiimii icin diiglimiin kendisine bir baglanti yoksa, yani (v;, v;) ¢

&E,Vi=1,2,..., N oluyorsa bu ¢izgeye yalin ¢izge ad1 verilir.
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Sekil 6.1 : Ornek bir ¢izge.

Cok etmenli bir sistemin ag topolojisi bir haberlesme topolojisi oldugundan bunu

modelleyen cizge de yalin bir ¢izgedir.

Tanim 6.3 (Komguluk ve Derece). Eger bir v; diigiimii igin (v;, v;) € & ise v; diigiimii,

v; diiglimiiniin bir komsusudur denir. Bir v; diglimiiniin komsuluk kiimesi
Ni={j | (v Vj) €&}
biciminde tamimlanmis olan indis kiimesidir. Bir v; diigiimiiniin komsu sayisina

diigiimiin derecesi ad1 verilir ve d; := |N;| olarak gosterilir.

Dikkat edilecek olursa komsuluk iliskisi genel halde ¢ift yonlii degildir. Bir v; etmeni
icin v; — v; biciminde yonlii bir bilgi akig1 varsa v;, v;’nin komgusu sayilmaktadir.
Ancak bunun tersi dogru olmayabilir. Eger bunun tersi de dogruysa o zaman ¢izgenin

0zel bir ad1 olmaktadir.

Tanim 6.4 (Yonsiiz Cizge). Bir cizgede komsuluk iligkisi cift yonliiyse, yani
(vi,vj)e& = (vj,vi)e&, Vi,j=12,...,N

kosulu saglaniyorsa bu ¢izgeye yonsiiz ¢izge ad1 verilir. Aksi halde cizgeye yonlii ¢izge

denir.

Yukaridaki tanim bazen literatiirde ikiyonlii cizge olarak verilmekte ve yonsiiz ¢izge
icin farkli bir tanim verilmektedir [131]. Ancak, bu calisma kapsaminda bu farkl
tanimlar birbirine denk olmaktadir. Bu nedenle sadece yukaridaki gibi bir tanim

vermek yeterlidir.
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Tanim 6.5 (Yonlii Yol ve Bagh Cizge). Bir diigiim dizisi {v;}’_, := vo,v1,..., v, igin
dizideki her diigiim bir sonrakinin komsusuysa, yani (v;41,v;) € &,Vi=0,1,...,r—1
oluyorsa {v;}!_, dizisine bir yonlii yol ad1 verilir. Bir v; diigiimiinden v; dii§limiine bir
yonlii yol varsa v; diigiimii v; dii§iimiine baglidir denir. Birbirinden farkl tiim diigiim

ciftleri bagh olan cizgeye bagli cizge ad1 verilir.

Bu calisma kapsaminda ¢ok etmenli bir sistemin ag topolojisini ifade eden ¢izgenin
her zaman bagli oldugu varsayilacaktir. Uzlasim icin topoloji cizgelerinin bagli olmasi
gerek bir kosul oldugundan [[132], bu varsayimi yapmak kisitlayici degildir. Bunedenle,
calismanin geri kalaninda ¢izge terimi yalin ve bagh cizgeler i¢in kullanilacaktir.

Cizgeler aksi belirtilmedikge yonlii kabul edilecektir.

6.1.2 Cizge matrisleri

Bu boliimde cizgeleri ifade eden matrislerin tanimlar1 ve Ozellikleri {iizerinde

durulacaktir.

Tamm 6.6 (Komsuluk Matrisi). Diiglim sayis1t N olan bir ¢izgenin komsuluk matrisi

A € RVN elemanlart

A = I, (vi,v;) €&Eise
Yo O, (vl-,v_/) ¢ 8 iSC

biciminde tanimlanan matristir.

Komguluk matrisinin i’inci satir1, v; diiglimiiniin komgularim belirtir. ~ Dikkat
edilecek olursa komsuluk matrisi bir ¢izgeyi tek bi¢cimde karakterize eder. Yalinlik
varsayimindan dolay1 komsuluk matrisinin kosegen elemanlar1 her zaman 0’dir, yani
Ai;=0,Vi=1,2,..., N olur. Acikca goriilecegi gibi ¢izgenin yonsiiz olmasinin gerek

ve yeter kosulu A = A’ yani komsuluk matrisinin simetrik olmasidir.

Tanmm 6.7 (Derece Matrisi). Diiglim sayis1 N olan bir ¢izgenin derece matrisi D €
RVXN " d; := |N;| diigiimlerin derecesini belirtmek iizere D := diag{d;} biciminde

tanimlanmis kosegen matristir.

Tanim 6.8 (Laplasyen Matris). Bir ¢cizgenin Laplasyen matrisi £ := D — A biciminde

tanimlanir.
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Cok etmenli sistemlerin analizinde Laplasyen matris siklikla kullanilir. Komsuluk
matrisine benzer bicimde cizgenin yonsiiz olmasinin gerek ve yeter kosulu £ = L7

olmasidir.

Sekil [6.1]ile verilen ¢izgenin derece, komsuluk ve Laplasyen matrisleri asagidaki gibi

elde edilir:

(1 0 0 0 0 O] (0 0 1 0 0 O]
020000 1 00 0 01
002000 1 1.0 0 00

D=0 00100 A=10 1000 0
00 O0O0OT1DO0 001 00O
0 0 0 0 0 2] 00 011 0
(1 0 -1 0 0 O]
-1 2 0 0 0 -1
-1 -1 2 0 0 O

L= O -1 0 1 0 O
O 0 -1 0 1 0
|0 0 0 -1 -1 2|

Onsav 6.1. 1 := [1 .. I]T e R tiim elemanlari 1 olan vektor olmak iizere £1 =0

olur.

Kanit. Tanmimui gere8i Laplasyen matrisin her bir satirinin elemanlar1 toplami 0’dir. O

halde, (£1); := ?’:1 L;;=0,Vi=1,2,...,N olur. Bdylece kanit tamamlanur. O

Yukaridaki onsavin sonucu olarak £ tekil bir matristir, yani Laplasyen matrisin en
az bir 6zdegeri 0’dir. Laplasyen matrisin O olan bagka bir 6zdegerinin olup olmadig:

cizgenin bagli olmasiyla ilgilidir.

Teorem 6.1 ([131, Teorem 2.1]). Diigiim sayist N olan bir ¢izge bagliysa Laplasyen

matrisinin tek bir 0 ozdegeri vardir, yani rank £ = N — 1 olur.

Bu calisma kapsaminda cizgelerin her zaman bagh oldugu varsayildigindan aym
zamanda her ¢izge icin rank £ = N —1 oldugu da varsayilmaktadir. Gershgorin Cember
Teoremi [[65, Teorem 2.12], kullanilarak Laplasyen matrisin diger 6zdegerlerinin yerleri

hakkinda kosullar tiiretilebilir.

Onsav 6.2. Laplasyen matrisin tiim ozdegerleri dmay = max;{d;} maksimum diigiim
derecesi olmak iizere

{Z eC | |Z - dmax' < dmax}
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biciminde tanmimlanmug disk icinde bulunur.

Kanit. Gershgorin Cember Teoremi [65, Teorem 2.12] geregi Laplasyen matrisin

0zdegerleri
AL) ¢ U {Z €C|lz- Ll < Z|L11| = di} ={z€C| |z — dmax| < dmax}
J#i
kosulunu saglamasi gerektiginden kanit tamamlanmisg olur. O

Im(s)

Sekil 6.2 : Laplasyen matris icin Gershgorin ¢cemberleri

Laplasyen matrisin 6zdegerlerinin
0=A1 <|A2] £ 3] £+ < |AN]| £ 2dmax < 2N -2

biciminde sirali oldugu kabul edilir. Dikkat edilecek olursaRe 4; > 0,Vi =2,3,...,N

ozelligi saglanir.

6.2 Diizensiz Ornekleme Altinda Uzlasim Problemi

Birbirlerine es dinamige sahip N etmenli bir sistemin A € R, B € R™ ve rank B =

m < n olmak lizere etmenlerin her birinin dinamik modeli
D0 = AxD@0)+BuPD (), i=1,2,...,N (6.1)

biciminde olsun. Burada x (r) € R” ve u') (r) € R™ sirasiyla etmen i’nin durumlarin

ve girislerini ifade eder.

Tanim 6.9 (Uzlagim). Her baslangic durumu x(0) := xg) eR,i=1,2,...,N igin
lim (x@(t) —x(j)(t)) -0, Vi,j=1,....N

oluyorsa ¢ok etmenli sistem uzlasimdadir denir.
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Tanim geregi eer etmenlerin hepsi kararliysa sistem uzlasimdadir. Ancak, cok etmenli
bir sistemin uzlasimda olmasi i¢in etmenlerin her birinin kararl olmasina gerek yoktur.
Bu duruma giizel bir 6rnek Boliim [.6/da saat senkronizasyonu problemi ele alinarak

verilecektir.

Bu calisma kapsaminda kontrolor olarak

WD) =K 3 (D) =xD (1), Vi€ ltnun), i=12,..,N  (62)
JEN;

biciminde tanimlanmig dagitik yerel durum geri beslemesi kontrol kurali kullanilacaktir.
Kontroloriin dagitik yerel olmasi, sadece komsularindan aldigi bilgileri kullanarak
kontrol igareti liretmesi anlamina gelir. Ayrica, 6rnekleme aralifina gore degismeyen,

yani sabit bir kontrolor se¢ilmistir.

Etmenlerin komsularindan diizensiz zaman araliklariyla bilgi aldig1 kabul edilmistir.
Ayrica, literatiirde genel olarak yapilan, agdaki tiim etmenlerin komsularindan ayni

anda bilgi aldig1 varsayimi yapilmustir.

Yukarida (6.2) ile verilmis olan kontrolor (6.1I) sisteminde yerine yazilirsa her bir

i=1,2,...,N etmeni i¢in

i) = AxO () + BK Y (D (10) =xD (1)), Vi€ [tonn)  (63)
jeN;

kapali ¢evrim sistemi elde edilir. Komsuluk matrisi A’nin ve derece matrisi £ ’nin

tanimlar1 kullanilarak ayni sistem V¢ € [, tr4+1) igin

0 (1) = AxD (1) + BK Y x (1) = BK ) xO(1y)
JEN; JEN;
N
= AxD(t) + BK ) Aix' (1) = BK [N x P (1)

j=1
N N
= AxD (1) + BK )" AixD (1) = BK ) DyjxD (1)
J=1 j=1
N
= Ax(i)(t) + BKZ (ﬂ,‘j — Dl-j)x(j)(tk)

J=1

N
= AxD(1) = BK Y L2 (1) (6.4)
j=1
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elde edilir. Eger tiim etmenlerin durum vektorleri alt alta yazilirsa cok etmenli sistemin

tamami1 V¢ € [tg, tr41) icin

xM A 0O 0] [
d [x® 0 A ... 0|x®
dt 1) = R : (t)=
x ) 0 0 ... AllxW™
BK 0 0 .[:11]” -£121n -EINIn x(l)
0 BK ... 0 ||(Lul, Lnl, ... LonI,||x?
: : .. : : : .. : : ()
0 O ... BK||Lwiln Ln2ly ... LynI| [x™N)

biciminde elde edilir. Tiim etmenlerin durumlari

D
(2
X
x:=| . |eRW

x@)
seklinde tek bir sistem durumu olarak tanimlanirsa Kronecker carpimi ozellikleri

kullanilarak [[65, Boliim 4.3] cok etmenli sistemin diizensiz ornekleme altindaki kapali

cevrim modeli V¢ € [tg, tr41) icin

X(t) = (Iy ® A)x(1) — (In ® BK) (L ® I)x(1x)

=(IN®A)x(t) — (L BK)x(ty) (6.5)
biciminde elde edilir.

Yukarida elde edilen kapal1 ¢cevrim sistem, sabit ag topolojisi i¢in verilmistir. Ancak, ag
topolojisi ornekleme anindaki haberlesmenin durumunu belirttigi i¢in, her 6rnekleme
aninda topoloji degisebilir. Bu durumda dahi elde edilen (6.5) sistemi £ yerine her
orneklemede degisen { Ly }ren matris dizisinin elemanlart yazilarak gecerli olur. Yani

degisen topolojili kapali ¢cevrim cok etmenli sistemi
x(t) = (In ® A)x(t) — (Lk ® BK)x(tr), Vit € [tr,tr41) (6.6)

biciminde yazilabilir. Ag topolojisi degisiyor olsa dahi bunu modelleyen ¢izgelerin

bagh oldugu, yani rank £; = N — 1, Yk € N oldugu varsayilmaktadir.
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6.3 Genel Dogrusal Dinamik icin Uzlasim

Bu boliimde genel dogrusal dinamige sahip etmenlerin diizensiz ornekleme altinda
uzlagimi {izerinde durulacaktir. Bu sistemler icin uzlasim, oncelikle sabit topolojiye
sahip sistemler i¢in ele alinip, bulunan yontemin zamanla degisen yonsiiz topolojideki

sistemler i¢in de uygulanabilir oldugu gosterilecektir.

M :=[1 M] e RVN matrisinin tersi olacak bicimde bir M € R¥*(V=1 sabit matrisi
secilmis olsun. Onsav [6.1| geregi £;1 = 0, Vk € N oldugundan bir £; € RV~! ve
zk c R(N—I)X(N—l) 1gln

Vk € N

T
M LM = [O it ] ,

0 Ly
biciminde olur. O halde, (6.3) sistemi i¢in z(¢) := (M~! ® I,) x(¢) bi¢iminde bir
degisken doniislimii tantmlanirsa

(D

2

z? [Zm] .

A= . = ve é—' e

(N) <

Z
olmak lizere kapali ¢cevrim sistem modeli

¢V () = AV (0) - (6 ® BK)E (1), Vi€ [t (67)
£(1) = (In-1 ® A)E(1) = (Li ® BK)E(1h), Vt € [tk, t+1) (6.8)

biciminde ayristirilabilir. Bu ayristirma kullanilarak [26, Onsav 3]’te sabit topoloji
altinda uzlagim problemi bir kararlilik problemine doniistiiriilmiistiir. Ancak, onsavin
kanit1 incelendiginde (6.5)) sistemi uzlagimda ise lim;_,o, £(¢) = 0 oldugu gosterilmistir.
Bu da (diizgiin asimptotik) kararlilik icin yeterli degildir [38, Ornek 5]. Bu nedenle,
bu calismada Once gerek ve yeter kosul veren bir onsav sonrasinda sadece yeter kosul

iceren bir teorem verilmistir.

Onsav 6.3. Zamanla degigen ag topolojisine sahip (6.6) sisteminin uzlasimda olmasinin

gerek ve yeter kosulu (6.8)) sisteminin durumlart icin lim,_,, £(t) = 0 olmasidur.

Kamit. (&) limy_,o £(¢) = 0 olsun. Tanim geregi
x(t) = (M ® I,)z(1)
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~ (11 Wew) Zg(’;p]

= (1@ L)V (1) + (M ® 1,)é(1)
elde edilir. O halde,
lim (x(1) = (1© 1,)2"(1)) = lim (M © [,)¢(1) =0
oldugundan lim;_, (x(i)(t) — z(l)(t)) =0,i=1,2,...,N olur. Keyfii,j € N secimi
icin
tliglo (x(i)(t) —x(j)(t)) - ,li,‘?o ([x(i)(t) _ Z(l)(t)] _ [x(j)(t) _ z(l)(t)]) =0
elde edileceginden kanit tamamlanmaisg olur.
(=) (6.6) sistemi uzlagimda olsun. Tanim geregi

2() - (M1 L)xV (1) = (M @ L)x(t) - (M1 ® 1,)x V()

=M eI [x(t) - A L)xV ()]

elde edilir. Iy = M~'M = M~' [1 M] oldugundan M~"1=¢;:=[1 0 ... 0]" €
RN olmalidir. O halde,
x(;)(t) _x(i)(t)
0= (Mol lim x® (1) TX( (1)
x M (7) .—x(l)(t)
= lim [2(1) = (e1 ® 1,V (1)]

(1) (1)
e ([P0 o
t—00 &(r) 0
elde edilir. Demek ki lim;_,, £(¢) = 0 olmasi gerekir. Bu da kaniti tamamlar. O

Teorem 6.2. Eger (6.8) sistemi kararliysa (6.0) sistemi uzlagimdadr.

Kanit. (6.8)) sistemi kararli oldugundan lim,_,, &(¢) = 0 olur. O halde, Onsav

gereg8i kanit tamamlanmus olur. O

Teorem ile daha Onceki boliimlerde diizensiz Orneklemeli sistemlerin kararl
kilinmasi icin gelistirilen kontrol yontemlerinin, ¢cok etmenli sistemlerin uzlagimini

saglamak i¢in de kullanilabilecegi goriiliir.
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Teorem 6.3. Sabit ag topolojisine sahip (6.3) sisteminin Laplasyen matris ozdegerleri

A; € Colsun. Verilen bir H := [ hyin, hmax] kapalt araligi icin S : H x C — C™",
S(h,A) = et =2 ( /0 ' eATdT) BK (6.9)
ve G (-) en biiyiik tekil deger olmak iizere
& (TS(h,/l,-)T‘l) <1, VheH, Vie{2 ... N} (6.10)

kosulunu saglayan ve tersi olan bir T € R™" matrisi varsa (6.3)) sistemi uzlasimdadir.

Kanit. Teorem|[6.2)geregi (6.10) kosulu saglandiginda sisteminin kararli oldugunu
gostermek kanit igin yeterlidir. Teorem [2.1] kullanilarak (6.8) sistemin ayrik zamanlt

modeli F(h) := e ve G(h) := foh eA" Bdt olmak iizere
hi
iy = elN18 g, (/ e(IN“®A)TdT) (Zk ® BK) &k
0

i .
_ (IN_1 ® eAhk) £ - (IN_1 ® (/ eATdr)) (Lk ® BK) &
0
hy
— (IN_1 ® e — L, ® ( / eATdT) BK) &
0

= (Iv1 @ F(hu) - Zu® G(hK ) & 6.11)

biciminde elde edilir. A topolojisi sabit oldugundan £; = £, Yk € N olur. Verilen T
icin
F(h) :=TF(WT™", G(h):=TG(h) ve K := KT
tanimlanmak tizere
P(h) = Iy, ®T) (IN_I ©F(h) - L ® G(h)K) (IN_1 ® T'l)
=Iy ®TF(WT™' - LOTG(h)KT™!

= Iy 1 ® F(h) - L®G(WK
kapali ¢cevrim sistem matrisi elde edilir. Kaniti tamamlamak i¢in
Hffl(h)H s (@(h)) <1, VheH

kosulunu saglayan bir M se¢iminin var oldugu gosterilecektir. Bunun sonucu olarak
Teorem [3.14] geregi (6.8) sisteminin kararli oldugu ve dolayisiyla (6.5) sisteminin

uzlagimda oldugu kanitlanacaktir.
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Degeri daha sonra belirlenecek olan bir § > 0 icin £ matrisini gercel Jordan blok
kosegen forma getiren M segilsin. Yani £ = blkdiag{.J (1;,6)} bi¢iminde olsun. O
halde,

F(h, ;) =Iy, ® F(h) — T (A1, 6) ® G(W)K (6.12)
olmak iizere ‘f’(h) = blkdiag {% (h, /ll-)} biciminde yazilabilir. Eger A; € R ise
S(h, ) :=TS(h, )T = F(h) - AG(h)K (6.13)

olmak tizere

(S(h, 1) 6G(HK 0 0

0  S(hd) 6GhWK 0

F(ha)=| 0 0  S(ha) 0
0 0 0 S(h, ;)]

bigiminde olur. Onsav kullanilarak
o {%(h,a,-)} <& {S‘(h,a,.)} + 55 {é(h)l?}

elde edilir. Eger a;, b; € R ve j := V=1 icin A; = a; F jb; € Cise F(h, A;),

[S(h,a;) -b:G(WK 6G(h)K 0 0 0
b,G(WK  S(h,a;) 0 §G(h)K 0 0
0 0 S(h,a;) -b:G(WK 0 0
0 0 b,G(WK  S(h,a;) 0 0
0 0 0 0 S(h,a)) —b:G(hK
0 0 0 0 b.G(WK S(h,a;) |

bi¢iminde olur. Onsav|C.2| ve Onsav |C.3|kullanilarak

0
5G(h)K

§G(hK
0

S(h,a;)) -b;G(h)K
b:iG(WK  S(h,a)

+ 0
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elde edilir. O halde, her durumda
& (@(h)) = max {5’ (%(h,a,-))} < max {& (§(h,/ll-))} + 65 (é(h)z?)

olur. Bir 4; i¢in & (§ (h, /li)) ve o (5 (WK ) fonksiyonlar1 H kapali araliginda siirekli
oldugundan [|65] U¢ Deger Teoremi geregi bir maksimumlar1 vardir [66, Bolim 4,

Teorem 1]. O halde,

1

¥ := max {I}rllee]lH)I( [5‘ (g(h,/li))]} ve 7 i= max [5— (é(h)l?)]

tanimlar1 yapilsin. (6.10) kosulu geregi y < 1 olur. Ayrica, y ve n degerleri M
seciminden bagimsiz oldugundan uygun M secimiyle § < (1 — y)/n elde edilebilir. O
halde,

(r(@(h)) <y+énp<l

oldugundan kanit tamamlanmis olur. O

Yukarida sabit ag topolojisine sahip sistemlerin uzlagimi i¢in yeter bir kosul verilmistir.
Eger sistem zamanla degisen ag topolojisine sahipse ve bu topolojileri modelleyen
cizgeler her ornekleme icin yonsiiz, yani L; = .E]:f, Vk € N oluyorsa yukaridaki

kosullar bu duruma da uygulanabilir.

Teorem 6.4. Zamanla degisen ag topolojisine sahip (6.6) sistemi icin topoloji ¢izgeleri
yonstiz, yani Ly = L,{, Vk € N olsun. Laplasyen matrislerin sirali 6zdegerleri

icin Ay = ling’/b(£k) ve Ay = sup Ay (L) tammlart yapilsin. Verilen bir H :=
€ keN
[ Amin, hmax ] kapalr araligi icin S : H X [, Ay] — R,

h
S(h, ) = -2 ( / eATd‘r) BK (6.14)
0
ve 0 (+) en biiyiik tekil deger olmak iizere
& (TS(h,/l)T‘l) <1, VheH, VA€ [, Ax] (6.15)

kosulunu saglayan ve tersi olan bir T € R™" matrisi varsa (6.6)) sistemi uzlasimdadir.

Kamit. Teorem|[6.2] geregi kosulu saglandiginda (6.11)) ile elde edilen

écnr = (In-1 ® F) - Zx @ G UK ) & (6.16)
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sisteminin kararli oldugunu gostermek kanit igin yeterlidir. Eger M'M = Ive MT1 =0

olacak bi¢cimde bir se¢im yapilirsa

17/N _ |1T/N
M—ILkM:[A_/I/T]Lk[I M]:[A_/I/T

[0 LiM] = [

0 1'LyM/N
0 M'LiM ]
elde edilir. O halde Zk := MT £ M olmalidir. Ayrica, Ll{ = L} oldugundan Z£ = Zk
oldugu goriiliir. O halde, Ay := diag{1;(Lx)} olmak iizere £y = UpAUT esitligini
saglayan {Uy }ren € RWV-Dx(N-1) ortogonal matris dizisi vardir. Simdi T := Ini®T,
ﬁk =Ur®I, ve

Qi == 1Iy_1 ® F(h) — L ® G(ho)K

tanimlar1 yapilsin. Dikkat edilecek olursa U k UZ = I(n-1)n, Yk € N oldugundan
{l~] k ke ortogonal bir matris dizisidir. Bir matrisin tekil degerleri ortogonal bir matrisle

carpildiginda degismeyeceginden [65] Teorem[6.3] tin kanitindaki tanimlar kullanilarak

& (T = & (01T T 0

o ([U] @] [Iv-1® F(h) - Ty @ K| [k e T7'])
-5 (IN_1 ® TF(h )T~ = UI LUy ® TG(hk)KT'l)

iy (IN_1 ® F(h) — Ar ® é(hk)l?)

= max {& (F(h) - 4 (Zx) G(h0K )|

s s (2 )

elde edilir. En biiyiik tekil deger matris elemanlarimin siirekli bir fonksiyonu
oldugundan [65] ve S fonksiyonu kapali ve sinirli bir kiimede tanimlandigindan Ug
Deger Teoremi geregi o (TS(h, /l)T_l) fonksiyonunun bir maksimumu vardir [133,

Boliim 14.7, Teorem 8]. O halde,

K = max {&(TS(h,/l)T_l)}
heHl
A€[2,AN]

olarak tanimlanirsa

& (T’Qkf—l) - HTQJ*H <« VkeN

elde edilir. kosulu nedeniyle x < 1 olacagindan Teorem geregi (6.16)

sistemi kararl1 olur. Boylece kanit tamamlanmuig olur. O
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Literatiirdeki bircok sonucun aksine, yukarida verilen teorem kullanildiginda degisen
tim ag topolojilerini bilmeye gerek kalmamaktadir. Yalnizca topoloji cizgelerinin
Laplasyen matris 0zdegerlerinin sinirlarin1 bilmek kontrolor tasarimi igin yeterli

olmaktadir.

6.4 Tek Integrator Dinamik icin Uzlasim

Ele alinabilecek en basit durum olan tek integrator dinamigi i¢cin uzlagim kogsullar
kolaylikla bulunabilir. Tek integrator dinamik i¢in A = 0 ve B = 1 oldugundan kapali

cevrim etmen dinamigi

x(i)(t) - K Z [x(j)(lk) —x(i)(tk)], Vt € [tr,trs1) (6.17)
JEN;

bicimindedir. O halde (6.6) kapali ¢evrim sistemi
x(t) = —KLyx(tr), Vt € [tg,tre1) (6.18)

olarak elde edilir. Bu durumda (6.14)) ile tanimlanan S(h, 1) = 1 — AhK olur. Eger
zamanla degisen ag topoloji ¢izgeleri yonsiiz oluyorsa, Teorem [6.4] geregi tim h €

[hmin, hmax] ve tim A € [/12» /1N] igin
11 - AhK]| < 1
-1<1-AhK < 1

-2 < -1hK <0

2
E>K>0

olmasi1 uzlasim icin yeterlidir. O halde,

>K>0 6.19
/lthax ( )

esitsizligini saglayacak bi¢imde secilen bir K uzlagimi saglar. Ayrica, Onsav
geregi eger Ay = 2N — 2 secilirse N etmenden olugan, olast tiim bagh ve yOnsiiz
topolojilere sahip olabilen, degisken topoloji altindaki tiim sistemler, keyfi 6rnekleme

zamani altinda uzlasimda olurlar.
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6.5 Cift Integrator Dinamik icin Uzlasim

Teorem [6.3] ve [6.4] kullanilarak genel dogrusal dinamik igin uzlasim problemi
coziilebiliyor olsa da en genel halde teoremlerin kogullarini saglayan 7' ve K matrislerini
bulmak kolay degildir. Ancak, bu ¢calismada ciftintegrator dinamigii¢in degisen yonsiiz
topolojiler altinda kontrolor parametreleri sinirlari tiiretilmistir. Bu sinirlar, ornekleme
aralig1 limitleri Ay, Amax ve olasi tiim Laplasyen matris 6zdeger limitleri A, ve Ay’e
bagh ve analitik bi¢imde verilmistir. Ayrica, her 0 < hpin < hmax ve 0 < Ao < Ay

secimi icin verilen kontroloriin var oldugu gosterilmistir.

Verilen 0 < A < Ay icin zamanla de8isen ag topoloji c¢izgelerinin Laplasyen
matrislerinin sifirdan farkli 6zdegerleri [A;, Ay] araliginda olsun. Etmenler cift

integrator dinamigine sahip olsun, yani

ol g el

olarak secilsin. A> = A3 = .. = 0 oldugundan
h n
eAh:I+hA:[(l) lll] ve /0 eATdr = g }ZL]

olarak elde edilir. O halde,

S(h,2) = e -2 heATa’T k=L M2 b K

olur. 0 < u; < up olmak lizere

-1
- - 1
T [/12 p —(up+p)f 1 [2 M2 + 1 (6.20)
0 2 2(p2 = p1) |0 2~
bicimindeki benzerlik doniislim matrisi secilsin. O halde,
h ~
= mitpath ve K :=KT™ ' = [k1 k2]
H2 — 1
olmak iizere
R 1 h/l%/kl 2h hA;/kz
= -1 _ Ha—p1
S:=TS(h, )T = ok ks (6.21)
2 2

elde edilir. Uzlasim probleminin ¢6ziimii i¢in

- hAyk _2h hAyk,
sip=1- S12 = -
2 M2 — M1 2
. h/lkl L h/lkZ
$21 = > §$22 = D)
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olmak iizere, Onsav kullanilarak
max{[si1|+ [si2, [sia]+ [s21], [s22] + [s12], [s22] + [s21]} < 1 (6.22)

saglanmasi yeterlidir. O halde, (6.22)’deki her bir toplamin 1’den kii¢iik olmasi

gerektiginden, saglanmasi gereken 4 adet esitsizlik vardir.

Oncelikle 7,4 > 0,y > 1 ve up > uy > 0oldugu gériiliir. Ayrica, k1, ko > 0 olmalidur.

Ciinkii, aksi halde sy, s22 > 1 olacagindan (6.22) ile verilen esitsizlikler saglanamaz.

Ek olarak si1, s2o > 0 olmasi istenir. Ciinkii aksi halde 2/hdy < k; ve 2/hy < k»
olmas1 gerektiginden /’nin kiigiik degerleri i¢cin k| ve k;’nin alt sinirlar1 ¢ok biiyiik
olmakta ve esitsizlikler saglanamamaktadir. sj> > 0 oldugunda esitsizliklerin tutarsiz

olacag1 gosterilebilir. Bu nedenle s;; < 0 olmalidir. Ayrica, 51 < 0 oldugundan

oncelikle
/’lﬂ.)’kl 2
=1- >0 = — >k
b 2 hly ~ !
hk, 2
=1- 0 — >k
$22 3 > - i > Ko
2h hldvk 4
S12 = F db: <0 =ky> —————
M2 = {1 2 A(py + po + h)

esitsizlikleri saglanmalidir. O halde, (6.22)) ile verilen esitsizlikler yazilirsa

hA(y — 1)k
[s11] + |s21] =1 - % <1 = halihazirda saglanir
hA
|S22|+|521|=1—7(kz—k1)<1 = ky—k; >0
2h hA 4
[s11l + Isiz| = 1 - + k) <1 = >k~
M2 —p1 2 A(pr + o + h)
2h hA(y — 1)k 4
[soo] + |s12] =1 — + % )2<1 5 — >k
H2 — 1 2 AQuy + h)

esitsizlikleri saglanmalidir. Tiim esitsizlikler bir araya getirildiginde

2 _
(2 — 1) > ky >0
hA(uy + po + h)
min 2 4 > ky > 4
WU AQui+hy |~ 2T A + pa + h)

4

— > ky—k; >0
e
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elde edilir. Esitsizliklerin tiim olas1 (%, A) i¢in saglanmasi gerekmektedir. Bu nedenle
esitsizliklerin tist stnirim1 en kiiciik ve alt sinirin1 en biiyiik yapan degerler se¢ilmelidir.
Bu da sol taraflarda i = hpax ve A4 = Ay, sag taraflarda h = hp;, ve A = A, segimleriyle

saglanir. O halde,
2(p2 = p1)

>k >0 (6.23)
ANNmax (,Ul + uo + hmax) !
2 4 4
min , > ko > (6.24)
{/lthax /lN(ZIJI + hmax) } g /12(/11 + Uz + hmin)
4

>ky—k; >0 (6.25)
/lN(,ul + Uz + hmax) 2 :

esitsizlikleri saglanmalidir. Sonug olarak (6.23)—(6.25) esitsizlikleri saglandiginda
K = [k1 kz] T kontrolorii ile ¢ift integrator dinamigine sahip ¢ok etmenli sistemin
hi € [hmin, hmax] olacak sekilde keyfi 6rnekleme araligi se¢imi ve A € [A,, Ax] olmak

lizere degisen yonsiiz ag topolojileri altinda uzlagiminin saglandig gosterilmis olur.
Simdi, bu esitsizliklerin tutarlilig1 incelenmelidir.

Onsav 6.4. a,b,c,d > 0 ve

a>ky>0

b>ky>c

d> k2 -k 1> 0
olsun. O halde, verilen esitsizliklerin tutarli olmasinin, yani egitsizlikleri saglayan
k1, ko var olmasinin gerek ve yeter kosulu b > ¢ ve a + d > ¢ olmasidir.
Kanit. (=) Esitsizlikler tutarli olsun. O halde, b > ¢ olacag1 agiktir. Birinci ve tigiincii
esitsizlikler toplandiginda a + d > k, > c elde edilir.

(&)b > cvea+d > colsun. Egerd > cise min{a, c} > @ > 0 olacak sekilde k| = «

secilsin. O halde ikinci ve tigiincii esitsizlikler kullanilarak
min{d + a,b} > ky > max{c,a} =c
elde edilir. d > ¢ ve b > ¢ oldugundan esitsizlikler tutarli olur.

Eger ¢ > dise a+d — ¢ > € > 0 olacak sekilde k> = ki + d — € secilsin. O halde,

birinci ve ikinci esitsizlikler kullanilarak
min{a,b—-d+e} >k >max{c—-d+¢e,0}=c—-d+e¢
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elde edilir. @ > ¢ — d + € ve b > ¢ oldugundan esitsizlikler tutarli olur. O

Teorem 6.5. (6.23)—(6.23)) esitsizliklerinin tutarli olmasinin gerek ve yeter kosulu

M1+ {42 + hmin oAy
hmax + maX{zﬂl > hmax} A2

(6.26)

olmasidrr.

Kanit. Oncelikle

. 2(p2 — 1) b 4
Athax(,ul + U2+ hmax) AN (hmax + max{2,u1, hmax})
4 4
c: d:

 L(u1 + 2+ i) " A (i + H2 + )
tamimlar1 yapilsm. Onsav geregi (6.23)-(6.23) esitsizliklerinin tutarli olmasinin
gerek ve yeter kosulu b > ¢ ve a +d > ¢ olmasidir. b > c esitsizliginin (6.26)
esitsizligine denk oldugu agiktir. O halde, a + d > b oldugunu gostererek kanit
tamamlanacaktir. Bunun icin

Hmax +2(p2 —p1) 4
ANhmax (1 + pt2 + Bimax) — AN (Amax + max{241, Amax})

2h +ur+h
max{2u1, hmax} > max(ﬂl M2 max) . hmax

thax + U2 — Ui

_ hmax(3ﬂl +/~12)
thax + U2 — U1

oldugu gosterilmelidir. Eger hpn,x > 2 ise

2h2 2 4‘/J 1 hmax

max —

2hr2nax + /12hmax — M1 hmax > 3,Ulhmax + ,Uzhmax
S hmax(3,ul +,U2)

h >
ma 2hmax + M2 — U1

elde edilir. Eger 2u; > hpax 1s€

2/11(,112 - ,ul) > prhmax — 1 Mmax

2/—11(2hmax + U — ,Ul) > ,Uthax + 3,U1hmax
2/11 > hmax(3,ul +,L12)
2hmax + M2 — M1

elde edilerek kanit tamamlanmais olur. O
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Bu teoremin sonucu olarak keyfi se¢ilen hmax > Amin > 0 ve Ay > A2 > 0 i¢in uzlagim
saglayan kontroloriin her zaman var oldugu goriiliir. Kontrolor tasariminda degisen
ag topolojileri i¢in topoloji ¢izgelerinin kendilerini degil, yalnizca Ay, 4> degerlerini

bilmek yeterlidir. Ayrica, degisken ornekleme aralig1 da keyfi olarak secilebilir.

Keyfi secilen Apmax > hmin > 0 ve Ay > A2 > 0 i¢in uzlagimi garantileyen bir kontrolor

bulma algoritmasi asagidaki gibi verilebilir.

Algoritma 6.1 Uzlasim saglayan kontroldr tasarim algoritmasi

M1 < hmax/2
M2 < —M1 — Rmin + 2hmax/1N//12 +1 > @D
2(p2 — p1)
a > 1§ 23)
hmaxAN (ﬂl + Uz + hmax)
2
b > u secimi ile basitlestirilmistir (6.24)
hmax/lN
i 62
C >
Ao (1 + p2 + hnin)
4
d «— > 1§ 25)
AN (p1 + p2 + hinax)
Ak «— 0.9d
ki <« (min{a, b — Ak} + max{0,c — Ak}) /2
k2 — k1 + Ak
T e 1 [2 M2+
22— p1) |0 2 —
K« ki k|T

Ornek 6.1. Asagida Sekil |6.3|ile verilen topolojiler arasinda rastgele gecis yapan cift
integrator dinamigine sahip ¢ok etmenli sistem ele alinsin. Asagidaki tiim cizgelerin
sifirdan farkli Laplasyen matris 6zdegerini kapsayacak bicimde 4, = 0.3 ve Ay = 6
secilmistir. Ornekleme araliklar1 4; € [0.1, 3] olmak iizere rastgele iiretilmistir.
Algoritmamkullamlarak K = [0.0009 0.1093] kontroldriiniin uzlagim saglayacag

hesaplanmustir.

Asagida Sekil |6.4|ile verilen grafikteki her bir egri rastgele se¢ilmis 6rnekleme altinda
400 adimlik simiilasyonu gostermektedir. Her 50 adimda bir Sekil [6.3] ile verilen
topolojilerden biri rastgele secilerek herhangi bir topoloji icin uzlagimsizligin olmadig:

gosterilmistir.
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Toplamda 100 simiilasyon yapilarak tiim etmenlerin durumlar1 arasindaki farkin
normunun en biiylik degeri, yani max;; |x(i)(tk) - x(j)(tk)|, i,j=1,...,N, Sekil

ile verilen grafikte iist iiste ¢izdirilmistir.

i oo

Sekil 6.3 : Ornekn icin Verllen ag topoloji ¢izgeleri

6=

max |z;(tr) — z; ()]

=

4l

2

1 1 1
0 50 100 150 250 300 350 400

Steps (k)
Sekil 6.4 : Ornek 1/de hesaplanan kontroldr i¢in max;; |x(’) (tr) —x\) (tk)|

0

Ornek 6.2. Cift integrator dinamigine sahip N = 100 etmenli sistem ele alinsin.
Sistemin A, = 5 ve Ay = 60 olacak sekilde her adimda rastgele degisen bir topolojisi
oldugu varsayilsin. Ornekleme araliklar1 i, € [0.1, 1] olmak iizere rastgele iiretilmis
olsun. O halde, Algoritma [6.1] kullanilarak K = [0.0013 0.032] kontroldriiniin

uzlagim saglayacagi hesaplanmistir.

Asagida Sekil [p.5]ile verilen grafikteki her bir egri rastgele secilmis 6rnekleme altinda
300 adimlik simiilasyonu gostermektedir. Her 50 adimda bir 41, = 5 ve Ay = 60
olacak sekilde rastgele bir topoloji iiretilerek herhangi bir topoloji i¢in uzlagimsizligin

olmadig1 gosterilmistir.

Toplamda 100 simiilasyon yapilarak tlim etmenlerin durumlar1 arasindaki farkin
normunun en biiyiik degeri, yani max;; |x(i)(tk) - x(f)(tk)|, i,j=1,...,N, Sekil

ile verilen grafikte iist iiste ¢izdirilmistir.
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max |, (t) — 2 (t)|

2

% 0 e w - = 0
Steps (k)

Sekil 6.5 : Ornek de hesaplanan kontrolér i¢in max;; [x® (7)) — x\) (2]

6.6 Saat Senkronizasyonu

Bu boliimde, ¢ift integrator dinamigi i¢in gelistirilen kontrol yontemi, Kablosuz Sensor
Aglar1 (Wireless Sensor Networks) ya da daha genis tabiriyle Nesnelerin Interneti
(Intenet of Things) sistemleri i¢in saat senkronizasyonu uygulamasinda kullanilacaktir.
Bu uygulama, gelistirilen kontrol yonteminin genelligi ve cift integratdr dinamiginin

genis uygulama alanlar icin bir 6rnek teskil etmektedir.

IoT sistemleri, genellikle enerji ve islem kisitlar1 bulunan ve kendi aralarinda kablosuz
bicimde haberlesen bircok cihazdan meydana gelmektedir. IoT sistemlerini olusturan
cihazlar genelde mobildirler ve haberlesmelerini, bir butona basilmasi ya da hareket
algilanmasi gibi olaylara bagh olarak gerceklestirirler. Bu nedenlerle ag topolojileri
stirekli degismekte ve haberlesme zamanlar1 aperiyodik olmaktadir. Yani bu ana baglik
altinda ele alinan problemlerin ¢6ziimii, genel olarak IoT uygulamalarinda kullanmak

icin olduk¢a uygundur.

IoT uygulamalarinda saat senkronizasyonunun olduk¢a 6nemli oldugu bilinmektedir
[134)135]]. IoT sistemlerinin saat senkronizasyonu ig¢in literatiirde onlarca yontem
bulunmaktadir [136/137/138|]. Bu yontemler en temelinde merkezi ve dagitik olmak
lizere iki ana grupta toplanabilir [[134]. Merkezi yontemlerde giincel zamani ag lizerinde
dagitan tek bir merkez bulunmaktadir. Dagitik olan yontemlerde ise agdaki tiim cihazlar
ortak bir zamanda uzlasarak senkronizasyonu saglamaktadir. Merkezi yontemlerin en
biiyiik dezavantajlarindan biri, eger zamani dagitan kok diigiimii islevsiz hale gelirse
tlim agin senkronizasyonunu olumsuz etkilemesidir. Dagitik yontemler bu problemden

etkilenmemektedir [[139].
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Bu calisma kapsaminda IoT sistemini olusturan cihazlarin her birinde kesin maksimum

hatasi bilinen bir saat oldugu varsayilmaktadir. Agdaki her cihaz lizerinde bulunan saat
D =1+AY, i=1,2,...,N

biciminde modellenebilir. Burada z)(r), i’inci saatin 6l¢tiigii zaman ve A ise saatin
Olctiigli zaman akis hizinin, gercek zaman akis hizindan sapmasi olarak tanimlanir. Bu
sapmanin bir y > 0 i¢in

N

. 1 .
‘A(’)‘ <y Vi=12,..Nve lim — Y AP =0 6.27)

N—ooo .
i=1

olacak bicimde oldugu varsayilir. Ayrica, saat hizindaki sapmalarin sabit oldugu
varsayllmaktadir. Genelde bu sapmalara sebep olan sicaklik ve gerilim gibi fiziksel

biiyiikliikler senkronizasyonun saglandig1 zaman 6lgegine gore cok yavag degistiginden

[140] bu varsayimi yapmak yanlig olmaz.

Giiniimiizde elektronik cihazlarda kullanilan tipik bir kuvars (quartz) kristalin mutlak
sapmas! 30-100ppm (parts per million) civarindadir [141]. Yani en iyi ihtimalle
y = 20ppm = 20 x 107° secilirse zaman &lciimiinde her saniyede F20us kayma
yasanmaktadir. Kargilastirma olmasi acisindan saniyede 1 paket gonderen 200 cihazin
birbiriyle ¢akismadan veri gonderebilmesi i¢in en azindan (1000ms / 200cihaz) / 2 =
2.5ms dogrulugunda bir senkronizasyon saglanmalidir. Yani bu iyi durum igin bile

2500us / 20us/s = 125s ~ 2dk icinde senkronizasyon limitlerinin digina ¢ikilmaktadir.

Saat sapmalarini1 gidermek i¢in
DO =uD+Q+AD), i=1,2,...,N (6.28)

biciminde bir u'”(¢) kontrol isareti sisteme eklenmistir. Bu modelleme altinda saat

senkronizasyonunun saglanmasi i¢in
lim D) -Dw| =0, Vi,j=1,...,N

olmalidir. Yani bu problem tek integratdr dinamige sahip ve model belirsizligi olan

etmenlerden olusan bir sistemin uzlasim problemidir.

Sisteme uygulanan kontrol isaretinin, bir etmenin yalnizca komsularindan diizensiz

zaman araliklarinda aldig bilgiler kullanilarak olusturuldugu varsayilmaktadir.
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Eger kontrolor i¢in K € R bi¢iminde bir kazang¢ kullanilirsa,

eD(r):= > [V (1) - 29 (1)] (6.29)

JEN;

olmak iizere u™(r) = KeW(ty), V¢ € [tr,trs1) olur. Ancak, bu sekilde bir
kontrol6riin (6.28)) biciminde dinamige sahip olan ¢ok etmenli bir sistem i¢in uzlagim
saglayamayacag1 bilinmektedir [[111]. Bunun nedeni, klasik teoride iyi bilinen
P-tipi kontroloriin tek integratdr sistem i¢in bozucu bastirmada basarisiz olmasina
dayanmaktadir [84, Bolim 4.3]. Nitekim, Boliim @te tek integrator dinamik ig¢in
verilen kontrolor bu sisteme uygulandiginda uzlagimin saglanmadig1 asagidaki drnekle

gosterilmistir.

Ornek 6.3. (6.28)) dinamigi icin N = 100 etmenli sistem, aralarinda rastgele baglanti
cizgeleri olusacak bicimde simiilasyon yapilmistir. Her bir etmen i¢in y = 100ppm =
100x 107° olmak iizere A rastgele secilmigtir. Simiilasyonda Ay, = 1S ve hpax = 30s
olacak sekilde rastgele ornekleme araliklari secilmistir. Ay = 2N — 2 = 198 olmak
tizere 2/ (Axhmax) > K > 0 kosulunu saglayan K = 0.0003 olarak se¢ilmistir. Yapilan
simiilasyonda

lim max Z9(1) = 29 (1)| = 19.4ms

t—oo  jj

elde edilmistir. Yani, uzlasim saglanamamastir.

Yukaridaki kontrolor ile uzlagim saglanamadigindan [111] calismasinda verilen ayrik

zamanl PI kontrolorden esinlenerek «, 8 € R olmak {izere

t
u (1) = e (1) + B / eV (1) = (@ + Bt — 1)) e (tx), Vi € [tx,1441)  (630)
193
biciminde siirekli bir PI kontrolor 6nerilmistir.

Yukarida verilen kontrolor siirekli olsa da etmenler arasinda siirekli bir haberlesme
gerektirmez. Ciinkii dikkat edilecek olursa [fg,fx+1) zaman arali§i boyunca
komsulardan alinan bilginin yalmizca t; anindaki degeri kullanilmaktadir. Yani bu
kontroloriin kullanilabilmesi i¢in etmenlerin kendi icinde siirekliye yakin bir kontrol
isareti iiretebildigini varsaymak yeterlidir. Bu varsayim Ornegin giice bagh olan
ag gecidi (gateway) cihazlarinin kendi aralarindaki saat senkronizasyonu gibi bazi
durumlarda gercekgidir. Ozellikle olay tetiklemeli sistem uygulamalarinda bu varsayim

siklikla yapilmaktadir [[128,129].
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Yukaridaki tartismalar 1s181nda (6.30) ile verilen kontrol isareti sistem dinamiginde

yerine yazilirsa tim ¢ € [#4, tx41) i¢in
D) = ¢V (1) + aeD (1) + (1 + AD)
g (1) = B (1x)

bicimindeki cift integrator sistem elde edilir. Bu sistem icin (1 + A®)) terimi bozucu

(6.31)

olarak degerlendirilirse b := a /B ve x@ .= [z(i) q(i)]T, i=1,2,...,N tamimlaryla
tim 7 € [tg, tre1) icin
(D) 0 1 (i) b
x\W(t) = [O O]x (1) + 1

B8 0] Y (V) -xw)  632)

JEN;
sistemi elde edilir. O halde, Bolim [6.5]te cift integrator dinamik icin elde edilen
kontrolor kiiciik bir degisiklikle bu sisteme de uygulanabilir. K := [ﬁ 0] olmak iizere

yukari sistem i¢in

h 5
S(h, ) := eAh—/l(/ eATdT)BK: ll h] _a|Pr Tk
0 V) gl h
olarak elde edilir. Benzerlik doniisiim matrisi olarak
-1
- - 1 -
7= |H2 = H (g2 +p1) +2b| [2 M2 + 2b] (6.33)
0 2 2 —p1) |0 p2—m
secilirse
h ~
_HrH A R —kT = [k1 k2]
M2 — M

olmak tizere

2 o= 2
_hdky _ hdky
2 2

elde edilir. Dikkat edilecek olursa bu esitlik (6.21)) ile aynidir. O halde, (6.23))—(6.25))

_hlyky 20 _ hdyk,
S:=TS(h, )T = ]

esitsizliklerini saglayan kontrolor bu sistemin uzlasimi i¢in de kullanilabilir. Ancak
sonugta hesaplanan K = [k1 kz] T kontroloriiniin ikinci eleman1 0 olacak sekilde bir

b = a /B secilmelidir. Yani

K=lki k|T
1 2 +u; —2b
— [kl kZ] [ M2 + U1
2(u2 = p1) 0 w-wm
1
= ——— [2ki ki(ua+p1) = 2kib + ka(pa — 1) |
2(p2 = p1)
oldugundan
Kk _ki(pa+ ) + ko(po — py)
= ve b=
M2 — U1 2kq
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secilmelidir. Bu sekilde segilen kontrolér Ornek teki sisteme uygulandiginda Sekil
[6.6]daki grafikler elde edilir ve beklendigi gibi uzlagimin saglandig goriiliir.

Ayrica, Teorem ijn kanitindaki M secimi dolayisiyla e := [1 0o ... O]T olmak

uzere

() = (M @ 1) x) = (/N @ 1) x(r) = ZN:x(i)(t)

i=1
elde edilir. Onsav |6.3[iin kamitinda goriilecegi gibi lim;_,, (x(i)(t) - z(l)(t)) = 0,
Vi = 1,2,...,N oldugundan uzlasimdaki sistemin ortak zaman hiz kaymasi, tiim
etmenlerin zaman hiz kaymasinin ortalamasi bi¢imindedir. Yani uzlasimdaki ¢ok
etmenli sistemin gergek zamana gore hiz kaymasit A = Zf\; | AW /N olur. O halde,
(6.277) varsayimindan dolay1 etmen sayis1 N biiyiidiikce sistemin ortak saat hizi da

gercek zaman hizina yaklasir. Bu durum simiilasyonlarda da gozlemlenmistir.

Agentlarin yerel zamanlari 2(t) A/E0Qaf

| | | | | | | | |
10 12 14 16 18 20

Sekil 6.6 : Ornekigin zaman senkronizasyonu. (a) Etmenlerin yerel saatleri. (b)
Etmenler arasindaki zaman farklarinin maksimum degeri. (c) Kontrol isareti

6.7 Sonuclar

Genel dogrusal dinamige sahip cok etmenli sistemlerin diizensiz 6rnekleme altinda
uzlagim problemi i¢in bazi yeter kosullar verilmistir. Bu kosullar, bir alt sistemin
kararli kilinmas1 yontemine dayanmaktadir. Sistem dinamiginin durumlari bir benzerlik
dontistimii ile bagka bir koordinat sistemine taginarak kapali ¢cevrim sistem matrisinin bir
daralma (contraction) yapilabildigi gosterilmistir. Yani bu koordinat sisteminde durum

vektoriiniin boyu her 6rneklemede daha kiiciik hale gelmektedir. Verilen kosulun
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yonsiiz ¢izgeye sahip degisen topolojili sistemlere de kolaylikla genisletilebildigi

gosterilmistir.

Cift integrator dinamigine sahip ¢ok etmenli sistemlerin diizensiz 6rnekleme ve degisen
ag topolojileri altinda uzlasimimi saglayan bir kontrolor ig¢in saglanmasi gereken
basit esitsizlikler verilmistir. Bu esitsizlikler, 6rnekleme araliklarinin minimum ve
maksimum degerlerine ve ¢izgelerin Laplasyen matris 6zdegerlerinin tamamini iceren
bir araliga baglidir. Bu nedenle, kontroldr tasarimi icin ag topolojilerinin kendilerini
degil, yalmzca Laplasyen matris 0zdeger sinirlarinin bilinmesi yeterli olmaktadir.
Ayrica, boyle bir kontroloriin ¢izgeler bagli oldugu siirece her zaman var oldugu
gosterilmigtir.  Teorik sonuclarin dogrulugunu gostermek icin ornekler verilmistir.
Son olarak, ¢ift integrator icin verilen kontrolor, IoT sistemlerin zaman senkronizasyon

problemine uygulanmistir.
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7. SONUCLAR

Tez kapsaminda diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kararli kilinmasi ve kontrolii konusu
ele alinmistir. Diizensiz 6rneklemeli sistemler; ag kontrol sistemleri, karma (hybrid)
sistemler, olay tetiklemeli sistemler, cok etmenli sistemler gibi pratikte olduk¢a genis
uygulama alanina sahiptir. Diizensiz 6rneklemeli sistemlerin kararli kilinmasi ve

kontrolii hala aktif ve yogun bir caligma alanidir.

Bu tez kapsaminda literatiirde bir¢ok farkli tanimi1 olan, ama 6zel durumlarda birbirine
denk olan kararlilik tanimlari kapsamli bir bicimde ele alinmistir. Ozel durumlarda
esdeger olan tanimlarin denklik teoremleri verilerek konu derlenmistir. Kararlilik
icin verilmis olan gerek ve yeter kosullar ve yalnizca yeter kosullar 6zetlenmis ve tez
kapsamini ilgilendiren kosullar kanitlariyla verilmistir. Ayrica, kararlilik i¢in bir ortak
benzerlik doniigiimii kosulu verilmis ve bu kosulun literatiirde iyi bilinen ortak karesel

Lyapunov fonksiyonu kosuluna esdeger oldugu kanitlanmastir.

Kontrol teorisinde ©nemli bir yere sahip olan erisilebilirlik ve gozlenebilirlik
kavramlari, ayrik zamanla degisen dogrusal sistemler i¢in 6zetlenmis ve bu iki kavram
arasinda yeni bir dualite teoremi verilmistir. Diizensiz 6rnekleme altinda erisilebilirlik
ve gozlenebilirligin korunmasi konusu tartisilmigs ve yeni bir atanabilirlik tanimi
sunulmugtur. Ayrica diizensiz orneklemeli bir sistemin atanabilir olmasi i¢in yeter

bir kosul kanitlanmistir.

Diizensiz orneklemeli sistemleri kararli kilan durum geri beslemesi kontrolGriiniin
varli8i ile ilgili literatiirde olan bir kosul genisletilmis ve kararlilig1 kanitlayan benzerlik
doniisiim matrisinin secimi ile ilgili yeni yontemler verilmistir. Bu varlik kosulu
kullanilarak dijital yeniden tasarim, 6zdeger atama ve tekil deger atama yontemleri
ile kararl1 kilan kontrolorler gelistirilmistir. Son olarak, bulunan bu yontemler coklu

durum zaman gecikmeli sistemlerin kontrolii problemine uygulanmustir.

Tez kapsaminda gelistirilen kontrolor bulma tekniklerinin diizensiz orneklemeli ve

topolojileri zamanla degisen ¢ok etmenli ¢ift integrator sistemlerin uzlagimi problemine
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de uygulanabilecegi gosterilmistir. Bu sistemlerin uzlagimi i¢in gelistirilen yontem,
literatiirdeki diger yoOntemlerin aksine zamanla degisen topolojilerin bilinmesini
gerektirmemektedir. Ayrica, bu yontem ile verilen kontroloriin her zaman var oldugu
kanitlanmistir. Son olarak, gelistirilen bu yontem, diizensiz orneklemeli ve degisken

topolojili bir agin saat senkronizasyonu problemine uygulanmustir.

Tezdeki ¢aligmalarin literatiire katkilarina ragmen bazi noktalar hala agik problemler
olarak kalmistir. Kararlili§1 gosteren ortak benzerlik doniisiim matrisi 7 nin secimi
icin ili¢ farkli yontem Onerilmis olsa da 7 nin se¢iminin en biiyiik 6rnekleme aralig1
hmax a olan etkileri bilinmemektedir. Bir bagka agik konu ise olasi en biiylik /pax
degerini veren 7 nin bulunmasi problemidir. Benzer sekilde diizensiz orneklemeli
kontroloriin tiiretildigi siirekli sistem durum geri besleme kazanci L’nin de secim

kriteri a¢ik degildir.

Tez kapsaminda gelistirilmis olan 6zdeger atama yonteminin kararliligi sagladiginin
kanit1 sadece bir girisi olan sistemler icin verilmistir. Benzer sekilde diizensiz
orneklemeli bir sistemin atanabilir olmasi i¢in gelistirilen yeter kosul bir girisi olan
sistemler icin gecerlidir. Cok girigli sistemler i¢in bu problemlerin ¢oziimi agik

birakilmigtir.

Kontrolor giidiimlii 6rnekleme altinda tasarlanan kontrolorlerin, belli bir nominal
ornekleme aralif1 i¢in sabit bir sekilde kullanilabilecegi gosterilmistir. Ancak, sabit
kontroloriin kararlilig1 garantiledigi [ Amin, Amax | araliginin ne kadar genis oldugu ya da

nasil genisletilebilecegi konusu acik degildir.

Cok etmenli sistemlerin uzlagimi i¢in Onerilen yontem her ne kadar literatiirdeki diger
yontemlerin kisitlamalarina sahip olmasa da, tiim etmenlerin ayn1 anda ornek aldigi
varsayimi yapilmaktadir. Bu varsayim pratikteki bircok durumda gecerli olmayabilir.
Literatiirde "asenkron giincelleme" olarak bilinen bu problem hala aktif bir arastirma
konusudur. Bu tez kapsaminda gelistirilen yontemin bir diger eksikligi de degisen

yonlii topolojiler i¢in kullanilamamasidir.
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EK A : Genel Onsav ve Teoremler
EK B : Ustel Matris Ozellikleri
EK C : Tekil Deger Sinirlari
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EK A : Genel Onsav ve Teoremler

Teorem A.1 (Spektral Haritalama Teoremi). Her yerde analitik (biitiin) bir ¢ : C — C
fonksiyonu, f, € C olmak iizere

¢(z) = quzq = fo+ fiz+ Ht+...
q=0
bicimindeki seri acilim ile ifade ediliyor olsun. Bir A € C"™" matrisi icin
() = ) A= fo+ fiA+ frA+ ...

q=0

biciminde tamumlansin. O halde (A,x), A’min bir ozdeger-ozvektor ¢ifti (oz¢ifti) ise
(¢(Q),x) de ¢p(A) matrisinin bir oz¢iftidir.

Kanit. Ozcift tanimi geregi Ax = Ax olur. O halde,
Alx = 1Ay = 22AT2x = ... = 9y

olur. Sonug olarak,
$(A)x =) fA% = fd%x = p()x
q=0 q=0

esitlikleriyle kanit tamamlanir. |

Onsav A.1. m < n olmak iizere A € R™" ve B € R™" matrisleri icin AB € R™"
matrisinin tam rankli olmasinin gerek ve yeter kosulu

rank B=m ve ImB NkerA = {0}

olmasidrr.

Kanit. (=) AB tam rankli olsun. Eger rank B < m ise Bx = 0 olan bir x # 0 vektorii
vardir. O halde, ABx = 0 olur ve bir celigki elde edilir. Simdi y # 0 olmak iizere
y € ImB Nnker A olsun. y € Im B oldugundan Bx = y olan bir x # 0 vektorii vardir.
y € ker A oldugundan ABx = Ay = 0 olur ve yine bir celigki elde edilir.

(&) rank B = m ve Im BNker A = {0} olsun. Bir ¢eliski elde etmek icin ABx = 0 olan
bir x # 0 oldugu varsayilsin. rank B = m oldugundan y := Bx # 0 ve y € Im B olur.
Ayrica, ABx = Ay = 0 oldugundan y € ker A olmalidir. Bir celiski elde edildiginden
kanit tamamlanmig olur. m|

137



Onsav A.2. Tridiyagonal, simetrik n x n
0 1
1 0 1

1 0
1

1
O_
matrisinin 6zdegerleri A; = 2cos(in/(n+1)), i = 1,2,...,n bicimindedir.

T

Kanit. M matrisinin bir ozvektori x* := [x1 .. xn] olmak tizere Mx = Ax olsun.

O halde konvansiyon olarak xo = x,4+; = 0 yazilarak
Xigo = AXpy1 — Xk, k=0,1,...,n—-1
elde edilir. Tiim u € R i¢in
sin[(k +2)u] = 2cos(u) sin[ (k + 1)u] — sin(ku)

esitliginin saglandigin1 gostermek kolaydir. O halde, esitligi

xi :=sin(ku) ve A :=2cos(u)
tanimlariyla saglanir. Ayrica,

u=in/(n+1), i=12,...,n

secilerek x,+; = sin[(n + 1)u] = 0 esitligi saglanir. Bu da kaniti tamamlar.
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EK B : Ustel Matris Ozellikleri

Tamm B.1 (Ustel Matris). Bir A € R™" matrisi ve & > 0 sayis1 icin iistel matris

o A9h4 h? 3
eAh::Z =J+hA+—A%+ —A+
= q! 217 73

biciminde tanimlanir.

Onsav B.1. Bir A € R™" matrisi ve h > 0 sayist icin

h +1 2 3
A1h4 h h

/ eATdT: =hl+—A+—A%+
A G+ S TREY

seri aculim elde edilir.

Kamt. Ustel matris tanimi geregi
A4 q 2 A4 2 A4 patl 2 A9
/ ATdT_/Z 3 Z_/ da:Z_' +1:Z( +1)!
q=0 q= q' gm0 1° 4 =0 4 '

esitlikleri ile kanit tamamlanir. |

Onsav B.2. Bir A € R™" matrisi, h > 0 sayisi ve tersi olan bir T € R™" matrisi icin

TeAhT=1 — JTAT'h
esitligi gecerlidir.
Kanit. Bir g € N igin
TAIT = (TAq_lT‘l) (TAT‘I) = (TAq_zT_l) (TAT—I)2 == (TAT—l)q

oldugundan iistel matris tanim1 geregi

0o _ o) -1\4
TeAhT—1 . Z TAIT ' h _ Z (TAT ) h1 _ eTAT"h
B q" q! -
q=0 q=0
elde edilerek kanit tamamlanir. O

Onsav B.3. Bir A € R™" matrisi ve h > 0 sayist icin

h h
Ah:I+A(/ eATdT):I+(/ eATdT)A
0 0
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Kanmit. Onsav kullanilarak

Aqhq Aqhq A4+l pa+l O A pat!
oy ey A Z =I+4)
e I+ I+A
= = +1)! g (g+1)!
esitlikleri ile kanit tamamlanir. |

Onsav B.4. Bir A € R™" matrisi ve h > 0 sayis icin

h
/ eATdr
0

matrisinin tersinin olmasi icin gerek ve yeter kosul, tiim j := V—1 olmak iizere
Ai(A)h #2znj, VzezZ\{0}, Vi=1,2,...,n (B.1)

olmasidrr.

Kamt. Verilmis olan & > 0 igin her yerde analitik bir ¢ : C — C fonksiyonu Onsav
kullanilarak

A9 pat! h? n?
e At _ — 24
d(Q) .—/O dr = E (q+1)' = 2'/1+3'/l

bi¢iminde tanimlansin. Spektral Haritalama Teoremi, Teorem[A.T|geregi eger A, A’nin
bir 6zdegeri ise ¢(A) da ¢(A)’ nin bir 6zdegeridir. Yukaridaki tanimdan eger A = 0 ise
¢(1) = h # 0 oldugu goriilebilir. Onsav [B.3|kullanlarak A # 0 ise

eth —

$(1) =

oldugu goriilebilir. Demek ki ¢(1) = 0 olmasinin gerek ve yeter kosulu e?" = 1
olmasi, yani esdeger olarak Ah = 2zxj esitligini saglayan sifirdan farkl: bir z tamsayisi
olmasidir. Demek ki (B.T)) kosulu saglanirsa ¢(1) # 0 olur. Bu durum tiim 6zdegerler
icin gecerli olacagindan kanit tamamlanmis olur. O

Onsav B.5. Bir A € R™" matrisi icin h > 0 patolojik bir 6rnekleme (bkz. Tamm

degilse
h
/ eNdr
0

Kanit. Verilen ifadeye esdeger olarak, matrisin tersi yoksa orneklemenin patolojik
oldugu gosterilecektir. Eger matrisin tersi yoksa Onsav geregi A’nin bir 6zdegeri
Aigin Ah = 2znj esitligini saglayan sifirdan farkli bir z tamsayis1 vardir. A matrisi
gercel degerli oldugundan 6zdegerleri karmasik eslenik seklindedir. Yani Ah = —2z7j
olmalidir. O halde, Re 1 = Re A = 0 oldugundan ve

matrisinin tersi vardir.

h (Im/l - Im/_l) =4zn
oldugundan 4 6rneklemesi patolojiktir. Bu da kaniti tamamlar. O
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Onsav B.6. Negatif sayilar iizerinde tanumly

et -1
A

0(A) :=
fonksiyonu (—o0,0) araliginda monoton artandr.

Kanit. Fonksiyonun tiirevi

do(d) e'd—et+1 et (A-1+e)
i A2 B A2

olarak elde edilir. Tiim A € (—c0, 0) i¢in

et—(1+ (=)= 1+(—/l)+i(_qi')q _(1+(_ﬂ)):i (=A)4
q=2 '

q=2 g

oldugundan df(1)/dA > 0, YA € (—o0,0) olur ve kanit tamamlanur.
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EK C : Tekil Deger Sinirlar
Onsav C.1 ([142]). A = (aij) € C™" olsun. O halde,

n n
= Yl = Yo
j=1 j=1
ve s; .= max{r;, ¢;} olmak tizere
0(A) < max {s;} (C.1)
1
esitsizligi gecerlidir.

Yukarida verilen sonug [[142]’deki fikir kullanilarak bu calismada blok matrislere
genisletilmistir. Asagidaki dnsavin kanit1 kullanilarak Onsay de kanitlanmis olur.

Onsav C.2. A = (A;;) € C'N*"N_her blogu ayni boyutta olan, yani A;; € C™" olan
bir blok matris olsun. O halde,

n n
rii= Z d(Aij), ci:= Z a(Aji)
j:l J=1
ve s; := max{r;, ¢;} olmak tizere

0(A) < max {s;} (C.2)
1
esitsizligi gecerlidir.

Kanit. A’nin bir tekil degeri o olsun. O halde

H H
A11 AIN X1 Y1 All ANl Y1 X1
: N Rl N BT I N Y
A A X Al Al X
N1 ... NN N YN IN ¢ NN| YN N

esitliklerini saglayan x;, y; € C",i = 1, ..., N olmak iizere sifirdan farkl
X = [xlT xﬁ]TEC”N ve y = [y{ ymTeC”N

vektorleri vardir. « := max{|x(|,...,|xn|,|y1l,-..,|yn|} olsun. Eger bir i i¢in
@ = |y;| ise

N n
oy = Z A;jx; oldugundan o < Z a(Aij) =ri
j=1 J=1
elde edilir. Eger bir i i¢in @ = |x;| ise
N n
oxX; = Z Afly; oldugundan o < Z a(Aji) =ci
j=1 J=1

elde edilir. Her iki kosulda da o < max{r;, c;} = s; olur. Bu esitsizlik A’nin tiim tekil
degerleri icin gegerli oldugundan kanit tamamlanmais olur. O
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Onsav C.3. A, B € R™" ye

[t 2

olsun. O halde, j = V-1 ve o (+) tekil degerler kiimesi olmak iizere
oc(C)=0c(A-jB)Uo(A+jB)
olur.

Kanit. C bigiminde tanimli matrisler i¢in
det(C) = det(A — jB) det(A + jB)

oldugu bilinmektedir. CCT da C ile aym bigimde oldugundan

_ T T
det(CCT — AI) = det ([2 AB ] [ _ABT ﬁT] - /U)

AAT + BBT — a1  ABT — BAT ]

G l BAT — ABT  AAT + BBT - I

— det ((AAT + BB — AI) — j(BAT - ABT))
det ((AAT +BBT — Al) + j(BAT — ABT))
— det ((A _ iB)(A” + jBT) - /11)
det ((A + jB)(AT - jBT) - u)

elde edilir. Tekil deger tanimi1 geregi kanit tamamlanmis olur.
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