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Bu tez çalıĢmasında, özel gradyent terimli zamana bağlı kompleks potansiyele sahip 

lineer durgun olmayan bir boyutlu Schrödinger denklemi için final kriterli optimal 

kontrol problemi ele alınmıĢtır. Bu problemde kontrol rolünü denklemin ölçülebilir 

sınır katsayısı olan kompleks potansiyelin reel ve sanal kısımları oynamaktadır. 

Tezin bulgular bölümü üç alt bölümden oluĢmaktadır. Tezin 3.1 alt bölümünde ele 

alınan optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve tekliği teoremi 

ispatlanmıĢtır. 3.2 alt bölümünde opimal kontrol probleminin 0   olduğunda en 

az bir çözüme sahip olduğu gösterilmiĢtir. Tezin 3.3. alt bölümünde ise söz konusu 

optimal kontrol probleminde ilk önce yer alan amaç fonksiyonelinin Frechet 

anlamında diferensiyellenebilir olduğu incelenmiĢ ve fonksiyonelin gradyenti için 

formül elde edilmiĢtir. Bu alt bölümden sonra elde edilen formülden yaralanılarak 

optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon eĢitsizliği biçiminde gerek Ģart 

ispatlanmıĢtır 
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In this paper, we consider the optimal control problem for a lineer nonstationary one-

dimensional Schrödinger equation with a special gradient term and complex potential 

when the performance criterion is final and the role of control is played by limited 

measurable coefficients. The equation is an equation of real and imaginary parts of 

the complex potential depending only on the time variable. At the same time, the 

existence and uniqueness theorems were proven and a necessary condition in the 

form of variational inequality was established for the solution of the optimal control 

problem under consideration. To prove the necessary condition, we first construct the 

gradient formula of the considered functional. 

Key Words: Nonstationary Schrödinger equation, optimal control problem, special 

gradient term, complex potential. 

 

2024, 40 pages  



VI 

ÖNSÖZ 

Bu çalıĢmanın yürütülmesi esnasında desteğini esirgemeyen danıĢmanım sayın Prof. 

Dr. Gabil YAGUB‟a saygılarımı ve teĢekkürlerimi sunarım. ÇalıĢmam sırasında 

desteklerini esirgemeyen sayın Prof. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY‟a ve sayın Doç. 

Dr. Adem YOLCU‟ya teĢekkür ederim.  

 

Bu süreçte maddi, manevi her zaman yanımda olan annem, babam ve kardeĢlerime 

desteklerinden dolayı teĢekkür ederim. Uzun çalıĢma sürecinde bana destek olan 

değerli dostlarım Ceren AYAS‟a ve NurĢah ÇELĠK‟e teĢekkür ederim. 

 

 

 

 Aslı ġAYĠR 

 

  



VII 

ĠÇĠNDEKĠLER 

      Sayfa 

ÖZET ............................................................................................................................. IV 

ABSTRACT .................................................................................................................... V 

ÖNSÖZ .......................................................................................................................... VI 

ĠÇĠNDEKĠLER ........................................................................................................... VII 

SĠMGELER DĠZĠNĠ ................................................................................................. VIII 

1. GENEL BĠLGĠLER .................................................................................................... 1 

1.1. GiriĢ .............................................................................................................................. 1 

1.2. Kuramsal Temeller ........................................................................................................ 3 

2. MATERYAL VE YÖNTEM .................................................................................... 11 

2.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulması ................................................................... 11 

3. BULGULAR .............................................................................................................. 14 

3.1. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı ve TekliğiEquation Section (Next) 14 

3.2. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı..................................................... 18 

3.3. Fonksiyonelin diferansiyellenebilirliği ve optimal kontrol probleminin çözümü için 

gerek Ģart ............................................................................................................................ 24 

4. SONUÇLAR VE TARTIġMA ................................................................................. 35 

ÖZGEÇMĠġ .................................................................. Hata! Yer iĢareti tanımlanmamıĢ. 

 

  



VIII 

                                     SĠMGELER DĠZĠNĠ  

 

    : Herhangi 

0

                           
  : Hemen hemen heryerde 

1i  

 

  : Sanal sayı 

 0,t T

 

  : Zaman değiĢkeni 

 

 0,x l

 

   Uzay değiĢkeni 

B   : Banach uzayı 

H   : Hilbert uzayı 

 PL 

 

  :   bölgesinde 1p  dereceden mutlak değeriyle  

 integrallenebilir fonksiyonların Lebesgue uzayı 

 L     :  bölgesinde ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar uzayı 

 ,k m

pW 

 

  :   bölgesinde kendisinin ve  k. mertebeden x  değiĢkenine göre  

türevlerinin, m . mertebeden t  değiĢkenine göre türevlerinin 1p 

dereceden mutlak değeriyle Lebesgue anlamında integrallenebilir 

fonksiyonların Sobolev uzayı 

 x    : Kompleks değerli fonksiyon 

 ,f x t    : Kompleks değerli fonksiyon 

 y x    : Kompleks değerli fonksiyon 

     

     

 

 



1 

 

1. GENEL BĠLGĠLER 

1.1. GiriĢ 

 

Lineer ve lineer olmayan Schrödinger denklemleri için optimal kontrol problemleri 

genellikle kuantum mekaniğinde, nükleer fizikte, lineer olmayan optikte, fiziğin ve 

tekniğin çeĢitli çağdaĢ alanlarında ortaya çıkar ve bu problemin incelenmesi gerek 

teori, gerekse de pratik önem arz eder  1 3 . Böyle problemlerinden biri yüklü 

parçacıkların hareketi problemidir ki, bu problemde potansiyel bilinmeyen olur ve 

onun bulunması gereksinimi ortaya çıkar. Bilindiği üzere, yüklü parçacıklar sabit 

homojen manyetik alanda hareket ediyor ve manyetik alanın yönü z ekseni boyunca 

ise, bu taktirde böyle parçacıkların hareketi    2,x y E  düzleminde gerçekleĢir ve bu 

haraket genellikle özel gradyent terim içeren iki boyutlu lineer Schrödinger denklemi 

ile tanımlanır (bkz:  1 , sayfa 182). Özel gradyent terim içeren lineer ve lineer 

olmayan Schrödinger denklemleri için benzer optimal kontrol problemleri önceden  

 4,5  çalıĢmalarında ele alınmıĢtır. Söylemek gerekir ki, özel gradyent terim 

içermeyen lineer ve lineer olmayan Schrödinger denklemleri için optimal kontrol 

problemleri önceden  6 15  ve diğer çalıĢmalarda ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. 

Ancak özel gradyent terim içeren lineer ve lineer olmayan Schrödinger denklemi için 

optimal problemleri oranla az incelenmiĢ problemlerdendir. Söylememiz gerekir ki, 

özel gradyent terim içeren lineer ve lineer olmayan Schrödinger denklemi için 

optimal problemleri önceden   16 23  çalıĢmalarında ele alınmıĢtır. Tüm bu 

çalıĢmalarda kontroller ya ancak uzay değiĢkenine bağlı olan, ya da gerekse uzay, 

gerekse de zaman değiĢkenine bağlı, ya da ancak zaman değiĢkenine bağlı ölçülebilir 

sınırlı fonksiyonlardır. Kontroller zaman değiĢkenine bağlı ölçülebilir fonksiyonlar 

olduğunda bu kontrollerden zamana göre türevlenebilirlik Ģartı talep edilmiĢtir. 

Ancak kontroller sadece zamana bağlı ölçülebilir fonksiyonlar olduğunda özel 

gradyent terim içeren lineer Schrödinger denklemi için  final kriterli optimal kontrol 

problemleri oldukça az  icelenmiĢtir. Bu nedenle sunulan tez çalıĢmasının konusunun 

güncel olduğu ve çalıĢmanın gerek teorik, gerekse de pratik açıdan önem arz ettiği 

görülmektedir. 
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Bu tez çalıĢmasında, özel gradyent terimli zamana bağlı kompleks potansiyele sahip 

lineer durgun olmayan bir boyutlu Schrödinger denklemi için final kriteri optimal 

kontrol problemi ele alınmıĢtır. Bu problemde kontrol rolünü denklemin ölçülebilir 

sınır katsayısı olan kompleks potansiyelin reel ve sanal kısımları oynamaktadır. 

Tezin bulgular bölümü üç alt bölümden oluĢmaktadır. Tezin 3.1 alt bölümünde ele 

alınan optimal kontrol probleminin çözümünü varlığı ve tekliği teoremi 

ispatlanmıĢtır. 3.2 alt bölümünde opimal kontrol probleminin en az bir çözüme 

sahip olduğu gösterilmiĢtir. Tezin 3.3. alt bölümünde ise söz konusu optimal kontrol 

probleminde ilk önce yer alan amaç fonksiyonelinin diferensiyellenebilir olduğu 

incelenmiĢ ve fonksiyonelin gradyenti için formül elde edilmiĢtir. Bu alt bölümde 

sonra elde edilen formülden yaralanılarak optimal kontrol probleminin çözümü için 

varyasyon eĢitsizliği biçiminde gerek Ģart ispatlanmıĢtır. 
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1.2. Kuramsal Temeller 

 

Burada tüm çalıĢmalarımız tamamında yararlanacağımız teorem ve tanımları 

inceleyeceğiz  24 27 . 

Tanım 1.2.1:  2 0,L l , Hilbert uzayı olup elemenları  0, l  aralığında ölçülebilir ve 

mutlak değerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Lebesgue uzayıdır. 

Burada iç çarpım ve norm aĢağıdaki gibidir: 

 

   
0

,

l

u v u x v x dx  , 

 

   2 20, 0,
,

L l L l
u u u  

 

Burada  v x fonksiyonu  v x fonksiyonun kompleks eĢleniğidir. 

Tanım 1.2.2:  2L  , Hilbert uzayı olup elemanları    0, 0,l T   bölgesinde 

ölçülebilir ve mutlak değerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Lebesgue 

uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

 

 
   

2

, , ,
L

x t x t dxdt   




  , 

 

2 ( )2
( )

,
LL

  


  

 

Tanım 1.2.3:  0,L l , Banach uzayı olup,  0, l  aralığında ölçülebilir, sınırlı ve 

sonlu  

 

   
      0, 0,

sup sup : 0,
L l x l

u vrai u x ess u x x l
 

    

 

normuna sahip  u u x fonksiyonlarının uzayıdır. 

 

Tanım 1.2.4:  L  ,Banach uzayı olup  bölgesinde ölçülebilir, sınırlı ve sonlu 

 

     
 

2 ,
sup ,

L x t
vrai x t 

  
  

 

normuna sahip  ,x t   fonksiyonlarının uzayıdır. 
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Tanım 1.2.5:   0 0, ,C T B , Banach uzayı olup elemanları  0,T  aralığında sürekli 

olan ve değerlerini B  Banach uzayından alan fonksiyonlar uzayıdır. Burada norm 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır: 

 

    
 0 0, , 0,

max
C T B Bt T

u u t


  

 

burada B R alınırsa     00, 0, ,C T C T R elde edilir. 

 

Tanım 1.2.6:   2 0, ,L T B , Banach uzayı olup elemanları  0,T  aralığında 

ölçülebilir, karesel integrallenebilir ve değerleri B  Banach uzayına ait olan 

fonksiyon uzayıdır. Burada norm aĢağıdaki Ģekilde tenımlanır: 

 

    
2

1

2
2

0, ,

0

.,

T

L T B B
u u t dt

 
   
 
  

 

Tanım 1.2.7:  1

2 0,W l , Hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların birinci 

mertebeden genelleĢtirilmiĢ türevleri  2 0,L l  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu 

uzayda iç çarpım ve norm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır: 

 

 
   

   
1

2 ,

0

,

ı

W o l

d x d x
x x dx

dx dx

 
   

 
   

 
 , 

 

   1 1
2 2, ,

,
W o l W o l

    

 

 
0

1

2 0,W l  uzayı  1

2 0,W l  uzayının alt uzayı olup,  0, l  aralığının uç noktalarında 

sıfıra eĢit olan fonksiyonların uzayıdır. 

 

Tanım 1.2.8:  2

2 0,W l ,Hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların ikinci 

mertebeye kadar genelleĢtirilmiĢ türevleri  2 0,L l  uzayından olan Sobolev uzayıdır. 

Bu uzayda iç çarpım ve norm aĢağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 
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 
   

       
2

2

2 2

2 20,

0

,

l

W l

d x d x d x d x
x x dx

dx dx dx dx

   
   

 
    

 
  

 

   
2 2

2 2
0, 0,

,
W l W l

    

 

     
0 0

2 2 1

2 2 20, 0, 0,W l W l W l   

 

Tanım 1.2.9:  1,0

2W  , Hilbert uzayı olup elemanların kendisi ve onların x 

değiĢkenine göre 1. mertebeden genelleĢtirilmiĢ türevleri  2L   uzayından olan 

Sobolev uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm aĢağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 

 

 
   

   
1,0
2

, ,
, , ,

W

x t x t
x t x t dxdt

x x

 
   





  
     
 , 

 

   1,0 1,0
2 2

,
W W

  
 
  

 

Tanım 1.2.10:  
1,00

2W   uzayı  1,0

2W   uzayının alt uzayı olup bu uzayda  ‟nın 

sınırında sıfıra dönüĢen düzgün fonksiyonlar her yerde yoğundur. 

 

Tanım 1.2.11:  0,1

2W  , Hilbert uzayı olup elemanların kendisi ve onların t 

değiĢkenine göre genelleĢtirilmiĢ türevleri  2L   uzayından olan Sobolev uzayıdır. 

Bu uzayda iç çarpım ve norm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır: 

 

 
   

   
0,1
2

, ,
, , ,

W

x t x t
x t x t dxdt

t t

 
   





  
     
 , 

 

 
 

0,1
0,12
2

,
W

W
  



  

 

Tanım 1.2.12:  2,1

2W  , Hilbert uzayı olup elemanların kendisi ve onların x  

değiĢkenine göre ikinci mertebeye, t değiĢkenine göre birinci mertebeye kadar  
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genelleĢtirilmiĢ türevleri  2L  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu uzayda iç 

çarpım ve norm aĢağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 

 

 
   

       
2,1
2

2 2

2 2

, , , ,
, , ,

W

x t x t x t x t
x t x t dxdt

x x x x

   
   





    
        
  

 

   , ,x t x t
dxdt

t t

 



  
  

   
  

 

 
 

2,1
2,12
2

,
W

W
  



  

ve  

   

     
2,1 1,00 0

2,1
2 22W W W      

 

dır. 

 

Tanım 1.2.13: Eğer B  Banach uzayından olan  ku dizisi için *c B  , 

lim , ,k
k

c u c u


  Ģartı sağlanıyorsa bu taktirde  ku dizisi u B  noktasına zayıf 

yakınsıyor denir. Burada 
*B uzayı B ‟nin eĢlenik uzayıdır. 

 

Tanım 1.2.14:  J u  fonksiyoneli B  Banach uzayının U  alt kümesinde tanımlanmıĢ 

olsun. Eğer , u U  noktasına zayıf yakınsayan  ku U  dizisi için 

   lim k
k

J u J u


  Ģartı sağlanıyorsa bu taktirde  J u  fonksiyoneli u  noktasında 

alttan zayıf yarı sürekli denir. 

 

Tanım 1.2.15: Diyelim ki B  herhangi Banach uzayı ve  J u  fonksiyoneli u

noktasının herhangi bir    , : ,u v v B v u       komĢuluğunda tanımlanmıĢ 

olsun. Eğer fonksiyonelin artıĢı için  

 

 
0

,
lim 0

B
h

B

h u

h




  
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olacak Ģekilde        ' , ,
B

J u J u h J u J u h h u       Ģartını sağlayan 

 ' *J u B  elemanı varsa, bu taktirde  J u  fonksiyoneli u  noktasında Frechet 

anlamında diferansiyellenebilirdir. Burada 
*B  uzayı B ‟nin eĢlenik uzayıdır. 

 

Teorem 1.2.1: Diyelim ki U , B  Banach uzayının konveks bir alt kümesi,  J u  

fonksiyoneli bu kümede 1. mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonel ve 

    * *: inf
u

U u U J u J J u     kümesi  J u  fonksiyonelinin minimum noktalar 

kümesi olsun. Bu taktirde 
*

*u U   için  ' * *, 0J u u u  Ģartı sağlanır. 

 

Teorem 1.2.2. (Weierstrass Teoremi): U , B  Banach uzayının zayıf kompakt 

küme olsun.  J u  fonksiyoneli ise bu kümede tanımlanan sonlu değerlere sahip ve 

alttan zayıf yarı sürekli olsun. Bu taktirde  * inf
u

J J u   , 

  * *:U u U J u J      zayıf kompakttır ve U ‟dan olan herhangi 

minimalleĢtirici dizi minimum noktalar kümesine zayıf yakınsar. 

 

 

Teorem 1.2.3. (Goebel Teoremi): Kabul edelim ki, X düzgün konveks uzay, U

kümesi X uzayının kapalı sınırlı kümesi,  I v  fonksiyoneli U kümesi üzerinde 

tanımlanan alttan sınırlı ve alttan yarı sürekli fonksiyonel ve 0, 1a   verilen 

sayılar olsun. Bu taktirde X uzayında her yerde yoğun olan öyle G  alt kümesi 

vardır ki G  için 

 

   a X
J v I v v


     

 

Fonksiyoneli U  kümesi üzerinde en küçük değerini alır. Eğer 1   ise  aJ v

fonksiyoneli için en küçük değerini U kümesi üzerinde bir tek noktada alır. 
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Lemma 1.2.1. (Gronwall Lemması): Eğer  g t  fonksiyonu 0 1t t t  üzerinde 

sürekli bir fonksiyon ve  

   
0

0

t

t

g t K L g s ds     

EĢitsizliğini sağlarsa, 0 1t t t  üzerinde  

 

 0 g t K      0exp L t t  

 

dır. Burada K ve L negative olmayan sabitlerdir. 

 

Lemma 1.2.2. (Cauch-Bunjakovskii eĢitsizliği):  2.u v L   elemanları için 

 
1 1

2 22 2

uvdxd u dxd v dxd  
  

   
    
   

    

 

eĢitsizliği geçerlidir. 

 

Teorem 1.2.4. (Sobolev Gömme Teoremi): Farz edelim ki D , 
nR  öklid uzayında 

bölge olsun. rD , D ‟nin kapanıĢa dahil olan r boyutlu düzlem kesiti olsun. Bu 

taktirde  l

pW D ‟den  q rL D ‟e gömme operatörü, ,n lp r n lp    ve 
pr

q
n lp




 

için sınırlı operatördür. 
pr

q
n lp




 için tamamen sürekli operatördür (kompakt 

operatör). Bu operatör n lp  olduğundan sonlu q  sayısı içinde tamamen sürekli 

operatördür. n lp  olduğunda 
lp n

p



  için  l

PW D ‟den  H D
uzayına gömme 

operatörü sınırlı operatördür. Bu operatör 
lp n

p



  için tamamen sürekli 

operatördür. O zaman 1, 1l   sayılır. Bu teorem  l

PW D  uzayına ait olan 

 u u x  fonksiyonu için aĢağıdaki eĢitsizliklerin geçerli olduğunu hükmeder: 
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0( ) ( )l

P r pL D W D
u c u  (2.1) 

 

 
 1( ) l

PH D W D
u c u   (2.2) 

 

  
 

Söylememiz gerekir ki (2.1) eĢitsizliği n pl olduğunda 
pr

q
n pl




 Ģartını sağlayan 

q  lar için ve n pl  olduğunda istenen sonlu q  sayısı için geçerlidir. (2.2) 

eĢitsizliği n lp , 
pl n

n



 , 1   için geçerlidir. Burada 0 1,c c sabitleri 

, , , , , , rn p l r q D D ‟e genelde bağımlıdır ancak,  u u x ‟den bağımsızdır. 

ġimdi baĢlangıç sınır değer problemlerinin çözümleri için aprior kestirimlerinin elde 

edilmesinde önemli rol oynayan aĢağıdaki gömme teoremini verelim: 

                                             

Teorem 1.2.5. (Gömme Teoremi): 1, 1m r    sayıları ve  
0

l

mu W D   fonksiyonu 

için aĢağıdaki eĢitsizlik geçerlidir: 

 

 
1

( ) ( )
( )

q r

m

a

L D L D
L D

u
u u

x









 (2.3) 

    
Burada  

 

 
1

1 1 1 1 1

r q n m r



  

     
  

 (2.4) 

   
dir ve  

 

1. 1m n  olduğunda q  sayısı  ,r   aralığından olan herhangi sayı 

1
1

a
m

r
m


 

  
 

dır. q  sayısı r ‟den  ‟a kadar değiĢtiğinde a  sayısı 0‟dan 

( 1)

m

m r m 
‟e kadar değiĢir ve iki ucu da içerir. 
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2. 1n   ve m n  olduğunda eğer 
nm

r
n m




 ise q  sayısı ,
nm

r
n m

 
  

 aralığında olan 

herhangi sayıdır; eğer  
nm

r
n m




 ise, q  sayısı ,
nm

r
n m

 
  

 aralıktan olan herhangi 

sayıdır ve 
1

1

a
m

r
m


 

  
 

dır. ,
nm

q r
n m

 
  

olduğunda  0,1a olur. 

3. 1n   ve m n  olduğunda q  sayısı  ,r  aralığından olan herhangi sayı 

1 1
max ;1

a
n m

q r
n m


  

  
 

dır. q  sayısı r ‟den  ‟a kadar değiĢtiğinde 

0,
( )

nm
a

nm r m n

 
 

  
olur. Eğer m>n ise (2.3) eĢitsizliği q   içinde geçerlidir. 

Farz edelim ki ( , )u u x t  fonksiyonu  
1,00

2W   uzayında olup sonlu  

 

   
2

2

0

( )
( )

max ., , 0,
L Dx D

L

u
vrai u t t T

x



    


 

 

Normuna sahip fonksiyon olsun. Bu taktirde  
0

0,t T   için 2m r   olduğunda 

(2.3) eĢitsizliği aĢağıdaki biçime dönüĢür: 

 

  
2

2

1

( )( )
( )

(., )
., (., )

q

a
a

L DL D
L D

u t
u t u t

x






 (2.5) 

 

   

Burada 3n   olduğunda 
2

2,
2

n
q

n

 
  

, 2n  olduğunda  2,q   ve 1n 

olduğunda  2, ,q    ise n  ve q „ya bağımlıdır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulması 

 

 

AĢağıdaki optimal kontrol problemini göz önüne alalım. Farz edelim ki, 

 

  
2

2 2

(0, )
( ) .,a HL l

J v T y v       (2.1.1) 

 

 

fonksiyonelinin  

 

           
0

0 1 2( ) , , 0, , , 0,1, 0,s s sV v v t v t v t v L T v t b s t T         

 

kümesinde üzerinde: 

 

 
2

0 1 0 12
( , ) ( ) ( ) ( , ), ( , )i a ia x t a x v t iv t f x t x t

t x x

  
  

  
      

  
 (2.1.2) 

 

 

    ,0 ( ), 0,x x x l    (2.1.3) 

 

 

 
   

 
0, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
   

 
 (2.1.4) 

 

Ģartları altında minimumunu bulmak gerekiyor olsun. Burada 1i   ; 0, 0l T  ,

0 0a  , 0sb  , 0,1s  , 0a   verilen sayılar; 0 ,0 ,x l t T       0, 0, ,l l t    

;T    1, ( , )a x a x t  reel değerli ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup aĢağıdaki 

Ģartları sağlar: 

                         
 

 
2 0

0 1 2 32

( )
, , , 0, ,

d a xda x
a x x l

dx dx
          

 

 0 1 2 3, , , 0;sabit       (2.1.5) 
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 
 

2 0
11

1 4 5 62

,( , )
( , ) , , , , ,

a x ta x t
a x t x t

x x
  


    

 
 

    1 1 4 5 60, , 0, , , 0;a t a l t sabit       (2.1.6) 

 

 

     , , ,x f x t y x  fonksiyonları kompleks değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup 

aĢağıdaki Ģartları sağlar:  

 

 

 
   2

2

0
(0, ), 0;

d d l
W l

dx dx

 
    (2.1.7) 

 

    2,0

2

(0, ) ( , )
, 0, 0, ;

f t f l t
f W t T

x x

 
    

 
 (2.1.8) 

 

 2(0, )y L l  (2.1.9) 

 

H verilen eleman,    2 20, 0,H L T L T  ‟dir. 

Her bir v V için (2.1.2)-(2.1.4) Ģartlarından    , , ;x t x t v     fonksiyonunun 

bulunması problemi özel gradyent terimli lineer durgun olmayan Schrödinger 

denklemi için ikinci çeĢit baĢlangıç-sınır değer problemidir. 

 

Tanım 2.1.1: Her bir v V için (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin 

çözümü dendiğinde   2,1

2W   uzayına ait olan, hemen hemen   ,x t   için (2.1.2) 

denklemini, hemen hemen  0,x l  için (2.1.3) baĢlangıç değer Ģartını ve hemen 

hemen  0,t T  için (2.1.4) sınır değer Ģartlarını sağlayan    , , ;x t x t v     

fonksiyonunu anlayacağız.  

 

Özel gradyent terim içermeyen lineer, lineer ve durgun olmayan Schrödinger 

denklemleri için baĢlangıç sınır değer problemleri daha önce, örneğin, 

 6 11,24,26,29,30  ve diğer çalıĢmalarda ele alınmıĢtır. Özel gradyent terimli 

Schrödinger denklemleri için ise baĢlangıç sınır değer problemleri daha önce, 

örneğin,  4,5,19 22,31 36   ve diğer çalıĢmalarda incelenmiĢtir. Tüm bu 
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çalıĢmalarda Schrödinger denkleminin zaman değiĢkenine bağlı katsayılarından 

zaman değiĢkenine göre türevlenebilir olması istenmiĢtir. Söylememiz gerekir ki, 

denklemin katsayıları yalnızca zamana bağlı ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar 

olduğunda gradyent terim içermeyen durgun olmayan Schrödinger denklemi için 

baĢlangıç sınır değer problemleri daha önce  11  çalıĢmasında ele alınmıĢtır. Diger 

taraftan, kuantum mekanik potansiyel sadece zaman değiĢkenine bağlı değerli 

ölçülebilir sınırlı fonksiyon olması halinde özel gradient terimli durgun olmayan 

Schrödinger denklemi için ikinci çeĢit baĢlangıç sınır değer problem  36  

çalıĢmasında incelenmiĢ ve aĢağıdaki teorem ispatlanmıĢtır.   

 

Teorem 2.1.1: Farz edelim ki,        1, , , , ,a x a x t x f x t  fonksiyonları (2.1.5)-

(2.1.8)  Ģartlarını  sağlasın. Bu taktirde her bir v V için (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç 

sınır değer probleminin   2,1

2W   uzayına ait bir  tek çözümü vardır ve bu çözüm 

için aĢağıdaki kestirim geçerlidir: 

 

 

 
    2,1 2 2,0

22 2

2 2 2

0( ) 0,
.

W W l W
c f 

 
   (2.1.10) 

 

 

 

Burada 0 0c   sabiti , f ‟ ye bağlı değildir. 

Bu teoremden ve Gömme teoreminden (bknz.  25, .98sayfa ) elde edilen  2,1

2W 

    0

20, , 0,C T L l  gömme bağıntısından (2.1.1) fonksiyonelinin   2,1

2W    

çözümler sınıfında anlamlı olduğu çıkar.  
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3. BULGULAR 

3.1. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı ve Tekliği 
 

Bu bölümde (2.1.1)-(2.1.4)  optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve 

tekliğini inceleyeceğiz.  

 

Teorem 3.1.1: Farz edelim ki,        1, ( , ), , , ,a x a x t x f x t y x fonksiyonları 

(2.1.5)-(2.1.9) Ģartlarını sağlasın. Ek olarak    2 20, 0,H L T L T   olsun. Bu 

taktirde  H  uzayında her yerde yoğun bir G  alt kümesi vardır ki, herhangi G

için 0  olduğunda (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin tek bir çözümü 

vardır.  

 

Ġspat: Ġlk önce,  0J v  fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde sürekli olduğunu 

gösterelim. (2.1.1) formülüne göre  0J v  fonksiyonelini aĢağıdaki biçimde 

yazabiliriz: 

  

  
 2

2

0 0,
( ) .,

L l
J v T y  . (3.1.1) 

  

  

Burada    0, 0,v B L T L T      artıĢı herhangi  v V  elemanına  v v V   

olacak Ģekilde verilen artıĢtır ve      , , ; , ;x t x t v v x t v        ‟dir, 

 , ;x t v  ise  (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin v V ’ ye karĢılık 

gelen çözümüdür. (2.1.2)-(2.1.4)  Ģartlarından  ,x t   fonksiyonunun 

aĢağıdaki problemin çözümü olduğu açıktır: 

 

 

                   
2

0 1 0 02
,i a ia x t a x v t v t

t x x

  
  

  
    

  
 

 

            1 1i v t v t            0 1, , , , ,v t x t i v t x t x t                 (3.1.2)
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    
   

 
0, ,

,0 0, 0, , 0, 0, .
t l t

x x l t T
x x

 


 
    

 
 (3.1.3) 

  

Burada    , , ;x t x t v v        fonksiyonu  ,v v V v B     için (2.1.2)-

(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin çözümüdür. 

 

(3.1.2)-(3.1.3) baĢlangıç sınır değer probleminin  çözümü için kestirim elde etmeye 

çalıĢalım. Bu amaçla (3.1.2) denkleminin her iki yanını  ,x t  ile çarpalım ve 

elde edilen eĢitliği t  alanı üzerinden integralleyelim. Bu taktirde kısmi integrasyon  

formülünü ve (3.1.3) sınır değer Ģartlarını  kullanarak, aĢağıdaki eĢitliği elde ederiz: 

 

   
2

2

0 1 ,

t

i a ia x a x
t x x

  
   



   
  

   
  

 

         
2 2

0 0 1 1v v i v v             

 

     0 1 , 0,

t t

v dxd i v dxd t T       
 

      

 

Bu eĢitlikten, kompleks eĢleneği çıkararak Ģunu yazabiliriz: 

 

   
2

1 1, ,

t t

dxd a x a x dxd
t x x

 
      

 

   
  

   
   

 

        
2

1 1 02 2 Im

t t

v v dxd v dxd        
 

      

 

     02 Re , 0, .

t

v dxd t T   


    

 

Bu eĢitliğin her iki tarafına 
  21 ,

t

a x
dxd

x


 





  terimini ekleyerek aĢağıdaki 

eĢitliği elde ederiz: 

 

  2 2

1 ,

t t

dxd a x dxd
t x
    

 

 


    
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        2

1 1 02 2 Im

t t

v v dxd v dxd        
 

      

 

   
 

 
21

0

,
2 Re , 0, .

t t

a x
v dxd dxd t T

x


     

 


   

   

 

 1 ,a x t  için sınır Ģartları nedeniyle bu eĢitliğin solundaki ikinci terim sıfıra eĢittir. Bu 

durumda bu eĢitliğin sol tarafındaki ilk terimi  dönüĢtürüp  (3.1.3)‟ ün birinci 

Ģartından aĢağıdaki eĢitliği buluruz: 

 

      
2

2

1 1

0

, 2

t

l

x t dx v x v x dxd   


     

 

       0 12 Im 2 Re

t t

v dxd v dxd       
 

    

 

 
 

21 ,
, 0, .

t

a x
dxd t T

x


 




  

  

 

Bu eĢitlikten, aĢağıdaki eĢitsizliği kolaylıkla elde edebiliriz: 

 

   
2

2

1 0, 2 2

t t

l

o

x t dx b dxd v dxd       
 

     

 

 
 

 
21

1

,
2 , 0, .

t t

a x
v dxd dxd t T

x


      

 


   

   

 

Bu eĢitsizlikten  1 ,a x t  fonksiyonu için olan Ģartı kullanarak aĢağıdaki eĢitsizliği 

yazabiliriz: 

 

   
2 2

1 5

0

, 2

t

l

x t dx b dxd   


    

 

     0 12 2 , 0, .

t t

v dxd v dxd t T         
 

      

 

Cauchy-Bunyakovsky eĢitsizliğini bu eĢitsizliğin sağ tarafına uygularsak, Ģunu elde 

ederiz: 
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     
2

22 2

1 5 0

0

, 2 2

t t

l

x t dx b dxd v dxd       
 

       

 

    
2 2

1 , 0, .

t

v dxd t T   


    (3.1.4) 

 

 

      2,1 1

2 20, ; 0,W L T W l L      gömme bağıntısına ( bknz:  24 26,37 ) 

göre aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz: 

 

 
   2,1

2
1 .

L W
c 

  
  (3.1.5) 

 

Bu eĢitsizlik ve (2.1.10) kestirimi sayesinde  (3.1.4) eĢitsizliğinden aĢağıdaki 

eĢitsizliğin geçerliliğini elde ederiz: 

 

 
 

   
 2 2

2 2

1 50, 0,
0

., 2 2 .,

t

L l L l
t b d         

 

 
      

2 2

2 2

2 0 10, 0,
, 0, .

L T L T
c v v t T      (3.1.6) 

 

Buna Gronwall lemmasını uygulayarak, aĢağıdaki kestirimin geçerliliğini elde 

ederiz. 

 

  
      

2 22

2 2 2

3 0 10, 0,0,
., , 0, .

L T L TL l
t c v v t T       (3.1.7) 

 

ġimdi  0J v  fonksiyonelinin herhangi v V  elemanı üzerinde artıĢına bakalım. 

(3.1.1) formülünün yardımıyla aĢağıdaki eĢitliği yazabiliriz: 

 

            0 0 0

0

2 Re , ,

l

J v J v v J v x T y x x T dx        
   

 

  
 2

2

0,
., .

L l
T  (3.1.8) 
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      2,1 0

2 20, , 0,W C T L l   gömme bağıntısına dayanarak aĢağıdaki eĢitsizliği 

elde ederiz: 

 

  
   2,1

22
40,

.,
WL l

t c 


  (3.1.9) 

 

Bu eĢitsizlik ve (2.1.10) kestirimi sayesinde (3.1.8) eĢitliğinden Cauchy-

Bunyakovsky eĢitsizliğinin ve t T  için (3.1.7) kestiriminin yardımıyla aĢağıdaki 

eĢitsizliği yazabiliriz: 

 

    2

0 5 , .
H H

J v c v v v V       (3.1.10) 

 

Bu eĢitsizlikten V  kümesi üzerinde  0J v  fonksiyonelinin sürekliliği çıkar. V  

kümesinin     0, 0,B L T L T    uzayının kapalı sınırlı ve konveks bir küme 

olduğu açıktır. Ayrıca bu kümenin düzgün konveks    2 20, 0,H L T L T    uzayının 

 38  kapalı sınırlı konveks kümesi olduğu da kolaylıkla gösterilebilir. O zaman 

 28 çalıĢmasından bilinen kuramsal temeller bölümündeki Teorem 1.2.2‟ den H  

uzayında her yerde yoğun olan  G  alt kümesinin var olduğunu ve    herhangi  G  

ve herhangi 0   için (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin  tek bir çözüme 

sahip olduğunu elde ederiz. Teorem 3.1.1 ispatlandı. 

 

3.2. Optimal Kontrol Probleminin Çözümünün Varlığı 

 

Bu alt bölümde 0a   için (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin en az bir 

çözüme sahip olduğunu göstereceğiz. 

 

Teorem 3.2.1: Farz edelim ki, Teorem 3.1.1‟in koĢulları sağlansın. Bu taktirde  

herhangi  0   ve herhangi H  için (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin 

en az bir çözümü vardır. 

 

Ġspat:  Herhangi bir minimalleĢtirici  kv V dizisini alalım: 
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   *lim infk

a aak v V
J v J J v

 
  . 

 

( , ) ( , ; ), 1,2,...k

k k kx t x t v k      olsun. Teorem 2.1.2‟ye göre her bir kv V için 

(2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin  2,1

2W   uzayına ait olan bir tek ir 

 ,k x t   çözümü  vardır ve bu çözüm için aĢağıdaki kestirim geçerlidir: 

 

 
      2,1 2 2,0

22 2

2 2 2

0 0,
, 1,2,...k W W l W

c f k 
 
   . (3.2.1) 

 

Bu kestirimin sağ tarafı k ‟dan bağımsızdır. 

 

V  kümesi,    0, 0,B L T L T    Banach uzayının sınırlı bir kümesi olduğundan,  

 kv V  dizisinden v B ‟ ye  (*) zayıf yakınsayan  pk
v  alt dizisini seçebiliriz. 

Bu alt diziyi kolaylık olsun diye yeniden   kv  ile gösterelim. Bu taktirde bu alt dizi 

için aĢağıdaki limit bağıntısını yazabiliriz:  

 

 k   için , 0,1, (0, )k

s sv v s L T  ‟ de (*) zayıf. (3.2.2) 

 

 

Ayrıca V , B ‟de kapalı bir konveks küme olduğundan  V   * zayıf kapalı küme 

olacaktır, yani .v V  

 

(3.2.1) kestiriminden   ,k x t dizisinin  2,1

2W   uzayının normunda düzgün sınırlı 

dizi olduğu çıkar. Bu taktirde bu diziden öyle bir   ,
pk x t  alt dizisi seçebiliriz ki, 

bu alt dizi  2,1

2W   uzayında bir  2,1

2W    fonksiyonuna zayıf yakınsar. Kolay 

olsun diye yine de bu yakınsayan alt diziyi   ,k x t  ile gösterelim. Bu taktirde 

aĢağıdaki limit bağıntılarını yazabiliriz:  k   için 

 

  2, ' ,k L de zayıf   , (3.2.3) 
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  2, ' ,k L de zayıf
x x

  
 

 
, (3.2.4) 

 

  
2 2

22
, ' ,k L de zayıf

x x

  
 

 
, (3.2.5) 

 

  2, ' ,k L de zayıf
t t

  
 

 
. (3.2.6) 

 

  ,k x t dizisinin her bir elemanı (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin 

 2,1

2W   uzayına ait olduğundan  2L  ‟ dan olan herhangi  ,x t   fonksiyonu 

için  

 

                            
2

0 12
,k k k

ki a ia x t a x
t x x

  




   
  

  
  

 

                 0 1 , , 0k k

k kv t iv t f x t x t dxdt      , 1,2,...k                        (3.2.7) 

 

 

integral özdeĢliğini, 

   

 

      
0

,0 , 0, , 1,2,...k x x x l k      (3.2.8) 

 

baĢlangıç değer Ģartını ve 

 

 

  
0(0, ) ( , )

0, 0, , 1,2,...k kt l t
t T k

x x

  
    

 
 (3.2.9) 

 

sınır değer Ģartlarını sağladığını hükmedebiliriz. 

 

 2,1

2W   uzayının  2L   uzayına kompakt gömülmesinden ve (3.2.3)-(3.2.6) limit 

bağıntılarından aĢağıdaki limit bağıntısını yazabiliriz: 

 

 k  için 
 2

0k L
 


  . (3.2.10) 

 

Bunu ve (3.2.2) limit bağıntısını kullanarak herhangi  2L   fonksiyonu için 

k   olduğunda aĢağıdaki limit bağıntısının geçerli olduğunu ispatlayabiliriz: 
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            , , , , , 0,1,k k

s k sv t x t x t dxdt v t x t x t dxdt s   
 

    (3.2.11) 

 

Gerçekten aĢağıdaki eĢitliği yazalım: 

 

              , , , , ,k k

s k s kv t x t x t dxdt v t x t x t x t dxdt    
 

     

 

                    , , , , , 0,1.k

s s sv t v t x t x t dxdt v t x t x t dxdt s   
 

     (3.2.12) 

 

Ġlk önce bu eĢitliğin sağ tarafındaki birinci terime bakalım. Bu terimi 

değerlendirirsek, kolaylıkla aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz: 

 

                , , , , , ,k k

s k s kv t x t x t x t dxdt v t x t x t x t dxdt     
 

      

 

         
 

2 2 2 2
20,

, 0,1, .k

s k s kL L L LL T
v b s L      


   

        (3.2.13) 

 

(3.2.10) limit bağıntısını dikkatte alarak bu eĢitsizliğin her iki tarafında limite 

geçersek k   için  aĢağıdaki limit bağıntılarının geçerliliğini elde ederiz: 

 

           2, , , 0, 0,1, .k

s kv t x t x t x t dxdt s L   


       (3.2.14) 

 

ġimdi (3.2.12) eĢitliğinin sağ tarafındaki ikinci terimini ele alalım.  

     
0

, ,

l

g t x t x t dx    fonksiyonunun  1 0,L T  uzayına ait olduğu açıktır. 

Gerçekten, de    2 2,L L      koĢullarından ve Cauchy-Bunyakovsky 

eĢitsizliğinden aĢağıdaki eĢitsizliği buluruz: 

 

 
         

1 0,

0 0 0 0 0

, , , ,

T T l T l

L T
g g t dt x t x t dxdt x t x t dxdt           

 

   2 2

.
L L

 
 

    
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Bunu ve (3.2.2) limit bağıntılarını hesaba katarak, aĢağıdaki limit bağıntılarının   

geçerliliğini kolaylıkla elde ederiz: 

 

k   için           2, , 0, 0,1,k

s sv t v t x t x t dxdt s L  


       (3.2.15) 

Böylece (3.2.14). (3.2.15) limit bağıntılarını kullanarak, (3.2.12) eĢitliklerinin her iki 

tarafında k   olduğunda limite geçersek, (3.2.11) limit bağıntısının geçerli 

olduğunu ispatlamıĢ oluruz.   Bu taktirde   (3.2.3)-(3.2.6) , (3.2.11) limit bağıntılarını 

kullanarak (3.2.7)  integral özdeĢliğinde k   olarak limite geçersek, herhangi

 2L   için aĢağıdaki integral özdeĢliğinin geçerliliğini elde ederiz: 

 

           
2

0 1 0 12
, , , 0i a ia x t a x v t iv t f x t x t dxdt

t x x

  
   



   
       

   


                                                                                                                          (3.2.16) 

   

 

Bu bağıntdan  ,x t  limit fonksiyonun hemen hemen  ,x t   için (2.1.2) 

denklemini sağladığı çıkar. 

 

 2,1

2W   uzayının     0

20, , 0,C T L l  uzayına kompakt gömülmesi nedeniyle 

aĢağıdaki limit bağıntısını yazabiliriz: 

  

 k   için    ., ., 0k t t    0,t T  . (3.2.17) 

  

 

ġimdi  ,x t  limit fonksiyonunun (2.1.3) baĢlangıç değer Ģartını sağladığını 

gösterelim. (3.2.8) baĢlangıç değer Ģartlarını, 0t   için (3.2.17) limit bağıntısını 

kullanarak  

 

 
 

   
 

 
 2 2 20, 0, 0,

.,0 .,0 .,0 .,0k kL l L l L l
           

 

eĢitsizliğinin her iki tarafında k   olduğunda limite geçelim. Bu taktirde 

aĢağıdaki bağıntıyı buluruz: 
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 
 2 0,

.,0 0.
L l

    

 

 

Buradan, hemen hemen  0,x l  için  ,x t  limit fonksiyonunun (3.1.3)  baĢlangıç  

Ģartı sağladığı sonucu çıkar. 

Son olarak  ,x t  limit fonksiyonun (3.1.4) ikinci çeĢit sınır değer Ģartlarını 

sağladığını gösterelim.  Gerçekten de  25, 98sayfa  çalıĢmasındaki Lemma 3.4‟ü ve  

  ,k x t  alt dizisinin  2,1

2W   uzayına ait olduğunu dikkate alırsak, aĢağıdaki 

limitin geçerli olduğunu iddia edebiliriz: 

 

            k   için 
   

 2

, ,
, 0,1, 0, ' ,

k s t s t
s L T de zayıf

x x

  
 

 
. (3.1) 

 

 

Bu taktirde  bu limit bağıntılarını ve (3.2.9) sınır değer Ģartlarını dikkate alıp 

herhangi  2 0,L T  olduğunda  k  için  

 

 

 
 

   
 

 
 

0 0 0

, , , ,
, 0, .

T T T

k ks t s t s t s t
t dt t dt t dt s l

x x x x

   
  

    
    

    
    

 

özdeĢliklerinin her iki tarafında limite geçersek, 

 

 

                                        
   

 
00, ,

0, 0, .
t l t

t T
x x

  
   

 
 

 

 

sınır değer Ģartlarını geçerliliğini elde ederiz. 

 

 

Böylece,  ,x t  limit fonksiyonunun (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer 

probleminin  v V  limit fonksiyonuna karĢılık gelen çözümü olduğunu ispatladık, 

yani    , , ;x t x t v    „dir. Diğer taraftan, bu fonksiyon için (3.1.10) 

kestiriminin sağlandığı da elde edilir. Gerçekten,  2,1

2W   uzayında normun alttan 
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zayıf yarı sürekli olduğunu dikkate alıp (3.2.2) kestiriminde zayıf yakınsayan 

  ,k x t  alt dizisi üzerinden alt limite geçersek oradan (3.1.10) kestiriminin geçerli 

olduğunu kanıtlarız. Diğer taraftan, bu limit fonksiyonunun bir tek olduğu teorem 

2.1.2 den çıkar.  2 0, ,L l H  uzaylarının normunun alttan zayıf yarı sürekliliğini ve 

k   için  2, 0,1, 0,k

s sv v s L T  ‟de zayıf,       2,. ,. , 0, , 0,k s s s l L T   ‟ 

de güçlü limit bağıntılarını kullanarak , 0   ve H   için aĢağıdaki bağıntıları 

yazabiliriz: 

 

     * *lim inf .k

a
v V

k

J J v J v J v J    


     

 

Bu, v V 'nin  0   ve H   için (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin bir 

çözümü olduğu anlamına gelir. Teorem 3.2.1 ispatlandı. 

 

 

3.3. Fonksiyonelin diferansiyellenebilirliği ve optimal kontrol probleminin 

çözümü için gerek Ģart  

 

Bu bölümde, (2.1.1) fonksiyonelinin diferansiyellenebilirliğini inceleyip onun 

gradiyenti için formül elde edeceğiz. Bu formülden yararlanarak (2.1.1)-(2.1.4) 

optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon eĢitsizliği biçiminde gerek Ģart 

ispatlayacağız. Farz edelim ki,  ,x t   fonksiyonu aĢağıdaki eĢlenik problemin 

çözümü olsun: 

 

  

          
2

0 1 0 12
, 0, , ,i a i a x t a x v t iv t x t

t x x

   
        

  
 (3.3.1) 

 

         , 2 , , 0, ,x t i x T y x x l      (3.3.2) 

 

 
   

 
0, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

 
  

 
. (3.3.3) 
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Burada    , , ;x t x t v     fonksiyonu (2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer 

probleminin v V ‟ ye karĢılık gelen çözümüdür. Bu sınır değer problemini (2.1.1)-

(2.1.4) optimal kontrol problemine karĢılık gelen eĢlenik problem olarak 

adlandıracağız. 

 

Burada          1, , , , , ,a x a x t x f x t y x fonksiyonları (2.1.5)-(2.1.9) koĢullarını 

sağlar. Bu Ģartlarla birlikte,  1 ,a x t  fonksiyonunun aĢağıdaki Ģartı da sağladığını 

varsayalım: 

  

 
 

 
3 0

1

7 73

,
, , , 0

a x t
x t sabit

x
 


    


 (3.3.4) 

  

Tanım 3.3.1: (3.3.1)-(3.3.3)  eĢlenik probleminin çözümü dendiğinde, 

    0

20, , 0,C T L l  fonksiyonel  uzayına ait olan ve    
0

1 ,0 0, 0, ,x x l   

   
 

0
1 10, ,

0, 0,
t l t

t T
x x

  
   

 
 Ģartlarını sağlayan herhangi  2,1

1 2W    

fonksiyonu için  

 

         
2

1 1 1
1 1 10 1 0 12

, ,x t i a ia x t a x v t iv t dxdt
t x x

  
  



    
        

     
  

 

 

       1

0

2 , ,

l

x T y x x T dx     (3.3.5) 

 

özdeĢliğini sağlayan   ,x t  fonksiyonunu anlayacağız. 

 

Görüldüğü gibi, (3.3.1)-(3.3.3) eĢlenik problemi sınır değer Ģartları homojen olan bir 

sınır değer problemidir. Bilindiği üzere bu sınır değer problemi t T    değiĢken 

dönüĢümünün yardımıyla (2.1.2)-(2.1.4) problemi biçiminde özel gradyent terimli 

Schrödinger denklemi için baĢlangıç sınır değer problemine dönüĢtürebiliriz. Bu 

nedenle teorem 3.1.1‟in ispat metodiğini ve verilerin düzgünleĢtirilmesi yöntemini 
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kullanarak  22  çalıĢmasında olduğu gibi aĢağıdaki varlık ve teklik teoremini 

ispatlamak mümkündür: 

 

Teorem 3.3.1: Farz edelim ki,          1, , , , , ,a x a x t x f x t y x fonksiyonları 

(2.1.5)-(2.1.9), (3.3.4) Ģatlarını sağlasın ve v V  olsun. Bu taktirde (3.3.1)-(3.3.3)  

eĢlenik probleminin     0

20, , 0,C T L l  uzayına ait olan tek bir çözümü vardır ve bu 

çözüm aĢağıdaki kestirim geçerlidir: 

 

  
          2 0,1

2 222
6 0, 0,0,

., , 0,
W l W L lL l

t c f y t T


      . (3.3.6) 

 

Burada 6 0c   sabiti , , ,f y t ‟ den bağımsız bir sabittir. 

 

ġimdi, Teorem 3.3.1‟ in hükmünden yararlanarak ilk önce  aJ v  fonksiyonelinin V

kümesi üzerinde diferansiyellebilir olduğunu gösterelim. 

 

Teorem 3.3.2:  Farz edelim ki teorem 3.3.1‟ in Ģartları sağlansın ve H  verilen 

bir eleman olsun. Bu taktirde  aJ v  fonksiyoneli V  kümesi üzerinde Fréchet 

anlamında diferansiyellenebilirdir ve herhangi bir v V olduğunda fonksiyonelin 

gradyenti için aĢağıdaki formüller geçerlidir: 

 

       
0 1

' ' ', ,a a aJ v J v J v  (3.3.7) 

 

            
0

'

0 0

0

Re , , 2

l

aJ v x t x t dx a v t t     , (3.3.8) 

 

            
1

'

1 1

0

Im , , 2

l

aJ v x t x t dx a v t t      . (3.3.9) 

 

Burada        , , ; , , , ;x t x t v x t x t v     fonksiyonları sırasıyla (2.1.2)-(2.1.4) 

baĢlangıç sınır değer ,  (3.3.1)-(3.3.3) eĢlenik problemlerinin v V ‟ ye karĢılık gelen 

çözümleridir. 
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Ġspat: Farz edelim ki    0, 0,v B L T L T      artıĢı v v V  olacak Ģekilde 

herhangi v V elemanına verilen bir artıĢ olsun. Bu taktirde  

     , , ; , ;x t x t v v x t v         fonksiyonunun (3.1.2), (3.1.3) baĢlangıç 

sınır değer probleminin bir çözümü olacağı açıktır. Burada  , ;x t v fonksiyonu 

(2.1.2)-(2.1.4) baĢlangıç sınır değer probleminin v V ‟ ye karĢılık gelen 

çözümüdür.  

 

Herhangi v V elemanı üzerinde  aJ v  fonksiyonelinin artıĢına bakalım. (2.1.1) ve 

(3.1.8) formüllerinin yardımıyla aĢağıdaki formülü yazabiliriz:  

 

            
0

2 Re , ,

l

a a aJ v J v v J v x T y x x T dx        
   

 

             0 0 0 1 1 1

0 0

2 2

T T

a v t t v t dt a v t t v t dt         

 

  
 2

2 2

0
.,

HL l
T a v   . (3.3.10) 

 

ġimdi bu formülün sağ tarafındaki ilk terimi dönüĢtürelim . 

 

(3.1.2)-(3.1.3) baĢlangıç-sınır değer probleminin çözümü olan  2,1

2W  

fonksiyonunun  2L    için aĢağıdaki integral özdeĢliğini sağladığı açıktır: 

 

        
2

0 1 0 02
,i a ia x t a x v t v t

t x x

  
  



   
    

  
  

 

      1 1 ,i v t v t x t dxdt    
 

 

            0 1, , , , .v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt     
 

     (3.3.11) 
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Bu integral özdeĢlikte, test fonksiyonu olan  2L   yerine (3.3.1)-(3.3.3) eĢlenik 

problemin çözümü olan     0

20, , 0,C T L l  fonksiyonunu alalım. O zaman 

aĢağıdaki eĢitliğin geçerliliğini elde ederiz: 

 

        
2

0 1 0 02
,i a ia x t a x v t v t

t x x

  
  



   
    

  
  

 

      1 1 ,i v t v t x t dxdt    
 

 

           0 1, , , ,v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt   
 

       

 

ġimdi, eĢlenik problemin     0

20, , 0,C T L l  çözümü için olan (3.3.5) integral 

özdeĢliğinde      
   

 
0 0

1 1

1

0, ,
,0 0, 0, , 0, 0,

t l t
x x l t T

x x

 


 
      

 
 Ģartlarını 

sağlayan  2,1

1 2W    test fonksiyonu yerine    
0

,0 0, 0, ,x x l   

   
 

00, ,
0, 0,

t l t
t T

x x

  
   

 
 Ģartlarını sağlayan  2,1

2W  

fonksiyonunu alalım. O zaman aĢağıdaki eĢitliği elde ederiz: 

 

 

       
2

0 1 0 12
,i a ia x t a x v t iv t dxdt

t x x

  
  



    
        

     
  

 

      
0

2 , , .

l

x T y x x T dx     

 

 

Bu eĢitliğin kompleks eĢleniğini yazalım: 

 

 

       
2

0 1 0 12
,i a ia x t a x v t iv t dxdt

t x x

  
  



    
       

    
  
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       
0

2 , , .

l

x T y x x T dx     (3.3.12) 

 

 

(3.3.11) eĢitliğinden (3.3.12) eĢitliğini taraf tarafa çıkarırsak, aĢağıdaki eĢitliği 

buluruz: 

 

 

      
0

2 , ,

l

x T y x x T dx    

 

       0 1, ( , ) , ( , )v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt   
 

      

 

        0 1, ( , ) , ( , )v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt   
 

      (3.3.13) 

 

 

Bu eĢitliğin kompleks eĢleniğini yazalım:  

 

 

      
0

2 , ,

l

x T y x x T dx   

 

 

       0 1, ( , ) , ( , )v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt   
 

      

 

        0 1, ( , ) , ( , )v t x t x t dxdt i v t x t x t dxdt   
 

      (3.3.14) 

 

 

(3.3.13) ve (3.3.14) eĢitliklerini taraf tarafa toplarsak aĢağıdaki eĢitliğin geçerli 

olduğunu elde ederiz: 

 

 

      
0

2 Re , ,

l

x T y T x T dx  
   

 

             0 1Re , , Im , ,x t x t v t dxdt x t x t v t dxdt   
 

      
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                  0 1Re , , Im , , .x t x t v t dxdt x t x t v t dxdt   
 

       (3.3.15) 

 

Bu eĢitliği dikkate alarak, fonksiyonelin artıĢı için aĢağıdaki formülü buluruz: 

 

     a a aJ v J v v J v     

 

             0 1Re , , Im , ,x t x t v t dxdt x t x t v t dxdt   
 

      

 

               0 0 0 1 1 1

0 0

2 2 , ,

T T

a v t t v t dt a v t t v t dt R v v V             (3.3.16) 

 

Burada  R v  kalan terimi aĢağıdaki formül ile tanımlanır: 

 

 

               0 1Re , , Im , ,R v x t x t v t dxdt x t x t v t dxdt    
 

      

 

  
 2

2 2

0,
., .

HL l
T a v    (3.3.17) 

 

ġimdi   R v  kalan terimini değerlendirelim. (3.3.17) formülünü kullanarak 

aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz: 

 

             0 1, , , ,R v x t x t v t dxdt x t x t v t dxdt    
 

      

 

 
 2

2 2

0,
., .

HL T
T a v    

 

Cauchy-Bunyakovsky eĢitsizliği sayesinde aĢağıdaki eĢitsizliği kolaylıkla elde 

edebiliriz: 

 

 
           2 2 2 2

0 10, 0,L L L T L L L T
R v v v    

    
     

 

  
 2

2 2

0,
., .

HL T
T a v    (3.3.18) 

 

(2.1.10), (3.1.7) kestirimlerini ve (3.3.1)-(3.3.3) eĢlenik problemin çözümü için olan 

(3.3.6) kestirimini kullanarak  R v  kalan terimi için aĢağıdaki eĢitsizliği elde 

ederiz: 
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  
2

7 .
B

R v c v   (3.3.19) 

 

Burada  7 0c  sabit v ‟ye bağlı değildir. Bu o demektir ki,  

 

    .B
R v v    (3.3.20) 

 

Bunu fonksiyonelin artıĢ formülünde hesaba katarsak, o zaman aĢağıdaki bağıntıyı 

buluruz: 

 

     a a aJ v J v v J v      

 

           0 0 0

0 0

Re , , 2

T l

x t x t dx a v t t v t dt  
 

    
 
   

 

             1 1 1

0 0

Im , , 2 ,

T l

B
x t x t dx a v t t v t dt v    

 
      

 
   

                                                               v V  .                                                (3.3.21) 

 

Fonksiyonellerin Fréchet anlamında diferansiyellenebilirliğinin tanımından ve 

fonksiyonel uzayların kapalı kümelerinde diferansiyellenebilirliğinin ispat 

metodiğini kullanarak (3.3.21) formülünden yararlanarak  aJ v  fonksiyonelinin   V  

kümesi üzerinde Fréchet anlamında diferansiyellenebilir olduğunu ve onun gradyenti 

için aĢağıdaki formülün geçerli olduğunu elde ederiz: 

 

       ' ' '

0 1, ,J v J v J v    (3.3.22) 

 

Burada 

 

            '

0 0 0

0

Re , , 2

l

J v x t x t dx v t t       , (3.3.23) 

 

            '

1 1 1

0

Im , , 2

l

J v x t x t dx v t t         (3.3.24) 

 

 

dir. Buradan teoremin hükmünün geçerli olduğunu elde ederiz. Teorem 3.3.2 

ispatlandı. 
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ġimdi (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin çözümü için gerek Ģartı 

ispatlayalım. 

 

Teorem 3.3.3: Farz edelim ki, Teorem 3.3.2'nin Ģartları sağlansın ve *v V (2.1.1)-

(2.1.4) optimal kontrol probleminin herhangi çözümü olsun. O zaman herhangi   

v V için aĢağıdaki eĢitsizlik doğrudur: 

 

              * * * *

0 0 0 0

0 0

Re , , 2

T l

x t x t dx a v t t v t v t dt 
 

    
 
   

 

              * * * *

1 1 1 1

0 0

Im , , 2 0.

T l

x t x t dx a v t t v t v t dt 
 

       
 
   (3.3.25) 

 

Burada        * * * *, , ; , , , ;x t x t v x t x t v     fonksiyonları sırasıyla (2.1.2)-

(2.1.4) baĢlangıç sınır değer ve (3.3.1)-(3.3.3) problemlerinin *v V ‟ ye karĢılık 

gelen çözümleridir.  

 

Ġspat: Farz edelim ki, *v V  kontrolü (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin 

herhangi çözümü,  v V  herhangi kontrol ve  0,1   herhangi sayı olsun. V  

kümesi konveks olduğundan  * *v v v V    olduğunu kontrol etmek kolaydır. 

Gerçekten herhangi 
0 1,v v V ve  0,1  için  0 11v v V    bağıntısının 

geçerli olduğunu gösterelim.  2 0,L T  uzayı konveks olduğundan 

   0 1

21 0, , 0,1m mv v L T m      elde edilir. Bu durumda herhangi 
0 1,v v V  ve 

   
0

0,1 , 0,t T     için aĢağıdaki eĢitsizlikleri yazabiliriz: 

 

           0 1 0 11 1m m m mv t v t v t v t         

 

        0 11 1 , 0,1.m m m m mv t v t b b b m            (3.3.26) 

 

 



33 

 

Bu eĢitsizliklerden ve V  kümesinin yapısından onun konveks olduğu çıkar, yani 

herhangi 
0 1,v v V ve  0,1  için  0 11v v V    bağıntısının geçerliliğini elde 

ederiz. Böylece, V  kümesinin konveksliği ispatlandı. O zaman *v V  ve herhangi  

v V için aĢağıdaki bağıntının geçerli olduğu açıktır: 

 

    * * , 0,1 .v v v V       (3.3.27) 

 

ġimdi      * * *

a aJ v v v J v    farkını ele alalım. Bu fark için aĢağıdaki eĢitsizlik 

geçerlidir: 

 

     * * * 0, .a aJ v v v J v v V       (3.3.28) 

 

Teorem 3.3.2 sayesinde,  aJ v  fonksiyoneli V  kümesi üzerinde Frechet anlamında 

diferansiyellenebilirdir. Bu taktirde (3.3.28) eĢitsizliğinden yararlanarak aĢağıdaki 

eĢitsizliği yazabiliriz: 

 

           * * * ' * *0 , , .a a a
B

J v v v J v J v v v v V            (3.3.29) 

 

Burada 

 

 
 

0
lim 0.


 


  (3.3.30) 

 

(3.3.29)  eĢitsizliğinden aĢağıdaki bağıntıyı buluruz: 

 

 

      ' * *, 0, .a
B

J v v v v V        (3.3.31) 

 

Bu eĢitsizliğin her iki tarafını 0   ile bölüp 0   için limite geçersek, aĢağıdaki 

eĢitsizliğin geçerliliğini elde ederiz: 

 

   ' * *, 0. .a
B

J v v v v V     
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Bu eĢitsizlikte, *v v olduğunda Teorem 3.3.2‟ deki    '

aJ v  gradyenti için olan 

formülleri ve    0, 0,B L T L T    uzayındaki fonksiyonelin integral gösterimini 

kullanarak, aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz: 

 

              
*

* * *

0 0 0 0

0 0

Re , , 2

T l

x t x t dx a v t t v t v t dt 
 

    
 
   

 

 

              
*

* * *

1 1 1 1

0 0

Im , , 2 0, .

T l

x t x t dx a v t t v t v t dt v V 
 

         
 
   

 

Burada        * * * *, , ; , , , ;x t x t v x t x t v     fonksiyonları sırasıyla (2.1.2)-

(2.1.4)  baĢlangıç sınır değer ve  (3.3.1)-(3.3.3) eĢlenik problemlerin *v V ‟ ye 

karĢılık gelen çözümleridir. Teorem 3.3.3 ispatlandı. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. SONUÇLAR VE TARTIġMA 

 

Bu çalıĢmada özel gradyent terimli zamana bağlı kompleks potansiyele sahip lineer 

durgun olmayan Schrödinger denklemi için final kriterli optimal kontrol problemi ele 

alınmıĢtır. Tezin 3.1 alt bölümünde ele alınan optimal kontrol probleminin çözümünü 

varlığı ve tekliği teoremi ispatlanmıĢtır. 3.2 alt bölümünde opimal kontrol 

probleminin en az bir çözüme sahip olduğu gösterilmiĢtir. Tezin 3.3. alt bölümünde 

ise söz konusu optimal kontrol probleminde ilk önce yer alan amaç fonksiyonelinin 

Frechet anlamında diferensiyellenebilir olduğu incelenmiĢ ve fonksiyonelin 

gradyenti için formül elde edilmiĢtir. Bu alt bölümde sonra elde edilen formülden 

yaralanılarak optimal kontrol probleminin çözümü için varyasyon eĢitsizliği 

biçiminde gerek Ģart ispatlanmıĢtır. 

 

Kontroller zamana bağlı ölçülebilir sınılı  fonksiyonlar olduğunda özel gradyent 

terim içeren lineer durgun olmayan Schrödinger denklemi için final kriterli optimal 

kontrol problemleri  önceden incelenmediğinden sunulan tez çalıĢmasının konusunun 

güncel olduğu, çalıĢmanın gerek teorik gerekse de pratik açıdan önem arz ettiği  ve 

elde edilen sonuçların yeni olduğu ve de bir önceki çalıĢmalarda elde edilen 

sonuçlarla örtüĢmediği görülmektedir. 
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