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(Yiiksek Lisans Tezi)

ZAMANA BAGLI KOMPLEKS POTANSIYELE SAHIP OZEL
GRADYENT TERIMLI SCHRODINGER DENKLEMI ICIN
FINAL KRITERLI OPTIMAL KONTROL PROBLEMI

ASLI SAYIR
Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
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Damisman: Prof.Dr. Gabil YAGUB

Bu tez calismasinda, 6zel gradyent terimli zamana bagli kompleks potansiyele sahip
lineer durgun olmayan bir boyutlu Schrédinger denklemi i¢in final Kkriterli optimal
kontrol problemi ele alinmistir. Bu problemde kontrol roliinii denklemin 6l¢iilebilir
siir katsayist olan kompleks potansiyelin reel ve sanal kisimlart oynamaktadir.
Tezin bulgular boliimii ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Tezin 3.1 alt boliimiinde ele

alman optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligt ve tekligi teoremi

ispatlanmigtir. 3.2 alt boliimiinde opimal kontrol probleminin & >0 oldugunda en
az bir ¢oziime sahip oldugu gosterilmistir. Tezin 3.3. alt boliimiinde ise s6z konusu
optimal kontrol probleminde ilk 6nce yer alan amag¢ fonksiyonelinin Frechet
anlaminda diferensiyellenebilir oldugu incelenmis ve fonksiyonelin gradyenti i¢in
formiil elde edilmistir. Bu alt bolimden sonra elde edilen formiilden yaralanilarak
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart
ispatlanmistir

Anahtar Kelimeler: Durgun olmayan Schrodinger denklemi, optimal kontrol
problemi, 6zel gradyent terim, kompleks potansiyel.
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OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH FINAL CRITERION FOR A
SCHRODINGER EQUATION WITH A SPECIAL GRADIENT TERM
AND A TIME-DEPENDENT COMPLEX POTENTIAL
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In this paper, we consider the optimal control problem for a lineer nonstationary one-
dimensional Schrodinger equation with a special gradient term and complex potential
when the performance criterion is final and the role of control is played by limited
measurable coefficients. The equation is an equation of real and imaginary parts of
the complex potential depending only on the time variable. At the same time, the
existence and uniqueness theorems were proven and a necessary condition in the
form of variational inequality was established for the solution of the optimal control
problem under consideration. To prove the necessary condition, we first construct the

gradient formula of the considered functional.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri igin optimal kontrol problemleri
genellikle kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte, fizigin ve
teknigin gesitli ¢agdas alanlarinda ortaya ¢ikar ve bu problemin incelenmesi gerek

teori, gerekse de pratik onem arz eder [1—3]. Boyle problemlerinden biri yiiklii

pargaciklarin hareketi problemidir ki, bu problemde potansiyel bilinmeyen olur ve
onun bulunmasi gereksinimi ortaya ¢ikar. Bilindigi tizere, yiiklii parcaciklar sabit
homojen manyetik alanda hareket ediyor ve manyetik alanin yonii z ekseni boyunca
ise, bu taktirde boyle parcaciklarin hareketi (X, y) € E, diizleminde gergeklesir ve bu
haraket genellikle 6zel gradyent terim igeren iki boyutlu lineer Schrédinger denklemi
ile tamimlanir (bkz: [1], sayfa 182). Ozel gradyent terim iceren lineer ve lineer
olmayan Schrédinger denklemleri ig¢in benzer optimal kontrol problemleri 6nceden
[4, 5] calismalarinda ele alinmistir. Soylemek gerekir ki, 6zel gradyent terim
icermeyen lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri ig¢in optimal kontrol
problemleri 6nceden [6—15] ve diger calismalarda ayrintili olarak incelenmistir.

Ancak 6zel gradyent terim igeren lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi igin
optimal problemleri oranla az incelenmis problemlerdendir. S6ylememiz gerekir ki,

0zel gradyent terim igeren lineer ve lineer olmayan Schrédinger denklemi icin
optimal problemleri Onceden [16—23] caligmalarinda ele alimmustir. Tiim bu

calismalarda kontroller ya ancak uzay degiskenine bagl olan, ya da gerekse uzay,
gerekse de zaman degiskenine bagli, ya da ancak zaman degiskenine bagl 6lgiilebilir
siirli fonksiyonlardir. Kontroller zaman degiskenine baglh 6l¢iilebilir fonksiyonlar
oldugunda bu kontrollerden zamana gore tiirevlenebilirlik sarti talep edilmistir.
Ancak kontroller sadece zamana bagli o6lgiilebilir fonksiyonlar oldugunda ozel
gradyent terim igeren lineer Schrodinger denklemi i¢in final kriterli optimal kontrol
problemleri oldukga az icelenmistir. Bu nedenle sunulan tez ¢alismasinin konusunun
giincel oldugu ve g¢alismanin gerek teorik, gerekse de pratik acidan 6nem arz ettigi

goriilmektedir.



Bu tez ¢alismasinda, 6zel gradyent terimli zamana bagli kompleks potansiyele sahip
lineer durgun olmayan bir boyutlu Schrodinger denklemi i¢in final kriteri optimal
kontrol problemi ele alinmistir. Bu problemde kontrol roliinii denklemin 6lgiilebilir
sinir katsayist olan kompleks potansiyelin reel ve sanal kisimlari oynamaktadir.
Tezin bulgular bolimi ii¢ alt boliimden olusmaktadir. Tezin 3.1 alt boliimiinde ele

alman optimal kontrol probleminin ¢6ziimiini varligi ve tekligi teoremi

ispatlanmigtir. 3.2 alt boliimiinde opimal kontrol probleminin  en az bir ¢éziime
sahip oldugu gosterilmistir. Tezin 3.3. alt boliimiinde ise s6z konusu optimal kontrol
probleminde ilk Once yer alan amac fonksiyonelinin diferensiyellenebilir oldugu
incelenmis ve fonksiyonelin gradyenti i¢in formiil elde edilmistir. Bu alt boliimde
sonra elde edilen formiilden yaralanilarak optimal kontrol probleminin ¢ézimii igin

varyasyon esitsizligi bi¢iminde gerek sart ispatlanmuistir.



1.2. Kuramsal Temeller
Burada tiim calismalarimiz tamaminda yararlanacagimiz teorem ve tanimlari
inceleyecegiz [24-27].
Tamm 1.2.1: L, (O,I), Hilbert uzay1 olup elemenlari (O,I) araliginda olgiilebilir ve

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue uzayidir.

Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibidir:

(u,v) = [u(x)v(x)dx,

[SY S——

”u”LZ(O,I): <U’U>L2(o,|)

Burada \_/(X) fonksiyonu v(x) fonksiyonun kompleks eslenigidir.

Tamm 1.2.2: L,(Q), Hilbert uzay: olup elemanlart Q=(0,1)x(0,T) bélgesinde

Olgiilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue

uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:

.80 = [ (6B (x 1)t

[l oy = ¥ )

L2(Q)

Tamm 1.2.3: L (0,1), Banach uzay: olup, (0,1) araliginda &lgiilebilir, sirh ve
sonlu

= vrai)sup|u (x)|= esssup{|u (x)|:xe(0,1 )}

xe(0,1

Jull. o)
normuna sahip u=u (X) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tanim 1.2.4: L, (Q) ,Banach uzay1 olup €2 bdlgesinde dlgiilebilir, sinirli ve sonlu

”l’//”LZ(Q) = vrai )SUp|l//(X't)|

(x1)e(©

normuna sahip y = l//(X, t) fonksiyonlarinin uzayidir.



Tamm 1.2.5: C°([0,T],B), Banach uzayi olup elemanlari [0,T] araliginda siirekli

olan ve degerlerini B Banach uzaymdan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

”u”CO([O,T],B) te[OT”u ”

burada B =Ralmrsa C[0,T]=C° ([0,T],R)elde edilir.

Tamm 1.26: L,([0,T],B), Banach uzayr olup elemanlart [0,T] araliginda

dlciilebilir, karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayma ait olan

fonksiyon uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde tenimlanir:

1
ol o [J (0 dt} <

Tanim 1.2.7: WZl (O, |), Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tlirevleri L, (O,l) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

b~ [ w800 5

1901 = 8 ¥ Do)

0
W,'(0,1) uzay: Wzl(O,I) uzaymin alt uzay: olup, (0,1) araliginin u¢ noktalarinda

sifira esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 1.2.8: W22 (0,|) ,Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (0,1) uzaymdan olan Sobolev uzayidur.

Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:



”W”wzz(o,u = <W'l//>w22(0,l)
0 0
W,?(0,1)=W,*(0,1) W, (0,1)

Tamm 1.2.9: W,*° (Q), Hilbert uzayr olup elemanlarin kendisi ve onlarin x

degiskenine gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzaymdan olan

Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

it {V/(x,t)as(x.m 2y () a?fgjwjdxdt,

”W”wgvf’(g) 4 <W"//>w;v°(g)

1,0
Tamim 1.2.10: V(\le (Q) uzayr W, (Q) uzayinimn alt uzay1 olup bu uzayda €2 ’nm

siirinda sifira doniisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.

Tanmm 1.2.11: Wzo'l(Q), Hilbert uzayr olup elemanlarin kendisi ve onlarmn t

degiskenine gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

7). =I[W(X’t)5(x’t)+ 8y/§tx,t) agﬁg’t)]dxdt ,

Q

[ gy = v,

Tamm 1.2.12: W22’1 (Q), Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin X

degiskenine gore ikinci mertebeye, t degiskenine gore birinci mertebeye kadar



genellestirilmis tiirevleri LQ(Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢

carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

(VB :i((//(X,'[);Z(X,t)_,_ Gvf(?(;,t) 8%((;,0 N azwa)((;(’t) azéf;’t)}xdt

+J{ayx(x,t) ai(x,t)}dxdt

et ot

N A

ve

0 21 0

Wo (Q):sz'l(Q)mV(\)lt (Q)
dir.
Tammm 1.2.13: Eger B Banach uzaymdan olan {uk}dizisi i¢gin VceB’,
l@(c,uk> ={c,u) sarti saglaniyorsa bu taktirde {u, } dizisi UeB noktasma zayif

yakinstyor denir. Burada B uzay1 B ’nin eslenik uzayidir.

Tamim 1.2.14: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymm U alt kiimesinde tanimlanmus
olsun. Eger , UeU noktasina zayif yakinsayan {uk} eU dizisi igin
limJ (u,)>J(u) sarti saglaniyorsa bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda
K—>o0

alttan zay1f yari siirekli denir.

Tamm 1.2.15: Diyelim ki B herhangi Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u
noktasiin herhangi bir w(u,y)={v:veB,|v-u|<y} komsulugunda tanimlanmis
olsun. Eger fonksiyonelin artis1 i¢in

o(h,u)_o

| =
UNENT



olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)—J(u)= <J ' (u),h>B +o(h,u) sartini saglayan
J (u) e€B" eleman: varsa, bu taktirde J (u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir. Burada B” uzay1 B ’nin eslenik uzayidur.

Teorem 1.2.1: Diyelim ki U , B Banach uzaymnmn konveks bir alt kiimesi, J(u)
fonksiyoneli bu kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve

u. ={u eU:J(u)=J.=infJ (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu taktirde VU~ €U, i¢in <J ' (u*) JU— u*> > Osart1 saglanur.

Teorem 1.2.2. (Weierstrass Teoremi): U, B Banach uzaymin zayif kompakt

kiime olsun. J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve

alttan  zayiff  yar1  siirekli  olsun. Bu  taktirde J.=inf J(u) >0,

U. :{u eU:J (u):J*}¢¢ zayif kompakttir ve U ’dan olan herhangi

minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine zayif yakinsar.

Teorem 1.2.3. (Goebel Teoremi): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U
kiimesi X uzaymin kapali simirlt kiimesi, I(V) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde
tanimlanan alttan smirh ve alttan yari siirekli fonksiyonel ve a >0, >1verilen

sayilar olsun. Bu taktirde X uzayinda her yerde yogun olan 6yle G alt kiimesi

vardir ki Vo € Gigin

J.(v) =1 (V) +elv-of,

Fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigiik degerini alir. Eger B>1 ise Ja(v)

fonksiyoneli i¢in en kiigiik degerini U kiimesi iizerinde bir tek noktada alir.



Lemma 1.2.1. (Gronwall Lemmasi): Eger g(t) fonksiyonu t, <t<t iizerinde

stirekli bir fonksiyon ve
0<g(t)< K+Lj'g(s)ds
to
Esitsizligini saglarsa, {, <t <t iizerinde
0<g(t)<K exp(L(t—t,))
dir. Burada K ve L negative olmayan sabitlerdir.

Lemma 1.2.2. (Cauch-Bunjakovskii esitsizligi): u.v e L, (Q) elemanlari i¢in

1
< [_[|u|2dxd TT U|v|2dxer2
Q Q

IU\_/dXdT
Q

esitsizligi gecerlidir.
Teorem 1.2.4. (Sobolev Gomme Teoremi): Farz edelim ki D, R" 6klid uzayinda

bolge olsun.D,, D ’nin kapamisa dahil olan r boyutlu diizlem kesiti olsun. Bu

taktirde W;(D)’den Lq(Dr)’e gomme operatori, n>Ip,r>n—Ip ve an In

igin smirli operatordiir. (< icin tamamen siirekli operatordiir (kompakt

n-Ip
operatdr). Bu operator n=Ip oldugundan sonlu { sayisi i¢inde tamamen siirekli

operatordiir. n<Ip oldugunda @ < igin W, (D)’den H® (5) uzayma gémme

lp—n
operatorii  smirli operatdrdiir. Bu operator @ <——— i¢in tamamen siirekli

operatordiir. O zaman |>1 & <lsayilir. Bu teorem WF!(D) uzaymna ait olan

u=u (X) fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizliklerin gegerli oldugunu hiikmeder:



[l 0 = 10y o 21)

Ju

wer =G Uly o) (2.2)

Soylememiz gerekir ki (2.1) esitsizligi n > pl oldugunda Q< sartin1 saglayan

n—pl
g lar i¢in ve n=pl oldugunda istenen sonlu { sayis1 igin gecerlidir. (2.2)

esitsizligi n<Ip, aspl_n, a<l igin gegerlidir. Burada C,,C sabitleri
n

n,p,l,r,q,D,D, e genelde bagimlidir ancak, u=u (X) ’den bagimsizdir.

Simdi baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢dziimleri i¢in aprior kestirimlerinin elde

edilmesinde 6nemli rol oynayan asagidaki gdmme teoremini verelim:

0
Teorem 1.2.5. (Gomme Teoremi): Ym=>1r >1 sayilar1 ve YueW,, (D) fonksiyonu

icin agagidaki esitsizlik gecerlidir:

I i e @3
Burada
az(i_zj(i_ujl @4
r g)\n m r
dir ve

1.m>n=1oldugunda @ sayisi [r,oo] araligindan olan herhangi say1

ﬁ=[l+m—_lrj dir. (0 sayist r’den o’a kadar degistiginde a sayisi 0’dan
m

— "¢ kadar degisir ve iki ucu da icerir.
m+r(m-1) &l ¢



o - nm
2.n>1 ve m<n oldugunda eger r <
n—m

. nm
ise ( sayisi {r,m} araliginda olan

: nm . nm .
herhangi sayidir; eger r> ise,  sayisi {n—,l’} araliktan olan herhangi

— a nm
sayidir ve 3= (1+m—:l rj dir. qe {I’, m} oldugunda a e [0,1] olur.
m f—

3.n>1 ve M2N oldugunda ( sayisi [r,oo] aralifindan olan herhangi say1

ﬁ=max{qn—_1;1+m—_1r} dir. (0 sayist r’den o’a kadar degistiginde
n m

ae {0, L} olur. Eger m>n ise (2.3) esitsizligi =% i¢inde gegerlidir.
nm+r(m-n)

1,0
Farz edelim ki u=u(x,t) fonksiyonu V(\)lz (€2) uzayinda olup sonlu

<40, Yt e(0,T)

L(Q)

vrai max||u (1)

xeD

ou
+ —
L®) | ox

0
Normuna sahip fonksiyon olsun. Bu taktirde Vte(0,T) igin M=r=2 oldugunda

(2.3) esitsizligi asagidaki bigime dondsiir:

JuC DI, (25)

L, (D)

au(.,t)
ox

JuOl, ) <2

2n
Burada Nn>3 oldugunda QE[Z,—Z}, n=2oldugunda qe[2,+x] ve n=1

oldugunda q e[2,+oo], £ ise n ve ( ‘ya bagimlidir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

Asagidaki optimal kontrol problemini gz ontine alalim. Farz edelim ki,
J.(v) :||w(.,T)—y||i2(Oyl) +al|v-af, (2.1.1)

fonksiyonelinin

V=v=v(t)=(v (1), % (t)).v, e L (0.T). v, (t)\sbs,s:o,l,@t e(0,T)

kiimesinde tizerinde:

.0 ly . 0 .
|E”[/+a0 %+ |a1(x,t)&W—a(x)y/wo(t)y/ﬂvl(t)y/ = f(x1),(xt) eQ (2.1.2)

w(x,0)=¢(x),xe(0,1) (2.1.3)

oy (0,t) aw(lt)
x o

=0,vte(0,T) (2.1.4)

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekiyor olsun. Burada i =+/-1; 1 >0,T >0,
8,>0,b,>0,s=0,1,a>0 verilen sayilar; 0<x<I,0<t<T, Q =(0,1)x(0t),

Q=Q; a(x),al(x,t) reel degerli Olgiilebilir smirli fonksiyonlar olup asagidaki

sartlar1 saglar:

da(x) d?a(x 0
yosa(x)sﬂl, o Syz,%s%,VXe(O,l),
Uy 15 1y, 1y = SADIT > 0; (2.1.5)

11



da, (x,t d%a (x,t 0
|a1(X,t)|S,u4, aiﬁ(x WS;{B% Sye,V(X,t)eQ,
a (0,t)=a,(1,t)=0, 1, 1, 145 = sabit >0; (2.1.6)

(p(X), f (X,t),y(X) fonksiyonlar1 kompleks degerli olgiilebilir fonksiyonlar olup

asagidaki sartlar saglar:

20y 92(0) _de(l)
peW, (0,1), YR =0; (2.1.7)
b0, OF(0,1) & (l,
f W22 (Q), éxt): éxt)=0,te(0,T); (2.1.8)
yeL(01) (2.1.9)

@ € H verilen eleman, H =L, (0,T)xL,(0,T) dir.
Her bir VeV igin (2.1.2)-(2.1.4) sartlarmdan y =y (X,t) =y (xt;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi 6zel gradyent terimli lineer durgun olmayan Schrédinger

denklemi igin ikinci ¢esit baslangi¢-sinir deger problemidir.

Tamm 2.1.1: Her bir VeV igin (2.1.2)-(2.1.4) baslangig sinir deger probleminin
¢6ziimii dendiginde W, (Q) uzayina ait olan, hemen hemen (x,t)€Q igin (2.1.2)
denklemini, hemen hemen xe(0,1) igin (2.1.3) baslangi¢ deger sartini ve hemen
hemen te(O,T) icin (2.1.4) smur deger sartlarini saglayan y =l//(X,t)El//(X,t;V)

fonksiyonunu anlayacagiz.

Ozel gradyent terim icermeyen lineer, lineer ve durgun olmayan Schrddinger

denklemleri i¢in baslangic smir deger problemleri daha Once, Ornegin,

[6—11, 24, 26,29,30] ve diger calismalarda ele alimustir. Ozel gradyent terimli

Schrodinger denklemleri igin ise baslangic sinir deger problemleri daha oOnce,

Ornegin, [4,5,19—22,31—36] ve diger c¢aligmalarda incelenmistir. Tim bu
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caligmalarda Schrodinger denkleminin zaman degiskenine bagli katsayilarindan
zaman degiskenine gore tiirevlenebilir olmasi istenmistir. SOylememiz gerekir ki,
denklemin katsayilar1 yalnizca zamana bagh Olcllebilir siirli  fonksiyonlar

oldugunda gradyent terim igermeyen durgun olmayan Schrodinger denklemi igin
baslangi¢ sinir deger problemleri daha 6nce [11] calismasinda ele alinmistir. Diger

taraftan, kuantum mekanik potansiyel sadece zaman degiskenine bagli degerli

Olgiilebilir sinirli fonksiyon olmasi halinde 6zel gradient terimli durgun olmayan
Schrodinger denklemi igin ikinci ¢esit baslangic sinir deger problem [36]

calismasinda incelenmis ve agsagidaki teorem ispatlanmistir.

Teorem 2.1.1: Farz edelim ki, a(x),a (xt),¢(x), f (x,t) fonksiyonlar (2.1.5)-

(2.1.8) sartlari1 saglasin. Bu taktirde her bir VeV igin (2.1.2)-(2.1.4) baslangig

sinir deger probleminin W22’1(Q) uzayma ait bir tek ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim

i¢in agagidaki kestirim gegerlidir:

(2.1.10)

I\i/zz-l(g) <G (||¢|L7v;(o,|) + ” f

2
”l// WZZ‘O(Q))'
Burada C, >0 sabiti ¢, f * ye bagh degildir.
Bu teoremden ve Gdmme teoreminden (bknz.[25,sayfa.98]) elde edilen W, (Q2)

=C°([0,T].L,(0,1)) goémme bagmmtisindan (2.1.1) fonksiyonelinin W, (Q)

¢oziimler sinifinda anlaml oldugu ¢ikar.
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3. BULGULAR

3.1. Optimal Kontrol Probleminin Coéziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu bélimde (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve

tekligini inceleyecegiz.

Teorem 3.1.1: Farz edelim ki, a(x),a(xt),¢(x),f(xt),y(x)fonksiyonlar
(2.1.5)-(2.1.9) sartlarin1 saglasin. EK olarak weH =I_2(O,T)><I_2(O,T)Olsun. Bu

taktirde H uzayinda her yerde yogun bir G alt kiimesi vardir ki, herhangi w€G
icin a > 0oldugunda (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin tek bir ¢dziimii

vardir.

Ispat: Ik once, Jy(v) fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu

gosterelim. (2.1.1) formiiliine gore JO(V) fonksiyonelini asagidaki bigimde

yazabiliriz:

W)=y (1) oy (3.1.1)

Burada 6veB=L,(0,T)xL,(0,T) artist herhangi VeV elemanmna V+oveV
olacak sekilde verilen artistir ve Oy = 5l//(x,t) = l//(x,t;v + 5V) —l//(x,t;v) dir,
l//(X,t;V) ise (2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin VeV ° ye karsilik
gelen ¢Oziimidir. (2.1.2)-(2.1.4)  sartlarindan Oy = 5w(x,t) fonksiyonunun

asagidaki problemin ¢6ziimii oldugu agiktir:

.05 oy . d6
: at‘/’+a0 axz‘”+|a1(x,t)%—a(X)5w+(Vo(t)+5Vo(t))5‘//

+ (v, () +0V, (1)) S =6V, (H)w (X t)—iov, () (x,1),(x,t) e, (3.1.2)
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ooy (0,t) sy (l,t)

Gy (x0)=0xe(01), === =0te(0T). (319

Burada y,; =y, (x,t)=w(X,t;v+6v) fonksiyonu v+oveV,sveB igin (2.1.2)-

(2.1.4) baslangig¢ sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.

(3.1.2)-(3.1.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii igin Kestirim elde etmeye

caligalim. Bu amagla (3.1.2) denkleminin her iki yanim 51/_/(X,t) ile ¢arpalim ve

elde edilen esitligi €, alani iizerinden integralleyelim. Bu taktirde kismi integrasyon

formiiliinii ve (3.1.3) sinir deger sartlarin1 kullanarak, asagidaki esitligi elde ederiz:

J(@; ~a o

Qx

+ia1(x,r)%"5:,/7—a(x)|5y/|2

+(Vo (2)+ 6V, (2))|ow]* +i (v () + v (7)) |6y =

—[ ov, (zoyaxdz —i [ ov, (¢ oydxdr, vt €[0,T]

Q Q

Bu esitlikten, kompleks eslenegi ¢ikararak sunu yazabiliriz:

j §|5y/|2 dxdr+£!:(a1 (x,7) 8;‘(’// Sy +a, (X1) 885)(;7 &//jdxdr

Q

:—2j 7)+8v (7))o dxdz - 2j 8V, (7) Im(wsi7 Jdxd 7

t

—2j 6V, (7)Re (w7 Jdxdz, vt €[0,T].

Bu esitligin her iki tarafina Iwwwf dxdz terimini ekleyerek asagidaki
X
QI

esitligi elde ederiz:

< lowf dXdr+i§(a1(x,r)|5¢//|2)dxdf

O
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—2j 7)+6v, (7))|Sy| dxdz - 2j &Yy () Im (S Jdxdz

-2 6V, (r)Re(poy Jixdz + | %WF dxdz, vt e[0,T].

Q

a (X,t) icin sinir sartlar1 nedeniyle bu esitligin solundaki ikinci terim sifira esittir. Bu

durumda bu esitligin sol tarafindaki ilk terimi dondstirip (3.1.3)” Gin birinci

sartindan asagidaki esitligi buluruz:

2
ﬂ&w’xt‘dx_—zj X)+6V, (x))|ow|" dxdz

t

—2j5v ) Im(ysy ) dxdr - 2j5v )Re(psy )dxdr

oa, (X, 7
+I %b‘l//r dxdz,Vt e [O,T].

Q

Bu esitlikten, asagidaki esitsizligi kolaylikla elde edebiliriz:

2
H&y (x.b) dx<2blj|5z//| dxdr+2“5v (7)|w||5w|dxdz

t I

2 |ov, ()| lw||ow|dxdz + % 6y dxdz,vte[0,T].
Q

&

Bu esitsizlikten ai(x,t) fonksiyonu igin olan sarti kullanarak asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

Hé‘w(x,t)r dx <(2b, +u5)J. |5l,y|2dxdr

&

+2 [ |5V, (7)|lw||ow|dxdz +2 [ |6v, (7)| ||| Sy | dxdz, Wt € [0,T].
) o

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini bu esitsizligin sag tarafina uygularsak, sunu elde

ederiz;
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| 2

2 22
, s 5 0
ﬂ&y(x t)‘ dx <(2b, + 4 +2)j|51//| dXdr+H5V (z‘)‘ ly| dxdz

0 Q Q

+[16v (o) o dxdz, vee[o,T]. (3.1.4)
Q

t

W (Q) <L, (O,T;Wzl(O,I)) <L, (Q) gémme bagntisina ( bknz: [24-26,37])

gore asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

(3.1.5)

Wl o =llv

wiH(Q) *

Bu esitsizlik ve (2.1.10) kestirimi sayesinde (3.1.4) esitsizliginden asagidaki

esitsizligin gegerliligini elde ederiz:

2

69 (SOl g0, = (24 1 +2) o (2 o, 07

L,(0,1)

2
L(0T

2
L,(0.T)

4, (1]} o7, #1811, ), VE €[0T, (3.1.6)

Buna Gronwall lemmasimi uygulayarak, asagidaki kestirimin gecerliligini elde
ederiz.

2
L(o.l

2
L,(0,T

2
L,(0,T)

v (1)

<6 ([6%l or) +lowl o) ) Wt <[0TI (3.17)

Simdi JO(V) fonksiyonelinin herhangi VeV elemam iizerinde artisina bakalim.

(3.1.1) formiiliinlin yardimiyla asagidaki esitligi yazabiliriz:

835 (vV) = 3o (v+6v) =35 (v) =2 Re ( (x,T) =y (x)) 8y (x.T) i

2
Lo’

+low (.T)

(3.1.8)
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Wt (@) =C° ([O,T],LZ(O,I)) gomme bagmtisina dayanarak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

Hl//("t)HLZ(O,I) <¢,|w (3.1.9)

W ()

Bu esitsizlik ve (2.1.10) kestirimi sayesinde (3.1.8) esitliginden Cauchy-
Bunyakovsky esitsizliginin ve t=T i¢in (3.1.7) kestiriminin yardimiyla asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

(63, (V)| < (v, + oV, ) wv ev. (3.1.10)

Bu esitsizlikten V kiimesi iizerinde J;(v) fonksiyonelinin siirekliligi ¢ikar. V
kiimesinin  B=L (O,T)x L, (O,T) uzaymin kapali Sinirli ve konveks bir kiime
oldugu agiktir. Ayrica bu kiimenin diizgiin konveks H =L, (O,T)x L, (O,T) uzayinin
[38] kapali simirli konveks kiimesi oldugu da kolaylikla gdsterilebilir. O zaman
[28]g:a11$mas1ndan bilinen kuramsal temeller boliimiindeki Teorem 1.2.2° den H

uzayinda her yerde yogun olan G alt kiimesinin var oldugunu ve herhangi weG
ve herhangi >0 igin (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin tek bir ¢oziime

sahip oldugunu elde ederiz. Teorem 3.1.1 ispatlandi.

3.2. Optimal Kontrol Probleminin Céziimiiniin Varhgi

Bu alt bolimde a>0 igin (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin en az bir

¢oziime sahip oldugunu gosterecegiz.
Teorem 3.2.1: Farz edelim ki, Teorem 3.1.1’in kosullar1 saglansin. Bu taktirde
herhangi @ >0 ve herhangi we H igin (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin

en az bir ¢oziimii vardir.

Ispat: Herhangi bir minimallestirici {v*} <V dizisini alalim:
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limJ, (v)=J, =infJ, (v).

veV

v, =, (%1) =, (X, t;v*),k =12,... olsun. Teorem 2.1.2’ye gore her bir V¥ eV i¢in
(2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin W, (Q) uzayma ait olan bir tek ir

¥, (Xt) ¢dziimii vardir ve bu ¢dziim i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

i <o (Il 1 ) K =22 @.2.)

Bu kestirimin sag tarafi K >dan bagimsizdur.

V kiimesi, B=L_ (O,T)x L, (O,T) Banach uzaymin sinirli bir kiimesi oldugundan,
{vk} <V dizisinden Ve B’ ye (*) zayif yakinsayan {Vk”} alt dizisini segebiliriz.
Bu alt diziyi kolaylik olsun diye yeniden {v*} ile gosterelim. Bu taktirde bu alt dizi

icin agagidaki limit bagintisini yazabiliriz:

k — o0 igin V' =V,,$=0,1,L_(0,T)" de (*) zayif. (3.2.2)

Ayrica V, B de kapali bir konveks kiime oldugundan V (*) zayif kapali kiime

olacaktir, yani VeV.

(3.2.1) Kkestiriminden {l//k (X,t)}dizisinin sz‘l(Q) uzayinin normunda diizgiin sinirl
dizi oldugu ¢ikar. Bu taktirde bu diziden 6yle bir {Wkp (X,t)} alt dizisi segebiliriz ki,
bu alt dizi sz’l(Q) uzayimda bir e W, (Q) fonksiyonuna zayif yakinsar. Kolay

olsun diye yine de bu yakinsayan alt diziyi {l,yk (X,t)} ile gosterelim. Bu taktirde

asagidaki limit bagitilarini yazabiliriz: K — o0 igin

v, > v, L, (Q)'de zayyf (3.2.3)
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oy, oy

-~ —>—X,L2(Q)'de, zayif (3.2.4)
aZl// 82‘// '
Wk_)y’ L, (Q)'de, zaysf , (3.2.5)
% e%//, L, (Q)'de, zayf . (3.2.6)

{l,yk (X,t)} dizisinin her bir elemani (2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin
W, (Q) uzayma ait oldugundan L, (Q) > dan olan herhangi 7 = 77(X,t) fonksiyonu

i¢in

oy, oy,
t
g[[ at +a° & () Ze=a(w,

+h (O +ivy (D), — T (x,1))7(x,t)dxdt =0, k=12,... (3.2.7)

integral 6zdesligini,

0

v, (x,0)=p(x),vxe(0,1),k=12,.. (3.2.8)

baslangi¢ deger sartini ve

0
oy (0.) _ oy, (I.t) =0,vte(0,T),k=12,. (3.2.9)
OX OX

sinir deger sartlarini sagladigini hiikkmedebiliriz.

W22’1(Q) uzaymin L, (Q) uzayma kompakt gomiilmesinden ve (3.2.3)-(3.2.6) limit

bagintilarindan asagidaki limit bagintisin1 yazabiliriz:

K — oo igin ||y, 4|, ., —0- (3.2.10)

L(©)

Bunu ve (3.2.2) limit bagintistn1 kullanarak herhangi 7€ LZ(Q) fonksiyonu igin

k — o oldugunda asagidaki limit bagmtisinin gegerli oldugunu ispatlayabiliriz:
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[V () (xt)n (xtdxdt—>_[v (x,t)7(xt)dxdt,s=0,1, (3.2.11)

Q

Gergekten agagidaki esitligi yazalim:

Jv v (X )m(x.t dxdt_jv )i (%)= (x,t))7(x,t)dxdt +

[ (¥ (1) =v, () w (x ) (xt)dxdt + v, (t)y (x,t)n(x t)dxdt, s =01 (3.2.12)

[lk once bu esitligin sag tarafindaki birinci terime bakalim. Bu terimi

degerlendirirsek, kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

J'v () (v (xt)—w (x.t) 77(x t) dxdt| <

JJv

Q

(Ol (x8) - (x )7 (x 0t =

: L.(0T) ||77||L2(Q) ”l//k _(//”LZ(Q) <b, ||77|||_2(Q) ”l//k _l//”LZ(Q) $=01Vnel, (Q) (3.2.13)

(3.2.10) limit bagintistn1 dikkatte alarak bu esitsizligin her iki tarafinda limite

gecersek K — 0 i¢in asagidaki limit bagmtilarinin gecerliligini elde ederiz:

[ O ()= (x))n(xt)dxdt >0,5=01Vnel,(Q). (3.2.14)

Q

Simdi  (3.2.12) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimini ele alalim.

|
g(t):jw(x,t)ﬁ(x,t)dx fonksiyonunun L, (0,T) uzayma ait oldugu agiktir.

0
Gergekten, de wel,(Q),7€L,(Q) kosullannndan ve Cauchy-Bunyakovsky

esitsizliginden asagidaki esitsizligi buluruz:

T T
”g”Ll(O,T) - .Hg (t)|dt - .[
0 0

.I|.l//(X,t)7_7(X,t)dth

< li“w(x,t)ﬁ(x,t)‘dxdt

= ”l//”LZ(Q) ”77|||_2(Q) < o
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Bunu ve (3.2.2) limit bagintilarin1 hesaba katarak, asagidaki limit bagmtilarinin

gecerliligini kolaylikla elde ederiz:

k= igin [(Vi (1)=v, (1))y (x)n(xt)dxdt 50,5=0,L¥nel,(Q)  (3.2.15)
Boylece (3.2?14). (3.2.15) limit bagmntilarim1 kullanarak, (3.2.12) esitliklerinin her iki
tarafinda K > o0 oldugunda limite gegersek, (3.2.11) limit bagintisinin gegerli
oldugunu ispatlamis oluruz. Bu taktirde (3.2.3)-(3.2.6), (3.2.11) limit bagintilarin
kullanarak (3.2.7) integral dzdesliginde K —oo olarak limite gegersek, herhangi

nel, (Q) icin asagidaki integral 6zdesliginin gegerliligini elde ederiz:

2

j{ia_'//+a0 0 1/2/ +ia1(x,t)aa—l)/(/—a(x)t//+v0 () +iv, (t)y — f (x,t)jr_y(x,t)dxdt =0

o\ ot OX
(3.2.16)

Bu bagintdan w(x,t) limit fonksiyonun hemen hemen (x,t)eQ i¢in (2.1.2)

denklemini sagladig ¢ikar.

W' (Q) uzaymmn C°([0,T],L,(0,1)) uzayma kompakt gomiilmesi nedeniyle

asagidaki limit bagintisin1 yazabiliriz:
K— 00 igin |y (.t)—w(.t)| >0 Vte[0,T]. (3.2.17)

Simdi l//(X,t) limit fonksiyonunun (2.1.3) baslangi¢ deger sartim1 sagladigini

gosterelim. (3.2.8) baslangic deger sartlarini, t=0 igin (3.2.17) limit bagintisin
kullanarak

Hl//(" O) _gDHLZ(O,I) s Hl//(" O) Y (" O)HLZ(O,I) + Hl'//k (" 0) _€0HL2(0,I)

esitsizliginin her iki tarafinda Kk —o0 oldugunda limite gecelim. Bu taktirde

asagidaki bagintiyr buluruz:
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| (.0)-. =

Buradan, hemen hemen x € (0,1) i¢in y(x,t) limit fonksiyonunun (3.1.3) baslangig

sart1 sagladig1 sonucu ¢ikar.

Son olarak w(x,t) limit fonksiyonun (3.1.4) ikinci gesit sinir deger sartlarm
sagladigin1 gosterelim. Gergekten de [25, sayfa98] calismasindaki Lemma 3.4’ ve
{y/k(x,t)} alt dizisinin W2 (Q) uzayina ait oldugunu dikkate alirsak, asagidaki

limitin gecerli oldugunu iddia edebiliriz:

v, (s,t) y dy (s,t)
OX

k — o0 icin ,s=0,1,L,(0,T)'de, zaysf . (3.1)

Bu taktirde bu limit bagintilari1 ve (3.2.9) smir deger sartlarin1 dikkate alip

herhangi 7€ L,(0,T) oldugunda k — oigin

]-6'//(3 t ]-[al// S t al//kag(s t)j t)dt+I%77(t)dt,S=0,l.

0zdesliklerinin her iki tarafinda limite gecersek,

w0 Y _o %)
oX oX ’ ’

sinir deger sartlarini gegerliligini elde ederiz.

Boylece, l//(X,t) limit fonksiyonunun (2.1.2)-(2.1.4) baslangic sinir deger

probleminin v eV limit fonksiyonuna karsilik gelen ¢6ziimii oldugunu ispatladik,

yani =y (xt)=y(xtVv)dir. Diger taraftan, bu fonksiyon igin (3.1.10)

kestiriminin saglandigi da elde edilir. Gergekten, sz’l(Q) uzayimda normun alttan
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zayif yart siirekli oldugunu dikkate alip (3.2.2) kestiriminde zayif yakinsayan
{l,yk (X,t)} alt dizisi lizerinden alt limite gecersek oradan (3.1.10) kestiriminin gecerli
oldugunu kanitlariz. Diger taraftan, bu limit fonksiyonunun bir tek oldugu teorem

2.1.2 den ¢ikar. L, (0, |), H uzaylarinin normunun alttan zayif yari stirekliligini ve
k—>o igin v >V,,5=01L,(0,T)’de zayif, w,(s..)>w(s.),s=0,,L(0T)

de giiclii limit bagintilarin kullanarak , Vo >0 ve Vo e H igin asagidaki bagintilari

yazabiliriz:

3,23, (v)<lim 3, (v)=inf 3, (v) =3,
K00 Ve

Bu, VeV 'nin >0 ve VoeH igin (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin bir

¢Oziimii oldugu anlamina gelir. Teorem 3.2.1 ispatlandi.

3.3. Fonksiyonelin diferansiyellenebilirligi ve optimal kontrol probleminin

¢Oziimil icin gerek sart

Bu bolimde, (2.1.1) fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligini inceleyip onun
gradiyenti i¢in formiil elde edecegiz. Bu formiilden yararlanarak (2.1.1)-(2.1.4)
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart
ispatlayacagiz. Farz edelim ki, ®@ =d)(X,t) fonksiyonu asagidaki eslenik problemin

¢Oziimii olsun:

i—+a,— +i—(a (xt)®)-a(X)D+V, (t)D—iv () D =0,(xt)eQ,  (33.1)

D(x,t)==2i(y(xT)-y(x)).xe(0,l), (3.3.2)

oD (0,t) od(l,t)
o

=0,te(0,T). (3.3.3)
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Burada l//=l//(X,t)El//(X,t;V) fonksiyonu (2.1.2)-(2.1.4) baglangic smir deger

probleminin VeV ’ ye karsilik gelen ¢oziimiidiir. Bu sinir deger problemini (2.1.1)-
(2.1.4) optimal kontrol problemine karsilik gelen eslenik problem olarak

adlandiracagiz.

Burada a(x),al(x,t),go(x), f (X,t),y(X)fonksiyonlarl (2.1.5)-(2.1.9) kosullarini
saglar. Bu sartlarla birlikte, ai(x,t) fonksiyonunun asagidaki sarti da sagladigini

varsayalim:

0

3
aai—(x’t) < 1;,¥ (X,t) € Q, 1, = sabit >0 (3.3.4)

aX3

Tamm 3.3.1: (3.3.1)-(3.3.3) eslenik  probleminin ¢6ziimii  dendiginde,

C°([0,T],L,(0,1)) fonksiyonel —uzayma ait olan ve 771(X,0)=0,§'XE(0,|),

on, (0,t) 4 on, (1,t)
OX OX

0
=0,Vte (O,T) sartlarm1  saglayan herhangi 7, W, (Q)
fonksiyonu i¢in

J‘{db(x,t)(—i%&+ao%@—ial(x,t)%—a(x)f_yﬁvo (t)nl—ivl(t)r_ylﬂdxdt

Q

— 2] (1 (% T) -y () (x T (335)

0

Ozdesligini saglayan (D(X,t) fonksiyonunu anlayacagiz.

Gortldiaga gibi, (3.3.1)-(3.3.3) eslenik problemi siir deger sartlart homojen olan bir
sinir deger problemidir. Bilindigi lizere bu sinir deger problemi t=T —7 degisken
doniigiimiinlin yardimiyla (2.1.2)-(2.1.4) problemi bi¢iminde 6zel gradyent terimli
Schrodinger denklemi igin baslangi¢c smir deger problemine doniistiirebiliriz. Bu

nedenle teorem 3.1.1’in ispat metodigini ve verilerin diizgiinlestirilmesi yontemini
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kullanarak [22] calismasinda oldugu gibi asagidaki varlik ve teklik teoremini

ispatlamak miimkiindiir:

Teorem 3.3.1: Farz edelim ki, a(x),a(xt) @(x),f(xt),y(x)fonksiyonlar

(2.1.5)-(2.1.9), (3.3.4) satlarim1 saglasin ve VeV olsun. Bu taktirde (3.3.1)-(3.3.3)

eslenik probleminin C° ([O,T], L, (0, )) uzayina ait olan tek bir ¢dziimii vardir ve bu

¢Oziim asagidaki kestirim gecerlidir:

(1)

L (o) <G (”(p”w;(o,u + ” f ”wz‘”(Q) + ”y“LZ(O,I) ) Ve [O’T] . (3.3.6)

Burada C; >0 sabiti ¢, f,y,t’ den bagimsiz bir sabittir.

Simdi, Teorem 3.3.1 in hiikmiinden yararlanarak ilk énce J, (V) fonksiyonelinin V

kiimesi lizerinde diferansiyellebilir oldugunu gosterelim.

Teorem 3.3.2: Farz edelim ki teorem 3.3.1 in sartlar1 saglansin ve @ € H verilen

bir eleman olsun. Bu taktirde J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Fréchet

anlaminda diferansiyellenebilirdir ve herhangi bir V€V oldugunda fonksiyonelin

gradyenti i¢in asagidaki formiiller gegerlidir:

3, (v)=(J, (V). 3, (v)), (33.7)
J., (v)= j[ Re(l//(x,t)a(x,t))dx+ 2a(v, (t)—ay (1)), (3.3.8)
J, (V)= —JL Im(r//(x,t)d_)(x,t)) dx+2a(v1 (t)—a)l(t)) : (3.3.9)

0

Burada !//(X,t) = l//(X,t; V) , d)(X,t) = (D(X,t;v) fonksiyonlar1 sirasiyla (2.1.2)-(2.1.4)

baslangi¢ sinir deger, (3.3.1)-(3.3.3) eslenik problemlerinin V €V ’ ye karsilik gelen

¢Ozlimleridir.
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Ispat: Farz edelim ki sveB=L_(0,T)xL,(0,T) artist V+06VeV olacak sekilde

herhangi VeV elemanma  verilen bir artis  olsun. Bu taktirde

Sy =8y (x,t) =y (X,t;v+6v)—w(xt;v) fonksiyonunun (3.1.2), (3.1.3) baslangig
smir deger probleminin bir ¢6ziimii olacagi agiktir. Burada t//(X,t;V) fonksiyonu

(2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin VeV’ ye karsiik gelen

¢Ozlimiidiir.

Herhangi V€V eleman iizerinde Ja(V) fonksiyonelinin artisina bakalim. (2.1.1) ve

(3.1.8) formiillerinin yardimiyla asagidaki formiilii yazabiliriz:
5, (v)=J,(v+ov)-J,(v)= Zj REI:(I//(X,T)— y(x))ow (x,T )}dx

+2ai(v0 (t)—ap (1)) 5V, (t)dt +2al(vl (t)—ay (t))ov, (t)dt

+How (T 2l (33.10)

Simdi bu formiiliin sag tarafindaki ilk terimi dontistiirelim .

(3.1.2)-(3.1.3) baslangig-sinir deger probleminin ¢oziimii olan oy eWZZ’l(Q)

fonksiyonunun V7 elL, (Q) icin asagidaki integral 6zdesligini sagladigi agiktir:

2
i[i agtl// +a, aaf;// +ia1(x,t)a§—xl//—a(x)§1//+(v0 (t)+6V, () Sy

+i (v, (1) + 6V, (1)) S |77 (x,t) dxt

:—I(Svo(t)y/(x,t)r_y(x,t)dxdt—Jicivl(t)y/(x,t)f_y(x,t)dxdt. (3.3.11)
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Bu integral 6zdeslikte, test fonksiyonu olan 77 € L, (Q) yerine (3.3.1)-(3.3.3) eslenik
problemin ¢oziimii olan ®<C° ([O,T], L, (O,I)) fonksiyonunu alalm. O zaman

asagidaki esitligin gecerliligini elde ederiz:

. 00 0% . 00
ﬂl atl//+a0 aX;//+|a1(x,t)a—)z//—a(x)&//+(v0(t)+5v0(t))51//

+ (v, (1) +6v, (1)) Sy |@(x,t) dxdt

=—[ oV, (t)y (x,)®(x,t)dxdt - [idv, (t)y (%)@ (x,t)dxdlt

Q

Simdi, eslenik problemin @ eCO([O,T], LZ(O,I)) ¢6ziimii igin olan (3.3.5) integral

0 on (0,t) on (It
ozdesliginde  7,(x,0)=0,vxe(0,1), nla(x . nla(x )

0
=0,Vte (O,T) sartlarini

saglayan 7, €W, (Q) test fonksiyonu yerine 5!//(X,0):0,\3’X€(0,|),

ooy (0,t) ooy (It 0
l/:af( ) = A =0,vte(0,T) sartlarmi  saglayan Sy €W, (Q)

fonksiyonunu alalim. O zaman asagidaki esitligi elde ederiz:

_ ) — _ B B B
gJ;H—i agt‘// +2, aaj;// —iai(x,t)ag—xl//—a(x)&// +V, (t) Sy —iv, (t)5nyCD}dxdt

=—2I(x//(x,T)—y(x))&/—/(x,T)dx.

0

Bu esitligin kompleks eslenigini yazalim:

2 —_—
jHl oy +a, 0 5;// +ia1(x,t)85—l//—a(x)51/1+v0 (t)Sy +iv, (t)&uj@}dxdt
5 ot OX OX
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==2[(y (xT)=y(x))ow (xT)dx.

0

(3.3.12)

(3.3.11) esitliginden (3.3.12) esitligini taraf tarafa cikarirsak, asagidaki esitligi

buluruz:

Zj(yj(x,T)—y(x))&/(x,T)dx =

0

= [ 8V, (t)y (x.t) (. tydxclt + [iv, (t)y (x,t) D(x, t)xcl

Q

+_[5v (t)ow (X, t)CD(x t)dxdt +I|5v (t) Sy (x, t)CD(x t)dxdt

Bu esitligin kompleks eslenigini yazalim:

ZI(I/I(X,T)— y(x))Sw (x,T)dx

0

=_[§v (t)y (x,t) D(x, t)dxdt - II5V w (X, 1) @(x, t)dxdt

Q

+I§v ) Sy (x,t) D(x,t)dxdt - J'l&v ) Sy (X,t) D(x, t)dxdt

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.13) ve (3.3.14) esitliklerini taraf tarafa toplarsak asagidaki esitligin gecerli

oldugunu elde ederiz:

2[Re (w(xT)=y(T))ow (x,T)]dx

0

j ( xt)év t)dxdt — flm( xt)év t) dxdt

Q
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+IR9(5W (x1)® xt)dv t) dxdt — jlm(&// (x,t)® xt)év t)dxdt. (3.3.15)

Bu esitligi dikkate alarak, fonksiyonelin artisi i¢in asagidaki formiilii buluruz:

83, (V)=J,(v+6v)—-J,(v)
:jRe(w( xt)&v t)dxdt — flm( xt)év t)dxdt
+2a}(vo(t)—a)o(t))5v0(t)dt+2a}(v1(t)—a)l(t))avl(t)dt+R(5v),wev, (3.3.16)

Burada R (5V) kalan terimi asagidaki formiil ile tanimlanir:

R(5v)j (51// (xt)® xt)&v t) dxdt — .[Im(dw (x,t)® xt)&v t)dxdt

Q

+How (T +alovl (3317)

Simdi R(6v) kalan terimini degerlendirelim. (3.3.17) formiiliinii kullanarak
asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

IR(6v)| < i‘&y/(x,t)Hd)(x,t)Hévo (t) dth+£‘51//(x,t)HCD(X,t)H§Vl (t)|cxalt

2
+low (T o, +alov; .

L(0.T)

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligi sayesinde asagidaki esitsizligi kolaylikla elde

edebiliriz:

[R(SV)| < @] 1%l 0 Vel o) NPl 0 169 e 1%l o)

_+alov];, - (3.3.18)

L(0.T)

+ow (.T)

(2.1.10), (3.1.7) kestirimlerini ve (3.3.1)-(3.3.3) eslenik problemin ¢6ziimii i¢in olan
(3.3.6) kestirimini kullanarak R(5V) kalan terimi igin asagidaki esitsizligi elde

ederiz;
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R(sV)|<c, o] - (3.3.19)
Burada C, >Osabit 6V ’ye bagh degildir. Bu o demektir ki,
IR(sv)|=o(]oV],)- (3.3.20)

Bunu fonksiyonelin artig formiiliinde hesaba katarsak, o zaman asagidaki bagintiy1

buluruz:

83, (v)=3, (v+ov)-J,(v)=

ﬁ Re(y (x.t)®(x.t))dx+2a(vy (1) — v, (t))}Svo (t)dt
+].[—_i. Im(w(x,t)d_)(x,t))dx + 2a(vl (t)-a (t))}év1 (t)dt+ o(||5v||B),

0 eV, (3.3.21)
Fonksiyonellerin Fréchet anlaminda diferansiyellenebilirliginin tanimindan ve
fonksiyonel uzaylarin kapali kiimelerinde diferansiyellenebilirliginin  ispat
metodigini kullanarak (3.3.21) formiiliinden yararlanarak J, (V) fonksiyonelinin V

kiimesi tizerinde Fréchet anlaminda diferansiyellenebilir oldugunu ve onun gradyenti

i¢in asagidaki formiiliin gecerli oldugunu elde ederiz:

3, (V) =3, (v), 3.5 (v)), (3.3.22)

Burada
Jo (V)= j[ Re(z//(x,t)q_)(x,t)) dx+ 20 (v, (t) =, (1)) , (3.3.23)
Ja (V)= —If Im(l//(x,t)a(x,t))dx +2a (v, (t) - (1)) (3.3.24)

0

dir. Buradan teoremin hiikkmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem 3.3.2

ispatlandu.
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Simdi (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin ¢o6ziimii igin gerek sarti

ispatlayalim.

Teorem 3.3.3: Farz edelim ki, Teorem 3.3.2'nin sartlar1 saglansin ve v eV (2.1.1)-

(2.1.4) optimal kontrol probleminin herhangi ¢oziimii olsun. O zaman herhangi

vV eV i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur:

HJL Re(z//* (x,t)d?(x,t))dx+2a(v0* (t)—a, (t))}(v0 (t) =V, (t))dt

0

+H—i Im(z//* (x,t)q?(x,t))dx+2a(vl* (t)_a;l(t))}(v1 (t)-v(t))dt=0. (33.25)

Burada y/*(x,t)zy/(x,t;v*),cb*(x,t)zcb(x,t;v*) fonksiyonlar1 sirastyla (2.1.2)-

(2.1.4) baslangic sinir deger ve (3.3.1)-(3.3.3) problemlerinin v' eV > ye karsilik

gelen ¢oziimleridir.

Ispat: Farz edelim ki, v eV kontrolii (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin

herhangi ¢oziimii, VeV herhangi kontrol ve 96[0,1] herhangi say1 olsun. V

kiimesi konveks oldugundan v" + 6’(v —v*) eV oldugunu kontrol etmek kolaydir.
Gergekten herhangi V'V eVve Voe [0,1] icin OV’ + (l— 6’) V! eV bagintisinin
gecerli  olduunu  gdsterelim.  L,(0,T) wuzayt  konveks  oldugundan

ov,° +(1-0)v,' €, (0,T),m=0,1 elde edilir. Bu durumda herhangi V°,V' €V ve

0
V6 e[0,1],Vte(0,T) i¢in asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

V8 (1) + (1-0)vi, (1) < |ova (V)] +|(1-0)%, (1)

= Oy ()| +(1-0)|vi ()| < o0, +(1-6)b, =b,,m=0,1. (3.3.26)
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Bu esitsizliklerden ve V kiimesinin yapisindan onun konveks oldugu ¢ikar, yani
herhangi V’,V' €V veV@ e [0,1]i¢in OV° +(1-6)V' €V bagmtisinin gegerliligini elde

ederiz. Boylece, V kiimesinin konveksligi ispatlandi. O zaman v' eV ve herhangi

V €V i¢in asagidaki bagmtinin gegerli oldugu agiktir:

Vi+0(v-v')eV,vOoe(01). (3.3.27)

Simdi J, (V* + 9(V —V*)) -J, (V*) farkini ele alalim. Bu fark i¢in asagidaki esitsizlik
gecerlidir:

3, (V+0(v=v))=3,(v')20,wveV. (3.3.28)

Teorem 3.3.2 sayesinde, Ja(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir. Bu taktirde (3.3.28) esitsizliginden yararlanarak asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:
0<J, (v* +9(v—v*))— J. (v) = <Ja (v*),H(v—v*)>B +0(0),vveV.(3.3.29)
Burada
o(9)

JLTOT =0. (3.3.30)

(3.3.29) esitsizliginden asagidaki bagintiyr buluruz:

0(3,(v),(v=v")), +0(6)20,wveV. (3.3.31)

Bu esitsizligin her iki tarafin1 8> 0 ile boliip @ — 40 i¢in limite gecersek, asagidaki

esitsizligin gecerliligini elde ederiz:

<J;‘(v*),(v—v*)>B >0.vveV.
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Bu esitsizlikte, v=v oldugunda Teorem 3.3.2" deki J_ (V) gradyenti i¢in olan
formiilleri ve B=L (O,T )>< L, (O,T) uzayindaki fonksiyonelin integral gosterimini

kullanarak, asagidaki esitsizligi elde ederiz:

O e,

“ Re(l//* (x,t)(I_D* (x,t))dx+2a(v0* (t)-, (t))}(Vo (t)-vy (t))dt

0

+H—.:[ Im(t//*(x,t)c_D*(x,t))dx+2a(v1* (t) -, (t))}(v1 (t)—v, (t))dt=0,vveV.

Burada y/*(x,t)zy/(x,t;v*),d)*(x,t)ECD(x,t;V*) fonksiyonlar1 sirasiyla (2.1.2)-

(2.1.4) baslangig smir deger ve (3.3.1)-(3.3.3) eslenik problemlerin v eV > ye

karsilik gelen ¢oziimleridir. Teorem 3.3.3 ispatlandi.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada 6zel gradyent terimli zamana bagli kompleks potansiyele sahip lineer
durgun olmayan Schrédinger denklemi igin final kriterli optimal kontrol problemi ele
alimmustir. Tezin 3.1 alt boliimiinde ele alinan optimal kontrol probleminin ¢ézimiinii
varligt ve tekligi teoremi ispatlanmistir. 3.2 alt bolimiinde opimal kontrol
probleminin en az bir ¢dziime sahip oldugu gosterilmistir. Tezin 3.3. alt boliimiinde
ise s6z konusu optimal kontrol probleminde ilk dnce yer alan amag fonksiyonelinin
Frechet anlaminda diferensiyellenebilir oldugu incelenmis ve fonksiyonelin
gradyenti i¢in formiil elde edilmistir. Bu alt boliimde sonra elde edilen formiilden
yaralanilarak optimal kontrol probleminin ¢6zlimii i¢in varyasyon esitsizligi

bigiminde gerek sart ispatlanmigtir.

Kontroller zamana bagl Olgiilebilir sinili  fonksiyonlar oldugunda 6zel gradyent
terim igeren lineer durgun olmayan Schrodinger denklemi igin final kriterli optimal
kontrol problemleri onceden incelenmediginden sunulan tez ¢alismasinin konusunun
giincel oldugu, ¢alismanin gerek teorik gerekse de pratik agidan 6nem arz ettigi ve
elde edilen sonuglarin yeni oldugu ve de bir Onceki c¢aligmalarda elde edilen

sonugclarla ortiismedigi gortilmektedir.

35



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

Butkovsky A.G., Samoylenko Yu.l. (1984) Kuantum mekaniksel siireglerin
kontrolii. M: Nauka, 256 s. (Rusca)

Vorontsov M.A., Shmalgauzen V.I. (1985) Adaptif optigin prensipleri. M: Nauka,
366 s. (Rusga)

Zhuravlev V.M. (2001) Dispersiyonlu ¢ok bilesenli sistemlerde dogrusal olmayan
dalgalar ve difiizyon. Ulyanovsk, UIGU, 200 s. (Rusca)

Akbaba G.D. (2011) Sanal katsayili gradyent terimli Schrodinger denklemi igin
Lions fonksiyonelli ile optimal kontrol problemi,Yiiksek Lisans Tezi,Kars, 71 s.

Yagubov G., Toyoglu F., Subagi M. (2012) An optimal control problem for two-
dimensional ~ Schrodinger  equation //  Applied  Mathematics and
Computation,vol:218, iss.11, pp. 6177-6187.

Iskenderov A.D.,Yagubov G.Ya. (1988) A variational method for solving of the
inverse problem of determing the quantum-mechanical potential // Dokl. AN
USSR, vol.303, No 5, pp. 1044-1048. (in Russian)

Iskenderov A.D., Yagubov G.Ya. (1989) Optimal control of non-linear the
guantum-mechanical systems // Automatic and telemechanics, No12, pp. 27-38.

(in Russian)
Yagubov G.Ya., Musayeva M.A (1997) On the identification problem for

nonlinear Schrodinger equation // Differential equations, vol.3, No 12, pp. 1691
1698. (in Russian)

36



[9] Baudouin L., Kavian O., Puel J.P. (2005) Regularity for a Schrodinger equation
with singular potentials and application to bilinear optimal control // J.
DifferentialEquations, 2005, 216, p.188-222.

[10] Isgandarov A., Yagubov G. (2007) Optimal control problem with unbounded
potential for multidimensional, nonlinear and nonstationary Schrodinger

equation. //Proceeding of the Lankaran State University, Natural sciences series,

pp.3-56.

[11] iskenderov A.D., Yagubov G.Ya., (2012) Musaeva M.A. Kuantum mekanik
potansiyellerin identifikasyonu. Bakii, Caviroglu, 548 s.

[12] Ibragimov N.S. (2010) On the existence of a solution to the identification problem
based on the final observation for a multidimensional nonlinear stationary quasi-
optics equation. Nauchnye Trudy, Azerb. Tech. Univ., Ser. Fundamental Sciences,
No.2, pp.75-83. (in Russian)

[13] Ibragimov N.S. (2011) On one identification problem for a one-dimensional
nonlinear stationaryquasi-optic equation. Tavricheskiy Vestnik Informatiki i
Matematiki, No.2, pp.17-29.(in Russian)

[14] Ibragimov N.S. (2012) The identification problem based on the final observation
for a multidimensional nonlinear stationary quasi-optics equation with a purely
imaginary coefficient in the nonlinear part. Problems of Control and Informatics,
No.4, pp.15-27.(in ussian)

[15] Pasayev A.M., Iskenderov A.D., Yagubov G.Y., Musaeva M.A. (2020) Variation
method solving of the inverse problems for Schrodinger-type equation // J. Inverse

Il Posed Probl.,doi.org/10.1515/jiip-2020-0095, 12 p.

[16] Iskenderov A.D., Yagub G., Y. Aksoy N. (2015) An optimal control problem for a

two-dimensional nonlinear Schrodinger requation with a spesial gradient terms//

37



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Abstracts of the XXV International Conference Problems of Decision Making
under Uncertainties (PDMU-2015), Skhidnytsia, Ukraine, May 11-15, pp.27-28.

Iskenderov A.D., Yagub G., Zengin M. (2016) Optimal control problem for
nonlinear Schrodinger equation with spesial gradient terms. Abstracts of the
XXVII International Conference Problems of Decision Making under
Uncertainties (PDMU-2016), Thilisi-Batumi, Georgia, May 23-27, pp.79-80.

Yagub G., ibrahimov N., Musayeva M. Zengin M. (2017) Lineer olmayan
kisminda kompleks katsayr olan lineer ve durgun olmayan Schrodinger
denkleminde kuantum potansiyelinin bulunmasi hakkinda ters problemin
¢ozlimiiniin varyasyon yontemi // Lankaran Devlet Universitesinin Haberleri,
Doga bilimleri, Seri 2, s. 7-30.

Iskenderov A.,Yagub G., Salmanov V., Aksoy Y.N. (2019) Optimal control
problem for a nonlinear Schrédinger equation with a special gradient term and
with complex potential // Scientific Works of Nakhchivan State University,
series of physical mathematical and technical sciences, No: 4(101), s. 32-44.

M. Zengin, N.S. Ibrahimov, G. Yagub (2021) Existence and uniqueness of the
solution of the optimal control problem with boundary functional for nonlinear
stationary quasi-optical equation with a special gradient term // Scientific
Proceedings Lankaran State University, Mathematical and Naturl sciences series,
Ne 1, pp. 27-42.

G.Yakub, N.S. Ibrahimov, M.Zengin (2021) Optimal control problem for the
stationary quasi-optics equation with a special gradient term // Advanced
Mathematical Models and Applications, Vol. 6, Ne 3, pp. 252-265.

Zengin M. (2021) Ozel gradyant terimli lineer ve lineer olmayan ¢ok boyutlu

Schrodinger denklemleri igin sinir fonksiyonelli optimal kontrol problemlerinin iyi

konulmasi ve ¢6ziimii igin gerek sart, Doktora Tezi, Kars, 263 s.

38



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

N.Y. Aksoy, E. Celik, and M. Zengin (2022) On optimal control of a charged
particle in a varying electromagnetic field // Waves in Random and Complex
Media, DO1:10.1080/17455030.2022.2142695, 16 p.

Ladyzhenskaya O.A. (1973) Matematiksel fizigin simr deger problemleri. M:
Nauka, 1973, 408 s. (Rus¢a)

Ladyzhenskaya O.A., Solonnikov V.A., Uraltseva N.N. (1967) Lineer ve kuazi
lineer paraolik denklemler. M: Nauka, 736 s.(Rusga)

Lions J.-L., Magenes E. (1972) Non-homogeneous boundary value problems and

applications -vol. 2. Berlin, 307 p.

Vasilyev F.P. (1981) Ekstremal problemlerin ¢dziim yontemleri. M.: Nauka,
1981, 400 s. (Rusga)

Goebel M. (1979) On existence of optimal control // Math. Nachr.,vol. 93, p. 67-
73.

Ibragimov N.S. (2010) Solvability of initial-boundary value problems for a
multidimensional nonlinear stationary quasi-optics equation with a purely
imaginary coefficient in the nonlinear part. News of Baku State University, Ser.
Phys. Math. Sciences, N0.3, pp.72-84. (in Russian).

Ibragimov N.S. (2010) Solvability of initial-boundary value problems for a linear
stationary equation of quasi-optics // International Journal of Caucasian
University, Mathematics and Informatics, Vol.1, No.29, pp.61-70. (in Russian).

Yagub G., Ibrahimov N.S, Zengin M. Solvability of the initial-boundary value

problems for the nonlinear Schrodinger equation with a spesial gradient terms //

Abstracts of the XXVInternational Conference Problemsof Decision Making

39



[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

under Uncertainties (PDMU-2015), Skhidnytsia, Ukraine, May 11-15, 2015-
pp.53-54.

Yagub G., Ibrahimov N.S., Aksoy N.Y. (2016) On the initial-boundary value
problems for the nonlinear Schrodinger equation with spesial gradient terms //
Abstracts of the XXVII International Conference Problems of Decision Making
under Uncertainties (PDMU-2016), Thilisi-Batumi, Georgia, May 23-27, pp.170-
171.

Yagub G., Salmanov V., Yagubov V., Zengin M. (2017) Lineer olmayan iki boyutlu
Schrédinger denklemi icin baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢éztiimii // Nakh¢ivan
Devlet Universitesinin Bilimsel Eserleri. Fizik-Matematik ve Teknik Bilimler Serisi,
Ne 4(85), s. 7-21. (Rusga)

Yagub G, Ibrahimov N.S. and Zengin M. (2018) The solvability of the initial-
boundary value problems for a nonlinear Schrodinger equation with a special
gradient term // Journal of Mathematical Physics, Analysis, Geometry, Ne 2, pp.
214-232.

Iskenderov A., Yagub G., Salmanov. V (2018) Ozel bir gradyan terimli ve
kompleks potansiyelli lineer olmayan Schrodinger denklemi igin baslangigsinir
deger probleminin ¢dziilebilirligi / Nahgivan Devlet Universitesinin Bilimsel
Eserleri, Fizik, Matematik ve Teknik Bilimler Serisi, Say1 4 (93), s. 28-43
(Rusga)

Yagub G., lbrahimov N., Suleymanov N.(2022)The second initial-boundary
value problem for a linear one-dimensional Scrhédinger equation with a special
gradient term and time dependent measurable boundary complex potential //
Scientific Proceedings Lankaran State University, Mathematical and Natural

sciences series, 1, pp. 13-30. (Rusga)

Lions J.-L. (1987) Dagilmis parametreli singuler sistemlerin kontrolii. M.: Mir,
308 s. (Rusca)

40



[38] Yosida K. (1967) Fonksiyonel analiz. Moskova: Mir, 624 s. (Rusca)

41



