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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

TUMEL MANIFOLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLD
OLAN KISMI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Deniz ULUSOY

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

Bu tezin amaci tiimel manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan kismi-egik
altdaldirmalarin geometrisini incelemektir.

Bu tez bes ana boliimden olusmakla beraber, ikinci ve dordiincii ana boliimlerde alt boliimler
bulunmaktadir. Birinci boliimde bu tez i¢in gerekli olan ve sik¢a kulanilan temel tanim ve
kavramlar verilmektedir.

Ikinci boliimde bu tezin yapi taslarmi olusturan yapilar bes alt boliim ile verilmistir.
Birinci alt bolimde Riemanniyen manifoldlar teorisinin temel tanmim ve teoremleri
verilmistir. Bu boliimde Riemanniyen altmanifoldlardan bahsedilmistir. Ikinci alt boliimde
Kaehleriyen manifoldlarin temel tamim ve teoremleri verildikten sonra hemen-hemen
kompleks manifoldlardan, Kaehleriyen altmanifoldlardan ve tezin odak noktasi olan
kismi-e8ik altmanifoldlardan bahsedilmistir. Daha sonra, iiclincii alt boliimde tezin ana
kisminin tiimel uzay1 olan yerel konformal Kaehler manifoldlar hakkinda bilgi verilmistir.
Dordiincii alt boliimde ise odak noktamiz olan kismi-e8ik altdaldirmalar i¢in Riemanniyen
altdaldirmalardan ve tiimel manifoldu Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar
hakkinda temel kavramlar verilmis ve bu konularda daha once iizerine ¢alisilmis tanim ve
teoremler verilmistir. Son alt boliimde kisaca Chen-Ricci esitsizliginden bahsedilmigtir.
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Uciincii  boliimde, bu tezi yazmak icin kullanlilan yontemler ve faydalandigimiz
kaynaklardan bahsedilmistir.

Tezin ana kismini olusturan dordiincii boliimde, tiimel uzayr yerel konformal Kaehler
manifold olan kismi-egik altdaldirmalar calhisilmistir. E8ik dagilimin, ters-degismez
dagilimin, yatay ve dikey dagilimlarin integrallenebilirligi ve jeodezikligi i¢in kosullar
verilmigtir. Daha sonrasinda bir kismi-e8ik altdaldirmanin Clairaut olmast icin gerek ve
yeter kosul verilmistir. Son olarak ise tiimel manifoldu Hopf uzay form olan bir kismi-egik
altdaldirma i¢in Chen-Ricci esitsizligi inga edilmistir.

Son olarak besinci boliimde, bu tezin degerlendirilmesi yapilmaktadir.

Mayis 2024, 62 sayfa.

Anahtar kelimeler: yerel konformal Kaehler manifold, kismi-egik altdaldirma, yatay
dagilim, dikey dagilim, ters-degismez dagilim, egik dagilim.
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

HEMI-SLANT SUBMERSIONS WHOSE TOTAL MANIFOLDS ARE
LOCALLY CONFORMAL KAEHLER MANIFOLDS

Deniz ULUSOY

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

The aim of this thesis is to study the geometry of hemi-slant submersions whose total
manifold is a locally conformal Kaehler manifold.

This thesis consists of five main chapters, with subsections within the second and fourth
chapters. The first chapter gives the essential definitions and concepts frequently used in this
thesis.

In the second chapter, the structures of this thesis are presented in five subsections. The first
subsection introduces the fundamental definitions and theorems of Riemannian manifolds,
including discussions on Riemannian submanifolds. The second subsection discusses the
basic definitions and theorems of Kaehler manifolds, followed by discussions on almost
complex manifolds, Kaehlerian submanifolds and the focal point of this thesis, hemi-slant
submanifolds. Subsequently, the third subsection provides information on locally conformal
Kaehler manifolds, which are the total space of the thesis. In the fourth subsection,
foundational concepts for hemi-slant submersions are discussed, including Riemannian
submersions and hemi-slant submersions whose total manifold is a Kaehler manifold, along
with previously studied definitions and theorems in these areas. The final subsection briefly
mentions the Chen-Ricci inequality.
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In the third chapter, the methods employed in writing this thesis and the sources utilized are
discussed.

The fourth chapter, which constitutes the main part of the thesis, focuses on hemi-slant
submersions whose total manifold is a locally conformal Kaehler manifolds. Conditions
are provided for the integrability and geodesicity of the slant distribution, anti-invariant
distribution, horizontal and vertical distributions. Subsequently, a necessary and sufficient
condition is given for a hemi-slant submersion to be Clairaut. Finally, the Chen-Ricci
inequality is developed for a partial slant submersion whose total manifold is in the form
of a Hopf space.

Lastly, in the fifth chapter, an evaluation of this thesis is presented.

May 2024, 62 pages.

Keywords: local conformal Kaehler manifold, hemi-slant submersion, horizontal
distribution, vertical distribution, anti-invariant distribution, slant distribution.



1 GIRIS

Diferansiyel geometride popiiler olan altmanifoldlar teorisinin 6nemli alt dallarindan birisi
Riemanniyen altdaldirmalardir. Bu altdaldirmalar altmanifoldlar arasi iligkiyi geometrik

olarak inceleyebilmemize olanak saglar.

En temel altdaldirma tipi olan Riemanniyen altdaldirmalar ilk kez O’Neill [11] ve Gray
[8] tarafindan tanimlanmig, Watson [25] tarafindan hemen hemen Hermityen manifoldlar
iizerinde Riemanniyen altdaldirmalar ¢alismugtir. Ozel olarak bu altdaldirmalara hemen
hemen Hermiyen altdaldirmalar demigtir. Bu altdaldirma tipinin en karakteristik 6zelligi
yatay ve dikey vektor alanlari, altdaldirmalarinin tiimel manifoldunun kompleks yapr altinda

degismez kalmasidir.

Tiimel manifoldun yerel konformal Kaehler manifold olarak degismesiyle elde edilmis olan

yerel konformal Kahler altdaldirmalar Marrero ve Rocha [10] tarafindan caligilmustir.

Daha sonra hemen hemen Hermityen altdaldirma tipleri ters-degigsmez altdaldirma, yari-
degismez altdaldirma, egik altdaldirma, yari-e8ik altdaldirma, kismi-egik altdaldirma ve
kapsamli altdaldirma cesitleri olarak calisiimistir. Bu altdaldirma tiplerinde Sahin tarafindan
ters degismez altdaldirma [16], yar1 degismez altdaldirma [19] ve egik altdaldirma [17]
tipleri calisilmigtir. Park ve Prasad [13] yari-egik altdaldirmalari, Tastan ve dig. [21]
kismi-egik altdaldirmalar ve Sayar ve dig. [20] kapsamli altdaldirma icin bir calisma

yapmistir.

Bu tezde geometrisini inceledegimiz altdaldirma tipi ise tiimel manifoldu yerel konformal

Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalardir.



2 GENEL KISIMLAR

2.1 RIEMANNIYEN MANIFOLDLAR

Bu kisimda tezin yapr taglar1 olan Riemanniyen manifoldlardan bahsedilecektir.

Tanim 2.1.1. [18] M; bir m boyutlu manifold olsun. X(M;), M; manifoldunun teget vektor

alanlarinin kiimesi olmak iizere,

O %(Ml) X %(Ml) — Coo(Ml)

(0,2)-tipinden bir tensor alani olmak tizere, g metrigi
a) ¢(G,Z)=g(Z,G),
b) 2(G,G)>0veg(G,G)=0G=0,

kosullarin1 sagliyorsa, yani simetrik ve pozitif taniml ise g tensor alanina Riemanniyen
metrik veya metrik tensér adi verilir, burada herhangi G,Z € X(M;) vektor alanlaridir. Bu

durumda (M}, g) ikilisine bir Riemanniyen manifold denir.

Tanim 2.1.2. [18] (M}, g) bir Riemanniyen manifold olmak iizere, M, iizerinde tanimli bir

V koneksiyonu, M| manifoldu tizerindeki herhangi G,Z ve Y vektor alanlari i¢in,

G[g(Z,Y)] =g(V6Z,Y)+8(Z,VY) 2.1)

kosulunu gerceklerse, bu V koneksiyonuna g ile uyumlu koneksiyon denir.

Lemma 2.1.3. [12] (M}, g) bir Riemanniyen manifold olsun. Herhangi bir E € X(M) i¢in,

G'(F)=g(G,F)

kosulunu saglayan bir 1- form olsun. Boylece E — G* m, X(M;) den X*(M;) ye giden bir

§(M))- lineer izomorfizm oldugu agikardur.



Teorem 2.1.4. [12] (M}, g) bir Riemanniyen manifold olsun. VG,Z € X (M),

(G, Z] =V¢Z— V3G (2.2)

ve

G[g(Z,Y)] =8(V6Z,Y)+8(Z,VsY) (2.3)

esitliklerini saglayan sadece bir V koneksiyonu vardir ve bu V koneksiyonuna M,
manifoldunun Levi-Civita ya da Riemann koneksiyonu denir. Dahasit bu V koneksiyonu

asagida verilen Koszul formiilii ile irdelenebilir.

2¢(VeZ,Y) = Eg(Z,Y)+Zg(Y,G)—-Yg(G,Z)
—g(G, [Z,Y])—i—g(z, [Y,G])—}—g(Y, [GvZ])'

2.4)

Tanmm 2.1.5. [12] (M;™,gy) bir Riemanniyen manifold ve V, M; manifoldu iizerinde

Levi-Civita koneksiyonu olsun. M| manifoldu iizerinde herhangi G,Z,Y € X(M,) i¢in
R(G,Z)Y =VGVzY —VV6Y — Vi ¥ (2.5)

seklinde tamimlanan R : X(M;) x X(M;) x X(M;) — X(M,) olmak tizere (1,3)-tipindeki

tensor alanina Riemann egrilik tensorii denir.

Teorem 2.1.6. [12] (M;,g) bir Riemanniyen manifold olsun. R, V koneksiyonuna gore

Riemann egrilik tensorii olmak {iizere,
a) R(w,u)+R(u,w)=0,

b) R(w,u;z,v)+R(w,u;v,z) =0,

¢) Rw,u)z+R(u,z2)w+R(z,w)u =0,
d) R(w,u;z,v) =R(z,viw,u),

saglanir, burada R(w,u;z,v) = g(R(w, u)z,v), p €M ve w,u,z,v € T,M,; dir.



Tanim 2.1.7. [24] (M}, g) bir Riemanniyen manifold olsun. Bu durumda

S(Z,Y)=) g(R(G;,2)Y,G)) (2.6)

I n

i=1

(0,2)-tipinden bir simetrik tensér alanidir ve M; manifoldunun Ricci tensérii denir. Bu

tensorii kullanarak,

t=) S(Gi,Gi) 2.7

s

i=1

M) manifoldunun skaler egriligini tamimlayabiliriz, burada {G, G, ..., Gy}, M| iizerindeki

yerel ortonormal ¢at1 alanidir.

Tanim 2.1.8. [24] (M, g) bir Riemanniyen manifold olsun. G ve Z vektor alanlari ile gerilen

diizlem kesiti icin M| manifoldunun kesitsel egriligi

R(G,Z;Z,G)

K(G>Z) = g(G,G)g(Z,Z) —gz(G,Z)

(2.8)

olarak tanimlanir. Eger tim diizlem kesitleri i¢in kesitsel egrilik k sabitine esit ise M
manifolduna sabit egrilikli uzay ya da reel uzay form denir ve M (k) ile gosterilir. Burada G

ve Z lineer bagimsiz vektor alanidir.

2.1.1 Riemanniyen Altmanifoldlar

Bu boliimde Riemannian manifoldlarinin altmanifoldlari i¢in temel tanimlar ve teoremler

gosterilecektir.

Tamm 2.1.9. [18] (M;,g) ve (My,g) Riemanniyen manifoldlar olsun. Herhangi p € M| i¢in
¢ : M — M, doniisimii V G, Z, € T,M; olmak iizere,

8(Gp,Zp) = 8(d9p(G),dey(2))
kosulunu sagliyorsa ¢ ye izometrik doniisiim denir. Bu durumda,
a) Eger d@,: T,M; — Ty p)Ml injektifse, ¢’ye bir daldirma denir.

b) Eger ¢ daldirmasi injektif ise ¢’ye bir gomme denir.



¢) Eger ¢ bijektif ve ¢! diizgiin ise ¢ ye bir diffeomorfizm denir.
Tamim 2.1.10. [12] M; ve M; birer Riemanniyen manifold olsun. Eger,
a) M,, M; manifoldunun topolojik bir altuzay1,

b) ¢ : M, — M; doniisiimii diferansiyellenebilir ve keyfi p € M| noktasinda diferansiyel
doniisiimii injektif ise M| manifoldunun M; manifoldunun diferansiyellenebilir altmanifoldu

denir.

Tamm 2.1.11. [18] (My,g), (M;,g) manifoldunun bir altmanifoldu, j : M; — M, igerme
fonksiyonu ve ¢, M nin bir civari (komgulugu) olsun. & = M| N O olmak iizere, M, deki
herhangi bir p igin di,(V) = V, kosulunu gercekleyen V € X (%) vektor alamna V € X(0)

alaninin diferansiyellenebilir genislemesi denir.

p € M noktasinda M, altmanifoldunun teget uzay1 7,M; ile, M; manifoldunun teget uzay1 da
T,M, ile gosterilsin. T,M, uzay1 T,M; uzayimn alt uzayidir. T,M; uzaymnnin dik tamlayan
uzayna T,M, L normal uzay bu uzaym ortaya ¢ikarttig1 demete de normal demet denir. T,M,

uzay1 icin,

T,M, = T,M, & T,M;* (2.9)
olacak sekilde direkt toplami olarak yazabiliriz ya da

TM, = TM; & TM;* (2.10)

olarakta yazabiliriz.

TpM1L den aldigimiz vektorlere normal vektor denir. Normal vektorler birim vektor ise
bu vektorlere de birim normal vektor denir. Normal vektor alanlarinin kiimesi X (M)~ ile
gosterilir.

M; manifoldunun iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilsin. Manifoldun teget
vektor alanlarina dik olan vektor alanlarinin kiimesi X(M;)* olmak iizere, keyfi G,Z €

X(M;) ve N € X(M;)* vektor alanlar igin,

(Ve2)t =Vsz (2.11)



\~
(V6Z)*" = (VeN)* (2.12)

seklinde yazabiliriz. Burada (VgZ)T, (VgZ) nin teget, (VgF)* de (VGN) nin normal
bilesenidir. Simdi (2.11) ve (2.12) esitliklerini asagidaki gibi tanimlayalim;

V6Z =VeZ+h(G,2Z) (2.13)
ve
VGN = —ANG + (VGN)*, (2.14)

(2.13) esitligine Gauss formiilii, (2.14) esitligine de Weingarten formiilii denir. Burada
hG,Z) = (VGZ)* ve (VGN)T = —ANG ile tammlamir ve h: X(M;) x X(My) — X(M;)*
tensorii (0,2)-tipinde simetrik ve bilineer tensor alani olup M) nin ikinci temel formu,
An @ X(M;) — X(M;) dontsiimii (1,1)-tipinde tensor alant olup sekil operatérii olarak

adlandirilir.

A sekil operatorii £ ikinci temel formu ile agsagidaki gibi iliskilendirilebilir.
8(ANG,Z) =g(h(G,Z),N). (2.15)

Tanm 2.1.12. [24] (M;,g) manifoldunun egrilik tensorii R, (My,g) manifoldunun egrilik
tensorii de R olsun. G,Z,Y € X(M;) olmak iizere,

(VGh)(Z,Y) = (V&) (W(Z,Y)) — h(VGZ,Y) — h(Z,VY) (2.16)
dir ve Weingarten Ay tensoriinii de

(VGAN)Z = VG(ANZ) — A(VN)'Z — ANVGZ (2.17)
seklinde yazabiliriz. Buradan Gauss ve Weingarten formiillerini kullanarak

R(G.Z)Y = R(G.2)Y ~ Ay.2G +Ancy/Z+ (Voh)(Z.Y) — (Vzh)(G,Y)  (2.18)



ve (2.13) denklemi, (2.18) ile birlikte,
8(R(G,2)Y,V) =g(R(G,2)Y,V) —g(h(G,V),h(Z,Y)) +8(h(Z,V),h(G,Z))  (2.19)

herhangi bir V' vektor alani icin tanimlanir ve bu denkleme Gauss denklemi denir. (2.18)

denkleminin normal bilegenlerini alirsak
(R(G,2)G)" = (Vh)(Z,Y) = (Vzh)(G,Y) (2.20)

denklemi elde edilir ve bu denkleme Codazzi denklemi denir. (M}, g) manifoldunun normal

demetinin egrlik tensrii R olsun,

R*(G,Z)N =V§VzN —VzVGN =V 7N (2.21)
iken yine (2.13) ve (2.14) denklemlerini kullanarak,

R(G,Z)N = R*(G,Z)N — h(G,ANZ) + h(Z,ANG) — (VGAN)Z + (VZAN)G (2.22)

yazilabilir. Simdi W, (M, g) manifolduna normal bir vektor alant, [Aw,Ay] = AwAny —AnNAw

olmak {iizere,
¢(R(G,Z)N,W) = g(R*(G,Z)N,W) + g([Aw,AN]G,Z) (2.23)

elde edilir ve bu denkleme Ricci denklemi denir.

Simdi gerekli tanimlar1 verelim;

Tamm 2.1.13. [24] (M},g) manifoldu, (M;,g) manifoldunun m; boyutlu bir altmanifoldu
olsun. M| manifolduna teget ortonormal cat1 alan1 { G, G, ..., Gy, } ve h de M| manifoldunun

ikinci temel formu olmak iizere,

1 u
H = m—iz(h) = Zh(Gi;Gi) (2.24)
I i=1
vektor alanina ortalama egrilik vektér alani denir. Eger h = 0 ise (M}, g) manifolduna tiimel

Jeodezik, H = 0 ise (M}, g) manifolduna minimal altmanifold denir. h(G,Z) = g(G,Z)H ise
de M, ye tiimel umbilik altmanifold denir, burada G,Z € TM, dir.



Tamm 2.1.14. [18] M; bir manifold olsun. M; manifoldu tizerindeki her x noktasina 7,M;
teget uzaymn ki-boyutlu bir %, altuzayina tanimlayan & doniisiimiine M; manifoldu
tizerinde bir dagilim denir. Keyfi y € M| icin, M| manifoldu bir & civarina sahip olup
bu civarindaki y noktasinda %) altuzayinin bazi olarak tanimlayabilecegimiz Uy, Uy, ..., Uy,
diizgiin vektor alanlar var ise & altuzayina kj-boyutlu bir diferansiyellenebilir dagilim denir.

Her x noktasi icin Uy, &, dagiliminin elemani ise U vektor alan1 & dagilimina aittir denir.

Herhangi U,V € Z i¢in, [U,V] € 2 oluyorsa Z dagilimina involutif denir.

Tamm 2.1.15. [18] (M}, g), boyutu m; olan Riemanniyen manifold ve %,, M| manifodunun
ki-boyutlu bir dagilimi olsun. Ny, M; Riemanniyen manifodunun bir altmanifold olmak
lizere, keyfi bir y € N; icin T,N; ile &, dagilim esit ise, N; altmanifolduna & dagiliminin
integral manifoldu denir. Ayn1 zamanda N; altmanifoldu & nin tek integral manifoldu ise o

halde N altmanifolduna & dagiliminin maksimal integral manifoldu olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.16. [18] (M}, g), boyutu m; olan Riemanniyen manifold ve Ny, M; Riemanniyen
manifodunun bir altmanifoldu olsun. Eger y € N; i¢in & dagiliminin y noktasini igeren bir

maksimal integral manifoldu varsa, 2 dagilimina integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.1.17. (Frobenius Teoremi)[5] Bir M| manifoldunun iizerindeki & dagiliminin

integrallenebilir olmasi i¢in g.y.k & dagiliminin involutif olmasidir.

M, manifoldu iizerindeki her x; noktas1 i¢in, Z dagilimim 7, M; tamamlayan dagilim
DL ix) — @é € T, M, bigiminde tanimlanir ve Z nin tiimleyen ortogonal dagilimi olarak

adlandirilir.

2.2 KAEHLERIYEN MANIFOLDLAR

Bu boliimde Kaehleriyen manifoldlar i¢in temel tanimlar ve teoremler sunulacaktir.

2.2.1 Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

(My,g) bir m; boyutlu Riemanniyen manifold olsun. Keyfi p € M, ve F, € T,M igin

I3 (Fp) = —F, (2.25)



ile tanimlanan J endomorfizmine hemen hemen kompleks yapi denir. (M},g) manifoldu
tizerinde bu yapiy1 tanimlarsak bu manifolda hemen hemen kompleks manifold denir ve
(My,J,g) seklinde gosterilir [24]. (2.25) ten dolay1 J kompleks yapisinin matrisini (JIJ ) ile
gosterirsek |(JIJ )2| = (—1)™ olur. Yani, (My,g) iizerinde h.h.k. yapinin olmast i¢in g.y.k M;

manifoldunun boyutunun ¢ift olmasidir [9].

Simdi M| manifoldu iizerinde h.h.k yap1 ile birlikte bir metrik tanimi verelim.

Tanim 2.2.1. [24] M| manifoldu iizerinde, J h.h.k. yapis1 ve
8(JG,JZ) = ¢(G.,Z) (2.26)

kosulunu saglayan herhangi G, Z vektor alanlari i¢in ¢ Riemanniyen metrigi tanimlansin. Bu

metrige Hermityen metrik, M manifolduna hemen hemen Hermityen manifold denir.

Bir sonraki verilecek teoremde J h.h.k yapisinin baz1 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.2.2. [24] (M,,J,g) h.h.H manifold olsun. Herhangi G,Z € X(M;) olmak iizere, J
h.h.k yapisi,

a) (V(;J)Z = Vc;JZ—JVGZ
b) (VoJ)IZ =—J(Ve)Z
©) g((VGJ)Zay) :_g((VGJ)Y7Z)

ozelliklerini saglar.

Tanmm 2.2.3. [24] (M,,J,g) h.h.H manifold olsun. Keyfi G,Z € X(M) i¢in,

(G, Z) = g(G,JZ) (2.27)
olarak verilen yapiya (M,J,g) manifoldunun temel formu denir. Buradan,

®(JG,JZ) = D(G,Z) (2.28)
oldugu kolaylikla goriiliir.

Simdi bu bu hemen hemen Hermityen manifoldu iizerinde tensor tanimlayacagiz.
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Tamim 2.2.4. [24] (M,J,g) h.h.H manifold olsun. Keyfi G,Z € X(M;) olmak iizere,
N(G,Z) = [JG,JZ] — J[G,JZ] — |G, Z] - [G,Z] (2.29)

esitligine M| manifoldunun Nijenhuis tensorii ad1 verilir.

Tanm 2.2.5. [24] (M,,J,g) h.h.H manifold olsun. Keyfi G,Z € X(M) i¢in,
(Ve)Z =0 (2.30)

esitligi saglaniyor ise yani, J paralel ise (M,J,g) manifolduna Kaehleriyen manifold denir.

Tanmm 2.2.6. [7] (M;,J,g) h.h.H manifoldu iizerinde tanimlanan N Nijenhuis tensorii 6zdes
olarak sifira esitse yani herhangi G,Z € X(M;) igin N(G,Z) = 0 ise bu hemen hemen

Hermityen manifolda Hermityen manifold denir.

2.2.2 Kaehleriyen Altmanifoldlar

Tamm 2.2.7. [24] (M;,J,g) bir h.h.H manifold ve M, M; nin bir altmanifoldu olsun. Eger
Vp € My, T,M, teget uzay1 J h.h.k yapisi altinda degismezse, yani J(7,M;) C T,M, oluyorsa,

M manifolduna M| manifoldunun degismez altmanifoldu denir.

Tammm 2.2.8. [24] Vp € M, J(T,M;) C TleL ise M; manifolduna M; manifoldunun

ters-degismez altmanifoldu ya da tiimel gercel altmanifoldu denir.

Tanim 2.2.9. [3] M| manifoldu iizerinde bir p noktasi icin M; manifolduna teget bir G
vektor alani olmak iizere JG ile T,M; tanjant uzay1 arasindaki ac1 6(G) ile gosterilir. Bu
olusan agtya G nin Wirtinger agist olarak adlandirlir ve Z € X(M)) igin

_ 18JG,2)|

cos(0(G)) = JGIIZ (2.31)

ile tanimlanir. Sifirdan farkli G vektor alami icin Wirtinger acis1 sabit ise bu durumda M,

manifolduna M; manifoldunun bir egik altmanifoldu denir.

Yukaridaki tanimla birlikte holomorfik ve ters-holomorfik altmanifoldlarin bir genellemesi
yapilmaktadir. Wirtinger agis1 6 = 0 ise M; manifoldu degismez altmanifold, 6 = %
ise ters-degismez altmanifoldtur. Eger egik altmanifold holomorfik altmanifold ya da

ters-degismez altmanifold degilse bu altmanifolda has altmanifold denir.
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2.2.3 Kabhleriyen Manifoldlarin Kismi-Egik Altmanifoldlar:

M manifoldu, (My,J,g) h.h.H manifoldunun bir altmanifoldu ve &, M; manifoldu iizerinde
bir dagilim olsun. G € Z olmak iizere, eger JG ile &, arasindaki a1 sabit ve M iizerindeki
p noktalarindan ile E vektor alanlarindan bagimsiz ise & dagilimina egik dagilim denir.
29 dagilimindaki 6 sabit agisina da 2 dagilimmin egik acist denir. Ozel olarak, 6 = 0 ise

degismez, 6 = % ise ters degismez dagilim denir.

Tamm 2.2.10. [15] (M,J, g) h.h.H manifoldunun bir M; altmanifoldu asagidaki 6zellikleri

saglarsa bu altmanifolda kismi-egik altmanifold denir;
a) TM = 92+ @ 29 olarak yazilabilir,
b) JZ+ C TM* tir, yani g+ ters-degismez dagilimdir,

¢) 29, egik acis1 0 olan bir egik dagilimdir.

2.3 YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLAR

Bu bolimde, tezin dordiincii boliimiinde geometrisini inceledigimiz  kismi-e8ik

altdaldirmalarin tiimel manifoldu i¢in kisa bir 6zet yapilacaktir.

Tanmm 2.3.1. [6] (M;,J,g) bir Hermityen manifold olsun. Eger M; nin {0;};c; olacak

sekilde bir acik ortiisii var ve o; : 0; — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
gi=e gl (2.32)
metrikleri Kaehler metrik ise (M1,J, g) manifolduna yerel konformal Kaehler manifold denir.

Burada 0; = M| ise (M,J,g) manifolduna global konformal Kaehler manifold denir.

Q ve Q; sirastyla (J,g) ve (J,g;) yapilarinin Kaehler formlari olsun. Boylece (2.32) den
Q; =e%Q|g, (2.33)

oldugu kolaylikla goriiliir.
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Teorem 2.3.2. [6] (M;,J,g) h.h.H manifold olsun. Bu manifoldun yerel konformal Kaehler

manifold olmasi i¢in g.y.k M| manifoldu iizerinde taniml

dQ=wnNQ (2.34)
ve

do=0 (2.35)

kosullarini saglayan bir @ 1-formunun var olmasidir.

Tamim 2.3.3. [6] (M},J,g) manifoldu y.k.K manifold olsun. Herhangi bir G € X(M;) vektor

alani i¢in,
2(G,B) = o(G) (2.36)

olarak tanimlanan B vektor alanina Lee vektor alani denir.

Teorem 2.3.4. [6] (M;,J,g) y.k.K manifold olsun. V, g metriginden tiireyen Levi-Civita
koneksiyonu ve D', {g;}ic; yerel Kaehler metriklerinin Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak

tizere, keyfi G,Z € X(M) vektor alanlari igin,
1
DGZ =VgZ— E{a)(G)Z—F a)(Z)G—g(G,Z)B} (2.37)

olarak ifade edilen global tanimli D torsiyonsuz lineer koneksiyonu D' koneksiyonlariin

genellestirilmesidir ve
Dg=0og (2.38)

saglanir. Buradaki D koneksiyonuna Weyl koneksiyonu denir.

Teorem 2.3.5. [6] (M,J,g) bir Hermityen manifold olsun. Bu manifoldun yerel konformal
Kahler manifold olmasi i¢in g.y.k M; manifoldu iizerinde kapali bir @ 1-formu vardir ki

(2.37) de verilen D koneksiyonu ile birlikte J kompleks yapisinin paralel olmasidir, yani

DJ =0 (2.39)
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esitliginin ger¢eklenmesidir.
(2.37) ve (2.39) esitliklerinden asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.

Sonug 2.3.6. [6] (M;,J,g) bir Hermityen manifold olsun. Bu manifoldun yerel konformal
Kahler manifold olmast i¢in g.y.k herhengi G,Z € X (M) igin,

VGJZ=IVgZ+ % {a)(JZ)G — 0(2)JG—g(G,JZ)B+g(G, Z)JB} (2.40)

olmasidir.

Ortalama egrilik vektor alan1 H ise,
1 r
H=-Y U (2.41)
Ti=1

olarak tanimlanir. Burada Boy(Cek, ) = r dir.

M (c) yerel konformal uzay formun egrilik tensort,

4R(G.F.Z,U) =c{g(G.U)3(F.Z) - (G, Z)8(F.U) +8(JG,U)g(JF.2)
4G, 2)g(UF,U) —23(JG,F)g(Z.U) } +3{P(G,U)g(F.Z)
~P(G,2)8(F,U)+g(G,U)P(F.Z) ~ (G, Z)P(F,U) }
+{ = PUG,U)3(JF,2) + PUG, Z)g(JF.U) — g(JG,U)PUJF.Z)
4G, U)PUF,Z)+8(JG,Z)PUF.U)}
+2{P(JG,F)g(Jz, U)+¢(JG,F)P(JZ, U)},
(2.42)
seklinde tanimlanir [2]. Burada P(G, F) = —(Vgo)F — 0(G)o(F) + %||B| 2¢(G,F) dir.

Uyan 2.3.7. Bu tezde artik yerel konformal Kaehler manifoldlar @ Lee formu ile birlikte

(My,J,g,®) olarak gosterilecektir.

Tanmm 2.3.8. [22] (M;,J, g, ®) y.k.K manifoldundaki @ Lee formu paralel ise yani,

Vo=0 (2.43)
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kosulu gercekleniyorsa, (M;,J, g, ®) manifolduna bir Hopf manifold denir. Boylece
1
P(G,F) = —o(G)o(F)+ 5 ||B|"2(G, F) (2.44)

olarak tamimlanuir.

24 ALTDALDIRMALAR

Bu boliimde tezin ana kismini olusturmak i¢in gerekli altdaldirmalar verilecektir.

2.4.1 Riemmaniyen Altdaldirmalar

Bu boliimde Riemanniyen altdaldirmalar i¢in gerekli tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.4.1. [11] (M}, g) ve (N1,g") Riemanniyen manifoldlar ve boy(M;) > boy(N) olsun.
n:(My,g)— (N1,g) doniisiimii agagidaki iki kosulu sagliyorsa 7 doniisiimiine Riemanniyen
altdaldirma denir.

i) 7 maksimal rank’a sahiptir,

y € N igin 7~ !(y), M, nin k-boyutlu bir altmanifoldudur ve bu altmanifolda M; nin lifleri
denir ve k = boy(M,) — boy(Ny) dir. M iizerinde aldigimiz herhangi vektor alanlari liflere
her zaman teget ise bu vektor alanlarina dikey, liflere ortogonal ise bu vektor alanlarina
yatay vektor alanlart denir. M manifoldu iizerinden alinan herhangi bir ¥ vektor alan1 eger
Vp eM,, n.Yp, =Yy ) oluyorsabu Y vektor alanina temel vektor alami denir. Cekr, dikey
dagilimlari, (Cekm, )" ile yatay dagilimlar1 gosterecegiz. Boylece M; manifoldu iizerinde
herhangi bir G vektér alanini G = G” + G" olarak tek bicimde yazabiliriz. Burada G”, G

vektor alaminin dikey parcasi, G* de G vektor alaminin yatay parcasidir.

i) 7| (Cekr, )L, bir lineer izometridir.
Bu, (Cekm,,)* uzayindaki her G, Z vektor alami igin, g ,(G,Z) = g;T( ») (7.pG, . pZ) anlamina
gelir.

Riemmaniyen altdaldirmalar <7 ve .7, O’Neill tensorleri ile agagidaki gibi karakterize edilir:

T6Z = (VorZ!)' +(Vorz'), (2.45)
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AGZ = (VenZ) 4+ (Ve Z')", (2.46)
burada G,Z € X(M,) keyfi vektor alanlar1 ve V, g metriginin Levi-Civita koneksiyonudur.

I ve o tensorlerinin M| manifoldunun teget demetleri iizerinde ters-simetrik tensorlerdir.
Simdi bu tensorlerin bazi 6zelliklerini verelim. U,V € Cekr, ve &,n € (Cekm,)* olmak

uzere,
TyV = HU 2.47)

1
dgn =~/ =6l (2.48)

ve (2.45) ile (2.46) kullanilarak

VoV =(VyV)' + 4V, (2.49)
V€ =TyE+ (Vyé)", (2.50)
VéU:(VéU)v-I-JZ{éU, (2.51)
Ven =aen+(Ven), (2.52)

elde edilir. Eger, & bir temel vektor alani ise (Vy &) = AU saglanr.

2.4.2 Kismi-Egik Altdaldirmalar

Bu alt boliimde tiimel manifoldu Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar i¢in

gerekli tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.4.2. [16] (M;?",J,g) h.h.H manifold olsun. 7 : (M1,J,g) — (N1,¢’) Riemanniyen
altdaldirmasi eger Cekm,, J yapisi altinda ters-degismez ise yani bagka bir deyisle JCekm, C

(Cekm, ) ise 7 doniisiimiine bir ters-degismez altdaldirma denir.

Tamm 2.4.3. [16] (M;?",J,g) h.h.H manifold olsun. 7 : (M1,J,g) — (N1,¢’) Riemanniyen

altdaldirmasi eger JV ile Cekm, arasindaki 8 (V) agisi sabit ise 7 ye egik altdaldirma denir.

Tamm 2.4.4. [21] (M;?",J,¢) h.h.H manifold olsun. 7 : (M1,J,g) — (N1,¢’) Riemanniyen
altdaldirmasi eger Cekr, dikey dagihmi, 29 ve 21 olacak sekilde ortogonal bilesenlerine
ayriliyorsa bu altdaldirmaya kismi-egik altdaldirma denir. Bagka bir deyisle

Cekrm, = 2% @ 2+ (2.53)
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dir ve bu 0 agisina altdaldirmanin kismi-egik agist denir. Burada 29 egik, 2 ters degismez

dagilimdir.

Kismi-egik altdaldirmalar aslinda ters degismez, yari-degismez ve egik altdaldirmalarin bir
dogal genellemesidir. 2+ ve 2° dagilimlarmin boyutlar1 sirasiyla m; ve my olsun. Bu
durumda,

a) Eger my = 0 ise M ters degismez altdaldirmadir,

b) Eger m; =0 ve 6 = 0 ise M| degismez altdaldirmadir,
c) Eger,m; =0ve 6 #0, % ise M| has egik altdaldirmadir,
d) Eger, 6 =  ise M| ters degismez altdaldirmadir.

Ornek 2.4.5. [21] © : R® — R3, alti boyutlu Oklid uzayindan ii¢ boyutlu Oklid uzayina

giden ve (x1,...xs), R® nin dogal koordinatlar1 olmak iizere, 7(xy,...xg) = (’L\/g“,xz,xg

olacak sekilde bir doniisiim olsun. 7 doniisiimii bir has kismi-egik altdaldirmadir. Burada
Cekm, = 2° © 2+ dir ve 29 = ger{\%(&l +04),05}, 0 = % ve 7 = ger{dg} dir. Dahasi
(Cekm,) ™ = {J5(91 — 4),02,05}, 9 = 7 di.

Simdi kismi-egik altdaldirmalar i¢in gerekli notasyonlar: verelim.
Herhangi V € Cek, i¢in,

V =PV +0QV, (2.54)
burada PV € 29 ve QV € 2 dir.

JV =9V +yV, (2.55)
burada ¢V € Cekn, ve yV € (Cekn,)* dir. £ € (Cekm, )" igin

JG =BE + €, (2.56)

burada BE € Cekm, ve €& € (Cekr, )™ dir.
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Boylece, (Cekrm, )" yatay dagilimin,
(Cekm,)t =J2 oy 2? o pu (2.57)

bigciminde yazabiliriz, burada u, J2+ @ w29 dagliminin ortogonal tiimleyenidir ve J yapisi

ile birlikte (Cekm.)* dagiliminina goére invaryanttir.

Herhangi V € Cekm, icin, (2.54) ve (2.55) den asagidaki esitlik yazilabilir,
JOV +yPV =yV. (2.58)

Lemma 2.4.6. [21] w: (M,J,g) — (Ny,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Bu durumda,
a) 092%=9°

b) ¢7+={0}

c) ‘Bl//.@e = 9"

d) BIZ- =9+

ozellikleri saglanir.

Diger tarafdan (2.55) ve (2.56) denklemleri ve J> = —I oldugu kullanilarak asagidaki lemma

verilebilir.

Lemma 2.4.7. [21] & : (M,J,g) — (Ny,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Bu durumda,
a) ¢>+By=-I

b) C?+yB=-I

¢) ¢B+BC=0

d yvo+Cy=0

ozellikleri saglanir.

Teorem 2.4.8. [21] w: (M;,J,g) — (N1,¢’) bir Riemanniyen altdaldirma olmak iizere 7 nin

bir kismi egik altdaldirma olabilmesi i¢in g.y.k
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a) 2 ={VecCekn,| ¢’V =AV}
b) & dagilimina ortogonal herhangi bir V € Cekr, icin, ¢V =0,
olacak sekilde A € [—1,0] sabiti ve Z € Cekm, olmasidir.
Eger 0 egik agis1 i¢in, A = —cos”0 oldugu durumda, Z € 29,
0°Z = —cos*0Z (2.59)

oldugu Teorem 2.4.8 den kolayca goriiliir. Diger taraftan herhangi Z, W € 29 ve (2.55),
(2.59) denklemleri kullanilarak,

2(9Z,W) = cos’0g(Z,W) (2.60)
elde edilir. Ayn1 sekilde, (2.55), Teorem 2.4.8-(a)) ve (2.59) kullanilarak,
g(WZ,yW) = sin*0g(Z, W) (2.61)

dir.

Simdi (M;,J,g) Kaehler manifoldu ve (N;,g’) Riemanniyen manifoldu olmak iizere 7 :
(My,J,8) — (N1,¢’) kismi-egik altdaldirmasinin M| manifoldu iizerinde Kaehler yapilari

ile birlikte, .7 ve &7 tensor alanlarini inceleyelim.

Lemma 2.4.9. [21] w: (M;,J,g) — (Ny,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun,

TuwV + (VyoV) =BTV +¢(VyV) (2.62)
Ty oV + (VuyV)h =C 7,V + y(Vy V)" (2.63)
TuBN + (Vuen)" =y yn +¢(Vyn)" (2.64)
Tuen +(VuBn)’ =9 Tyn +B(Vyn)" (2.65)
Ay BE 4 (VpCE)” =yatp& +E(VpE) (2.66)
nCE + (VBE) =ptp& +B(Vp&) (2.67)

YU,V € Cekn, ve V1, & € (Cekm, )" olmak iizere bu esitlikler gerceklenir.
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¢ ve ¥ icin,

(Vug)V =(VuoV) —o(VyV)’ (2.68)
ve

(Voy)V = (VoyV)" —y(VyV)’ (2.69)

U,V € Cekm, olmak iizere yukaridakileri tamimlayalim. Boylece (2.62) ve (2.63)

esitliklerinden agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.4.10. [21] w: (M,J,g) — (N1, g) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Bu durumda,
¢ paralel ise, i.e., Vo =0 & JyyV =BV (2.70)
ve
y paralel ise, i.e., Vy =0 & JoV =C7V 2.71)

dir. Burada U,V € Cekm, dir.

Teorem 2.4.11. [21] (M;,J/,g) Kaehler manifoldtan (Nj,g’) Riemanniyen manifolduna

giden 7 bir kismi-egik altdaldirma olsun. Egik dagilim 29 min integrallenebilir olmasi igin

g.y.k
g(VzyW)" — (Vwy2z)",JX) = g(Z.yoW — Ty yoZ,X) (2.72)

olmasidir. Burada Z,W € 29 ve X € 2+ dir.

Sonu¢ 2.4.12. [21] (M;,J,g) Kaehler manifoldundan (Nj,g’) Riemanniyen manifolduna

giden 7 bir kismi-egik altdaldirma olsun. Eger,
(V2yW) — (Vwy2z) € po yz°
ve

TWOW — FywoZ € 9°
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ise, 29 egik dagilimu integrallenebilirdir.

Teorem 2.4.13. [21] 7 : (My,J,g) — (N1,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. 2+ ters

degismez dagilimi daima integrallenebilirdir.

Teorem 2.4.14. [21] 7 bir has kismi-egik altdaldirma olsun. Yatay dagilimin tiimel jeodezik

olmasi i¢in g.y.k
g(en, PV) = sec’0{g((Ven)", woPV) — g(/ BN + (V€)' yV)} (2.73)

olmasidir. Burada &,1 € ((;ekn*)L ve V € Cekm, dir.

Teorem 2.4.15. [21] & bir has kismi-egik altdaldirma olsun. Dikey dagilimin tiimel jeodezik

olmasi i¢in g.y.k

g(TyPV,§) = sec*0{g((VuwoPV)", &) —g(TuyV,BE) —g(VuyV)",€8)} (2.74)

olmasidir. Burada & € (Cekr, )+ ve V,U € Cekr, dir.

Teorem 2.4.16. [21] 7 : (My,J,g) — (Ny,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. 2+ ters

degismez dagiliminin tiimel jeodezik olmasi icin g.y.k

s(VxyY)', yZ) = g(FxY, y9Z) (275)
ve

s(WTxIY.&) = g((VxJY)",CE) (2.76)

olmasidir. Burada X,Y € 2+, Z € 99 ve & € (Ceknm,)*.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tezde tiimel manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar
icin, Riemanniyen manifoldlarin temel kavramlar1 verilmis, altdaldirma teorisini olusturan
yapilardan bahsedilip daha ©Once calisilmig, tiimel manifoldu hemen hemen Hermityen
manifold olan altdaldirmalardan ve tiimel manifoldu Kaehler manifold olan kismi-e8ik

altdaldirmalar sunulmustur.

Bu tezin olugmasi i¢in diferansiyel geometri tarihinde altdaldirmalar teorisinde ¢alisilmus,
kabul gormiis yayinlar, makaleler ve kitaplar, kiitiiphane ve internet araciligi ile literatiir
taranmig ve incelenmistir. Tezin yazim siirecinde IATEX programi kullanilip tez dokiiman

haline getirilmistir.
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4 BULGULAR

41 TUMEL MANH«:OLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLD
OLAN KISMI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Onceki boliimlerde bu tez igin gerekli bilgiler verildi. Tiimel manifoldu Kaehler manifold
olan kismi-egik altdaldirmalar i¢in tanimlar ve teoremler verildi. Simdi ise bu boliimde tiimel

manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar incelenmistir.

Lemma 4.1.1. (M;,J, g, ®) y.k.K manifold ve (N;,g’) Riemanniyen manifold olmak iizere,
n:(My,J,g,0) — (Ny,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. Bu durumda,

TV + (VuyV) = €TV + (V) ~ {o)yU +5(U, 0B
4.1)

~g(U,V)CB" —g(U,V)yB'},

TowV +(VyoV) = BTV +¢(VyV)' + %{a)(JV)U —o(V)pU
“4.2)

~5(U.9V) %" +3(U,V)BB"+5(U.V)9B" |,
1
TuBN+ (Vuen)h = ywIyn+e&(Vyn)' - E{w(n)wU —g(U,%mBh}, (4.3)

Tyen+ (VuBn)' = ¢Iyn+B(Vun)"

! (4.4)
+3{@UmU - w(n)oU —g(U,Bn)B'},
GV + (VoyV)h = €V +y(VpV)’
(4.5)

+%{a)(JV)n —o(V)en —g(n, l//V)Bh}’

1
WV +(Va9V) = BV +9(VyV)' —s{0(V)Bn+smyv)B'},  (46)

HBEF (VaE) = Y +E(Vad) + 1 {0UEn - 0@

4.7)
—(1.€E)B" + (. £)¢B" +g(n.£)yB'}.
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SCE+ (VBE) = 9y +B(VyE) — 5 {0(&)Bn —g(n,€&)B"
+¢(n,&)BB" +¢(n,£)9B" }.

dir. Burada U,V € Cekm, ve £, 1 € (Cekm, )" dir.

(4.8)

ispat 4.1.2. (4.1) ve (4.2) denklemleri i¢in, (2.40) denkleminde (2.55) esitligini kullanarak,
VyoV +VuuV — BIV — €TV — 6(VuV ) — w(VyV) = %{a)(JV)U
~o(V)[oU + wU] —g(U,JV)[B" +B"| + g(U,V)[JB" 4 JB"] }

dir. (2.49) oldugu kullanilarak,

Tu®V +(VuoV)' + TyyV + (VyyV )

LB IV — ETGV — $(VyV)' — w(Vy V) = %{w(JV)U — o(V)U — o(V)yU

—g(U,¢V)[B"+B" —g(U,wV)[B'+B"| +g(U,V)[BB"+¢B"| + g(U,V)[¢B" + yB"] }

olur. Daha sonra bu elde edilen esitligin yatay ve dikey parcalarim ayirirsak (4.1) ve (4.2)
denklemleri elde edilir. Simdi bu islemleri (4.7) ve (4.8) denklemleri i¢cin yapalim. (2.40)
denkleminde (2.56) esitligini kullanarak,

VaBE +VyEn — 0y E — yE — B(VyE) — €(Vy )t = %{wué)n
—o(8)[Bn +¢n]—g(n,J§)[B" +B"| +g(n,<§)[JBh+JB”]}
dir. (2.52) oldugu kullanilarak,

Ay BE + (VyBE)' + Cap& +(VnCn)'—

Ol — Y& —B(VE)' — (V&) = %{wwé)n—w(é)[%n +en)

~8(n,JE)[B" + B +g(n,§)[th+JBv]}

Daha sonra bu elde edilen esitligin yatay ve dikey parcalarini ayirirsak (4.7) ve (4.8)
denklemleri elde edilir. U
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Ayni yontemleri kullanarak diger esitliklerde kolayca gosterilebilir.

Sonug 4.1.3. (M,J,g,®) y.k.K manifold ve (N,g’) Riemanniyen manifold olmak iizere,
m:(My,J,g,®) — (Ni,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. Lee vektor alam B yatay ise,

Lemma 4.1.1 su hali alir;

1
Ty +(VoyV)' = €TV +w(VuV)' - 2 {g(U,9V)B"

4.9)
~g(U,V)CB" —g(U,V)yB" |,

TuyV +(VyoV)' = %%V+¢(VUV)V+%{w(fv)u+g(U,V)£BBh}, (4.10)
Tyen + (VyBn)” = wun+%(vyn)h+%{w(m)u—w(n)¢}, @.11)
@V + (VpyV)h = €pV+y(VpV)Y + %{w(ﬂ/)n —g(n, l//V)Bh}, (4.12)
YV + (VpoV)' = BapyV+¢(VpV)Y, (4.13)

HBEF (VaCE)' = warhé+ €)' + 3 {0(E)n - a&)en

(4.14)
—g(n,€&)B" +¢(n, £)eB" },

1
A€+ (VpBE) = 9pE+B(Vy)' - 5{w(g)%n +g(n,§)%Bh}, (4.15)
dir. Burada U,V € Cekn, ve £,1 € (Cekm, )" dir.

Ispat 4.1.4. B Lee vektor alanim yatay kabul ettigimizde B* vektor alanlar sifirlanacagindan

yukaridaki denklemler elde edilmis olur. [

Lemma 4.1.5. w: (M;,J,g,®) — (Ny,g) bir kismi-egik altdaldirma olsun.

¢ paralelise,ie., Vo =0< TyyV =BV + %{a)(JV)U —o(V)pU

(4.16)
—3(U,9V)B' +3(U,V)BB" +(U,V)9B" |

1
v paralel ise, i.e., Vy =0< Jy9V =V — E{w(v)‘l’U +g(U, (Z)V)Bh )
~g(U,V)EB" +g(U,V)yB' |, '
burada U,V € Cekm, dir.

Ispat 4.1.6. (4.1) ve (4.2) denklemlerinde ¢ ve y paralel oldugu kabul edildiginde (4.16) ve
(4.17) esitlkleri bulunur. O
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Simdi egik ve ters-degismez dagilim icin integrallenebilirlik kosullarini inceleyecegiz.

Teorem 4.1.7. 7 : (My,J,g,®) — (N1,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Egik dagilim £°

nin integrallenebilir olmasi icin g.y.k

g(TxyoY — FyoX,Z) = g((VxyY)'— (VywX)"JZ)

a0ty - 0(0wr.sz)

1

—5{8(@(97)9X — w(9X)0Y.2) }

+8(X,9Y)g(B,JZ)
+g(o(VxyY)' —o(VyvX)",Z),

(4.18)

olmasidir. Burada X,Y € 2° ve Z € 2 dir.
Ispat 4.1.8. Z € 9 ve X,Y € 29 olsun. Eger g([X,Y],Z) = 0 ise 29 integrallenebilirdir.
Bu durumda, (2.26) oldugundan
g([X,Y],2) = g(VxY —VyX,Z) = g(JVxY —JVyX,JZ) = g(JVxY,JZ) — g(JVyX,JZ)
dir. (2.40) kullanilarak,
g(X,Y],2) = g(VxY — 3{0(JY)X — o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB},JZ)
—g(VyX — 3{o(JX)Y — o(X)JY —g(Y,JX)B+g(X,Y)JB},JZ).
Bu denklemlerde (2.55) esitligini kullanarak,
8([X,Y],.Z) = g(Vx9Y + VxyY — Vy X — VyyX
+H{oY)[¢X + vX]+g(X,9Y + yY)[B"+ B']},JZ)
+8(z{@(X)[9Y + yY] - g(Y.0X + yX)[B" + B']}.JZ)
= g(VX¢Y =+ Vxl[/Y — Vy¢X — Vyl[/X

+3{0(V)yX — 0(X)yY +g(X,0Y)B"— g(Y,9X)B"},JZ)
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olur. Simdi (2.49) ~ (2.52) denklemlerini kullanarak,

8([X,Y],2) = g(Fx Y + (Vx9Y)" + Tx wY + (Vx y¥ )"

— T 9X — (Vy9X)' = FryX — (VyyX)"

+3{0(V)YX — 0(X)WY +¢(X,0Y)B" — g(¥,0X)B"},JZ)
= g(TxOY + (Vxy¥ )" — FoX — (VyyX)"

+3{o(¥)yX — o(X)yY +¢(X,9Y)B" — g(Y,9X)B"},JZ)

= g(TxOY,JZ) — g( T $X,JZ) + g((Vxy¥ ) — (VyyX)",JZ)

1
olur. g(Ix0Y,JZ) ve g(Fy 9 X ,JZ) parcalarina J kompleks yapisini uygulayalim,

8([X,Y],2) = —g(J Fx$Y.Z) +g(J Ty $X,Z) +g((VxyY)" — (VyyX)",JZ)

+%g(co(Y)y/X —o(X)yY,JZ)+g(X,0Y)g(B",JZ),

ve (2.56) denklemini kullanirsak,

§((X.7].2) = —g(BIOY + €Tx9Y.Z) + (BT + € F9X.2)
+8((VxyY)" = (VyyX)", JZ)
+38(O(V)YX — 0X)YY,JZ) + 5(X, 0V )g(B",J2)

= —8(BIxYY.Z) +8(BIy9X,Z) +8((Vxw¥ )" — (VyyX)",JZ)

+%g(w(y)wx — O(X)¥Y,JZ) +g(X,0Y)g(B".JZ)
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olur. Burada Lemma 4.1.1 in (4.2) esitli§inde U = X ve V = ¢Y alinarak,

8(1X.Y1,2) = ~g(TxW9Y + (Vxo™/ )" — (VoY)

~H{OU9Y)X — 0(9¥)9X — (X, 0V )B" + g(X,9¥)BE" +4(X, §Y)0B') 2)
+8(FrYoX +(Vy9°X)" — 9 (Vy9X)"

—3{0U9X)Y — 0 (9X)9Y — g(¥,0>X)B" +g(¥,9X)BB" + (Y, 0X)9B"},Z)
(VWY )~ (FywX)JZ) + 2800 )X — 0(X)WY,I2) + (X, 0 )a(B",J2)

= —g(TRWOY — FryoX. 2) + g((VuyY ) — (VryX)".J2) + g(0(V)yX — 0(X)yY.J2)
FB(X, 07 )g(B",JZ) + cos0g(VxY — VyX,Z) + g(9(Vx9Y)" + 0(Vy0X)".2)

~38(@(9Y)9X +@(9X)9Y.2)

olur. VxY — VyX = [X,Y] nedeniyle,

g(X.Y],2) = g((VxwY)' — (VyyX)".JZ) — g(TxwoY — Fyy9X,Z)

+cos?0g([X,Y],Z) + %g(a)(Y)l//X —0(X)yY,JZ)

_%g(w(q)Y)q)X +0(0X)9Y,Z) +8(X, 9Y)g(B",JZ)

+e(¢(Vx9Y)" +(¢Vy¢X)",Z)
bulunur. Dolayisiyla istenilen gosterilmis olur. [

Teorem 4.1.9. 7 : (M;,J,g,0) — (Ni,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. 2+

ters-degismez dagilimi daima integrallenebilirdir.

Ispat 4.1.10. X € 29 ve ZW € 2 olsun. [Z,W] € 2" ise 2 ters-degismez dagilimi
integrallenebilirdir. Yerel konformal Kaehler manifoldlarm dQ = @ A Q ve dw = 0

kosullarini sagladigini biliyoruz. Dolayisiyla
oNQ =0Z2)QW,X)+o(W)Q(X,Z)+ o(X)Q((Z,W)

=w(Z2)gW,JX)+o(W)g(X,JZ)+ o(X)g(Z,JW)

= 0(2)g(W,JX) = 0(Z)g(W,$X + yX) = 0(Z)g(W,9X)
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3dQZ,W,X) = ZQW,X) +WQ(X,Z) +XQ(Z,W)
—Q([Z,W],X) —Q([W,X],Z) - Q([X, Z],W)
— Zg(W,JX)+Wg(X,JZ)+Xg(Z,JW)
—8([Z,W],JX) — g([W,X],JZ) — 8([X, Z],JW)
= —g([Z2,W],JX) = g(J[Z,W],X)
=g(9[Z,W].X) +g(v[Z,W].X)

:g<¢[27W]aX)'

dQ = o N Q oldugundan,
o(Z)g(W,9X) = g(¢[Z,W],X)

ve X € 29 yani ¢X € 29 oldugundan w(Z)g(W, $X) = 0 dir. Bu durumda g(¢[Z,W],X) =0
dur. DOlaYISIYIa g((])[Z,W],X) = g(J[ZaW]7X) — _g([Z7W]7JX) = _g([ZaW]7¢X) =0 Olup
[Z,W] € 2 dir. Yani 2+ ters-degismez dagilimi daima integrallenebilirdir. O

Simdi yatay dagilimin ve dikey dagilimin tiimel jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
elde edecegiz.

Teorem 4.1.11. 7 : (M;,J,g,®) — (N1, ¢’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Yatay dagilimin

tiimel jeodezik ve esdeger olarak integrallenebilir olmast i¢in g.y.k

g(een,PV) = secze{g((Vgn)h, YOPV) —g(Ze BN+ (Veen)t V)
3 {s(@umE - o @.19)

—g(€n,&)B" +¢(n.&)[wB" + ¢B], WV}},

olmasidir. Burada 1, & € (Cekrm,)* ve V € Cekm, dir.

Ispat 4.1.12. Eger g(Vén,V) = 0 oldugunu gosterirsek yatay dagilimin integrallenebilir
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oldugunu gostermis oluruz. (2.54) 6zelligini kullanarak,

g(Ven,V) =g(Ven, PV +0QV) = g(Ven,PV) +g(Ven,0V)

yazabiliriz. Bu durumda

olur. Simdi (2.55) ve (2.40) esitliklerini kullanalim.

g(IVen,JPV) +g(JVen,JQV)

=g(Vedn —3{oUn)é —w(n)J& —g(&,Jn)B+g(&,n)JB}, 9PV + yPV)
+8(VeIn — 3{o(n)é —o(n)JE —g(&,Jn)B+g(&.1)JB},JQV)
=8(Ven,0PV) +g(VeIn, yPV) +¢(VeIn,JOV)

{8 ~ 0017 (&, n)B+8(6,1)IB, 9PV + yPV)
+g(@(Jn)& — 0(n)JE ~ g(&,Jn)B +8(E,n)IB,IOV) }
= S0 + HOUME ~ 0(0)J& — g(&.J1)B +¢(E, 1)/B}9PV)
(Ve wPY) — 2 {g(@Um)E — o(n)IE ~g(&.Tn)B-+g(E.MWIB.wPV)}
Fa(V2I.70V) ~ 3 {g(@UM)E ~ 0()IE ~ ¢(§.I)B+ 5(&.1)JB,IQOV) .

Bu esitliklerde biraz daha diizenleme yaparsak,

=g(IVen, 9PV) +g(VeIn, yPV) +g(Vedn,JOV)
2 {8(OUME ~ 0(n)& — g(&.Im)B + (6, m)IB,yPV)

+g(0(In)E — ©(M)JE — g(€,Jn)B+g(&,m)IB,IOV) }

bulunur. g(JV¢n, ¢ PV) pargasina J kompleks yapisini uygulayalim.

=—g(Ven,9°PV) —g(Ven, WwoPV) +g(Vedn, WPV) +g(VeIn.JQV)
S {8(0UME ~ 0(n)& — g(&.Im)B+ (6, m)B.yPV)

+g(@(In)E — 0(n)JE —g(&,Jn)B+g(E,m)IB.IOV) }.
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(2.60) ve (2.56) kullanilarak,

= cos?0g(Ven, PV) —g((Ven)", woPV) +g(VeBn, yPV) +g(Ve€n, yPV)

+8(VeBn,JOV) +g(Ve€n,JOV)
3 {8(0UmE — o) ~5(&.n)B-+ 86 0)IB.yPY)

+g(@(Jn)E — 0(n)JE ~ g(&,IM)B+(E,n)IB,IOV) }

olur. (2.52) den dolayi,

g(Ven,V) = cos*0g(Ven, PV) —g((Ven)", woPV) + g(7: B0, yPV)
+8((Ve€n)", wPV) +g(/:B1,JQV) +8((Veln)",JQV)

S {8(@UNE — o) —g(&.n)B+8(&,0)IB,yPV)
+g(0(IN)E — w(N)JE —g(&,Jn)B+g(E,n)B.IQV) |

olur. g(Ven,V) = 0 olmast i¢in ve yPV +JQV = yV oldugundan [21],

cos*0g(en,PV) = g((Ven)", woPV) — g(Z: BN + (Ve €)', yV)

1

_E{g(w(m)g —w(n)Jé —g(éafn)BJrg(év”)JB"”V)}

elde edilir. Boylece istenilen bulunmus olur. O]

Teorem 4.1.13. 7 : (M;,J,g,®) — (N1, ¢’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Dikey dagilimin

tiimel jeodezik olmasi icin g.y.k

g(TyPV,E) = Secze{g((VUII/(PPV)hyé) —8(TyBE — (VyyV), €&)

_%{g(a)(JPV)U —(PV)oU) — o(PV)yU

—g(U,¢PV)B+g(U,PV)JB,JE) 20,
+8(0(JOV)U — 0(QV)9U) — o(QV)yU

—g(U,9QV)B+¢(U,QV)JB,JE)

+e(@(pPV)WU +cos*0g(U,PV)B —g(U, ¢PV)JB,§)}},
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olmasidir. Burada U,V € Cekn, ve & € (Cekm, )" dir.

Ispat 4.1.14. g(VyV, &) = 0 olmas1 durumda dikey dagilim tiimel jeodeziktir. Bu durumda,
(2.54) ve (2.40) kullanilarak, YU,V € cekm, ve & € (cekm,)™ ,

g(VuV.8) =g(VuPV,8)+g(VyQV,8) =g(JVuPV,J) +g(JVyQV.JE)
= g(VyJPV — 3{w(JPV)U — ®(PV)JU — g(U,JPV)B+g(U,PV)JB},JE)
+¢(VyJQV - 3{0(JQV)U — 0(QV)JU —¢(U,JQV)B+¢(U,QV)JB},JE)
=g(VuoPV,8) +g(VuwPV,8) +g(JVyJQV,JS)
—% {g(a)(JPV)U —w(PV)JU —g(U,JPV)B+g(U,PV)JB,JE)

+5(0(JQV)U — @(QV)JU —g(U.JQV)B+g(U,QV)JB.JE) |
olur ve,

§(VyV,§) = —g(IVydPV,&) +g(VuyPV,&) +g(JVyJQV,JE)
—% {g(a)(JPV)U — @(PV)JU —g(U,JPV)B+g(U,PV)JB,JE)

+5(0(JQV)U — @(QV)JU — g(U.JQV)B+g(U.QV)JB.JE) .
dir. (2.40) kullanilarak,

g(VuV,&) = —g(VuJoPV — L{o(J9PV)U — @(¢PV)JU — g(U,J9PV)B+g(U,9PV)JB},JE)
+8(VuyPV,8) +g(JVyJQV,JE)
—%{g(w(]PV)U — (PV)JU —g(U,JPV)B+g(U,PV)JB,JE)
+g(@(JQV)U ~ @(QV)JU —g(U,JQV)B+g(U,QV)IB,JE) }.
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olup diizenlemeye devam edersek,

g(VyV,&) = —g(Vu9?PV,&) — g(VuwoPV, &)+ g(VuwPV,BE) + g(VywPV, &)
+8(VyJQV,BE) +g(VyJQV, €E)

—I—%{g(a)(J(])PV)U —o(¢PV)JU —g(U,JoPV)B+g(U,pPV)JB, 5)}

—% {g(w(JPv)U —o(PV)JU —g(U,JPV)B+g(U,PV)JB,JE)

+g(@(JQV)U —w(QV)JU —g(U,JQV)B+g(U, QV)JB,J&)}

(2.60) esitliginden,

g(VyV,&) = cos*0g(VuPV,&) — g((VuywoPV)" &)+ g(VywPV, BE)
+g(VuyPV,€8) +g(VyJQV,BE) +g(VyJQV,EE)

—I—% {g(w(]q)PV)U —o(¢PV)JU —g(U,JoPV)B+g(U,9PV)JB, 5)}

—% {4(@UPV)U ~ @(PV)IU —g(U,JPV)B+ (U, PV)JIB, JE)
+4(0(JQV)U — &(QV)JU —g(U,JQV)B+g(U,QV)JB,JE)
— o 0(VUPV,E) — g(VuyoPV)" &) + g(TuwV, BE) + 2((VuyV)h &)
+g(VuJQV,BE) +g(VyJQV, &)
+% {4(0(16PV)U — @(9PV)IU — g(U,J9PV)B+8(U, 6PV)IB.E)}
—% {$(@UPVIU — 0(PV)JU — g(U,JPV)B+ (U, PV)IB,JE)

+e(0(JOV)U — 0(QV)JU — g(U,JQV)B+g(U, QV)JB,J&)}

olur ve istenilen elde edilmis olur. ]

Vilms [23], bir Riemanniyen altdaldirmanin tiimel jeodezik olmast i¢in g.y.k nin .7 ve &7’ nin
her ikisinin de 6zdes olarak sifira esit oldugunu gosterdi. Bu sonucu kullanarak asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 4.1.15. 7 : (My,J,g,0) — (Ny,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. 7 nin tiimel
jeodezik olmasi i¢in g.y.k (4.19) ve (4.20) esitliklerinin saglanmasidir.

Teorem 4.1.16. 7 : (M;,J,g,®) — (N1,g') bir kismi-egik altdaldirma olsun. 2+
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ters-degismez dagilimin tiimel jeodezik olmasi i¢in g.y.k

g(VxyY)' wZ) = g(FxY,yoZ)

1 4.21)
5 {s@m)yx —g(x.7)yB +€B",y2)}.
SOWTINE) = g((VaI1)',€8) + 3 { (U7 )X — g(X.7)[yB' + €8], B¢)
(4.22)

—g(0(Y) WX +g(X.¥)[yB' +CB'],€) |,

olmasidir. Burada Z € 2% , XY € 2 ve € € (Cekr, )" dir.

Ispat 4.1.17. Eger g(VxY,Z) = 0 ise ters-degismez dagilimin tiimel jeodezik oldugunu
gostermis oluruz. (2.55) ve (2.40) kullanilarak, Z € 29 ve VX,Y € 9+,

8(VxY.Z) =g(JVxY,JZ) =g(JVxY,9Z)+g(JVxY,yZ)
=g(VxJY — J{w(JY)X —o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB},0Z)
+g(VxJY — HoUY)X —o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB},yZ)
=8(JVxY,0Z) +g(JVxY,yZ)
—% {g(a)(JY)X — (Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB,¢Z)
+g(@(JY)X —w(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB, wz)},
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tekrar (2.40) kullanilarak ve birbirinin zit igaretlisi olan ayn1 terimler yok edilerek,

(VxY,Z) = g(JVxY,0Z)+g(VxJY,yZ)
_% {g(a)(n)x —o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB, IVZ)}

= —g(VxY,JOZ) +g(Vx9Y,yZ) +g(Vx yY,yZ)
_%{g(a)(]y)x —w(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB, V/Z)}

= —g(VxY,0%Z) — g(VxY,w9Z) + g(Ix OY, vZ) + g((Vx y¥ )", yZ)
—%{g(a)(JY)X —o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB, WZ)}

= cos?0g(VxY,Z) — g(FxY, WoZ) +g((VxyY )" yZ)

—%{g(a)(JY)X — @(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB, qu)}

elde edilir ve
g(VxY,Z) = cos*0g(VxY,Z) —g(FxY, w9 Z) +g((VxyY )" yZ)

—%{g(w(JY)X — o(Y)JX — g(X,JY)B+g(X,Y)JB, wz)}

bulunur. Simdi & € (Cek, )~ igin,

g(VxY, &) =g(JVxY,JE)

=g(VxJY,JE) — 3{g(0(JY)X — o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB,BE +C&)}.

g(VXY,é) :g(%(JY,%é) +g((VXJY)h7Q:§)

—He(w(JY)X —o(Y)JX —g(X,JY)B+g(X,Y)JB,BE + &)}
olup, —g(FxJY,BE) = g(yIxJY, &) oldugundan istenilenler elde edilmis olur. O

Teorem 4.1.18. ©: (M;,J,g,0) — (N1,g’) bir kismi-egik altdaldirma olsun. Egik dagilim
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2° ni tiimel jeodezik olmasi icin g.y.k

(T2woW.X) = g(V2yW)yx) 2 {s(w(9w)o7

~8(Z,¢W)[9B" + BB"], X)

(4.23)
+g(0@(W)WZ +¢(Z,JW)B"
1 g(Z,W)[yB’ +Q:Bh],JX)},
§(V2W02)"E) = g(V2yW)'CE) +(TruW,BE) — 5 {g((oW)ez
—8(Z,0W)[wB" 4+ ¢B"],&) —g(w(W)JZ (4.24)

—¢(Z,JW)B — (Z,W)JB,JE }

olmasidir. Burada Z,W € 29 , X € 2+ ve & e (Q)ekﬂ*)L dir.

Ispat 4.1.19. Bir 6nceki teorem gibi benzer islemler yaparak bu teoremi ispatlayabiliriz.
VZ,W e 29 veX € 2+,
g(VzW.X) =g(JVzW,JX)
=g(VZIW — Ho(IW)Z - o(W)JZ - g(Z,JW)B+g(Z,W)JB},JX)
=g(VzoW,JX) +g(VZzyW,JX)
——{g o(JW)Z—o(W)JZ—g(Z,JW)B+g(Z,W)JB,JX)}
—g(JVZOW,X) + g(VZyW,JX)
——{g 0(JW)Z—o(W)JZ—g(Z,JW)B+g(Z,W)JB,JX)}
= —g(VZJOW — H{w(JOW)Z — & (9W)JZ — g(Z,J9W)B+ g(Z,¢W )JB},X)

+5(VuW,JX) ——{g (JW)Z — &(W)JZ — g(Z,JW)B+g(Z,W)JB,JX)}
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= —g(Vz¢*W.X) — g(VzyoW,X) +g(VzyW,JX)

+%{g(m(]¢W}Z— 0(QW)JZ—g(Z,J9W)B+g(Z, ¢W)JB,X)}

_%{g(w(JW)Z— o(W)JZ —g(ZJW)BJrg(Z,W)JBJX)}

= cos*0g(VW,X) — g(VzW0Z,X) + g(TzyW + (V2yW)" JX)

-I-%{g((o(J(pW)Z — 0(OW)JZ —g(Z,J9W)B+g(Z, ¢W)JB,X)}

_%{g(a)(JW)Z— w(W)JZ—g(Z,JW)B+g(Z,W)JB,JX)}

olur. Simdi X = & alalim. V& € (Cekm, )+,

sin*0g(VZW, &) = g((VzyW)",JE) —g(Tzy9Z,&)

—|—%{g((o(]¢W)Z— 0(QW)JZ—g(Z,JoW)B+g(Z, (pW)JB,f)}

_%{g(a)(]vv)z_ w(W)Jz—g(z,JW)B+g(Z,W)JB,J€)}

olur ve istenilenler elde edilmis olur. ]

M; ve Nj sirasiyla 2M1 ve 9™ ortogonal dagilimlariin integral manifoldlari olmak iizere,
Ponge ve Reckziegel [14], M; x N; iki manifoldun direkt carpimi olmasi icin g.y.k 2™ ve

2N dagilimlarinin tiimel jeodezik oldugunu gosterdi. Boylece, asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.1.20. © : (M;,J,g,®) — (N;,g’) timel manifoldu yerel konformal Kaehler
manifold olan bir kismi-egik altdaldirma olsun. M;® ve M;' sirasiyla 29 ve 2+
dagilimlarinin integral manifoldlar1 olmak iizere, M,® x M;* nin bir direkt ¢arpim olmasi

icin g.y.k (4.21) ~ (4.24) esitliklerinin saglanmasidir.

Ornek 4.1.21. R®, alt boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, xi,...,Xx5 ve xg elemanlarindan
olusan {x1,x,x3,x4,X5,X¢} kiilme bu Oklid uzayinin bir bazi olsun. Simdi RO uzayinda
bilesenlerinden herhangi ikisi sifirdan farkli olan elamanlarinin olusturdugu kiimeyi R6 ile

gosterelim yani,

N

RS = {(XI,XZ,X3,X4,.X5,X6) S R6 P X1,X2 7é 0}

g¢ metrigi RO iizerinde bir Oklid metrigi ve Js kanonik hemen hemen kompleks bir yap1

olsun. g = e”ge metrigi, Jo kompleks yapist ile R® uzayinmn olusturdugu (]1{?6,]6, g6) uzayi
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bir global konformal Kaehler manifold olusturur burada e = (x1x;)? dir.

R3, ii¢ boyutlu Oklid uzay1 ve x1,x»,x3 dogal koordinatlar1 olmak iizere,
R3 = {(x1,x2,x3) € R? : x1,x # 0}.

olsun ve R? uzaymmn standart (Oklid) metrigi g3 olmak iizere R3 uzaymin metrigini
g3 = e¥g3 olarak tammlayalim, burada yine e’ = (x1x;)? dir. Bu durmuda (R3, g3) bir
Riemanniyen manifold olur.

X] — X4
V2

7 : (R, Jg, 86) — (R3, g3) doniigiimii tanimlayalim.

Bu tanimlamalar ile birlikte, 7w(xy,...,xg) = < ,X3,X6> olacak sekilde bir

Bu doniisiimiin Jakobiyen matrisi,

1 1

00 -4 00
001 0 00
000 0 01

seklindedir. rankm, = 3 oldugundan dolay: 7 bir altdaldirmadir.

Dikey dagilim,
d d d d
= ger{ 24 2, 0 2
Ce ger 8)61 +aX4 8)62 8)65
ve
yatay dagilim,

d Jd d d
1 _
(Cekﬂ*) - ger{ 8x1 aX4 ’ aX3 ’ 8x6 } dar.

Yatay dagilim ile Jakobiyen matrisi arasinda bir izometri oldufunu gosterirsek, 7

altdaldirmasinin bir Riemanniyen altdaldirma oldugunu gostermis oluruz. Boylece,

R 0 0 d d o/ d 0 /0 Jd d 0
5 (%G~ ~aw) =8 G aw) = =935~ 7w~ 7w):
(R () 1)) =8 (5 ) = = s ()
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0 J0 d

sur o) = =455 5 )

0 0 /0 J0 d

a_m’a_m>:0:g6<ax1_am’ax3>’

0

d ./ 0 Jd 0
’_) :0:g6<8x1 _am’a)%)’

(7 7)) = (G ) =0 =8 3
g3 * ax3 9 4k ax6 _g3 W178W3 - _g6 ax3ﬂax6 )
olur ve yatay vektor alanlarinin 7, doniisimii altinda boylar1 korundugundan 7 bir

Riemanniyen altdaldirmadir diyebiliriz. Simdi bu altdaldirmanin bir kismi-egik altdaldirma

oldugunu gosterelim.

Egik dagilim 29 = ger{%@] +04),02} ve ters-degismez dagilim 7 = ger{ds} olmak
tizere Cekm, = 2° @ 9+ dir.

(2.31) den dolayz,

Yy 4y .
o5 — g6<J(8x1 +8x4)’8x2> Py Q
IR
oxy' ' 'dx;  dxy

olup, 6 = % bulunur.

Dolayisiyla 7, tiimel manifoldu global konformal Kaehler manifold olan kismi-egik

altdaldirmadir.

4.2 CLAIRAUT KISMi-EGIK ALTDALDIRMALAR

Bu bolimde 7 kismi-e8ik altdaldirmanin Clairaut olmasi i¢in gerek ve yeter kosullari

verecegiz. i1k olarak, Clairaut altdaldirma tanimini verelim.

p(p) , R? icinde bir donel yiizey iizerindeki bir p noktasindan bu yiizeyin donme eksenine
olan uzaklik ve o bu yiizeydeki bir jeodezik olsun. Clairaut teoremi, ¢&(s) hiz vektorii ile

o(s) meridyeni arasindaki 6 (s) agis1 i¢in, (p sin 0)(s) sabittir.

Tanimm 4.2.1. [1] Eger M, iizerindeki herhangi bir jeodezik « i¢in psin@ fonksiyonu
sabit olacak sekilde M iizerinde pozitif bir p fonksiyonu varsa, bir 7 : (My,g) — (Ny,g)
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Riemanniyen altdaldirmasina Clairaut altdaldirma denir, burada 6, ¢ ile M;’nin her
noktasindaki yatay dagilim arasindaki agidir.

Teorem 4.2.2. 7w : (M;,J,g,®) — (N1,g’) bir kismi egik altdaldirma olsun. o, M iizerinde
bir egri olmak iizere 1) ve V sirasiyla teget vektor alaninin yatay ve dikey bilesenleri olsun.

« egrisinin V Levi-Civita koneksiyonuna gore jeodezik olmasi icin g.y.k

(VayPV)' + (Vo) + (Vo QV)! + oty 9 PV + /B + Ty 9PV + T B

__{a) €N+ 0(6)yV + o(Jé)n +||¢|*(yPB' +J0B' +¢B")} =0, (4.25)
ve
(VadPV)' + (Va&n)’ + WV + €0 + TV + FCn
_—{a) )BN + o(a )¢Pv+w(m‘)v+H(XHZ(q)PBVJr%Bh)} o (4.26)
olmasidir.

Ispat 4.2.3. & jeodezik oldugundan dolay1 V& = 0 dir. Dolayisiyla,
(VaJ)oe =VgJa—JIVgo

oldugundan
(VaJ)oe =VgJa

saglanir. (2.40) esitliginde E ve F vektor alanlar1 yerine & yazilirsa ve V € Cekm,, 1 €
(Cekm, )" olacak sekilde & egrisini & = V + 1 bigiminde ve (2.54) ile (2.58) esitliklerini
kullanirsak,
E{a)(Joc)oc —o(&)Ja—g(a,Jo)B+g(é, a)JB}
VyoPV +VyyPV +VyJQOV +VyBn 4+ Vyen)

elde edilir ve bu esitlik yatay ve dikey parcalara ayrilirsa (4.25) ve (4.26) bulunmus olur.

Teorem 4.2.4. 7w : (M,,J,g,0) — (N;,g’) bir kismi egik altdaldirma olsun. 7 nin bir p = e?
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ile birlikte Clairaut altdaldirma olmasi icin g.y.k

g(a,grady)g(V,V) —g((VaBn)", 9PV + .o €n + Fy<€n, ¢ PU)
1
+§{w(a)%n +o(@)9PU + o(Ja)U + ||&|*(¢PB' + BB}, PU)
(4.27)
—8((Va€n)"+ oy o PU + oty B1 + Ty $PU + Ty B, yU)

1
+§{w(a)¢n +o(a)yU+o(Ja)n +||&||*(yPB"+J0B" +¢B")} ,yU) =0
olmasidir.

Ispat 4.2.5. g(n,n) = cos®0 ve g(U,U) = sin®0 esitlikleri ||¢t|| = 1 iken yazabiliriz. (2.37)
ve (2.38) kullanilarak, Vg g(U,U) = 2g(V¢JU,JU) oldugu goriiliir.

Vag(U,U) = %sinZG = 2sin9c0s0‘fi—? esitligi yazilabilir.

7 altdaldirmasinin Clairaut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul %(eYSinQ) = (0 oldugundan, ve

bu fonksiyonun tiirevi alinirsa,
g(U,U)g(grady, &) +¢(VaU,JU) =0

olur. Simdi g(VJU,JU) terimini agcalim.

g(VeJU,JU) = g(Vp®PV + VWPV + VIOV 4V, Bn +Vpen

Vy@PV + Vy WPV +VyJQV + VyBn + Vyen)
=8((VnoPU)",¢PU) +g((Vu9PU)",¢PU)

+g(.t WPU,OPU) +g( Ty wPU,¢PU)
+8((JQU,¢PU) +g(TyJQU, $PU)
+8((9PU,yPU) +g(Ty¢PU,yPU)
+g((VayPU)" . yU) +¢((VuyPU)", yU)
+g((VnJQU)", yU) +g((VuJQU)", yU)

olur. Gerekli diizenlemeleri yaparak ve (4.25) ile (4.26) esitlikleri kullanilarak (4.27) elde

edilmis olur.
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4.3 CHEN-RICCI ESITSIiZLiGI

Literatiirde bir altmanifoldun Ricci egrilii ve ikinci temel formunun normunun karesi
arasindaki iligkiyi veren ve Chen-Ricci esitsizligi olarak bilinen bir esitsizlik ilk olarak [4]
de verilmigtir. Bu boliimde, tiimel manifoldu Hopf uzay form olan kismi-egik altdaldirmanin

lifleri icin bu esitsizlige benzer bir esitsizlik elde edecegiz.

n, (Mi(c),J,g,®) Hopf uzay formdan (Nj,g’) Riemanniyen manifolduna giden bir has

kismi-egik altdaldirma olsun.

Vp € M olmak iizere,

{Ul,Uz, s Uk, U 41, ---yUk1+2k2—laUkl+2k2}

Cekm, dagiliminin bir ortonormal bazi, {ej,es,...,e,} yatay dagilm (Cekr,)" nin bir

ortonormal bazi, ters-degismez dagilim D+ nin bir ortonormal bazi {U,U;, ..., Uy, } ve

{Uk1+1 Uk 12 = 5€cO0Uy 115, Ug 120015 Uk 2k, = 5€cOOUp 21,1 }

de egik dagilim 2° nin bir ortonormal bazi olsun. Béylece,

0, i€ {l,...k—1}icin
g (JU;,Uiy1) = ) L
cos“0, i€ {ki+1,....kj+2ky—1}igin
ve
.
Y &*(JU;,Uit1) = 2kycos°6. (4.28)

i,j=1

Teorem 4.3.1. 7 : Mi(c) — N, (M;,J,g,®) Hopf uzay formdan (N,g') Riemanniyen

manifolda giden bir kismi-egik bir atdaldirma olsun. Bu durumda,

Ric(U,V) > g(r— 14 3cos*0)g(U,V) —rg(FyV,H)

+%{(3 “No)oV)+o(JU)o(V) (4.29)

+(r—2)|BlI’g(U,V) - ||BV||2g(U7V)}
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dir. burada r = 2k, ve herhangi U,V € 29 ve
2n
Ric(U,V) Z (U,U,U,V)

dir.

ispat 4.3.2. O’Neill’in [11] makalesinde Teorem 1-{0} ve (2.42) kullanarak, Vo = 0
oldugundan,
2n 2n c
Y RW.ULULY) =Y 3 2{8(U.V)s(UsU) — g(U.UD(ULY)
i=1 i=1
+8(JU,V)g(JU;,U;) — g(JU,U;)g(JU;, V)
28U, U, V) }

—|—§{P(U,V)g(Ui,Ui) —P(U,Ui)g(UivV)}
+8(U,V)P(U;,U;) — g(U, Up)P(U;, V)
+%{ — P(JU,V)g(JU;,U;) + P(JU,U)g(JU;, V)

—¢(JU,V)P(JU;,U;) + g(JU, U,-)P(JUi,V)}
+%{P(JU, U:)g(JU, V) + P(JU,V)g(JU,U;) } }

Simdi ifadeleri biraz daha acalim. (2.44) esitligini kullanarak yukaridaki ifadeyi

irdeleyebiliriz. Boylece,
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2n
Y RWULULY) = {rg(U.V)~ (U V) +3cos205(U,V) |
i=1

.
+1 [l ow)ow)+ 55Psw.v)]
~4(UV)[ - 0(U)(U) + 5 1BIP5(U.U;)]
+5(U,V)[ - 0(U)0(U:) + 5 1Bl Pe(U; U]
~8(UsU)[ - o(U)(V) + 3 |1BIP5(U: V)] )
{00V [~ 0U)o(V) + 5 |IBIPsUU.U)
FUU, U [~ o) a(v) + 5 |1BIPelU V)] )
43 {8600 V) [~ 0000V + 5B Pg0,U:)]
+g(JU,U) [— o(JU)o(V) + %||B||2g(JU,~,V)] }.

Diizenleme yaparsak,

2n C

Frw0) -5 1aoosun)
+2{r- o))+ 5B sw.v)]
Fo)o(v) — 1[|BIPU.V) - I8 5. V)]
+%||B| ?rg(U,V) — %||B| *g(U,V)+ a)(U)a)(V)}
+3{ 0000 - JIBIPU.Y)

+o(U)o(V) - %||B||28(U7V)}

3 {oUU)0WY) -~ 3|1BIPsw.) ~ 5181w, V)]}
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olup,

Ric(U,V) = A—i(r— 14 3cos*0)g(U,V) —rg(FyV,H)

+2{B-New)eW) +oUv)Y)

+(r—=2)|[BI[g(U.V) — IB"|Pg(U.V) } + ¥ 8(TuV, ZoUi)
i=1

oldugundan (4.29) saglanir.

Sonu¢ 4.3.3. 7w, (M;(c),J,g,®) Hopf uzay formdan (N;,g’) Riemanniyen manifolduna

giden bir has kismi-egik altdaldirma olsun. Bu durumda,

Rie(U) > %(r— 1 +3c0s20) — rg(FyU, H)
(4.30)

3
+2{B=n(0W)?+rlIBIP+ (0@V)? - 18I},
burada r = 2k, ve YU € 29.

Ispat 4.3.4. Bir onceki teoremde (4.29) esitsizliginde V = U almip yerine konursa ispat

tamamlanmus olur.

—~ c r r
Rie(U) = Z(r— 143 Zgz(JU,-,U,-H)) —rg(TyUH) + Y || T U P
i—1 i=1

(4.31)
3
+2{ B (@) +rIBIP + (00U)? - 18]},
burada YU € 29,
-
Ric(U Z (U,U;,U;,U), (4.32)
ve
Y ¢*(JU;,U) = cos®6. (4.33)
i=1
Esitsizligin saglanmasti i¢in g.y.k JyU; =0, i = 1,...,r saglanmasidir. Bu durum her bir lifin

jeodezik olmasi anlamina gelir.

Sonu¢ 4.3.5. w : Mi(c) — Ny, (My,J,g,0) Hopf uzay formdan (Nj,g’) Riemanniyen
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manifolda giden bir kismi-egik bir atdaldirma olsun. Bu durumda,

3
t> S(r—1+3cos0) =2 |[H|2+ 3 { (4—20) 18" +| Bl } (4.34)

dir.

Ispat 4.3.6. (4.29) esitliginde U =V = U j alinirsa,

r r
Z c(U;,Uj) Z [ (r—1+3cos? 0)g(U;,U;) —rg(Jy,U;j, H)
=1 =1

~.

+7{B-noU)eU) +ouU)e(V)
(4.35)

3
4
+(r

—2)|1BI[%8(U;,U) ~ |1B"I%¢(U;, U }

+ Y (U, T,Ui)

ij=1

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.34) elde edilir.
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5 TARTISMA VE SONUC

Bu tezin yap1 taglarini olusturmak icin Riemanniyen manifoldlardan, hemen hemen
Hermityen manifoldlardan, Kaehleriyen manifoldlardan, yerel konformal Kaehler
manifoldlardan, kismi-egik altmanifoldlardan, Riemanniyen altdaldirmalardan ve tiimel

manifoldu Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalardan bahsedildi.

Dordiincii boliim olan bulgular kisminda bu temel bilgileri kullanarak tiimel manifoldu yerel
konformal Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalardan yeni teoremler, sonuglar ve
esitsizlikler elde edildi. 11k olarak kismi-egik altdaldirmalar icin Lemma 4.1.1 de temel
esitlikler ve Lee vektor alan1 B yatay oldugunda bu Lemmanin nasil degistigini gosteren
Sonug 4.1.3 verildi. Daha sonra ¢ ve y paralel oldugunda bu lemmadaki esitliklerden ikisinin
degisimi verildi. Egik dagilimin ve ters degismez dagilimin integrallenebilir olmast i¢in g.y.k
Teorem 4.1.7 de ve Teorem 4.1.9 de ispatlanmis olup yatay dagilimin daima integrallenebilir
oldugu Teorem 4.1.11 de gosterilmistir. Yatay dagilimin integrallenebilir olmasi ile tiimel
jeodezik olmasinin es deger oldugu yine bu teoremle gosterilmistir. Benzer sekilde dikey
dagiliminda tiimel jeodezik olmasi i¢in g.y.k verilip aym metod ile Teorem 4.1.13 te
ispatlanmistir. Bu bulgular 1s18inda Sonug¢ 4.1.15 te © kismi-egik altdaldirmasinin tiimel
jeodezik olmasi i¢in g.y.k sunulmustur. Egik dagilimin ve ters degismez dagilimin tiimel
jeodezik olmasi i¢in g.y.k Teorem 4.1.16 ve 4.1.18 de verilmis olup daha 6nce de Tastan
vd. [21] tarafindan tiimel manifoldu Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar i¢in
gosterilmig bu teoremler ve sonuglarin bir genellemesi yapilmigtir. Bu alt boliimde son olarak
tiimel manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan kismi-egik altdaldirmalar i¢in bir
ornek verilmistir. Ikinci alt bolimde bu altdaldirmanin sozii gecen manifold iizerindeki
bir egrinin jeodezik olmasi icin g.y.k Lemma 4.25 de verilmis ve bu altdaldirmanun bir
Clairaut altdaldirma olmasi icin g.y.k Lemma 4.26 de gosterilmistir. Son olarak, tiimel
manifoldu Hopf uzay form olan kismi-egik altdaldirmalarin lifleri i¢in bir Chen-Ricci

esitsizligi sunulmustur.

Bu calisgmada tiimel manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan kismi-egik
altdaldirmalar sunulmustur. Daha 6nce tiimel manifoldu Kaehler manifold olan kismi-e8ik

altdaldirmalar ¢alisilmis ve bu tezde genellestirilmis hali verilmistir. Elde edilen sonuglar
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kapsaminda iizerinde diisiiniilebilir ve zenginlestirilebilir hale gelmistir.
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