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OZET

PARABOLIK TiPTEN BAZI DENKLEMLERIN COZUMLERININ
PATLAMASI

GUNES AYGUN, Sabahat
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN

Haziran 2024, 41 sayfa

Bu tezin ilk béliimiinde, diferansiyel denklemler genel hatlariyla ele alinmistir. Oncelikle,
adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemler hakkinda temel bilgiler
verilmis, ardindan kismi tiirevli denklemler arasinda yer alan parabolik ve hiperbolik
denklemlerin 6zel olarak evoliisyon denklemi oldugu vurgulanmistir. Bu denklemlerin ¢esitli
bilim dallarinda nasil analiz edildigi ve matematiksel modellerinin nasil olusturuldugu
iizerinde durulmustur. Diferansiyel denklemlerin patlamasi ile ilgili bir adi diferansiyel
denklem ve bir kismi diferansiyel denklem 6rnegi verilmistir. Tezin ikinci boliimiinde,
calistigimiz tipten parabolik denklemler ve bunlar ile ilgili literatiirde yapilmis ¢aligmalara
yer verilmistir. Tezin ana amaci olarak, viskoelastik Kirchhoff denklem sistemi ile parabolik
tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli denklemlerin ¢6ziimiiniin patlamasinin arastirmasi
ifade edilmistir. Son yillarda yapilan calismalar, tarihi gelisimi ile verilmistir. Ugiincii
boliimde, tezin temelini olusturan bazi uzaylar, tamimlar ve esitsizlikler sunulmustur. Ik
kisimda, diferansiyel denklemler hakkinda genel bilgiler verilmis; adi diferansiyel
denklemler ve kismi diferansiyel denklemlerin tanimlari, elde edilis yontemleri ve ¢6zim
teknikleri anlatilmustir. Ikinci kisimda, Lebesgue uzayi tanimlanmis ve bu uzayin dzellikleri
aciklanmustir. Ugiincii kisimda ise, Sobolev uzay1 ve Sobolev gdmiilme teoremi hakkinda
bilgi verilmistir. Dordiincii kisimda, Cauchy esitsizligi, Young esitsizligi, Minkowski
esitsizligi, Green 6zdesligi gibi tezin temelini olusturan diger esitsizlikler ifade edilmistir.
Dordiincti boliim, tezin 6zgiin arastirma kismudir. Bu boliimde, viskoelastik Kirchhoff
denklem sistemi ve parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli denklem {izerinde
calistlmistir. Denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan teorem ve lemmalar ifade edilmis,
viskoelastik Kirchhoff denklem sistemi ile m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli denklemlerin
¢Oziimlerinin patlamasi, tezde yer alan teorem ve lemmalar kullanilarak ispatlanmustir.
Besinci boliimde ise, ¢alismanin sonuglar1 ve gelecekte yapilacak arastirmalar i¢in Oneriler
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Patlama, Kirchhoff denklemi, m-Laplasyan denklemi, Viskoelastik tipli
denklem.
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ABSTRACT

BLOW-UP OF SOLUTIONS OF SOME PARABOLIC EQUATIONS

GUNES AYGUN, Sabahat
Master of Science in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
June 2024, 41 pages

In the first section of this thesis, differential equations are discussed in general terms.
Initially, basic information about ordinary differential equations and partial differential
equations is provided, followed by an emphasis on parabolic and hyperbolic equations
among partial differential equations, highlighting their role as evolution equations. The
analysis of these equations in various scientific fields and the development of their
mathematical models are discussed in detail. Examples of an ordinary differential equation
and a partial differential equation related to the phenomenon of blow-up in differential
equations are presented. In the second section of the thesis, parabolic equations of the type
studied and related works in the literature are reviewed. The main objective of the thesis is
stated as investigating the blow-up solutions of the viscoelastic Kirchhoff equation system
and m-Laplacian equations with Kirchhoff terms of parabolic type. Recent studies, along
with their historical development, are provided. In the third section, some fundamental
spaces, definitions, and inequalities that form the basis of the thesis are presented. The first
part provides general information about differential equations, including the definitions,
derivation methods, and solution techniques for ordinary differential equations and partial
differential equations. The second part defines the Lebesgue space and explains its
properties. The third part provides information about the Sobolev space and the Sobolev
embedding theorem. The fourth part discusses other fundamental inequalities such as the
Cauchy inequality, Young's inequality, Minkowski inequality, and Green's identity The
fourth section is the original research part of the thesis. In this section, the viscoelastic
Kirchhoff equation system and the parabolic type m-Laplacian and Kirchhoff term equations
are studied. The theorems and lemmas used in solving these equations are stated, and the
blow-up of the solutions of the viscoelastic Kirchhoff equation system and the m-Laplacian
and Kirchhoff term equations is proven using the theorems and lemmas presented in the
thesis. In the fifth section, the results of the study and recommendations for future research
are presented.

Keywords: Blow-up, Kirchhoff equation, m-Laplacian equation, viscoelastic type equations.



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, bir fonksiyonun sonlu mertebeden tiirevlerini iceren denk-
lemler olarak tanimlanabilir. Fizikten miihendislige, ekonomiden biyolojiye kadar pek
cok alanda karsimiza ¢ikan bu denklemler, dogadaki olaylarin matematiksel modellen-
mesinde yaygin olarak kullanilir. Newton ve Leibniz’in 17. yilizyilda kalkiiliisii gelistirmesiyle
birlikte diferansiyel denklemler, matematigin temel taslarindan biri haline gelmistir.
Newton’un hareket yasalar1 ve Leibniz’in kalkiiliis notasyonu, diferansiyel denklemle-

rin matematiksel ve uygulamali bilimlerdeki 6nemini artirmistir.

18. ve 19. yiizyillarda, Euler, Lagrange ve Laplace gibi matematikgiler, diferansiyel
denklemler teorisine biiyiik katkilarda bulunmuglardir. Euler’in diferansiyel denklem-
ler iizerine yaptig1 calismalar, bu denklemlerin analitik ¢éziimlerinin gelistirilmesine
olanak tamimustir. Lagrange, mekanik sistemlerde diferansiyel denklemlerin uygulana-
bilirligini gosterirken, Laplace ise olasilik ve astronomi alanlarinda diferansiyel denk-

lemleri kullanmistir (Arnold, 2013; Brown ve Churchill, 2011).

19. yiizyilda diferansiyel denklemlerin uygulama alanlar1 daha da genislemis ve mo-
dern matematigin merkezi bir unsuru haline gelmistir. Ozellikle, lineer olmayan di-
feransiyel denklemler ve kaos teorisi iizerine yapilan aragtirmalar, bu denklemlerin
karmasik dinamik sistemlerdeki roliinii daha 1yi anlamamiza yardimci olmusgtur. Lo-
renz’in kaos teorisine katkilari, diferansiyel denklemlerin atmosferik modellemede ve
ongoriilemeyen sistemlerde nasil kullanilabilecegini gostermistir. Giintimiizde, dife-
ransiyel denklemler miihendislikten biyolojiye, ekonomiden fizige kadar bir¢cok alanda
genis uygulama alanlarina sahiptir. Lineer diferansiyel denklemler ve bunlarin ¢éziimleri,
miihendislik sistemlerinin analizinde ve tasariminda yaygin olarak kullanilmaktadir.
Matematiksel biyoloji alaninda, diferansiyel denklemler popiilasyon dinamiklerini mo-
dellemek i¢in kullanilmaktadir. Bu denklemler, iki popiilasyonun zaman i¢indeki degisimini
modellemekte ve biyolojik sistemlerde denge durumlarinin analizini saglamaktadir

(Boyce ve DiPrima, 2009; Blanchard, Devaney ve Hall, 2012).

Bir bagimli de8iskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denk-
lemler, kismi tiirevli diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Kismi tiirevli diferan-

siyel denklemler, dogadaki olaylarin matematiksel modellenmesinde kritik bir rol oy-
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nar. Parabolik, hiperbolik ve eliptik olmak iizere {i¢ ana tipe ayrilir. Parabolik ve hiper-
bolik denklemler zamana bagimlhidirlar ve evoliisyon denklemleri olarak adlandirilirlar.
Bu tiir denklemler, hareket, 1s1 transferi, elektrik devreleri ve kimyasal reaksiyonlar
gibi bir¢cok olayin modellenmesinde kullanilir. Bu nedenle bu denklemlerin ¢oztimleri-
nin bulunmasi 6nemlidir. Aslinda ¢ogu zaman ¢6ziimiin davranisinin incelenmesi acik
¢Ozlimii bulmaktan daha 6nemli olabilmektedir. Cozlim var midir? tek midir? patlama
meydana gelir mi? asimptotik davranist nasildir? kararli midir? gibi sorular onemlidir

(Pigkin, 2021a).

Bu tez, parabolik tipten bazi 6zel denklemlerin ¢oziimlerinde meydana gelen pat-
lama olgusunu incelemektedir. Patlama, ¢oziimlerin sonlu bir zamanda sonsuza dogru

biiylimesi veya ani istikrarsiz sekilde degismesi olarak tanimlanabilir.

Bu calismanin temel amaci, parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff denklem siste-
minin ve m-Laplasyan terimli denkleminin patlamasi icin yeterli kosullar1 elde et-
meyi amaclamaktadir. Bu denklemler, miihendislik ve uygulamali bilimlerde siklikla
kargilasilan problemlerin matematiksel modelleridir. Bu nedenle, bu denklemlerin ¢oziimle-
rinin Ozelliklerini anlamak, ilgili fiziksel sistemlerin davraniglarini kestirmek agisindan

biiyiik 6nem tasr.
Simdi ¢oziimlerin patlamas1 durumuna bazi basit 6rnekler verelim:

Ornek 1: u = u (t) igin

_ 1
baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii

1

w0 =R

dir. Burada t = 2 i¢in u (t) — oo olacagindan ¢oziim patlar.
Ornek 2: u = u (z,t) igin

w4 Uy = u?

u(x,0) = cosx



baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii

cosze !

)=
u(z,1) 1 —tcosxet

dir. Burada t = 1 ve x = 27e i¢in u (z,t) — oo olacagindan ¢6ziim patlar.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu tezin esas amaci dordiincii boliimiin birinci kisminda ele alinan parabolik tipten

viskoelastik ve Kirchhoff terimli

(1 + |u|p_2) Uy — M(||Vu||2)Au + fotg(t — 7)Au(T)dT — Auy = f1(u,v)
(14 0]*"%) v — M(||V[[))Av + [} h(t — 7)Av(r)dT — Av, = folu,v)

denklem sisteminin ve dordiincii boliimiin ikinci kisminda ele alinan parabolik tipten

m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli
(L + [u]"?) u — Auy — div(|Vu|™ 2 Va) — M(||Vu|)Au = JulP > u
denkleminin ¢6ziimiiniin patlamasini incelemektir.
Simdi bu konu ile ilgili yapilmis ¢calismalari inceleyelim:
Polat (2007)
(1+ |u|m_2) Uy — Ugy = |ul’ "> u
denkleminin ¢6zlimiiniin patlamasinm ¢aligti.
Korpusov ve Sveshnikov (2008)
(1+ ]u|m72) u — Au — Auy = u(u— ) (u — B)
denkleminin ¢oziimiiniin patlamasina calistilar.
Hu, Qi ve Zhang (2014)
t
(L+ ™) uy — Au+ /0 g(t—s)Au(s)ds = |ul"*u
denkleminin ¢6ziimiiniin patlamasina ¢alistilar.
Pang ve Qiao (2015)

(1+ ]u\m_Q) w — Au = fi(u,v)
(1+ |v|m_2) vy — Av = fo(u,v)



denklem sisteminin ¢oziimlerinin patlamasina calistilar.
Dang, Hu, Xia ve Zhang (2017)
(1 + ]u|k_2) u — Au + /tg (t — s) Au(s)ds = |ul" > u
0
denkleminin ¢6zlimiiniin iistel biiyltimesini ¢alistilar.
Ouaoua ve Maouni (2019)
(1 +w |u|m<x)72> up — div (|Vu|p(x)72 Vu) = blu[" 2y
denkleminin ¢6ziimiiniin patlamasina ve tistel biiylimesini ¢aligtilar.

Pigkin ve Ekinci (2019)

(1 + [u?) up — div (|Vu’> Vu) = fi (u,v)
(1+ [o|2) v = div (|Vo[" 2 Vo) = fo (u,v)

denklem sisteminin ¢Oziimiiniin patlamasina ve iistel biiyiimesine calistilar.

Ouaoua, Khaldi ve Maouni (2020)

(1+ ]u\m_Q) u— M / \Vul|* de | Au = |u]™?
0

denkleminin kararlili§ini ¢calistilar.
Piskin ve Ekinci (2020)
(1+ ]u\q_g) u — Ay — M(||Vul?)Au = ul’ > u

denklem sisteminin ¢Oziimiiniin patlamasina ve iistel biiyiimesine calistilar.

Pigkin ve Ekinci (2021)
t
(1+ |u|q_2) ug — M (||Vu||2) Au + / g(t—3s)Au(s)ds = f(u)
0
denkleminin ¢dziimiiniin patlamasina ve iistel biiylimesine ¢alistilar.

Ouaoua ve Boughamsa (2022)

(1+ [u|™ %) we — Au— Au, + fgg (t —s)Au(s)ds = fi (u,v),
(1 n ’U’k72> v — Av — Avy + fotg (t —s)Av(s)ds = fo (u,v)
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denklem sisteminin ¢Oziimiiniin iistel biiylimesine ¢alistilar.
Pigkin ve Butakin (2023)

(1 + ]u\p(m)_2> u + A% — M (|Vu|?) Au = u|® 2y
denkleminin global varligina ve enerji azalmasina ¢alistilar.

Pigkin ve Ekinci (2023)

(L + ul"?) e — M (|| Vull?) Au+ [ wi(t — 7)Au(s)ds = fi(u, v)
(1+ ]v|q_2) vy — M (||Vv||2) Av + fot ws(t — T7)Av(s)ds = fo(u,v)

denkleminin patlamasina ve listel biiylimesine ¢alistilar.

Piskin ve Demir (2023)

(1 + |u|p72) uy — Auy — M(||Vu||2)Au + fotg(t — 7)Au(T)dT = f1(u,v),
(14 [0]2) v — Avy — M(|V0|>)Av + [3 h(t — 7)Av(T)dr = fo(u, v)

denklem sisteminin iistel biiyiimesine calistilar.



3. ON BILGILER

Bu boliimde diferansiyel denklemlerle ile ilgili bazi temel kavramlar, Lebesgue ve
Sobolev uzayi, baz1 onemli esitsizlikler verilmistir. (Adams and Fournier, 2003; Brezis,

2011; Evans, 1998; Kesevan 2003; Piskin, 2017a; Piskin, 2017b; Piskin, 2021b).
3.1 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Bazi Kavramlar

Tamm 3.1.1 Diferansiyel denklemler, bir fonksiyon ile bu fonksiyonun sonlu merte-
beden tiirevlerini iceren denklemler olarak tanimlanir. Bu denklemlerin temel 6zelligi,

bagimli degiskenin bir veya birden fazla tiirevinin bulunmasidir.

Tanim 3.1.2 Diferansiyel denklem, bir bagimli degiskenin bir bagimsiz degiskene gore

tiirevini igerirse buna adi diferansiyel denklem denir. Bu denklemler genel olarak

f ($’y7y,7y,/7 7y(n)) - O

seklinde veya eger y™ yalniz birakilabiliyorsa

y" = f(z,y. 0,y oy )

seklinde yazilir. Adi diferansiyel denklemler, bircok bilim ve miihendislik alaninda or-
taya ¢ikan dinamik sistemlerin modellenmesi ve analizi i¢in kullanilir. Fiziksel sistem-
lerin, biyolojik siire¢lerin, ekonomik modellerin ve miihendislik tasarimlarinin davranislarin

incelemek i¢in temel araglardandir.

Tanim 3.1.3 Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebe-
sine diferansiyel denklemin mertebesi (basamagi) denir. En yliksek mertebeli tiirevin
cebirsel kuvvetine (iissiine), diferansiyel denklemin derecesi denir. Derece belirlenir-

ken denklem, tiirevlere gore polinom olarak yazilmalidir.

Tanim 3.1.4 Bir diferansiyel denklemde, bagimli degisken ve tiirevleri yalniz birinci
dereceden ve bunlar denklemde ¢arpim halinde bulunmuyorsa denkleme dogrusal (li-
neer) denklem, aksi halde dogrusal olmayan (nonlineer) denklem denir. n. mertebeden

en genel dogrusal adi diferansiyel denklem

an () Y™ 4+ g (2)y™ TV + ot ay ()Y +ag (z)y = b(x)

7



bicimindedir. Denklem eger; b () = 0 ise homojen, b (x) # 0 ise homojen olmayan
denklem olarak adlandirilir.
Ayrica eger katsayilar sabit sayilar ise sabit katsayil1 diferansiyel denklem, aksi halde

degisken katsayil diferansiyel denklem olarak adlandirilir.
3.1.1 Diferansiyel Denklemlerin Elde Edilisi

Diferansiyel denklemlerin elde edilmeleri genel olarak ii¢ kisimda toplanabilir.

i. Bir problem cebirsel olarak ifade edilebilir. icerisinde keyfi sabitlerin yer aldig1 bir
cebirsel denklem, diizlem iizerinde bir egri ailesi olusturur. Bu cebirsel denklemdeki
keyfi sabitler, denklem ve denklemin tiirevleri arasinda ortadan kaldirilarak bir dife-
ransiyel denklem elde edilebilir.

ii.Problemin geometrik 6zellikleri tanimlanarak, bu 6zelliklere uyan egrinin bulunmasi
da diferansiyel denklem verir.

iii. Fizik, kimya, biyoloji, miihendislik gibi uygulamali bilim dallarinda, problemin

matematiksel modeli de genel olarak diferansiyel bir denklemdir.

Tanim 3.1.5 Bir bagimli de8iskenin iki veya daha fazla bagimsiz degigkene gore tiirev-
lerini iceren denklemlere kismi tiirevli denklem denir. v bagimli, x ve y bagimsiz

degiskenleri i¢in en genel kismi tiirevli denklem

F ('r? y7 /U/, ux7 uy7 umz, ul‘y, ) = O

veya
ou Ou 0*u *u
F gudugu U )=
(x,y,u, ox’ Oy’ 0x?’ dydx’ ) 0
dir.

Tanimm 3.1.6 Bir kismi tiirevli denklemde bagimli degisken ve tiirevleri birinci de-
receden ise ve bu ifadeler denklemde carpim halinde bulunmuyorsa denklem lineer
(dogrusal) diferansiyel denklemdir. Aksi hade lineer olmayan (nonlinear) denklem
adin alir.

Lineer olmayan bir kismi tiirevli denklemde en yiiksek mertebeden tiirevli terimlerin
dereceleri bir ve bunlar denklemde carpim halinde bulunmuyorsa yar1 lineer denklem

olur. Eger en yiiksek mertebeli terimlerin dereceleri bir ve katsayilari sadece bagimsiz
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degiskenlerden olusuyorsa hemen hemen lineer denklemdir. Dolayisiyla yari lineer ve
hemen hemen lineer denklemler lineer olmayan denklemlerin 6zel halidir.
Iki bagimsiz ve bagimli degisken iceren birinci mertebeden en genel lineer, yari lineer

ve hemen hemen lineer denklemler sirasiyla

Az, y)ue + B(@,y)uy + C(z, y)u = D(z,y),

Az, y,u)u, + B(z,y, w)u, = D(x,y,u),

ve

Az, y)uy + B(z,y)uy, = D(x,y,u),

seklindedir.

Tamim 3.1.7 Bir kismi tiirevli denklemin mertebesi kadar siirekli tiirevli keyfi fonksi-
yon iceren ve denklemi saglayan fonksiyonlara genel ¢6ziim denir. Denklemi saglayan
fakat keyfi sabit, fonksiyon ve parametre icermeyen ¢oziimlere 6zel ¢oziim denir.
Genel olarak kismi tiirevli denklemlerde; genel ¢oziim, 6zel ¢oziim ve tekil ¢coziim
olmak {izere ili¢ ¢esit coziim ile ilgileniyor olsakta denklemin veya baslangic sinir

kosullarinin durumuna gore zayif ¢oziim, giiglii ¢6ziim ve yumusak ¢6ziim,... gibi

cOziimleri olabilir. Bu nedenle genel ve 6zel ¢oziimlere klasik ¢oziim denir.
3.2. Lebesgue Uzay1 (L? (Q2))

Tamm 3.2.1 2, R™ de olg¢iilebilir bir bolge olsun, u Ol¢iilebilir bir fonksiyon ve 1 <

p < oo olmak iizere |u (x)[” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise yani,

/Q|u($)|pd$ < 00

ise u (=) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir
ve bu simif L? (Q) veya L? ile gosterilir. Bu sarti saglayan tiim u fonksiyonlarinin

uzayina LP Lebesgue uzay1 denir. Burada L” uzayiin elemanlari

/Q]u(a:)\pda: < 00

sartin1 saglayan Olciilebilir fonksiyonlarin denklik sinifidir. Bu uzaydaki norm

1
el oy = 1l = ( / wn%)



seklinde tanimlanir. L? (€2) uzay1 bu norm ile Banach uzayidir.

Tanmm 3.2.2 —oo < a < b < ocoolsun. ||u(.)||y € L? (a,b) sartin1 saglayan (a, b) den

X e tanimlanmig u fonksiyonlar uzay1 L? (a, b; X') uzayidr ve bu uzay

1
(@ dr)”, 1< p< o

esssupllu(@lly , p= o0
te(a,b)

| LP(a,b;X)

normu ile Banach uzaydir.

Tanim 3.2.3 [0, 7] den X e tanimlanmus m. mertebeden siirekli tiirevli « fonksiyonlar

uzay1 C™ ([0, T ; X) uzayidir ve

||U||cm([0,T];X) - Ogiﬁ%{mSUP D% (8) ||

normu ile Banach uzaydir.
3.3 Sobolev Uzay1 (W™ (Q2))

Tamm 3.3.1 u € L], () ve a ¢oklu-indisi verilsin. Vy € C§° (Q) i¢in

loc

/”yfvdm— (—1)|a/uDa’ydx
Q Q

ise v € L} (Q) fonksiyonuna u nun «. zayif tiirevi denir ve v = D®u seklinde yazilir.

Tamim 3.3.2 O, R™ de bir bolge, m € Z* U {0} ve 1 < p < oo olmak iizere, Sobolev

uzayl
WmP(Q)={ue LP(Q): D*ue L”(Q),0 < |a] <m}

seklinde tanimlanir ve bu uzay

3=

”uHWmm(Q) = Z ”DaUHip(Q) , 1<p<oo,
0<|a|<m
— o —
[l yym,oc ) = ogrﬂf\l%(m [1D%ul| poo gy » = 00

normlari ile Banach uzaydir.
WP () uzayinda C§° (2) uzayinin kapamgt W™ () dir.
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Burada
WP (Q) = W™P(Q) — LP (Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tanim 3.3.3 W™? () uzayinda p = 2 ise W™? () = H™ (Q2) ve
W2 (Q) = Hy* () dir. H™ (Q) uzayimdaki norm

2

a, 112
lallgmey = | D 1Dl

0<|a|<m

seklindedir.
Tanim 3.3.4 H} () uzayinda i¢ ¢arpim

(U,U)Hé(g) :/Vqud:E
0

dir ve norm

1
lollgior = ( [ 19l )

seklindedir.

Tamim 3.3.5 (Sobolev gomiilme teoremi). (2, R" de koni 6zelligine sahip bir agik
bolge, m > 1 ve j > 0 seklindeki tam sayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(i) mp > nise

WItmp (Q) — CF (Q)

dir.

(ii) mp = n ise

WP (Q) — W (Q), p<g<oo
veya j = 0 ise

WP (Q) = L1(Q), p<qg<oo

11



dir. Ayrica p = 1 ise

Witm(Q) — C% (Q)

dir.

(iii) mp < nise

WP (Q) = W (Q), p<q<p’
veya j = 0 ise

WmP(Q) = L1(Q), p<qg<p"

dir. Burada

np
* n—mp’

n>mp

+oo, n<mp

dir. W™P yerine W;™"" uzay1 alinirsa, € bolgesi iizerinde herhangi bir kisitlama ol-

maksizin gémiilmeler yine gegerli olur.
3.4 Esitsizlikler
Lemma 3.4.1 (Cauchy esitsizligi). ¢ > 0 ve a,b € R olsun. Bu durumda
£ 2 1 2
bl < = —|b
jabl < 5 Jal?+ - 1o
dir.

Lemma 3.4.2 (Young esitsizligi). ¢ > 0, a,b > 0vep > Ligin > + ¢ = 1 olsun. Bu

durumda
p b q
lab| < ol + ol
p q
esitsizligi veya

lab| < elal’ 4+ C (g) b?

esitsizligi gecerlidir. Burada C (¢) = (gp)%q q ! dir.
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Lemma 3.4.3 (Minkowski esitsizligi). u,v € LP () ve 1 < p < oo ise
lutoll, o < lull g, + 100,

esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.4.4 (Green ozdesligi). u € C* () N C* () ve v € C* (Q) igin

/ vAudxr = v—ds — / VoVudz

Q

dir. Burada n birim vektor ve % = nVu dir.
Lemma 3.4.5 a,b,c > 0 ve A > 0i¢in

(@a+b+e) <O (a* + b+ )

dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde (4.1) denklem sisteminin ve (4.33) denkleminin ¢6ziimlerinin patlamasi

ile ilgili teoremi ifade ve ispat edecegiz.

4.1. Parabolik Tipten Viskoelastik Kirchhoff Denklem Sisteminin Coziimlerinin

Patlamasi
Bu caligmada, (z,t) € 002 x (0,7) da

(1t [l ™) w — Aug— M(|[Vul?)Au+ [ g(t — 7)Au(r)dr = fi(u,0),
(14 v|*?) vy — Av, — M(|Vo]|)Av + [3 h(t — 7)Av(7)dT = falu,v),
u(z,t) =v(x,t) =0,

u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(x),

4.1

baglangic-sinir deger problemi ele alinacaktir. Burada 2, R de 0f2 diizgiin sinirina

sahip sinirh bir bolgedir. p, ¢ > 2 dir. s > 0 ve v > 0 icin
M(s)=1+¢",

C' de negatif olmayan bir fonksiyon ve g : R™ — RT ve h : R™ — R" ¢ekirdek

fonksiyonlaridir. Ayrica f;(u, v) ve fa(u,v) lineer olmayan fonksiyonlari

Filu,v) = Ju+ o7 (u+ v) + Jul" u o2,

4.2)
falu,v) = fu+ 0" (w4 0) + o] v |u
dir. Burada r,
-1<mr =1,2, 43)
l<r< %, n>3 '

kosullarini saglasin. g ve h fonksiyonlarinin siirekli, negatif olmayan, artmayan ve

9(0) >0, 1— [Zg(r)dr=1,>0

4.4)
h(0) >0, 1— [h(r)dr =1y>0
seklinde oldugunu kabul edelim. Ayrica V7 > 0 i¢in
g(t) >0, h(t) >0 ve ¢'(t) <0, W' (t) <0 4.5)
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dir. Ayrica
ufi(u,v) +vfo(u,v) =2(r + 2)F(u,v)

yazilabilir. Burada

_ 1 2(r+2) r4+2
F(u,v) = 20 19) lu + | + 2 |uv| (4.6)
ve
OF (u,v) OF (u,v)
f1<U,U) - ou ) fQ(U,U) - O
dir.

Lemma 4.1.1 ¢y, ¢; pozitif sayilar olsun. Bu durumda

W2

(r+2) (r+2) 1 (r+2) (r+2)
+ <F N +
(Juf* [o2) (uv)_2( +2)(|| [o]2)

dir (Messaoudi ve Houari 2010).
Lemma 4.1.2 V¢ > 0 icin £’ (¢) < 0 dur. Yani enerji fonksiyoneli artmayandir. Burada

- 10 ) 9uli+ 5 (1= [ herar ) 19l
1
+5(

goVu)( )+ (hon)( ) — /QF(U,U)dJZ

1 2(v+1) 1 2(v+1)
— ||V 7 —||Vu]|*"
ve
(Bop)(t) = / (t—r / lp(t) | dxdt (4.8)
dir.

ispat: (4.1) denklem sisteminin birinci denklemi u, ve ikinci denklemi v, ile carpilip,

(2 bolgesi tizerinde integrali alinip taraf tarafa toplanirsa
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/ututd:v—/utAutda:+/vtvtdx—/vtAvtdx
Jo Q o Ja Q

G1 G2

—/utM(HVqu)Audx—/vtM(HVsz)Avdx
Q 0

G3 G4
t t
4 / w / ot — 7)Au(r)drdz + / o / h(t — ) Av(r)drda
o Jo o Ja Jo |
Gs Ge
+/ut ]u]p_Qutdx+/vt 0|7 vyda
Q Q

= /utfl(u,v)dx—i—/vtfg(uw)dx (4.9)
Q

Q

olur. Simdi bu terimleri hesaplayalim: (G; ifadesinin ikinci terimi icin Green 6zdegligi

g6z Oniinde bulundurulursa
/ututd:p—/utAutdx = /ufdm+/ |Vut|2dx
Q Q Q Q
= Juel® + [Vl
olur. Benzer sekilde (G5 ifadesi
/vtvtdx—/vtAvtdx = /vfdx—I—/ |Vvt|2 dx
Q Q Q Q
= |luill® + Ve’
dir. G ifadesi icin M(s) = 1 + 57 ve Green 6zdesligi g6z 6niinde bulundurulursa
—/utM(HVuHQ)Audx - /VutVuM(HVu||2)dx
Q Q
— /VutVu(l + |V de
Q

= /VutVudx—l—/Vut | Vul da

_ 1 4 27+1)
= th Ll + sV

olur. Benzer sekilde GG, ifadesi

1)
|| o0

— [ uM ) Avdx =
oMol vt = S IV + s

dir.
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G5 ifadesi i¢in Green 6zdesligi kullanilir ve ifadeler diizenlenirse

/Q w /0 t g(t — P Au(r)drde = — /Q Vu, /0 t gt — )Vu(r)drdz

= — /Ot gt —1) /Q Vuy (Vu(r) — Vu(t) + Vu(t)) drde
= —/O g(t —1) /Q Vu (Vu(r) — Vu(t)) drde

o\ﬁ

gt —7 /VutVu( Ydrdx

_ /Og(t— );jt/]Vu( ) = Vu(t)[? drda

; 2dt [,

= %% {/Otg(t—T)/Q|Vu(T)—Vu(t)|2d7'dx}
%{/t t—7/|w |d7dx}

1
2
1
5/ (t—r) /|Vu u(t)|? drdzx
1
2

olur. (4.8) den G5 ifadesi son sekliyle

/ut/o g(t — 7)Au(r)drdr = %%(g o Vu) (t)

3 (d o Vu)(1)

1d [ )
- t—
2di ), gt —7) [Vul"dr

1 t
—I——/ gt—r) ||Vu||2d7'
2 Jo

olur. Benzer sekilde G ifadesi

/Qvt/() h(t — 7)Au(r)drde = %% (hoVw)(t)

——= | h(t- 2
33t ), =) IV dr

t
+—/ B (t—7)|Vu|?dr
2 Jo
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yazilabilir. Diger taraftan f;(u,v) ve fo(u,v) ifadelerinin degerlerinden

/“tf1<“a”)d1'+/vtf2(u,v)dw = /( -+ oY (u+v)+ut|u|7“u|v|’”+2> dz
Q

Q
/ vy u+ o2 (u+v)+vt\vlrv\u|r+2) dz
— / [+ v (ug + ve) + Juv|™ (vuy + wvy)] do
d 1
= / A2+ 2) 2 w4 v)2 2 L 2(yw) ) da

dir. (u + v)20+2 4+ 2(yv)™*2 = 2(r + 2) F(u, v) oldugundan
d
/ ug fi(u, v)de + / vefa(u,v)dr = — [ F(u,v)dx

bulunur. Buldugumuz bu ifadeler (4.9) da yerine yazilirsa

laell* + [Vl + el + [ V70|

1d 2 1 d 2(v+1)
23,17 43

1d y 1 O
Il + S e
1d 1
2 (g0 vu) ()~ 1(d o Tu®)
1d [t ,
g [ate= 1wl ar
1, )
+= [ g(t—7)||Vul"dr
2 Jo
1d 1 .
too (ho Vo) (t) — §(h o Vo)(t)
1d [ )
rs h(t — 1) |Vo|~ dr

1 [t
+—/ h(t—7‘)||Vu||2dT
2 Jo

+ [ apadde s [ ot ide = [ P
Q 0 dt Jq

18



olur. 4 - parantezine alinarak diizenleme yapilirsa

d
dt 2(v+1)

1 /[t 1 [t
—-/ ot — 1) |]Vu||2d7——/ Wt — 1) |V dr
2 Jo 2 Jo

2y+1) | 1 2 2(~+1
IVl + 5 IVell™ + Vo0

1 1
+5 (goVu)(t) + 3 (ho Vo) (t) — /F(u,v)dx
0
1,
= —lul® = 1Vl = il = [Vol* + (9" 0 Vu)(®)

1

t
3 [ 9= Ivulr
2 Jo

1A
——/ h(t—r) ||VUH2CZT—/ ]u\pQdeaj—/\szvfdx
2 Jo Q Q

yazilabilir. Buradan

B(t) = %(1—/:9(7)(17) IVl + (1—/0th(T)dT> Ivo]?

+5 (00 V) )+ 5 (o) () = [ Plu,vyie
1 1
2y + 1) 2(7 + 1)

450 o V(1) -

IVl + Vo0 (4.10)

+
alinirsa

B = —ul? — [Vl — el = Vol
4509 0 Vu)(t) + (1 0 Vo)1)

t
2 vl / )7 — 5 9] / W (r)dr
/|u]p 2ulde — /]v|q 2 (4.11)

elde edilir. Boylece (4.5) ten
E'(t) <0
olur. Ayrica bu ifadenin (0, ¢) araliginda integrali alinirsa

t t
/E’(t)dtg/ 0dt,
0 0

E(t) — E(0) <0,
E(t) < E(0) (4.12)
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elde edilir.

Teorem 4.1.3 (4.2), (4.3), (4.4) kosullar1 saglansin. ug, vy € WH20+D(Q)

ve (u, v) fonksiyonu (4.1) denklem sisteminin bir ¢oziimii olsun. Ayrica
E0) <0, 2(r+2)>mazx{p,q} ve min{ky, ko} >~v+1

ise (4.1) denklem sisteminin ¢oziimii sonlu bir 7™ zamaninda patlar.

Ispat:

H(t) = —E(t) (4.13)
ve

U(t)=H'""(t) + % (lall® + 1lol*) + g (Ivull® + [ Vol*) (4.14)

olsun. (4.12) ve (4.13) den
H(t)> H(0) >0 (4.15)

olur.

H(t)—/QF(u,v)dx - (1—/Otg(7')d7') |Vl
-3 (1_/(: h(T)dT) IVl
~sgy (17l + Vo)

_% [(g 0 Vu) () + (h o Vv) (t)]

<0 (4.16)
olur. Burada Lemma 4.1.1 dikkate alinirsa

0 < H(0)

IN

H(t)
/ F(u,v)dx
Q

€1 2(r+2) 2(r+2)
2—(r 1 2) (HU||2(T+2) + HU||2(7~+2)> (4.17)

IA

IA
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olur. (4.14) ifadesinin tiirevi alinirsa

() = (1—J)H‘(’H'(t)+e/

uudr + 6/ vuidx
Q Q

—|—5/ VuVutdx—i—s/ VoVudz (4.18)
0 Q

elde edilir. (4.1) denklem sisteminin birinci denklemi u ve ikinci denklemi v ile carpilip,

(2 bolgesinde integralini alinir ve bulunan ifadeler toplanirsa

/uutdx—/uAutdas—i-/vvtdx—/vAvtdx
Q Q Q Q

—/ uM(HVuHQ)Audx—/UM(||VU||2)Avdx
Q Q

Gr Gs
t ¢
—I—/u/ g(t—T)Vu(T)dex+/v/ h(t — 7)Av(T)drdx
a Jo a Jo

Gg GIO
+/|u|p_2uutdx+/ 0|7 vvyda
Q Q
= /ufl(u,v)dx+/vf2(u,v)dx (4.19)
Q Q

olur. Simdi bu terimleri hesaplayalim.
ufl (U, U) + Uf2(u7 U) = Q(T + Q)F(u7 U)

oldugundan

/ wfi(u,v)dr + / v fo(u, v)de = 2(r + 2) / F(u,v)dx
Q Q Q
yazilir. Simdi G yi Green 6zdesligi ve M (s) = 1+ s” ifadesi kullanarak hesaplayalim
_ / uM (|| Vul]*)Audz = / Vul? (14 | Vu|?) dx
Q Q

= /[Vu]zd:v—l—/HVuHh]Vu]de
Q 0

= [[Vul® + [[Vu)*0*
olur. Benzer sekilde G'g ifadesi

= [ eM(IVol?)vdz = [T+ 7020
Q
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yazilabilir. G ifadesini hesaplayalim
/Qu/tg(t —71)Au(r)drdr = — /tg(t —7) / VuVu(r)dzdr
0 0
= / gt —7 / Vu (Vu(r) — Vu(t) + Vu(t)) dedr
- / g(t —71) /Vu (Vu(r) — Vu(t)) dedr

/Ogt—T /|Vu V2 dadr
_ /0 ot — 1) /Q Vo (Vu(r) — Vu(t)) dedr

t
~Ival® [ (e~ ryr
0
olur. Benzer sekilde (5 ifadesi

Q/ . /0 Wt — ) Av(r)drds = — /0 h(t — 1) Q/ Vo (Vo(r) — Vo(t)) dedr
—||wu2/0th(t—7)d7

yazilabilir. Hesapladigimiz bu ifadeler (4.19) da yerine yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

/uutdx—/uAutdx—i-/vvtdx—/vAvtdx
Q Q Q Q

1 2 2 1
= = IVol* = Vol = || Vul|* — ||Vl

+ /0 gt — 1) /Q Vu (Vu(r) - Vu(t)) dedr
+ /0 Ch(t— 1) /Q Vo (Vo(r) — Vo(t)) dedr

t
+||Vv||2/ h(t — 7)dr
0
—/|u|p2uutd:ﬁ—/|v|q2vvtd:v—|—2(r+2)/F(u,v)d:B (4.20)
0

Q
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olur. (4.20) ifadesi (4.18) de yerine yazilirsa

V() = (1—o)H H ()= |[Vul® - || Vul ")

—e | Vo|]* — e ||[Vo) 2O + e2(r + 2)/F(u,v)dm
Q

—1—5/0 g(t—T)/QVu (Vu(r) — Vu(t)) dedr
+6||Vu|]2/0 g(t—T)dT—i—&?HVU||2/O Wt - 7)dr

+e /Ot h(t — ) /Q Vo (Vo(r) — Vo(t)) dedr

—6/ |u|p_2uutdx—6/ 0|7 vvyda
Q Q

olur. Bu ifadenin son iki terimine Young esitsizligi uygulanirsa

/|u|p_2uutdx = /|u|p22u|u|p;utdx

0 0
< )\/|u|pdx+)\_1/|u|p_2ufdx
Q Q

elde edilir. Benzer sekilde

q—2 . a=2 q=2
" " vnde = [v] 2 v |v] 2 vdr
0 0
< )\/\v\qu+>\1/|v\q_21)tzdx
0 0

yazilir. Buldugumuz bu esitsizlikler (4.21) de yerine yazilirsa

V() > (1-o0) H_UH/(t) —¢ Hvu”2 —e HVUH2(7+1)

e V02 = £ [Vl 4 220 + 2) / F(u, v)dz
Q

J

te \/O gt —7) /Q Vu (Vu(r) — Vu(t)) dedr

t t
+ay|vu||2/ g(t—T)dT+6||Vv||2/ h(t — 7)dr
0 0

+5\/Oth(t _ T)/Qw (Vo(r) — Vo(t) dedr

Az
—e)\/ ]u\pd:c—s)\_lf JuP~? uldx
Q 0

—5)\/ |v|qu—5>\1/ lv]" % vda
Q 0
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olur.
Cauchy Shwartz ve Young esitsizlikleri gbz oniinde bulundurulursa A; ifadesi
t
/ g(t—1) / Vu|Vu(r) — Vu(t)| dedr
0 Q
t
< / g(t — 7')/ \Vu(r) — Vu(t)]? dedr
0 Q
I 2
+ g(t — 1) |Vu|” dedr
0

< oV + 1 ([ te=riar) Ival?

seklinde tahmin edilebilir. Benzer sekilde A, ifadesi

/Oth(t‘”/ﬂw IVo(r) — Vo(t)| dedr < (h<>Vv)(zf)+%L </Oth(t - T)df> IVl

yazilir. Buldugumuz A; ve A, ifadeleri (4.22) de yerine yazilir ve ortak parantezlere

alinirsa

U(t) > (1—0)H7H () —e(||Vul[> + || VolP0)

—e1=3 [ gt = man) 19ul? — 1= 2 [ b —ryam) |0l
—e[(g o Vu)(t) + (ho Vo) (t)]
+52<T+2>/QF(u7v>dx—€A<HUH”+ Iv1Ig)

—gﬂ/ P2 u2dy — e\~ /|v|q 2 24 (4.23)
Q

seklini alir. Simdi (4.23)de n; = 1 — f(f gt—7)dTveny, =1— f(f h(t — 7)dr yazalim.

’

v(t) = (1—0)177(*“(2?)1‘1()—&‘(!|Vull2”+”+llv HZ”“)
1 — 3 fo 2 4 fo
T mll ul 1_f0

—e[(go Vu)(t) + (ho Vu)(t)] +2(r +2) /F(u, v)dx

2
772 || ||

—eA([lull, +llvllg) — 6>\_1/ [l ujd —E/\_l/ | vjde (4.24)
Q Q

fO (t—T7)dT) /{52 . fO h(t—7)dr)

W = (1f0—d) ifadeleri

seklini alir. Simdi de k; =
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(4.24) de yerine yazilirsa

V() > (1—o)H (&) H (t) = (| Vul T + | Vo 20FY)
—ckvn | Vull* = ekans [ Vo]|* = [(g 0 Vu)(t) + (ho V) (¢)]
+e2(r + 2) / F(u,v)dr — eA([Jully + [[v][3)

As
—e)\l/ ]u|p_2ufdx—€)\1/ |2 v2dx
Q Q

olur. Lemma 4.1.1 dikkate alinip A3 yerine Huﬂggig + ||v H;E:E yazilirsa

V() > (L—o)H ) H (t) — (|| Vul O + Vol P07
—ekin |Vull® — ekan [|V]|* = € [(g 0 Vu)(£) + (h o Vv)(t)]

27’2 7"2
+e(lullzits) + vl = exull2 + [[v]9)

—eA” /|u|p *ulde — eN” /lv|q 2

olur. —ekymy ||Vl — ekyny || V|| terimleri min {k;, k,} ortak parantezine alinirsa

!

V() = (1=0)H @) H () —e(|Vul*" + || Vo] 0FY)

—emin {ki, ka} (m | Vul® + 02 [|Vo]*) = e [(g 0 Vau)(t) + (ho Vo) (¢)]

27‘2 r2
N|UJ2+HHNL>—€MMN”+WH)

—ox! /|u|p 2 2dx — e /|v|q 2 24
Q

seklini alir. min {ky, k2} = x yazalim ve \~' = MH 7 (t) secelim. Bu durumda

A = M~1H? olur. Burada

’

V() = (1—o)H (&) H () = (| V"7 4 || Vo) )
—ete (m IVul® + me [|Voll*) — < [(g 0 Vu)(t) + (h o Vo)(1)]

2(r+2) (r+2) — o
te(llullyits) + loll5iia) — M H(|full? + [|v]|2)

—eMH™ (t) (/ luP~? uldx —/ Bl vfdx)
0 Q
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(4.11) ve (4.13) den

/

H () = [l + 1Vul* + ol + [Ver]?
1 1
—§<g 0 Vu)(t) = 5( o Vo))

t
—HVUH / - / B () [V dr
0
+/ut |ulP d:):+/vt 0|92 da

Q Q

yazilabilir.

Hl(t)—/guf ]u|p_2d:z;—/gvt2|v\q_2dx20

oldugu goriiliir. Buradan

H'(t) Z/uf|u|p_2dx—i-/vt2 0|7 da
Q v

olur. Bu ifade (4.25) de yerine yazilir ve ortak paranteze alinirsa

V() > (L—o—eM)Ht)H (t) — (|| Vul[*OT) + || Vo207V
—ek (1 |Vull* + 12 [ Vl|P) — £ [(g 0 Vu)(t) + (ho Vo) (t)]

2(r+2) r+2) — o
te(llullyits) + loll5ita) — M H(|full? + [|v]|2)

olur. H(t) nin tanimindan

H(t) = —%\(1—/Otg(r)dr)1||Vu||2—%\(1—/Oth(7)d7'>/||Vv||2

-~ -~

m 2

1 2(y+1 2(y+1
~si 1 (I7al? +[9600)
~5 (g0 V) () + (o V) (0] + | Fluv)da
dir.
m IVl + Vel = =280 = — (IVall** + Vol *)
(g0 V) () + (ho Vo) (1)) + 2 /Q F(u, v)dz
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olur. Bu esitlik (4.26) de yerine yazilirsa

V() > (1—o—eM)H ) H (t) — (|| Vul*" + | Vo] *TY)

1
—en | =2H(1) = —= (IVul? + || vol0+V)
v+1

—[(goVu) (t) + (ho Vu) (t)] + 2/ F(u, v)dm}
Q
2(r+2 2(r+2)

—£[(go Vu)(t) + (ho Vo) ()] + e([ull5is) + [v]5013)

—eM T H ([[ully + [v]7)
elde edilir. Lemma 4.1.1 dikkate alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
U'(t) > (1—o—eM)H(t)H (t) + 2exH(t)

1
te {ﬁ - 1] (I7ul?00 4 v 20)
v+1
2(r+2 2(r+2
+e (1= 26) (Il 3 + 01503

—e M ([ull} + [l (427)

olur.

2(r +2) > p > 2 oldugundan
LA (Q) — [P (Q) — L*(Q)
gomiilmesi uygulanirsa

lull, < cllullygs

D
(r+2)\ 262
- (nuHQZH)T

yazilabilir. 0 < 5 ) < 1 oldugundan
; 1
r<(r+1)< (1+;)(a:—|—z)

cebirsel esitsizligi uygulamak i¢in secimler

. 2(r+2) o p _
Tr = ||u||2(r+2) ) l - 2(7’ + 2)7 z = H(())
seklinde yapilirsa

2(r+2 Q(TI‘)F?) 1 2(r+2
()™ < (14 ) (133 + #O)
2(r+2)
o (Ilull3 1) + H 1)
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yazilabilir. Benzer sekilde 2(r + 2) > ¢ > 2 oldugundan
LA (Q) — L1(Q) — L*(Q)
gomiilmesi uygulanirsa,

e (IWECEE) ™ <o (I3 + 5 ()
yazilabilir. Taraf tarafa toplanirsa
leally + l1olly < es(llullaiy) + lollia) (4.28)
olur. Bu ifade (4.27) de yerine yazilirsa
V() > (1—c—eM)H ™ (t)H (t) + 2exH(t)

+e [Rvil 4 1] (Hvun?““) - ||vv\|2<7+1>)

2(r+2 (r+2)
+e (1 — 2/1) (H ||2Er+2) + || ||2 r+2 >

- o 2(r+2 2(r+2)
—eM Hoey(([ullyris) + vl s + H (1))

olur. Bu ifade diizenlenirse
V() > (1—c—eM)H™(t)H (t) + 2esH(t)
1
te [k = 1| (IVulPT* + 7o) 200
v+1

e (1= 20— M H7eq) (Jlull3 13 + 0l 13))

(r+2) 2(r+2)

yazilir. € yeteri kadar kiiciik ve M yeteri kadar biiyiik secilirse

1—26k— M 'H%3=1c4 >0,

olur.

(1—oc—eM)H ™ (t)H (t)

ifadesi ihmal edilirse son haliyle

V() > 6 (H(t) + ull50 2 + [vlla0t) + Va0 + HWHW)) (4.29)

seklinde yazilabilir. Simdi U7 ifadesini hesaplayalim.

1 1
—0o

W) = (@ + 5l + lel) + 5 IVl + [1901))
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(a+b+ ) <C(a* + b + ) esitsizliginden

1

hra 2 _2 2 2
o) <e {H(t) +llull= + ol = + [Vul|7== + [[Vol|7== (4.30)
= =650
olur. ||Vu|y,™" = <|]Vu||2(7+1)>( ~70"Y esitliginde 0 < WI(VH) < 1 oldugundan
v = [Vul20D | | = L . HW)
(S ICESY

secilerek
! 1
< (r+1)< (1+;)(m—l—z)

cebirsel esitsizligi uygulanirsa

=670 1
(IFuPor) =707 < (1+m) (I7ul? + H(0))

< al|Vul**Y

2l EmTeTmy;
yazilabilir. || V]| 27 = (||vu||2(7+1)) T esitliginde 0 < 5l < 1oldugundan

1

— 2041 1 —
B N (e TeRs Y

, 2= H(0)
secilerek

! 1
r<(r+1)< (1+;)(m+z)

cebirsel esitsizligi uygulanirsa

% 1
2(7+1)><1 DOFD 1 ( 2(y+1) H0>
G < (14 ) (901 + 10
< af[volP

yazilabilir. p > 2 den L? (Q) — L?(Q) gdomiilmesi uygulanirsa

2 2
lull;™ < ellullp™
2

I-0)
= e (lulp)™”

olur. 0 < 7= < 1 oldugundan
= ulll, = o) ve z = H(0)
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secilerek cebirsel esitsizlik uygulanirsa

(1) ™ < (1+ =) (lull + H(0))
- H(0) Y
< el +H(®)

olur. Benzer gekilde ¢ > 2 den L? (Q) — L? (Q) gomiilmesi uygulanirsa

= [e=ror o)
e (T

e (lollg+ H (1))

IN

yazilabilir. Buldugumuz bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

_2 _2 2 2
IVulla™ + flully™ + Vol + vl < c(||u||§+|!v\|Z+H<t>)

ta (IVulPT + [T + B (1))

elde edilir. (4.28) den c|[u|| + ¢ [|v||7 ifadesi yerine 03(||u||2 —i— ||UH2 ) yazilirsa

= = = = 2(r+2) r42)
VUl + lF + IV + Il < e (IS + 02T + B )

o (IVulP*D 4 [T + 1 (1))

olur. Buldugumuz bu son esitsizlik (4.30) da yerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir

1

I-o r r
U () < s [H(E) + [ully0ts) + Il s + [ Vul*O) + Vo0V @.31)

(4.29) ve (4.31) den

V() > BY (b (4.32)

v (t)
BtO' _—a —o
- > Uice (t) — Uie
P2 > i (1) - v (0),
1
Ui-o (t) >
v (0) - {2
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dir. Bu ¢oziimiin sonlu bir 7' > 0 zaman1 mevcuttur ve bu zaman

rT<_ 177
U= (0) Bo
dir.
. 1
lim — = 00
t—T— \Ijm (O) . iB_L(tT

olur. Bu sonug (4.1) denklem sisteminin ¢dziimiiniin uygun kosullar altinda patladigim

gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4.2. Parabolik Tipten m-Laplasyon ve Kirchhoff Terimli Denklemin Coziimiiniin

Patlamasi
Bu ¢alismada, (z,t) € 9Q x (0,7") da

(1+ [u]™?) up — Auy — div(|Vu|™ " V) — M(||Vul|*)Au = |u' 2,
u(£) = 0, u(z,0) = up,

(4.33)

baslangi¢ sinir degerleri problemi caligilacaktir. Burada €2, R™ de 0f2, diizgiin sinirina

sahip bir bolgedir ve p, g, m > 2 sabit sayilardir. ¥ > 0 ve s > 0 i¢in
M(s)=1+¢"

dir. m-Laplacian terimi

Apu = div(|Vu|™* Vu),

dir. Ayrica

2<q<p<od; n=12,
" (4.34)

2<g<p<Al. >3

n—2 7

dir.

Lemma 4.2.1 Her ¢t > 0 i¢in E’(t) < 0 dir. Yani enerji fonksiyoneli artmayandir.

Burada

1 1 1
B() = 5 |IVull + — |Vl + Va6~ ul)

2(y+1)

dir.

Ispat: (4.33) denklemi v, ile carpilip §2 bolgesi iizerinde integrali alinirsa

/ututdx—/utAutdx —/ utdiv(]Vu|m_2 Vu)dz
Jo o Ja Ja

g g g

Hy Ho Hjy
—/ utM(HVuHQ)Audx—ir/ut\ulq_Qutdx
Q o Ja
o
= /ut ulP~? udx (4.35)
\Q 7
Hs
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Simdi bu terimleri hesaplayalim.

H, ifadesi,

/ututdx = ]ut|2dx
Q Q

olur. H, ifadesi i¢in Green 6zdesligi gbz 6niinde bulundurulursa

—/utAutdx = /VutVut
Q Q
= /\Vut|2d:c
Q

2
= [Vl
olur. Hj ifadesi i¢in kismi integrasyon ve sinir degerler dikkate alinirsa

_/ wdiv([Ve[" " Vu)de = — / urdiv(|Vul" ) dx
@ Q

m— 1d m
= —u V" + —— | Vuln
—_——————  mdt

0

1d m
= [Vull

olur. H, ifadesin igin M (s) = 1 + s” ve Green 6zdesligi gbz 6niinde bulundurulursa
—/QutM(HVuHQ)Aud:p _ /QVutM(HVuHZ)Vudx
— /Q (1+ HVuH27) Vu,Vudx
= / Vu,Vudz + / |Vul|* VuVu,da
v 1

— Vul?
Ivul?+

2(v+1)
2 dt (y+1)dt IVl

olur. Hs ifadesi

/ut luPude = /ut luP~" dx
Q Q

1d
= Sl
pdt
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olur. Bulunan bu degerler (4.35) de yerine yazilirsa

1 1d

d
2 2 m 2
\Y —— ||V ——
el + [ Vn]* + — = [ Vallys + 5 [Vl
1 d 2(y+1) / 2
+ VU K + u Uq UdZL‘
1d
= —d—HuHi
pat

elde edilir. Bu esitlik asagidaki gibi diizenlenirse

d (1 1 )
a0 (E [Vull;, + 5 [Vul|” + m

2 2 —2
=-wmnmen—wauwx

1
2 1
|ww““—5mm)

seklinde yazilabilir. Burada

1 m B 1 2 o(v+1) 1
Et)=— ||V — IV — ||V v — p 4.36
() = = IVl + 5 IVl + 5 s [0l g (4.36)
ve
E@:—mw”wvwfj/wwwwx 4.37)
Q

elde edilir. £’ (¢) < 0 oldugu goriiliir. Bu ifadenin (0, ¢) aralifinda integrali alinirsa

t t
/E’(t)dtg/ 0dt,
0 0

E(t) < E(0). (4.38)

elde edilir.

Teorem 4.2.2 (4.34) kosulu saglansin. uyg € W™ ve u fonksiyonu (4.33) denkleminin
bir ¢oziimii olsun.

E0)<0

ve
m=2(y+1)

ise (4.33) denkleminin ¢oziimii sonlu bir 7™ zamaninda patlar.
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Ispat. Simdi H () = —E (t) olarak tanimlayalim.

1 (N o) , 1
Ht) = —— m_ - v =l
(t) = ——IVully = 5 IVull” = 5 [Vl t5 [l

(v+1) ’

olur.

1 1 1
H(t) — = |u|f = == ||[Vu||™ = = |Vu|]* = ——— [|Vu|*O™

(1) = =l = = 9l = 5 IVl = 5 IVl

seklinde diizenlenirse

1 p
H(t) = —[lull, <0

p
oldugu goriiliir. Buradan
0 < H(0)

< H(t)
1
< —lully
yazilabilir. H (t) tanimindan yola ¢ikilirsa
H() = —E'(t) = [[ud]]® + | Ve +/ ]2 2
Q
yazilabilir. Simdi W(¢) fonksiyonunu
Y € €
W(t) = Ho(0) + 5 ull + 5 |V
seklinde secelim. (4.42) esitliginin tiirevi alinirsa
V'(t)=(1—0o)H 7 (t)H'(t) + / ugudx + / Vu,Vudz
Q Q

olur. (4.33) denkleminde

wp = — [u|" w4+ Auy + div (|Vu|™ 7 Va) + M (| Vul?) Au+ [ulP " u

oldugundan bu ifade (4.33) iin ikinci teriminde yazilirsa,
U'(t) = (1—o)H™7(t) H'(t)
+/ [— | uy + Ay + div (|Vu\m_2 Vu)
Q
+M (||Vu||2) Au+ [uP~? u) udx

+ / Vu,Vudx
Q
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V') = (1—o)H® (t)H'(t)—/Qu|u|q_2utdx

+/ udiv (|Vu"™ " Vu) dx+/uM(HVu|]2) Audz
\Q S/ \Q S/

~ N

L I

+ / w|ul’? uda (4.44)
Q

I3
elde edilir. Simdi bu ifadeleri hesaplayalim. L i¢in kismi integrasyon ve sinir degerlerinin

kullanilmasi ile

/udiv(|Vu|m_2Vu)dx = /div(]Vu|m_1)udx
Q 0

— —/|Vu|mdx
0

= —|[Vul,
olur. I, ifadesi igin M(s) = 1 4 s ve Green 6zdesligi kullanilirsa
/ uM (||Vul]*)Audz = —/ Vu(l + || Vul|*) Vudz
Q Q

= —/ ]Vu]zd:v—\|VuH27/|Vu]2dx
Q Q

2 2 1
= —|IVul* = ||Vl

olur. j3 ifadesi

/u|u]p_2udac = /]u|pdx
Q Q

= lull;
olur. Buldugumuz bu degerleri (4.44) de yerine yazilirsa
/uutdx — / uwAude = —||Vu|™ — [|[Vul® = |Vu* 0T
Q Q
—2
- [ ulult 2o + ul
Q
elde edilir. Bulunan bu esitlik (4.43) de yerine yazilirsa
Vi(t) = (I—a)H 7 () H'(t) +¢ [— [Vl — |V — [V

—/u\u!qzdx—i- HUHZ}
Q
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olur. Esitligin sag tarafina me H (t) terimini ekleyip-cikaralim.

V') = A—-a)H 7 () H'(t) +¢ [— IVally = [Vl = [ Vul 07
— /Q wl|ul®? da + HuHi} +meH(t) —meH(t)

olur. Simdi H(t) = —F(t) oldugundan E(t) nin dederi yerine yazilirsa

V() = (1—o)H (£) H'(t) + meH(t) — = | Vull 7 — = |Vu
—dWMW%U—aéuWFQMHwHW§
+ IVl + 2= |Vl

2 1 me
+ IVl PO — == Jul?

me
2(y+1)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
V') = (1—0o)H 7 (t)H(t) +meH(t)
. 2 UL 2(y+1)
— — 1) — =1
+e (5 HVM]+5(2W+J) )va|

m y
+ (1 - —) Jull? — e/ w|u|"? da (4.45)
p Q

seklini alir. Bu esitsizligin son terimine A > 0 icin, Young esitsizligi
XY < AT'X24Y?

uygulanir ve X = |u\% uveY = \u!g u segilirse

/|u|q_2utud:c = /\u|q?2ut\u|q?2ud$
0 0

< /\_1/|u|q2u?dx+/\/|u|qda:
0 Q

< A\ / lul9% uldz + A Jull]
Q
olur. Bu esitsizlik (4.45) de yerine yazilirsa
U'(t) > (1—o)H () H (t)+meH(t)
m 2 m 2(v+1)
—i—g(——l) Vul"+e| =7—=—1]||Vu
7 = 1) 19l 4 (55 1) 19l
+e (1 — m) [[wll? — 8)\1/ lul"% utde — eX [Jully (4.46)
p Q
elde edilir. (4.41) den

H'(t) > / |9 utdx (4.47)
Q
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yazilabilir. Bu ifade (4.46) da yerine yazilirsa
U'(t) > (1—0o)H 7 (t)H (t)+meH(t)
+e (G — 1) IVul® +< (ﬁ - 1) V20D
+e (1 — %) ||u||§ —eXNTTH(t) — e ||u||g (4.48)

elde edilir. \™! = §H 7 (t) olarak segilir ise A\ = 6 ' H°(¢) olur. Bu ifade
(4.48) de yerine yazilirsa

U'(t) > (1—0o)H 7 (t)H (t)+meH(t)
m_ 2 _m 20v+1)
+e (5 — 1) IVul® +< (2@ = 1> IV
+e (1 — %) Jul[) — e6H7(t)H'(t) — &6 H(t) ||ul|?
olur. H~7 (t) H'(t) ortak parantezine alinirsa
V() > (1—o—ed)H °(t)H'(t) + meH(t)
m 2 e 2(y+1)
+e (5 1) Ivul +g(2<7+1) 1) IVl
+e (1 — %) Jull) — 6~ H(t) [|ull] (4.49)

elde edilir. p > ¢ > 2 i¢in LP (Q) < L7(Q) — L?* () gomiilmesi ve (4.40) dikkate
alinirsa

1
~[lully

1 g
(]; ||u||§z) |

e [lully”,

H(t)

IN

IN

H?(t)
HE(t)

IN

IN

H(t) [Jullg

e [lully” lullg

IN

po+q
[l
yazilabilir. ¢; ve ¢, pozitif sabitler, 0 < 1 <1 den

ot <(x41) < (1+%) (z+ 2)

cebirsel esitsizliginde

PO +4q
p

z=|lull,, z=H(0), | =
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secilirse

()™ < (14 a) (1l + 1))

< ([lully + # (0)

yazilabilir. Bu ifade (4.49) da yerine yazilirsa
V') > (1—o0—ed)H 7 (t)H'(t) + meH(t)
m 2 m 2(7+1)
- — 1) \Y — 1)V
ve (5 = 1) IVall & (5~ 1) 19l
m
+e (1 - —) [[ull) — g0 ey [[ully
p
elde edilir. [|u||} ortak parantezine alinirsa

V() > (1—o—ed)H 7 (t)H'(t) + meH(t)

m 2 m 2(v+1)
“p | g _ |
+5<2 >||Vu|| +s(2<7+1) )||Vu||

m _
+e (1 . ) 103) Jull?
olur.
1—m—5_163264
yerine yazilirsa

V() > (1—a—sé)H“’(t)H’(t)ersH(t)+5(g—1> 1k

m 2(v+1) P
+e| ——— — 1 Cu + ecy ||u

olur. ¢ yeteri kadar biiyiik ve ¢ yeteri kadar kiigiik segilirse

l—0c—e6>0

ve

1—m—5_163264
p

olur. Son haliyle pozitif katsayilar ihmal edilirse esitsizlik

(1) = e (H () + [lull} + [Vul0*) (4.50)
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seklini alir. W(¢) > ¥(0), t > 0 igin, yie (t) elde etmeye caligalim. (4.42) den

1

U () = (H77(0) + 5 ol + 5 [ Vul) ™

yazilabilir. (a + b+ ¢)* < C (a* + b* + ¢*) esitsizliginden yola ¢ikilirsa

W () < ¢ (H () + Jul| ™7 + || Vul ) (4.51)
yazilabilir. p > 2 i¢in L? (Q) < L? (Q2) gdmiilmesi yapilirsa

= =g
full5 <l
2

i-o)
= c(lulp)’

olur.

z=ull; >0, = >1, 2= H(0)

2
p(l—o)
secilerek cebirsel esitsizlik uygulanirsa

()™ < (14 37055 ) (1l + 70)

a fJully (4.52)

IN

yazilabilir.

2z
p(l—o0)

secilerek cebirsel esitsizlik uygulanirsa

v = |Vl 1=

1
[Vul[ P = (ufpo) T
1

< 14— 2(v+1) H
< ( i H(O)) (Ivull?o + 1 (0))
< o[Vl (4.53)
olur. (4.52) ve (4.53) ifadeleri (4.51) de yerine yazilirsa
= P 2(v+1)
W (1) < e (HE) + lull + [Tl ) (4.54)

elde edilir. (4.50) ve (4.54) den

U'(t) > fU T (t) (4.55)
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yazilabilir. Burada 8 > 0 bir sabittir.(4.55) in (0, t) arahiginda integrali alinirsa

BUT (1) < W(1),

1 dV (t)
Ui (t) <
¢ ¢
gar < [ 2910
0 o Wi(t)
o —o -
_ml —

U (0)Te — S

1-0o

olur. Bu ¢6ziimiin sonlu bir 7" > 0 zaman1 mevcuttur ve bu zaman

l1—0

T'< ———
Ui (0)fo
dir.

1
lim — = 00
=T~ \ (O)ﬁ ol 15_%

olur. Bu sonug (4.33) denkleminin ¢6ziimiiniin uygun kosullar altinda patladigini goste-

rir. Bdylece ispat tamamlanmuisg olur.
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SONUC VE ONERILER
5.1 Sonuclar

Bu calismada parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff tipli

(1+ Jul"?) ue — Aug — M| Vul)Au+ [ g(t — 7)Au(r)dr = fi(u,v),
(1+[v]"7?) v — Av, — M(||V]|*)Av + fot h(t — 7)Av(7)dT = fo(u,v),

denklem sisteminin ve parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli
(1 + [u]"?) wp — Auy — div(|Vu|™ " V) — M(||Vul|*)Au = |u' 2,
denkleminin ¢oziimiiniin patlamas1 incelenmistir.

5.2 Oneriler

Bu problemlerin ¢oziimlerinin {istel biiyiimesi, enerji azalmas1 gibi matematiksel davraniglar
da de ¢aligilabilir. Sinirhi bir 2 bolgesinde yapilan bu ¢alismalar sinirsiz bolgede de
yapilabilir.
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