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OZET
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GRAF PARAMATRELERI

DIiZMAN, Yildiz
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Yard. Dog. Dr. Aysun AYTAC
Agustos 2007, 46 sayfa

Bir iletisim network’ {in tasariminda network’® {in
dayanikliligt olduk¢a o©nemli bir kavramdir. Bir network’ iin
dayanikliligi, zedelenebilirlik icin onun dayanma giiclinii
gosterdiginden, bir network miimkiin oldugunca kararli olusturulmak
zorundadir. Bir ¢ok bilim ve miihendislik problemleri bir network
olarak temsil edilebilir.Bir network’ iin genellestirilmisi bir graftir.
Bir network ile temsil edilebilen bir ¢ok problem Ornegi vardir.
Bunlardan bazilar1 periyodik ve ardisik devirler, organik molekiil
yapilari, mekaniksel yapilar ve benzerlerini icerir. Boylece bir graf
bir iletisim network® i olarak diistinebilir. Bu durumda graf
teorisindeki notasyonlar, bir network’ {in dayanikliligi i¢in
kullanilabilir. Graf teoride, baglantililik, Ortii sayisi, bagimsizlik
sayist, baskinlik sayisi gibi kararliligin belirli dl¢timleri graflarda
kullanilabilir.Boylece ~ bir  network’iin  kararliligi  belirgin
hesaplamalar ile tanimlanir. Bu tezde bir grafin ortalama biitiinliik
degeri ¢alistlmistir. Total graflarin ortalama biitlinliik sayisini
hesaplanip, graf islemlerini de kullanarak ortalama biitiinliik ile ilgili
bazi teoremler verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Zedelenebilirlik, Total Graf, Bitinlik,
Ortalama Biitiinliik
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ABSTRACT
NETWORK TOPOLOJILERI
VE
GRAF PARAMATRELERI

DIiZMAN, Yildiz
Msc in Mathematics
Supervisor: Yard. Dog. Dr. Aysun AYTAC
August 2007, 46 pages

In communications network design, network's stability is a
very important concept. A network has to be constructed as possible
as stable since the stability of a network shows its resistance to
vulnerability. Many science and engineering problems can be
represented by a network, generalization of which is a graph.
Examples of problems that can be represented by a graph include:
cyclic sequential circuit, organic molecule structures, mechanical
structures, etc. So, a graph can be considered as a model of a
communication network. Then, the notions of the graph theory can
be used for the stability of a network. In the graph theory,
deterministic measures of the stability are used for some parameters
of graphs as connectivity, covering number, independence number
and dominating number. Then, the stability of a network is defined
with deterministic calculation. We considered the mean-integrity
number of a graph. In this thesis; we search the mean-integrity
number of total graphs. We also give some theorems about the mean-
integrity using the graph operations and design.

Keywords: Vulnerability, Total Graph, Integrity, Mean Integrity
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1. GIRIS

1.1 Graflarda zedelenebilirlik kavram

Network birbirine kablolarla baglanmis server, printer, pc, modem
gibi bir¢cok haberlesme ekipmaninin en ekonomik ve verimli yoldan
kullanilmasidir. Network insanlarin bireysel degil, ortak calismalarini,
zaman ve para kazanci saglar. Bilgisayar iletisim sistemleri gerek orduda,
gerek idari teskilatta ve gerekse sivil gevrelerde gittikce dnemi artan bir
konudur.

Iletisim deyince ilk akla gelen sey de internettir. Internet ile beraber
toplumlarim iletisim yapis1 biiyiik bir degisiklige ugramstir. iletisim ve
haberlesme ylizyillar Once bagslayan posta sisteminden giliniimiiz
Internet’ine kadar biiyiik bir yolculuk gecirmistir ve bu yolculuk hala
devam etmektedir. Bu biiylik yolculuk ve degisimin ana kaynagi
internet’tir. Internet, iki giiclii miittefik olan, bilisim ve iletisimi, one
siirmektedir. Telefon sebekeleri ya da radyo agi gibi tek bir hizmet i¢in
isletilen iletisim aglar1 yerine, Internet bilisimin giiciinii kullanarak tek bir
iletisim agin1 bir¢ok uygulama i¢in kullanmaktadir.

“ Topluluk (Community) ve iletisim (Communication) sozciikleri
aymi koke sahiptir. Bir iletisim ag1 kurdugunuz her yerde bir toplulukta
kurarsiniz ve ne zaman bu ag1 yikarsaniz —yasadisi ilan ederseniz,
cokertirseniz ya da erisilemeyecek kadar pahali kilarsaniz—, toplulugu da
incitmis olursunuz.”

B. Strerling, The Hacker Crackdown
Giliniimiizde insanlar arasindaki iletisimin siirekli ve hizli olmas1

bliylikk 6nem kazanmistir. Bu da iletisim aglarinin hizh, gilivenilir ve



sorunsuz olmasmnin Onemini daha ¢ok arttirmustir. Iletisim aglarinda
cikabilecek bir sorun veri kaybina, verinin zamaninda yerine ulasmamasina
neden olabilir. Bu ise hem para hem de zaman kaybi demektir. Grafin
tepelerini iletisim agini olusturan merkezler, bu merkezler arasindaki
baglantilar ise ayritlarla birebir eslestirilerek saglanmistir. “Acaba iletigim
aglarinda herhangi bir sorunla karsilagilirsa iletisimi devam ettirmek i¢in
nasil bir yol izlenmeli ?” sorusu ilk akla gelen sorulardan birisidir. Iste
birgok yontem bunun {izerine gelistirilmistir. Yani bir¢ok yoOntemde
iletisimi  siirekli  hale getirmenin en karli yollar1 aranmistir.
Zedelenebilirligin tanim1 da bu noktada ortaya ¢ikar. Bir iletisim aginda
bazi merkezlerin ya da baglantilarin herhangi bir sebep den Otiirii
bozulmasiyla iletisim kesilene kadar agin gosterdigi dayanma gliciine
zedelenebilirlik denir.
Bu giinlerde bu tiir olaylarin 6nemi daha da artmaktadir. Burada
onemli olan iki nokta vardir. Biri giivenirlik 6biirii ise zedelenebilirliktir.
Ornegin hava alanlarindaki ugus rotasim bir network agi gibi
diisiinelim. Bu dilizenegi graflara birebir tasiyarak neler yapabilecegimizi
bulmaya calisalim. Ornegin Istanbul, Ankara, Adana, Erzurum ve Hakkari
sehirleri arasindaki ugus rotast her bir sehir i¢in asagidaki gibidir.
[stanbul & Ankara, Adana, Antalya, Erzurum ve Hakkari
Ankara = Istanbul, Adana, Antalya, Erzurum ve Hakkari
Antalya = Istanbul, Ankara
Adana = Istanbul, Ankara, Erzurum
Erzurum -> Istanbul, Ankara, Adana

Hakkari = Istanbul, Ankara



Bu ugus giizergahlarii bir graf ile modellerken sehirlere tepe, herhangi iki
sehir arasindaki giizergaha da ayrit olarak aldigimizda asagidaki Sekil 1.1°1

elde ederiz.

Sekil 1.1
Bu graf yapisini kullanarak bir¢ok islem yapabiliriz. Bunlardan bir kag1
sOyledir:

1. Bir sehirden bir sehre en kisa mesafeyi,

2. En ucuz ucus maliyeti,

3. iki sehir arasinda ugus yoksa hangi giizergahlardan gidebiliriz?

4. Bu gibi islemlerden en Onemlisi bizimde konu aldigimiz,
herhangi bir sehirdeki hava alaninda bir aksaklik oldugunda
kalan hava alanlan iletisimi saglayabilecek mi ya da ne kadar
dayanabilecek?

5. Ya da bazi hap sehirlerin (Ornegin Ankara, Istanbul) hangisini
kaldirirsak iletisim tamamen kopar ya da kismen de olsa
stirdiiriilebilir mi?

Sonu¢ olarak havaalaninin dayanabilirligi ne kadardir. Buradan da

zedelenebilirlik kavramlart olan parametrelere ihtiyag duyuluyor.



2. GRAFA GIRIS

Bu bolimde bazi bilinen graf yapilari tanimlanmig ve bunlarin
sembolik gosterimleri verilmistir. Ayrica graflarda islemler ve sikca

kullanilan bazi graf parametreleri tanimlanmistir.

2.1 GRAF CESITLERI
2.1.1 Yol Graf: Tepelerin iki tanesinin derecesi 1, diger tiim
tepelerinin dereceleri ise 2 olan graflara “yol graf ” denir. n tepeli bir yol

graf P, ile gosterilir. N tepeli bir yol grafinin ayrit sayisi ise n-1 dir.

¥
2
3
3

la=l

]
3

]
3
2

g

Sekil 2.1

2.1.2 Cevre Graf: Her tepesinin derecesi 2 olan grafa “cevre graf”

denir. n tepeli bir ¢evre graf C, ile gosterilir. n tepeli bir ¢evre grafin ayrit

sayisi n tanedir.

Tl

C, c, 5

Sekil 2.2



2.1.3. Tam Graf: Bir G grafindaki herhangi iki tepe arasinda
mutlaka bir ayrit var ise bu grafa “tam graf” denir. n tepeli bir tam graf K,

n(n-1)

ile gosterilir. n tepeli bir grafin ayrit sayisi dir. Tam graftaki her

bir tepenin derecesi ise (n-1) dir.

VARV

K3 K4 Kj KE
Sekil 2.3

2.1.4. Tekerlek Graf: n tepeli bir ¢evre grafin her bir tepesine, bir
tek tepeden ( bu tepe cevre grafa ait degildir ) birer ayrit eklenmesiyle elde
edilen grafa “tekerlek graf” denir. n tepeli bir tekerlek graf Wi, ile
gosterilir. Tekerlek grafi K;+C, seklinde de ifade etmek miimkiindiir.

o
i

.']13

Sekil 2.4



2.1.5. Yildiz Graf: (n+1) tepeli bir G grafinda bir tepe n dereceli

diger tepeler 1 dereceli ise bu grafa “yildiz graf” denir ve K, ,, ile gosterilir.

K‘l..’. E
LE L&

Sekil 2.5

2.1.6. Iki kiimeli (Bipartite) Graflar: Bir G grafinin tepeler
kiimesi V; ve V; gibi iki alt kiimeye ayrilsin. V; kiimesindeki tepe ciftleri
birbirleriyle, V, kiimesindeki tepe ciftleri de birbirleriyle bitisik degilse,
ancak V; ve V, kiimeleri arasinda bazi ayritlar varsa bdyle graflara iki
kiimeli (bipartite) graflar denir. Ky, , ile gosterilir. (m ile V; kiimesinin

eleman sayist, n ile V, kiimesinin eleman sayis1 temsil edilir.)

u u
g . 1 2 3 u,
¢
W
1 u v
= e L K V3
Sekil 2.6

2.1.7. iki Kiimeli Tam Graflar: Bir iki kiimeli (bipartite) grafta V,
kiimesinin her bir tepesi, V, kiimesinin her bir tepesiyle bitisikse boyle

graflara iki kiimeli graflar denir.



Sekil 2.7

2.1.8. Agac Graflar: Cevre icermeyen graflara agac graf denir.
Ornegin her yol graf, yildiz graf ve iki kiimeli graf birer aga¢ graftir.

Sekil 2.8

2.1.9. Regiiler (diizenli) Graflar : Bir grafin tim tepeleri ayni
dereceden ise grafa o dereceden regiiler (diizenli) graf denir. K, tam grafi
(n-1). dereceden, C, ¢evre graflar ise ikinci dereceden diizenli graflardir.

Bu ifade n-regiiler seklinde de gosterilir.

2.2. GRAFLARDA iSLEMLER

2.2.1 TEKLI iSLEMLER

Bu kisimda bir G grafi i¢in tiimleyen ve gii¢ tekli islemlerinin

tanimi verilmistir.



Tanim 2.2.1.1: Bir Grafin Tiimleyeni, G grafinin tiimleyeni, G

ile ayn1 tepe kiimesine sahip ancak ayrit kiimesi G’ de olmayan ayrintilari

iceren graftlr.a ile gosterilir. n tepeli bir G grafinda G + Etoplaml tam

bir graftir.

G G G+G

Sekil 2.9

Tanmm 2.2.1.2: Bir Grafin Giicii, G grafinm k. kuvveti

alindiginda olusan graf G ile aynm tepe kiimesine sahiptir ve iki tepe
arasindaki yol k uzunlugunda ise bu tepelerin bir ayritla birlestirilmesiyle

olusur. Ve bu G* ile gosterilir.

G G2 3

Sekil 2.10

2.3. IKILi ISLEMLER

Bu kisimda bir grafin birlesim, toplama, bileske ve kartezyen

carpim ikili islemlerinin tanimi verilmistir.



Tanim 2.3.1: Graflarda Birlesim Islemi, G, ve G, graflarinin
birlesimi, V| ve V; ayrik tepe kiimeleri, E; ve E, ayrit kiimeleri olmak
tizere V=V;|J V, ve E=E|{ E: birlesimlerinden olusan G=G;|J G2
grafidir. G; ve Gy’ nin ayrit sayilar1 q; ve g, ise olusan grafin ayrit sayisi

qi1+q tanedir.

———————————————————

......

Sekil 2.11

Tanim 2.3.2: Graflarda Toplama islemi, G, ve G,, m ve n
tepeli iki graf olsun. G;’in her bir tepesinin Gy’nin her bir tepesine bir
ayritla birlestirilmesiyle elde edilen grafa G, ve G; graflarinin toplami
denir. G;+G; ile gosterilir. Elde edilen graf m-+n tepelidir. G;’in
ayrintilariin - sayist qi, Go’nin ayritlarinin sayist qx ise  G;+Gz’nin

ayritlarinin sayisi q;+q+ms=n olur.

Sekil 2.12
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Tanim 2.3.3: Graflarda Bileske Islemi, G, ve G, graflarinda
bileske islemi ile elde edilen graf G;[G;] ile gosterilir. G, in tepeler kiimesi
Vi, G2’nin tepeler kiimesi V; ise G;[G;] nin tepeler kiimesi V; ve V, nin
kartezyen c¢arpimi olur. Bu islemde ayntlar su sekilde belirlenir.
G1[G2]’nin herhangi iki tepesi u=(u;, uy) ve v=(vi, v2) olsun. Eger u; ve v,
komsu ise veya u; = v; ve up, v, ile komsu ise u ve v tepeleri bir ayritla
bitigtirilir.

G; grafinin tepe sayist m, G, grafinin tepe sayist n ise G;[G3]
grafinin tepe sayist m*n dir. G; grafinin ayritlarinin sayisi q; ve G, grafinin

ayritlarinin sayisi qp ise Gi[Ga] grafimin ayritlarmin sayist m*q+n**q; dir.

] (v (Vl’uz}
. '1111"“]] ':Ul""g;"iur"j}

1 2 E \"‘F i RIS T
u, 3 A"A Uyl (¥yruy)
I:1']2'1?[:I (”2’“’2] PR
(g 7)) ':"’3’1133
G, G G,[G,] G, [G,)

Sekil 2.13
Tanmim 2.3.4: Graflarin Kartezyen Carpimi, G, ve G, gibi iki
grafin kartezyen ¢arpimi G; x G; ile gosterilir. G;’in tepeler kiimesi Vi,
Gy’nin tepeler kiimesi V, olmak iizere G; x Gy’nin tepeler kiimesi bu
kiimelerin kartezyen carpimidir. Bu islemde ayritlar su sekilde belirlenir.

G ve Gy’nin herhangi iki tepesi u=(u;, uz) ve v=(vy, v2) olsun. G; x Gy’nin
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tepeleri belirlendikten sonra u;= v; ve up, v, ile komsusu ise ya da u,= v,
ve uy,v; ile komsu ise bu iki tepe ayritlarla birlestirilir.

G/’in tepe sayist m ve Gy nin tepe sayisi n ise G1xG; grafinin tepe
say1st mxn dir. G; grafinin ayritlarinin sayist q; ve G, grafinin ayritlarinin

sayi1s1 ¢, ise G1xG; grafinin ayritlarinin sayist m*q,+n*q; dir.

") (ayrwy ) Cupwy) Gup %)

.—-—a
V3
G, Gy T (g e ) (ug ey

Gz Gy

Sekil 2.14

Tanim 2.3.5: Graflarda Corona Islemi, G, ve G, herhangi iki
graf olsun. G; ve G; graflarinin corona islemi G; o G; ile gosterilir. G; o G,
grafinda G; grafinin her bir tepesine karsilik G;’nin bir tane kopyasi
getirilir. Ardindan G,’deki her bir tepe ile o tepeye karsilik gelen G, nin
kopyasindaki tiim tepeler bir ayritla birlestirilir. Corona isleminde degisme
ozelligi yoktur.
G=P; G;=Ps

P,0 P,

Sekil 2.15
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2.4 GRAF PARAMETRELERI

Bir G grafinin zedelenebilirlik degerinin alt veya {ist sinirlarini
bulmak i¢in baz1 graf parametreleri kullanilir. Burada bazi graf
parametrelerinin tanimlar1 verilmistir.

Tanmm 2.4.1: Minimum Tepe Derecesi, : Bir G grafinin
herhangi bir v tepesine bitisik olan ayritlarinin sayisina v tepesinin derecesi
denir. Bir G grafinin en kiigiik tepe derecesi o (G) ile gosterilir.

Tanim 2.4.2: Maksimum Tepe Derecesi, Bir grafin tepelerinin
dereceleri i¢inde en biiylik olana maksimum tepe derecesi denir. A(G) ile
gosterilir.

Tanim 2.4.3: Bagimsizhk Sayisi, V(G), G grafinin tepeler
kiimesi olmak iizere A < V(G) olsun. A kiimesindeki herhangi iki tepe G
grafinda bir ayrntla birlestirilmis ise bu kiimeye bagimsiz kiime, bu
kiimeler i¢inde en ¢ok elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina grafin

bagimsizlik sayisi (independence number) denir. S (G) ile gosterilir.
Tanim 2.4.4: G grafinin tepeler kiimesi V(G) olmak {izere
ScV(G), olsun. G grafinin her bir ayritinin en az bir u¢ noktast S

kiimesinde ise bu kiimeye G grafinin ortii kiimesi ( covering set) denir.
Bir G grafinin birden fazla ortii kiimesi olabilir. Bu kiimeler i¢erisindeki en
az elemanli kiimenin eleman sayisina G grafinin ortii sayis1 (covering

number) denir ve « (G) ile gosterilir.
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3. BAZI ZEDELENEBILIRLIK PARAMETRELERI VE
SONUCLAR

Bu boliimde bir grafin zedelenebilirlilik degerini belirlemek icin
kullanilan biitlinliikk kavramlarinin, tanimlar1 verilmistir. Bu kavramlar ile

ilgili yapilan bazi sonug ve teoremler ele alinmustir.

3.1 Baglantihihk

Tanmm 3.1.1: Bir G grafim baglantisiz veya sadece izole
tepelerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan ¢ikarilmasi gereken
en az tepe sayisina grafin tepe baglantililik sayisi (connectivity) denir ve

k(G) ile gosterilir. Bir G grafinin bilesenlerinin sayisi ¢(G) olmak {iizere,

K(G)= Sngi(g){|s| ¢(G-5)>2}

seklinde de yazilabilir.

Tanmm 3.1.2: Bir G grafim baglantisiz ya da sadece izole
tepelerden olusan bir graf haline getirebilmek i¢in graftan c¢ikarilmasi

gereken en az ayrit sayisina grafin ayrit baglantilik sayisi denir ve A(G) ile
gosterilir,

A(G)= SmEi(%){|s|:c(G -S)>2}

seklinde de yazilabilir

3. 2 Biitiinliik

Iletisim agin1 temsil eden G grafinin zedelenebilirlik degerini

bulmak icin geriye kalan agin yapisi hakkinda daha ¢ok bilgi edinilmesi
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gerektigi anlagilmistir. Zedelenebilirligin en az olabilmesi i¢in hasar goren
agda calismayan merkezlerin sayisi ve geriye kalan agda iletisim siirdiigii
en biiylik alt agin merkezlerinin sayisinin en az olmasi gerekmektedir. Bu
durumlardan hareketle 1987 de Barefoot, Entringer ve Swart tarafindan
graf zedelenebilirliginin yeni Ol¢imii olarak biitiinliik kavrami ortaya

cikmustir.

Tanim 3.2.1: (Entringer, 1987) G bir graf ve S, G nin tepelerinin
herhangi bir alt kiimesi olmak iizere S’nin elemanlar1 graftan ¢ikarildiginda
elde edilen graf birlestirilmis bir graf olsun. G-S grafin en biiylk
bileseninin eleman sayist m(G-S) olmak iizere, G grafinin biitiinliik degeri
I(G) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

(G)y= min  { | S |+ m(G-S)}

Biitiinliik tanimindan hemen sonra sunlar sdylenebilir:
Eger G n’inci dereceden bir graf ise 1<I(G) <n dir.

H, G’nin herhangi bir alt grafi ise [(H) <I(G) dir.
Bazi temel graflarin biitiinliik degerleri asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.1: (Goddard and Swart, 1988~: Bagga et al.,1992)
K, tam grafi i¢in I(K,)=n,
K, grafinin tumleyeni i¢in I(K_n =1,
K, n yildiz grafi icin I(K; ,)=2,
P, yol grafi icin I(P,)= \_2\/m J— 2,
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C, cevre grafi i¢in [(Cy)= \_2\/5 J— 1,

K, n tam iki kiimeli grafi i¢in I(Ky, »)=1+min{m, n}

Tanim 3.2.2: (Bagga et al., 1992) Herhangi birlestirilmis bir G
grafinin biitlinliik degeri ile G’nin herhangi bir e ayrit1 ¢ikarildiginda elde
edilen grafin biitiinliik degeri arasinda I(G)>1(G-e) esitsizligi saglaniyorsa
[-minimaldir denir. G, [-minimal bir graf ise [(G-¢)=I(G)-1 dir.

Benzer islem G grafinda herhangi bir v tepesi c¢ikarildiginda da
saglantyorsa yani

I(G) >I(G-v) ise I-kritik grafin izole tepesi yoktur.

Teorem 3.2.2: (Goddard and Swart, 1990)G grafinda v tepesi
icin deg(v)>1(G-v) esitsizligi saglaniyorsa
I[(G)=1+I(G-v)
dir.
G birlestirilmis bir graf ise ;
I(G-v) 2I(G)-1
I(G-e) 21(G)-1
dir.
Bir G grafinin biitlinliik degerinin diger parametrelerle arasindaki iliski i¢in

asagidaki teoremler ispatlanmistir

Teorem 3.2.3:(Goddard and swart, 1990) Herhangi bir G grafi
i¢in

I(G)<a(G)+1
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[(G)=3(G)+1
I(G)>n-x (G) f (G)+x(G)
Teorem 3.2.4: (Goddard and swart, 1990)
1) 8(G)=a(G) ise [(G)= d6(G)+1=a(G)+1 ;
2) I(G)= k(G)+1 dir ancak ve ancak k (G)= a(G) ise ;
3) I(G)= a(G)+1 dir ancak ve ancak G grafi etkilenmis alt grafi

olarak 2K, i¢cermiyorsa.

Tanmim 3.2.3 :( Bagga, Beineke, Lipman, and Pippert,1994) G bir
graf ve G’nin ayritlariin bir alt kiimesi S olsun. G — S grafinin en biiylik
boyutlu bileseninin tepe sayist m( G — S ) olmak iizere, G grafinin ayrit
biitiinliigii (edge integrity) asagidaki sekilde tanimlanmustir.

I'(G)= srgrél(rel){S +m(G-S)}

Tanim 3.2.4 : ( Cozzens, Wu, 1994, 1996, 1998 ) G herhangi bir
graf ve u, G grafinin herhangi bir tepesi olsun. u tepesinin agik komsulugu
N (w={v €V)G)v #u, v ve u bitisiktir}

ve u tepesinin kapali komsulugu N[u]={u}w N (u) olur.

Herhangi bir u tepesinin graftan c¢ikarilmasiyla graftan silinen tepeler
kiimesi de N[u] olsun. Bu durumda V(G)’nin bir alt kiimesi olan grafin en
biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayist m(G — S) olmak tizere G grafinin
tepe-komsu Dbiitiinliikk (vertex-neighbor integrity) degeri asagidaki
sekilde tanimlanmustir.

NIG)= min {[SHm(G —S)}
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3.3 Ortalama Biitiinliilk Tanimi ve Sonuclari

Tammm 3.3.1 : ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989)
G herhangi bir graf ve G’nin ayritlarinin bir kiimesi S olsun. v tepesi V(QG)
kiimesinin bir eleman1 olmak iizere, P,(G-S), v tepesi igeren G — S grafinin
bilesenlerini gdstermek iizere bir G grafinin ortalama biitiinliik (mean
integrity) degeri asagida sekilde tanimlanmistir.

J(G) = Sn\l/i(ré){|8| +average{P,(G - S)v eV (G -S)}}

_ min {8+ D {R(G-S)veV(G-S)}
=V©) p(G-3)

N 2 A(p(H))’|H eC(G-9)}
2. {P(H)H eC(G-9);

= min {S|

}

Ortalama biitlinliik’iin tantminin bir sonucu olarak, tepe sayist n olan G

grafi icin  1<J(G)<n dir. ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989).

Teorem 3.3.1: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,

1989 ) G grafi n tepeli bir graf olmak tizere
1 ) J(G) = n olmasi igin gerek ve yeter kosul G = K,, olmasidir

2)J(G) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = K_n olmasidir
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Teorem 3.3.2 : ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,

1989) pi1, p2,....pn pozitif tamsayilari igin

J(K(Pys Pyses P)) =14 D p; —max p,

= I<i<n
yukaridaki teoremden eger G=K(LL...Lp—-n+1) =K _, + K ponat p

tepeli bir grafise 1 < n < p olmak iizere J(G)=ndir.n=11ise G = Rp dir.

Bu teoremden asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonuc¢ 3.3.1 : ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989 ) p pozitif bir tamsay1 olsun. Her x (1 < X < p )tamsayist i¢in J(G) = x

olan p tepeli bir G grafi bulunabilir.

Sonuc¢ 3.3.2 : ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989 )Her x rasyonel sayisi i¢in (X >1) J(G) = x olan bir G vardir.

Asagida esas biitlinliik ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 3.3.2: Eger G bir tam graf ise V(G)’ nin biitiin uygun alt
graflar1 G’ nin bir J-set’i dir. Eger G tam bir graf degilse, asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.3.3: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989 ) Eger tam olmayan bir G grafinin S tepeler kiimesi bir J-set’ i olmak

iizere, G — S grafi baglantisiz bir graftir.
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Teorem 3.3.4: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989 ) Eger n tepeli bir G grafi i¢cin x(G)>n ise bu G graf

birlestirilmistir.

Teorem 3.3.5: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989) Eger G, n-birlestirilmis bir graf ise J(G)> n+1 olur.

Teorem 3.3.6: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,

1989) G p tepeli bir graf ise ve n, 1 <n < p araliginda bir tamsay1 olsun.

Eger J(G) > p-2+ % ise G grafi n-birlestirilmistir.
p—-n+

Teorem 3.3.7: ( Chartrand, Kapoor, McKee and Oellermann,
1989 )Her G grafi i¢in 6 (G)+1<J(G) < a (G)+1 olur.

Biitiinlik ve baglantililik tanimlarinda grafin zedelenebilirligi
hesaplanirken farkli islemler yapilsa da temelde her ikisi de graftan tepe
cikarildiktan sonra geriye kalan grafin yapisi ile ilgilenir. Baz1 durumlarda,
graflarin  baglantilik ve biitiinliik sayisinin ayn1 olmasi “hangi graf
yapisinin daha giivenilir” olduguna karar verme de yetersiz kalmaktadir.
Bu da baska zedelenebilirlik tanimlarint dogurmustur. Bunlardan biriside
ortalama biitiinliik degeridir. Ornegin, Sekil 3.1° deki graflarm ikisinin de

tepe sayilar1 ayni, baglantililik sayisi 1 ve biitilinliik sayis1 ise 4 diir.
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Gl GZ
Sekil 3.1

Her iki grafin baglantilik ve biitiinliikk sayist esit olmasina ragmen kalan
graflardaki iletisimler farklhidir. G; ve G, graflarinin baglantilik, biitlinliik

ve ortalama biitiinliik degerleri asagidaki tabloda verilmistir.

G, |G
xG) |1 |1
1G) |4 |4
JG) |3 |33

Tablodan goriildiigii gibi, ortalama biitiinlik degeri saglamligi 6lgmede
daha hassas bir paremetredir. Dolayisiyla zedelenebilirlik arastirmalarinda

daha saglam daha giivenilir sonuglar verebilir.
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4. TOTAL GRAFLAR VE ORTALAMA BUTUNLUK
DEGERLERI

Bu boéliimde oncelikle bir G grafinin total grafi tanimlanmigtir.
Yol(Py), Cevre(Cp), Tam(K,) ve Yildiz(K,,) graflar1 ele alinmig ve bu

graflarin total graflarinin ortalama biitiinliikk degerleri hesaplanmustir.

Tanim 4.1: G herhangi bir graf olmak iizere, grafin tepeleri ve
ayritlart graf elemanlar1 olarak adlandirilsin. Grafta herhangi iki eleman
bitisik ya da birbirlerini kapsiyorlarsa bu elemanlara grafin komsu
elemanlar1 denir. G=(V(G), E(G) ) grafinin total grafi T(G) ile gosterilir.
T(G)’nin tepe kiimesi V(G)UE(G)’dir. Oyle ki T(G) nin herhangi iki
elemant G de komsu iseler T(G) de bitisiktirler. Asagida P4 ’lin total grafi

g £ 2y
I|HI-3 u.‘. Uj UZ us 1".4

T

verilmistir.

Py T(F,)

Sekil 4.1
Teorem 4.1: P, grafinin total grafi T(P,) olsun. 2n — 1 tepeli
T(P,) grafinin ortalama biitiinliik degeri
JTP))>2 LJ/an+2 | -4
dir.
ispat: S, V(T(P,))’nin bir alt kiimesi olmak {izere eger T(P,)

grafindan |S |=r tane tepe graftan cikarirsak o zaman kalan graf 2n-1-r
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r L r .
tane tepe ve {EJ +1 tane parca igerir. [EJ +1 tane parcanin hepsi en az

2n-1-r

W

tane tepe icermektedir. Bu durumda

r 2n—-1-r
G+
—+1

2

average (T(P,-S))> 2n-1-1

average (T(P,-S))> @n-1-1)"

(5+DQn—l—n

olur. Bu esitsizligi ortalama biitiinliik taniminda yerine koydugumuzda
asagidaki esitsizligi elde ederiz.

2n-1-r)’

J(T(Py))> min {r+ }

(2 +H2n-1-1)
Esitsizligi r’ye bagl bir fonksiyon gibi diizenledigimizde
2n—-1-r)?
(; +DE2n-1-7)

f(r)> r+ (1)

elde edilir. Amacimiz fonksiyonun en kiiclik oldugu degeri bulmak, bunun
icin Oncelikle (1) esitsizligini esitlik olarak gerekli iglemleri yapalim.
Boylece

+(2n—1—r)

fr=r
(; +1)
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r’+4n-2

fry= r+2

2r(r+2)—(r’ +4n-2)
(r+2)°

f'(r)=

f'(r)=0
_ —4£24J2+4n

fs >

elde edilir.

Fonksiyon minumum degerini r> 0 oldugundan r=-2++/2+4n

degerinde alir. Bu degeri fonksiyonda yerine yazdigimizda;

4n+2-24/2+4n
f(-2+2+4n)=-2++2+4n +
N2 +4n

=22+4n -4
bulunur. Boylece P, nin total grafinin ortalama biitlinliik (mean integrity)
degeri;
TP >2 L an+2 | -4
olur.

Teorem 4.2: C, grafinin total grafi T(C,) olsun. T(C,) grafinin
ortalama biitlinliik degeri
JTC) =4l Vn]-2
dir
ispat: S, V(T(C,)) ’ nin bir alt kiimesi olmak iizere eger T(C,)

grafindan |S| = r tane tepe ¢ikarirsak o zaman kalan graf 2n —r tane tepe ve
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r .. r ) 2n—r
E tane parga i1gerir. 5 parcanin hepsi en az  ——— tane tepe

icermektedir. Bu durumda

r 2n-r
2O
average ( T(C,-S))> N —
2n—r

)2

2n—-r

average ( T(C, -S))>

2
Bu esitsizligi ortalama biitiinliik taniminda yerine koydugumuzda

asagidaki esitsizligi elde ederiz.

_ 2
JTECY)2 min {r+ ENZO°
r Ton-n
2
Esitsizligi r’ye bagli bir fonksiyon gibi diizenledigimizde
_ 2
(e 2200 @)
—@2n-r
5 ( )

elde edilir. Amacimiz fonksiyonun en kiiclik oldugu degeri bulmak, bunun
icin Oncelikle (2) esitsizligini esitlik olarak gerekli islemleri yapalim.
Boylece

2n—r
r
2

f(n=r+

r?+4n-2r

f(r)=



25

(2r =2)r = (r* +4n-2r)
r2

f'(r)=
f'(rn=0= r, =+2/n

Fonksiyon minumum degerini r> 0 oldugundan r = 2 Jn degerinde alir. Bu

degeri fonksiyonda yerine yazdigimizda;

f (24m) = I +23r%—2(2ﬁ> _ 4n3§ﬁ

f(2</n)=4/n -2

buluruz. Boylece C, grafinin total grafinin ortalama biitiinliik degeri

(mean integrity)
JT(Co)= 4L -2
olur.
Teorem 4.3: K, grafinin total grafi T(K,) olsun. T(K,) grafinin
ortalama biitlinliik degeri n> 6 olmak tizere ;

+ 8+(n—4)’(n=3)°

HI(Kw) = 4n-8 (n* —7n+16)2

dir.

ispat: K, grafinin total grafi T(K,) * nin tepe sayisi V(T(K,))= (n*
+1n) /2 dir. T(K,) grafi 2n — 2 regiiler bir graftir. Dolayisiyla k(T(K,)) = 2n
-2 dir. Eger T(K,) grafinda connectivity (baglantililik) sayis1 kadar tepe
atildiginda graf iki parcaya ayrilir. Elde edilen graf Sekil 4.2 deki gibidir.

G,

Sekil 4.2
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G, grafi (n -2)(n —1) / 2 tepeli ve 2n — 6 regiiler bir graftir. G, grafindan
yine G, nin connectivity (baglantililik) sayisi kadar tepe atildiginda G, iki
pargaya ayrilir. Toplam T(K,) grafinda boyle 2n -2 +2n —6 = 4n — § tane
tepe atildiginda graf da iki tane izole tepeli ve 1 tanede (n —4)(n-3) / 2
tepeli 2n —10 regiiler graf olmak tizere 3 parcaya ayrilir.

Bu isleme, eger K, grafinin tepe sayisi tek ise graf da 1 tane 4- regiilerli
par¢a kalincaya kadar, tepe sayist ¢ift ise graf da 1 tane 2- regiilerli parca
kalincaya kadar rekiirsif olarak tekrarlanir. Her iki durumda da diger tim

parcalarin hepsi izole tepelerden olusur. Dolayisiyla J(T(K,)) i¢in ;
(n-4)°(n-3)’

12 +1% +
J(T(Ky)) < 4n—-8+

n>-7n+16
2

8+(n—4)2(n—3)2
(N> =7n+16)2

JT(K,)<4n—8+

elde edilir.

K3, K4 ve K5 graflart i¢in bulunan sonuglar Tablo 1 de verilmistir.

J(T(K3)) | 5
J(T(Ky)) | 8,5
J(T(Ks)) | 13

Tablo 1
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Teorem 4. 4: K,, grafinin total grafi T(K,,) olsun. T(K;,)
grafinin ortalama biitiinliik degeri

n® +2n+3

JTK) =——

dir.
ispat: Kin grafinin total grafinin yapis1 Sekil 4.2 de oldugu
gibidir.

Yo+

Sekil 4.3

Kin grafinin Sekil 4.3 de goriildiigii gibi ayritlarindan olusan yeni tepeler
el, €, €3, ..., ey tepeleri kendi aralarinda n tepeli bir tam graf yapisi
olusturur. Olusan T(K ») grafinda en kiiciik tepe derecesi 2 dir ve bu grafin
V1, V2, V3,...Vp41 tepeleridir.

Graftan oncelikle v, tepesinin izole olarak kalmasi istenildigin de v; ile ¢,
tepesinin atilmasi gerekir. Benzer sekilde grafin diger 2 dereceli tepeleri

(Vnt1 hari¢) yalniz kalmasi istenildigin de e, es, ..., €,1 tepeleri graftan
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atilmalidir. Dolayisiyla graftan boylece n tane tepe atildiginda kalan grafin

yapisi Sekil 4.4 deki gibidir.

./ 3 :
V3
.

Yo+
24

Sekil 4.4

Sekil 4.4° de (n-1) tane parca 1 tepeli, 1 tane parga 2 tepeli olacak sekilde

n tane parca olusur. Ortalama biitiinliikk taniminda bu deger yerine

kondugunda;

(n—1)12+1.22
2n+1-n

JTK ) =n+

ITK,, ) =n+ 153
’ n+1

n>+2n+3
JOK,))=—"T
n+1

elde edilir.
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5. BAZI GRAFLARIN CORONA (TACLAMA) iSLEMI

VE ORTALAMA BUTUNLUK DEGERLERI
Bu boliimde P,0C,, T(P2)oC,, P2oP,, T(P2)oP, graflarinin ortalama

biitiinliik degeri hesaplanmistir ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Teorem 5.1: 3n tepeli P,oC, grafinin ortalama biitiinliik degeri

5n+26 i
0 ngiftise
J(P,0C,) = ,
5n°+30n-11 .
—————, ntekise
1on-2

dir.
ispat: P,0C, grafinin yapist Sekil 5.1 deki gibidir. Ispat n’nin ¢ift

ya da tek olmasi durumuna gore 2 durumda yapilir.

Sekil 5.1

1. DURUM: (n ¢ift ise)
S V(P,0C,) dir. Eger |S| = r ise bu durumda S kiimesine gore 3 durum s6z

konusudur.
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Durum 1: Eger r =a (C,) ise yani graftan C, grafinin oOrti

kiimesinin elemanlar1 ¢ikarilirsa P,oC, grafinda n tane bilesen olusur.
n . . N . . - .
Bunlardan a (C,) :E tanesi 2 tepeli 3 tanesi de 3 tepelidir. Bu degerleri

ortalama biitlinliik kavraminda yerine yazildiginda,

n

" —27+ -3
J((ProCn))=min{ —+2 2
2 n
3n——
2
. 5n+26
= mn
{ 0 }
5N+ 26

J((P,0Cn))=

elde edilir.

Durum 2: P,0C, grafindan c¢ikarilan tepelerin C, grafinin ortii
kiimesinin elemanlarindan biiyiik olmalar1 durumunda r =a (C,) +1 ise
grafta yine Durum 1 de oldugu gibi n tane bilesen olusur. Bunlardan r =a
(Cn) +1 tanesi 2 tepeli n-r tanesi de 3 tepelidir. Bu degerleri ortalama
biitlinliik taniminda yerine yazdigimizda,

r2® +(n-r)3?
3n—r

J((P,0Cn))=min{ r+ }

Q122+ (n —2—1)32

=min{(g+ 1)+ !

an-"_
2

. 5n% +34n-24
= min{ }
2(5n-2)
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_ 5n* +34n-24
2(5n-2)

elde edilir. Simdi amacimiz Durum 1 de buldugumuz degerinin

5n% +34n-24
10n-4

den kii¢lik oldugunu gostermektir. Bu durumda,

5n+26;5n2 +34n-24
10 10n—-4

oldugunu iddia ediyoruz. Iddiamizin ispati igin &ncelikle olmayan ergi
yontemiyle

5n+26 S 5n* +34n-24
10 10n -4

oldugunu kabul edelim.

5n+26>5n2 +34n-24
10 10n -4

6]
esitsizliginin her iki kismindaki rasyonel ifadelerin paydalarini

esitledigimizde;

5n+26 (5n+26)(10n—4) 50n> +240n—104
10 10(10n — 4) 100n — 40

5n% +34n-24 50n* +340n-240 _ 50n° +240n —104 N 100n - 136
10n -4 100n - 40 100n - 40 100n - 40

elde ederiz. Bu degerleri (1) de yerine yazdigimizda asagidaki esitsizlik

olusur.
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50n* +240n - 104 S 5n% +240n -104 N 100n—-136
100n —40 100n —40 100n —40

2)

n>2 oldugundan (2) esitsizligindeki % ifadesi pozitif bir sayidir.

Bu durumda (2) esitsizligi bir ¢eliskidir. Boylece ,

5n+26 P 5n* +34n-24
10 10n—-4

olur.

Durum 3: Simdi de graftan atilan tepeler C, grafinin oOrti
kiimesinin elemanlarindan kiiciik olsun. Yani r =a (C,)-1 tane tepe graftan
atildigin da Durum 1 de elde ettigimiz n den daha az sayida bilesen olusur.
Olusan bilesen sayis1 2r tanedir. Bunlarda r tanesi 2 tepeli r-1 tanesi 3

tepeli ve en az bir tanesi de 6 tepelidir. Bu durumda grafin ortalama

biitiinliik degeri,
r22 +(r =132 2
J((P,0Cn))> min{r + +(r-13"+6 \
3n—r
. 5n? +18n+52
>min { !
10n+4
_5n® +18n+52
10n+4

elde edilir.

2 2
Bu durumda J((P20Cn))= Sn”+18n+52 5N +28n+56 aldigimizda

+
10n+4 10n+4
+26

bu degerin yine Durum 1 de elde ettigimiz degerinden biiyiik

oldugu iddia edilirse, yani
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5n+26<5n2 +28n+56
10 10n+4

€)

bir dnceki iddiadaki ispat gibi benzer islemler yapildiginda;

5n+26 (5n+26)(10n+4) 50n° +280n + 104
10 10(10n + 4) 100N + 40

5n* +28n+56 50n® +280n+560 50n° +280n+104 L 456
10n+ 4 100N + 40 100 + 40 100N + 40

ve bu degerler (3) de yerine yazilirsa

50n* +280n + 104 < 50n* +280n +104 N 456

4)
100n + 40 100 100n + 40
elde edilir.

(4) de n>2 oldugundan 10()4:1i40 > (0 dir. Bu da iddianin dogru oldugunu

gosterir, yani

5n+26 - 5n% +28n+ 56
10 10n+4

dir.
Sonugta n ¢ift olmasi durumunda P,oCn grafinin ortalama biitiinliik
degeri;

H(ProCry= 31+ 26

elde edilir.



34

2. DURUM : (n tek ise)

Sc V(P,0C,) dir. Eger | S|=rise bu durumda S kiimesine gore 3 durum

s0z konusudur.

Durum 1: Eger r =a (C,) 1ise yani graftan C, grafinin orti

kiimesinin elemanlar1 ¢ikarilirsa P,oC, grafinda n tane bilesen olusur.

-1 tanesi de 3 tepelidir. Bu

Bunlardan o (C,) :nT-I-l tanesi 2 tepeli n

degerleri ortalama biitiinliik kavraminda yerine yazildiginda,

J(ProCn))=min{ 1142 2,
2 n+1
n-——
2
. Sn* +30n-11
=min{ }
10n-2
5n* +30n-11
J(P,oCn)) =—— 2~
((P20Cn)) on_2

elde edilir.

Durum 2: P,0C, grafindan c¢ikarilan tepeler C, grafinin Ortii
kiimesinin elemanlarindan biiyiik olmasi durumunda r =a (C,) +1 ise grafta
yine Durum 1 de oldugu gibi n tane bilesen olusur. Bunlardan r =a (C,) +1
tanesi 2 tepeli n-r tanesi de 3 tepelidir. Bu degerleri ortalama biitiinliik
taniminda yerine yazdigimizda,

r2*> +(n-r)3’

J((P20Cn))=min{ r+
3n—r
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ARSI R Lt NPT
. n+1 2
=m1n{(T+1)+ 1 }
-1
2
. 5n® +38n-39
= min{ }
10n—-6
_5n* +38n-39
10n-6
2
elde edilir. Bu durumda amac Durum 1 de bulunan Sl 1—(: 30n2 L
n —
2 —
degerinin Sl 14;)38n6 39 den kii¢iik oldugunu gostermektir. Bu durumda,
n -
5n* +30n-11 < 5n* +38n -39
10n-2 10n—-6
oldugu iddia edilirse,
5n2+38n—39_5n2+30n—11+8n—28 5)
10n—-6 10n—-6 10n-6
5n* +30n-11 _5n® +30n—11
< (6)
10n-2 10n—-6
8n —28 50 7
10n-6

(5), (6) ve (7) esitsizliklerinden iddianin dogru oldugu gosterilmis oldu bu

durumda;
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5n* +30n-11 y 5n% +38n -39
10n-2 10n-6

dir.

Durum 3: Simdi de graftan atilan tepeler C, grafinin ortii
kiimesinin elemanlarindan kiigiik olsun. Yani r =a (C,)-1 tane tepe graftan
atildigin da Durum 1 de elde edilen n den daha az sayida bilesen olusur.
Olusan bilesen sayis1 2r tanedir. Bunlarda r tanesi 2 tepeli, r-1 tanesi 3

tepeli ve en az bir tanesi de 6 tepelidir. Bu durumda grafin ortalama

biitiinliik degeri,
2 2 2
J(ProCn))> min{r + 12 T =D +67,
3n—-r
.. 5n* +22n+81
>min{ }
10n+2
- 5n* +22n+81
10n+2
seklinde elde edilir.
2 2
Bu durumda J((P»oCn)= J(G)= 5n” +22n+81 L1 = 5n” +32n+83
10n+2 10n+2
2
elde edilir. Durum 1 de bulunan Sn” +30n — 11 degerinin

10n -2

5n? +32n+83

ons2 den kiiciik oldugunu gosterelim. Bunun i¢in olmayan ergi
n+

yontemiyle

5n? +30n—11>5n2 +32n+83

8
10n -2 10n+2 ®

oldugunu kabul edelim.
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(8) esitsizliginin  her iki kismindaki rasyonel ifadelerin paydalari

esitlendiginde;

5n* +30n-11 _50n° +310n* —50n - 22
1on-2 100n* —4

5n% +32n+83  50n° +330n” +892n+166 50n’ +310n* —50n—22 . 20n® +942n +188
10n+2 100n* —4 100n* —4 100n° —4

elde edilir. Bu degerler (8) de yerine yazildiginda asagidaki esitsizlik

olusur.

50n°® +310n° —50n—22>50n3 +310n? —50n—22+20n2 +942n+188

P ; ; )
100n* — 4 1000 -4 100n° -4

20n° +942n + 188
100n* —4

n>2 oldugundan (9) esitsizligindeki ifadesi pozitif bir

sayidir. Bu durumda (9) esitsizligi bir ¢eligkidir. Boylece,

5n% +30n-11 Py 5n% +32n+83
10n—2 10n+2

dir.
Teorem 5.2: 4n tepeli G= T(P,)oC, grafinin n>3 i¢in ortalama

biitiinliik degeri;

7n1+450’ nciftise

I(G)=1_,
n- +56n-15 .
———— ntekise
14n-2

dir.
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ispat: T(P2)oC, grafinin yapis1 Sekil 5.2 deki gibidir. Teoremin

ispati Teorem5.1° dekine benzer sekilde yapilir.

Sekil 5.2

Teorem 5.3: n>3 olmak iizere P,0P, grafinin ortalama biitiinliik

degeri,
5n;:)26 , N ¢cift se
J(P20Pn)=1
5n° +22n+9 .
————  ,ntekise
10n+2
dir

ispat: P,0P, grafinin yapist Sekil 5.3’deki gibidir.

Sekil 5.3
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Teoremin ispati Teorem 5.1°dekine benzer sekilde yapilir. Ancak

S < V(P,0P,) kiimesinin incelenmesi o(P,)’ne gore yapilir. Bir P, grafinin

ortii kiimesi sayisi ise;

g , N Gift ise
o(Pn)= n+1
— n tek ise

Teorem 5.4: n>3 olmak iizere T(P;)oP, o grafinin ortalama

biitiinliik degeri,

7n+50 -
7 , N cift ise
J(T(Py)oP,)= 5 dir.
mn*+44n+13 .
, N tek ise
14n+2

ispat: T(P2)oP, grafinin yapis1 Sekil 5.4” deki gibidir

T(P,)oP,
Sekil 5.4

Teoremin ispat1 Teorem 5.3’deki gibi yapilir.

Sonug 5.1: P,oP, ve P,0C, graflarinin ortalama biitiinliik

degerleri i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.
J(P20C,) 2 J(P20P,)
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ispat: Teorem 5.3’den J(P,0P,) degeri,

S5n+26 .
0 , N cift se
J(PoPy)=1
5n"+22n+9 .
——————  .ntekise
10n+2
ve Teorem 5.1°den J(P,0C,) degeri
> ”1+026, nciftise
J(Pr0Co) =1
5N +30n-11 .
————, ntekise
10n-2

elde edildi.
Bu iki ifade arasindaki iliski i¢in n’nin tek ve ¢ift olmasi durumlari

incelenir.

1. Durum (n cift icin)

Bu durumun esit oldugu kolayca goriiliir.

2.Durum (n tek i¢gin)

: — 2
J(P20Cy)” deki on” +30n -1 degerini J(P,oP,) ° deki Sn”+22n+95
10n-2 10n+2

seklinde ifade ettigimizde;

5n’ +30n—11:5n2+22n+9+8n—20
10n -2 10n-2 10n -2

(10)

elde edilir,
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n>3 oldugundan (10)’ daki fg —20

degeri her zaman icin pozitiftir. Ayn

5n? +22n+9>5n2 +22n+9
10n-2 10n +2

zamanda

diir. Bu durumda;

5n’ +30n—11>5n2+22n+9
10n -2 10n+2

oldugu kolayca goriiliir.

Sonug¢ 5.2: T(P,)oPn ve T(P,)oC, graflarinin ortalama biitiinliik

degerleri i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.
J(T(P2)oC,) 2J(T(Py)oPy)

ispat: Teorem 5.4’den J(T(P2)oP,) degeri,

7n+50 -
” , N ¢ift ise
J(T(Py)oP,)= )
7n° +44n+13 .
, N tek ise
14n+2
ve Teorem 5.2°den J(T(P,)oC,) degeri
7”;;50 , N ¢cift ise
J(T(Py)oC,) = )
n- +56n-15 .
———~ . ntekise
14n-2

elde edildi.
Ispat iki durumda yapalir:



42

1. Durum (n cift icin)
Bu durumun esit oldugu kolayca goriiliir.

2.Durum (n tek i¢gin)

2
JT(Po)oP)="deki - FHNEIS  serini J(T(Py)oCy) deki
14n+2
7n* +56n-15

degeriyle karsilastiralim.
14n-2 Bery s

7n®+56n—15_7n" +44n+13 12n-28
14n -2 14n -2 14n -2

n>3 oldugundan (11)’daki % degeri her zaman i¢in pozitiftir.
n —

(11)

7n? +44n+13 - 7n? +44n+13
14n -2 14n+2

Ayni zamanda oldugu asikardir. Bu

durumda;

7n? +56n—15>7n2 +44n+13
14n-2 14n +2

oldugu kolayca goriiliir.
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6. SONUC

Bu tez c¢aligmasinda bir iletisim ag1 bir graf ile modellenerek
oncelikle bu yapmin daha saglam ve kararli hale getirilmesi
diistiniilmiistiir. Bunu yapmak i¢inde grafa yeni merkezlerin (tepelerin)
eklenmesi gerceklestirilmistir. Bu islem bir grafin total grafi tanimiyla
yapilmistir. Bu sekilde elde edilen yeni graftan herhangi tepelerin
cikartilmasi durumundaki ortalama biitlinliik degeri hesaplanmustir.

Asagidaki tabloda herhangi bir graf ile aym tiirden bir grafin total

grafinin ortalama biitlinliik degeri hesaplanmstir.

G graf I(G) Total Graf I(T(G))

Py | 10,85714286 | T(Psw) | 21,52173913

Cao 11,70588235 T(Cao) 23,35294118

K40 2 T(K 40) 41,04804901

Ko 40 T(Ks) | 799,2727273

Tablodan goriildiigl gibi total graflarin ortalama biitiinliik degerleri
daha biiyiiktiir. Bu sonuglar networkgiilere uygun topolojiyi se¢cmede
yardimcr olabilir. Buradan total graf yapilarinin digerlerine gore daha
kararli yapilar oldugu gortilmistiir.

Bir sonraki ¢aligmada benzer islemler bu sefer tepe yerine ayrit

cikartilarak hesaplanabilir.
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