EGE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

(YUKSEK LiSANS TEZi)

DINAMIK TOPOLOJIK LOJiK

Naile TOPBAS
Matematik Anabilim Dali

Bilim Dali Kodu: 403.05.01
Tezin Sunuldugu Tarih: 01.02.2008

Tez Danmismani
Prof. Dr. Mehmet TERZILER

Bornova-IZMIR






I

Naile TOPBAS tarafindan Yiiksek Lisans tezi olarak sunulan ‘“Dinamik
Topolojik Lojik” bashikh bu cahsma E.U. Lisansiistii Egitim ve Ogretim
Yonetmeligi ile E.U. Fen Bilimleri Enstitisii Egitim ve Ogretim
Yonergesi’nin ilgili hiikiimleri uyarinca tarafimizdan degerlendirilerek
savunmaya deger bulunmus ve 01.02.2008 tarihinde yapilan tez savunma

sinavinda aday oybirligi/oycoklugu ile basarili bulunmustur.

Jiiri Uyeleri: imza

Jiiri Bagskam : Prof. Dr. Mehmet TERZILER .................
Raportor Uye: Prof. Dr. Fevzi UNLU ...
Uye : Yrd. Doc. Tahsin ONER ~ ....eeeneeeee






IX

TESEKKUR

Bu calisma siiresince degerli goriislerinden ve engin bilgisinden
faydalandigim hocam Ege Universitesi Matematik Boliim Baskan1 sayin Prof.
Dr. Mehmet TERZILER’ e, katkilarindan dolayr Bolim Bagskan Yardimcisi
Yrd. Dog. Dr. Tahsin ONER’ e, tez sunumum igin yonlendirici katkilarindan
dolayr Yasar Universitesi Bilgisayar Ana Bilim Dali Baskan1 sayin Prof. Dr.
Fevzi UNLU’ vye, tezin yazim asamasinda ve bicimlenmesinde degerli
yardimlarindan ve dostlugundan dolay1 arkadaslarim Dr. Ozlem BATIT a ve

Aras. Gor. Murat E. BERBERLER’ e tesekkiirlerimi sunarim.

Basaracagima inanan ve sonuna kadar yanimda olan sevgili esim Tansel
TOPBAS’ a, yas kiigiik, akli biiyiik giizel kizzim Ece TOPBAS’ a ve her zaman

desteklerini gordiigiim canim aileme tesekkiirii bir borg¢ bilirim.






XI

ICINDEKILER
OZET oo, \Y%
ABSTRACT ..., VII
TESEKKUR ... ..o IX

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ..........ccivii.. XTI

LG RIS oo 1
2. ON BiLGIiLER VE GEREKLIi TANIMLAR...............coiviva. 2

2.1 Genel Bilgiler ....occovveviieeee e 2
2.2 Seyrek Indirgenebilir Haussdorf Ve Kalitsal Coziilemez
Uzaylar .....ooooiiiiiiiii e seeenn L

2.3 Modal Lojikte GLve Grzile HR ...................cooiiiiiiininn. 21
B.HIVEHRUZAYLARI ... 31
3.1 HI ve HR nin Denk Oldugu Kosullar ......................coo 31
4. KOMPAKT SI UZAYLARI VE HAUSSDOREF SI UZAYLARI ..44
4.1 Kompakt ST Uzaylar1 Ve Haussdorf SI Uzaylari.......................... 44
5. SONUGC .. 51
KAYNAKLAR DIZINT .....oooiiiiii e, 53

OZGECMIS ..o, 59






Simgeler

XIII

SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklama Savfa No

Cl(A):
Int(A) :
Fr(A) :

d(A):

Iso (A) :

Ayada A

C]i

Czi

C32

ST

HI:

A kiimesinin kapanisi .........cccceeenvenee. 6

A KUMEeSININ 1Cuuveeerieeirieeeniieerieeenne 6
A kiimesinin SINIIT ...coeeveeeeeeeeeeeeeennenn. 32

A kiimesinin limit noktalarinin kiimesi
ya da kisaca tiirev kiimesi............c.c.c..... 7

A kiimesinin ayrik (isolated) noktalarinin

KUMEST .o 44
: A kiimesinin tiimleyeni .........c.....cceuue.. 15
Oz regiiler acik kiime ¢oziilemezdir......18

Higbir yerde yogun olmayan kiime

cOzlilemezdir........cceevvveerieeenieeeieeeee, 18

Coziilemez higbir yerde yogun

olmayan kiime kapalidir........................ 18
Uzay coziilemezdir ........cccccveeeuveennenn. 18

Uzay kuvvetli ¢coziillemezdir ............ 18
Uzay maksimaldir .........ccceceeeeenne.. 18

Uzay kalitsal ¢oziilemezdir................. 18



XIV

SIMGELER VE KISALTMALAR (Devam)

Simgeler Aciklama Sayfa No
HR: Uzay Hausdorff indirgenebilirdir.......... 20
MI. Uzay Maksimal ¢oziillemezdir .............. 9
i Kutu (Box) modal operatorii................. 1
0 Elmas (Diamond) modal operatorii........2
A-uzayt: Alexandroff Uzay........cccceevvveevveeennnnns 24
E: Gergeklenebilirlik..............coovvrrrvenneenne. 3
- Degilleme...........ccoovveeviiiieniieniieeieens 5

eye: Eger ve yalniz eger(iff).......ccccceevvveennenn. 5



1. GIRIS

Dinamik topolojik lojik, S4, dinamik topoloji ve lojigin topolojik
semantikleri icin uygun bir ¢calisma ortami1 saglar. $4 {in topolojik semantikleri
Kripke Catilarindan daha ¢ok topolojik uzaylar1 konu alir. Modal lojikteki
“Box (Kutu)”(o) topolojik olarak i¢c anlamimi tasir. Boylece S4 topolojik

uzaylarin 10jigi ve “Box (Kutu)”(o) da topolojik modalite olarak algilanabilir.

Dinamik topolojik lojik, S4 icin topolojik semantigin, topolojik dinamigin

ve zaman lojiginin bir arada ele alinmasini amaglayan yeni bir alandir.

Bu calismada, dinamik topolojik lojik kavramlari hakkinda bilgiler
verilerek dort ana baglikta incelemesi yapilmistir. Birinci boliimde, 6n bilgiler
ve gerekli tanimlar verilmistir. Ikinci bolimde, Seyrek Indirgenebilir
Haussdorf ve Kalitsal Coziilemez Uzaylar, iiglincii boliimde HI ve HR Uzaylar
ve son boliimde de Kompakt SI Uzaylar1 ve Haussdorf S7 Uzaylar1 hakkinda

caligmalara yer verilmistir.

Bu tez projesi; bilinen klasik modal lojigi (statik lojigi) uygun bir
topolojik siirekli fonksiyon araciliiyla dinamik hale gecirmesi acisindan onem

tasimaktadir.



2. ON BIiLGILER VE GEREKLIi TANIMLAR

2.1. Genel Bilgiler Bu boliimde, gerekli tanimlar ve 6n bilgiler verilecektir.

Tammm 2.1.1 Temel modal dil, elemanlar1 p,q,r,... ile gosterilen Onerme

harflerinin veya sembollerinin ya da degiskenlerinin ¢ kiimesi ve 1-li modal

operatoriiniin (¢ ,0) kullanimlari ile tanimlidir.

Tamm 2.1.2 Temel modal dil icin bir “cati (frame)” F = (%,R) bir ikilidir
oyle ki,

(1) W = < herhangi bir kiime

(i1) (R, w/ ) tizerinde ikili bir bagint1 olsun.

Temel modal dil i¢in bir model M =(F,v ) ikilisidir dyle ki F bir ¢at1 ve

v ¢—2P(W)
p—v(p)CW

fonksiyonudur. Bu v fonksiyonuna bir valuation (deger) atama denir. M, Fye
dayali ya da F tabanli modeldir, denir.

M= WR,v(p),v(q), ..) modelinde R 2-li bagmti, v(p) ise 1-li

bagintidir, yani bagintisal bir yapidir.



w, M = (W ,R, v) modelinin bir durumu olsun. Temel modal dilde
yazilmig bir ¢ formiiliinin ¢ modelinde w durumunda 2. bir formiiller
kiimesi olsun.

Her ¢e X igin M, W |=¢ ise 0 zaman 2., 7/ da gerceklenebilir denir ve
MW E Y ile gosterilir.

Temel uyarilar

i) Ger¢eklenme kavrami tamamen ‘igsel’ ve ‘yerel’ bir kavramdir, ciinkii
¢ operatorii bir modelin w noktasinda formiiliin gerceklenebilirligini yerine
getirmek i¢in tamamen ‘lokal’ (yerel) caligir.

ii)Bu operator w nun gordiigii olast durumlari i¢erden tarar.

Tamm 2.1.3 Bir # modelinin biitiin noktalarinda gerceklenen bir ¢ formiiliine
“M de global veya evrensel dogru” formiilii denir. (Her W e M i¢in, W |=¢ dir.)
Eger ¢ formiiliiniin M deki bir durumda dogru olmasi s6z konusu ise @,

M de gerceklenebilirdir, denir.

Bir modelde degillemesi gerceklenebilir olan formiile “yanliglanabilir
veya ciiriitiilebilir formiil” denir. X bir formiiller kiimesi oldugunda, 2. nin her
formiilii M modelinin her noktasinda dogru ise 2 ya M modelinde global

dogrudur denir.

¢ bir formiil ve F,w € " nun bir elemani1 olsun. Eger cati tizerindeki her
(F,v) M modelinin w noktasinda ¢ dogru ise T,w|=¢ gecerlidir denir. F
catilar sinif1 olsun. Eger her #€F icin ¥ |=¢ ise F |=¢ gecerlidir denir. Cat1

belirlenmezse her yerde gecerli demektir ve |=¢ ile gosterilir.



S4 lojigi, K, T, 4 aksiyomlar1 ve Modus Ponens ( ¢ 9=V (MP)),
7

gecerlilik kurallariyla tanimlidir. Yansiyan ve gegisken catilarin S4 lojigi K
lojigine T ve 4 aksiyomlar1 eklenerek tanimlanir. Topolojik baglamda bu

ilkeler, aciklayici bir dille sdyle terciime edilirler:
o(p—>q —(op—>oq) (K) Tiim ¢atilarin temel
lojigi (R nin keyfi bir bagintis1)
o(aop—p) (N) Uzayn tiimiinii aciklar.
(oparoqeopaq @R Acik kiimeler sonlu
arakesitlere kapalidir.
op—>oop ) I¢ operatérii idempotent dir.
op—p (T) Bir kiimenin ici kiime
tarafindan kapsanir.

Topolojik olarak yorumlanmis evrensel gecerli formiiller S4 {in
teoremleridir. Ama ilk kez McKinsey ve Tarski’nin 1944 yilinda yazdiklar
“The algebra of topology” isimli makalelerinde S4 lojiginin topolojik uzaylar

tanimlayan lojik oldugunu gostererek ¢ok ¢arpici bir sonug elde etmislerdir.

McKinsey ve Tarski Teoremi A bir formiil ve X bir topolojik uzay
olsun. Ae $4 & |=A<:> X|=A<:> R |=A<:> her sonlu Y uzay1 icin Y|=A &
her Alexandroff uzay Y icin Y |= A. (Alexandroff uzay tanimi ilerideki

boliimlerde verilecektir.)
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Ayn1 makaleden, bir baska teoreme gore, S4 kendi icinde yogun ve

ayrilabilir uzaylarda uygun metrik ile tam (complete) dir. Boylece S4 standart
topolojili herhangi bir R" Euclid uzaymnin da lojigidir.1998 de Mints, S4 iin
Cantor uzayi icin tamligim1 kanitlamistir.

Once £ temel dilimizin P sayilabilir bir onerme harfleri kiimesinden;
—,V,A,— Boole baglaclarindan ve ¢, o modal operatorlerinden olustugunu
hatirlatalim. Bir topolojik model ya da kisaca topo-model bir (X,7,v)
ticliisiidiir oyle ki (X,7) bir topolojik uzay ve P — P(X) bir valuation

fonksiyonudur.

Tamm 2.1.4 (Temel topolojik semantik) Modal formiillerin
M=(X,7,v) modelinin x noktalarindaki dogrulugu asagidaki gibi tanimlanir:

M, x |=p eger ve yalmz eger xe v(p) (pe P)

M, x |= —¢ eger ve yalnize§er M, x |= @ olmaz

M, x |= QO Ay eger ve yalniz eger M, x |= @ veM,x |= v

M, x |=|:|(o (eye) et (xeU AVyeU igin M, y |= Q)

M, x |= Op (eye) YVUert (xeU —3dyeU igin M, y |= Q)

Bu semantik bilinen sembolik dogruluk taniminin kendisidir. Ama bu

semantik altinda dolaysiz bir uzaysal yorum s6z konusudur. Somut bir model
verildiginde, £ nin her bir formiilii modellenen topolojik uzayin bir bolgesini

gosterir.

Tanmm 2.1.5 X bir kiime ve 7, P(X) in bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki
aksiyomlar saglanirsa, 7 ya X iizerinde bir topoloji (topolojik yap1) denir:

(t) X, Der.
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(t2) 7 dan alinan her sayida elemanlarin birlesimi = ya aittir; yani I bir

indis kiimesi olmak iizere, her{A}_,e 7= UA e 7 dur.
iel

iel
(t3) 7 da alinan her sonlu sayidaki elemanin kesisimi 7 ya aittir; yani

sonlu J indis kiimesi i¢in, her {A;},_, € 7= (1A e dur.

ieJ

ieJ
Uyari: Baz1 kaynaklarda (t;) aksiyomu yazilmayip, sadece (t;) ve (t3)

verilmektedir. Bu takdirde U A, =@ ve (1 A =X goz 6niine alinirsa, (t2) ve
€D [53%)

(t3) aksiyomlarmin ayni zamanda (t;) 1 igerdigine dikkat edilmelidir.

Tanim 2.1.6 7 topolojisi ile donatilmis X kiimesine veya (X, 7 ) ikilisine

topolojik uzay denir.

X kiimesinin her elemanina topolojik uzayin bir noktasi denir.

7 nun elemanlarina agik kiimeler, tiimleyenlerine de kapali kiimeler denir.
xe€ X 1 igeren bir agik kiimeye x in bir acik komsulugu denir. Ac X olsun.
Eger Oc Aolacak sekilde x in bir O ac¢ik komsulugu varsa, xe€ X, A nin bir
i¢ noktasidir.

Eger xe X in her bir O agik komsulugu icin ON(A-{x})#O, ise
A C X nin bir limit noktasidir. ONA# & ise xe CI(A) dir ve CI(A)=AUd(A)
dir.

(X,7) bir topolojik uzay olsun.

A c X yogun (dense) & ClI(A)=X
A C X nowhere dense < Int(CI(A))=J

Hewitt, bir X topolojik uzaymnin ayrik iki yogun alt uzaymin birlesimi

seklinde yazilabildigini gostermistir.



Tamm 2.1.7 (X,t) bir topolojik uzay olsun. X, iki ayrik yogun alt kiimesinin
birlesimi seklinde yazilabiliyorsa X e (resolvable) c¢oziilebilir uzay denir. Aksi
halde X (irresolvable) coziillemez uzaydir. Ornegin, iki ayrik yogun alt kiimesi

olmayan T,-uzay1 ¢oziilemez uzaydir.

Ornek 2.1.1 Q ve Q° ayrik iki uzayr ve R nin alisilmis topolojisinde her

yerde yogun alt uzaylardir. QU Q“ =R oldugundan R c¢oziilebilirdir.

Ornek 2.1.2 X={a,b,c,d,e }kiimesi izerinde 7 ={ J,X,{c,e},{a,b,d}}
topolojisini tammmlayalim.

K={X,J,{ab,d},{c,e}} X in kapalilarinin kiimesidir. O halde {a,b,d} ve
{c.e} iki ayrk aciklardir ve yogundurlar. O halde {ab,d}u {c.e}=X

yazilabildigine gore, X ¢oziilebilirdir.

Tamm 2.1.8 A c d(A) ozelligini saglayan her A kiimesine kendi-icinde-

yogun (dense-in-itself) kiime denir. Bu baglamda, c¢oziilebilir her uzayin
kendi-i¢inde- yogun oldugu agiktir. R, bilinen topolojisi altinda kendi-i¢inde-

yogundur.

Ornek 2.1.3 X={a,b,c} kiimesi verilsin. Ac X i¢in A={ab,c} ve
t={J,X,{a},{b},{c}} topolojisi tanimli olsun.

dA)={ xe X :(Oe T — (xeOA(O—{x})) N A=) }={{a},{b}.{c},{a,b},{b,c},
{a,c},{a,b,c}} dan A € d(A)olur. Yani, A kendi-icinde-yogundur.

(X,7) bir topolojik uzay ve A< X olsun.
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7,={Ce7T | ONA} topolojisine A min iirettigi (induced) topoloji denir.

X in yogun alt kiimelerinin kiimesi D(X,7)ile gosterilir. Tiimleyeni X de
yogun bir kiimeye co-yogun denir. C < X icin co-yogun olma Int(C )= ya
da denk olarak X — C = CI(C) demektir.

Int(CI(N ))=0 ise N c X kiimesine hicbir yerde yogun (nowhere
dense) kiime denir ve bu kiimelerin kiimesi N(X,7) ile gosterilir. N(X,7) bir
idealdir.

N kiimesi hi¢bir yerde yogun degildir < Her bir bostan farkli U agig1
icin VN N=J olacak bi¢cimde bostan farkli bir V agik kiimesi vardir.

N(X,7)nun ideal olmasindan, Ae N(X,t) ve BC A ise
Be N(X,7)olur. N(X,7) sonlu birlesim islemine kapali iken, bu 6zellik co-
yogun uzaylar i¢in dogru degildir.

[Hewitt, 1943] de kendi-icinde-yogun her uzayin ¢oziilebilir uzay oldugu
gosterilmistir. Bu konuyla ilgili sonuglar [Padmavally, 1953] de bulunabilir.
[Anderson, 1965, Teorem 2] sonsuz kardinaliteli uzaylar baglaminda
coziillemezligi ele almistir.

D, (X,7r) uzaymin bir 6z yogun alt kiimesi ise D, (X,o)da yogun

degildir. Burada, D nin kapali olmasi i¢in 7, (X,0)nun en kiiciik genislemesi

olmahdir. o =7(X -D) = Z'[D] dir.

Tamm 2.1.9 Bostan farkli her acik kiimesi sonsuz olan ve her7>7 kabul
edilebilir (admissible) genislemesi bostan farkli sonlu bir agik igeren (X,T)

topolojik uzayina maksimal uzay denir.



Ornek 2.14 X=R, 7={J,7Z,N,Q,Q°, R} olsun. TO7 olacak sekilde,
z’:{@,Z,N,@,@",R}u{«E} kabul edilebilir genislemesi alinirsa, A #J

olacak sekilde A={\/§}e 7 sonlu agik kiimesi bulunur. O halde (R,7)

maksimaldir.

Tammm 2.1.10 Her yogun alt kiimesi acik olan bir kendi-icinde-yogun X
uzayina maksimal coziillemez uzay denir ve MI ile gosterilir. Ornegin,
X={ab,c,d} ve 7=P(X) i¢cin d(X)=X ve Ac X yogundur ve agik oldugu

asikardir. Dolayisiyla, X maksimal ¢oziilemez uzaydir.

Tammm 2.1.11 Her alt uzayr ¢oziilemez olan bir kendi-icinde-yogun uzaya

kuvvetli ¢oziilemez uzay denir ve SI ile gosterilir.

Teorem 2.1.1 Kuvvetli ¢oziilemez bir (X,7) uzay: asagidakilere denktir:
(1) Her acik alt uzay ¢oziilemezdir.
(2) Her yogun alt uzayin bir yogun i¢i vardir.
(3) Her co-yogun kiime hicbir yerde yogun degildir.
(4) Her alt kiimesi, bir agik ve bir hi¢bir yerde yogun olmayan kiimenin

birlesiminden olusur.

Ispat:

(DHe @)

(=:) Eger D yogun ve U = X - Cl(Int(D))+#< ise o zaman
U-D=#Jolur.
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(<:)U c Int(D) - Int(D) =9, ayni zamanda U "D # D dir, ¢iinkii D
yogundur ve U c CI(U)=CI(U nD)oldugundan U "D, U da yogundur.

Fakat,

IntUnND)cU nint(D)=C = Inty(UND )=Int(U "D )=

dir. Boylece, U-D de U da yogundur ve U coziilebilirdir. Bu da
X -Cl(Int(D)) = ve Int( D) nin yogun oldugunu gosterir.

(2)=(3): A co-yogun olsun. X-A yogun= Int(X-A) yogun—=
Cl(Int(X-A))=X-Int(CI(A))=X= Int(CI(A)) = = A higbir yerde yogun

degildir.

B)=@):AcX = Int(A) =D veya Int(A) # < vardir.
Eger Int(A) = ise o zaman
Ae C(X,71)=N(X,1)=> A=JUAolur.
Eger Int(A) #J ise o zaman,;
Int(A-Int(A) =D = A-Int(A)e C(X,7)=N(X,7)
= A= Int(A) U (A- Int(A))

elde edilir.

(4)=(1): Eger U bostan farkli agcik ve c¢oziilebilir ise o zaman U daki her

yogun U; (i=1,2,... indis olmak iizere) i¢in U = U; U U, dir. Boylece, V agik

ve N higbir yerde yogun olmayan bir kiime olacak sekilde U; =V U N olur.
V=0=U c Int(Cl(U,)) = Int(CI(N)) = . Boylece,
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V@=Int,(U)=IntU)#D=>U,NnInt(U))#S=>U,nNU, #D

celiskisi elde edilir; yani U ¢oziilemezdir.o

2.2 Seyrek Indirgenebilir Haussdorf ve Kahtsal Coziilemez Uzaylar

Tamm 2.2.1 Her yogun alt kiimesi acik olan bir kendi-i¢inde-yogun olmayan
uzaya alt maksimal (submaximal) ve bostan farkli her alt uzayr ¢oziilemez

olan bir uzaya da kalitsal coziilemez uzay denir ve HI ile gosterilir.

Teorem 2.2.1 Bir (X, 7) topolojik uzay: icin asagidaki gerektirmeler gegerlidir:

Alt maksimal= HI = SI = Coziilemez

Ispat X alt maksimal ve A bos olmayan c¢oziilebilir bir alt uzay olsun.
A=A UA, ve A daki her A yogun ise o zaman X -A, =(X-A)UA X de
yogundur yani A, kapahdir ve AcCCl(A)=A =>A=0=A=C olur,
ciinkii. Ac CI(A,))dir. Celiskiden ¢ikan X in kalitsal ¢oziilemez oldugudur.

Eger X kalitsal ¢oziilemez ise agiklar igeren tiim alt uzaylar1 da ¢oziilemezdir;
bu durumda X kuvvetli ¢oziilemezdir. Kuskusuz kuvvetli ¢oziilemez uzaylar

coziillemezdirler.
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Ornek 2.2.1 Kalitsal ¢oziilemez bir uzay alt maksimal midir?
Y ve Z ayrik sonsuz kiimeler olsunlar. F, Y de ve G de Z de birer serbest

esas siizge¢ olsunlar. Y ve Z , o ve p topolojileri alinda ¢ =F u{J} ve
p =G u{J}denkligine bakalim.

X=YUZnin t={AUB|Ae F ve Be p}U{@D} topolojisi vardir. (X,7)
sacilmis T, -uzay: kalitsal ¢coziillemez olsun ancak alt maksimal olmasin. 7 bir
topolojidir.

Gergekten A, A, € F ve B,, B, € p olacak sekilde,

(A UB)N(A,UB,)=(A NA,)U(B NB,)e t vardrr, ¢iinkii,
ANAeF ve BNB,e pdir. Boylece, 7 sonlu kesisimler altinda

kapalidir.
Keyfi birlesimlerin kapamisina gelince, her iel i¢cin AeF

ve B, € p olsun, eger I=0 ise U(A, UB,)=Jer du.

iel
Aksi halde,
U@ UB)=(UA)u(UB,)e 7 olur, ¢iinkii 6yle bir i, € I igin, A c UA
iel iel

iel iel

ise UA € F ve UB, e p dir.

el el
Her {x} in kapali oldugunu gormek icin xe€ Y ise;
Y-{x}e FveZe G=Y-{x}u ZeT
= {x}e ¢
ve xeZ= Z-{x}e G
= YU (Z-{x})er7T
= {x}je 7’

dir.
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Boylece, (X, 7) bir T;-uzayidir.

Ayrica (X,7), bir AeF i¢in Uet{J}=>U=AUB=U sonsuz
oldugundan kalabalik (crowded) tir. ((X,7) nun sonsuz dispersiyon karakteri
vardir.)

X in kalitsal ¢oziilemez oldugunu gosterelim. Herhangi bir Hc X vardir.
Eger HNY =0 ise o zaman H < Z = H ¢o6ziilemezdir, ¢iinkii T|Z =p, Z alt

uzayinin kalitsal ¢oziilemez oldugunu ortaya ¢ikarir.

Diger  yonden HNY #J ve Y=Yuder  oldugundan
HnNYe 1'|H -{J}olur. Eger H c¢ozilebilir ise HNY agik kiimesi de

coziilebilirdir. Fakat H MY bir kalitsal ¢oziilemez uzay Y nin bir alt uzayi

olmasi nedeniyle c¢oziilemezdir. Ote yandan, T|Y=G oldugundan

&,z

Y)=(Y,o) dir. Benzer sekilde, H coziilemezdir boylece (X,7) kalitsal

coziilemezdir.

X in alt maksimal olmadigina gelince; Y, X de yogun degildi.
AuBert—{J}icin(AUB)NY=A# dir, c¢iinki Ae Fdir. Boylece
herhangi bir xe Z icin ¥ c Y U{x} =Y U{x}yogundur. Fakat Y U{x}¢ 7 dir,

clinkii {x}e p vardir. O

Ornek 2.2.2 Her alt maksimal uzay kuvvetli ¢oziilemez midir?

X alt maksimal ise tiim alt kiimeleri bir acik ve bir kapali alt kiimenin
kesisiminden olusur ve tiim yogun kiimeler acik, tiim kapali kiime bir yogun
kiime iceren X kiimesi olmalidir. Fakat o zaman bu iki yogun kiimenin kesisimi

yine yogun olacaktir, boylece bostan farkli yani ¢coziillemez olur. o
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Onerme 2.2.1 Eger F, X de bir esas siizge¢c ve Bc X, her
A€ F igin BN A # J ozelligine sahip ise Be F dir.

Onerme 2.2.2 Eger F, X de bir esas siizgeg ise tim A < X alt kiimeleri icin

her A¢e F => A°=X-Ae Fdir.

Onerme 2.2.3 Eger X bir sonsuz kiime, F, X de bir serbest esas siizge¢ ve

T=F u{Q}ise (X, 7) bir kalabalik alt maksimal T;-uzayidir.

Onerme 2.2.4 (X, 7) uzay1 baz1 ¢oziilebilir U uzayi icin xe U € 7 olacak
sekilde xe X noktasinda ¢oziilebilir bir uzay olsun.

R(7T)={xe X | (X,7), x noktasinda ¢oziilebilirdir }kiimesi tanimlansin. O zaman

(X, 7 ) uzay i¢in asagidakiler denktir:
(1) X kuvvetli ¢oziilemezdir.
(2) R(7)=2 dir.
(3) Int(F)=9 eger F UG, F nin kapali ve ¢oziilebilir oldugu Hewitt in
ayrigsmasidir.
(4) X in bir agik kalitsal ¢coziilemez yogun alt uzay1 vardir.

(5) Her coziilebilir alt uzay hi¢bir yerde yogun degildir.

Ispat

(HD=Q): R(t)# D oldugunda acik ve c¢oziilebilir oldugundan ispat
aciktir.

2)= (3): xe Int(F) = xe R(7) oldugundan agiktir.
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(3) = (4): Int(F)=2 nedeniyle G bir acik yogun kalitsal ¢oziillemez alt
uzaydir. Eger H, X=F U Gnin bir acik yogun kalitsal ¢oziilemez alt uzay: ise
H N F #@ dir. Diger yonden, bu alt kiime F nin agik alt uzay1 oldugunda hem
coziilebilir hem de ¢oziilemezdir. Boylece H < G, G nin X de yogun oldugunu
gerektirir, yani, Int(F)= & dir.

(3)=(5): Eger A coziilebilir ise CI(A) da ¢oziilebilirdir. Eger A higbir
yerde yogun degilse o zaman Int#(CI(A)) acik, bostan farkli ve ¢oziilebilirdir, o
halde Int(CI(A))NG =Q dir. Boylece Int(F)# < dir, F hicbir yerde yogun
degildir.

(5)= (1): Bostan farkl1 acik alt kiimeler hi¢bir yerde yogun degildir. Ispat

aciktir. O

Ornek 2.2.3: Her kuvvetli ¢oziilemez uzay kalitsal ¢oziilemez uzay midir?

Y ve Z ayrik sonsuz kiimeler ve F,Y de bir serbest esas siizgec olsun. Y ye
denk o =F uU{Q} esas siizge¢ topolojisi ile p, Z de co-sonlu topoloji olarak
alinsin.

X=Y UZnin topolojisi 7={AUB|Ae F ve Be p}U{D} olsun. (X,7)
kalabalik (crowded) Tj-uzayr kuvvetli ¢oziilemez olsun fakat kalitsal

coziilemez olmasin. 7 nun bir topoloji oldugu agiktir.

Uet-{D}icin A=UNYe Fden U=AuUBolur ve Ye 7 nedeni ile
Ae T|U olur. Ama Y nin alt uzay1 olan A kuskusuz ¢oziilemezdir. Buradan U

coziilemezdir. Boylece X kuvvetli ¢oziilemezdir. Oysa Z, X in alt uzayidir,

dolayisiyla kalitsal ¢oziilemez degildir. o
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Ornek 2.2.4: Her ¢oziilemez uzay kuvvetli ¢coziilemez midir?
Y ve Z sonsuz kiimeler olsun. F yi, Y de bir serbest esas siizge¢ olarak

alalim ve o =F U{Q} esas siizgec topolojisi olmak iizere p, Z de co-sonlu
topoloji olarak alinsin.
X=Y UZnin topolojisi 7={AUB|Ae o ve Be p}U{D} olsun. (X,7)

kalabalik yani 7 nun alt kiimelerinin sonlu kesisimi yine 7 ya ait olmak iizere
bir T;-uzayr kuvvetli coziilemez olsun ancak kalitsal coziilemez olmasin.
Ornek 2.2.3 deki gibi 7 nun bir topoloji oldugu gériiliir.

X uzayi ¢oziilemezdir ciinkii Y bir acik ¢oziilemez alt uzaydir. Fakat X, Z
bir acik ¢oziilebilir alt uzay oldugundan, kuvvetli ¢oziilemez degildir. Z bostan

farkli kapali-acik 6z alt kiimesi oldugu i¢in X uzay1 baglantisizdir. O

Eger X boyle bir topolojik uzay ise Hewitt’in ayristirma teoremi su genel
hale doniisiir; X uzayi, C kapali ve ¢oziilebilir ve U agik ve HI olmak iizere C
ve U ayrik alt uzaylarin birlesimidir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her Al X i¢in, (X, 7 )nun bir A alt
kiimesinin dogal topolojisi T|A olsun.

Herhangi iki yogun kiimenin kesisimleri bostan farkli ise (X, 7) topolojik
uzayr coziilemezdir. Eger, (A,7,) c¢oziilebilir ise, X in alt kiimesi olan A

coziilebilirdir. Bostan farkli bir ¢oziilebilir alt kiimeyi icermeyen (X, 7) uzayina
kalitsal ¢oziilemezdir, denir.

Acik kalitsal ¢oziillemez (X,7) uzaymin her acik alt uzayr ¢oziilemez;
coziillemez (X,7) uzaymin genislemesinin de ¢oziilemez oldugu soylenebilir.
Ancak, acik kalitsal c¢oziilemez uzaymn genislemesinin de acgik kalitsal

¢oziilemez uzay oldugu sdylenemez.



17

Ornek 2.2.5 X={a,b,c,d,e.f} olsun.
t={,X,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,de,f},{ab,de.f},{a,c,de,f}} ve A={c,e f}
verilsin.

t|A={D.A.(c}.{e,f})
ve

TA)=1U T|Au {{ae.f}.{abet},{ac.ef}{ab,c.ef}}.

Her D yogun alt kiimesi i¢in (X, 7) da, In#(D,) yogun oldugundan (X, 7)
nun acgik kalitsal coziilemez oldugu aciktir. Fakat (X,7(A)) acik kalitsal
coziilemez degildir. (X, 7 (A)) da D={a,c,f} yogun alt kiimesini alirsak, acikca
Ini(D, , )={a,c} oldugu goriilir. Bu da, (X, 7 (A)) da yogun degildir.

Indirgenebilir alt uzaylar1 betimlemek amaciyla Haussdorf, bir X topolojik
uzay1 ve bir keyfi alt kiimesi A < X icin A kiimesinin rezidii kiimesini soyle
tanimlamistir:

P(A)=ANCI( Cl(A)-A)

Y alt uzaymin her bir bos olmayan kapali A alt kiimesi i¢in p(A) CA vardir.

Kavrami agiklayici su 6rnekler verilebilir:

X={a,b,c,d} iizerinde 7={ J,X,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}
topolojisi i¢cin K={J ,X,{b,c,d},{c,d},{b,d},{d}} olur. Simdi, Y={a,b,d}cX
icin A={b,d} c Y kapal1 kiimesinin rezidii kiimesi,
P(A)=ANCI( CI(A)-A)=ANCI(A-A)=ANCI(D)=AnD = A bos kiime olup
tanim saglanmustir.

Ikinci bir 6rnek icin, X=R* ve dogal topolojisi verilsin.
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T:{(a,b)|a,be R}, B(a,r)={x|p(a,x)<r}, Y=(1,3]c R* ve A=[2,3]CY yi
uygulanirsa,
B(1,3)={x|p(1,x)<3}=(-1,3) ve B[2,3]={x| p(2,x) <3}=[-1,5] olur.
P(A)=ANCI(CI(A)-A)=ANCI(A-A)=ANCI(D)=AND=D cA, yine tamm

gerceklenmis olur.

Tammm 2.2.2 Asagidaki ayrilabilme aksiyomu denilen, [R] aksiyomunu
saglayan X topolojik uzayina regiiler (diizenli) uzay denir.

[R] : K, X uzaymin kapali bir alt kiimesi ve x¢ K ise, K kiimesi ile x
noktasinin birbirinden ayrik iki komsulugu vardir, yani
VKeKvex¢ KicinIN, e N(K) ve3IN,e N(x):N,NN,=0 dur.

[T:] : X topolojik uzaymin her farkli x, y elemanlar: i¢in, bunlardan her
birisinin digerini icermeyen komsulugu vardir.

[R] aksiyomundaki ayrik komsuluklar yerine ayrik agik komsuluklar
aliabilir. Bir regiiler uzay her zaman [T;] aksiyomlarim1 saglamaz; [T;]
aksiyomlarini saglayan regiiler uzaylara da T3 -uzayi denir.

Asagidaki ornekte, C; = SI, Co=» HI, C;= I oldugu gosterilmistir:

Ornek 2.2.6 (N,p) co-sonlu topolojik uzayr olmak iizere, N kalabalik

(crowded) coziilebilir Tj-uzay1 ve C; 6zelligini tasisin. U bos olmayan regiiler

acik kiime ise o zaman U = Int(CI(U)) = Int(X )= X dir. Boylece N herhangi

bir 0z regiiler acik kiimeye sahip degildir. O halde N, C; 6zelligini tasir fakat /
y1 hatta ST y1 ya da HI y1 da saglamaz. Bu uzay, hi¢cbir yerde yogun olmayan
kiimelerin sonlu kiimeler olmasi halinde C, 6zelligini de tasir. Sonsuz kiimeler

yogun ve bir F kiimesi sonlu ise co-sonlu topolojisine gore kapalidir ve ici



19

bostur. Ayni zamanda, alt kiime (F, p|F ) diskret ve her noktasi alt uzayda
ayrik noktadir. xe F ise U=N—-(F-{x})e p ve UNF ={x}e p|F dir.

Higbir yerde yogun olmayan tiim yogun kiimeler ¢oziilemez ve de kapali

oldugundan C;ii de saglar.

Teorem 2.2.2

SI= C; + I dir.

Ispat (=) SI= C; Al oldugu aciktir.

(&) X=FuG, F nin kapali ve c¢oziilebilir oldugu bir ¢oziilemez uzay
olan Hewitt ayrisim uzayr kullanildiginda; eger U = Int(F)# < ise o zaman,
Int(CL(U)) = Int(Cl(Int(CI(F)))) = Int(Cl(F))=Int(F)=U dir ve boylece U
bos olmayan 6z regiiler acik alt kiimedir. C; den U ¢o6ziilemezdir, buradan F

nin ¢oziilebilirligi sonucu ¢ikar. Boylece Int(F) = olur ve (X,7), SI dir.o

Teorem 2.2.3:
HI= SI + C; dir.
Ispat (=) HI = SI A C, oldugu aciktir.

(&) (X,7) bir SIAC; uzay1 ve X=F UG, F nin kapal ve ¢oziilebilir
oldugu bir ¢oziilemez Hewitt ayrisim uzayi olsun. O zaman G bir bos olmayan
acik kalitsal ¢oziilemez alt uzaydir ve Int(F) = dir. Buradan F eger bostan
farkliysa hicbir yerde yogun degildir ve ¢oziilemezdir. C; den F =0 ve X=G
sonuclanir, dolayisiyla X, HI dir. o
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Teorem 2.2.4

S= HI + C; drr.
Ispat:(=) S = HI A C; oldugu agiktir.

(&) (X,7) bir C3A HI uzay1 ve D, X de yogun olsun. O zaman X-D co-
yogundur ve boylece hi¢cbir yerde yogun degildir ve ¢oziilemez alt uzaydir. C;

den X-D kapalidir ve D agiktir. O

Ornek 2.2.7:
Y={0}JuN
ve

o={3,{0}}U{V c Y|Oe V ve Y -V sonlu}olsun.

E={2,4,6,....} coziilebilir hi¢cbir yerde yogun olmayan bir kiimedir. ne N
olmak tizere, D;={2+4n} ve D,={4(1+n)} E de iki ayrik yogun alt kiimedir.
Fakat E kapali degildir, clinkii CI(E) = Ndir. Boylece Y, C, 6zelligini
saglamaz. Buna karsin, eger F, Y nin bir coziillemez hicbir yerde yogun
olmayan alt kiimesi ise F co-yogundur, o halde,0¢ F dir. Fakat o zaman
¢oziillemez olmasi i¢in F sonsuz olmalidir ve boylece kapali olur. Yani, Y, Csii

saglar.o

[Hewitt, 1943, Teorem 28] de, her maksimal uzayin MI ve her MI ninda S/

oldugunu ispatlamistir.

Tamm.2.2.3 1) X uzayinin her alt kiimesi i¢in CI(A)=CI(A-p(A)) ise X uzayina
bir Hausdorff indirgenebilir Uzay denir ve HR ile gosterilir. Bostan farkli



21

her alt uzaym bir ayrik (isolated) noktas1 varsa bu uzaya sacilmis (scattered)
uzay denir.
2) Bir topolojik uzayin rezidiisiinii ger¢ekleyen bos olmayan herhangi bir

alt kiimesi yoksa bu uzaya Hausdorff indirgenebilir Uzay denir.

Ornek 2.2.8 X={ablicint={D,X,{a}} almrsa, K={J X,{b}} olur.
A={a} cX icin Cl(A)=X dolayisiyla p(A) = ANCI(CI(A)-A) = ANCI(X-A) =
ANCI(X-A) = ANCI({b}) = AnX=A oldugu aciktir.

CI(A-p(A)) = Cl(A-A) = CI(D) =D nedeniyle CI(A)# CI(A-p(A)), yani (X,7)
nun HR olmadig aciktir.

[Esakia, 1981] da, her sacilmis uzayin HR uzayr oldugunu, [Gabelaia,
1999] da baz1 kosullar altinda tersi kanitlanmistir. Ancak denklik hala acik bir
problemdir.

X topolojik uzayi sacilmistir < X, HR dir.

Burada ispatim gormek icin modal lojikte GL ve Grz formiiller

kiimelerinden ve metrik ve kompakt uzaylardan yararlanilacaktir. Ayrica, HR

olan fakat sacilmis olmayan uzayin varlig1 gosterilecektir.

2.3 Modal Lojikte GL, Grz ve HR

Tamm 2.3.1
1) Tim klasik lojik aksiyom semalarini,

2) o(p —q) — (op —oq)
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3) o(@p —p)—op
iceren ve Modus Ponens, gerektirme ve ikame(yerine koyma) kurallarina
kapali olan en kiiciik formiiller kiimesine GL(Godel-Lo6b) denir.
Herhangi bir X topolojik uzayinda bir A € X secilsin. x, A X in bir limit
(y181lma) noktasi ise x in tim komsuluklar1 A-{x}in bir noktasim igerir. Bu

limit noktalarinin tiimiine A nin tiirev kiimesi denir ve d(A) ile gosterilir.

Tamm 2.3.2(Cantor)
1) X topolojik uzaymin bir A alt kiimesi icin, A Cd(A) ise A kiimesine
kendi icinde yogun denir.
2) Bostan farklh kendi icinde yogun higbir kiime igcermeyen bir topolojik
uzaya sacilmis uzay denir.

GL in X sacilmis uzayindaki bir yorumu tiim onermesel degiskenlerin
kiimesinden P(X) kiimesine asagidakileri saglayan bir v fonksiyonudur:

D v(a f)=vie)nv(p)

2) v(av f)=v(@)yuv(p)

3) v(a — p) =—v(@)uv(f)

4) vioo) =t(v(ex)) (T(A)=-d - A tim Ae P(X) icin)

(X,d) sacilmis uzay1 ve verilmis bir v yorumu i¢in eger v()= X ise «,
(X,d) de dogrudur. Tim v yorumlan i¢in &, (X,d) de dogru ise (X,d) de
gecerlidir denir.

Eger her sacilmis uzayda « gecerliyse GL de « formiilii ispatlanabilirdir.

Grz ( Grzegorczyk) sistemi asagidaki formiilleri ve Modus Ponens
gereklilik ve ikame(yerine koyma)ye gore kapali en kiiciik formiiller

kiimesidir.
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1) Klasik lojigin tiim aksiyomlarinin semalari

2) o(p—q) — (@p —oq)

3) op—=>p

4) op —oop

5) o(@(p —op) —>p) =P

Simdi her H-indirgenebilir (X,Cl) uzayi i¢in; Int, topolojik i¢ operatoriinii
gostermek iizere, Grz nin (X,Cl) de bir yorumunu,

v(ioa)=Intv(&)

disinda, aynen yukarida yapildig1 gibi elde edilebilir. Ayrica dogru ve gecerli

formiil tanim1 da oradakiyle aynidir.

Teorem 2.3.1 Bir ¢ formiilii Grz de ispatlanabilirdir < «, her HR uzayda
gecerlidir.
Grz ve GL arasinda cok yakin bir iliski vardir. sp(oa)=a Aroa dir.

Buradan sunlara ulasilabilir.

Teorem 2.32Grz |} o < GL |sp(@)

Her topolojik X wuzay1 icin Ac X ve Int(A)=AnN7(A) olsun
(CI(A)=Aud(A)). Buradan sagilmis uzay ile HR wuzay aym anda
gerceklestiginde Grz |-a' & tim sagilmis uzaylarda o gecerlidir <

sp () tim H-indirgenebilir uzaylarda gecerlidir & GL |-sp (o) .

Teorem 2.3.4 Her sacilmis uzay HR dir.
Ispat X bir HR uzay degilse bir bos olmayan A c X kiimesi vardir, boylece
Ac CI(CI(A)—A), CI(A)—A= d(A)- A oldugundan;
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d(A)-Acd(A), CIl(dA)=d(Cl(A)) ve Cl monoton operatér olmak
tizere A € CI(CI(A)-A)= A c Cl(d(A)-A) c CI(d(A))
= Cl(A) c Cl(d(A))=d(CI(A)) dir.
Buradan B c X (B =CI(A)) Oyle ki B c d(B) dir. B, X in bostan farkli

kendi i¢inde yogun alt kiimesidir ve X sac¢ilmis degildir.

Varsayim 2.3.1 Bir X topolojik uzay sacilmistir < X, HR dir.

Simdi de bunun ispatim1 Alexandroff uzayi icin yapacagiz.

Tanim 2.3.3
1) Bir topolojik uzayimn acik alt kiimelerinin keyfi kesisimleri yine aciksa o
uzaya bir Alexandroff uzay denir. Kisaca A-uzaylari diye anilir.

2) Eger bir topolojik uzay x,, x,...., X, ,...gibi sonsuz bir zincir icermiyorsa dyle
ki Vie N i¢in x;, # x,

., ve x, € Clx,,, dual olarak iyi kurulmustur.

Tamim?2.3.4 Her sonlu topolojik uzay yerel sonludur. Her yerel sonlu topolojik

uzay Ty- Alexandrof Uzaydir.

Ornek2.3.1 Diskret uzay birim kiimelerin(singletons) acik oldugu bir uzaydir.
Bu uzay yerel sonludur ve Alexandroftur.
To-Alexandroff uzayina bir kismi sirali kiime (poset) iizerinde Ornek

verelim:
(P, <) bir poset ve B= {T x:xe P} tek minimal bazi olsun. P iizerinde
7(<) indirgenmis topolojik uzayr bir To-Alexandroff uzaydir. Eger (X,7)

Alexandroff uzaysa, ae {b} ise a<,b olacak sekilde X de ozel bir <
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siralamasi vardir. Bu siralama yansiyan, ters simetrik ve geciskendir (kismi
siral1) eger ve yalmz eger X, Todir. Ayrica, eger (X,<) bir poset ve 7(<) onun
indirgenmis Ty-Alexandroff topolojisi ise 7(<) Ozel siralamasi kendi i¢inde <
sirahdir (<, =<) Diger taraftan <  siralamasi altinda To-Alexandroff uzayi
(X,7) ise bu <

(7(£,)=1).

siralamasi altinda indirgenmis topolojisi orijinal topolojidir

r

Ornek 2.3.2 X={a,b,c,d} olsun. a<b, a<c ve d<c kismi siralamasi asagidaki

gibidir (Sekil.1).

b c

a d
Sekil 1

To-Alexandroff topolojisi:
7={J, X ,{ab,c},{b}.{c},{d,c}.{b,c.d},{b,c}}
B={{ab,c},{b},{c},{dc}}
A={ab,d} bir down kiimesidir. Boylece kapalidir.

A°={cler

Ornek 2.3.3 X=R ve dogal siralamali (R , <) verilsin. V(x) =[x,+e0) minimal

baz1 x in komsulugudur. Ty-Alexandroff topolojisi ise R nin sag topolojidir.
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Ornek 2.3.4 X={a,b,c,d} olsun.
r={D,X,{ab,c},{b},{c},{b,c,d},{b,c}}bir To-Alexandroff topolojisidir. Ozel

siralama asagidaki gibi elde edilir:

{a}={a}
{d}={d)
(b} ={b,a,d)
{c}={c,a,d)

a<b, d<b, a<c ve d<c olur (Sekil.2).

b c

a d

Sekil 2

Teorem 2.3.5 Herhangi bir A-uzay1 olan X uzayi sagcilmistir < X, HR dir.
Ispat Bunun icin iki lemmaya gerek vardir.
Lemma 1 A-uzay: sacilmistir < Dual olarak iyi kurulmustur.

Ispat (=) X bir keyfi sacilmis uzay olsun ve X dual olarak iyi kurulmus
olmasin. O zaman X de bir x,,x,,...,x,,... sonsuz zinciri vardir dyle ki
dir.

x,e€Clx,, ve x, # x,,
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A= O { x, } kiimesini olusturarak A daki her noktanin bir limit noktasi
i=1

oldugu gosterilecektir. Gergekten her x, € A i¢in ve tiim U x; komsuluklar igin

xi+1

e Ux, dir.
Bundan dolay1, (A-{ x, })mle #, x,€ A icin ve dolayisiyla Ac d(A)

yani X sacilmis degil cikar ki bu da ¢eliski olur.

(<)X dual olarak iyi kurulmus sacilmis olmayan bir A-uzayr olsun. X
sacilmig olmadigindan bostan farkli bir A < X kiimesinin hi¢ ayrik noktasi
yoktur. Bundan dolay1 herhangi bir x, € A ve onun en kii¢iik komsulugu (x, in
tiim komsuluklarmin kesisiminden olusan ) U, i¢in (A-{x })"U, # dir.
x,€A-{x, HNU, verilsinU, , x in en kiigiik komsulugu oldugundan
x, € Clx, dir. x, nin en kiigiik komsulugu U, olsun. x, €A oldugundan (A-

{(x, U, #@dir.

x3e(A—{x2})mU v, olsun. x,eClx, oldugu agiktr. Islem bdyle

stirdiirtiliirse x,,x,.....x

noe

. sonsuz zinciri elde edilir 0yle ki x, e Clx,, ve

X, # x,, dir.

Lemma 2 A-uzay1 HR dir < Dual olarak iyi kurulmustur.

Ispat (=) X bir keyfi HR uzay olsun ve X dual olarak iyi kurulmus olmasin.

O zaman X de bir x,,x,,....,x,,... sonsuz zinciri vardir 0yle ki x, € Clx,,, ve

x, # x,,, dir.
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s

A= U { x, } kiimesi olusturularak O= D {x,,} ve E= O {x,, } kiimeleri
i=1 i=1

1l
—_

g0z Oniine alinsin. Her x,€ A i¢in x, € O oldugundan x, e Clx,, ve
X,,, € Obulunur. Bundan dolay1 x,e€ CI(O) ve Ac Cl(O)dur. Ac CI(E)
oldugu da gosterilebilir. E=A-O nedeniyle E < CI(O)—0Odur.

Cl monotonlugundan CI(E) < CI(CI(O)—-0O) dir.

Oc CI(CI(O)—0) olgusundan Oc AcC CI(E) sonuglanir. Boylece
p(0)= O olur. Bundan 6tiirii X, HR degildir. Celiski dogar.

(<)X dual olarak iyi kurulmus bir HR A-uzayr ise p(A)= A olacak

sekilde bir Ac X vardir. x, €A ve en kiiciik komsulugu U olsun. O zaman
x,eU, N(CI(A)-A) vardir. x, nin en kiigcik komsulugu UX2 olsun.

x, € CI(A) oldugundan x,e U M A vardir. U x » X Un en kiigiik komgulugu
olsun.

x,€A ve p(A)= Aoldugundan x,€ Ux3 N(CI(A)-A) dir ve isleme
boyle siirdiirtiliirse x,, x,,..., x, ,... sonsuz zinciri elde edilir 6yle ki x, € Clx,,,

(x, e Ux,

i+1

oldugu i¢in) ve x, # x,,, (i tek say1 ise x,€ A ve i cift say1 ise

x, ¢ A olur.)dir. Boylece ¢eliski olusur.

SONUC 1 Bir sonlu X topolojik uzayr HR dir < X uzay1 sagilmistir.
SONUC 2 A-uzayi ile quasi (yansiyan ve gecisken) sirali kiimeleri arasinda
yakin bir iligki vardir; buna gore asagidaki tiim ifadeler birbirine denktir:

1) X sacilmustir.

2) X HR dir.

3) X dual olarak kurulmustur.
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Teorem 2.3.6 Tiim metrik ve kompakt topolojik X uzaylar1 sacilmistir < X,
HR dir.

Ispat: (= ) Teorem 2.3.1 e bakiniz.

(<)X sacilmis uzay olsun. X in bostan farkli hi¢ ayrik noktasi olmayan
bir alt kiimesi A olsun. B < CI(CI(B)— B) ozelligini saglayan bostan farkli bir
B kiimesi vardir. Gergekten A nin hi¢ ayrik noktast yoksa CI(A) da da yoktur.

Bundan dolayi, bir kompakt uzayda kapali oldugu diisiiniilen her A alt kiimesi
kompakttir. B yi insa edebilir ve sureti olan B; i tiimevarimla olusturulsun.

Birinci adimda B=Y ve B;= alinsin. n. adimda herhangi bir xe A i¢in

1 1
komsulugunu U " olusturalim ve UA U." kiimesinde A y1 kapsar.

kn
A kompakt oldugundan, U,,U,,U,,...,U, vardir ki AcUU,, B, e ait
" i=1

olmayan U, N A, i=1,2,...., k, dan bir nokta alinsin ve B;e koyulsun. ( Bu her

adimda uygulanirsa B ve B; de bircok sonlu sayida noktalar vardir ve A nin hi¢

ayrik noktasi yoktur.) Boylece BN B, =& ve hem B hem de B; in A da yogun

oldugu bulunur.

Gercekten, x, A nin keyfi bir noktas1 ve U xg —keyfi bir € i¢in- komsulugu
ise, 1 :g olacak sekilde n i buluruz ve goriiliir ki n. adimda asagidaki celiski
n

olusur.

kﬂ
AcUU, oldugundan xe U, dir. 3j, 1< j<k, igin B de B; deki gibi U,

i=1

de bir nokta vardir. y € BNU; ve y,€ BNU,; olsun. xeU,; oldugundan
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2 2 . . ..
|x—y1|<HS€ ve |x—y2|<HS8 dir. Boylece herhangi bir xe A ve £€>0 i¢in

U:NB#< ve U:NB, #< dir. Hem B hem de A da yogundur. Simdi, B, A
da yogunsa A=CIl(B) dir. Bundan dolay1 B, c CI(Cl(B)-B) ve
CI(B))c CI(Cl(B)—B)dir. B;, A da yogun oldugundan A=CI(B;) ve
B < CI(CI(B) — B) olur. Boylece X, H-indirgenebilirdir.

Sonug olarak, tiim kompakt ve sayilabilir tabanli Hausdorff uzayi bir

metrik uzaydir.
SONUC 3: Her kompakt ve bir sayilabilir tabani ile Hausdorff X uzay1

H-indirgenebilirdir. < X uzay1 sa¢ilmistir.
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3.HI VE HR UZAYLARI

3.1 HI ve HR nin Denk Oldugu Kosullar

Bu boliimde, “ X topolojik uzayr HI dir < X, HR dir” ve HI ya da
sacilmis uzay icin teorik siizge¢ karakterizasyonlarit verilecektir. P(X), X in
kuvvet kiimesi olsun. F, P(X) in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. F' sonlu
kesisimlere kapali ve AeF ve ACB ic¢in BeF ise X bir siizge¢ olarak
adlandirilir. Kapsama bagintisina gére maksimal olan bir siizgece ultra siizgeg
denir. A nin dogurdugu esas siizge¢ soyle tanimlanir:

AcX, Fa={Be P(X): ACB}

{x}tarafindan dogurulmus esas ultra siizge¢ F, ile gosterilir. Bu siizgecin
X kiimesinde sagilmis uzayr F,x olarak ifade edilsin. Esas olmayan ultra
stizgece serbest denir. Eger S, P(X) in bir alt kiimesi ise S tarafindan iiretilen
siizgeg; BC X A Ay,...,A,eS vardir ki A;nArN...NA,[J B olarak tanimlanir.

X topolojik uzay icin ™(X), X in tiim yogun alt kiimelerinin kiimesini
gostersin. T topolojisi ve @(X) arasinda (X, T) bagintis1 vardir.

D(X) bir siizgectir < Herhangi iki yogun kiimenin kesisimi yine

yogundur.
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Onerme 3.1.1
X bir topolojik uzay olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.
1. &(X) bir siizgectir.
2. X in yogun ag¢ik yogun alt kiimelerinden olusan ©(X) bir siizgectir.
3. Her Al'X i¢in, A, X de yogun ise In#(A) da yogundur.
4. Her AUIX i¢in Int(CI(A)) [ Cl(Int (A)) dir.
5. X deki her A alt kiimesi i¢in, Int(Fr(A)) = & dir.
6. X deki her agik alt kiimesi i¢in U ¢oziilemezdir.
7. X ¢oziillemezdir.
Ispat:
4) & (5): Int(Fr(A))= Int(CI(A)NCI(A))= Int(CIA)N Int(CI(A’)) oldugu
bilinmektedir. Bu yiizden,
Int(Fr(A))= @ (eye) Int (CI(A))" Int (CI(A)) =D.

Eger Int(CI(A)))(Int(CI( A))) ise, X in tiim B alt kiimeleri icin (In#(B)) =
CI(B') oldugundan, (Int(CI(A"))) = CI(CI(A)) =
Cl(Int (A)) dur.
(4) = (3): (4) den (3) 1i gostermek X deki A nin yogunlugundan dolayi basittir.
(4) den; X= Int(X)= Int(CI(A)) [I1CI (Int (A)) oldugu icin X icinde Int(A) nin

yogun olmasi sonug¢landirilir.

(3) = (2): A ve B yogun olsunlar. O zaman, Int(A) ve Int(B)
(3) den dolay1 yogundur, ciinkii iki yogun ag¢ik kiimenin kesisimi Int(A) M

Int(B) de her zaman yogundur. Dolayisiyla AnB de yogundur. Boylece, D(X)
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bir siizgectir. Ayrica, (3) de belirtildigi gibi her yogun kiime bir yogun acik

kiime igcerdiginden, ™(X), X in yogun acik alt kiimelerinden olusur.

(2) = (1): Aciktrr.
(1) = (6): U, X in bos olmayan bir acik alt kiimesi olsun. Eger U ¢oziilebilir
ise U nun A, B gibi iki ayrik yogun alt kiimeleri vardir. Fakat o zaman AUU
ve BUU', X de yogun olur ve (1) den X de (AUU') N (BUU ) min yogun
oldugu ortaya cikar.

Buna karsin, (AUU )N(BUU ) = (AnNB)UU = U, X in uygun bir kapali
alt kiimesidir ve boylece X de yogun olamaz. Bu celiski U nun c¢oziilemez
oldugunu ispatlar.

(6) = (3): A, X de yogun ve U da herhangi bir bos olmayan acik alt kiimesi
olsun. Int(A) WU#J oldugunu gosterelim.

U=(U-A) U (UNA) ve (U-A) N (UnA) = dir. Ayrica UTICI(UNA) drr,

clinkii A, X de yogun ve U agiktir. Simdi, eger, Int(A) NU = Int(A NU)= O ise
ULICI(U-A) dir ve U, UNA ve U-A nin birlesimi olarak ¢oziilebilirdir. Bu bir
celiskidir. Boylece Int(A)NU#J ve Int(A), X de yogundur.
(3) = (4): A, X in bir alt kiimesi olsun. Int(CI(A))[1Cl(Int (A)) gosterilecektir.
Eger Int(Cl(A)) =0 ise ispatlanacak bir sey yoktur. O halde Int(CI(A))=J
olacak sekilde xe Int(CI(A)) olsun. U, x in bir komsulugu olarak alindiginda
UnInt(A)#D sonucu bulunmalidir.

X de AUCI(A) yogun oldugu icin (3) den Int(AUCI(A)) da X de
yogundur. Int(A)=Int(CI(A))nInt (AUCI(A')) dir. O zaman

Unlint(A)= Unlint (CL(A))NInt (AUCI(A))
= (Unilnt (CI(A)))NInt (AUCI(A)) #D
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clinkii UnInt(CI(A)) bir bos olmayan agik kiimedir. Boylece xe Cl(Int(A)) olur.
X in her A alt kiimesi icin Int(CI(A)) [ Cl(Int(A)) oldugu da ispatlanabilir.
Boylece, ilk alti kosulun denk oldugu ispatlanmis oldu. Alti kosulun her

birinden (7) nin saglandig1 kolaylikla goriilebilir. (6), (7) yi gercekler.o

Ornek 3.1.1 Kosul (7) nin (6) kosulunu gerektirmedigine bir 6rnek verilebilir.
Dogal topolojide X=[0,1] U{2} alindiginda tiim yogun kiimeler 2 yi icerdigi
icin 2, X in bir ayrik noktasidir. Boylece X, (7) deki gibi ayrik yogun kiimeler
icermez. Buna karsin X in bir acgik alt kiimesi olan [0,1] in [0,1] NQ ve

[0,1] —Q larin birlesimi ¢oziilebilirdir, dolayisiyla (6) ger¢eklenmez.

Ornek 3.1.1 deki uzay ne kendi icinde yogun ne de baglantilidir. 4.
boliimde ?™(X) in bir siizge¢c olmadigin1 gosteren bir kendi i¢ine yogun bagl
cozillemez X wuzayr Orne8i verilecektir. Bu karsit orneklere ragmen,
[Gangster,1987, Teorem 3] den;

X ¢oziilemezdir (eye) hem ©(X) hem de {Int(A):Ae D(X)}, X de esas siizgectir.

Diger bir deyisle;

X ¢oziilemezdir (eye) her A,Be I(X) i¢in Int(A) N Int(B) #< dir.

(7) diger kosullar1 gerceklemezken X in tiim alt uzaylar i¢in saglatilirsa o
zaman diger kosullar1 da saglayacaktir. Boylece asagidaki bagintiyr kanitlamis

olur.

Teorem 3.1.1 X bir topolojik uzay olsun. Eger X bir HI ise o zaman Onerme

3.1.1deki 6 denk kosulun saglandig1 goriilecektir.
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Ispat Eger X bir HI ise o zaman 6. kosul Onerme 3.1.1 den kolaylikla

gosterilebilir. o

Teorem 3.1.1 inde yapilan iligskilendirmenin HR uzaylarim1 karakterize
etmek icin Onemli oldugunu vurgulamak yerinde olacaktir. Gercekten bu
durumda Onerme 3.1.1 deki her 6 kosul arasindaki iliskilendirme X in alt
uzaylari, HR olan X e denk oldugunu gosterir. Hatirlayalim ki, X in bir A alt
kiimesi olan rezidii Haussdorf uzayi;

P(A)=ANCI(CI(A)-A) idi.

Teorem 3.1.2
X bir topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullar denktir.
(1) X uzay1 bir HR dir.
(2) X uzay1 bir HI dir.
(3) X in her Y alt uzay1 i¢in Y nin yogun alt kiimesi D(Y) kiimesi Y de bir
slizgectir.
(4) X in her Y alt uzay1 icin Y nin yogun agik alt kiimelerinden olusan D(Y)
kiimesi bir siizgectir.
(5) X in her Y alt uzay1 i¢in eger A,Y de yogunsa, Int, (A),Y de yogundur.
(6) X in her Y alt uzay1 i¢in Y nin her alt kiimesi i¢in Int,(ClL,(A)) [ (Cly(Int,
(A)) dir.
(7) X in her Y alt uzay1 i¢in Y nin her alt kiimesi icin Int,(Fr,(A))=< dir.
(8) X in her Y alt uzay i¢in Y-p(Y) kiimesi Y de yogundur.

(3)-(7) kosullarinda “alt uzay” yerine ‘“kapal1 alt uzay” alinsaydi; o zaman

kosullar denk olurdu.
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Ispat Onerme 3.1.1 ve Teorem 3.1.1 den (2)-(7) kosullar1 birbirine denktir.

(1) = (2) icin karsit ters ispat verilebilir: Y, A ve B ayrik yogun alt uzaylari
iceren alt uzay olsun. O zaman; CI(A) = CI(Y) = CI(B) olur. Boylece,
CI(CI(A)-A)= CI(CL(Y)-A)2CI(B)= Cl(Y) dir.
Boylece

AcCI(CI(A)-A)
ve p(A)=A olur. Bu durumda, X uzay1 HR degildir.

(7) = (8) : Y-p(Y)=Y-CI(CI(Y)-Y) ve Frcyy(Y)=CI(CI(Y)-Y) olsun. CI(Y), X in
bir kapali alt uzay1 olduguna gore, (7) den Int ¢y CI(Y) (Frciy(Y))= Ddir. Her
A icin Int(A)=CI(A") tanimindan

Int cin(Freun(Y)= CIY-CILCUY)-CUCI(Y)-Y)]

vardir. Boylece,
CI[CI(Y)- CI(CI(Y)-Y)]=CI(Y) dir.
Y-CI(CL(Y)-Y)= Cl(Y)- CL(CL(Y)-Y)
oldugundan
CI[Y-CI(CI(Y)-Y)]= CL(Y)
Cl(Y-p(Y))= CI(Y)

olur.

(8) = (1): Y-p(Y), Y de yogun oldugundan bostan farklidir ve boylece X in her
bos olmayan alt uzay: Y i¢in p(Y), Y nin bir 6z alt kiimesidir. Boylece sagladigi

aciktir.
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Sonug olarak, “X uzayr bir HI dir (eye) X in her bos olmayan kapali alt
uzay1l coziillemez.” oldugunu goérmek kolaydir. Bundan ve ilk basta bahsi
gecenlerden de agikca goriiliiyor ki alt uzay yerine kapali alt uzay alindiginda,

2. kosul ile 3. kosuldan 7. kosula kadar tiim kosullarin denk oldugu aciktir. o

X in her Y alt uzayi icin, d6zdeslik CI(Y)=CIl(Y-p(Y)) ile (8) in denk oldugu
aciktir. Daha once de belirtildigi gibi, Esakia bu 6zdesligin (1) e denk oldugunu
gostermistir. Ayrica, Mc Kinsey “Modal system half a century later” adli

calismasinda (6) ve (7) nin de (1) e denk oldugunu kanitlamistir.

Ornek 3.1.2 [Eklin, 1969] de, asagidaki maksimal olan kendi i¢inde yogun bir
indirgenemez T-uzayini1 6rnek olarak vermistir. X, bir sonsuz kiime olsun. F, X
de bir serbest ultra siizge¢ ve T=FU{J} kiimesi olsun. [Hewitt, 1943, Teorem
23, 24], X in SI oldugundan s6z eder. Bu 6rnek ve Teorem 2.1.4 gosterir ki,
giriste bahsedilen sorunun bir negatif ¢6ziim olarak iiretilen sag¢ilmis olmayan
HR wuzaylar1 vardir. X uzayr kompakt degildir. Buna karsin X in sadece
kompakt alt uzaylar1 sonludur. Gergcekten Y, X in bir sonsuz alt uzay1 olsun ve
A; ve Ay, Y nin ayrik sonsuz alt kiimeleri olmak tizere Y=A;UA, yazilsin. Eger
F bir ultra siizge¢ ise ne A;eF ne de X-A,;eF dir. Ote yandan, Y-U sonsuz
olacak sekilde bir U acik kiimesi vardir. {ue {y}: ye Y-U}, Y nin bir sonlu alt
ortiisic olmayan acgik alt ortiisiidiir. Gelecek boliimde, SI olan bir kompakt

indirgenemez T,-uzayi iiretmek i¢in bu 6rnegin nasil kullanildig goriilecektir.

Uyan 3.1.1 [Hewitt, 1943, Teorem 23, 24] deki bir sonraki dnermenin ispati
yapilirken kullanilacaktir. Hewitt in Standing Hipotezi bir uzayr Top-uzay:

kilmak i¢indir. Ne To-uzay1 ne de T;-uzay1r olmamasinin iki nedeni vardir:
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Birincisi eger (X, T) maksimal ise bir T;-uzayidir. ikincisi eger (X, T) alt
maksimal ise o zaman T -uzayidir. Birinci durumu ispatlamak ic¢in X in biitiin
co-sonlu alt kiimeleri ile birlikte T larn birlesimi ile meydana gelen 7
topolojisi vardir. (X, T) maksimal oldugundan, (X, T) nun tiim bos olmayan acgik
kiimeleri sonsuz olur, ¢iinkii 7 daki her acik kiime Ue T ve A€ T olacak sekilde
UNA seklindeki kiimelerin bir birlesimidir. 7 deki bos olmayan tiim acik
kiimelerin sonsuz oldugu goriiliir. (X, T) maksimal oldugundan t=7 diir.
Bundan dolayi, T, X in tiim co-sonlu alt kiimelerini icerir ve bu durumda

noktalar kapalidir. Boylece, (X,7), Ti-uzayidir.

Ikinci durumda, X bir Ty-uzay1 degilse o zaman m =m olacak sekilde
x,ye X ayrik noktalar1 vardir. m -{x} kiimesi m de yogundur, ciinkii

ye {x}-{x} dir. Boylece x-{x}=({x} -{xDHu({x})

X de yogundur. Buna karsin X-{x} a¢ik degildir ciinkii {x} kapali degildir.
Bundan dolayi, X alt maksimal degildir. [Hewitt, 1943, Teorem 23] deki
ispatta, ayn1 zamanda bir alt maksimal uzayin HI oldugu gosterilmistir. X deki

bir T topolojisi eger 11Dt X de bir stizgecse siizgecsel topolojidir.

Onerme 3.1.2
X deki bir siizgeg¢ topolojisi T i¢in asagidaki kosullar denktir.
(1) X alt maksimaldir.
(2) X HI dur.
(3) X HR dir
(4) -{D} bir ultra siizgectir.
(5) DX )=1-{D }dur.
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Bundan bagska, t-{J} bir serbest ultra siizgectir (eye) X maksimaldir.

Ispat
(1) = (2): Uyan 3.1.1 den aciktir.

(2) = (3): Teorem 3.1.2 den denk oldugu bulunur.

(2)= @)

T-{D} bir ultra siizgec olmasin. O zaman A¢7T-{D} ve Aet-{T)} olacak
sekilde AcX vardir. T-{@} bir siizge¢ oldugundan A nin veya A niin bos
olmayan alt kiimelerinden higbiri acik degilse, Int(A)= Int( A)= @ olur.
Boylece, CI( A)=CI(A)=X dir. Bu yiizden, X ¢oziilebilir ise HI degildir.

4) = (5):

(<) 1-{D}, X de bir ultra siizge¢ ve A, X in bos olmayan alt kiimesi 6yle ki
Ag1-{D} olsun. Oyleyse, A €1-{D} yani A" agiktir. O zaman A, X in kapal 6z
alt kiimesi ise A¢ D(X) dir. Oyleyse , D(X) ct-{@} dir.

(2:)Eger U bos olmayan bir agik kiime ise, T-{} bir siizge¢ oldugundan,
yogundur. Bu durumda, D(X) = t-{J} dir.

(5) = (1): Aciktir.
X maksimal ise Uyart 3.1.1 den T;-uzay: idi. Boylece, [Hewitt, 1943] den X,
MI dir. Ayn1 zamanda, simdiye kadar yapilan ispattan t-{J} bir ultra siizgectir.

Ayrica X in sonlu bog olmayan acik alt kiimeleri olmadigindan t-{J} serbest
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olmalidir. Tersi [El’kin, 1969, Onerme 37] de yer alir. Ispat1 soyle verilebilir: F
bir serbest ultra siizge¢ ve T=FU{J}olsun. O halde T sonlu olmayan kiimeyi
icermez. 7 ,T nun bir 6z genislemesi olsun ve Ae 7 -T secilsin. F bir ultra
siizgec oldugundan A € F dir. Bundan dolay1 herhangi bir xe A igin A U{x}e F

vardir. Boylece {x}=( A U{x})"Ae7 olur. Dolayisiyla T bir maksimaldir.o

Bu bolim Teorem 3.1.2 ye benzer olarak, sagilmis uzaylarin bir

betimlemesi verilerek sonlandirilabilir.

Onerme 3.1.3
X topolojik uzay i¢in asagidaki kosullar denktir.
(1) Iso(X), X de yogundur.
(2) D(X), Iso(X) den olusan bir siizgectir.
Dahasi, bu iki kosul gerceklenir.
(3) D(X) , baz1 xe X i¢in bir esas ultra siizge¢ F, in i¢indeki bir siizgectir.
Son olarak, 3. kosul gerceklenir.

(4) X bir ayrik noktaya sahiptir.
Ispat:
(1) = (2): A, X de yogun ise Iso(X)cA oldugu kaydedilmelidir. Boylece

Iso(X), X de yogunsa o zaman D(X)=F;,(X) dir.

(2) = (1): Aciktir.
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(2) = (3): Eger O(X)= Fi0(X) ise Iso(X)#< oldugundan her xe Iso(X) igin
D(X)F ., dir.

(3) = 4): Eger (X)) cF, ise X-{x} yogun degildir. Bundan dolay1 X-{x}

kapali olmali ve boylece {x} aciktir. O

Ornek 3.1.3 X, Ornek 3.1.1 deki gibi bir uzay olsun. X in kosul (4) i
sagladigin1 ama kosul (3) i saglamadigi gosterildi. X, bir tek ayrik noktaya
sahiptir, ornegin 2 gibi. Buna karsin ©(X) bir siizge¢c degildir, ciinkii
([0,1]nQ@)uf2} ve ([0,1]- Q)u{2} kiimeleri yogundur fakat kesisimleri olan

{2} yogun degildir.

Ornek 3.1.4 (X,7) Ornek 3.1.2 nin uzay1 olsun. Z, X in ve {p} tek elemanlh
kiimesinin ayrik birlesimi olsun. O zaman Iso(Z) = {p} olur. Z nin yogun
kiimeleri Ae F olmak iizere AU{p} seklindedir. Bu ylizden ©O(Z) bir siizgeg
degildir ve D(Z), ¥, esas ultra siizgecinin i¢indedir. Buna ragmen Iso(Z) yogun
degildir. Bu yiizden Z, (3) ii saglar ama (2) yi saglamaz.

Teorem 3.1.1 deki gibi, 4. kosul ile X in alt uzaylar1 arasindaki iliski,
Onerme 3.1.3 deki sartlar1 da etkileyecektir. Buna ragmen, 4. kosul ile X in tiim
alt uzaylar1 arasindaki iliski, sacilmis uzaylarin tanimini verir. Boylece su

teoreme ulagilir.

Teorem 3.1.3 X bos olmayan bir topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullar
denktir.
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(1) X sacilmis uzaydir.

(2) X in her Y alt uzayi i¢in Iso(Y), Y de yogundur.

(3) X in her Y alt uzay1 i¢in Iso(Y) den olusan @(Y) bir siizgectir.

(4) X in tiim bos olmayan Y alt uzaylar i¢cin (YY), baz1 yeY i¢in ¥ esas
ultra siizgecinin i¢inde bulunan bir siizgegtir.

(5) X in her Y alt uzay1 i¢in d(Y)=d(Y-d(Y)) vardir.

Ayrica, eger “alt uzay” yerine “kapali alt uzay” alimirsa (2) ile (4)
arasindaki kosullar (5) e denk olur.
Ispat Onerme 3.1.3 ele alindiginda, (2) = (3), (3) = (4) ve (4) = (1) bulunur.
(1) = (Q2):

Y, X in bir alt uzay1 olsun. Eger V, Y nin bostan farkli agik alt kiimesi ise
hipotezden, V, y gibi bir ayrik nokta icerir. ¥ de V acik oldugundan ye Iso(Y)
sonucuna ulagilir.

Sonug olarak, Vniso(Y) #J dir. Bu yiizden Iso(Y), Y de yogundur.

2)=05):

Y nin her alt uzay1 i¢in d(Y-d(y)) < d(Y) oldugu bilinmektedir.
d(Y)cd(Y-d(Y)) oldugu gosterilirse, (2) den CI(Y)=Cl(Iso(CI(Y))) oldugu ortaya
cikar. Her AcX icin CI(A)=AuUd(A) vardir ve Iso(A)=A-d(A) dir.

O zaman
d(Y) ¢ CI(Y) = Cl(Iso(C(Y)))= CL (CI(Y) - d(C(Y)))
= (CU(Y) - d(CI(Y)) U d(C(Y) - d(CL(Y)))
dir ve d(Y), CI(Y) - d(CI(Y))den dolay1 ayrik oldugundan,
d(Y) < d(CI(Y) - d(CI(Y)))
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=d([Yud(Y)] - d[Yud(Y)])
=d([Yud(Y)] — d[Yudd(Y)]) (d(AUB)=d(A)ud(B) oldugundan)
=d([[Yud(Y)] - d(Y)] - dd(Y))
=d([Y-d(Y)] - dd(Y))
c d(Y- d(Y))
olup, X in her Y alt uzayi i¢in, d(Y)=d(Y- d(Y)) dir.

S)=>(1):

Y, X in bostan farkli herhangi bir alt uzay1 oldugunda d(Y)=d(Y-d(Y)) den
Iso(Y)=Y- d(Y) #0 oldugunu gerceklemek kolaydir. Buradan,

X sacilmistir (eye) her bostan farkli kapali alt uzayin bir ayrik noktasi vardir,
sonucu elde edilir.

Boylece, (1), (2) den (4) e kadar tiim kosullara “alt uzay” yerine “kapali
alt uzay” alindiginda denk olacaklardir. o

[Esakia,1981] calismasinda, d bakimindan sagilmis uzaylarin daha
onceden dogrulugu kanitlanmig aksiyomlart kullanarak (1) < (5) oldugunu
gostermistir.

Bir sagilmis uzaymn HI oldugu agiktir. Bu ylizden Teorem 3.1.2 den bir
sacilmis uzay HR dir. Ayrica, Teoremler 3.1.2 ve 3.1.3 den kesinlikle X, HR
uzay1 ise sagilmistir eger O(Y), X in her bos olmayan kapal1 alt uzay: Y i¢in bir
esas ultra silizge¢ icindeyse ve X, bir esas ultra siizge¢ ™(X) i icermiyorsa

sacilmis uzay degildir.
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4. KOMPAKT SI UZAYLARI VE HAUSSDOREF SI UZAYLARI

4.1 Kompakt SI Uzaylar1 ve Haussdorf SI Uzaylan

Bu boliimde, Elkin’in 6rnegi S/ olan bir indirgenemez kompakt T; uzayini
olusturmak i¢in genisletilecek ve MI olan baglantili Haussdorf uzaylarim
olusturmak i¢in Padmavally ve Anderson Orneklerini ayrintili olarak
incelenecektir.

Ornek 3.1.2 i kullanarak bir kompakt uzay iiretmek icin Alexandroff
uzaym tek nokta kompaktifikasyonu kullanilacaktir. Bircok makalede, tek
nokta kompaktifikasyonunun sadece yerel kompakt Haussdorf uzayi igin
oldugundan bahsedilir. Ancak, her uzay icin verilebilir: Eger (X,7) bir topolojik
uzay ise, X = XU{oo}icin T topolojisini sdyle tanimlansin.

T = TU{(X-C)u{eo}: CX, X kompakt ve kapali bir uzay }

O zaman (X, T) bir acik alt uzay: olan X i iceren bir kompakt uzaydir. X
kompakt degilse o zaman X, X de yogundur. Ayn1 zamanda X, T, ise X" in de
T, oldugunu gormek kolaydir.

X" Haussdorff tur (eye) X yerel kompakt Haussdorf tur.

Sonug olarak eger X tamamen regular ise X, X yerel kompakt olmamasi
durumunda Haussdorf degildir. Ornek 3.1.2 deki uzaym tek nokta
kompaktifikasyonunun S/ olan indirgenemez kompakt T;-uzayr oldugu

gosterilecektir.
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Onerme 4.1.1 Bir sonsuz X kiimesinde, & bir serbest ultra siizge¢ olmak iizere
1= FU{D} olsun. O zaman (X,7) nun tek nokta kompaktifikasyonu (X* ,1*) bir
indirgenemez kompakt T;-uzayidir, boylece @ ( X 1), Fden tiiretilmis X

deki siizgectir. Hatta X, SI dir.

ispat:

(=) X~ uzaymim kompakt ve Tj- uzayr oldugu biliniyor. X' min X in
yogun acik alt uzaymin indirgenemez olmast durumunda indirgenemez
oldugunu gormek kolaydir. @ ( X 7 ) in X de & den tiiretilmis G siizgeci
oldugu gosterilecektir. Bunu ispatlamak i¢in Ae Folsun. U, X" bos olmayan
acik kiimesi ise o zaman UNX, X in bos olmayan acik kiimesi, bdylece
Ae O (X 1) olacak sekilde AN(UNX)#D dir.Bundan dolayr, FcD (X ,T )
ve GC D (X v ) dir.

(<) Ae ® (X ,t ) olsun. O halde A, X in bos olmayan her acik
kiimesiyle kesisir. X daki X in acik alt kiimeleri de aciksa A-{ec} X in her bos
olmayan acik kiimesiyle kesisir. Boylece, A-{oo}e dir. Bu yiizden Ae G dir.
D(X )= G nin ispatt vardir. X kompakt olmadiginda oo un X bir ayrik
noktast oldugu biliniyor. Bu yiizden, X~ kendi icine yogun bir uzaydir, ¢iinkii
X, X" in kendi i¢inde yogun bir acik alt uzayidur.

Sonug olarak, X'nin SI oldugunu gostermek i¢in Y, X 'nin bir bos olmayan
kapal1 alt kiimesi olarak alinsin. O zaman, Z=YNX= Y-{e}, X in bir kapali alt
kiimesidir. Eger Z=X ise ya Y=X ya da Y= X dur. Diger taraftan, © (Y) bir
stizgectir. Tersine, Z, X in bir 6z alt kiimesi olsun. Z nin her noktasinin Y nin bir
ayrik noktasi oldugunu gormek igin, yeZ olsun. 1-{J}, X de bir siizgeg ise

(X-Z) U{y} kiimesi, X de aciktir ve boylece X de de agiktir.
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Boylece (X-Z)u{y})nY={y}, Y de aciktir. Ciinkii ¥ nin her yogun kiimesi
Y nin tiim ayrik noktalarini icerir. cc€ Y olmasindan ve y nin bir ayrik noktasi
olmasindan 6tiirii ya @ (Y)={Y} ya da ® (Y)={Z,Y} elde edilir. Her durumda
® (Y) nin Y de bir siizge¢ oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Teorem 3.1.1 den X', SI
dir. O

Ornek 3.1.2 deki (X,7) uzayl, T-{J}=0 ( X,t ) esitligini saglar. Simdi,

asagidaki ( X' 1) uzayinin T-{B)c (X 1) y1 sagladig gosterilecektir.

¥ den meydana gelen G siizgecinin X" deki F U{A-{e0}:Ae F} e denk
oldugunu gostermek kolaydir, ciinkii X' = XUfeo} dir. U, X 1n bos olmayan
acik alt kiimesi olsun. O zaman, X de C kapali1 ve kompakt oldugunda, ya Ue F
veya U=(X-C)U{co} dir.Her durumda, Ue G oldugu acgiktir, ¢linkii ¥ <G ve
(X-C)e ¥ dir. Bundan dolay1, X' 1n bos olmayan her agik kiimesi yogundur ve
T-{DIc D (X ) dir. Ancak bu dogru degildir, ciinkii X 1n acik olmayan
yogun kiimeleri vardir. Bunu gormek i¢in, C, X in bir sonsuz 6z alt kiimesi
olsun. O zaman C, X de kapali olur ama kompakt olmaz, ciinkii Ornek 3.1.2
deki ispattaki gibi sadece X in kompakt alt kiimeleri sonludur. Boylece,
U=(X-C)e ¥ dir ve Uu{e}e G dir. Diger yandan, Uu{eo}, 7" tamimindan
hareketle, X~ de acik degildir.

Ornek 4.1.1 ©(X) bir siizge¢ olmayacak sekilde kendi icine yogun baglantili
coziilemez X uzayi ile ilgili bir 6rnek verelim. | Y |>1 olacak sekilde Y kendi
icinde yogun baglantili ¢oziilebilir bir Ti-uzayr ve Z de kendi i¢inde yogun
baglantili ¢coziilemez bir Tj-uzay1 olsun. ye Y ve ze Z icin Z-{z} de coziilemez

olsun. Ornegin, Y reel sayilar ve Z de Onerme 4.1.1 deki uzay olarak secilsin ve
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z sonsuzlukta bir nokta olsun. X, (Y,y) ve (Z,z) noktalanmis kiimelerinin YAZ
vektorii olarak alinsin. Bu, zeZ ile yeY yi tammlayarak Y ve Z yi
birlestirmektir. xe X belirli bir nokta olsun. Y ve Z nin X in kapal1 alt uzaylarina
homeomorf oldugunu gormek gayet basittir ve X in alt uzaylar ile Y ve Z nin
varligr altinda Y-{y}ve Z-{z}, X de aciktir. O zaman, X coziilemezdir ¢iinkii
Z-{z}, X in c¢oziilemez agik alt uzayidir. Ayrica X baglantilidir ¢iinkii Y ve Z, X
de birlesimi olan kesisen baglantili alt uzaylardir. Sonug olarak X kendi icinde
yogundur ciinkii Y ve Z nin her ikisi de kendi i¢inde yogundur. ™(X) in siizgeg
olmadigini ispatlamak i¢cin A ve B, Y de ayrik yogun kiimeler kabul edilsin.
A NB, X de yogun degildir ¢iinkii | Y [>1dir. Boylece, &(X) bir siizgec
degildir.

Bir baglantili kendi i¢inde yogun coziilemez Haussdorf uzayin ilk
ornegini [Padmavally, 1953] vermistir. [Anderson, 1965] her sonsuz kardinali
(K) icin dispersiyon karakteri A>K olacak sekilde bir kendi icinde yogun
Haussdorf uzay oldugunu gostermistir. Bir topolojinin kabul edilebilir
genislemesinin nosyonunu kullanarak (X,t) bir topolojik uzay ise, 7 DT, T nun
(admissible) kabul edilebilir genislemesi oldugunu gostermistir.

Eger 7 nm, ® cO(X,7) ile TUD formunda bir alt bazi varsa her De D,

(X, 7)) da yogundur. Ayrica [Anderson, 1965, Lemma 1] de, 7, T nun bir

kabul edilebilir genislemesi ise ve (X,t) baglantili ise (X, 7 ) nin da baglantil
oldugunu ispat etmistir.

Bir baglantili Haussdorf SI uzayinin var oldugunu gostermek icin bu
orneklerden yararlamlacaktir. Ornegi insa icin bir kendi icinde yogun (X,7)
uzay1 ile baglanacak oOyle ki tiim bos olmayan U agik kiimeleri ve A yogun

kiimeleri icin UNA kesisimi sonsuz olsun. Her kendi i¢inde yogun T;-uzayinin
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bu sart1 sagladig1 ve boylece (X,T) nun T;-uzayr oldugu goriilebilir. (X, 7 ), SI
olacak sekilde 7> 7 topolojisi goz Oniinde bulundurulacaktir. Hatta, (X,t)
Haussdorf ise (X, 7 ) da Haussdorf olan 7 i¢in (X,T) nun yogun kiimelerinin bir
esas siizgecini ekleyerek T dan 7 insa edilebilir. Bahsi gecen siizgecin varligi

asagidaki Lemmada gosterilmistir.

Lemma 4.1.1 X bir topolojik uzay olsun. O zaman yogun kiimeleri iceren

stizgeclere bagli X maksimalinde bir ¥ siizgeci vardir.

Ispat S, X uzayinda yogun kiimeleri igeren tiim siizgeclerin kiimesi olsun. O
zaman S bostan farkli bir kiimedir ¢iinkii e§er A herhangi bir yogun kiime ise
Fa= {Be P(X):AcB} yogun kiimeleri iceren X de bir siizgectir. S nin kapsama
bagintist ile siralandig biliniyor. S ye Zorn Lemmasini uygulamak i¢in, { %y}
tiim yogun kiimeleri iceren bir siizgec olan § de bir zincir olsun. Uy, nin da
bir siizge¢ oldugunu ve yogun kiimeleri igerdigini gormek kolaydir. Bu
birlesim S nin bir eleman1 olur. O zaman, Zorn Lemmasindan, S nin bir

maksimal elemani vardir. o

Onerme 4.1.2 (X,7) baglantili bir kendi icinde yogun T;-uzayi olsun. F yogun
kiimeleri iceren bir siizge¢lere bagli maksimal uzay olsun. 7, TUZ den dogan
topoloji olarak belirlensin. O zaman @ (X, )= F dir. Ayrica (X, 7 ) baglantil
ve MI olur.

Sonug olarak eger (X,t) Haussdorf ise (X, 7 ) da Haussdorf tur.
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Ispat 7 nun bir baz1, TUF nin elemanlarinin sonlu kesisimlerini icersin. Hem t
hem de ¥ sonlu kesisimlere kapali oldugundan bu baz {UnA:Uet, Ae } dir.
Fc O (X, 7) kapsamasini ispatlamak icin Be ¥ verilsin. Eger Ue T ve A€ Fise
BN(UNA)=UN(ANB)# < dir ¢linkii AnBe Fve FC @ (X,7) dir.

Tersi icin, Be ® (X,t) verilsin. O zaman Be ® (X,7) dir ¢iinkii T daha
kiigiik bir topolojidir. A€ F ve Uet olsun. Bu durumda B, (X,7) da yogun
oldugundan BN(UNA)#J dir. Boylece A NB her bir Ue~ ile kesisecektir,
dolayisiyla A NBe @ (X,7) dir.

Bu da F U{B} tarafindan tiiretilen  siizgecinin yogun kiimeler siizgeci
oldugunu gosterir. Fmaksimal oldugu i¢in F = Fdir ve boylece Be F olur.

Boylece @ (X, 7)= F oldugu ispatlanmis olur, ¢iinkii F ¢ 7 yiiziinden
(X,7) nun alt maksimal oldugu goriilir. (X,7) nun kendi icinde yogun
oldugunu gostermek i¢in { UNnA:Uet, Ae ¥} nin £ i¢in bir baz oldugu kabul
edilmelidir ve X, Ti-uzay1 oldugundan her Uet-{J} ve her Ae ¥ i¢cin UNA
kesisimi sonsuzdur. Ispat (X, %) nun hi¢ ayrik noktas1 olmays1 ile devam eder
ve boylece (X, 7 ) kendi-icinde- yogun oldugu bulunur. Bu durumda, (X, ) MI
dir, ¢iinkii t< 7 dir. (X,t) nun Haussdorf oldugu agiktir. O halde (X, ¥) da
Haussdorf tur. Ayrica 7 nun tanimindan ve @ (X, 7)= & esitliginden bu
topoloji, baglantili T topolojisinin bir (admissible) 6z genislemesidir. Boylece

7 [Anderson, 1965, Lemma 1] den baglantilidir. o

Onerme 4.1.2 deki hipotezleri reel sayiarn dogal topolojisi
saglamaktadir. Bundan dolayi, reel sayilar iizerinde dogal topolojiden daha

kuvvetli baglantili bir T Haussdorf topolojisi vardir 6yle ki (R ,t) MI olsun.
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SI uzaylar ile ilgili ii¢ tane ornek verelim. Ornek 3.1.2 deki uzayda,
yogun kiimeler bostan farkli acik kiimelerdir. Onerme 4.1.1 deki uzayda,
bostan farkli acik kiimeler yogundur fakat tersi dogru degildir. Son olarak,
Onerme 4.1.2 deki uzayda, yogun kiimeler agiktir fakat tersi dogru degildir. ik
durum Onerme 3.1.2 den, ikincisi Onerme 3.1.1 den sonra ve ticlincii de
Onerme 4.1.2 den sonuglanir.

(Zx) daki 1-{d} ve D(Z,1) arasinda bir kapsama iligkisi yoktur ve
sacilmis olmayan SI uzaylara 6rnekler verilebilir. (X, Tx) SI ve (Y, Ty) sacilmis
olsun. (Z, tz), X ve Y nin ayrik birlesimi olsun. S/ uzaylarin ayrik birlesimi S/
dir. Z, SI dir. Ayrica Z sagilmis uzay degildir, cilinkii X, kendi i¢inde yogundur.
Hatta Z nin yogun kiimeleri kesinlikle X de yogun kiimelerin birlesimleri ve Y
de de bir yogun kiimedir. (Y, Ty) seciminden (YY) ve Ty arasinda kapsama
iliskisi yoktur. Bu durumda @(Z) ve 7t arasinda da kapsama iliskisi

olmayacaktir.
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5. SONUC

Ikinci bolimde S4 lojiginin topolojik uzaylar ile var olan yakin
iliskisinden bahsedilerek, konu ile ilgili gerekli tamimlar verilmistir. Seyrek
indirgenebilir Haussdorf ve kalitsal coziilemez uzaylar hakkinda bilgiler

verilmis ve orneklerle aralarindaki iliski gosterilmistir.

Uciincii boliimde, HI ve HR nin denk oldugu kosullar gosterilmistir.

Daha sonra bu sonuglar genisletilmeye calisilmistir.

Son boliimde kompakt S uzaylar1 ve Haussdorf S uzaylari ele alinmis,
boylece Eklin in Ornegini SI olan bir indirgenemez kompakt T; uzayini
olusturmak icin genisletmek ve MI olan baglantili Haussdorf uzaylarini
olusturmak i¢in Padmavally ve Anderson Ornekleri ayrintili olarak

incelenmistir.
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