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OZET

DUSUK-BOYUTLU YITiMLi DINAMIK SISTEMLERIN KAOS
GECIS ESIGINDE ENTROPi URETIMI VE iLK KOSULLARA
BAGLILIGI

CELIKOGLU, Ahmet

Yiksek Lisans Tezi, Fizik Bolimu

Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Ugur TIRNAKLI

Haziran 2006, 38 sayfa

Bu tezde, z-lojistik map in kaos gegis esiginde ilk kosullara baglilik
ozellikleri ve entropi artis hizi arastinlmigtir. Kaotik sistemler icin
(A >0) Boltzman-Gibbs entropisinin artis hizinin dogrusal oldugu ve
sistemin ilk kosullara kuvvetlice duyarl oldugu iyi bilinen durumlardir.
Son yillarda, cesitli calismalar A =0 marjinal oldugu durumu ve
genellestirilmis entropi lizerine odaklanmistir. Degisik z ve ¢evrimlerde
Z-lojistik map i¢in kaos gecis esiginde sistemin ilk kosullara zayifca
duyarlu oldugu ve genellestirilmis entropi tanimlar1 kullanilarak dogrusal
entropi artisinin marjinal durumlarinda da ortaya c¢iktig1 sayisal olarak

gosterilmistir.

Anahtar  sézciikler: Dogrusal ~ olmayan  dinamiksistemler,

genellestirilmis termoistatistik, genellestirilmis entropiler
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ABSTRACT

SENSITIVTY TO INITIAL CONDITIONS AND ENTROPY
PRODUCTION AT THE EDGE OF CHAOS FOR LOW-
DIMENSIONAL DISSIPATIVE MAPS

CELIKOGLU, Ahmet

MSc in Physics

Supervisor: Dog. Dr. Ugur TIRNAKLI

July 2006, 38 pages

In this thesis, we study sensitivity to initial conditions and entropy
increase rate for z-lojistik map at the edge of chaos. It is well know that,
for chaotic systems (A > 0) entropy increase is linear and the system is
strongly sensitive to initial conditions. In recent years, various researches
focuse to marginal case A =0 and generalization of the entropy. We
numerically analized that for different z and cycles for z-lojistik map at
the edge of chaos, the system is weakly sensitive to initial conditions and
linear entropy increase arise in marginal case if specific generalization of

the entropy is used.

Keywords: Nonlinear dynamic systems , generalized thermostatistic,

generalized entropies.
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1. GIRIS

Kaos, kompleks sistemlerin davranigini tanimlamada kullanilan bir
terimdir. Son yillarda {izerinde fazla ¢alisilan bir alan olan kaos dogrusal
olmayan davranisla ilintilidir. Bir sistemin zamana baglilig1 dogrusal
degilse Ornegin ivmesi, konumu, basinci, denklemi dogrusal olmayan
hale getiriyorsa sistem dogrusal degildir. Kaos, kompleks davranish
sistemleri anlamamizda ve katagorize etmemizde bize teorik ve
kavramsal olarak yeni yollar agar. Kaotik davranis evrenseldir ve dogada
her yerde karsimiza ¢ikar. Orneklemek istersek mekanik salmici,
elektirik devreleri, lazer, kimyasal reaksiyonlar ve benzeri ornekler
verilebilir. Pek c¢ok sistem daha onceleri Ozellikle son tligyiliz yilda

dogrusala idealize edilerek incelenmistir.

Periyodik hareketten kaosa giden yol daha dnceleri pek ¢ok sekilde
calisilmigtir. Peryodik bolgenin bitip kaotik boélgenin basladigi sinira
kaos gecis esigi denir. Kaotik ve periyodik bdolgeyi ayirmak igin
Lyapunov iistelinden yararlanilir. Eger Lyapunov {isteli negatif ise
sistemin hareketi peryodiktir ve baglangicta birbirine sonsuz yakin
secilen iki nokta birbirine giderek yaklasir. Bu ilk kosullara kuvvetli
duyarsizlik olarak ifade edilir. Fakat Lyapunov iisteli pozitif ise sistemin
hareketi kaotiktir. Kaotik davranista birbirine sonsuz yakin secilen iki
nokta giderek birbirinden ayrilir. Kaotik bdlgede ilk kosullara kuvvetli
baglilik vardir. Dogada karsilasilan pek c¢ok kaotik sistem Lyapunov

istelinin sifir oldugu kritik durumda bulunmaktadir. Dolayisiyla bu
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durumdaki sistemlerin davranislarint1 ortaya koyabilmek oldukca
onemlidir. Son yillardaki ¢alismalar tiim yarilmalarla beraber kaos gecis
esigini de iceren Lyapunov dstelinin sifir oldugu bolgeye
yogunlastirtlmistir. Ayni1 sekilde bu tezde de Lyapunov istelinin sifir
oldugu kaos gecis esigi incelenecektir. Bu incelemede ise diisiik boyutlu

bir map olan z-lojistik map kullanilacaktir.

Su ana kadar kaos gecis esigini incelemek igin literatiire girmis ii¢
farkli yontem vardir. Kisaca deginmek istersek; (i) ele alinan infleksiyon
noktasinda tek bir ilk kosuldan baglayarak sistemin zaman evrimini
izlemek, (ii) sistemin faz uzay1 igersinde rasgele alinan bir bolgeden bir
cok ilk kosul secilerek bunlarin zaman evrimini izlemek ve (iii) faz uzay1
icinde rasgele alinan tek ilk kosullar kiimesi iizerinden ortalama alarak

sistemin zaman evrimine bakmaktir.

Bu projenin amaci, z-lojistik map i¢in 1988 den beri bilinen Tsallis
entropisi ve son yillarda yeni ortaya atilmis iki parametreli Kaniadakis,
Abe ve Gamma entropilerini kullanarak entropi artis hizin1 aragtirmak ve
ilk kosullara zayif baglilik 6zelliklerini ortaya koymaktir. Kullanilan tiim
entropi tanimlar1 icin, hata payr dahilinde, ayni sonucun elde edilip
edilmedigi ve Tsallis entropisi disindaki entropilerin z-lojistik map icin
Pesin benzeri bir esitlik saglayip saglamadigina bakmaktir. Boylelikle
bahsi gecen dort entropi i¢in diisiik boyutlu bu mapten elde edilen bilgiler
dogrultusunda daha kompleks sistemler hakkinda bilgi sahibi olmak

amaglanmistir.



2 MAP HAKKINDA BILGI
2.1 z-lojistik Map ve Biyolojik Popiilasyon Modeli

Biyolojik popiilasyon modeli kaos teorisinin gelismesinde énemli
bir kilometre tasidir. Mayis 1976’da biyolog R.M. May bu ve benzeri
modellerin sasirtict  davraniglarini  inceleyen bir makale yayinladi
(May,1976). Subat 1978’de Mitchell Feigenbaum bu makalede bazi
nlimerik olarak hesaplanabilir evrensel nicelikler oldugunu gordi. Kendi
ismi verilen bu nicelikler kaos calismalarinin temel taslarindan oldu
(Feigenbaum,1978). Biyolojik evrim modeli standart lojistik maple ifade
edildi.

Elimizde ayni yi1l dogan ve 6len sinekler olsun ve bu sineklerin
yillara gére populasyonu incelensin. Gelecek yilki sinek sayis1 bulunmak

istenirse
N, = AN, (2.1)

seklinde basit bir ifade yazilabilir. Burada N, birinci yil sonundaki
sineklerin sayisi, N, baslangigtaki sinek sayist ve A ise cevre

kosullaria bagl bir parametredir. A>1 ise popiilasyon artar, A<1 ise
azalir. A sabit kaldik¢a populasyon Malthusian populasyon patlamasina
gider. Daha gercekei bir yaklagimda bulunmak istenirse populasyonu
siirli hale getirilmelidir. Ciinkii populasyon ¢ok artarsa yiyecek, su vb.
sikintilar sonucu o6liimler olacaktir. N nin biiylik degerlerinde etkin

olacak bir parametre daha eklenirse

N, = AN, — BN (2.2)
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elde edilir. B << A olacak sekilde B secilirse N ¢ok cok biiylik

olmadikga ikinci terim 6nemli olmaz. Sonraki yillarda
N, = AN, —BN;
N, = AN, - BN’ (2.3)

seklinde devam eder. Burada N, degeriicin

A
N == 2.4
max B ( )
ifadesi yazilabilir. N, nin N_, a oranina X, dersek
Pl ) =X = A%, (1= %,) (25)

standart lojistik map elde edilmis olur (Hilborn 1994). Kontrol
parametresi 0< A<4 araliginda tanimhidir. X in tanim uzayi ise
0 < x <1 dir. Bu tarz kuadratik maplerin en genel hali ise tez konumuzda

kullandigimiz z-lojistik maptir. Map fonksiyonu
Xen =1-alx|’ (2.6)

seklindedir. Denklem (2.6) deki fonksiyon z =2 igin standart lojistik
mape esittir. Burada X ’in tanim uzay1 |Xt| <1; t=0,1,2,... a parametresi

0<a<2; z ise z>1; seklinde tanimhdir. Goriildigii gibi standart
lojistik mapten z-lojistik mape gecerken sadece tanim araliklar1 degisir.
Sekil 2.1°de a parametresinin sabit bir degerine karsilik (kaotik bolge)
degisik z degerleri icin z-lojistik mapin degisimi gosterilmistir. z
biiylidiikge baglangig, bitis ve infleksiyon noktalari sabit kalmakla

beraber egrilerin genisligi artmaktadir.



Xt

Sekil 2.1 Kaotik bolgede degisik z degerleri icin z-lojistik map grafigi
2.2 Sabit Noktalar ve Kaos
Iterasyondan elde edilen X degerlerinin tamim uzayinda

olusturdugu sekle ydriinge denir. Bu yoriingeler {izerinde bazi noktalar

digerlerinden farklidir. Bu noktalara sabit noktalar denir ve



x = f(x") (2.7)
seklinde ifade edilir. Eger yukarida verilen esitlik saglanmigsa yani tanim
uzayindan alinan bir X degeri itere edildikten sonra yine kendisine esit

oluyorsa bu x degerine sabit nokta denir ve X olarak gdsterilir. Sabit
noktalar a parametresine bagli olarak degisirler. Sabit nokta geometrik

bir yontem kullanilarak basitge bulununabilir. f(X)’in x’e karsilik
grafigi cizilir. Bu egriye ek olarak bir X =Yy dogrusu ¢izilir ve sekilde
goriildiigii gibi herhangi bir X, noktasindan baslanarak egriye bir dik
cizilir. Boylece f(x,) bulunur. Bu noktadan X =y dogrusuna bir dik
cizilerek f(X,)’in degeri bir sonraki X yani X, olarak alinir. Egriye
tekrar dik ¢izilip f(x,) degeri bulunur ve yine y = X dogrusuna bir dik
cizilerek bir sonraki X degeri bulunur. islem pek ¢ok kez tekrarlanarak

X~ degerine istenilen duyarhlikta yaklasihir. Sekil 2.2’de a=0.5 ve
Z =2 i¢in sabit noktanin degeri X=0.73205... dir.

Eger n tane iterasyon sonra X, noktast X degerine yakinsiyorsa

x" gekici sabit nokta ( kararli sabit nokta ya da asimptotik kararli nokta)

diye adlandirlir. Eger yoriinge X~ dan uzaklasiyorsa X~ itici sabit nokta

veya kararsiz sabit nokta adin1 alir. Matematiksel olarak sabit noktanin

<1 isex” kararli sabit nokta, >1

%

kararlilig1 soyle yazilir. Eger

ise X~ kararsiz sabit nokta olarak isimlendirilir. X~ yakinindaki bir X,

noktasi i¢in

. df '
X, = f(x,)=f(x )+&(x0—x )+...



Sekil 2.2 z=2 ve a=0.5 icin geometrik olarak sabit nokta tayini

. df .
=X +— (X, =X ) +...
o Ko X)

sadece birinci tiirevi almip X, ile X arasindaki farka gére yeniden

diizenlenirse



(Xt - X*):_X(XH -X) (2.8)

ifadesi elde edilir. Goriildiigii gibi eger tlirevin degeri 1 den kiiclikse fark
her iterasyonla giderek azalir ve kararli nokta X~ degerine yaklasir. Ama
tirevin degeri 1 den biiyikse x, ile X farki giderek artar, X

noktasindan uzaklasir. Bu nokta artik itici bir hale gelmistir, dolayisiyla
kararsiz bir noktadir. a parametresinin belirli bir degerine kadar tiirev 1
den kiigiiktlir ve iterasyon sonucu her a i¢in bir tek noktaya yaklasilir

(Hilborn 1994).

Lojistik map i¢cin a =0.75 degerine kadar her a i¢in tek bir degere
yakinsar daha sonra bu tek deger kararsiz hale gelir ve yoriinge ikiye

yarilir, periyod-¢iftlenmesi meydana gelir. a=0.75 degerinde
X, =0.70763... ve X, =0.62444... noktalar1 arasinda salinim baslar. Bu

iki nokta ikili ¢evrimin ¢ekici sabit noktalaridir. Bu matematiksel olarak
X, = f(x))
X, = f(x}) (2.9)
sOyle gosterilebilir. Daha iyi anlamak igin,
f2(x)= f(f(x) (2.10)

seklindeki f ’nin ikinci iterasyonuna bakalim. Bir X degerine karsilik
gelen f(X) degerini tekrar aym fonksiyona X degeri olarak koyarak
f®)(x) bulunur. Sekil 2.3°de gosterildigi gibi a<0.75 ise f®(x)

grafiginde tek bir sabit nokta bulunur. a degeri 0.75 in hemen
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tizerindeyken iki tane sabit nokta arasinda salinim yaptig1 Sekil 2.4’ten

goriilebilir.

085

0.80
/

JPx)

0.75

0.70

Sekil 2.3 2=2 ve a=0.3 igin f ?)(X) grafigi

Bu iki gevrim noktast X, ve X, ikinci iterasyonun sabit noktalaridir,
x; = fOx)

x, = fP0x) (2.11)
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Denklem (2.11)’den de goriildiigii gibi ikinci iterasyonun bu iki sabit
noktas1 kararli sabit noktalardir. Her iki ¢evrimde bir kendilerini tekrar

ederler. a parametresi biiylidiikce belirli bir degere kadar bu noktalarin

O]

f ()

Sekil 2.4 =2 ve a=0.9 igin f ?)(X) grafigi

degeri degisir fakat davranis ayn1 kalir. Tipkt a <0.75 durumunda tek
bir sabit noktaya yaklasip bu degerin iizerinde yarilma oldugu gibi a nin
belirli bir degerinden sonra bu iki noktada kararsiz hale gelir ve yarilirlar.

Artik Xl* ,X;,X;,XZ seklinde dort tane sabit nokta varolur. Bu durumu
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kavramak i¢in f (4)(X) yani dordiincii iterasyona bakilir. Tipki periyod-2

de oldugu gibi periyod-4 de dordiincii iterasyanda kendini iiretir.
X =9
X; = F9(x)
X; = £90¢)
x; = f90) (2.12)

Bu durum periyod-8 yarilmasina kadar devam eder ve tlirev -1
oldugunda kararsiz hale gelip yarilir ve periyod-8 olur. f(”), n.

iterasyonu i¢in
f )= f(f(f(..F(x) (2.13)

seklinde olur. n. inci iterasyon igin N tane sabit nokta vardir. f(X)’in
sabit noktasi X', f(”)(x)’ in de sabit noktasidir. Eger f(X)’in sabit

noktast X~ kararli ise f(”)(x) icin de kararhidir. a arttikca sabit

noktalarin tiirevleri -1 olur ve yarilmalar sonsuza dek devam eder. a nin
kritik deger denilen bir degrinden sonra periyodik tekrarlar ortadan
kalkar ve sistem kaosa gider. Bunu Sekil 2.5’teki dallanma grafiginden
gorebiliriz. Lyapunov ve dallanma grafiklerine dikkatli bakilirsa
yarilmalarin ve kaos gecisinin Lyapunov {istelinin sifir degerinde oldugu

goriilebilir (Hilborn, 1994).



12

A

2 i¢in dallanma ve Lyapunov iisteli grafikleri

Sekil 2.5 z
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2.3 Uclii Cevrim

Ikili ¢evrim igin kaotik olan bdlgede a artmaya devam ettikce

degisik cevrimler goriilmeye devam eder. Bir tane igli, iki

1
f(3)(x)
O —
-1 ‘
1 0 1
X

Sekil 2.6 Periyod-3 grafigi

tane dortli, ii¢ tane besli vb. ¢evrimler karsimiza g¢ikar. Bunlar
aciklamak i¢inde yukaridaki yontem izlenir. U¢lii ¢evrim i¢in a nin belirli
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1.74 1.76 1.78 1.80 1.82
a

Sekil 2.7 Uglii Pencere
bir biiyiikliigiinde, Sekil 2.7°de goriildiigii gibi kaostan X;,X,,X; sabit

noktalarina gec¢is olur. Bu noktalar her ii¢ ¢evrimde bir kendilerini

tekrarlarlar.
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(2.14)

Yine tiirevlerinin -1 oldugu kritik degerlerde bu ii¢ nokta alt1 noktaya

yarilarak periyod-¢iftlenmesi yapar. Bu durum ikili ¢evrimde bahsedilen

sekilde periyod-6, periyod-12 vb. gibi artarak tekrar kaosa gider. Kaosa

gidis Sekil 2.7°de goriilmektedir (Mullin, 1993).

2.4 Kaos ve Lyapunov Usteli

Kaosun temel goriiniimlerinden biri yakin iki yoriingenin zamanla

birbirinden ayrilmasidir. X, gibi bir nokta alalim ve ¢ kadar yaninda da

X, +& noktasini alip map icinde n defa itere edelim. Bu iki nokta

arasindaki farki sdyle yazabiliriz.

d, =|f0(x, +)- 1" (x,)

n

Eger davranis kaotikse fark iistel olarak biiyiiyecektir:

Burada A4’ y1 yanliz birakirsak,

(2.15)

(2.16)
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(n) _ ¢
z:%h{“ b +2)- f &dj 2.17)

bulunur. &€ - 0 a durumunda tiirevin tanimindan yararlanarak ve f ()

icin zincir kuralin1 da kullanarak A4 y1 asagidaki gibi yazabiliriz:

Jf(x,)) (2.18)

Carpimlari toplam halinde yazarak

2=L(in

- f/(Xo ) +In[f(x, | +...+1In

f'(x,)) (2.19)

sonucu elde edilir. Goriildigi gibi Lyopunov istelinin pozitif ¢ikmasi
tiirevin birden biiyiik olmasi demektir ve birbirine yakin iki noktanin

birbirinden uzaklastigi anlamina gelir (Hilborn, 1994).
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3. GENELLESTIRiLMIS ENTROPILER
3.1 Genellestirilmis Entropi Tanimlar

1865’te Clausius entropiyi klasik termodinamik c¢ercevesinde
ortaya koydu. Bundan birkac yil sonra o yillarda geng¢ bir fizik¢i olan
Boltzmann’in ve daha sonrada Gibbs’in katkilartyla entropi mikroskopik
niceliklere dayali bir sekilde ifade edildi. Boylece makroskopik ve
mikroskopik diinyalar arasinda bir baglanti kurulmus oldu. Boltzmann-
Gibbs entropisi denilen bu entropi termik denge halindeki sistemlerin faz
uzayinda her hali esit olasilikla isgal ettikleri prensibine dayanir. Bir
sistemin entropisi faz uzayinda girilebilir durumlarin sayisi cinsinden
ifade edilebilir. Bu girilebilir durumlarin isgal edilme olasiliklar esit

degilse entropi ,
W
See :_kg p; In p; (3.1

olarak ifade edilebilir. Burada k Boltzmann sabiti, W girilebilir
durumlarin sayisi, p; ise I. durumun isgal edilme olasiligidir. Eger her
hangi bir mikrohal isgal edilmemisse entropiye katkisi sifir olur. Eger bir
sistemin N tane alt sistemden olustugunu disiiniirsek ve bu alt
sistemlerin olasiliklar1 esitse Sg; o N.S;; (1) orantist vardir. Bu alt
sistemlerin etkilesimleri kisa erimli ise Sg5(N)oc N seklinde basite

indirgenebilir. Fakat dengede olmayan sistemler i¢in Boltzmann-Gibbs

entropisi yetersiz kalir. Tam bu noktada yine mikroskopik olasilik
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terimleri igeren baska bir entropi ifadesini dengede olmayan sistemler
icin tliretme gereksinimi ortaya ¢ikar. Boyle bir yaklasim 1988’de Tsallis
tarafindan ilk kez ortaya kondu (Tsallis, 1988). Boltzmann-Gibbs

entropisini i¢inde 6zel bir durum olarak igeren entropi tanimi

W
-2 p!

S, =k—"="— 3.2

e (3.2)
seklindedir. Tsallis entropisi ya da q entropi diye adlandirilir. Burada q
nonekstensivilik parametresidir. A ve B gibi iki alt sistem igin

A+B A B S . . . .

P =P Py v(ij) ise sistemin toplam entropi
S,(A+B)/k =[S, (A)/k|+|s,(B)/k|+

(1-a)s, (A)/k]is,(B)/K]

(3.3)

seklinde nonekstensive olarak ifade edilir. q parametresinin 6zel bir

halinde entropi artis1 dogrusal olur. Bu 6zel halde ¢, q" olarak gosterilir

ve bu halde toplam entropi i¢in

S, (A+B)=S_. (A)+ S, (B)

ifadesi yazilabilir (Gell-Mann and Tsallis, 2004). Elbette Tsallis
entropisinden bagka entropilerde ortaya konulabilir. Bunlardan bazilari
termoistatistikte kullanilabilir, bazilar1 kullanilamaz. Son yillarda ortaya

konan Kaniadakis entropisi, Abe entropisi ve Gamma entropisi
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(Kaniadakis et al, 2005; Lissa et al, 2005; Tonelli et al, 2006)
kullanilabilir olanlardandir. Bu entropilerin ortak 6zellikleri i¢ biikeylik
(sistemin termodinamik kararlilig1), Lesche kararliligi (deneysel
giivenilirlik ve deney sonuglarinin yeniden iiretilebilmesi), ekstensivlik,

her zaman adiminda {iretilen entropinin sonlu olmasidir.

Genellestirilmis herhangi bir entropi ifadesi, Boltzmann-Gibbs entropisi

tanimindaki standard logaritma yerine,

X* —x7*

lﬁ(X) = W

(3.4)

seklindeki genellestirilmis logaritma tanimi kullanilarak ifade edilebilir,

burada ¢ ve A iki parametre, X ise fonksiyonun arglimanidir. Bu

logaritma tanimi altinda genellestirilmis entropilerin en genel formu

S(t)= <ﬁ‘, P (t)lﬁ( l(t)J> = <i a (2 . Z’i“ﬁ (t)> (3.5)

P il

seklinde verilir (Coraddu et al, 2006). W faz uzayindaki girilebilir

durumlarin sayisidir. @ ve S nin aldigi degerlere gore cesitli entropi

tanimlar1  yapilabilir. Bu entropt tanimlart  ve genellestirilmis

logaritmalar1 asagidaki gibi verilebilir.

Tsallis logaritmasi i¢in; @ =1—-q ve f =0 olmak iizere
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() = In, (x) = X! (3.6)

kullanildiginda, Tsallis entropisi

W
D pit-1
S, =(*+—— 3.7
: = (3.7)
olarak yazilabilir. Benzer olarak, Abe logaritmasi i¢in; « = =0, ve
qa
ﬂ=i=l—qA aliarak
l+a
1-qa
Ga  _ yda-l
f(x)=1In,(x)= -~ X" (3.8)
1=, +1
—0a
aa
verilirse, Abe entropisi
2051
W ~ Ga ) — '2qu t
A
Aa
aa

olarak bulunur. Kaniadakis logaritmasi i¢in; & = f = k alarak
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(%)= In_(x) % (3.10)
K

elde edilir. Buradan Kaniadakis entropisi

- <Z Pi- (t)z—K P (t)> G.1)

seklinde bulunur. Son olarak, Gamma logaritmasi i¢in; a =24=2y

degerleri gozoniine alinarak

2 —
()= 1In (x)= X" (3.12)
3y

bulunur ve boylece Gamma entropisi

s, - <§ p (t)3 ; P (t)> (.13)

elde edilir.
3.2 Kolmogorov- Sinai Entropisi

Bizim ilgilendigimiz aslinda entropinin degeri degil onun

degisimidir. Yani birim zamanda entropi artisidir. Diizenli hareket eden
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bir sistemin entropisi sifir degildir fakat sistem degisirken entropisi sabit
kalir. Entropinin degisimini Kolmogorov-Sinai entropisi ile karakterize
edilir. Kolmogorov-Sinai entropisi sistem genislerken entropinin zamanla
degisim oranini tanimlar. Kolmogorov-Sinai entropisi sistem Nn. adimdan

n+1. adima evrilirken
1

Ky =—=(Sp. —S,) (3.14)
T

seklinde ifade edilebilir. Burada K, t=nz dan t =(n+1)r ya giderken

entropi degisim oranidir. ifade N adim iizerinden ortalama olarak

yazilmak istenirse

1 —_
K= lim_NZ‘tl(SrH—l - Sn)
N—ow T n=0
o1
K = lim —[Sy =S, ] (3.15)
N—o0 NZ’

ifadesi elde edilir. Iyi bir 6l¢iim igin zaman adim arahig1 sifira (z — 0) ve
yine faz uzayimdaki hiicrelerin genisligi sifira (L - O) gitmelidir. Hem

faz uzay1r hem de zaman aralig1 olabildigince iyi par¢alanmalidir. Buna

dayanarak Kolmogorov-Sinai entropisi yeniden yazilirsa

K = limlimlim——[S. - S,] (3.16)

750 L0 N-ow N
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ifadesi ortaya c¢ikar. Bizim calismamizda da oldugu gibi eger tiim ilk

kosullar baglangigta aym hiicrede almirsa S, =0 olur. Ifade

. e .S
K=limlimlim— (3.17)

750 L0 N-oow t
halini alir (Hilborn, 1994). Benzer sekilde bir ifadenin genellestirilmis
entropiler kullanilarak yazilabilecegi ve standard Lyapunov iistelinin sifir
oldugu marjinal durumlar igin kullanilabilecegi ilk kez 1997 yilinda

onerilmis ve Tsallis entropisi i¢in genellestirilmistir (Tsallis et al, 1997).

Bu tip bir genellestirme i¢in Tsallis entropisi diginda S,,S,, S,

entropileri de kullanilabilir. Denklem (3.7) ile verilen Q-entropiyi

kullanarak ve

S, = — (3.18)

olduguna dikkat ederek, Kolmogorov-Sinai entropisinin Tsallis entropisi

icin genellestirilmis ifadesi

1 w(N) -1
Kq =limlim lim——[ (N)
70 -0 N—>ow NZ' l—q

(3.19)
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seklinde verilir (Tsallis et al, 1997). Aym yolla Kaniadakis, Gamma ve
Abe entropileri i¢in de Kolmogorov-Sinai entropisi genellestirilmis

olarak yazilabilir.
3.3 ilk Kosullara Baghhk ve Duyarhhk Fonksiyonu

Kaosun en belirgin 6zelliklerinden birisi ilk kosullara olan hassas
bagliligidir. Bu baglilik Lyapunov tisteli ile gosterilir. Bir boyutlu bir
map ailesinin (standart lojistik, z-lojistik vb.) faz uzayindan birbirine ¢ok
yakin iki X ve X' ilk kosullart segilir ve bu noktalarin map iginde t
zaman (n tane iterasyon) boyunca evrimi izlenirse iki nokta arasindaki

fark icin;
AX(t) ~ AX(0)exp(At)  (AX(0) - 0,t > ) (3.20)

yazilabilir, burada AX(0) t=0aninda iki nokta arasindaki fark ve AX(t)

ise t anindaki farktir. Bu ifadeden hareketle duyarlilik fonksiyonu

. AX(1)
¢(t) =lim . m (3.21)
seklinde ifade edilir. Duyarlilik fonksiyonu diferansiyel olarak
dg
= -2 3.22
ot S (3.22)

seklinde ifade edilirse bu denklemin ¢6ziimii
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E=e" (3.23)

olur. Eger A>0 ise sistem kaotik bolgededir. Goriildigii gibi
baslangigta birbirlerine yakin secilen iki nokta arasindaki fark giderek
bliyiir, noktalar iraksarlar. Burada ilk kosullara kuvvetli sekilde duyarlilik
s6z konusudur. Eger A <0 ise dinamik sistem periyodik bolgededir.
Denklem (3.23)’den goriilebilecegi gibi birbirine ¢ok yakin segilen iki
nokta her t adiminda iistel olarak birbirlerine yaklasirlar. Tk kosullara
kuvvetli sekilde duyarsizlik s6z konusudur. Bu iki bolge bugiine kadar
cok iyi calisilmis ve bilinen hallerdir. Fakat 4 =0 hali son yillarda
incelenen bir durumdur. Tim periyod ¢iftlenmeleri, tanjant
catallanmalar1 ve kaos ge¢is esigi noktalarinda A =0 olur. Fakat
duyarlilik fonksiyonu A =0 oldugunda iistel ifadeye uymaz. Bunun
yerine yeni duyarliligi ifade edecek yeni bir fonksiyona ihtiya¢ vardir.

Duyarlilik fonksiyonu i¢in daha genel bir diferansiyel ifade

dZ _ o .
=l (3.24)

seklinde yazilabilir, burada 4, g-genellestirilmis Lyapunov stelidir. Bu

denklemin ¢oziimii

&= [1 +(1- q)ﬂqt]ﬁ =g (3.25)

seklindedir. Bu kuvvet yasas1 fonksiyonu =1 de standart iistel ifadeye

gider. Yine burada da eger 4, >0 ve <1 ise baglangigta segilen iki
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nokta arasindaki uzaklik daha yavas bir sekilde artar yani ilk kosullara

zayif duyarhilik s6z konusudur. Ayni sekilde 4, <0 ve q>1 olursa

baslangigta sectigimiz iki nokta arasindaki fark yavas bir bigcimde
kapanir, noktalar birbirlerine yaklasirlar. Ik kosullara zayif duyarsizlik
gozlenir (Tirnakli et al, 2001; Tirnakli et al, 1999; Tirnakli et al, 2002;
Ananos and Tsallis, 2004; Tirnakli, 2002; Boldovin and Robledo, 2002;
Gell-Mann, 2004; Tsallis, 2004).

34 Pesin Benzeri Esitlik

Birbirine yakin alinan iki noktanin birbirlerinden uzaklasmalarinin
istel olarak artigindan bahsetmis ve bunu Denklem (3.20) ile ifade
etmistik. Buradan hareketle faz uzayinda bir hiicreye konulmus N tane
noktanin yayilmalar1 dolayisiyla hiicrelerin isgal edilme hizininda tistel

arttigin1 soyleyebiliriz. W(N), t zaman sonra iggal edilmis hiicre sayist

olmak iizere,
W(N) =W 1)e*" (3.26)

esitligi yazilabilir. Kolmogorov-Sinai entropisi ise

1
K =limlim lim — W (N) (3.27)

7—0 150 N—>w T

olarak ifade edilir. Denklem (3.26) , Denklem (3.27)’de yerine yazilirsa
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1
K = limlim lim — InW (1)e*"* (3.28)

750 150 N> T

elde edilir. Bu ifadeden ¢ok 6nemli bir esitlige ulasilir. Farkli iki nicelik
arasinda baglant1 kuran bu esitlige Pesin esitligi denir. 4 >0 iken K =4
(diger durumlarda K =0) dir. 4 =0 oldugu ve bizimde inceledigimiz
marjinal durumda ise genellestirilmis entropiler cinsinden K-S entropiyi
ve duyarlilik fonksiyonunu ifade edersek benzer bir esitligin oldugunu

goriiriiz. Isgal edilmis hiicre sayis1
W(N)=W (DI + (- )2, Ne]a (3.31)

seklinde bir kuvvet yasasi olarak ifade edilir. Bu ifade Denklem (3.18)’de

yerine yazarilarak K, = 4, seklinde Pesin benzeri bir esitlik ortaya ¢ikar.

Buna benzer esitlikler diger genellestirimis entropiler olan Abe,

Kaniadakis, Gamma entropilerinde de s6z konusudur.
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4. KULLANILAN YONTEMLER VE SONUC

4.1 Yontemler

Ilk olarak duyarlilik fonksiyonu kullanilmistir. Bu fonksiyonun
tanim1 Denklem (3.21)’de verilmistir. Baslangicta faz uzay1 igerisinden
rasgele bir ilk kosul belirlendi ve hemen yakinina bir tane daha ilk kosul
alinarak birbirine ¢ok yakin iki nokta elde edildi. Oyleki ¢alismamizda bu
iki ilk kosul arasindaki fark Ax(0)=10""" olarak alindi. Bu iki ilk kosul
map ic¢inde itere edilip her zaman adiminda aralarindaki AXx(t) farki

hesaplandi. Bu farktan yararlanarak duyarlilik fonksiyonu hesaplandi. Bu
deger genellestirilmis logaritmalarda (Denklem (3.6), Denklem (3.8),
Denklem (3.10), Denklem (3.12)) yerine koyuldu ve her logaritma i¢in
lﬁ(f ) ifadeleri hesaplandi. Bu iglem pek c¢ok kez tekrarlanarak ortalama

alindi. 4x10" deney iizerinden alinan bu ortalama <lﬁ(§)(t)> ifadesinin

av

«n bulundu.

zamana bagli grafiginden en dogrusal artisin oldugu «

Burada sen duyarliligi, av ise ortalamayi1 gostermektedir. Bu dogrusal

av

artisin oldugu ag,

egrisinin egiminden hangi genellestirilmis logaritma
ile c¢alisiliyorsa o logaritmaya ait genellestirilmis Lyapunov (isteli
bulundu. Bu yontemle z-lojistik map icin degisik z degerleri ve bu
degerlerin degisik cevrimleri c¢alisildi. Bu degerler ve bunlara ait kritik
degerler Cizelge 4.1 de verilmistir. Baz1 sonuglarin grafigi Sekil 4.1(a),

4.2(a), 4.3(a) da verilmistir.
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a’C

z
cevrim2 cevrim3 cevrim4 cevrimb
1.75 1.35506... 1.74730... 1.92764... 1.60749...
2 1.40115... | 1.77981... | 1.94217... | 1.63101...
2.5 1.47054... | 1.82886... | 1.96144... | 1.66954...
3 1.52187... 1.86299... 1.97302... 1.69944...
4 1.59490... | 1.90597... | 1.98524... | 1.74282...

Cizelge 4.1 Calismada kullanilan z-lojistik mapin tiim ¢evrimleri i¢in a, degerleri.

Ikinci olarak entropinin zamanla artis1 ele alindi. Bunun icin faz
uzayt W =10’ esit hiicreye boliindii. Bu hiicrelerden bir tanesinin icine

N =10xW =10° tane ilk kosul koyuldu. Mapin evrilmesi ile bu ilk
kosullar faz uzayma yayilmaya ve hiicreleri isgal etmeye basladilar. Her
zaman adiminda herbir hiicrede ka¢ tane nokta oldugu sayilarak
hiicrelerin igsgal edilme olasiliklar1 hesaplandi. Bu olasiliklar yardimiyla
genellestirilmis entropiler ve bunlara bagli K-S entropisi hesaplandi. Bu

siire¢ pek cok kez tekrarlanip bir ortalama alindi. Biz bu g¢aligmada

WA =5x10* tane deney yaptik ve ilk kosullarrmizi faz uzayinin

baslangicindan yarisina kadar olan tiim hiicrelere siras1 ile koyuldu.
(S(t)) nin t ye bagh grafiginde (Sekil 4.1(b), 4.2(b), 4.3(b)) daha 6nce

av

duyarlilik fonksiyonu yardimi ile buldugumuz o,

degerlerini kullanildi.

Her entropi i¢in bu egrinin egimi olan entropinin artig oran1 K bulundu.
Cizelge 4.2 den de goriildiigli gibi hata sinir1 dahilinde her z ve ¢evrim

icin bulunan K ve A degerleri esit ¢ikmuistir.
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Z nin biiyliyen degerlerinde fliiktliasyonlarin baskin hale gelmesi
dolayisiyla, ozellikle Kaniadakis entropisi i¢in, z=3 ve z=4 igin
cevrim-2 de herhangi bir deger hesaplanamamistir. Buna hasaplanan &
degerlerinin birden kii¢iik olmas1 durumunda genellestirilmis logaritmay1
negatif yapmast yol agmigtir. Kaniadakis digindaki logaritmalarda sifira
yakin kalan bu negatiflik, Kaniadakis logaritmasinda baskin hala
gelmekte ve anlamli bir sonuc ortaya koymay: engellemektedir. Bu

durum Sekil 4.4°te goriilmektedir(Celikoglu and Tirnakli, in press).

40
o Tsallis 0=0.71
® Abe 0=0.72
30 1 @ Kaniadakis o=0.72
® Gamma a=0.71
20 —
z=4

10 cevrim 2

< 10~g(§) >

-10

20 ®
.. ® o
-30 _
-40 r x x x
0 20 40 60 80

Sekil 4.4 z=4 gevrim 2 i¢in <10g(§ )> garafigi
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4.2 Sonuc¢

Daha once pek c¢ok z ve ¢evrim i¢in ¢alisilmis Tsallis entropisi ve
diger li¢ genellestirilmis entropi arasinda bir benzerlik olup olmadig1
Z =2 nin ikili ¢evrimi i¢in ortaya konulmustu.(Coraddu at al,2006). Bu
tez de z-lojistik mapin daha genis bir yelpazesine bakilarak bu dort
degisik genellestirilmis entropi hakkinda kapsamli bir bilgi edinildi.
Sonu¢ olarak farkli z ve g¢evrimler i¢in (i) duyarlilik fonksiyonunun

o

zamanla dogrusal degistigi ve yine zamanla dogrusal entropi artisinin

gozlendigi «f, degerlerinin aym oldugu (ii) bu «af, degerindeki
egrilerin egimleri olan K ve A larin arasinda (K = 4 ) Pesin benzeri bir

esitlik oldugu gozlenmistir.
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Cizelge4.2. Genellestirilmis logaritmalar i¢in (i)yaklasik o degerleri (ii) genellestirilmig Lyapunov iistelleri A

degerleri K .
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