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OZET

SINGULER PERTURBE OLMUS BOUSSINESQ SISTEMININ NUMERIK
COZUMLERI

AMIRALIYEVA, flhame
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Yrd. Dog¢. Dr. Hakki DURU
Mayis 2006, 40 sayfa

Bu ¢alismada singiiler pertiirbe 6zellikli Boussinesq sistemi i¢in baslangig-
siir deger problemlerinin sonlu farklar metodu ile niimerik ¢éziimleri incelenmistir.
Bu tip problemler matematiksel fizigin ve akigkanlar mekaniginin gesitli alanlarinda
kullamlmaktadirlar. Ilk olarak ele alman problemler igin asimptotik
degerlendirmeler yapildi. Daha sonra diizgiin olmayan 6zel sebeke iizerinde iistel
baz fonksiyonlar1 ile agirlik fonksiyonu ve integral bigiminde kalan terim igeren
interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak uygulanan integral o6zdeslikleri
metodu ile singiiler perturbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak iki katl iistel
fark semalar: kuruldu. Onerilen fark problemleri icin yakinsama hizlari
degerlendirildi. Nimerik sonuglarin teorik sonuglarla uyumlu oldugu goriildii.

Anahtar Kelimeler: Boussinesq sistemi, Diizgiin yakinsaklik, Fark semasi,
Sinir kati, Singiiler perturbasyon.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF SINGULARLY PERTURBED BOUSSINESQ
SYSTEM

AMIRALIYEVA, Ilhame
PhD, Mathematics Science
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Hakkt DURU
May 2006, 40 pages

In this study, we investigate the numerical solutions of the initial-boundary
value problems for singularly perturbed Boussinesq system. The equations of this
type arise in different areas of mathematical physics and fluid mechanics. Firstly,
asymptotic estimates for the original problems are estabilished. Next, two level
difference method on an special non-uniform mesh, based on using finite
exponential functions in space and appropriate quadrature formulas with remainder
term in integral form is presented. The difference schemes are shown to converge to
the continuous solution uniformly with respect to the perturbation parameter.
Numerical results are essentially in agreement with the theoretical analysis.

Key words: Boundary layer, Boussinesq system, Difference scheme,
Singular perturbation, Uniform convergence.

il



ON SOz

Boussinesq sistemleri fizigin ve akigkanlar mekaniginin degisik alanlarinda
goriilen siireglerin matematik modellemesinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklemler
genelde nonlineerdirler ve bu sebepten niimerik metotlarm kullanilmasini zorunlu
kilmaktadirlar. Ayrica, ele alinan problemler singiiler pertiirbe 6zellikli olduklar
icin uygulanan niimerik yontemler kiicilk parametreye gore diizgiin yakinsak
sonuglar verebilirler.

Bu ¢aligma siiresince gostermis oldugu yakin ilgi ve yardimlarindan dolay1
Saym hocam Yrd. Dog. Dr. Hakki Duru’ya ve ¢alismam boyunca beni yonlendiren,
tavsiye ve yardimlarini esirgemeyen saygideger hocam Prof. Dr. Gabil Amirali’ye
tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

{lhame Amiraliyeva
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SIMGELER DiZiNi

& singiiler pertiirbe parametresi

X, bagimsiz degiskenler

u (x, t ) kesin problemin ¢oziimil

u, (x, t ) indirgenmis problemin ¢éziimii

y(x, 4 ) problemin yaklasik ¢6ziimii

h,t sebeke adimlar1

i,J sebekedeki nokta indisleri

L diferansiyel operator

/ fark operatdorii

Hi (i =0,1,2, 3) fark probleminin iistel katsayisi
C,c,C,c,(i=0,1,.) £a
(ayrica h ve 7 ’ya) bagh olmayan
pozitif sabitler

D (0,1)x (0,77

D [0,1]x[0, T]

Siirekli tek degiskenli fonksiyonlar icin kullanilan notasyonlar:

f L [0, / ] ’de tanimlanan skaler

(f.g)=

S C— ~

carpim

; 12
”f” f f 1/2 (Ifz(x)de L, -normu

0

”f”c[o,/] H}f}ﬁ f | C-normu

viii



iki degiskenli fonksiyonlar i¢in kullamlan notasyonlar:

12
17, - [ Hfz(x,t)dxdtj L(5) norme

C :1 (D) D bolgesinde tanimli x ’e gore
m ’inci, ’ye gore
n ’inci dereceden siirekli

tiirevlere sahip

f (x,t ) fonksiyonlar kiimesi

Sebekede tanimlanan notasyonlar:

W, = {xi =ih,i=12,..,.N-1, h= l/N} [O, l] >de tanimlanan diizgiin

sebeke
W, =w,\J {0, [ } kapal1 sebeke bolgesi
y=y, = y(xi) @, sebekesinde tanimlanan

tek degiskenli fonksiyon

n, = E(hl +h,, ) diizgiin olmayan sebeke adimi
Vei = % X; noktasindaki geri fark
tiirevi
y,, =2 X, noktasindaki ileri fark
hi+1
tiirevi

1X



Y, =%(yx,,- +y;,i)=%

Vo= Ve _ Yin =2ty

y)?x = h hz
Ve = Yin — Vi
n;
Vi = Vs
Yeri =
n;

N-1
(y’ V) = (y’ V)Lz(a)h) = Zyivih
i=1

.0y = D= )

e =eiz,) = maxy|

<i<N

o, =w, U{0,T}
y=y’=yﬁ)

}:yﬁl :y(tm)

Y=y =5le,)

X; noktasindaki merkezi fark

tiirevi

X, noktasindaki 2. fark tiirevi

diizglin olmayan sebekede ileri

fark tiirevi

diizgiin  olmayan sebekede

ikinci fark tiirevi

sebekede tamimlanan skaler

carpim

ayrik L, normu

ayrik C normu

zamana  gdre tanmimlanan

sebeke

kapali sebeke

@

> de

fonksiyonu

tanimli  sebeke



vo=0-y)r, v ==y,

y(l) = (& —)\/)/ 2t @, ’de Dbelirlenen 1. fark
tiirevleri
N-I
(y,v) = Zhi A diizgiin  olmayan  sebekede
i=1

tanimlanan skaler ¢arpim

N-1
(y,v)* = Zni yAZ diizglin  olmayan sebekede
i=1

tanimlanan skaler ¢arpim

”y ”3 = ghm)’f diizgiin  olmayan  sebekede
i=1

ayrik L, normu

, N
Y, = Zn,»yf . diizgiin  olmayan sebekede
i=1

ayrik L, normu

Xi



1. GIRIiS ve LITERATUR BIiLDiRiSi

Sobolev denklemleri matematik ve fizigin bir ¢ok alaninda kullanilir: 1s1
transferi problemleri (Chen ve Gurtin, 1968), catlak kayalarda akiskanlarin akist
(Barenblatt ve ark., 1960), termodinamik (Chen ve Gurtin, 1968) ve diger fiziksel
uygulamalarda ortaya g¢ikar. Sobolev denklemlerinin varlik ve teklik tartismalari
Davis (1970) ve Ewing (1975) tarafindan yapilmistir. Bu tip denklemlerin regiiler
durumlardaki ¢esitli niimerik sonuglar1 incelenmistir (Ford ve Ting, 1974; Ewing,
1978; Amiraliyev, 1990; Gu, 1999; Sun ve Yang, 2002; Guo ve Cao, 1988; Liu ve
ark., 2002; Nakao, 1985; Amiraliyev ve Mamedov, 1995). Niimerik ¢alismalar i¢in
benzer problemler Ewing (1975) ve konveksiyon terimsiz lineer olmayan problemler
icin yine Ewing (1978) tarafindan yapilmistir. Fakat birgok problemde konveksiyon
terimli Sobolev denklemini ele almak gerekir.

Singiiler Perturbasyon Problemleri en yiiksek mertebeden tiirev iceren
terimlerinde kiigiik parametre bulunan problemlerdir. Perturbasyon parametresi
sifira giderken, problemin ¢6ziimii, problemin tiiriine gore baslangi¢ veya smirlarda
hizli degisir. Bunlara sinir kat1 veya baslangi¢ kati denir. Klasik niimerik metotlarda
¢Oziimiin tiirevi sonsuz olacagi icin klasik fark semalarmin diizgiin sebekelerdeki
niimerik ¢oziimleri kesin ¢oziime yakinsamaz. Bu ¢alismada singiiler perturbe lineer
baslangic sinir-deger bir Sobolev sistemi (Boussinesq sistemi) igin fark semalart
kurulacaktir. Kurulacak bu fark semasi iistel katsayili terimler icerecektir. Zaten bu
tiir problemlerde ya diizgiin sebeke iizerinde {istel katsayili fark semalar1 ya da siur
katlarinda daha ince araliklarin kullanildigt adaptiv veya parcali diizgiin sebeke
kullanilir (Duru, 2004; Farell ve ark., 2000).

Boussinesq sistemi dispersiv efektleri dikkate alarak uzun dalgalarin
hareket dinamigini modelize ediyor (Amiraliyev, 1988; Winther, 1982).

Boussinesq sistemi i¢in baglangic deger problemlerinin ¢6ziimlerinin
varlhigi-tekligi, diizgiinliik o6zellikleri Showalter (1975, 1977) ve Amick Charles
(1984) tarafindan incelenmistir. Boussinesq sistemi i¢in niimerik ¢oziimler degisik
yazarlar tarafindan ele alinmistir. Guo ve Manoranjan (1985) ve Guo ve Cao (1988)
¢aligmalarinda regiilize olmus uzun dalga denklemi (RLW denklemi) i¢in Fourier
pseudospektral metodu kullanmistir. Bhardwaj ve Shankar (2000) RLW denklemi
icin bir niimerik metot sunmuglardir. Winther (1982) calismasinda Boussinesq
sisteminin bir versiyonu i¢in sonlu elemanlar metodu kullanmistir. Amiraliyev
(1988) calismasinda birinci tip sinir sartlar iceren singiler pertiirbe olmus
Boussinesq problemi i¢in sonlu farklar metodu uygulamstir.

Tezde, sinir katlar1 iceren iigiincii ve periyodik tip Boussinesq baslangic-
siir deger problemleri ele alinmustir.

Bu ¢aligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde giris ve literatiir bildirisi yer almaktadir.

Ikinci béliimde tezde kullanilan &n bilgiler verilmistir.

Calismanin i¢iincli boliimiinde asagidaki lineer olmayan sistem igin
baslangic-sinir deger problemi ele alinmustir:



0 0’
L [u,v] a—b; 28tdzz ac’u aJr
ag(t, xu+a, (1, xp = f,(¢,x),
3
L] =2 e Vs o> O ()

ot otdx’ Ox
byt x v+ by (e, ) = £(.x),
u(0,x) =g(x) ,v(0,x)=y(x)
u(t,0)=u(t,1)=0,

2

-1 22 (00)+ (05 00)= 2,

Otox

Zi(z Z) ()%(z,l):gz(t),

Otox

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

burada 0 <& <1 kigiik parametre, &, [ = sabitler, q, (l‘ ,x), b, (t,x)
(i = 0,1), fl(l‘ ,x) (i = 1,2) fonksiyonlar1 yeteri kadar diizgiin fonksiyonlardir.

Bu problemin farkli yonii, kiigiik parametrenin (1.5) sinir sartlarina dahil olmasidir,
bu da s6z konusu kosullarin klasik yontemlerden farkli bir yontemle yaklagimini

gerektiriyor.
Dérdiincii boliimde asagidaki periyodik tip baslangig-sinir deger problemi

incelenmistir:

ou o’u ou
Liluyvlz—-¢*——+ac’u—+a,(t,xu+a,ltx file,x) (1.7)

Bz 2 T e oeia = 1)

ov o’v 0
Lfuyvl=—-¢&——+pe’ —(u)+

ot Otox Ox

o(t’x)v"'bl(t’x)” = f,(t,x)

(t,x)e (0,7 ]x(0,0)=(0,T [xQ,

u(0,x) = p(x), v(0,x)=y(x),

(1.8)

(1.9)



u(t,0)=u(t,1)=0, v(t,0)=v(z,1), (1.10)
. 0% o%v g(7)
Lv= [,t)- 0,¢)=="=. )

V= e 0 5 0=, (b

Kiigiik parametrenin (1.11) periyodik sartina dahil oldugu bu problem ig¢in fark
semas1 kurulmus, hata esitsizligi incelenmis ve hata hiz1 verilmistir.

Besinci boliimde caligmada ele alman singiiler pertiirbe olmus baslangic
sinir deger probleminin ¢dziimiiniin asimptotik yaklagimi verilmistir. Ornek
iizerinde farkli degerler icin hata normu incelenerek teorik sonuglarla uygunlugu
denetlenmistir.

Altinc1  bolimde incelenen problemler igin sonug degerlendirmesi
yapilmistir.



2. ON BILGILER

Bu bdliimde ¢alisma boyunca kullanilan bazi tanimlar ve formiiller
verilmistir.

2.1. Baz1 interpolasyon Kuadratiir Formiilleri

Fark semasinin kurulmasinda asagidaki interpolasyon kuadratiir formiilleri
kullanilacaktir (Amiraliyev ve Mamedov, 1995):

) [ p() f(0)dt = { | p(t)dz}{a fb)+(-0)f(@)+

la.b] [ peye—yde+ R (f) @.1)

Burada
b b
R () =[dip)[ (K, (6,E)dE n=1veyan=2, feC",

t9 = ob+ (1-o0)a (o -reel parametre),

_S®)—f@)

flabl===—

K (6,5)=T,(t=&)~(b-a) (t-a)b-£)", s =0,

Ve
AS
— >
r=1g4 *=°
0, A<0

b
(2.1) formiiliindeki f° [a,b]f p()(t —t'9)dt ifadesi kalan terime

a

eklenirse n =1 icin kalan terim



R (f)=[dp®)] £ &[T, (t- &) - olds,

seklinde olur.

b b
i | ) f ()t = fla.b) pe)de + Ry (1), @2)
Burada

b b
Ry(f)==[dip' O] [ (K, (1,6)dE , n=1veyan=2, [eC",

b b
Ry (f)=~[dip)[ f"(E)Ky(E,0)dE . [ eC?

Ayrica K(¢,&) fonksiyonu

Ky(a,8) = Ky(b,5) =0,
K(a,¢) = K (b,5) = K, (t,a) = K, (1,b) = 0,
Kl(t:é:) = Kl(é:vt)a

3}
%Kl(t:é:):_KO(t:é:)a

0
%Kl (ta 5) = _KO (g,t)

ozelliklerine sahiptir.

2.2. Baz Esitsizlikler

Asagida problemin degerlendirilmesinde kullanilacak bazi esitsizlikler
verilmigtir.



a) Gronwall esitsizsligi:

Negatif olmayan C, K sabitleri ile siirekli u:[a,b]—>[0,0)

fonksiyonu verilmis olsun. Eger
t
u(t)<C+K[u(s)ds, a<t<b
a

ise
u(t) < Ce*  g<t<b

esitsizligi vardir.

b) Bernoulli esitsizligi:

Siirekli v(¢) >0 fonksiyonu

w0 <uy + [ [p,(51() + 0, ()] s

esitsizligini saglamis olsun, burada uy >0, >0 ve
@.(t)20 (0=t <T;i=1,2) siireklidir. Ayrica ¢ >1 igin

t s
uy o+ (1= )] 0, (s)exp[— (-l (r)dr}ds >0,
0

olsun. Bu durumda

{ ! s 1-u
v <exp(fo (s)ds){ué” + (1= )] pa(s)expl—(1 - wle (§)d§]ds} oz
0

ve

(1) <ug exp(f [01(5) + (s)]dSJ , 1=1
0

olur. @, ¢, =S8bt, =2 06zel durumunda ise



u,exp(o;t)
1— ;" @,u, (exp(p,t)-1)

v(t) <

olur.
¢) U -esitsizligi:

|ab|£,ua2 +ib2, u>0

2.3. Fark Esitsizlikleri (Amirali ve Duru, 2002)

YiZVil gy vby + foy i=12,. 23)

T
Vo <a (2.4)

fark esitsizligi verilmis olsun. Burada 7 > O reel parametredir.

Lemma 2.1. (Diferansiyel Eyitsizligin Fark Benzeri):

¥; 20 fonksiyonunun (2.3) ve (2.4) esitsizliklerini sagladigini kabul

edelimve 1—7a, >0, i =1,2,... olsun. Bu durumda

yi<a0+7Y L 0. i=1a. 5)
k=1

olur. Burada

1, k=i
al+bl

B i
Qi = exp{Z—:l, 0<k<i-1.
[t 1

Eger a, =c, =sbt, b, =c, = sbt ise, 0 zaman



y < aexp{(co +¢, )L}_i_l 4 sz exp{M} (2.6)

-1,

olur.

Lemma 2.2 (Bernoulli esitsizliginin fark benzeri):

y; 20 fonksiyonu

j-1
yi<a+t) (qyy +byl), j=12,.
k=0

Yosa

(a;,b; 20, j=0,1LK;u>0) esitsizliklerini saglasin. Bu durumda
JYj J H

1
J-l =1 p 1-u
v <[Ja+ap| @ #+1-wy 40| ", j=1 (18)
k=0 k=0l +ay

olur. Burada

Lk=0,
Q(u) —Jk-1

T a+ e k=1
i=0

(4 >1 durumunda (18)’deki kare parantezler dahilindeki ifadenin pozitif oldugu
diistinilmektedir).



3. UCUNCU TiP SINIR SARTLARI iCEREN BOUSSINESQ SiSTEMIi iCiN
FARK SEMALARI

3. 1. Siirekli Problemin Coéziimiiniin Degerlendirilmesi

Bu boliimde siirekli problemin ¢dziimiiniin asimptotik degerlendirmeleri
yapilmuistir.

Lemma 3.1.

a, (t,x),b,. (t,x) eC} (Dj, i=01, f (t,x) eC} (Dj, i=12

olxhy(x)ec?(o], w0 g)ect[0,T] (k=0veyal)

olmak iizere

Secyeq [exple,T)-1]<1 3.1)
esitsizligi saglansin. Burada

8. =lox) [+l (o) [+l O + &2 v (), +

1#,0)y(0)+ 1, () (1) + }exp(— e )+ 30+ |7 OF +1720) o

¢ = max{- 2a(t, x) + lay (2, x)+ by (£, x| +] 5] + 1,
—2by(t,x) +]a, (1.6)+ b, (. x) +%g4|ﬂ|l 1,
7)) +1) g5 (1) (e (1) + 1)),

‘. :|,B|(é+%j.

Bu durumda (1.1)-(1.6) probleminin ¢oziimii icin asagidaki degerlendirmeler
dogrudur:
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amk+su ~ am,‘,-#SS ~

P <Ce¢ 3, PP <Ce ’ (3.2
ot dx C(B) o™ dx C(B)

m, =(0,k+1,5 =0,1,2).
ispat.
Ispat birkag asamadan olusmaktadir. Once asagidaki degerlendirme

ispatlanir:

0’ s 0’ s

P u(t,x* <Ce™, P v(t,x){ <Ce™. (33)

X c((0.1}1 () o c((0.r}1 (@)

Asagidaki esitlige bakalir:

(L, [u’v]’u)Lz(Q) + (L, [u.v] V)Lz(Q) = (/; ’u)LZ(Q) + (fZ’V)LZ(Q) :

Basit islemler sonrasi,

(L, [uv]u) = (6—u,uj - ez[iuz,u] + aez(ua—u,uj +
ot Otok ox
(a0t x)u,u) +(a, (t, x) v,u) = (f,u)

bagmtisindaki terimler i¢in

I
() [t =
0
3 [ A3
—ez[aia—uz,uJ = —8zjaa u2 udx =
X o OtOx
L% o homou 1d|otu|
- ——u ]O+.[ —dx=——
Otox , OtOx Ox 2 dt||Otox
, 0%u

ifadesi dogru olacaktir, burada —¢& u ]10 =0 oldugu dikkate alinmugtir.

Otox
Ayrica,
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U—-u —,u
ox Ox

yazilabilir. £ -esitsizligi kullanilarak

ou ou 1 2
2 [—,uZ] < e’ Hll— +—||u||

Ox ox 4u
yazilabilir. u :% i¢in
2 Ou 2

< Jas® || I
o 2

esitsizligi, ayrica,

() < S 07+l

(0455

ag

R VAR

esitsizlikleri yazilabilir. Yine £/ — esitsizligi kullanilarak

s%ﬁal(t,x)uzdﬁ jal(t,x)vzdx}

0

I}
J.al (¢, x)uvdx
0

1
J. tx uvdx

<—ﬁbltx 2a’x+J‘b £,x) de}
0

2 2
H|ldv

Ld (1 e
b+ @

+ﬂﬁwwnnﬂmwwuﬂs

(-a. +O.5)||u||2 +(~b. +0-5)||V||2 +52ﬂ(”"a?]
x

Ly()
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SOV 0)+ 2 ) (1) + 2, (M 0)+ g.(0)v(e)+
Ly 2 1 2
S+l (G4

esitsizlikleri elde edilebilir, burada

. 1
a, = min I:ao (t,x)—3|al (t,x)+b, (z‘,xﬂ,

. 1
b :rrgn[bo(t,x)—5|al (t,x)+b1(t,xﬂ,

2|lav|?
I < + 22

Daha sonra asagidaki esitsizlik yazilabilir:

dv |ﬂ| 2 |,3| 2 |dv
A ) < + 2L

g g 2
2 2

2

2
&

2

dv
dx|

d

_VZ
dx
QZ
dx
B Bl B
Pl o Boopp o[

Bu esitsizlik (3.4) ifadesinde dikkate alinirsa birka¢ degisimden sonra asagidaki
esitsizlik elde edilir:

2

dv
dx

M||u||2 + Hg“[l||v||2 +21™
2 2

dx'
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5'(¢)< ¢,8(t)+ c,8%(t)+ plz). (3.5)
burada

2
+&

du

dx

v

A 001,

2

SO) =l + " +2°

pl0)= AN +00 + i (0)+ 23 (0).

(3.5)’ den asagidaki esitsizlik elde edilir:

t

5(t) < 5(O)exp(clt)+ jp(§)exp[cl (t - f)] dé+

0
Icz eXp[cl (t - f)] 5’ (§)d§ .
0
Bu esitsizlik exp(— ot ) ile carpilarak V(t ) = exp(— ct ) o (t ) fonksiyonu igin
V()< 8. +c, [exple, &)V (&)dé
0

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten de Bernoulli esitsizligine dayanarak

Ox
Vit)<
2 1= Sucye; [explet)—1]

degerlendirmesi elde edilir. Boylece 5(1 ) icin

5. exp(c,t)
olr)<
) 1-S.cye; [explet)—1]

sonucuna varilir, bu da (3.3) esitsizligini verir.

(3.2) ifadesinin dogrulugu asagidaki problemin G(x, S) Green fonksiyonu
kullanilarak gosterilebilir:
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gu"—u=f(x),0<x<!

—&’u'(0)+ 1,u(0)=0, &*u'(l)+ 1,u(l)=0, (g, 1, >0).

Bu problem asagidaki 6zelliklere sahiptir:

[0
I—G(x,s)ds
) Ox

/
IG(x,s)dsSC, <Ce™.
0

(1.1)-(1.6) esitliklerinden Green Fonksiyonu yardimiyla Volterra tipi integro-
diferansiyel denklem elde edilir (1. tip sinir sartlarinda oldugu gibi). Ispatin sonraki
kismu birinci tip sinir sartlar1 durumunda oldugu gibi devam edecektir.

Lemma 3.2.

(3.1) kosulu saglanirsa ve

ak+1a' . ak+1b'
teC\D), :
ot* dx ( ) ot" dx

plx)Lw(x)e C*(D), u,(1) g )ecto.1],

ec(D) (i=0,) Zkﬂf" ec(D) (i=12),

n

i=12) (k=0veyal)

ise (1.1)-(1.6) probleminin ¢dzimii igin

my +1 X _I=x
0" u SC1+l[eE+e &‘j,

ot™ Ox &

my+1 X l=x

R eI LY D (3.6)
ot™ Ox &

(t,x)e D, m, =0,k+1

asimptotik degerlendirmesi dogrudur.

ispat.
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(3.2) ifadesi elde edildikten sonra ispat, tamamen 1.tip sinir-deger
problemindeki uygun lemmaya benzer olarak yapilacaktir. Bu sdyle agiklanabilir:
(3.2) yardimiyla

amk+su amk+sv

) (k,s>0)
ot"™ox*  Ot™ox’

tirevlerinin siir degerleri bulunur. Bu sebepten gercekte 1. tip sinir sartlari s6z
konusu olacaktir.
3.2 Fark Semasmin Kurulmasi ve Hata Degerlendirmesi

Bu boliimde (1.1)-(1.6) problemi i¢in diizgiin olmayan sebekede {istel

katsayili fark semalart kurulmustur. Burada kullanilan aL)rh =w, X ) ,» sebekesi

@, =y, =jr; j=0L.,M, Mc=T },

T

#,=1{x €[00} i=0,1,.,N, x, =0, x, =1, x,—x,, =h, |

1

seklinde tanimlanmustir.

(s — x
sinh 7; /&
sinh(xm —x) £
AX )= ——mm™™— X; <XxX<X;
(pl( ) sinh hi+1 /8 > i i+1>
0, x € (i X1 )

i=1,2,.,N -1,

sinh(x; — x)/e
@o(x)=1 sinh(h/¢)
Oa X & (xo 4 xl )’

Xy <x <X,
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sinh(x—x,_, )/&
Py =
0, xXée (XN_pr)

, Xy, <X <Xy

baz fonksiyonlar1 ve uygun kuadratiir formiiller kullanilarak (1.1)-(1.6) problemi
icin asagidaki fark semasi yazilabilir:

Loy, 1= moyy =87 (04 ); +a?’(o ), + 5.5, ]+
a—rcéz [()(71 ) +)(> )(71r]+ Koao(l‘ ’xj)(71 +
ST A -

[y1y2]=Koy22 - Z(Klysz) +ﬂgz’((gl)(}1)(’z)x +

,Bezco /&)@ +1<0 ( j§‘+

K‘Obl(t —%,x])(zl = KOfZLt—E,xj, (t,x)e o x ), (3.8)

7(0,2)= (x), 3,(0.x)=p(x). (3.9)

»(6.0)=y(t.1)=0, (3.10)

Ly, (1.0)= ¢k, (1.0)+ 11,(1)y,: (1.0) = &, (¢). (3.11)

Ly,(t.)= ek v (D) + 1y, () =2,(), (3.12)
tew,

burada

1 -1 5 4 1
K<(),t)' =&m; tanh(—z(’g], K(()i) =&n; tanh[—zlz J,
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h;

/c0=/<(()1)+1<(§2), Ky=————— i=LN,
esinhe A

h (h +hl+1) yxz - yl+1 2 ’
N,

h _
ﬁ1=y1+gtanhh—l . iy = ity + & tanh| 2 |, gs=gS+O(Z').
2¢ 2¢

z, =y, —U, z, =y, —V ¢dziim hatalar1 asagidaki problemin ¢6ziimii olacaktir:
Lz, +u,z, +v] =1 [uv]=R,, k=12, (t,x) e 0 x&,,

z(0.x)=0, k=12

z,(t,0)=z(t,1)=0,

Zl*Zz(taO): ’Q(I)E gl(t)_ll*v(t’())’
l;zz(l‘,l)z rz(t)E Ez(f)—l;"(f,l)-

R, yaklasim hatasmimn ifadesi 1. sinir-deger problemi 6rnegindeki gibi olup,

asagidaki sekildedir:
R (t.x)=2(RY). + RV + £2RP, k=12

Burada (sadece k=1 i¢in veriliyor)

X;

RO =5 el (] S0l EJin )

| d{ faso () 2-laule bt DK <x,§>d§j+

Xi-1 Xi-1

L ta
Ko;T ! J. dtao(t,xi)-[ Eu(é‘,xi)To(t—é)dg‘Jr
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-~
lﬁ

T 0
TTO(tj _E_fﬂaao(fsxi)df"'

-1
T KOI jl’ .[

Xigl

e | dt Jdeg (5) 2 (a . M K (6) g+

Xi-1

]

ot | dta o) [ (T (- £)dé +

Lj-1 Lj-1

]

TlKOiv(tjl’xi)_[l {tj _g_TTo(tj _é_éj}gal(f’xi)dg_

i

o '[dt.[dxgol j fltf Hx,&)dé+

]

. J-[tj—f ffo(t,———sﬂ filEx)de,

i

Xit1

Ot e Lt ) [ (e 6ot ()4 ol )] -
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rl(t) ve 7, (t) sinir sartlarinin yaklagim hatalarinin sadelesmis ifadeleri

asagidaki sekilde olacaktir (sadece 7, (t ) igin ):

1)=&, [9(0.0)= ,(0) + &7k, v, (1.0) = 11, (0) v, (1.0) +

X

S LC (ATRRATES P
Burada

sinh(x1 —x)/v <<y
9o (x)= sinh(hy /v) 0 !

0, X ¢ (xo , X )

Interpolasyon  kuadratiir formiilleri kullanilarak ve @, (x) fonksiyonunun

Xl h
(g(pg(x)—goo(x)zo, ¢o(x0):1= ¢0(x1):09 I(/)O(x)dx:gtanhz—;)

ozellikleri dikkate alinarak asagidakiler yazila bilir:

m% ){ 2 00.8) av(e,g)}dgde _

otox® ot

=7 X,

| dg{gz %(QO)HZXI a;V (0. 5)pi (£)dé +

i tOx M Otox
- N
x{ EV(Qf)(ﬂo (§)d§} = I,de

0 0 0
{ u(0)2 a: (0.0)-£,0)-c"x;, 21,000+ 2(0.0)stann(s /zg)} _

_II,ul 90 do— r_l_[gl )do -

-7

g’ K1 Vi (t,0)+ & tanh(h1 /28)\/; (t,O), tew,

+
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Bu nedenle 7 (l‘ ) yaklasim hatasi agagidaki sekilde olacaktir:

70 =20 | 8O0+ [ 1(0)2(0,0)d0-

-7

t X

wOv a0+ | fg, (é)[ﬂsz a_i(“v“

-7 Xq

by (0,6)(0,) + b, (0,5)u(0,£) ~ 1,(0,$)]d0 dS .

tanh x/ x (x > 0) fonksiyonunun monoton azalan oldugu dikkate alinirsa

gtanh(h, /2¢)
gh[tanh(h, / 2&) + tanh(h

talnh(hl /2¢) Slh kh = max hi)
2h 7 tanh(h/2¢) 2 i

<
/2¢€)

i+l

%, [ g (x)dx =

yazilabilir. Bu sebepten
t
g0 =7"[2,0)do, 1,0)=sbt

durumunda Lemma 3.2 dikkate alinarak

(KO*)’1| " (t)| < Ch (KO* = min KO,[)

elde edilecektir (benzer degerlendirme 7, (t ) icin de dogru olacaktir).

(3.6) esitsizligi (1.1)-(1.6) probleminin smir katlart alanlarinin [O, hg]ve
[l -h_,l ] araliklarina ait oldugunu gdsteriyor (h, = 8|ln £|). fleride asagidaki
bagmtilarla ifade edilen @, sebekesi kullanilacak:

Ar oA . .
W, = @y, I O, I Oy,

burada
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oy = fx, =—eln[l (1= £)i5)i=0,1,.., Ny, x, = 0,x, =h, }
@., ={x, € (h,,1-h,),i=N, +1,.., N},

aL)N,h ={x,=l+eln[l-(1-&)N -i)5],
=N+ L, Noxy, =1—h,,x, =1,

§=1/N,, N=N,+N, +1.

Teorem 3.1.

ak+1ai - 8k+lbl. - o ak+1f; . -
i c(D), e c(D) (i=0.1) e c(d) (i=12)

olxly(x)eC’(D), w0 g ()ec0r] (=12) (k=0veyal)

sartlar1 k=1 i¢in saglansin. Bu durumda (3.6)-(3.12) fark semasinin hatasi igin
asagidaki degerler dogrudur:

2

2
a)Z("zk” +6‘2K"
k=1 *

2 g1 2
o) T H1(Kpe) |Zz,0| +

Zkx

| SC@E 477 407

ﬁz (’(‘0*)71

A % + .
@,,l €@, sebekesinde,

2
b)zmzk ”j + 82K||Zk¥||§)+ 1, (KO* )71 ‘22,0‘2 +ﬁ2(’(0* )_l‘zz,N‘z < C(T+h)
k=1

[0, l ] araligindaki keyfi diizgiin olmayan sebekede

a;(t,x),b; (t,x) = O(¢) ise, i=0,l.

Ispat.

Asagidaki esitlige bakilacak:
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2

> Ulz +uzy +v]= 4 uv] 2. Z(Rk,zk) (.13)
=)

(X0Z57525)s _82((K122;;))z=22 ).=

1 ) _ > 2}

by X0Z3,2,). =€ (Klzzxazzx)"‘/uz‘zzw‘ +ﬂ1‘zz,o‘ ;T

T T,
E(Kozzz”zzt’)* +58 (K125 255 ) +

T_ , T_ ,
E/uzzzf,zv +E:ulzzf,o =1z, y _7’1(022,0

dikkate alinirsa (3.13)’den birkag kolay islemden sonra

5, <C(Z‘Z{ +|ﬂ|§2}+qu (3.14)

degerlendirmesi elde edilir. Burada

e R R

ﬁ1(’f0*)71‘22~0 @, ])‘2 +H (KO*)A‘

ZQRE

= (ko) rz{ RS

)+H k

,l)j+
£ @) RO + 64 () [RO[ [+
(K0,)”" TZer (tlz + |I’2 (42).

(3.14)’den Bernoulli esitsizliginin fark benzeri yardimiyla yeterince kiigiik 7 ve &
igin
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- Cug exp(Ct ;)
" 1= Cug|Bllexp(Ct )11+ Cr)!

J;

esitsizligi elde edilir. Teoremin ispati belirlenmis diizgiinliik sartlar1 dahilinde

3 C(z? +h* +52), ) sebekesinde,
ug <
C(z’2 +h? ), keyfidiizgiin olmayan @, sebekesinde
(eger a;(¢,x),b;(t,x)=0(¢),i =0,1 ise)

kanitlanmasiyla son buluyor.



4. PERiIYODIK SINIR SARTLI SIiNGULER PERTURBE OLMUS
PROBLEM iCiN FARK SEMALARI.

Bu bolimde (1.7)-(1.11) problemi igin fark semalar1 oOnerilecek ve
incelenecektir. Burada 0 < & <1 kiigiik parametredir. @, (t ,x), b, (t ,x) (i = 0,1)

katsayilar, fi(l‘,x) (i = 1,2) sag taraf fonksiyonlar1 ve (/)(x), y/(x) baslangic

fonksiyonlar1 X ’e gore [ -periyodik fonksiyonlardir. Bunun disinda bu fonksiyonlar
yakinsama i¢in gerekli ve yeterli sartlara sahiptirler.

(1.1)-(1.4) problemi ile uzun periyodik dalgalarin suda yayilmasi
incelendigi zaman karsilasiliyor. Bu problemin farkli yonii, ¢Oziimiin uzay

degiskenine gore tiirevlerinin X = 0 ve x =/ noktalar1 yakinliginda smir kati

Ozelligine sahip olmasidir. Fark semasi {§0i (x)}Ngl baz fonksiyonlar1 yardimiyla

kurulur, burada @, (x), 0, (x), s @y (x) 3.boliimdeki fonksiyonlardir, fakat
?, (x) fonksiyonu (1.5) esitliginin periyodikligini karakterize ediyor ve asagidaki
sekildedir:

sinh(xl - x)/s _ )
sinh(hl /5) %
_ sinh(x —xy_;)/ & _
Po (x)— sinh(hN /5) ~%0

0, xﬁ(XO:xl)U(xN—laxN)-

(x), X <X <X

(X), xN—l <X<XN

Fark semalar adi diferansiyel denklemler ve eliptik denklemlerin konvektiv terim

iceren durumlart igin incelenmistir ve sadece O(\/Z ) mertebeden hata
degerlendirilmesi yapilmistir (Beletskaya, 1984; Pechenkina, 1980). (1.5) esitliginde

onerilen fark yaklasimi daha hassastir ve /1 °a (h = max hij gore 2. dereceden bir
ISisN

lokal yaklagima sahiptir. Ayni zamanda hatanin bulunmasi yontemi yukarida

bahsedilen metotlardan farklidir. Bu metotlar interpolasyon kuadratiir formiillerinin

kullanilmasina dayantyor.
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4.1. Kesin Coziim icin Asimptotik Degerlendirmeler

Lemma 4.1

a.b eCiD) i=01, feciD)i=12

plx)y(x)em;(0.1), gl)ect[o.7]
(k -tamsay1, O veya 1 olabilir)

olmak iizere
S.c,¢; [exple,T)-1]< 1
esitsizligi saglansin.

Burada

¢ = max{—2a0(t,x)+| al(t,x)+b1(t,x)|+|,6’|+1—2b0(t,x)+

| al(t,x)+bl(t,x)| +%|ﬂ|la4 +1lg? +1,%£2}

¢, =|ﬂ|&1+%j

N 7 ] [ e 2

T
iz(g) +]£0) iz(g)]dt'

Jexp(=ee’ )+ 1)

0

!

7

Bu durumda (1.1)-(1.6) probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler
dogrudur:

0™ u

ot

o™y

ot

<C <C, m,=0k+1 4.1)

c(o)

2

c(o)

Burada C, & ’dan ve sebeke adimlarindan bagimsiz sabittir.
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ispat.

Asagidaki esitlik ele alinir:

(Ll [u, V]’”)LZ(Q) + (Lz [“9"]’ V)LZ(Q) = (fl ) M)LZ(Q) + (fz ’V)Lz Q)"

oldugu dikkate alinirsa birkag¢ kolay islemden sonra

2

RCA PR 7| e o7
R < O
i =00+ oA (1) (1) @

esitsizligi elde edilir. Burada

W=, @- ()

a, =min| a,(t,x)——|a,(t,x)+b,(t,x)]|],
;

(> )i, (0);

>}

b. = min bo(t,x)—%|al(t,x)+b1(t,x)| |

>}

Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in

2

2

d
Il < ol +

dx

L,(9)

“embedding” esitsizligi ve u -esitsizligi kullanilarak asagidakiler elde edilir:

e v(.0)g(r)| < %| g()f %gzvz(z,o) <



27

1 2 l 2 2 1 2 8‘} :
§| g(0)] t5¢ ||V||L2<g) i
Xl (@)
Bu esitsizligin (4.2)’den elde edildigi dikkate alinirsa ( Amiraliyev, 1989) asagidaki
esitsizlik yazilabilir:

5'(¢)< ¢, 0(t)+c,0(t)+ plz), (43)
burada

e ) Za_uz 2@2
S)=|ul” + | +e wiRa Fw

p@)=|Al +|£A] +£@)

(4.3)’den Bernoulli diferansiyel esitsizligi kullanilarak asagidaki degerlendirmeler
elde edilir:

o0'u
ox’

o'v
ox*

<Ce&™,
c([0.7}L, (@)

<Ce™*, s=01 (4.4)
c([0.7}L,(2))

Simdi (4.4) esitsizligi kullanilarak (4.1)’in dogru oldugu gosterilebilir. Oncelikle

gw' —a’w=f(x), 0<x<I

W)= w(0)= ", w(1)-w(0)=

probleminin ¢oziimiiniin

W)= [ (5,5)7(5)ds + 97 px) ()

formiiliiyle ifade edildigini belirtilir. Burada

a sinh(ax/ £)+ sinh(a(l - x)/e)

2¢ [cosh(al / 5) - l]sinh(al /&)
[sinh(a&/ &)+ sinh(a(l —x)/ &)|x(x),

G*(x,s)z
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_ sinh(ax/ g) - sinh(a(/ - x)/ &)
Plx)= 2sinh(al/ €)

2a[cosh(al / g) - 1] " 2a 1—e 9l

(x): sinh(ax/g)+ sinh(a(l - x)/ g) 1 emw/e | ea(x—l)/f

ayrica,

l

IG*(x,s) s

0

(x),

q(xl <C. 4.5)

(1.7) ve (1.8) denklemlerinde x degiskeni & ile degistirilip, birinci denklem
G(x,f) fonksiyonu, ikinci denklem de G*(x,f) ile carpilip, & ’ye gore 0’dan
[ ’ye kadar integral alinirsa asagidaki esitlik elde edilir:

ou
o
{ %i“z (¢ s)ds—ao(t,gz)u(z,g)—al(t,f)v(t,§)+f1(t,§)}d5+
3

hx/e |
% [u*(t.n)an. 4.6)
0

JE t 77 t 77 dn+ IG X, é‘
{ ﬁfu v(t,s)ds ~ (taf)V(faé)—al(faé)u(faﬁ)Jrfz(faﬁ)}df+
plx )ﬁj (e.7)vle.m)dn +g(x)g o). (“.7)

Bu esitliklerin ' € (O, t ) ’de integrali alinip mutlak degerlerlerinin toplaminda (4.4)
ve (4.5) ifadeleri de g6z oniinde bulundurulursa Bernoulli tipi diferansiyel esitsizlik
elde edilir, buradan da m, = 0 i¢in (4.1) degerlendirmesi gikar.
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Lemma 4.2.

a,.b,eCiD) i=01, f ectD)i=12

o(x)y(x)em)(0.1). glr)ec*[0,7]
(k -tamsay1, O veya 1 olabilir)

kosullar1 dahilinde ve

k+s - kts .
Sraeclp) Sech). =0
j:l;;){l‘ c C(B), (l = 1,2),

pu(x)e (@) gl)ec'or]
(k=0veyal; s=1veya2)

olmasi durumunda, (1.7)-(1.11) probleminin ¢éziimii i¢in asagidakiler dogrudur:
amk +ng u 1 _x L‘l

<Cil+—|e ¢ +e? |p,
o™ ox™ g"

o™ My 1 (= =
<C{l+—| e +e?
ot"™ ox™ &

(tx)e D, my =0,k+1;n, =15, s=1,2).

Sadece ispatin 6nemli noktalarma vurgu yapilacaktir, ¢linkii ispat bir 6nceki
boliimdekine benzerlik olusturmaktadir.
Oncelikle, eger

a;,b, e C*, (5) (i=0,1), f,eck, (B) (i=12)

px)w(x)ec™o,1] g(t)ec*[0,7] (k=0veyal,s=1veya2)

ise agagidaki esitsizlikler ispatlanir:
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amk +ng v

|| SCET
ot™ ox"™

c(p)

(m, =0,k+1; n. =Ls+1, s=1,2). (4.8

(4.8) esitsizligi elde edildikten sonra ispatin devami yapilir, yani (4.8) yardimiyla
akarnSu akar”sv

o™ ox" " ot™ ox™
1989).

tiirevlerinin sinir degerlendirmeleri elde edilir (Amiraliyev,
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4.2. Fark Semasi ve Diizgiin Hata Degerlendirmesi

2. Zﬁzh =w, Xzﬁh sebekesinde (1.7)-(1.11) problemi asagidaki fark
semas ile degistirilecek:

LWy l=x /1 (E ). (49)
Lv.yv.]=x, %), (tx)e" @, x 6, . (410
1,(0,x)=p(x), »,(0,x)=yp(x), . 41D
7,(0)= 3, (6.1)=0, y,(1.0)=»,(t.1). . @12

pe 2h1
2

{(J’Q’z )x,O + (y1y2 );,N }"‘ b, (t_ao)yz,o +hb, (t_’o)yl,o - h f, (t_,()) =

x 2
Ly, = hlth,O +é& K(thJ?,N _y2tx,0)+ X

—gl0). (E=t+%} . (4.13)

Koo

[, [yl,y2 ], [ [y19y2] fark operatorleri ve K, (i =LLN- l) sabitleri bundan
onceki bolimde olduklar sekildedirler,

l
- [ h
Ko, =M 1 Po (x)dx =—ch tanh(—j
'([ 2 2e

hi
4g? sinh? [hlj
2¢

Ayrica baslangig fonksiyonlarinin periyodik olmalari yaminda %, = 4, oldugu da

K=

varsayiltyor.
(4.9)-(4.10) semasinin R, (t,x) (k = 1,2) yaklagim hatalar1 bir dnceki

problemde oldugu gibi formiillerle ifade edilebildiklerinden sadece (4.13) fark
ifadesinin yaklasim hatas1 degerlendirilecek.
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r(t) _—

Ko,0

g6)-1v
hatast i¢in agagidaki esitlige bakilir:

r)=—gl0)-tv="-"

Koo Koo

I Icoo [uv]= 1200, dndé

glt)-v+ (K‘O’O )71 7 x

(2.1), (2.2) interpolasyon kuadratiir formiilleri, goéa) (x) (0{ =1, 2) fonksiyonunun

ozellikleri kullanilarak ve v(t,x) fonksiyonunun periyodik oldugu g6z Oniinde
bulundurularak asagidakiler elde edilir:

_1 —1t+T1 283"(7795) 3V(77,§)
7 (k) I !%(5) —e? CRTS s S s =

t+7

ot [ln)dn+& k(v = Vi) + v, ().

t

Koo

Bu sebepten r(t) yaklagiminin hatasi agagidaki sekilde olacaktir:

t+7

i~ .[g(ﬂ)d77+ﬁ827_1(’fo,o)_l><

T [ 2 6l vt Nt
B : @),y + () }+(K00)1T_1T j%(f)[ (0.2)— b 7. | dédn +
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(K00 )%*T fqoo(r:)[fz (7.8)- £2(8,x,)]d¢ dn.

t 0

Buradan, Lemma 4.2°nin kosullar1 (S = 1) dahilinde
| r(t)| < C(2'+h12)

oldugu gériiliiyor. [0,[ ] araligmda x, =0 vex, =/ olan ve bir 6nceki boliimde

kullanilan diizglin olmayan cbZ ve cf)h sebekeleri dahil edilsin. Bu durumda

asagidaki Teorem dogrudur:
Teorem 4.1.

a.b eCiD) i=01, feciD)i=12

o(x)w(x)ew;(0,1), glr)ecC*(o,7]
(k -tamsay1, O veya 1 olabilir).

k+s - kts -
Cecd) Zohech).  G-m
% <c(p). (i=12)

o) y(x)ec>(@) glr)eco.r]
(k=0veyal; s=1veya2)

kosullar1 dahilinde (k =lves= lise) (4.9)-(4.13) fark semasinin hatas1 i¢in
asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

S beoel 2O, +1 2 0)]. )+ (1] 2(00) <

k=1

C(c+h+5), & sebekesinde
C(z +h), @, sebekesinde, a,,b, = O(e),(i = 0,1)ise
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burada

min &, ;
__ I<i<N-I
- . s
min &,
I<isN-1

K, e’ w

T

ispat.
Asagidaki esitlik ele alinsin:
2
Z(lk [21 tu,z, + V]_lk [u,v], Zy )* = Z(Rk’zk )* .

2
k=1 k=1

Buradan (4.13) sart1 da dikkate alinarak birka¢ islemden sonra asagidaki esitsizlik
elde edilir:

i1
5, < C(TJZ: {5, +|ﬂ|§f}+u0],
k=0

burada

5, =2 {la e ) e

2
k=1

uo = (ks )Z{Z e

2ol ) e )T
A r(t)r]

Ispat, U, i¢in olan ifadeye dahil olan normlarin degerlendirilmesi ve Bernoulli fark
esitsizliginin kullanilmasi ile sona eriyor.

i +32(‘R,E2)

Z(@;) +[RY




5. SAYISAL SONUCLAR

Asagidaki singiiler-pertiirbe olmus baslangi¢ sinir deger problemi incelendi:

ou , Ou
——¢
ot otox*

+352u2—z+7u =2(l+yt)+cos’zmx, 0<t<1,

O<x<l, (51
u(t,O)z u(t,l)z u(O,x)z 0. (5.2)
Coziimiin asimptotik yaklagimi agagidaki sekildedir:

Xl

e ft+e?
1
I+e ¢

ug(t,x)=2t cos® 7 x —

u(t, x) =u, (t, x) + O(g).

(5.1)-(5.2) probleminin ¢odziimii i¢in (3.7)-(3.12) fark semas: kullanildi.
Probleme uygun bu fark semasi agsagidaki sekilde yazilabilir:

J J-1 J J-1 J J-1
K, Yi — Vi _gzi K1i+1|:yi+1 —Via — Vit
T N; h,

yi=y " =yLyh |
' Th

Kl,'

o Z ) b ) =08 4y v =yl
3¢ h, ! h,

8—;1((()2) (yéill)zh_(y[jl)z _I_yij—l yi‘illh—yijl n

i+1 i+1

i1
Koa| t ,X, et :K-Oft,l’xi .
‘1_5 (/—5

Bu fark denkleminin yeniden diizenlenmesiyle
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—Alyl, +Cly! =Byl =F/, 1<i<N-1, j=1,2,., (53)

¥y =0,y =0 =0 (5.4)

elde edilir, burada

2 2 2 5

- &k, ) £°Ky ; E7KY

1, Li+l K 1,i+1 1,

4! = -, B/ =——— c/==24 o+ -
7 hn,

Th,m, T Thym;  Thn;
2 - -1l
Fj:ﬂyj—l_'_ag_ o i TV o Yi TV |
' ' Li+l Li
n T

i r 7! i N T
0{‘9_2 Kél) (y/ ’1)2 _( zj—_11)2 o e +
3 N :
3°° 7 l )

i+1 i+1

Koal t ,x; yij71+’(of roL,x .
I*E I*E

(5.3)(5.4) bagintilart . katta ylj yeees y]{,_l degerlerine gore ii¢ kdsegenli
bir lineer sistem olusturmaktadirlar. Bu lineer sistem kovma yontemi kullanilarak C

Programlama dilinde ¢6ziilmiistiir.
Hem diizgiin hem de diizglin olmayan sebekelerdeki durumlar incelendi.

Asagidaki tabloda farkli &, N, M,y degerleri igin ||y—u|| ( hata normu
C

o)

verilmistir:

NM £=M=10 N=M=10 N=M=50 N=M=50 N=M=50

£ y=¢& e =1 y=& y=1 N,=16, y=1
10° 0,14x10° 059%x10"  0,11x10° 0,13x10" 030x10™
10 0,12x10*  059x10"  0,12x10* 0,12x10"  0,58x 107

Son siitun, smir katlar1 dahilinde 17’ser nokta, sinir katlar1 haricinde ise
16’sar nokta bulunan diizgiin olmayan sebeke i¢in bulunan sonuglart ifade ediyor
(smir katlar1 haricinde sebeke diizgiindiir). Tablodan da goriildiigli gibi y =&
olmast durumunda da diizgiin sebeke kurulabilir, bu da Teorem 3.1’in b) durumuna
uygundur.



6. SONUC

Bu ¢alismada singiiler pertiirbe 6zellikli Boussinesq sistemi i¢in baslangic
siir-deger problemleri ele alindi. Bu problemler i¢in diizgiin sebekede iki katl iistel
fark semalar1 kuruldu. Onerilen fark semalar1 acik tipli olup her katta ii¢ kosegenli
lineer cebirsel denklem sisteminin ¢dzimiinii gerektirmektedir. Enerji esitsizlikleri
metodu kullanilarak fark semalarinin perturbasyon parametresine gore diizgiin
yakinsama hizlar1 degerlendirildi. Test sonuglarinin teorik sonug¢larla uyumlu oldugu
goriildi. Elde edilen bu sonuglar daha komplike baslangi¢ sinir deger problemlerinin
incelenmesinde kullanilabilirler.
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