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ÖZET 

 
 
 

SİNGÜLER PERTÜRBE OLMUŞ BOUSSİNESQ SİSTEMİNİN NÜMERİK 
ÇÖZÜMLERİ 

 
 
 

AMİRALİYEVA, İlhame 
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Hakkı DURU 
Mayıs 2006, 40 sayfa 

 
 

 Bu çalışmada singüler pertürbe özellikli Boussinesq sistemi için başlangıç-
sınır değer problemlerinin sonlu farklar metodu ile nümerik çözümleri incelenmiştir. 
Bu tip problemler matematiksel fiziğin ve akışkanlar mekaniğinin çeşitli alanlarında 
kullanılmaktadırlar. İlk olarak ele alınan problemler için asimptotik 
değerlendirmeler yapıldı. Daha sonra düzgün olmayan özel şebeke üzerinde üstel 
baz fonksiyonları ile ağırlık fonksiyonu ve integral biçiminde kalan terim içeren 
interpolasyon kuadratür formülleri kullanılarak uygulanan integral özdeşlikleri 
metodu ile singüler perturbasyon parametresine göre düzgün yakınsak iki katlı üstel 
fark şemaları kuruldu. Önerilen fark problemleri için yakınsama hızları 
değerlendirildi. Nümerik sonuçların teorik sonuçlarla uyumlu olduğu görüldü.  
 
 Anahtar kelimeler: Boussinesq sistemi, Düzgün yakınsaklık, Fark şeması, 
Sınır katı, Singüler perturbasyon. 
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ABSTRACT 

 
 
 

NUMERICAL SOLUTIONS OF SINGULARLY PERTURBED BOUSSINESQ 
SYSTEM 

 
 
 

AMIRALIYEVA, Ilhame 
PhD, Mathematics Science 

Supervisor: Asist. Prof. Dr. Hakkı DURU 
May 2006, 40 pages 

 
 
 

 In this study, we investigate the numerical solutions of the initial-boundary 
value problems for singularly perturbed Boussinesq system. The equations of this 
type arise in different areas of mathematical physics and fluid mechanics. Firstly, 
asymptotic estimates for the original problems are estabilished. Next, two level 
difference method on an special non-uniform mesh, based on using finite 
exponential functions in space and appropriate quadrature formulas with remainder 
term in integral form is presented. The difference schemes are shown to converge to 
the continuous solution uniformly with respect to the perturbation parameter. 
Numerical results are essentially in agreement with the theoretical analysis.  

 
 Key words: Boundary layer, Boussinesq system, Difference scheme, 
Singular perturbation, Uniform convergence. 
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ÖN SÖZ 

 
 

 Boussinesq sistemleri fiziğin ve akışkanlar mekaniğinin değişik alanlarında 
görülen süreçlerin matematik modellemesinde ortaya çıkmaktadır. Bu denklemler 
genelde nonlineerdirler ve bu sebepten nümerik metotların kullanılmasını zorunlu 
kılmaktadırlar. Ayrıca, ele alınan problemler singüler pertürbe özellikli oldukları 
için uygulanan nümerik yöntemler küçük parametreye göre düzgün yakınsak 
sonuçlar verebilirler. 
 Bu çalışma süresince göstermiş olduğu yakın ilgi ve yardımlarından dolayı 
Sayın hocam Yrd. Doç. Dr. Hakkı Duru’ya ve çalışmam boyunca beni yönlendiren, 
tavsiye ve yardımlarını esirgemeyen saygıdeğer hocam Prof. Dr. Gabil Amirali’ye 
teşekkür eder saygılarımı sunarım. 

 
       İlhame Amiraliyeva 

 



 

 vii

 
İÇİNDEKİLER 

 
 

ÖZET         i 
ABSTRACT        iii 
ÖN SÖZ        v 
İÇİNDEKİLER        vii 
SİMGELER DİZİNİ       viii 
1. GİRİŞ ve LİTERATÜR BİLDİRİŞİ     1 
2. ÖN BİLGİLER       4 

2.1. Bazı İnterpolasyon Kuadratür Formülleri    4 
2.2. Bazı Eşitsizlikler (Gronwall eşitsizliği, Bernoulli eşitsizliği,  
      µ —eşitsizliği)       5 
2.3. Fark Eşitsizlikleri      7 

3. 3.TİP SINIR ŞARTLARI İÇEREN BOUSSİNESQ SİSTEMİ İÇİN FARK 
ŞEMALARI         9 

3.1. Sürekli Problemin Çözümünün Değerlendirilmesi   9 
3.2. Fark Şemasının Kurulması ve Hata Değerlendirmesi   15 

4. PERİYODİK SINIR ŞARTLI SİNGÜLER PERTÜRBE OLMUŞ PROBLEM 
İÇİN FARK ŞEMALARI      24 

4.1. Kesin Çözüm için Asimptotik Değerlendirmeler   25 
4.2. Fark Şeması ve Düzgün Hata Değerlendirmesi   31 

5. SAYISAL SONUÇLAR      35 
6. SONUÇ        37 
KAYNAKLAR        38 
ÖZGEÇMİŞ        40 

 



 

 viii

 
SİMGELER DİZİNİ 
 

 
 ε     singüler pertürbe parametresi 
 tx  ,     bağımsız değişkenler 

 ( )txu  ,     kesin problemin çözümü 

 ( )txu  ,0    indirgenmiş problemin çözümü 

 ( )txy  ,     problemin yaklaşık çözümü 
 τ ,h     şebeke adımları 
 ji  ,     şebekedeki nokta indisleri 
 L     diferansiyel operatör 
 l     fark operatörü 
 ( )3 ,2 ,1 ,0=iiθ   fark probleminin üstel katsayısı 

 ( ),...1 ,0 , , , =icCcC ii   ε ’a 

(ayrıca h  ve τ ’ya) bağlı olmayan 
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1. GİRİŞ ve LİTERATÜR BİLDİRİŞİ 
 
 
 Sobolev denklemleri matematik ve fiziğin bir çok alanında kullanılır: ısı 
transferi problemleri (Chen ve Gurtin, 1968), çatlak kayalarda akışkanların akışı 
(Barenblatt ve ark., 1960), termodinamik (Chen ve Gurtin, 1968) ve diğer fiziksel 
uygulamalarda ortaya çıkar. Sobolev denklemlerinin varlık ve teklik tartışmaları 
Davis (1970) ve Ewing (1975) tarafından yapılmıştır. Bu tip denklemlerin regüler 
durumlardaki çeşitli nümerik sonuçları incelenmiştir (Ford ve Ting, 1974; Ewing, 
1978; Amiraliyev, 1990; Gu, 1999; Sun ve Yang, 2002; Guo ve Cao, 1988; Liu ve 
ark., 2002; Nakao, 1985; Amiraliyev ve Mamedov, 1995). Nümerik çalışmalar için 
benzer problemler Ewing (1975) ve konveksiyon terimsiz lineer olmayan problemler 
için yine Ewing (1978) tarafından yapılmıştır. Fakat birçok problemde konveksiyon 
terimli Sobolev denklemini ele almak gerekir.  

Singüler Perturbasyon Problemleri en yüksek mertebeden türev içeren 
terimlerinde küçük parametre bulunan problemlerdir. Perturbasyon parametresi 
sıfıra giderken, problemin çözümü, problemin türüne göre başlangıç veya sınırlarda 
hızlı değişir. Bunlara sınır katı veya başlangıç katı denir. Klasik nümerik metotlarda 
çözümün türevi sonsuz olacağı için klasik fark şemalarının düzgün şebekelerdeki 
nümerik çözümleri kesin çözüme yakınsamaz. Bu çalışmada singüler perturbe lineer 
başlangıç sınır-değer bir Sobolev sistemi (Boussinesq sistemi) için fark şemaları 
kurulacaktır. Kurulacak bu fark şeması üstel katsayılı terimler içerecektir. Zaten bu 
tür problemlerde ya düzgün şebeke üzerinde üstel katsayılı fark şemaları ya da sınır 
katlarında daha ince aralıkların kullanıldığı adaptiv veya parçalı düzgün şebeke 
kullanılır (Duru, 2004; Farell ve ark., 2000). 

Boussinesq sistemi dispersiv efektleri dikkate alarak uzun dalgaların 
hareket dinamiğini modelize ediyor (Amiraliyev, 1988; Winther, 1982). 

Boussinesq sistemi için başlangıç değer problemlerinin çözümlerinin 
varlığı-tekliği, düzgünlük özellikleri Showalter (1975, 1977) ve Amick Charles 
(1984) tarafından incelenmiştir. Boussinesq sistemi için nümerik çözümler değişik 
yazarlar tarafından ele alınmıştır. Guo ve Manoranjan (1985) ve Guo ve Cao (1988) 
çalışmalarında regülize olmuş uzun dalga denklemi (RLW denklemi) için Fourier 
pseudospektral metodu kullanmıştır. Bhardwaj ve Shankar (2000) RLW denklemi 
için bir nümerik metot sunmuşlardır. Winther (1982) çalışmasında Boussinesq 
sisteminin bir versiyonu için sonlu elemanlar metodu kullanmıştır. Amiraliyev 
(1988) çalışmasında birinci tip sınır şartları içeren singüler pertürbe olmuş 
Boussinesq problemi için sonlu farklar metodu uygulamıştır.  

Tezde, sınır katları içeren üçüncü ve periyodik tip Boussinesq başlangıç-
sınır değer problemleri ele alınmıştır.  

Bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır.  
Birinci bölümde giriş ve literatür bildirişi yer almaktadır. 
İkinci bölümde tezde kullanılan ön bilgiler verilmiştir. 
Çalışmanın üçüncü bölümünde aşağıdaki lineer olmayan sistem için 

başlangıç-sınır değer problemi ele alınmıştır: 
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burada  10 << ε  küçük parametre, α , =β  sabitler, ( )xtai , , ( )xtbi ,  

( )1,0=i , ( )xtf i ,  ( )2,1=i  fonksiyonları yeteri kadar düzgün fonksiyonlardır. 
Bu problemin farklı yönü, küçük parametrenin (1.5) sınır şartlarına dahil olmasıdır, 
bu da söz konusu koşulların klasik yöntemlerden farklı bir yöntemle yaklaşımını 
gerektiriyor.  
 Dördüncü bölümde aşağıdaki periyodik tip başlangıç-sınır değer problemi 
incelenmiştir: 
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Küçük parametrenin (1.11) periyodik şartına dahil olduğu bu problem için fark 
şeması kurulmuş, hata eşitsizliği incelenmiş ve hata hızı verilmiştir. 

Beşinci bölümde çalışmada ele alınan singüler pertürbe olmuş başlangıç 
sınır değer probleminin çözümünün asimptotik yaklaşımı verilmiştir. Örnek 
üzerinde farklı değerler için hata normu incelenerek teorik sonuçlarla uygunluğu 
denetlenmiştir.  

Altıncı bölümde incelenen problemler için sonuç değerlendirmesi 
yapılmıştır.  
 



2. ÖN BİLGİLER 
 
 
 Bu bölümde çalışma boyunca kullanılan bazı tanımlar ve formüller 
verilmiştir. 
 
 
2.1. Bazı İnterpolasyon Kuadratür Formülleri 
 
 Fark şemasının kurulmasında aşağıdaki interpolasyon kuadratür formülleri 
kullanılacaktır (Amiraliyev ve Mamedov, 1995): 
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özelliklerine sahiptir. 
 
 
2.2. Bazı Eşitsizlikler 
 
 Aşağıda problemin değerlendirilmesinde kullanılacak bazı eşitsizlikler 
verilmiştir. 
 
 
 
 
 



 6

a) Gronwall eşitsizşliği:  
 
Negatif olmayan C , K  sabitleri ile sürekli ),0[],[: ∞→bau  
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b) Bernoulli eşitsizliği:  
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210 )()(exp)( ϕϕ , 1=µ  

olur. 1ϕ ,  2  ,2 == µϕ Sbt   özel durumunda ise 
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1)-t)((exp1
  t)xp(

)(
102

1
1

10

ϕϕϕ
ϕ

u
eu

tv −−
≤  

olur. 
 
 
c) µ -eşitsizliği: 
 

0   ,
4
1 22 >+≤ µ
µ

µ baab  

 
 
2.3. Fark Eşitsizlikleri (Amirali ve Duru, 2002) 
 

,...2,1   ,1
1 =++≤

−
−

− ifybya
yy

iiiii
ii

τ
    (2.3) 

 

α≤0y         (2.4) 

fark eşitsizliği verilmiş olsun. Burada 0>τ  reel parametredir. 
 
 
Lemma 2.1. (Diferansiyel Eşitsizliğin Fark Benzeri):  
 

0≥iy  fonksiyonunun (2.3) ve (2.4) eşitsizliklerini sağladığını kabul 

edelim ve ,...2,1  ,0 1 =>− iaiτ  olsun. Bu durumda 
 

,...2,1   , 
11

=
−

+≤ ∑
=

iQ
a

f
Qy i-k

i

k k

k
ii τ

τα     (2.5) 

 

olur. Burada  

 









−≤≤












−
+

=

= ∑
+=

− .10, 
1

exp

                  , 1
 

1
ik

a
ba

ik
Q i

kl l

llki
τ

 

 

Eğer sbtcak == 0 , sbtcbk == 1  ise, o zaman 
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  ,
1

)(
exp

11
)(

exp
0

10

100

10








−
+

−
+








−
+

≤ −

=
∑ c

tcc
f

cc
tcc

y ki
i

k
k

i
i ττ

τ
τ

α   (2.6) 

,...1,0   , == iiti τ  

olur. 
 
 

Lemma 2.2 (Bernoulli eşitsizliğinin fark benzeri): 

 

0≥jy  fonksiyonu  

α

τα µ

≤

=++≤ ∑
−

=

0

1

0
1,2,...  ,)(

y

jybyay
j

k
kkkkj  

 

( 0;,1,0  ,0, >=≥ µΚjba jj ) eşitsizliklerini sağlasın. Bu durumda  

 

∏ ∑
−

=

−−

=

−













+
−++≤

1

0

1
1

1

0

)(1
1

)1()()1(
j

k

j

k
k

k

k
kj Q

a
bay

µµµ µα , 1≥j   (18) 

 

olur. Burada 

 )(µ
kQ =









≥+

=

∏
−

=

−
1

0

1 1,)1(

, 0 ,1
k

i
i ka

k

µ  

( 1>µ  durumunda (18)’deki kare parantezler dâhilindeki ifadenin pozitif olduğu 
düşünülmektedir). 

 



3. ÜÇÜNCU TİP SINIR ŞARTLARI İÇEREN BOUSSINESQ SİSTEMİ İÇİN 
FARK ŞEMALARI 

 
 
3. 1. Sürekli Problemin Çözümünün Değerlendirilmesi 
 
 Bu bölümde sürekli problemin çözümünün asimptotik değerlendirmeleri 
yapılmıştır. 
 
 
Lemma 3.1. 

( ) ( ) k
ii Cxtbxta 0,,, ∈ ,






 −

D 1,0=i ( ) ,,     , 0 





∈

−

DCxtf k
i 2,1=i  

 
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]TCtgtlCxx k

ii ,0 ,         , ,0, 2 ∈∈ µψϕ    ( )1  veya0=k  
 
olmak üzere 

 

( )[ ]1exp 1
1

12* −− Tcccδ <1       (3.1) 
 
eşitsizliği sağlansın. Burada 
 

( ) ( ) 2

0

2

0* xx ψϕδ += + ( ) +′ 2

0
2 xϕε ( ) +′ 2

0
2  xψε  

( ) ( ) ( ) ( )ll 2
2

2
1  0 0 ψµψµ + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dttftftgtgtc

T
 exp 2

2
2

1
2
2

2
1

0
1 +++−+ ∫  

 
( ) ( ) ( ){ ,1,,,2a-max 1101 ++++= βxtbxtaxtc  

 

( ) ( ) ( ) 1
2
1,,,2 4

110 ++++− lxtbxtaxtb βε , 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )}1    ,1 '

2
1

2
'
1

1
1 ++ −− tttt µµµµ , 

 







 +=

l
lc 2
22 β . 

 
Bu durumda (1.1)-(1.6) probleminin çözümü için aşağıdaki değerlendirmeler 
doğrudur: 
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( ) ( )

33      , −
+

−
+

≤
∂
∂

≤
∂
∂ εε C

dxt
C

dxt
u

DC
sm

ssm

DC
sm

sm

k

k

k

k

       (3.2) 

km = )2,1,0,1,0( =+ sk . 
 
 

İspat.  
 

İspat birkaç aşamadan oluşmaktadır. Önce aşağıdaki değerlendirme 
ispatlanır: 
 

( )
[ ] ( )( )

s

LTC
s

s

Cxtu
x

−

Ω

≤
∂
∂ ε

2;,0

, , ( )
[ ] ( )( )

s

LTC
s

s

Cxtv
x

−

Ω

≤
∂
∂ ε

2;,0

,     . (3.3) 

 
Aşağıdaki eşitliğe bakılır: 
 

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΩΩΩΩ +=+
2222

,,,,,, 2121 LLLL vfufvvuLuvuL . 

 
Basit işlemler sonrası,  
 

[ ] +







∂
∂

+







∂∂
∂

−






∂
∂

= u
x
uuu

kt
uu

t
uuvuL ,,,),.( 2

2

3
2

1 αεε  

( )( )uuxta , ,0 ( )( ) ( )ufuvxta ,, ,1 =+  
 

bağıntısındaki terimler için 
 

∫ ∫ ==
∂
∂

=






∂
∂ l l

u
dt
ddxu

dt
dudx

t
uu

t
u

0 0

22 ,
2
1

2
1,  

 












∂∂

∂
− u

xt
u ,2

3
2ε ∫ ∂∂

∂
−=

l

udx
xt
u

0
2

3
2ε =  

]
2

0

22

0

2
2

2
1

∫ ∂∂
∂

=
∂
∂

∂∂
∂

+
∂∂

∂
−

l
l

xt
u

dt
ddx

x
u

xt
uu

xt
uε  

 

ifadesi doğru olacaktır, burada   ] 00

2
2 =

∂∂
∂

− lu
xt
uε  olduğu dikkate alınmıştır. 

Ayrıca, 
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






∂
∂

=







∂
∂ 222 ,, u

x
uu

x
uu αεαε  

 
yazılabilir. µ -eşitsizliği kullanılarak 
 












+

∂
∂

≤






∂
∂ 2

2
222

4
1, u

x
uu

x
u

µ
µαεαε  

 
yazılabilir. 2

1=µ  için 
 

≤






∂
∂ 22 ,u

x
uαε












+

∂
∂ 2

2
2

2
1 u

x
uαε  

 
eşitsizliği, ayrıca, 
 

( ) ( )22
12

1, ufuf +≤  

 

( ) ( )22
22

1, vfuf +≤  

 
eşitsizlikleri yazılabilir. Yine −µ eşitsizliği kullanılarak 
 

( ) ( ) ( ) 







+≤ ∫ ∫∫

ll

dxvxtadxuxtauvdxxta
0

2
1

2
1

0
1  , ,

2
1 ,  

 

( ) ( ) ( ) 







+≤ ∫ ∫∫

ll

dxvxtbdxuxtbuvdxxtb
0

2
1

2
1

0
1  , ,

2
1 ,  

 

( ) ( ) ( ) ( )








+++++ ltvttvt

dx
dv

dx
duvu

dt
d , 0, 

2
1 2

2
2

1

2
2

2
222 µµεε ≤  

 

( ) ( )
( )Ω







++−++−

2

, 5.0 5.0 22
*

2
*

Ldx
dvuvvbua βε +  



 12

 

( ) ( ) ( ) ( )ltvttvt , 
2
10, 

2
1 2

2
2

1 µµ ′+′ ( ) ( ) ( ) ( )+++ ltvtgtvtg , 0, 21  

2
2

2
1 2

1
2
1 ff +        (3.4) 

 
eşitsizlikleri elde edilebilir, burada 
 

D
a min* = ( ) ( ) ( ) ,,,

2
1, 110 



 +− xtbxtaxta  

 

( ) ( ) ( )



 +−= xtbxtaxtbb

D
,,

2
1,min 110* , 

 

( )

2
22 2

dx
dv

l
vlv

C
+≤

Ω
. 

 
Daha sonra aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir: 
 

( )

2
2422

22
,

dx
dvvu

dx
dvuv

C Ω
+≤






 ε

ββ
βε ≤  

 
 

22
1242 2

22 dx
dv

dx
dvlvlu 










++ −ε

ββ
≤  

 
 

22
1242 2

22 dx
dv

dx
dvlvlu 










++ −ε

ββ
≤  

 
 

4
4242

442 dx
dv

l
l

vu ε
ββ

ε
ββ









+++ . 

 
 

Bu eşitsizlik (3.4) ifadesinde dikkate alınırsa birkaç değişimden sonra aşağıdaki 
eşitsizlik elde edilir: 
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( ) ( ) ( ) ( )ttctct ρδδδ ++≤′ 2

21 ,     (3.5) 
 
burada 
 

( ) 22 vut +=δ
2

2

dx
duε+ 2ε+ ( ) ( ) ( ) ( )ltvttvt

dx
dv ,0, 2

2
2

1

2

µµ ++ ,  

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgtgtftft 2
2

2
1

2
2

2
1 +++=ρ . 

 
 
(3.5)’ den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−+≤ ∫ ξξξρδδ dtctct
t

 expexp0 1
0

1  

( )[ ] ( ) ξξδξ dtcc
t

  exp 2
1

0
2 −∫ . 

 
Bu eşitsizlik ( )tc1exp −  ile çarpılarak ( ) ( ) ( )ttctV δ exp 1−=  fonksiyonu için 
 

( ) ( ) ( ) ξξξδ dVcctV
t

  exp 2

0
02* ∫+≤  

 
eşitsizliği bulunur. Bu eşitsizlikten de Bernoulli eşitsizliğine dayanarak  
 

( )
( )[ ]1exp1 1

1
12*

*

−−
≤

− tccc
tV

δ
δ

 

 
değerlendirmesi elde edilir. Böylece ( )tδ  için  
 

( ) ( )
( )[ ]1exp1

exp

1
1

12*

1*

−−
≤

− tccc
tct

δ
δ

δ  

 
sonucuna varılır, bu da (3.3) eşitsizliğini verir. 

(3.2) ifadesinin doğruluğu aşağıdaki problemin G ( )sx,  Green fonksiyonu 
kullanılarak gösterilebilir: 
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( )xfuu =−′′2ε , lx <<0  

 
( ) ( ) 000 1

2 =+′− uu µε , ( ) ( ) 0   2
2 =+′ lulu µε , ( )0,  21 >µµ . 

 
Bu problem aşağıdaki özelliklere sahiptir: 
 

( ) ( ) 1

00

,       , , −≤
∂
∂

≤ ∫∫ εCdssxG
x

CdssxG
ll

. 

 
(1.1)-(1.6) eşitliklerinden Green Fonksiyonu yardımıyla Volterra tipi integro-
diferansiyel denklem elde edilir (1. tip sınır şartlarında olduğu gibi). İspatın sonraki 
kısmı birinci tip sınır şartları durumunda olduğu gibi devam edecektir.  
 
 
Lemma 3.2.  
 

(3.1) koşulu sağlanırsa ve  
 

( ) ( ) ( ) ( )    ,1,0           ,
111

DC
dxt
f

iDC
dxt
b

DC
dxt
a

k
i

k

k
i

k

k
i

k

∈
∂
∂

=∈
∂
∂

∈
∂
∂ +++

( )2,1  =i , 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]   , ,0 ,   , , 3 TCtgtDCxx k

ii ∈∈ µψϕ ( ) ( )1  veya0   2,1 == ki     
 
ise (1.1)-(1.6) probleminin çözümü için  
 

,11
11























++≤

∂∂
∂ −

−−+
εε

ε

xx

m

m

eeC
xt
u

k

k

 























++≤

∂∂
∂ −

−−+
εε

ε

xx

m

m

eeC
xt
v

k

k 11 11      (3.6) 

( ) 1,0   ,, +=∈ kmDxt k  
 
asimptotik değerlendirmesi doğrudur. 
 
 
İspat.  
 



 15

(3.2) ifadesi elde edildikten sonra ispat, tamamen 1.tip sınır-değer 
problemindeki uygun lemmaya benzer olarak yapılacaktır. Bu şöyle açıklanabilir: 
(3.2) yardımıyla  
 

( )0,              , ≥
∂∂

∂
∂∂

∂ ++

sk
xt
v

xt
u

sm

sm

sm

sm

k

k

k

k

 

 
türevlerinin sınır değerleri bulunur. Bu sebepten gerçekte 1. tip sınır şartları söz 
konusu olacaktır. 
 
 
3.2 Fark Şemasının Kurulması ve Hata Değerlendirmesi 
 
 Bu bölümde (1.1)-(1.6) problemi için düzgün olmayan şebekede üstel 
katsayılı fark şemaları kurulmuştur. Burada kullanılan hτω̂ = hϖϖτ ˆ×  şebekesi 
 

{ }TMjjt j ==== ττϖτ   M,,...,1,0  ; , 
 

{ [ ] }iiiNih hxxlxxlx =−===∈= −10    ,  ,0  N,0,1,...,i  ,,0ϖ̂  
 

şeklinde tanımlanmıştır. 
 
 

( )

( )

( )

( )















∈

<<
−

<<
−

=

+−

+
+

+

−
−

, ,                          ,0

,    ,
sinh

sinh

,    ,
sinh

sinh

11

1
1

1

1
1

ii

ii
i

i

ii
i

i

i

xxx

xxx
h

xx

xxx
h
xx

x
ε
ε

ε
ε

ϕ  

       ,1 ,...,2 ,1 −= Ni  
 
 

( )
( )
( )

( )







∉

<<
−

=
, ,                         ,0

,    ,
sinh

sinh

10

10
10

xxx

xxx
h

xx
x

i
ε
ε

ϕ  
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( )

( )






∉

<<
−

=

−

−
−

NN

NN
N

N

xxx

xxx
xx

,                             ,0

    ,
sinh

1

1
1 ε

ϕ  

 
 
baz fonksiyonları ve uygun kuadratür formüller kullanılarak (1.1)-(1.6) problemi 
için aşağıdaki fark şeması yazılabilir: 
 

[ ] ( ) ( ) ( )[ ]+++−≡ xxxxtt yyyyyyyl 11
2
1

1
0

2

ˆ11
2

10211 3
, (((κεακεκ  

( ) ( )[ ]++ xx yyy 11
2
1

2
0

2

3
(((κεα +






 − 100 ,

2
yxta (τκ  







 −=






 − xtfyxta ,

2
,

2 10210
τκτκ (

,     (3.7) 

 
[ ] ( ) ( ) ( ) ++−≡ xxxtt yyyyyyl 21

1
0

2
ˆ21

2
20212

((κβεκεκ  

( )( ) 20021
2

0
2 ,

2
yxtbyy x
(((







 −+

τκκβε +  

( ) ,ˆ,   , ,
2

,
2 20110 hxtxtfyxtb ωωτκτκ τ ×∈






 −=






 − +(

  (3.8) 

 
( ) ( )xxy ϕ=,01 ,  ( ) ( )xxy ψ=,02 ,     (3.9) 

 
( ) ( ) 0,0, 11 == ltyty ,                  (3.10) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgtyttytyl txt 12121,1

2
2

*
1 0,0,0, =+−≡ µκε ,              (3.11) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgltytltyltyl txtN 2222,1

2
2

*
2 ,,, =+≡ µκε ,  ……….(3.12) 

+∈ τωt , 
 

burada 
 

( )








= −

ε
εκ

2
tanh 11

,0
i

ii
h

η ,   ( )








= +−

ε
εκ

2
tanh 112

0
i

ii
h

η , 
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0κ = ( ) ( )2
0

1
0 κκ + ,   ,

sinh 1,1
i

i
i

h

h
−

=
εε

κ    Ni ,1= , 

 

( )12
1

++= iii hhh ,   
i

ii
ix

yy
y

η
−

= +1
,ˆ , 

 









+=

ε
εµµ

2
tanh 1

11
h

,   







+=

ε
εµµ

2
tanh22

Nh
,   ( )τOgg ss += . 

 
,11 uyz −=  vyz −= 22  çözüm hataları aşağıdaki problemin çözümü olacaktır: 

 
[ ]vzuzlk ++ 21 , [ ] kk Rvul =− , , ( ) hxtk ωωτ ˆ,  ,2,1 ×∈= + , 

 
( ) 0,0 =xzk ,  2,1=k , 

 
( ) ( ) 0,0, 11 == ltztz , 

 
( ) ( ) ( ) ( )0,0, *

1112
*
1 tvltgtrtzl −≡= , 

 
( ) ( ) ( ) ( )ltvltgtrltzl ,, *

2222
*
2 −≡= . 

 

kR  yaklaşım hatasının ifadesi 1. sınır-değer problemi örneğindeki gibi olup, 
aşağıdaki şekildedir: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )221
ˆ

02, kkxkk RRRxtR εε ++= ,   2,1=k . 
 

Burada (sadece k=1 için veriliyor) 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) , ,,
2 01

210
1

1 1

'

ξξξϕα dxKtu
x

xdxR i
j

x

x

x

x
i

i

i

i

i

−∫ ∫
− −

∂
∂

=  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +










∂
∂

= ∫ ∫∫
−

+

−

+

−

∗−−
j

j

i

i

i

i

t

t

x

x

i
x

x
ii dxKtuta

x
xdxdtR

1

1

1

1

1

 ,,, 00
111

1 ξξξξϕτ η  

 

( ) ( ) ( ) +−
∂
∂

∫ ∫
− −

−
j

j

j

j

t

t

t

t
iii dtTxu

t
xtdta

1 1

 ,, 00
1

,0 ξξξτκ  
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( ) ( ) +
∂
∂















 −−−−∫

−

−
− ξξξττξκτ dxa

t
tTtxtu i

t

t
jjiji

j

j

 ,
2

, 001,0
1

1

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) +
∂
∂

∫ ∫∫
−

+

−

+

−

∗−−
j

j

i

i

i

i

t

t

x

x

x

x
ii dxKtvta

x
xdxdt

1

1

1

1

1

 ,,, 01
11 ξξξξϕτ η  

 

( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

+−
∂
∂−

j

j

j

j

t

t

t

t
iii dtTxv

t
xtdta

1 1

 ,, 01
1

0 ξξξτκ  

 

( ) ( ) −
∂
∂















 −−−−∫

−

−
− ξξξττξκτ dxa

t
tTtxtv i

t

t
jjiji

j

j

 ,
2

, 1010
1

1

 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+

−

+

−−

+
∂
∂ ∗−−

1

1

1

11

 ,, 01
11

i

i

i

i

j

j

x

x

x

x
i

t

t
i dxKtf

x
xdxdt ξξξϕτ η  

 

( ) , ,
2 100

1

1

ξξξττξκτ dxf
t

tTt i

t

t
jji

j

j
∂
∂















 −−−−∫

−

−  

 
( ) ( ) ( ),, 1

1
00 −

− −−−= ii
i xxhxTxK ξξ  

 
( ) ( ) ( ),, 000 ξξξ −−−=∗

i
i xTxTxK  

 
( ) ,10 =λT    0≥λ ;   ( ) ,00 =λT    ,0<λ  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) −










∂∂
∂

−= ∫ ∫
−

+

−

−−
j

j

i

i

t

t

x

x
iij dxxu

xt
xtdR

1

1

1

 ,
2

2
2

112
1 ξϕξξτα

η  

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] −+
∂
∂

+
+

−
− ∫∫

++

dxxxxKtu
x

d ii

x

x

i
j

x

x
i

i

i

i

i

 ,,
2

''
11

1
1

21
01

21 ϕϕξξξα
η  

 
( ) ( ) ( ) ( )   ,

6
1   ,

6
1

1,1
2

01
2
,

1
0 −+− + jixiijixii tuhtuh κκ  
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( )tr1  ve ( )tr2  sınır şartlarının yaklaşım hatalarının sadeleşmiş ifadeleri 

aşağıdaki şekilde olacaktır (sadece ( )tr1  için ): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0,0, 11,1
2

1
*
111 tvttvtgtvltgtr txt µκε −+≡−= +  

 

( ) [ ] [ ][ ]∫ ∫
−

− −
t

t

x

x

dxdxfvuLx
τ

θθϕτ
1

0

 ,, 220
1  

 
Burada 
 

( )
( )
( )

( )







∉

<<
−

=
. ,                      ,0

   ,
/sinh

/sinh

10

10
1

1

0
xxx

xxx
h

xx
x ν

ν
ϕ  

 
 

İnterpolasyon kuadratür formülleri kullanılarak ve ( )x0ϕ  fonksiyonunun 

( ( ) ( ) ,000 =−′′ xx ϕϕε  ( ) ,100 =xϕ  ( ) ,0 10 =xϕ  ( )  
2

tanh  
1

0

1
0∫ =

x

x

h
dxx

ε
εϕ ) 

özellikleri dikkate alınarak aşağıdakiler yazıla bilir: 
 

( ) ( ) ( )
∫ ∫
−

−








∂

∂
+

∂∂
∂

−
t

t

x

x

dd
t

v
xt

vx
τ

θξξθξθεϕτ  ,,1

0

2

3
2

0
1 =  

 

( ) ( ) ( )∫ ∫
−

−







+′
∂∂

∂
+

∂∂
∂t

t

x

x

d
xt
v

xt
vd

τ

ξξϕξθεθεθτ
1

0

 ,0, 0

2
2

2
21

( ) ( ) ∫∫
−

−=






∂
∂ t

t

x

x

ddv
t τ

θτξξϕξθ 1
0

1

0

 ,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )








∂
∂

+
∂
∂

−−
∂
∂ εεθθκεθθθµ 2/tanh 0,0,0, 11,1

2
11 h

t
vv

t
g

t
v

x = 

( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

−− −−
∂
∂t

t

t

t

dgd
t
v

τ τ

θθτθθθµτ   0, 1
1

1
1

( ) ( ) txt vhtv εεκε 2/tanh0, 1,1,1
2 + ( )0,t ,    +∈ τωt  

  



 20

 
Bu nedenle ( )tr1  yaklaşım hatası aşağıdaki şekilde olacaktır: 
 

( ) ( ) θθθµτθθτ
τ τ

d
t
vdgtgtr

t

t

t

t

 0 ,)()()( 1
1

1
1

11 ∂
∂

+−= ∫ ∫
− −

−− - 

 

∫ ∫
−

−



∂
∂

+
t

t

x

x
t

uv
x

tvt
τ

βεξϕτµ
1

0

)()( )0,()( 2
0

1
1 + 

 
] ξθξθξθξθζθξθ ddfubvb   ),(),(),(),(),( 210 −+ . 

 
( )0 /tanh >xxx  fonksiyonunun monoton azalan olduğu dikkate alınırsa 

 

[ ≤
+

=∫
+

−
−

1

0
)2/tanh()2/tanh(

)2/tanh(
)(

1
1

1
0

1
0

x

x iii hhh
h

dxxx
εεε

εε
ϕ

h
hh

h
2
1

)2/tanh(2
)2/tanh(

1
1 ≤

− ε

ε
 ( )ii

hh max=  

 
yazılabilir. Bu sebepten  
 

∫
−

− ==
t

t

sbtdgtg
τ

θµθθτ )(   ,)()( 11
1

1  

 
durumunda Lemma 3.2 dikkate alınarak 
 

( ) Chtr ≤−   )( 1
1

*0κ    ( )ii ,00 minκκ =∗  

 
elde edilecektir (benzer değerlendirme ( )tr2  için de doğru olacaktır).  

(3.6) eşitsizliği (1.1)-(1.6) probleminin sınır katları alanlarının [ ]εh,0 ve 

[ ]lhl ,ε−  aralıklarına ait olduğunu gösteriyor ( εεε ln=h ). İleride aşağıdaki 

bağıntılarla ifade edilen ∗
hω̂  şebekesi kullanılacak: 

 
,ˆˆˆˆ ,0 hNhhh ωωωω ∪∪= ∗

∗  
 

burada 
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( )[ ]{ }, ,0 , ..., ,1 ,0 ,11lnˆ
0000 εδεεω hxxNiix Nih ===−−−==  

 
( ){ }, ,...,1 , ,ˆ 0 NNihlhxih +=−∈=∗ εεω  

 
=hN ,ω̂ ( )( )[ ]{ ,11ln δεε iNlxi −−−+=  

}lxhlxNNi NN =−=+= +  , , ,...,1 11 1 ε , 
 

.1  ,1 100 ++== NNNNδ  
 
 
Teorem 3.1.  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,1          ,1,0           ,
111

=∈
∂
∂

=∈
∂
∂

∈
∂
∂ +++

iDC
dxt
fiDC

dxt
bDC

dxt
a

k
i

k

k
i

k

k
i

k

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )1  veya0    2,1     ,0 ,    , , 3 ==∈∈ kiTCtgtDCxx k

iiµψϕ  
 
 şartları k=1 için sağlansın. Bu durumda (3.6)-(3.12) fark şemasının hatası için 
aşağıdaki değerler doğrudur: 
 

a) +++ −

∗=
∑ 2

0,2
1

*01
2

0
2

22

1
)()( zzz xk

k
k κµκε

)()( 2222
,2

1
02 hCz N ++≤−
∗ τδκµ  

+∗ ∈ τωω th ,ˆ  şebekesinde, 
 

b) ( ) ( )∑
=

−
∗∗

++
2

1

2
0,2

1
01

2

0
22

k
xkk zzz κµκε ( ) ( )hCz N +≤+ −

∗ τκµ
2

,2
1

02  

[ ]l,0  aralığındaki keyfi düzgün olmayan şebekede 
 

1,0   , ise  )(),(),,( == iOxtbxta ii ε . 
 
 

İspat.  
 

Aşağıdaki eşitliğe bakılacak: 
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[ ] [ ] ∑∑
=

∗∗
=

=−++
2

1
21

2

1

),(),,,(
k

kkkk
k

k zRzvulvzuzl                 (3.13) 

 

2ˆ21
2

220 ,)((),( zzzzx xxtt κε−∗ ∗) = 
 

{ } +++−∗ tNxx zzzzzzx
2

0,21
2

,22221
2

220 ),(),(
2
1 µµκε  

 

++∗ ),(
2

),(
2 221

2
220 xtxttt zzzz κετκτ

 

 

0,21,22
2

0,21
2

,22 )()(
22

ztrztrzz NtNt −−+ µτµτ  

 
dikkate alınırsa (3.13)’den birkaç kolay işlemden sonra 
 

{ } 







++≤ ∑

−

=

1

0
0

2
j

k
kkj uC δβδτδ                 (3.14) 

 
değerlendirmesi elde edilir. Burada 
 

[ ]∑
=

∗ ++=
2

1

2 ))(),(())((),((
k

jxkjxkjkjkj tztztztz κεδ  

 

,)()(),()(
2

,2
1

02
2

0,2
1

01 jN tzjtz −
∗

−
∗ + κµκµ  

 

( ) ( )∑ ∑
+

+





+



 ++=

=
∗∗

−
∗

τω
ω

εετκ
2

1

2222)1(2

ˆ
)0(21

00 1,)(
2k

kkLk RRRu
h

 

 

}++ −− 2)0(
,2

1
2

42)0(
1,2

1
1

4 )()( NRR µεµε  

 

( ) ( )( )∑
+

+−
∗

τω

τκ 2
2

2
1

1
0 )( trtr . 

 
(3.14)’den Bernoulli eşitsizliğinin fark benzeri yardımıyla yeterince küçük τ ve h 
için 
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[ ]( ) 1
0

0

1 1)exp(1

)exp(
−+−−

≤
τβ

δ
CCtCu

CtCu

j

j
j  

 
eşitsizliği elde edilir. Teoremin ispatı belirlenmiş düzgünlük şartları dahilinde 
 







+

++
≤

∗

  eşebekesind ˆolmayan  düzgün  keyfi  ),(

e,şebekesind   ˆ ),(
22

222

0
h

h

hC

hC
u

ωτ

ωδτ
 

(eğer ise  1,0),(0),(),,( == ixtbxta ii ε ) 
 

kanıtlanmasıyla son buluyor. 



4. PERİYODİK SINIR ŞARTLI SİNGÜLER PERTÜRBE OLMUŞ 
PROBLEM İÇİN FARK ŞEMALARI. 
 
 

Bu bölümde (1.7)-(1.11) problemi için fark şemaları önerilecek ve 
incelenecektir. Burada 10 << ε  küçük parametredir. ( ) ( ) ( )1,0  ,  ,, =ixtbxta ii  

katsayılar, ( ) ( )2,1  , =ixtf i  sağ taraf fonksiyonları ve ( ) ( )xx ψϕ    ,  başlangıç 

fonksiyonları x ’e göre l -periyodik fonksiyonlardır. Bunun dışında bu fonksiyonlar 
yakınsama için gerekli ve yeterli şartlara sahiptirler. 

(1.1)-(1.4) problemi ile uzun periyodik dalgaların suda yayılması 
incelendiği zaman karşılaşılıyor. Bu problemin farklı yönü, çözümün uzay 
değişkenine göre türevlerinin lxx ==   ve0  noktaları yakınlığında sınır katı 

özelliğine sahip olmasıdır. Fark şeması ( ){ } 1
0
−
=

N
ii xϕ  baz fonksiyonları yardımıyla 

kurulur, burada ( ) ( ) ( )xxx N 121 ..., , , −ϕϕϕ  3.bölümdeki fonksiyonlardır, fakat 

( )x0ϕ  fonksiyonu (1.5) eşitliğinin periyodikliğini karakterize ediyor ve aşağıdaki 
şekildedir: 
 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

 

. ,,                                       ,0

   ,
/sinh

/sinh

   ,
/sinh

/sinh

110

1
2

0
1

10
1

0
1

1

0















∪∉

<<≡
−

<<≡
−

=

−

−
−

NN

NN
N

N

xxxxx

xxxx
h
xx

xxxx
h

xx

x ϕ
ε

ε

ϕ
ε
ε

ϕ  

 
Fark şemaları adi diferansiyel denklemler ve eliptik denklemlerin konvektiv terim 
içeren durumları için incelenmiştir ve sadece ( )hO  mertebeden hata 
değerlendirilmesi yapılmıştır (Beletskaya, 1984; Pechenkina, 1980). (1.5) eşitliğinde 

önerilen fark yaklaşımı daha hassastır ve h ’a 





 =

≤≤ Ni
ihh

1
max  göre 2. dereceden bir 

lokal yaklaşıma sahiptir. Aynı zamanda hatanın bulunması yöntemi yukarıda 
bahsedilen metotlardan farklıdır. Bu metotlar interpolasyon kuadratür formüllerinin 
kullanılmasına dayanıyor. 
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4.1. Kesin Çözüm için Asimptotik Değerlendirmeler  
  
 
Lemma 4.1 
  

( ) ( ) 2,1  ,   ,1,0  ,, 00 =∈=∈ iDCfiDCba k
i

k
ii  

 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TCtglWxx k ,0    ,,0 , 1

2 ∈∈ψϕ  
( k -tamsayı,  0  veya 1 olabilir) 
 

olmak üzere  
 

( )[ ] 11exp 1
1

12 <−−
∗ Tcccδ  

 
eşitsizliği sağlansın. 
 
Burada 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ +−++++−= xtbxtbxtaxtac ,21 ,, ,2max 01101 β  
 

( ) ( ) ,, 11 xtbxta +


+++ 224 2 ,1

2
1 εεεβ

l
ll  

 







 +=

l
lc 2

2
1

2 β  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )22222

2222 ΩΩΩΩ∗ ′+′++=
LLLL

ψϕεψϕδ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dttftftgtc
T

LL
 exp

0

2
2

2
1

2
1

22∫ ΩΩ
++− . 

 
Bu durumda (1.1)-(1.6) probleminin çözümü için aşağıdaki değerlendirmeler 
doğrudur: 
 

( ) ( )
,       , C

t
vC

t
u

DC
m

m

DC
m

m

k

k

k

k

≤
∂
∂

≤
∂
∂

 1,0 += kmk    (4.1) 

 
Burada C, ε ’dan ve şebeke adımlarından bağımsız sabittir. 
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İspat.  
 

Aşağıdaki eşitlik ele alınır: 
 

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΩΩΩΩ +=+
2222

,,,,,, 2121 LLLL vfufvvuLuvuL . 

 

0, =







∂
∂ u

x
uu  

 
olduğu dikkate alınırsa birkaç kolay işlemden sonra  
 

( ) ( )tgtv
x
v

x
uu

t
0,

2
1 2

2
2

22 εεε −










∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ≤  

( ) ( )vfuf
x
vuvvbua ,,, 21

222 ++







∂
∂

+−− ∗∗ βε     (4.2) 

 
eşitsizliği elde edilir. Burada  
 

( ) ( ) ( ) ( )ΩΩ ≡≡
22

 ,  ,    ,.. LL , 

 

( ) ( ) ( ) 



 +−=∗  ,, 

2
1,min 110 xtbxtaxtaa

D
, 

 

( ) ( ) ( ) 



 +−=∗  ,, 

2
1,min 110 xtbxtaxtbb

D
. 

 
Tek değişkenli fonksiyonlar için  
 

( ) ( )
( )

2
22

2
2

2

Ω
ΩΩ
+≤

L
LC dx

dw
l

wlw  

 
“embedding” eşitsizliği ve µ -eşitsizliği kullanılarak aşağıdakiler elde edilir: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ≤+≤ 0,
2
1  

2
1 0, 222 tvtgtgtv εε  
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( ) ( )
( )

2
2222

2
2

1
2

  
2
1

Ω
Ω ∂

∂
++

L
L x

v
l

vltg εε . 

Bu eşitsizliğin (4.2)’den elde edildiği dikkate alınırsa ( Amiraliyev, 1989) aşağıdaki 
eşitsizlik yazılabilir: 
 
( ) ( ) ( ) ( )ttctct ρδδδ ++≤′ 2

21  ,                  (4.3) 
 
burada 

( )
2

2
2

222

x
v

x
uvut

∂
∂

+
∂
∂

++= εεδ
, 

( ) ( ).22
2

2
1 tgfft ++=ρ  

 
(4.3)’den Bernoulli diferansiyel eşitsizliği kullanılarak aşağıdaki değerlendirmeler 
elde edilir: 
 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

s

LTC
s

s
s

LTC
s

s

C
x
vC

x
u −

Ω

−

Ω

≤
∂
∂

≤
∂
∂ εε

22 ;,0;,0

      , ,  1,0=s               (4.4) 

      
Şimdi (4.4) eşitsizliği kullanılarak (4.1)’in doğru olduğu gösterilebilir. Öncelikle 
 

( ) lxxfwaw <<=−′′ 0   ,22ε  

( ) ( ) ( ) ( )
ε
ψϕ

∗
∗ =−=− 0   ,0 '' wlwwlw

 

 
probleminin çözümünün 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∗∗∗ ++=
l

xqxpdssfsxGxw
0

 , ψϕ  

 
formülüyle ifade edildiğini belirtilir. Burada 
 

( ) ( ) ( )( )
( )[ ] ( ) +

−
−+

⋅=∗

εε
εε

ε /sinh1/cosh
/sinh/sinh

2
,

alal
xlaaxasxG

( ) ( )( )[ ] )(/sinh/sinh xxlaa κεεξ −+ , 
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( ) ( ) ( )( )
( )ε

εε
/sinh2

/sinh/sinh
al

xlaaxxp −−
=  

 

( ) ( ) ( )( )
( )[ ]

( )

ε

εε

ε
εε

/

//

12
1

1/cosh2
/sinh/sinh

al

lxaax

e
ee

aala
xlaaxxq

−

−−

−

+
⋅≡

−
−+

= , 

 
ayrıca, 
 

( ) ( ) ( )             .    ,   ,,
0
∫ ≤∗
l

CxqxpdssxG                  (4.5) 

 
(1.7) ve (1.8) denklemlerinde x  değişkeni ξ  ile değiştirilip, birinci denklem 

( )ξ,xG  fonksiyonu, ikinci denklem de ( )ξ,xG∗  ile çarpılıp, ξ ’ye göre 0’dan 
l ’ye kadar integral alınırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
 

( ) ( )∫ ∫+=
∂
∂ x l

xGdtu
t
u

0 0

2 , ,
2

ξηηα
×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +












+−−− ∫ ξξξξξξα ξ

dtftvtatutadsstu ,,  ,, , ,
2 1

0
10

2  

( )∫⋅⋅ −

l

dtu
l

x

0

2
1  ,

sinh
/sinh

2
ηη

ε
εα

,                   (4.6) 

 

( ) ( )∫ +=
∂
∂ x

dtvtu
t
v

0

  , , ηηηβ ( )∫ ∗
l

xG
0

,ξ ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξξξξβ
ξ

dtftutatvtbdsstvstu




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



+−−− ∫ ,, ,, , , , 2
0

10 + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ +
l

tgxqdtvtuxp
0

 , , ηηηβ .      (4.7) 

 
Bu eşitliklerin ( )tt ,0∈′ ’de integrali alınıp mutlak değerlerlerinin toplamında (4.4) 
ve (4.5) ifadeleri de göz önünde bulundurulursa Bernoulli tipi diferansiyel eşitsizlik 
elde edilir, buradan da 0=km  için (4.1) değerlendirmesi çıkar. 
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Lemma 4.2.  
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TCtglWxx
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  ( k -tamsayı,  0  veya 1 olabilir) 
 

koşulları dahilinde ve 
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TCtgCxx ks ,0   , , 2 ∈Ω∈ +ψϕ  

)2  veya1   ;1  veya0( == sk  
 
olması durumunda, (1.7)-(1.11) probleminin çözümü için aşağıdakiler doğrudur: 
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((t,x)∈  ,D 2 ,1  ,,1  ;1,0 ==+= ssnkm sk ).   
 
      Sadece ispatın önemli noktalarına vurgu yapılacaktır, çünkü ispat bir önceki 
bölümdekine benzerlik oluşturmaktadır. 
      Öncelikle, eğer  
 

( ) ( ) ( ) ( )2 ,1        ,1 ,0     , 11 =∈=∈ −− iDCfiDCba k
si

k
sii  

 
( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )2  veya1 ,1  veya0     ,0   , ,0 , 1 ==∈∈ + skTCtglCxx ksψϕ  

 
ise aşağıdaki eşitsizlikler ispatlanır: 
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( ) ( )
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( 2 ,1  ,1,1  ;1,0 =+=+= ssnkm sk ). (4.8) 
 

(4.8) eşitsizliği elde edildikten sonra ispatın devamı yapılır, yani (4.8) yardımıyla 

sk

sk

sk

sk

nm

nm

nm

nm

xt
v

xt
u

∂∂
∂

∂∂
∂ ++

  ,  türevlerinin sınır değerlendirmeleri elde edilir (Amiraliyev, 

1989). 
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4.2. Fark Şeması ve Düzgün Hata Değerlendirmesi 
 
 

2. hh ϖϖϖ ττ ˆˆ ×=  şebekesinde (1.7)-(1.11) problemi aşağıdaki fark 
şeması ile değiştirilecek: 
 
[ ] ( )xtfyyl  , , 10211 κ=  ,      (4.9) 

 
[ ] ( )xtfyyl , , 20212 κ=  , ( ) hxt ωωτ ˆ, ×∈+ ,     ..        (4.10) 

 
( ) ( ) ( ) ( )xxyxxy ψϕ == ,0   ,,0 21 ,     ..         (4.11) 

 
( ) ( ) ( ) ( )ltytyltyty ,0,   ,0,0, 2211 === ,   ...          (4.12) 

 

( ) ×+−+=∗
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2

0,2122
hyyyhyl txNxtt

βε
κε   
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ε
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
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

 +=

2
τtt  .                 (4.13) 

 
[ ] [ ]212211 ,  ,, yylyyl  fark operatörleri ve ( )1 ,1 ,0 −= Niiκ  sabitleri bundan 

önceki bölümde oldukları şekildedirler, 
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1 11
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







=

ε
ε

κ

2
sinh4 122

2
1

h
h

. 

 
Ayrıca başlangıç fonksiyonlarının periyodik olmaları yanında Nhh =1  olduğu da 
varsayılıyor. 

(4.9)-(4.10) şemasının ( ) ( )2,1  , =kxtRk  yaklaşım hataları bir önceki 
problemde olduğu gibi formüllerle ifade edilebildiklerinden sadece (4.13) fark 
ifadesinin yaklaşım hatası değerlendirilecek. 
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( ) ( ) vltgtr ∗−= 2
0,0κ

ε
 

 
hatası için aşağıdaki eşitliğe bakılır: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 11
0,02

0,0
1

0,0

−−∗∗ +−≡−= τκ
κ
ε

κ
ε vltgvltgtr ×  

∫
+τt

t

( ) [ ] ( )[ ] ξηξηξϕ ddfvuL
l

 ,, 
0

220∫ −  

 
(2.1), (2.2) interpolasyon kuadratür formülleri, ( ) ( ) ( )2 ,1   0 =αϕ α x  fonksiyonunun 

özellikleri kullanılarak ve ( )xtv ,  fonksiyonunun periyodik olduğu göz önünde 
bulundurularak aşağıdakiler elde edilir: 
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Bu sebepten ( )tr  yaklaşımının hatası aşağıdaki şekilde olacaktır: 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ∫
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ddxtff
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0,0   ,,  . 

 
Buradan, Lemma 4.2’nin koşulları ( )1=s  dahilinde  
 

( ) ( )2
1   hCtr +≤ τ   

 
olduğu görülüyor. [ ]l,0  aralığında lxx N ==   ve00  olan ve bir önceki bölümde 

kullanılan düzgün olmayan   veˆ ∗hω  hω̂  şebekeleri dahil edilsin. Bu durumda 
aşağıdaki Teorem doğrudur: 
 
 
Teorem 4.1.  
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( k -tamsayı,  0  veya 1 olabilir). 
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 koşulları dahilinde ( )ise 1  ve1 == sk  (4.9)-(4.13) fark şemasının hatası için 
aşağıdaki değerlendirmeler doğrudur: 
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burada  
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İspat.  
 

Aşağıdaki eşitlik ele alınsın: 
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Buradan (4.13) şartı da dikkate alınarak birkaç işlemden sonra aşağıdaki eşitsizlik 
elde edilir: 
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İspat, 0u için olan ifadeye dahil olan normların değerlendirilmesi ve Bernoulli fark 
eşitsizliğinin kullanılması ile sona eriyor. 



5. SAYISAL SONUÇLAR 
 
 
Aşağıdaki singüler-pertürbe olmuş başlangıç sınır değer problemi incelendi: 
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( ) ( ) ( ) .0,01,0, === xututu       (5.2) 

 
Çözümün asimptotik yaklaşımı aşağıdaki şekildedir: 
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 (5.1)-(5.2) probleminin çözümü için (3.7)-(3.12) fark şeması kullanıldı. 
Probleme uygun bu fark şeması aşağıdaki şekilde yazılabilir: 
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Bu fark denkleminin yeniden düzenlenmesiyle 
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(5.3)-(5.4) bağıntıları .j katta j

N
j yy 11 ,..., −  değerlerine göre üç köşegenli 

bir lineer sistem oluşturmaktadırlar. Bu lineer sistem kovma yöntemi kullanılarak C 
Programlama dilinde çözülmüştür. 
 Hem düzgün hem de düzgün olmayan şebekelerdeki durumlar incelendi. 
Aşağıdaki tabloda farklı γε  , , , MN  değerleri için 

( )hC
uy

τω
−  hata normu 

verilmiştir: 
 

N,M ε =M=10 N=M=10 N=M=50 N=M=50 N=M=50 
ε  y=ε  ε =1 y=ε  y=1 N0=16, y=1 

10-3 0,14×10-3 0,59×10-1 0,11×10-3 0,13×10-1 0,30×10-4 
10-6 0,12×10-4 0,59×10-1 0,12×10-4 0,12×10-1 0,58×10-5 

 
 Son sütun, sınır katları dâhilinde 17’şer nokta, sınır katları haricinde ise 
16’şar nokta bulunan düzgün olmayan şebeke için bulunan sonuçları ifade ediyor 
(sınır katları haricinde şebeke düzgündür). Tablodan da görüldüğü gibi εγ =  
olması durumunda da düzgün şebeke kurulabilir, bu da Teorem 3.1’in b) durumuna 
uygundur. 



6. SONUÇ 
 
 Bu çalışmada singüler pertürbe özellikli Boussinesq sistemi için başlangıç 
sınır-değer problemleri ele alındı. Bu problemler için düzgün şebekede iki katlı üstel 
fark şemaları kuruldu. Önerilen fark şemaları açık tipli olup her katta üç köşegenli 
lineer cebirsel denklem sisteminin çözümünü gerektirmektedir. Enerji eşitsizlikleri 
metodu kullanılarak fark şemalarının perturbasyon parametresine göre düzgün 
yakınsama hızları değerlendirildi. Test sonuçlarının teorik sonuçlarla uyumlu olduğu 
görüldü. Elde edilen bu sonuçlar daha komplike başlangıç sınır değer problemlerinin 
incelenmesinde kullanılabilirler.  
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