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OZET

Bu yiiksek lisans tezi li¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde bu ¢alismada kullanilacak olan temel kavramlar olan “Kategori
ve Funktorlar, Direkt Carpim ve Direkt Toplam, Tamlik, Serbest R-Modiiller ve Tensor
Carpim” tanimlandi ve ilgili teoremler verildi.

Ikinci boliimde “Injektif Modiiller” ve “Baer Kriteri” verildi.

Uciincii  boliimde ise “R-Modiill Kompleksleri” tanimlandi ve Modiil
kategorileri arasinda, ‘Uretilmis Funktor’ olarak adlandirilan bir funktor dizisi
tanimlandi. Bunun i¢in bir M, R-Modiiliinliin bir ¢o6ziilmesi bir 7 funktoruna
uygulandi. Daha sonra bu injektif ¢ozlilmeye karst gelen kisaltilmis kompleks

yardimiyla R T sag tiretilmis funktor tanimlandi.



SUMMARY

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, we give some basic information such as “categories and
functors, direct product and direct sum, exactness, free R-Modules and tensor product
and homological algebras”

In the following chapter, we give the notions of “Injective Modules” and “Baer
Criterion”.

In the following chapter of this thesis given a functor T between categories of
modules, we construct a sequence of a new functor called desined functor T study of
grup extensions. To evaluate this functor on a module M choose a injective resolution of
M, aplly the functor T and take homology of the resulating complex by using deleted

complex which is associated the injective resolution.
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Bolum 1

1. Temel Bilgiler

1.1. Kategori Teori ve Homolojiksel Cebir
Bu boéliimde kategori kavrami tanimlanarak, direkt carpim ve direkt toplam,

tamlik, serbest R-modiiller ve tensor ¢arpim kavramlari agiklanacaktir.

Tanmm 1.1.1.

a) Objeler siifi; Ob (€),

b) Morfizmler kiimesi; €4, B) veya Mor, (A, B) veya Hom.(A,B),

¢) Kompozisyon; Ob (€) deki A4, B,C objeleri igin

BA (BT — (AT
Kie ;
(f.g) = gf

olmak tizere;

i) Asosyatiflik sarti; f € €(A4,B), g €€(B,C),ve he €(4,C) igin
h(gf) = (hg)f

higf=(ha) f




A—1 -op
.r'J j% 7 ]9
BZ =~

sartlarin1 saglayan sisteme bir kategori denir ve € ={0b(€), Mor, (4,B),K f,c } veya

kisaca € ile gosterilir.

Ornek 1.1.2.
Kiimeler Kategorisi; € =Kiime
Ob (€) = Ob (Kiime) =Biitiin Kiimeler Sinifi
Mor, (X,Y) = Fonk kime(X,Y)= {f|f : X > Y fonksiyon}

Kompozisyon; bilinen bileske islemi olarak alindiginda Kiime bir kategori olusturur.

Ornek 1.1.3.
Gruplar kategorisi; € = Grp
Ob(€) = Ob(Grp)=biitiin gruplar sinifi;
Mor, (G,,G,) = Homgy(G,,G,) = {f|f : G, = G,, grup homomorfizmi },

Kompozisyon; bilinen bileske islemi olarak alindiginda Grp bir kategori olusturur.

Ornek 1.1.4.
Abelyen Gruplar Kategorisi; €= Ab
Ob(€) = Ob(Ab) = biitiin abelyen gruplar sinifi,
Mor, (G,,G,)=Homyu (G,,G,)= {f|f :G, > G, , grup homomorfizmi };

Kompozisyon; bilinen bileske islemi olarak alindiginda 4b bir kategori olusturur.

Ornek 1.1.5.
Topolojik Uzaylar Kategorisi; € = Top;
Ob(€) = Ob(Top) = biitiin Topolojik Uzaylar Sinifi;
More(X,Y) = SFonk,,,(X,Y)= {f|f : X > Y siirekli fonksiyonlar}

Kompozisyon; bilinen bileske islemi olarak alindiginda Tep bir kategori olusturur.



Ornek 1.1.6.
€ = grMod; sol R-modiiller kategorisini verelim.
Oncelikle sol R-modiil kavramini hatirlayalim:
R birimli bir halka ve M herhangi bir kiime olsun.
RxM — M
(rom) > rom
R halkasmin M kiimesi tizerine etkisi olmak tizere;
i) (M ,+) toplamsal abelyen grup,
iil)y VieR ve m;, my e M i¢in,r-( m+m,)=r- m+r- m,
iii) Vr,,reR ve meMigin, (1, +r,)-m=r-m+r, -m
iv) Vr,r,e R ve me M igin, (1, r,)-m=r,-(r,-m)
v) I, eRigcinl, -m=m
sartlar1 saglaniyorsa M ye sol R-modiil denir.
Benzer sekilde;
M«RE = M

{m,r) = mr
ikili islemi tanimlandiginda sag R-modiil yapist olusturulur. Bu tezde modiiller

tizerinde ¢alisirken - islemi yazimini ihmal edecegiz.

Ornek 1.1.7.
G herhangi bir abelyen grup ise G bir Z -modiildiir.
ZxG — G

’g+...+g,n = 0]
‘—‘,—p'

®  tare
(2,2) = »ng=j g, =0 >

g+ +g.n <l
'\—‘,—r’

| v

ve boylece G nin Z -modiilleri G nin altgruplaridir.



Tamm 1.1.8.

M, ve M, R -modiil olsun. f: M, — M, fonksiyonu;

(i) Her myeM,, my € M, i¢in, f(m, +m,)= f(m)+ f(m,),

(i) Her reR ve meM, igin, f(r-m)=r- f(m), sartlarin1 sagliyorsa f° ye M, den
M;’ye modiil homomorfizmi denir.
Bu durumda sol R-modiiller kategorisi; € =gMod,
Ob(€) = Ob(rkMod)= M,, M, ,.... Biitiin modiiller sinifi;
Mor, (M,,M,)=Hom ,,,(M,,M,)={f | fiM, —>M,, modiil homomorfizmi};
Kompozisyon; homomorfizmlerin bileskesi islemi olarak alindiginda gMod bir kategori

olusturur. Benzer sekilde Modg sag R-modiiller kategori tanimlanir.

Ornek 1.1.9.
€ ={0b(€), Mor.(A,B), .} kategorisi verilsin.
fre=g-f
islemi tanimlandiginda €”={Ob(€),Mor(B,4), * } bir kategori olusturur ve bu
kategoriye ¢ nin dual kategorisi veya opposite kategori denir ve kisaca €” ile

gosterilir.

Tamm 1.1.10.
€ ve P iki kategori olsun.
i) Ob(), Ob(€) nin bir alt sinifi;
ii) A,Be Ob(D) i¢in Mory(A,B)c Mor(A,B) sartlar1 saglantyorsa & ye € nin alt

kategorisi denir.

Tanim 1.1.11.

€ bir kategori olsun. € deki her f: 4 — B morfizmi sol sadelesme 6zelligini
sagliyorsa, yani;

fogi=foga= g1=&

veya g1 o folacak sekilde g: B — A morfizmi var ise f'ye monik denir.



Onerme 1.1.12.
€ =gMod kategorisinde f nin monik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin bire-bir
olmasidir.

Ispat:

= f: A— B bire-bir fonksiyon ve € Z > A—L— B olmak iizere,

fog1=fog olsun.
Her x €€ i¢in, fog;(x)= fogx(x)
= f(g1(x)) =1 (g2(x))
=g @)=g ((~1-1)
=81~
= Sol sadelesme kurali saglanir.
<= Sol sadelesme kurali saglansin. O halde

€ A—L>B ve €={a}

gi(a) =x ve g(a) =y olacak sekilde x,y€A vardir.
J=r0)

= f(g1() =/ (&)

= (fog)(a)=(fog2)(a)

= gi(a)=g(a) (Sol sadelesme kurali saglansin)
=>x=gi(a)=g(x)=y

=>x=y

= f~ bire-birdir.

Tanim 1.1.13.

€ bir kategori olsun. € deki her f: A4 — B morfizmi sag sadelesme Ozelligini
sagliyorsa, yani;
giof=gof=g =g,
veya fogi=1p olacak sekilde g:B — A morfizmi var ise f'ye epik denir.
€ =gMod kategorisinde f nin epik olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin Orten

olmasidir.



Teorem 1.1.14.

<€ bir kategori olsun. € deki f: 4 — B morfizminin bir izomorfizm olmasi igin

gerek ve yeter sart fin hem monik hem de epik olmasidir.

Tamm 1.1.15.
€ ve 9P iki kategori olsun.

Mory — Mory,
S e
fonksiyonu, 4, € nin bir objesi olmak lizere FAcOb(D) ve f:A— B, € de bir
morfizm ise Ff : FA— FB , % de bir morfizm olmak iizere;
)f:A—> B, g:B— C,€ de morfizmler ise, F(gf)=(Fg)(Ff);
ii)Her A€Ob(€) i¢in F(1,)=1,,
sartlarini sagliyorsa F'ye € den < ye bir funktor denir.

Yukaridaki gibi tanimlanan funktorlara 6zel olarak kovaryant funktor da denir.

Ornek 1.1.16.

F:€— € olsun. AcOb(€) ise FA=AcOb (€) ve

f:A—>B
<€ de bir morfizm ise
Ff=f:FA=A—>FB=B

<€ de bir morfizmdir.

)f:4A—> B, g:B— C,€ de morfizmler ise, F(gf) = gf = FgFf dir.

ii) Her A€Ob(€)i¢in F(1,)=1,=1,, olur.

O halde F: €€ — <€ funktoruna birim funktor denir.

Ornek 1.1.17.
b bir kategori ve € de & nin bir alt kategorisi olsun. 4 Ob(€) ise
1A= A€Ob(D) ve [ : A—> B, € de bir morfizm ise
If =f:14— IB



% de bir morfizm olmak iizere;
i)f:A—> B, g:B— C,€ de morfizmler ise, I(gf)=gf = Iglf ;
ii) Her A€Ob (€)igin I(1,)=1,=1,, olur.

Bu I: €€ — 9 funktoruna icine funktor denir.

Tanmm 1.1.18.
€ ve P iki kategori olsun.

Morg = Morg
JFoo=
morfizmi, A€Ob(€) ise FAcOb(P) ve f:A—> B, € de bir morfizm
ise Ff : FB — FA, $ de bir morfizm olmak iizere;
))f:4A—> B, g:B— C, € de morfizmler ise, F(fg)=(Fg)(Ff);
ii) Her A€Ob(€) i¢in F(1,)=1,, ;

sartlarini sagliyorsa F ye kontravaryant funktor denir.

Ornek 1.1.19.

F: Ab— Kiime, Abelyen gruplar kategorisinden kiimeler kategorisine bir
kontravaryant funktor olusturalim. Gergekten; 4€Ob(Ab) ve B sabit abelyen grup
olmak tizere f: 4, — A, € Hom(Ab) ve g:A — A, € Hom(Ab) i¢in

FA = Hom(A,B) € Ob(Kiime)

ve
F4, — F4,
Ff Hom(d,, B) —  Howm(d4,5)
& B EE =0
tanimlayalim.
(F (/)0 =0(/g) =(0f )g = (Fg)Ff NQ)
olup

F(fg)=(Fg)(ES)
elde edilir. O halde F bir kontravaryant funktordur.



Tamm 1.1.20.
€ ve P iki kategori, F :€ —D bir funktor olsun. FG = 1, ve GF = 1, olacak

sekilde G : — € funktoru varsa € kategorisi & kategorisine izomorftur denir ve

€ =D ile gosterilir.

Ornek 1.1.21.
R bir halka, R” ise lizerinde toplama islemi R halkasi ile ayni, carpma islemi;

xR — Iy

.50 B FoE5=5-F

bigiminde olan R opposite halkas1 olsun. €=gMod ve &% =Mod qor alalm. Bu
durumda
€ =P dir.
F: RkMod — Mod RO
bir funktordur ve her Me Ob(rMod) i¢in FM =M =Ob(Mod ,, ) olur.

MxR¥Y — M

(7] = mr=r-m
olsun. Bu tanimlama M yi sag R%’-modiil yapar.

f :M — N sol R-modiil homomorfizmi olsun. Bu durumda;

o TM = PN
T om b @m=

bir sag R” -modiil homomorfizmi olur. Ornegin;

(Ff)mr) = f(mr) ( Fftanimindan)
= f(rm) ( M sag R” —modiil)
= rf(m) ( M sag R” —modiil)

f(m)r ( M sag R” —modiil)

((Ff)m)r ( Ff tanimindan)

Benzer sekilde;
G :Mod o > 2Mod

tanimlandiginda GF =1 ot VE F G=1,, ) olup Mod ,, = ,Mod olur.

R = R



Teorem 1.1.22.
<€ bir kategori olsun. Her 4,B€ Ob(€) i¢in Mor(A4,B) toplamsal abelyen grup ve

Mor(A,B) lizerinde dagilma 6zelligi gegerli ise € ye on-toplamsal kategori denir.

Ornek 1.1.23.

rMod ve Mody On-toplamsal kategorilerdir.

Tamm 1.1.24.
€ ve & On-toplamsal kategoriler ve F: €— & bir funktor olsun.
Mor (€,€)—> Mor(F € ,F€)
doniigiimii '~ Ff ile verilsin. Her f',g morfizm ikilisi i¢in;

F(f+g)=Ff+Fg

oluyorsa funktoruna toplamsal funktor denir.

Tanim 1.1.25. (Dogal Transformasyon)
F:A>D ve G:A—> 9% iki funktor olsun. 4€ Ob(€) olmak tlizere,
n:F(A)— G(A) fonksiyonu 93 nin bir morfizmi;

A nin her bir f: 4 — 4, morfizmi i¢in

Fl4) —— O(4)

F(f)l l GS)

Fldy) - Gl4)

diyagrami degismeli ise, (F, n ,G) (veya n:F — G) lgliisiine bir (veya 7 ye) dogal

transformasyon (morfizmler arasindaki yol) denir.

Tanim 1.1.26. (Dogal Denklik)
€ ve & iki kategori, F :€—D ve G : D —>€ iki funktor, 4€Ob(€) olsun.

t:F — Gnin dogal denklik olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir 4€O0b(€) igin

t,: FA— GA morfizminin bir izomorfizm olmasidir.
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1.2.  Direkt Carpim ve Direkt Toplam

Tanim 1.2.1

{M,:iel} R-modiillerin bir ailesi olsun. / indis kiimesi ve x=(x,),,,x, € M,

ier > X
olmak tizere;
M xM,x..xM, x..

kartezyen garpimi

D(x)+ () =(x+y,)

if)a(x,)=(ax,), acR
islemlerle bir R-modiiliidiir. Bu 6zellikleri saglayan R-modiile, M; modiillerinin direkt
carpimi denir ve HM ; 1le gosterilir.

iel

Tanim 1.2.2.
M, M,,..., M, sonlu sayida R-modiil olsun.
Mix Mrx...x M,

kartezyen ¢arpimi,
D (X% 5000 X,) (Vs Vysoos V) = (X, + 11, X%, + Yy s X, + )
ii)a(x,,x,,....x,) = (ax,,ax,,...,ax,), a€ R
islemlerle bir R-modiildiir. Bu 6zellikleri saglayan R-modiil, M,,M,,...,M nin direkt

toplami denir ve &M, c TIM, olmak lizere,

M OM,D...H M,

veya ({?M . 1le gosterilir.
M, R-modiil, M; ve M, , M nin alt modiilleri olmak iizere;
DM =M +M, (Her meM, mieM,, myeM, i¢in;m=m;+m,);
iyM, "M, ={0};

ise M ye M, ve M, nin direkt toplami1 denir ve M =M, ® M, ile gosterilir.

Not: /indis kiimesi sonlu oldugunda direkt ¢arpim direkt toplama esittir.
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Teorem 1.2.3.

M\, M,,..., M, i¢in f,: M, - N, R-modiil homomorfizmleri ise
M@ @M, — N

i) 3 ij;(xi)

iml

seklinde tanimli f bir R-modiil homomorfizmidir.
1.3. Tamhk

Tanim 1.3.1.

R halka, ieZ olmak tizere M; ler R-modiiller olsun.

M:i.— M, —L M, T2 s M, —— ...

i—1

R-modiillerin bir dizisi ve R-modiil homomorfizmleri igin,
Gor(f,)=Cek(f,,)

ise M dizisi M; de tam dizidir denir.

M dizisi her bir M; de tam ise tam dizidir denir.

Onerme 1.3.2.

0 — M, —L— M tam dizidir < f bire-birdir.

Ispat:
00— M,—L—>M bir tam dizi ise Gor(h)= Cek(f)dir. h(0) = 0 oldugundan

Cek(f)=Gor(h)=h(0)=0 olup, f bire-birdir.

Diger taraftan; f bire-bir ise Cek(f)=0 dir. 0—2>M,—L—>M dizisinde

h(0) = Gor(h) =0 olur. Dolayisiyla; Cek(f) = Gér(h)oldugundan dizi tam dizidir.

Onerme 1.3.3.

M—=E->M, >0 tam dizidir < g Ortendir.
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Ispat:
M —£—

, —£—0 bir tam dizi ise Gor(g) = Cek(p)dir. Cek (p) nin
tanimindan Cek (p) = M, oldugu goriiliir. Dolayisiyla Gor(g) = Cek(p)=M, olup, g

Ortendir.

Diger taraftan; g ortense Gor(g) = M,dir. Ayn1 zamanda Cek (p) nin tanimindan

Cek (p) = M, dir. Dolayisiyla; Gor(g) = Cek(p) olup, dizi tam dizidir.

Onerme 1.3.4.

0——>M,—L>M—25M,——>0 tam dizidir < f bire-bir, g orten ve

Gor(f)=Cek(g) dir.
Ispat:

00— M, —L>M—~45M, >0 bir tam dizi ise Gor(f) = Cek(g),
Onerme 1.3.2. ve Onerme 1.3.3 den f bire-bir ve g drtendir. Tersine f bire-bir, g 6rten
ve Gor(f)=Cek(g) ise yine Onerme 1.3.2. ve Onerme 1.3.3 den dizi tam dizidir.

Tanim 1.3.5.

0 sM,—L—>M —£>M, >0 dizisi tam ise bu diziye kisa tam dizi

denir.

Tamm 1.3.6.
A,B,C,R-modiiller , F: RMod — rMod bir funktor olsun.
A,B,C,Re Ob (rMod) igin,

tam dizi iken;

0 sFA—f* sFB— P s FC

dizisi de tam dizi oluyorsa F' funktoru sol tamdir denir.

A, B, C, R €0Ob (zMod) igin,

tam dizi iken;
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FA—f* sFB—2 s FC >0

tam dizi oluyorsa /' funktoru sag tamdir denir.

F sol tam ise Fa:FA— FB moniktir ve Gor(Fa) = Cek(F f)dir. Bu durumda

F monomorfizmleri korur. Benzer sekilde F sag tam ise Fo epiktir ve epimorfizmleri

korur.

Tanim 1.3.7.

Bir funktor hem sag hem de sol tam ise tamdir.

Teorem 1.3.8.

Her M, R-modiilii i¢in Mor(M ,—) sol tam funktordur.
Ispat:
0—>A—2>B—L>C

tam iken Fo :f+~ of ve Ff:gw fg olmak iizere;
0—— Mor(M , A)—E%— Mor(M , B)y—L£— Mor(M, C)
dizisinin tamlig1 gosterilmelidir.

i) Fa monik oldugunu gostermek icin CekFa = { f |(F a)f = O} =0 oldugunu
gostermeliyiz. F(a) f= 0 ise f= 0 oldugunu gostermeliyiz. F'e’nin tanimindan o f= 0 ve
her ae4 i¢in a fla) = 0 dir. Bu durumda o monik oldugundan, her a€4 i¢in fla) = 0
dir. Yani
f=0dr.

ii) GorFac CekFf. geGorFa oldugunu kabul edelim. O halde bazi

f € Mor(M, A) i¢in g = of dir. Buradan;
(FP)g=pg=paf=0
oldugundan fa =0 olup g € CekF [ dir.
iii) CekF' f c GorFa. geCekF'f ise ge Mor(M,B) ve p[g=0 dir. Bazi
f:M — A igin g =af oldugu gosterilirse g € GérFa olur.
meMise (fg)m=0 ve gmeCekff=Gora dir. a monik oldugundan

aa = gm olacak sekilde bir tek @ € 4 vardir.
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fiM—> A4

f(m)=a=a"g(m)

tanimlandiginda o f = g oldugu agiktir.

1.4. Serbest R-Modiiller

Tamm 1.4.1.
R bir halka, M bir R-modil, § de M nin bir alt kiimesi olsun.

S:{xl,xz,...,xn E X, ;txj} ve a,,a,,...,a, € R i¢in,
ax, +ax,+..+a,x, =0
olacak sekilde en az bir a, # 0 varsa S kiimesine R-lineer bagimhdir denir.
S kiimesi R-lineer bagimli degilse yani;
ax, +ax,+..+ax, =0
olmasi igin,

a=a,=..=a,=0

n

olmas1 gerekiyorsa S kiimesine R-lineer bagimsizdir denir.

Tanim 1.4.2.

M bir R-modiil, S de M nin bir alt kiimesi olsun S, M yi iiretiyor ve S, R-lineer
bagimsiz ise S ye M nin bir tabani denir.

Diger bir deyisle; S < M nin bir taban olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart;
M ={0}ise S # 0 bir taban; veya M #{0} ve

i)Baz1 x,x,,...,x, €S tretegler olup, a,,a,,...,a, e RiginVxe M ,
n
xX= Zaixl. =ax, +a,X, +...+a,x,
i=1

biciminde yazilabilir.
ii) X,,X,,....,x, €S farkli elemanlar ve a,,a,,....,a, € R igin,
ax, +ax,+..+a,x, =0

ise
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a=a,=..=a,=0
dir. 7 ve ii sartlar1 birlestirilirse, taban tanimi1 asagidaki bigimde de verilebilir.
S, M # {0} nin bir tabani olmas: icin gerek ve yeter sart a,,qa,,...,a, € R ve
X,,X,,...,%, €S i¢in M nin her x elemaninin,
X=ax +ax,+..+ax,

seklindeki biricik olarak yazilmasidir.

Not: M bir R-modiil, Rx,=R ve Mz@in ise, {x:iel}, M nin bir

i=1

tabamidir.

Tanim 1.4.3.

Bir tabana sahip olan herhangi bir M R-modiiliine serbest R-modiil denir.

Ornek 1.4.4.

F bir cisim olsun, F",e =(0,0,...,0,1,0,...,0) olmak iizere S={e,e,,....¢,}

tabani ile bir serbest F-modiildiir. Cilinki her xeF" i¢in

X = (5% %,) = %,(1,0,..,0) + x,(0,1,...,0) ...+ X, (0,0,..,1) = > e, biriciktir.

i=1

Ornek 1.4.5.
G sonlu abelyen grup ise G nin bir Z-modiil oldugu Ornek 1.1.7. den

bilinmektedir. G nin Z-lineer bagimsiz olan bos kiimeden farkli higbir altkiimesi

olmadigindan sonlu abelyen gruplar serbest Z-modiil degildir. (G = {0} harig, ¢ilinkii bu
durumda <®> = G dir.)

Teorem 1.4.6.
i) Evrensellik Ozelligi:

A, §={x:iel} kimesi iizerinde serbest bir R-modiil olsun. Herhangi bir B,

R-modiilii ve f:S — B fonksiyonu verildiginde;
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JT‘J-
g

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik f: 4 — B R-modiil homomorfizmi vardir.

-
——=B

ii) Serbest Modiiliin Varligt:
X bir kiime olsun. Bu durumda X i taban kabul eden bir serbest M, R-modiilii
vardir.

iit) Her modiil M bir serbest R-modiiliin bir boliimiidiir.

Tanim 1.4.7.

F, ler serbest R-modiller ve

d, d d. d
>»F——>F  — . —>F—>5F >0

n

dizi olsun. M bir R-modiil ve ¢: F; - M bir homomorfizm olmak iizere;

d, d d d
“F—=>F Ay —2 F—5F—>M >0

n n—1

dizisi tam dizi ise bu tam diziye M nin bir serbest ¢oziilmesi denir.

Teorem 1.4.8.
Her M, R-modiiliiniin bir serbest ¢oziilmesi vardir.
Ispat:

Teorem 1.4.6. iii’e gore bir F, serbest modiilii var olup

0 >S, >, ——M >0

tam dizisi vardir. Benzer sekilde F; serbest modiilii var olup

0 >S5, > F >S, >0
tam dizisi vardir. Bu sekilde devam edilirse F), serbest modiilii i¢in

0 >S, > F >S5S, >0

tam dizisi vardir. d, donilisiimleri indirgenmis bileskeler olmak iizere biitliin bu diziler

birlestirilerek, asagidaki diyagram verilebilir.
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.

F3 g . F.-_. dn . Fl dy .
\‘\ /"f \‘\ /"f /"f
N SN S \ /
s, s, S,
/:_l' LS /:_l' LS /:_l' LS
/ \\‘m / \\‘m / AN

0 0 0

Fy —— M =10

‘I‘.-
i

Bu diyagram her n i¢in Cekd =S, ve Gord =S , dir. Bundan dolay
Gord, ., = Cekd, olup diyagram tamdir.

Not: Bir modiiliin birden fazla serbest ¢oziilmesi var olabilir.

Teorem 1.4.9.

F bir serbest R-modiil ve o : F — C herhangi bir doniisiim olsun. Bu durumda
f epik olmak lizere;

B——C -0
diyagrami degismeli (yani @ = fy ) olacak sekilde y : F—— B doniisiimii vardir.

Ispat:

X ={x:iel}, F in bir tabam olsun. B epik oldugundan her bir a(x,) i¢in
B(b,)=a(x,) olacak sekilde bir b, € B vardir. Ayirma aksiyomuna gore; Vie/ igin
@(x,)=b, olacak sekilde ¢: X —— B bir fonksiyonu vardir. F' serbest oldugundan
Viel i¢in y(x;)=@(x,) olacak sekilde y : F—— B bir doniisiimdiir. Buradan;

Br(x,) = Po(x,) = pb,) =a(x)
oldugundan « = fy oldugu goriiliir. Yani diyagram degismelidir.

Sonuc¢ 1.4.10.

F serbest R-modiil ise Mor(F,—) nin sol tam oldugu Teorem 1.3.8. den

bilinmektedir. Bu durumda sag tam oldugunu  gostermek  i¢cin  yalnizca
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epimorfizmleri korudugunu gostermek yeterlidir. f:B——C homomorfizm olmak
lizere;
B—£»5C——0
tam dizi ise,
Mor(F,B)—£— Mor(F,C)——0

dizisinin tamlig1 gosterilmelidir. Yani eger f € Mor(F,C) ise baz1 g € Mor(F, B) igin;

Bg)=Bg=1
olmalidir. Teorem 1.4.9. daki gibi,
F
& v
B 5 C 0

diyagramindan fg = f oldugu goriiliir. Bu durumda, Mor(F,—) funktoru hem sol hem

de sag tamdir. Bu durumda Mor(F,—) funktoru tamdir.

1.5. Tensor Carpim

Tamm 1.5.1.
G bir abelyen grup ve X, G nin bir alt kiimesi olsun.

G nin her g elemant,

8= Z m;x; (m;eZ)

x,eX
olacak sekilde biricik ifade ediliyor ve hemen hemen m; = 0 ise G ye X tabani tarafindan

tiretilen serbest abelyen grup denir.

Tamm 1.5.2.
R birimli bir halka, 4 sag R-modiil, B sol R-modiil ve G toplamsal abelyen
grup olsun.

f: Ax B — G bir fonksiyon

V a,,a, €A, b,b,eB vereR icin;
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i) f(a,+a,,b) = f(a,b) + f(ay,b),
ii) f(a,,b,+ b)) = f(a,,b)+ f(a,,b,),
iii) f (a,r,b) = f(a,,rb))
sartlarin1 sagliyor ise R-iki lineer fonksiyonu (veya bilineer) denir.

Simdi kartezyen ¢arpim yardimiyla yeni bir yap1 tanimlayacagiz.

Tamm 1.5.3.
A ve B iki abelyen grup olsun.

AxB= {(a,b)|a eAvebe B}
nin 4 ile B nin kartezyen carpimi oldugu bilinmektedir. F(4x B), Ax Byi taban kabul
eden bir serbest abelyen grup olsun. Yani F(AxB), Z nin sirali ikililerin lineer
kombinasyonlariin bir grubu, AxB de F(Ax B) nin bir alt kiimesi ve F(Ax B ) nin

her bir elemant;
o0
an.(ai,bl.), n e’z
i=1

seklinde ifade edilebilir. R halka olmak lizere reR i¢in;

RxF(AxB) —  F(AxB)
(r.ini(ai,b[)J ini(rai,b[)

islemiyle F'(Ax B ) bir R-modiildiir. Cilinkii;

i) (F(AxB),+) toplamsal abelyen grup,

ii) Vr € R ve m, :Zni(ai,bi), m, :Zml.(cl.,dl.) € F(Ax B) igin,

i=1 i=1



r-(m; +m,)

r-(ini(ai,bi)+imi(cl.,dl.)j
ir'(ni(aiﬂbi))+ir'(mi(ciﬂdi))
ini(rai’bi)-’_imi(rci’di)

r-ini(ai,bi)+r-iml.(cl.,di)
i=1 i=1

rem +r-m,

k
iii) Vr,,r, € R ve m :Zni(al.,bi) e F(AxB) igin;

(r+1,)-m

iv) Vr,,r,e Rvem

(rry)-m

i=1

k
(rl +r2)'zni(aiabi)
i=1

i”l ((”1 +r2)ai’bi)

Il
—_

M»

n,(na, +na;,b,)

k
a ,bi)+2ni(r2ai,b

i=1

1

7

M+, -m

Zni(ai,bl.) € F(AxB) igin;

i=1

i ’/1(7”2‘1)

i=1

n'zni(rzavbi)

(rz Zn(al, ) j

()

v) 1, € R i¢inm =) n(a,b) e F(AxB) igin,

20
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k
1R mo= 1R 'zni(ai’bi)
i=1

k

= Y n(lza,b)
i=1
k

= an_(al.,bl.)

i=1

= m
dir.
S < F(Ax B) olsun. Bu durumda S kiimesi,
H, ={(a,+a,,b)—(a,,b):a,,a, € A,b e B}
H, ={(a,b,+b,)—(a,b)—(a,b)):ae A,b,,b, € B}
H, ={(ar,b)—(a,rb):a e A,b € B,r € R} olmak lizere S,
H OUH,UH,

kiimeleri tarafindan tiretilen bir normal alt grupdur.

1

A®, B:A®B:F(A><B)/S:{Zni(a.,bi)+S|ni eZ,(ai,bl.)eAxB}
i=1

ile tanimlayacagimiz ¢arpim bir boliim grubudur. Bu carpima da 4 ile B nin tensor
carpim denir. Tensor ¢carpimin elemanlart;

a®b=(a,b)+S
bi¢gimindedir. Bu durumda;

AxEB = A@F
aE) e a®b

R-iki lineer fonksiyonudur.

Tensor carpim evrensellik 6zelligine sahiptir.

Teorem 1.5.4.

G herhangi bir abelyen grup ve f: Ax B — G bir R-iki lineer fonksiyon olsun.
Bu durumda; 4: Ax B —> A® B olmak iizere;

ABRE o O
E a®b > flab)
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olacak sekilde bir tek homomorfizm vardir.

AxB—" < aA@B
R -

=, -~
-

Ispat:
Yukaridaki tanim ve teoremlerle kurulan tensor ¢arpimin
A®B=F(AxB)/S
oldugunu ve elemanlarinin a ® b = (a,b)+ S seklinde oldugunu biliyoruz. Bu durumda;

AxE = A®F8
ak e a®b

nin bir R-iki lineer fonksiyon oldugundan;

AxB—" < aA@B
R -

=, -~
-

diyagrami vardir. Burada F(Ax B), Ax B iizerinde serbest oldugundan;
FlA=8) — &
T
(.4 = mla )= fla.b)
seklinde bir tek homomorfizm vardir ve f bir R-iki lineer fonksiyon oldugundan

Cekm =S dir. Bu durumda 4, g homomorfizmini;
F{AxB) S = A® B =0
' (@, 2)+ 5= ma, b= fla,b)

bi¢gimine indirger.
Buradan g: A® B — G homomorfizminin g(a ®b) = f(a,b) biciminde oldugu

goriiliir. g nin biricik oldugu agiktir.

Sonuc¢ 1.5.5.
A bir sag R-modiil olsun. Bu durumda B, B’ sol R-modiiller, f: B — B' bir R-

modiil homomorfizmi ve Ff =1, ® f olmak lizere;

Brs F(B)=A® .7
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ile tanimli

F: gRMod — Ab
biciminde bir toplamsal funktor vardir.

Benzer sekilde B bir sol R-modiil olsun. Bu durumda A4, sag R-modiiller,
g:A—> A" bir R-modiil homomorfizmi ve Gg = g ®1, olmak lizere;
A=rGA) =4 @ 8

ile tanimli

G: Modr— Ab
bi¢ciminde bir toplamsal funktor vardir.

llerleyen boliimlerde genellikle F yerine A®,—, G yerine de —® B yi

kullanacagiz.
Ornek 1.5.6.
R bir halka, B bir sol R-modiil ise;
R&EBE = B
FELE = b

ile taniml1 bir R-izomorfizm vardir.

Ornek 1.5.7.

R bir degismeli halka, 4 veB, R-modiiller olsun. Bu durumda;

A®B > B®A
Ta®b 1 b®a

seklinde taniml1 bir R-izomorfizm vardir.
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Bolum 2

Injektif Modiiller

2.1. injektif Modiiller

Tamm 2.1.1.
€ bir kategori ve E, € nin herhangi bir objesi olsun.

g:B——4
<€ de bir monomorfizm ve
f:B——E
<€ de herhangi morfizm olmak tizere
hg = f
olacak sekilde;
h:A——F

morfizmi var ise E, € de injektif denir.
Eger €= gMod alinirsa tanim asagidaki sekilde olusur:
R bir halka, £ bir R-modiil , 4 bir R-modiil ve B, 4 nin bir alt modiili,

f:B——E
herhangi bir modiil homomorfizmi olsun. Bu durumda
g:B——4

herhangi bir monomorfizm olmak iizere,

diyagrami degismeli (yani f= h.g) olacak sekilde
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h:A——F
dontistimii var ise, £, R-modiiliine injektif R-modiil denir.
Diyagramlarla ifade edilirse;

0——B—4

tam dizi olmak tizere

herhangi diyagramindan

degismeli diyagrami olusturulmasidir.

Not:

Islemler bu kisimdan itibaren R-modiiller kategorisi iizerinde yapilacaktir. E, sol
R-modiil olsun. Asagidaki birbirine denk sartlar1 saglaniyor ise £ ye injektif modiil
denir.

(1) E, diger bir M, R-modiiliiniin bir alt modiilii ise,
E+K=M ve ENK ={0} (M, O nun direkt toplam )
olacak sekilde M nin bir K alt modiilii var olmasi,

(2) B, A nin sol alt R-modiilii ve g:B——F homomorfizm ise

gl h;g I /
Z E®=h0) (e p)

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 4#: A—— E var olmasi,
(3) A ve B sol R-modiiller ve f : B—— A4 herhangi bir injektif (monomorfizm

veya birebir) ise
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2N

|

E

diyagrami degismeli olmasi;

4 0 >E > M >K >0
kisa tam dizi ve burada E, M, K lar split R-modiiller,
(4, B, P ; R-modiiller, i : B—— P modiil homomorfizmi olmak iizere; ij =1p

olacak sekilde j:P—— B doniisiimii varsa;

0 > A >B

v
~
v

e

kisa tam dizisine split denir.)
(5) Hom(-, E£): kMod ——> Ab Grp
funktorunun tam olmasi.

Adim adim bu sartlar1 ispat edecegiz.

Ornekler 2.1.2.
(1) {0} sifir modiilii injektiftir.
(2) Her E vektdr uzay: bir injektiftir.
Ciinkii £, V vektor uzaymin bir alt uzay1 ise £ nin bir taban1 bulunabilir ve 7 nin
tabanina genisletilebilir. Elde edilen genisletilmis taban, V" nin bir K alt uzaymi tretir.

Boylece V, E ve K nin bir direkt toplami olur. Yani V' = E®K (yani V=E+K ve
ENK ={0})

(3) G sonlu grup ve F bir cisim olsun. Cek(F) = 0 olmak iizere F(G) abelyen grup

tizerinde biitiin modiiller injektiftir.

Teorem 2.1.3.
Hom(-, E): kMod —— Ab Grp
funktorunun tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart £ modiiliiniin injektif olmasidir.
Ispat:

E modiili injektif olsun. Hom( ,E) kontravaryant sol tam ise, bu epimorfizmin
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monomorfizme doniistiigiiniin gosterilmesi i¢in yeterlidir. Eger;

a:A——>B

monikse,
o' :Hom(B,E)—— Hom(A, E)
epiktir. Boylece, f e Hom(A,E) iken « (g)=f olacak sekilde ge Hom(B,E)
oldugunu gostermeliyiz.
a’(g) = ga oldugundan yani
0 > A >B >C >0

tam ise
0—— Hom(A,E)—— Hom(B, E)—— Hom(C,E)——0
dizisi tam olup £ nin injektif oldugu kolayca gosterilir. Yani £ nin injektif tanim

geregince ga = f olup istenilendir.

Teorem 2.1.4.

€, bir R-modiil kategorisi olsun.(Q,),_, , € nin objelerinin bir ailesi olsun. €,

direkt carpim Q = HQi yi igersin. O nun injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q; nin

iel
injektif olmasidir.
Ispat:
ma, =1, olacak sekilde,
7:0——0,
birebir fonksiyon, ve
a,:0—>0
morfizmi olsun. Eger, Q injektifse,
X' —X
€ de monomorfizm olsun.
g:X'—>0,
de morfizm olsun. Oyleki &, 0g: X'— Q olsun.

hof=ca0g ve moho f= mioajog



olacak sekilde;
h:X——>Q0
olsun. Buradan Q; injektiftir. Her ie/i¢in Q; injektiftir.
g: X'—>Q
¢ de morfizm olsun. 7; olacak sekilde
h:X——0,
olsun. Direkt carpimin tanimindan, ;0 7 = h; olacak sekilde

h:X—0

biricik morfizm vardir. Sonug olarak, 4 o f= g olur. Boylece Q injektiftir.

Tanim 2.1.5.
F, A, B bir R-modiiller ve

o F——>B

herhangi bir R-modiil homomorfizmi olsun. Bu durumda,
p:A—B

herhangi bir epimorfizm olmak {izere,

diyagrami degismeli (yani & = fy) olacak sekilde,
y.: F—— A4

var ise F' R-modiiliine projektif R-modiil denir.

Teorem 2.1.6.

E injektif modiil, 4, D nin alt modiilii ve D=E® A4 ise, D injektiftir.

Ispat:

Sirastyla A ve p injektif ve projektif olmak iizere,

28



29

h = p.g olacak sekilde tanimlansin.
ha = pga=pAf=f (. pi=1,)

olup D injektiftir. Yani

diyagrami degismelidir.

Teorem 2.1.7.

Her kisa tam dizisi

0 >sE—>B >C >0

split olmasi i¢in gerek ve yeter sart, £ modiiliiniin injektif olmasidir. Béylece B, E ve C
nin direkt toplamidir.

Ispat:

E injektif olsun.

diyagrami degismelidir.Yani g oi= 1z olacak sekilde g: B—— E vardir. Boylece
0—F—>8B

dizisi splittir.
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Tersi ve
)
/|
0 '
M = M
diyagramini goz ontine alalim. Bu durumda
o
E — F

T

0 — M — M
&

diyagrami (e,f ) nin bir ileri itmesidir. Buradan «': E — P moniktir. Hipotezden,
pa’'=1, olmak tizere f:P—E vardir. g=pff" olmak lizere g:M —E vye
tanimlanir. Bu durumda

ga=pfla=pa'f=f
olup

diyagrami degismelidir. O halde E injektiftir.

Teorem 2.1.8.
0, € nin bir alt objesi ise O, € nin bir direkt toplamidir.
Ispat:
i:Q—>%€
birebir fonksiyon olsun. p o i = 1y olacak sekilde;
p€—>0

olsun. Diyagramdan;
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Q injektifse, €
p:€—>0

iken poi=1p olur.

Teorem 2.1.9.
€ | ve €, abelyen kategoriler olsun.
G:€ —> €,
funktoru,
F:€ > €,
funktorunun adjoint funktorudur. F funktoru tam ise,
G: € > €,

injektif objesine giden bir doniisiimdiir.

Teorem 2.1.10.
0, €, nin bir injektif objesi olsun. G(Q), € kategorisinde bir injektif objedir.
Ispat:
0 > X' > X > X" >0

dizisi €; kategorisinde tam dizi olsun.
0——> Hom., (X ", G(Q)) —> Hom (X, G(Q)) ——> Hom ., (X ' G(Q)) —>0
dizisi tamdir. Buradan

0—— F(X)——> F(X)—— F(X")——0

tamdir. Buradan Q injektif olur.
0—— Hom , (F(X"),Q)— Hom, (F(X),Q)—>Hom ., (F(X'),0)—0

dizisi tamdir.
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00— Hom, IF(X"},Q|—}M% 'F(X}’QI—}WHJ?&E PE(ED, O ——=0

l l l

0—— Homy, (X, GO —> Homy, (X, G(QN)—— Homy, (X, G{Q))——0

diyagrami degismelidir.

Onerme.2.1.11.
E, injektif R-modiil olsun.

A—>B—L>C
dizisi bir tam dizi ve fo = 0 olmak iizere asagidaki diyagrami géz 6niine alalim:

4 %5 B¢

d

)

Bu durumda bu diyagrami degismeli yapacak sekilde bir g:C——F ( yani gf = f
olacak sekilde) homomorfizmi vardir.

Ispat:

X = Cekp (=Gora) olsun.p,

B:B/X——C, B(b+X)=p(),beB
monomorfizminin olugsmasina sebep olur. Ciinkii £ (X) = 0 dir. £ (X) = 0 oldugundan
b+X=b+X= b-b’e X ve f(b-b)ef(X)=0
olup A (b) = ,B(b’) yani Z’( b+X)= E (b + X) bulunur.
Ayni zamanda fo = 0 olmak ilizere ¢ nin gorlintlisii f nin ¢ekirdegi tarafindan
kapsanir demektir ve boylece f,
f:BIX——>E, f(b+X)=f(b),beB
seklinde bir fonksiyon iiretir. Ciinkii /(X)) =f (o (4)) = 0 dir. Gergekten de,
b+X=b+X= b-beX

olup f(b)—f(b) € f(X) ve f(X)=0oldugundan f(b)=7£(b) olur. Bu ise
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]_‘( b+X)= ]_‘( b+ X) olmas1 demektir. Yani ]_‘ iyi taniml1 bir homomorfizmdir.

n:B——>B/X
dogal projeksiyon olsun. Buradan f = 7 nve f= E n olur. Boylece, E injektifken
7= gﬁ olacak sekilde
gC—F
biricik homomorfizmi vardir. Buradan,
gh=g(f m)=(gf)n=fn=f

olur.

2.2. Baer Kriteri:
Bu kriterin ispat1 icin kismi siral1 kiimeler igerisindeki Zorn Onermesine ihtiyag

vardir. Oncelikle kismi sirali kiime kavramini agiklayalim:

Tamm 2.2.1.
S bos olmayan bir kiime ve “<” bagmtisi S iizerinde asagidaki Ozellikleri
saglayan bir bagint1 olsun.
i) x <x, herxeS
i)x<yve y<x = x=y, x,yeds.
iii)x<yvey<z = x<z,x,),z€§.
( Yani baginti, yanstyan, ters simetrik ve gegisli ise) Bu S kiimesine kismi sirali kiime

denir.

Tamim 2.2.2.

S, bir kismi siral1 kiime olsun ve 4, S nin bir alt kiimesi olsun. Eger her a € 4
icin a <x ve her a € 4 i¢in a <y oldugunda x < y oluyorsa x€S elemanina S nin en
kiiciik iist sinir1 denir.

A alt kiimesinin en kiigiik st sinir1 olabilir veya olmayabilir. Eger en kiiciik iist sinir1

varsa, biriciktir.
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N, dogal sayilar kiimesini gostersin. N x N kartezyen carpim kiimesi iizerinde

“<” bagmtisini asagidaki gibi tanimlayalim:

2a+1 < 2x+1
2b

(a) ise (a,b) < (x,y)

(b)ya<xveya a=xveb<yise(a,b)=<(x,))
(c)a<xveb<yise(ab)<(x,)dir.
Verilen bu ii¢ bagintida kismi sirali bagintilardir fakat bu bagintilarin higbiri igin

N x N kismi siral1 kiimesinin {ist sinir1 ve en kiiciik iist sinir1 yoktur.

Tamm 2.2.3.
x <y olacak sekilde hi¢gbir yeS (x hari¢) bulunamiyorsa x€S ye S nin maksimal

elemani denir. Kismi siral1 kiimeler birden ¢ok maksimal elemana sahip olabilirler.

Ornek 2.2.4.

S, gomme fonksiyonuyla kismi sirali tamsayilar kiimesi Z nin, toplamsal
Abelyen grubunun tiim uygun alt gruplarinin kiimesi olsun. Her asal say1 p i¢in Z nin

altgrubu pZ, S nin bir maksimal elemanidir.

Tamm 2.2.5.
S bir kismi sirali kiime olsun. Her x,yeS§ i¢in x < y veya y < x oluyorsa S ye

zincir veya basit sirali kiime veya lineer sirali kiime denir.

Onerme 2.2.6. (Zorn Onermesi)
S kismi sirali bir kiime olsun. S nin ig¢indeki her zincir en kiigiik iist sinira
sahipse, S nin bir maksimal eleman1 vardir. Zorn énermesinin kullanigl bir uygulamasi

icin agagidaki Baer kriteri olarak bilinen teoremi verelim:

Teorem 2.2.7. (Baer Kriteri)

M, R-modiiliiniin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin herhangi bir sol

ideali / i¢in, her /——> M R-homomorfizminin, R——> M R-homomorfizmine

genisletilebilmesidir.
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Ispat:

M bir injektif R-modiil olsun. /, R nin bir sol ideali ve f:/——>M R-
homomorfizmi olsun. injektif modiiliin tanimindan f, R——> M R-homomorfizmine
genisletilebilir.

Tersine, R nin herhangi bir / sol ideali i¢in her /——> M R-homomorfizmi,
R——> M R-homomorfizmine genisletilebilir olsun. 4, B sol R-modiil olsun, ve

i:B——4
sol R-modiiliin bir monomorfizmi ve
f:B—— M
bir R-homomorfizm olsun. Notasyona uygunlugu icin, B nin 4 nin bir alt modiilii
olduguna ve i nin bir gdomme fonksiyonu olarak degerlendirecegiz.

S, (B; ,fj) swral1 ikililerinin bir kiimesi olsun. B;, 4 nin bir alt modiili olsun. B B,

ve
fi:B,—M
R-homomorfizmi f'nin bir genislemesi olsun. f; nin B ye smirlanmis: f'dir.

(Bifj)), (Bifi)eS sirali ikilileri i¢in By, B; ninbir alt modilii ve f;, fi nin bir

genislemest ise (B},fj) < (Bifi) olur. Bu bagnt1 S yi kismi siral1 kiime yapar.

(Bf)ljen;
S de bir zincir olsun. Bu durumda

B’=UB;

A nn bir alt modiiliidiir. be B ’ve baz1 je A igin beB; olup

J1b) = fi(b)
dir.

f"iB'—M
olup b,b’eB’ve r,seR olsun. Burada a k €A ve b, b’eB;, dir.Bdylece
f (b +sb") =fi(rb+sb") =r f(b) + s b)Y =r f (D) +sf'(b")

/” niin bir R-homomorfizm oldugunu gosterir. Acikca her jeA i¢in f’, f; ye genisler.
Bundan dolay1 (B’, f”) zincirin bir {ist siiridir. Ayn1 zamanda (B°,f”) bu zincirin en

kiictik tist siniridir. Zorn 6nermesinden S nin bir maksimal eleman1 vardir ve bu eleman
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(C, g) olsun. C = 4 oldugunu kabul edelim. C # 4 ise aeA4 ve agC olacak sekilde bir a
eleman1 mevcuttur.
CcCcA
olacak sekilde C" = C + Ra bir sol R-modiildiir. Buradan
I={reR‘raeC}
olur. / alt kiimesi ayn1 zamanda R nin bir sol idealidir.
h(r)=g(ra), rel

olacak sekilde

h:l— M
vardir. /4 bir R-homomorfizmidir ve her re/ i¢in

a(r)=nh(r)

olacak sekilde,

a:R——M
bir R-homomorfizmi vardir.

g'(ctra)=glc)+ a(r), ceC ve reR

den bir

g C'— M
tanimlanir. g’ bir R-homomorfizmi i¢ine gdmiiliir ve g ye genisler. Boylece

(C.g)=(C,g)ve(C, g #(C.g)

dir. Bu da (C, g) nin se¢imiyle celisir. Buradan C = 4 ve

g:A—M
bir R-homomorfizmidir ve g, f ye genigler. Boylece ispat tamamlanir, M bir injektif R-

moduldiir.

Sonuc¢ 2.2.8.
Eger R nin bir sol / ideali injektif bir R-modiil ise, bu durumda 7, R nin bir direkt

toplamudir.

Tanim 2.2.9.

A bir R-modiil olsun. 7€R, R de bir sifir boleni yoksa her aeA ve her reR igin
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a = rb olacak sekilde bir beA4 elemani varsa, A modiiliine béliinebilir R-modiil denir.
Eger R bir tamlik bolgesi ise, bu durumda sifirdan farkli higbir eleman sifir
bolen olmadigindan 4 modiiliiniin boliinebilir olmasi i¢in su sart verilebilir:

Her aeA ve r # 0 olmak {izere her R i¢in a = rb olacak sekilde beA vardir.

Ornek 2.2.10.

Her Abelyen grubun bir boliinebilir Z-modiil oldugunu gosterelim. Boliinebilir
R-modiiliin bir alt modiilii béliinebilir olmayabilir. Ornegin; Rasyonel sayilar kiimesi Q
nun toplamsal grubu bir boliinebilir Z-modiildiir. Fakat Z bir boliinebilir Z-modiil
degildir.

R bir tamlik bolgesi ve Q bir boliim cismi olsun. r,s €R, s#0 ise Q nun hi¢bir
eleman1 /s formunda degildir. Her aeR, a# 0 i¢in bu kesirler ra/sa = r/s 6zelligine
sahiptir. Bundan dolay1 her 7/s € O, aeR, a # 0 i¢in r/as € Q, elemani vardir ve

a( r/as ) = r/s dir. Boylece Q bir boliinebilir R-modiildiir.
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Bolum 3

3. Uretilmis Funktorlar

3.1. Injektif Coziilme:

Tanim 3.1.1.

A bir R-modiil olsun. R-modiillerin ve homomorfizmlerinin

0 1 _ n-1 n
E:0 yA—1 >E’'—4 SF'_ 4 N DNy L LNy S >

tam dizisini goz oniine alalim. Bu dizideki her bir £ bir injektif R-modiil ise £ tam

dizisine 4 R-modiiliiniin injektif ¢6ziilmesi denir.

Tanim 3.1.2.

0 1 —| n
E0—sA—25E' L 54 5 4 S L S5,
kompleksi verilsin.

0 1 n-1 n
0 yE'—4 Ssg' 4 5 4 Sspr_ 4 g >...

kompleksine £ nin kesilmis kompleksi denir ve E, seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.3.

0o d° 1 d 4! d" 1
E:0 >A—L > F >E > >E" >E"" >,

ve

F:0— B0 yp" & yp' & o &7 ypn & @l
kompleksleri verilsin. f: A——> B bir homomorfizm olsun. R-homomorfizmlerin her
n>0 icin df"=f""d" ve f'n=nf sartlarm saglayan {f "} ailesi bir zincir

doniisiimii olarak adlandirilir ve £, —— F}, ile gosterilir.
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Her R-modiil projektif R-modiiliin bir homomorfik goriintiisiidiir. Her modiiliin
bir projektif ¢oziilmesi oldugunu biliyoruz'. Aym1 zamanda her R-modiil bir injektif
R-modiiliin i¢ine gOmiilebilir. Asagidaki teoremleri bu bilgilere dayanarak

ispatlayacagiz.

Teorem 3.1.4.

Her R-modiiliin bir injektif ¢oziilmesi vardir.

Ornek 3.1.5.
(1) R bir Esas Idealler Bolgesi ve Q béliimlerin alani olsun. Q ve Q/R

boliinebilir R-modiiller olsun. Bu nedenle de injektif R-modiillerdir. Boylece

0 >R——>0—">Q0/R >0 >0 >

dizisi i bir gdbmme fonksiyonu ve m de bir dogal projeksiyon olmak iizere R R-
modiiliiniin bir injektif ¢éziilmesidir.

(2) G = Z/pZ, p. mertebeden bir devirli gruptur. Burada p asal dir. Prufer
grubunun  Z/pZ, Z(p”) bir alt grubudur. Prufer grup, boliinebilir bir Z-modiildiir.
Bundan dolayr Z(p™)/ Z/pZ bolinebilirdir ve Z(p™)/ Z/pZ , Z(p”) ye izomorftur.

Alternatif olarak, p : (p*)—— (p”) iserkeZ, k>1iken p'(r/p*)=r/p*"
olur. p”, p nin bir c¢arpim fonksiyonudur. Cekp* = Z/pZ ise p* bir {izerine

homomorfizmdir. Boylece

0O—> /p —> (p°)—— (p°) >0 > >0 >... (1)
tam dizisi olusur.
Z(p”) abelyen grubu injektif Z-modil ise bolinebilirdir ve (1), Z/pZ

Z-modiiliiniin bir injektif ¢oziilmesidir.

'L.R. Vermani, An Elementary Approach To Homological Algebra, ,s.118.
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Teorem.3.1.6. (Karsilastirma Teoremi)

R-modiiller ve homomorfizmler tizerinde

0 ®
XA gt d o opr g
/|
E:0 B A B —s gl
< 5 a

diyagrami verilsin. Burada tist dizi tamdir ve alt kompleksteki her bir £ " bir injektif
R-modiildir. Bu durumda f: 4—— B iizerinde {f'}: X ,—— E, scklinde bir zincir
dontistimii vardir ve iistelik boyle iki zincir doniisiimleri birbirine homotopiktir.

Ispat:

E’ bir injektif modiil ve 7 bir monomorfizm oldugundan, ¢/ = /'’y olacak
sekilde bir f°:X°——E° R-homomorfizmi vardir. n > 0 olsun ve /' : X' — > E'
homomorfizmi vardir. Her i, 0<i<n—1 icin ¢f = f°n ve f*'d' =& f' saglanir.

Asagidaki diyagramda

-1 »

I G N CE
o7
Frl
dizi tamdir ve E"* bir injektif R-modiildiir. Boylece
(8" =8 (1) = 8" ) = (876 =0

olur. Burada f"":X""'——E"" R-homomorfizmi vardir ve f""'d"=¢6"f" olur.
Buradan tiimevarim tamamlanmis olur ve bdylece f lizerinde bir {f"}: X, ——E,
zinciri tanimlanmis olur.

{g"}: X, ——>E,, fiizerinde baska bir zincir olsun. s°: X" —— Bbir sifir

fonksiyon olsun. Asagidaki diyagramda
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dizi tamdir. E” bir injektif R-modiildiir ve
(f°—g'm=fn-gn=cf-cf=0
olur. Boylece s' : X' —— E” R-homomorfizmi vardir ve
f'-g"=5'd" =s'd’ +¢s°
saglanir. n >0 iken s” : X" —— E”' homomorfizmi olusur ve 0 <m <n—1 icin
fl—g'=6""s"+5s"d'", 0<i<n-1
olur. (Burada E™' = B dir.)

Asagidaki diyagrami gbz oniine alirsak,

-1 »

X:u—l : X?ﬂ d ; X?é+1
J:fx _gx _5:&—13&
E?d
dizi tamdir ve E" bir injektif R-modiildiir ve
(fn _gn _5n—1sn)dn—l — fndn—l _gndn—l _571—1 (Sndn—l)
— 5n—lfn—l _5n—1gn—l _571—1 (Sndn—l)
— 571—1 (fn—l _gn—l _Sndn—l)
— 571—1 (5n—2sn—l)
=0
olur. Boylece s""' : X"*' —— E" R-homomorfizmi vardir ve
fn _gn _é‘n—lsn :Sn+ldn
veya
fn _gn :é‘n—lsn +Sn+ldn
dir. Tiimevarim boylece tamamlanir ve {f*} ve {g"} arasinda {s"} homotopisi oldugu

goriiliir.
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Not:

A bir R-modiil olsun.

0 1 n—1 n
E:0 yA—1 sE" 4 Ssfp' 4 5 4 Sspr_ 4 sE"! >

v

ceey

Ve

Y:i0— A5y’ yy' oy O gy & sy

A nin iki injektif ¢oziilmesi olsun.

Burada {f"}:E,—Y, ve {g"}:YA—>EA olmak tzere iki zincir
fonksiyonu ve ikisi {lizerinde de birim fonksiyon 1,4 vardir. Boylece 14 {izerinde
{g"f”}:EA—>EA ve {f"g”}:YA—>YA zincir fonksiyonlar1 vardir. Bununla
beraber{l E,,} :E,——E,, 1, lizerinde bir zincir fonksiyon olup {lY,,} Y, —Y, de
bir zincir fonksiyonudur. Zincir fonksiyonlari, bir 6nceki teorem geregince { g'f ”} ve
{IE,,}:EA—>EA homotopiktir. Bdylece {f"g”} ve {lyn}:YA—>YA zincir

fonksiyonlar1 da homotopiktir.
3.2. Uretilmis Funktorlar

3.2.1.
Daha 6nce gordiik ki her R-modiiliin bir projektif ¢oziilmesi vardir”. Her R-

modil i¢in bir projektif ¢oziilme secebiliriz. S baska bir halka ve
T:,M——> .M (kovaryant veya 4b) ve T : ,M ——> ;M kontravaryant funktor

olsun. 4, B, C birer sol R-modiil olsun ve

d d, d
P:.. >P, —=—>P —=>P >. > P ——> 4 >0
'. N ' d;1+l N ' d;z N ' N dl N g' N ANy
P.-.- ,Pl’l+1 /Pn /P}171 7 /PO /B /0
" " d, " d, " d " '
P .. >P,,—=—>P ——P >..—— P ——C >0

sirastyla 4, B ve C nin projektif ¢oziilmeleri olsun. n > 0 i¢in

(L,T)A=H (T Py)=CekTd, /GérTd,,,

*L.R. Vermani, An Elementary Approach To Homological Algebra, ,s.117.



43

Ve

(R'TYA=H"(T'Py)=CekT'd,, | GérT'd,

n+l

tanimlayalim. Burada TP, sol kompleks iken 7P, sag komplekstir. f: 4——> B bir R-
homomorfizm ve {f,}: P4,——>P,, fiizerinde bir zincir fonksiyonu olsun.

{Tf,}: TPy ——> TP, Tf :T(A)——> T(B)lizerinde bir zincir fonksiyon,

{Tﬁ}: TPs——>TP,, T f:T'(B)—— T (A)iizerinde bir zincir fonksiyon olsun. Bu
zincir fonksiyonlari

H (T )(x+ GorTd ) =T(f,)(x)+GorTd x e CekTd,

n+l n+l?

H (T )(y+GorTd) =T (f,)»)+GorTd,, yeCekTd,,,
tarafindan tanimlanarak
H (T): (L, T)A—>(L,T)B
ve
H (T f):(R'T)B——>(R'T)A
homomorfizmlerinin olusmasini saglar.
{fn}y: P4— P [ iizerinde bir baska zincir fonksiyon ise, {f;} ve {f’n}
homotopiktir. Eger {Tf,} ve {Tf’n} zincir fonksiyonlar1 homotopikse, {7f’n} ve
{T’f’n} zincir fonksiyonlar1 da homotopiktir. Béylece her n > 0 igin,
H,(Tf)=H,(If )ve H(Tf)=H,(T[)
dir. Burada H (Tf) ve H (T f) zincir fonksiyonlari, {f,} zincir fonksiyonunun
se¢iminden bagimsizdir. O halde,
H,(Tf)=(LD)f ve H'(T /)=(R'T)f
yazabiliriz.

Her n>0 i¢in, 1, : F,—— P, birim fonksiyonunun almmasiyla 1,: 4—— 4
tizerinde {1, }:P,—— P, zincir fonksiyonunu elde ederiz. H, (If)ve H (T )
tanimlarindan goriilirki H,(T1,) ve H, (T'1,) birim fonksiyonlardir. Yani her

n>0 figin, (LD, =1,., ve (R'T), =1 olur.

(R"T')A
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g: B——C bir R-homomorfizm ve {g,}: P ,—— P’¢, g tizerinde bir zincir

fonksiyon olsun. Bu durumda { g, fn} :P,——> P’¢, gf : A—— B iizerinde bir zincir

"

fonksiyon olsun. x € CekTd, ve y € CekT'd,,, alalim. Tanimdan,

n+l

(LT)gf Nx+GorTd,,) = T(g,f,)x)+GorTd),,

= (T(g,)T(f,)x)+GorTd,,,
= T(g)T(f,)x)+GorTd,,,
= (L,De(T(f,)(x)+GorTd,)
= (L,De((LD)f(x+GorTd,,)

= (DL, D)f)x+GorTd,,,)

dir ve bu
(L,T)ef)=(L,D)gLT)f
anlamina gelir.

(R'T ) Ny+GorTd,) = T(gf,)»)+GorTd,
= (T ()T (gD +GorTd,
= T ()T (g,)»)+GorTd,
= (R'T)f(T (g,)(»)+GorTd,)
= (R'T)f((R'T)g)y+GorT'd)))
= (R'T)f(R'T)g)y+GorT'd,)

dir ve bu da
(R'T)(gf)=(R'T)f(R'T)g

anlamina gelir.

3.2.2.
Her n > 0 ic¢in, LT:,M—— ;M (veya Ab) bir kovaryant funktor ve

R'T : ,M ——> M (veya Ab) bir kontravaryant funktordur.

h: A——> B baska bir R-homomorfizm olsun ve {4,}: Py——> P’B , h lizerinde bir

zincir fonksiyon olsun. Bdylece {f,+h,}: Py——> P, [+ h iizerinde bir zincir
fonksiyondur. Her n > 0 igin,

(LT)(f+h):(L,TYA—>(L,T)B ve (RT)f+h):(RT)B—>(R'T)A

homomorfizmleri vardir. x € CekTd, ve y € CekT'd, ., olsun. Bdylece,

n+l
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LT(f+h)(x+GorTd,,)

=T(f, +h)(x)+GorTd,,,
=(T(f,)+T(h))x)+GorTd,
=T(f,)(x)+T(h,)(x)+GorTd,,,
=(T(f,)(x)+GorTd,,,) +(T(h,))(x)+GorTd,,,)
=(L,T)f(x+GérTd, ) +(LT)h(x+GorTd,,,)
=((L,T)f +(L,T)h)(x+GorTd,,,)

dir Buda
(LIS +h)=(LT)f+(LT)h

anlamina gelir.

Yine
(R'TYf +h)(y+GorTd))
=T'(f,+h)»)+GorTd,
=(T'(f,)+T (h))(»)+GorT'd,
=T'(f,)0)+T (h)(»)+GorTd,
= (T (f,)(»)+GorT d,)+(T (h)(¥)+GorTd,)
=(R'T)f)y+GorT'd,)+(R'TYh)(y+GérT'd,)
=((R'T)f +(R'TYh)(y + GorT'd,)
dir. Boylece
(R'T)(f+h)=@R'T)f+(R'T)h
elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi ispatlamis oluruz.

Teorem.3.2.3.

Her n >0 icin, L T: ,M —— (M (veya Ab) bir toplamsal kovaryant funktor

ve R'T : ,M ——> (M (veya 4b) bir toplamsal kontravaryant funktordur.
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Tanim.3.2.4.

L,T ye Tnin n. dereceden sol iiretilmis funktoru, R'T ye T "niin 7. dereceden
sag iiretilmis funktoru denir.

T nin sag iiretilmis funktoru ve 7 niin sol iretilmis funktoru olup olmadigin
karsilagtiralim: Biliyoruz ki her R-modiiliin bir injektif ¢oziilmesi vardir. Uygun bir
karsilastirma i¢in kabul edelim ki her R-modiil i¢in tam bir injektif ¢oziilme se¢ilsin.

A, B, C sol R-modiiller olsun ve

0 1 n—1 n
E:0 yA—1 sE’" 4 Ssfp' 4 5 4 Sspr_ 4 SsE™!

v

dp! s E" dy >En+1

1

o & 1 d
E :0 >B—>FE ——E —=

v
A4

0 4 1 d dy”! d5 1
E,:0 >»C—L>FE —2>E —2>.—2>FE —2>E"

A4
-

sirastyla 4, B, C nin se¢ilen injektif ¢oziilmeleri olsun. n > 0 igin,
(R"T)A = H'(TE ) = CekTd"/GorTd™
ve
(L,T)A=H(T'E,) = CekT d"'IGorT d"
tanimlayalim.

f:A—— B bir R-homomorfizm ve {f"}: E4——>E;z , flizerinde bir zincir
fonksiyonu olsun. {7f"}:T(E ) —— T(E1) , Tf : T(A)——> T(B) lizerinde bir zincir
fonksiyondur. {T’f"}: T'(E13) ——> T'(E4), T’(f) : T'(B)——> T’(A) lizerinde bir zincir
fonksiyondur. Bu zincir fonksiyonlar,

H'(Tf): H'( TE4)—> H,( TEp)
ve
H(Tf):H(TEp)——> H,(TE,)
homomorfizmlerinin olugmasini saglar. Bu homomorfizmler f iizerindeki E4—— Eq3

zincir fonksiyonunun segiminden bagimsizdir ve iyi tammhidirlar. H'(Tf) i¢in (R"T)f,

H,(T) icin ( L,T’)f yazariz.

Teorem.3.2.5.
Her n > 0 i¢in, L,T : M —— (M (veya Ab) bir toplamsal kontravaryant

funktor iken
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R'T: ;M —— ;M (veya Ab)

bir toplamsal kovaryant funktordur.

3.2.6.

Kabul edelim ki, her R-modiilii i¢in bir projektif ¢6ziilmenin tam olarak tek bir
ikinci se¢imini veya her bir R-modiiliin injektif ¢oziilmesi i¢in tam olarak tek bir ikinci
secimini yapalim. X, birinci se¢imde M R-modiiliiniin bir projektif ¢oziilme (veya
injektif ¢oziilme) ise X, ikinci segimde M nin bir projektif ¢oziilmesi (veya injektif
¢oziilme) olur.L T, R"T kovaryant toplamsal funktorlari gostersin ve projektif
(injektif) ¢6ziilmelerin yeni se¢imi igin sirasiyla L,7 ve R"T ye karsilik gelsin.

L T', R'T' kontravaryant toplamsal funktorlar1 gostersin ve projektif (injektif)

¢oziilmelerin yeni se¢imi igin sirasiyla L, T’ ve R"T’ ye karsilik gelsin.

Teorem.3.2.7.

Her n > 0 igin,
(a) L,T've LT (¢c) R"T’ ve R'T'

(b) R'T ve R"T (d) L,T" ve L T'
funktorlar1 birbirlerine denktir.

Ispat:

A bir R-modil ve P, PA nm secilen iki projektif ¢oziilmesi olsun.
{fu} Py—> P 4 ve {g,}: P 4 —> Py, 1, birim fonksiyonu iizerinde zincir
fonksiyonlar1 olsun. {g, f,}: P4—— P, ve { f, g, }: P,—— P, 1, iizerinde zincir
fonksiyonlaridir. {1p,}: P4—— P4 ve {1 ﬁn }: P 14— P 4, 14 Ttzerinde zincir
fonksiyonlart oldugundan zincir fonksiyonlarnn {g, f.}, {lp.}: P4—— Py
homotopiktirler. Bundan dolay1 da { f, g, }, {1 f?n }: P, —— P, zincir fonksiyonlar1

da homotopiktir. Boylece,
(D) {T(gn )1 ={T(gn) T(fu)},
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{TAp)i={1rew}: T (P)—— T(Py),
(@) {T(fo gn)3={ T(f)T(gn)} 5
{TA B)y={1n B)}: T(P4)— T(P ),
(@) {T7(gn f)y=AT" ()T (f)} 5
{T(p)i={r@ent: T (Pg) —— T (Py);
(W) AT (S gy ={ T'(f)T'(gn)}
{T°(1 PY={17(P )} T(P4)——> T(Py).
zincir fonksiyonlar1 homotopiktir. Herhangi X kompleksi i¢in, her n > 0 olmak
tizere, H,(X) —— H,(X) den, birim fonksiyonu {1y,}: X—— X olusur. Oyle ki,
Hy(T(gf )): H(T Pq) ——> H\(T Py);
HAT(fQ)): Hy (TP 4) —— H,(TP 1);
H'(T(gf): H' (T ‘Py) ——>H" (T’ Pa);
H' (T'(fo)): H'(T'P4) ——H' (T'P);
fonksiyonlarinin hepsi birim fonksiyondur. Boylece
(L T)A—2" (L, T)A—2"2 (L,T)A
(L,THA—219 5 (1, 14— 5 (L T)A4
(R'T)A—LLD 5 (R'T)A LD 5 (R'T)A

(RnT')A H"(T'f) (RI’IT’)A H"(T'g) (RnT')A

diizenlemelerinin hepsi modiillerin gosteriminin birim fonksiyonlaridir. Bundan dolay1

Hy(Tf) : (L,T)A——> (L, T)A, H,(Tg) ile bir izomorfizmdir ki H,(Tg) tersidir. Ayni
sekilde H'(Tf) : (R'"T’)A——> (R"T")A, H'(T’f) ile bir izomorfizmdir ki H"(T’f)
tersidir.

Izomorfizmlerin funktoriyel oldugunu ispat edelim. B bir baska R-modiil,
h: A——> Bbir R-homomorfizm ve P’, P’ B nin segilen iki projektif ¢oziilmesi olsun.

{h,}: Py4—— P’p ve {ﬁn }: P Y — P s h lizerinde iki zincir fonksiyonu olsun.

{ky} : PPp —> P ’s , 1p lizerinde bir zincir fonksiyonu ise, {ﬁn fu} i Pyg——> P B,
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hl,4 =h lizerinde bir zincir fonksiyonu, { k, 4,} : Py——> P s, hlg =h lzerinde bir
zincir fonksiyonu olur. {ﬁn fay ve { k, h,} zincir fonksiyonlar1 4 {izerinde olup
homotopiktirler. 7(4) tizerindeki {7( ﬁn So={1( ﬁn) T(fn)} ve {T(ky hy)} = {T(kn) T(hy,)}
zincir  fonksiyonlari  homotopiktir,  boylece  {T°(h f;)}={T"(h)T'(f;)}  ve
{T'(kn hn)}={T(kn)T’(h,)} zincir fonksiyonlar1 da homotopiktir. Homomorfizmler,

{T( };n )I(f)} ve {T(k,)T(h,)} nin homoloji modiil lizerinde birimli olmasina neden olur.

Boylece homomorfizmler {7( l;n) T°(f)} ve {T’(k,) T’(h,)} zincir fonksiyonlariyla

homoloji modiil {izerinde olmalarina neden olur. Bu ispatlar her n > 0 igin saglanir.

H (T .
(LT)A o (L) A

LDk (LT

LT)E
(L) 8 W (L, 1)

ve

. BT
(R"T)8 —— [(R'T)A

H*(Tk) HYT 1)

(R*ThE ——— (R'THA
R (TH)

diyagramlar degismelidir. L,7 ve L T funktorlari denktir ve buna bagli olarak R"T” ve

R"T' kontravaryant funktorlar1 da denktir. Boylece teoremin (a) ve (b) siklari ispat
edilmis oldu. (c¢) ve (d) siklar1 da bu ispata benzer sekilde yapilir.

Boylece dogal denklik, funktorlarin sol iiretilmis funktorlar1 ve sag iiretilmis
funktorlari, kovaryant veya kontravaryant olusu, modiillerin projektif veya injektif
¢oziilmelerinden bagimsiz se¢imini ispatlamis olduk. Artik L,7 ye T nin n. dereceden

sol iiretilmis funktoru, R"T ye T nin n. dereceden sag iiretilmis funktoru diyebiliriz.
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3.2.8.

M bir sol R-modiil ve N de bir sag R-modiil olsun. Daha 6nce gormiistiik ki

Hom,(M,-): ;M ——> Ab ve N®, —: ;M —— Ab kovaryant funktorlar,

-®, M: ;M ——> A4b ve Homy(—,M): ,M —— Ab kontravaryant funktorlardir.
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