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1. GIRIS

Bu calismada R halkasi birimli ve birlesmeli, modiiller birimli sag R-modiil kabul
edilecektir. M bir modiil ve «, R nin kendi igine bir halka dontigimi olsun. M
nin m € M ve r € R igin mr = 0 dan mRr = 0 elde edilirse M ye yaridegismeli
modiil, M nin her m € M ve r € R i¢in mr = 0 dan mRa(r) = 0 elde edilirse
M ye a-yaridegismeli modiil diyecegiz. Burada R halkasi kendi tizerinde sag modiil
olarak yaridegismeli ya da a-yaridegigsmeli modiil ise R ye yaridegismeli ya da a-
yaridegismeli halka diyecegiz. o dontigimiu kullanilarak a-yaridegismeli modiil ve
halka kavramlar: arastirilacak ve bu halka simflarinin diger 6zellikleri yaninda a-

Armendariz, a-kat1, Baer, Quasi-Baer halkalar ile ilgileri incelenecektir.

Giris ve temel kavramlar verildikten sonra bu tez ¢alismasinin ti¢iincii boliimiinde
yaridegismeli halkalar tamimlanacak ve onlarla ilgili onemli ve ilging ozellikler
irdelenecektir. Yaridegismeli halkalarin Armendariz halkalar1 ile olan baglantilari,
onlarin ne zaman ayni ve ne zaman farkl olduklarini gosteren érnek ve teoremlerle

pekistirilecektir.

Dordiincii boliimde donitigtime bagh olan a—yaridegismeli halka ve modiillerin genel
ozellikleri ile beraber Baer ve benzeri halka ve modiillerle onlarin baglantilar: ele

alinacaktir.

Besinci boliimde ise halkalarin yaridegismeli ozelliklerinin ¢okterimli halkalardaki
davraniginin nasil oldugu sorusu arastirilacaktir. Bunun icin M bir monoid ve R
bir halka olmak {izere R[M] monoid halkasindan hareketle M nin ve R halkasiin
yapilarina gore R[M| halkasinin yaridegismeli 6zelligini aragtiracagiz. R[M] halkasi
R bilegenli ¢okterimliler halkasinin genel halidir. Bu yonde R halkas1 yaridegismelidir

ancak ve ancak R[M] yaridegismelidir 6zelligi ispatlanacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu ¢alismamizda R halkasimi birlegsmeli ve birimli halka olarak kabul edecegiz. R

halkasinin bostan farkli X altkiimesi i¢in

rr(X)={re R| Xr =0}
r(X)={reR|rX =0}

kiimelerini sirayla X kiimesinin R i¢indeki sag sifirlayan1 ve sol sifirlayani olarak
kabul edecegiz. Calismamiz boyunca aksi soylenmedikge o doniigiimiinii her zaman
a : R — R halka homomorfizmas1 olarak kabul edecegiz ve aksi soylenmedikce
a, a(l) = 1 sartinin saglamasini gerektirmeyen bir doniigiim olacaktir. 1 veya id
ile R nin birim doniigiimiinii ve ¢ ile R nin bir « - tiirevini gosterecegiz, yani her

r,s € R igin

d(r—+s)=0(r)+d(s)
d(rs) = o(r)a(s) + a(r)o(s)

sartlarim saglayan bir 6 : R — R fonksiyonunu kabul edecegiz.

R bir C*-cebir olsun. R nin bir p 6gesi p = p? = p* sartim saglarsa p ye izdiisiim
denir. Her 6gesinin sag sifirlayani bir izdiigiim ile tiretilen halkalar1 Rickart (33)
inceledi ve bu tiir halkalara Rickart halkalar denildi. Bu kavrami Kaplansky (18)
AW*-cebirlerine genigletti . R, C*-cebirinin her bog olmayan alt kiimesinin sifirlayam
bir izdigiim ile tiretilirse R ye AW*-cebir denir. AW*-cebir kavramlar1 tamamen
fonksiyonel analiz kavramlaridir. Zaman i¢inde bu kavramlar cebir yoniinde
genellestirildiler. Sifirdan farkh nilpotent elemani olmayan R halkasina inmis halka
denir. Her kare-eg 6gesi merkezcil olan halkaya ise Abel halka denmektedir. Her

degismeli halka abeldir. Kaplansky (18) Baer halkalarini tanmimladi ve bu hal-



kalarin yapilarini inceledi. Her bostan farkli altkiimesinin sag sifirlayani bir kare-
eg(idempotent) 6ge tarafindan tiretilen halkaya Baer halka denildi. Clark (8), quasi-
Baer halka tanimini verdi. Her sag idealinin sag sifirlayani bir kare-eg 6gesi tarafindan
iretilen R halkasina quasi-Baer halkasi denir. Her Baer halka quasi-Baer halkadir.
Birkenmeier, Kim ve Clark (4) quasi-Baer halkalar1 p.q.-Baer halkalara genislettiler.
Tanim: Her temel sag(ya da sol) idealinin sifirlayam bir kare-eg 6ge tarafindan
tiretilen R halkasina sag(ya da sol) p.q.-Baer halkasi denir. Hem sag, hem de sol
p-q.-Baer halkasina p.q.-Baer halka denir.

Tamm: Herhangi elemaninin sag (sol) sifirlayan bir kare-eg (idempotent) 6ge tarafindan

tiretilen R halkasina sag (sol) p.p. halka denir.

2.1. Halka ve Modiil Genislemeleri

Asgagidaki halkalar1 gézontinde bulunduralim:

Rlx] = {iaixi ca; € Ron € N} [2.1]
R|[z]] = {Zaizi ta; € R} [2.2]

¢
Rlz, 27! = {Zaixi : s, teNyaq; € R} [2.3]

o

R[[z, 27" = {Zaixi : seNaq; € R} [2.4]

Rlz,a] = {Zai:pi ra; € R,n € N} [2.5]

sirastyla bunlar R bilegenli x bilinmeyenli ¢okterimliler halkasi, tistel seriler halkas,
Laurent cokterimliler halkasi, Laurent tistel cokterimliler halkasi ve garpik sag iistel

¢ok terimliler halkasi olarak adlandirilmiglardir. R|x, o] da iglemler ¢cokterimlilerdeki



bilinen egitlik ve toplama iglemleri gibi tanimlanarak, ek olarak c¢arpma iglemi

agagidaki gekilde tanimlidir:

xr = a(r)z.

Rz, a,d] = {Zaixi ra; € R,n € N} [2.6]

1=0

halkasinda ise §, R de a ya bagh tiirev, yani her a, b € R igin §(ab) = a(a)d(b) +
d(a)b olacak gekilde almmaktadir. R[x, «,d] ya, R nin Ore geniglemesi ya da garpik
cokterimliler halkasi denir. R[z, a, §] da gokterimlilerdeki bilinen esitlik ve toplama

islemlerine ek olarak carpma isglemi:
xr = a(r)x + 4(r)

kuralina bagh, diger iglemler ise ¢ok terimliler halkasindakilerle ayni olarak kabul

edilmektedir.

M bir sag R modil olsun. Halkalarda oldugu gibi M nin de modiil genislemeleri

agagidaki gekillerde tanimlanmigtir:

Mlz;a) = {imzxz :s>0,m; € M} [2.7]

M|[z; o] = {Zmlx’ tm; € M} [2.8]
M[x,a:_l,oz]:{zt:mixi sZO,tZO,miGM} [2.9]
Mz, 21 a]] = {imlx’ s>0,m; € M} [2.10]

Bunlar toplamaya gore degismeli grupturlar. Bu modiillerde skaler iglemleri su



sekilde tanimlamr: M[x; o, R[x; o] lizerinde agagidaki skalar garpma iglemine gore
t

modiil olur: m(z) = Zmixi € Mz;a] ve f(x) = Zajxj € Rlz;a] i¢in
=0

J=0

m(z)f(x) =) ( > miai(aj)> " 2.11]

k=0 \i+j=k

Benzer sekilde M|[[z; a]], R[[x; ] lizerinde benzer ¢arpimla sag modiil olur. M [x; o]
ya M nin ¢arpik geniglemesi ve M|[x; a]] ya da M nin garpik iistel seri geniglemesi
denir. Ot(R) ile R nin otomorfizma déniigiimlerini gosterelim ve o € Ot(R) ise,
o zaman M|[[z,z71;a]] y1 R[[z,x™1; a]] tizerinde ve M|z, 2% a] y1 da Rlz,x71;a
tizerinde yukarida tanimlanan (2.9) ya benzer bir iglem ile modiil yapan skalar
carpma iglemi tamimlanabilir. Bu iglemle M [z, z7!; ] modiiliine M nin carpik Lau-
rent ¢okterimli geniglemesi ve M|[x, z7!; o] ya da M nin ¢arpik Laurent iistel seriler

genisglemesi denir.
2.2. Armendariz ve a-Armendariz Halkalar ve Modiiller

Armendariz halkalar ilk defa Rege ve Chhawchharia (32) tarafindan genig bir sekilde
aragtirilmigtir. Onlar E. Armendarizin R nin bir inmig halka olmasi durumunda
f(x) = Y ', glx) = Y bja? € Rlz] ve f(z)g(x) = 0 dan her i ve j i¢in
a;b; = 0 oldugunu ispatlamig olmasima dikkat ¢ekerek bagka hangi halkalarin bu
sart1 sagladigim aragtirdilar ( (3),Lemma 1). Bundan boyle bu sarti saglayan hal-
kalara Armendariz halkalar denmektedir. Anderson ve Camillo (1), R herhangi bir
halka olmak {izere, ” R Armendarizdir ancak ve ancak R[z]| ¢okterimliler halkas
Armendarizdir” oldugunu ispatladilar ve Armendariz halka tanimini modiillere
tagidilar. Ayrica onlar Armendariz modil tanimim her m(z) = Y7 m;a’ € Mz]
ve f(x)= Zj':o a;z? € R[z] ve m(z)f(z) =0 den her ive j i¢in mya; =0

oluyorsa M ye Armendariz modiil olarak vermislerdir.



Armendariz modiil kavramimi Lee ve Zhou « y1 ekleyerek genellegtirdiler (26):
Bir Mgz modiilii asagdaki kosullar1 saglarsa My ye a-Armendariz modil denir:
(a) m € M ve a € R igin ma = 0 dir ancak ve ancak ma(a) = 0 diwr. (b)
m(z) =i gmixt € Mz] ve f(z) = Zz':o a;x? € R[z] ve m(z)f(x) = 0 ise her i
ve j igin m;a‘(a;) = 0 dir. Boylece M modiilii Armendarizdir ancak ve ancak M
I-Armendarizdir. Rr modilii Armendariz modiil ise R ye Armendariz halka, eger
Rpr modiilii a-Armendariz modiil ise R ye a-Armendariz halka denir Ornegin R

S

Armendariz halkadir ancak ve ancak f(z) = Zazx € Rz Zb 2! € R[z
i=0

ve f(z)g(x) = 0 olmast durumunda her ¢ ve j igin a;b; = 0 dur. R[[ ]] halkas1 Ar-

mendariz olan bir R halkasina tistel serili Armendariz halka denir (Bkz. (21)). Bir

Mp modulu agagidaki kogulu saglarsa M i ye a-carpik Armendariz modil diyecegiz:

m(x me € Mlx;a] ve f(x Za]:r;] € R[z;al ve m(z) f(x) = 0 ise her i
=0 7=0
ve j i¢in m;a’(a;) = 0 dir.Rg modiilii a-¢arpik Armendariz modiil ise R halkasina

a-carpik Armendariz halka denir. a-carpik Armendariz halkalar detayl olarak in-

celenmiglerdir (14):

2.1. Teorem

«, R halkasinin bir déniigiimii, (1) = 1 ve R a-yaridegismeli ve M, a-garpik
Armendariz modiil olsun. O zaman M bir Baer modiildiir ancak ve ancak M|z, o
bir Baer modiildiir.

2.2. Teorem

a, R halkasmin bir doniigiimii, «(1) = 1 ve R a-yaridegismeli ve M a-garpik

Armendariz modiil olsun. O zaman M bir p.p.-modiildiir ancak ve ancak M|z, o]

bir p.p.-modildiir.



2.3. Teorem
a, R halkasimmin bir doniigiimii, a(1) = 1 ve R a-yaridegismeli ve R, a-garpik

Armendariz olsun. O zaman R bir Baer halkadir ancak ve ancak R[z,;«] bir Baer

halkadir.

2.4. Teorem

a, R halkasmin bir déniigimi, «(1) = 1 ve R a-yaridegismeli ve R a-garpik Ar-
mendariz olsun. O zaman R bir sag p.p. halkadir ancak ve ancak R[z,;a] bir sag
p-p. halkadir.

Mp sag modiiliinde agagidaki sartlar saglansin: (a) m € M ve a € R, ma = 0
ise mRN Ma = 0 ve (b) m € M ve a € R i¢in ma = 0 dir ancak ve ancak
ma(a) = 0 dir. O zaman Mg ye a-inmig modiil denir. Rg, I-inmig modiildiir ancak
ve ancak R inmig halkadir. a € R igin ac(a) = 0 dan @ = 0 elde edilirse R halkasia
a-kat1 halka denir.

Asagidaki 6nerme konumuz agisindan 6nem arzetmektedir.

2.1. Onerme

Her a-kati halka inmig halkadir.

jspat

R, bir a-kat1 halka ve a € R igin a* = 0 olsun. O zaman aa(a)a(aa(a)) =

ac(a?)a®(a) = 0. Boylece aa(a) = 0 dir. R, a-kat1 oldugundan a = 0 bulunur.



2.2. Onerme

R halkasi bir a-kat1 halka olsun. O zaman Ore genigleme halkas1 olan R[z, «; ]

bir Armendariz halkadir, yani f(z) = Zaixi, g(x) = ija:j € Rlz,q;0] igin
=0 =0
f(z)g(x) = 0 dir ancak ve ancak her 1 <i <nvel <j <micin a;b; =0 dir.

fspat

Bkz. ( (12), sayfa 219 ).

2.3. Baer ve Quasi-Baer Modiiller

2.1. Tanim:
Mpg sag modulii verilmis olsun.

(1) M nin bogtan farkli herhangi X altkiimesi igin rg(X) = eR, ¢* = ¢ € R
sart1 saglaniyorsa M ye bir Baer modiil denir.

(2) M nin her N altmodiilii i¢in rp(N) = eR, e* = e € R sart1 saglaniyorsa M ye
bir quasi-Baer modiil denir.

(3) Her m € M igin rr(mR) = eR, e* = e € R sart1 saglaniyorsa M ye bir p.q.-Baer
modiil denir.

(4) Her m € M igin rg(m) = eR, e* = ¢ € R sart1 saglamyorsa M ye bir p.p.-modiil

denir.

Ry modiilii Baer (quasi-Baer, p.q.-Baer, p.p.-) modiil olan halkaya Baer (quasi-
Baer, p.q.-Baer, p.p.-) halka denir. R halkasi p.p.-halkadir ancak ve ancak her el-
emanin sag sifirlayan1 dik toplanandir ancak ve ancak her elemanin sag sifirlayan

bir kare-eg eleman tarafindan iiretilir.



Asagidaki tanimda R bir halka, M ise sag ve sol R-modiil kabul edilecektir.
2.2. Tanim

T(R,M) = R @ M fizerinde bilinen siradan toplama iglemi ve agagidaki ¢arpma

islemi tanimlanmig olsun:
(r1,m1)(r2, m2) = (r17r2, rima + my7s)

Bu durumda T'(R, M) ye R nin M tarafindan siradan genislemesi denir. Bu halka,

r
r € Rvem € M olmak kaydiyla seklinde matrislerin halkasina izomorf-
0 r

tur. Ayrica biz bu galismamizda T,(R) ile R tizerinden nxn tipinde iist iiggen

matrislerinin halkasini gosterecegiz.
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3. YARIDEGISMELI HALKALAR VE MODULLER

Bu boliimde yaridegismeli modil kavramini tanimlayarak onlarin yapilarini in-
celeyecegiz. Boylece yaridegisme kavrami halkalardan modiillere genellegmis ola-

caktur.

3.1. Yaridegismeli ve Armendariz Modiiller

Herhangi elemaninin sag sifirlayani ideal ise R halkasina yaridegismeli halka de-
nilse de genel olarak bu tamima denk olan agagidaki tanim kabul gormekte ve

kullanilmaktadir.

3.1. Tamim

R halkasinda her a,b € R igin ab = 0 durumunda aRb = 0 elde edilirse R ye

yaridegismeli halka denir.

Yaridegismeli halka kavramim ilk olarak Shin (34) ortaya atmig, daha sonra Nar-
bone, (30) incelemeye devam etmigtir. Yaridegigsmeli halkalar (22), (34)
de arastirilmigtir. Asagida her inmig halkanin yaridegismeli ve her yaridegismeli
halkanin abel oldugu ispatlanacaktir. Ayrica her inmis halka tistel serili Armendariz
halkadir ve her tistel serili Armendariz halka yaridegigmelidir (bkz. (21, Lemma

2.3)).

3.2. Tamim

Her m € M,a € R i¢gin ma = 0 ise mRa = 0 oluyorsa M ye yaridegismeli modiil

denir.
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3.1. Onerme
Asagidaki ifadeler her zaman gecerlidir:

(a) Her inmig halka yaridegismeli halkadir.
(b) R yaridegismeli halkasi Armendariz halka ise R[x] yaridegismelidir.

fspat

a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Her » € R i¢in axb = 0 oldugunu gosterelim. Bu
durumda (ba)? = baba = 0 ve R inmig halka oldugundan ba = 0 buluruz ve béylece

(arb)? = 0 = arb bulunur. O zaman R yaridegismelidir.

Diger iddiay1 gostermek icin f(x),g(x) € Rlz] ve f(z)g(x) = 0 alahm. h(x) =
t

chxk € Rx] 6gesini alalim. R Armendariz halka ve f(z)g(z) = 0 oldugundan

k=0

her ¢ ve j i¢in a;b; = 0 olur. R yaridegismeli oldugundan her ¢, j ve £ icin a;cpb; = 0

olur. Buradan f(x)h(z)g(x) = 0 olur, yani R[z] yaridegismelidir.
Ornek

Her yaridegismeli halkanin bir inmig halka olmadigini bir ornekle gosterebiliriz.
Her n dogal sayisi igin Z/nZ yaridegismeli halkadir. Fakat n sayisi kare - bagimsiz
dogal say1 degilse Z/nZ inmis halka olmaz. Z/nZ degismeli halka oldugundan
yaridegismeli oldugu agiktir. n = pi*p5*...pS» kare - bagimsiz olmayan dogal say1

olsun. Burada i = 1,...,n icin p; ler degisik asal sayilar, e; € N dir. n kare -

2 _
en—1 — O

Mn

v v e . 1 1
bagimsiz olmadigindan en az bir i igin e; > 1 olur. O zaman p{*™ p5* .

e1—1 _eo—1

olur. Fakat p*™ p5 per~1 £ 0 oldugundan biz, boylece Z/nZ nin inmis halka

olmadigini gérmiig oluruz.
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Not

R[z] in yaridegismeli olmasi durumunda R nin de yaridegismeli olmasi R C R[x]
oldugundan aciktir. Fakat tersinin her zaman dogru olmadigini agsagidaki ornekten

gorebiliriz.

Ornek

Zs cismini ele alahm.A = Zslag, aq, ag, by, by, by, | ise degigmeli olmayan, bilin-
meyenleri ag, a1, as, by, b1, ba, ¢ olarak alinan, Z, tizerinden katsayili, sabit terimi
sifir olan polinomlarin serbest cebiri (free algebra) olsun. Dikkat edilirse A nin bir-
imi olmayan bir halka oldugu goriilebilir. Zs+ A nin I ideali agbg, a1bs 4 asby, agby +
a1bg, aghy + a1by + asbg, asby, agrby, asrby, (ag + a1 + asr(by + by + b)) ve 11,179,713, 74
elemanlarindan {iretilmis olsun. Burada ry,ry73, 74 € A. O zaman A* C I oldugu
goriiliir. R = (Zy+ A)/I alalm. O zaman (ag + a1z + agz?®)(bg + byx + bez?) € I[z],
fakat (ap+aix+asx?)c(by+byx+boz?) elemam I[x] te olmaz ¢linkii ageby +aqcby el-
emani / da degil. Buradan R[z| yaridegismeli olmaz. R nin yaridegismeli oldugunu
gosterelim. ag, a1, as, by, by, be, ¢ bilinmeyenlerinin herhangi ¢arpimina tekli (mono-
mial) denir. n tane iiretenin ¢arpimindan olusan teklisine n dereceli « teklisi diye-
lim . H,,Z, iizerinden derecesi n olan teklilerin tiim dogrusal kombinasyonlarinin
kiimesi olsun. H,, her n i¢in sonlu ve R nin I ideali homojen olur. ( Yani >,  r; €

]77“1' S I’IZ ise T € I)
Liddia: Eger fig1 € I, fi, g1 € H ise her r € Zy + A icin firg, € I olur.
I nin tanimindan agagidaki durumlar1 gézontinde bulundurmamiz yeterli olacaktir:

(1) fi = ao, 91 = bo; (2) fr = a2, 1 = by veya fi1 = ag + a1 + az, g1 = by + by + bo

durumu. I'nin tanimim kullanirsak ispat tamamlanmig olur.
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2. Iddia: Eger f,g € Aicin fg € I ise her r € Zy + A icin firg; € I olur.

fi,91,m1 € Hu, fo,ga,72 € Hy, f3,93,73 € Hz ve fi,ga,ra € Iigin f = f1 + fo +
fs+ fo,9=01+92+9gs+ gs,r =11+ 19+ 13+ 174 0olsun. Her ¢ > 4 igin H; C [
oldugu agiktir. O zaman frg = firig1 + h olacak sekilde h € I vardir. fg € I ve
I homojen oldugundan f1g; € I olur ve 1. iddiadan f;,7, g1 € I olur. Dolayisiyla

frg € I bulunur.

R nin yaridegismeli oldugunu gormek i¢in y, 2 € Zo+Aicin yz € I ise herr € Zy+A
icin yrz € I olmasidir. Ikinci iddiamn da yardimiyla asagidaki hesaplamalari ya-
pabiliriz. o, 8 € Zy ve y,2 € Aiciny = a4+ v,z = B+ 2 olsun. O zaman
af +az +yp+vy 7 =yz e Ioldugundan a = 0 veya 8 = 0 olur. o = 0 kabul
edersek y' 8 + vz € I olur. # = 0 ise I homojen ve § € Zy oldugundan y € T
bulunur. Dolayisiyla her r € Zy + A icin yrz = y'rz € I olur. § = 0 durumunda da

benzer sekilde gosterilir. Boylece R yaridegismeli halka olur.

Yaridegismeli halkalarin alt halkalar1 ve dik ¢arpimlarinin, dolayisiyla diktoplam-
larinin yari-degismeli olduklari kolayca goriilebilir. Yari-degismeli halkalarin boliim
halkalarinin, genisglemelerinin, siradan genislemeleri ve matris halkalarinin yari-

degismelilik 6zelligini korumadigina dair orneklere bakalim.

Ornek

I, R yaridegismeli halkasinin bir ideali ise R/I yaridegismeli olmayabilir. D bir
boliim halkas1 ve z,y de D ftizerinde degigmeli olmayan bilinmeyenler olmak tizere
R = Di[z,y] cokterimliler halkasini ve R nin I = (2?) idealini alahm. R = R/I
halkasinda Z = o + [ ise #& = 0 dir. Fakat x ve y yer degistirmedikleri, yani
1y # yx oldugu, icin Zyz # 0 yani 2RZ # 0 ve boylece R = R/I yaridegismeli

olmaz.
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Ornek

S birimli herhangi bir halka ( ya da inmig halka ) ve R, S iizerinde 2 X 2 tiim
( ya da iist iiggen ) matrisler halkasi ise R yaridegismeli olamaz. Yaridegismeli her
halkanin alt halkas1 da yaridegigmeli oldugu icin S halkasi tizerindeki iist iggen ma-
tris halkalarinin yaridegismeli olamayacagini gérmek yetecektir. e;; ler (4, j) bilegeni
1 ve diger bilegenleri sifir olan matris birimlerini gostersin. O zaman ejjeso = 0 dir.

Fakat 0 # ej5 € e11 Ress dan R yaridegismeli olamaz.

Ornek

R halkasimin bir [ ideali i¢in , I ve R/ yaridegismeli halkalar ise R yaridegigmeli ol-

F F
mayabilir. F' boliim halkasi, R = ust liggen matris halkasi olsun. R nin

0 F
yaridegigsmeli halka olmadig1 kolaylikla goriilebilir. R nin sifirdan farkh her I ideali

i¢cin R/I ve I nin yaridegismeli oldugunu gosterelim. R nin sifirdan farkl 6z idealleri

FF 0 F 0 F
oo/ \or/) \o o
dir. Once
F F
I —
0 0

alahm. O zaman R/I = F izomorf ve dolayisiyla da R/I halkasi yaridegismeli

a b c d ac ad
olur. = 0 olsun. Buradan =0, yani ac =0 = ad

0 0 0 0 0 0

olur. Eger a = 0 ise her e, f € F' icin
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a b e f c d
00 0 0 00

Eger a # 0 ise ¢ = d = 0 ve ayni sonu¢ bulunur. Dolayisiyla I yaridegismeli olur.

0 F

J = olsun. Ayni yontemle J ve R/J yaridegismeli bulunur. Son olarak
0 F
0 F

K= olsun. O zaman R/K = F @ F ve dolayisiyla R/K yaridegismeli
0 0

olur. Ayrica K? = 0 olmasi1 K nin yaridegismeli olmasini verir.

3.2. Onerme

R nin bir [ ideali i¢in R/I yaridegismeli halka olsun. Eger [ inmis halkaysa R

yaridegismeli olur.

_fspat

a,b € Rveab = 0olsun. O zaman bla C I ve (bla)? = blabla = 0 oldugunda bla =
0 ve ayrica R/I yaridegismeli oldugundan aRb C I olur. ((aRb)I)? = aRblaRbI =
aR(bla)RbI = Ooldugundan aRbI = 0 ve dolayisiyla (aRb)> C aRbI = 0 dan

(aRb)* = 0 bulunur. Fakat aRb C I oldugundan aRb = 0, yani R yaridegismeli

olur.

3.1. Onteorem

R bir Armendariz halka olsun. O zaman asagidakiler gegerlidir:

(a) a,b,c € R ven € NT igin ab = 0 ise ac™b = 0 saglanirsa acb = 0 duir.

(b) a,b,c € R ven € NT igin ab = 0 ve ¢", R nin merkezi 6gesi ise ach = 0 dir.
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fspat

Bkz. (15, Lemma 7).

3.2. Onteorem

Her Armendariz halka abel halkadir, yani R nin her kare-es elemani diger her 6ge

ile yer degistirir.

Bkz. (15, Sonug 8).

Asagida verecegimiz 3.3. Onerme, (15) de ispatlanmgtir. Biitiinliigii saglamak ve
dordiincii boliimde bu 6zelligi a-yaridegismeli halkalara genellegtirecegimiz i¢in bu-
rada ispatini tam olarak veriyoruz. Bir R halkasinin her sonlu alt kiimesi sonlu bir

yari-grup uretirse R ye yerel sonlu halka denir.

3.3. Onerme

Yerel sonlu bir Armendariz halkas1 yaridegismelidir.

fspat

R bir yerel sonlu halka ve a,b € R igin ab = 0 olsun. aRb = 0 oldugunu gosterecegiz.

Herhangi bir r € R alalim. R yerel sonlu halka oldugu i¢in, bir pozitif n sayis1 var

n

ve her n < k igin 7™ = "% olur ciinkii {r,r? 3, ...} yarigrubu sonlu olacaktir.

Boylece 1™ = ¢ tF = prpk = prp2k — = prpnk — prpnitD) olur. b = k4 1 dersek

(h—1)n _

0 zaman 7 ph=2npn = ph=2n b — p2(h=1n — (p(h=1n)2 olacagindan

h—1)n

7l kare-es 6ge olur. 3.2. Onteoremden Armendariz halkalar abel olduklar icin,

h—1)n

7 merkezi bir kare-es 6ge olur. Boylece ar® " = 0 saglanir. 3.1. Onteorem-
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den arb = 0 elde edilir. Burada r, R nin keyfi bir 6gesi oldugugu i¢in aRb = 0

olacaktir. Yani R yaridegismelidir.
3.4. Onerme

Her yaridegismeli halka abel halkadir.
fspat

e? = e € R kare-eg Ogesi igin e(1 —e) = 0 = (1 — e)e yazabiliriz. R yaridegismeli

oldugundan e(1 —e) = 0 ise ex(1 — e) = 0, yani

er = exe [3.1]
ve ayrica (1 —e)e = 0 ise (1 — e)ze=0, yani

re = exe (3.2]
Es.3.1 ve Eg.3.2 den ze = ex bulunur. Dolayisiyla R abel halkadir.

Ornek

3.4. Onermenin tersi her zaman dogru degildir. Bunu érnekle gosterelim. Z tam-

sayilar halkasi olmak tizere

a b
R= la,b,c,d € Z,a — d =b=c= 0(mod2)

halkasini gozoniine alalim. Bu halkada kare-eg ogeler sadece
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0 2
ogeleridir. O zaman R abelyen olur. Fakat € R icin

00
0 2 0 2
=0
00 00
olacaktir, oysa biz R halkasindan € R 6gesini aldigimizda
2 0
0 2 00 0 2 0 8
— £0
00 2 0 0 0 00

bulmusg oluruz. Dolayisiyla R halkas1 yaridegismeli degildir.

3.5. Onerme

Mp Armendariz modiilii yaridegismeli olsun. O zaman M x|}, modiilii yaridegismeli

olur.

fspat

m(x) = mo + mix + ... + mzt € M[z] ve f(x) = ao + a1z + ... + a;2® € Rlx]
icin m(x)f(x) = 0 olsun. g(z) = by + bz + ... + bya” € R[z| alahm. Mr Armen-
dariz oldugundan her ¢ = 0,...,t ve j = 0,...,s icin m;a; = 0 bulunur. Ayrica
Mp yandegismeli oldugundan her & = 0,...,r icin m;bra; = 0 bulunur. Boylece

m(x)g(x)f(r) = 0, yani M|x]g[ in yaridegismeli oldugu elde edilir.

3.6. Onerme ve 3.1. Sonucun ispatlar1 (15) de verilmistir. Béliimle biitiinliigii
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saglamak ve beginci boltime birer ornek olmalar: sebebi ile ispatlarini burada tekrar

verecegiz.

3.6. Onerme

R bir halka ve 2, R nin her merkezi ve diizgiin 6gesini iceren, carpmaya gore
kapali bir altkiimesi olsun. O zaman R yaridegismelidir ancak ve ancak Q'R

yaridegigmelidir.

fspat

Yaridegismeli halkalarin alt halkalar1 da yaridegismeli oldugundan ” gereklidir” kismini
yapmamiz yeterli olacaktir. « = u=ta, 3 = v='b,u,v € Q ve a,b € R icin a3 = 0
olsun.f) kiimesi R’'nin merkezi tarafindan kapsandigindan 0 = a8 = u tav='b =
(u'v™)ab = (uv)~tab ve dolayisiyla ab = 0 bulunur. Buradan her r € R igin
arb = 0 olur, ciinkii R yandegismelidir. Simdi v = w™lr,w € Q,r € R icin

ayB = (vwv) tarb = (uwv)~'0 = 0 olur. Dolayisiyla Q'R yaridegismelidir.

3.1. Sonug

Bir R halkasi igin R[x] yaridegismelidir ancak ve ancak R[x;z~!] yaridegismelidir.
fspat

R[z] yanidegismeli olsun. Q = {1,z,22, ...} alirsak Q, R[z]’in carpmaya gore ka-
pali altkiimesi olur. R[z;z~'] = Q 'R[z] oldugundan 3.6. Onermeden R[z;z ']

yaridegismeli olur. Bir yaridegismeli halkanin alt halkalar1 da yaridegismeli

oldugundan diger yon aciktir.
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Ornek
Armendariz olmayan fakat yaridegismeli olan halkalar mevcuttur.

a b
R = T(Zg, Zg) = |(1,, be Zg

halkasini gozoniine alalim.

4 0 41
fley= |+ | |« alrsak (f(x))* = 0 olur. Fakat
0 4 0 4
40 4 1 0 4
o | =1 | #0oldugundan R Armendariz degildir. R
0 4 0 4 0 0

nin degigmeli olmasindan yaridegismeli oldugu anlasgilir.

Ornek

Yaridegismeli olmayan fakat Armendariz olan halkalar mevcuttur. F' cisim ve A =
Fla,b,c], F tzerinde ve a, b, ¢ degiskenleri degismeli olmayan ve sabit terimi sifir
olan polinomlarin serbest cebiri olsun. A nmin birimsiz bir halka oldugu gozlem-
lenebilir. I, F 4+ A nin her r € A icin cc, ac crc tarafindan iiretilen ideali olsun.
R = (F+ A)/I alahm. ac € I fakat abc € I oldugundan R yaridegismeli olmaz.
Cinkii R de, (a +I)(c+ 1) =0, fakat (a+ I)(c+ I)(b+ I) # 0. I;, A daki, her
biri ¢ degiskenini igeren teklilerden olusan, F' iizerinde bir dogrusal uzay olsun.
I, = Fla,b] ise F tizerinde ve a, b degigkenleri degismeli olmayan, sabit terimi sifir
olan polinomlarin serbest cebiri olsun. A = I + I; + I; oldugu gozlemlenebilir. R
nin Armendariz halka oldugunu gosterelim. Agagidaki gosterimlerde A[z], I[x], I;[x]
ve Iy[z] ile uygun olarak A, I, I; ve I, tizerinden birimsiz polinom halkalar: kabul

edilecektir, burada x, R tizerinde degigkendir.
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lddia: f(x),g(z) € Alz] icin f(x)g(x) € I[z] olsun. O zaman (eger f(z),I[z] in
ogesi degilse) f(z) € L[x]+I[x] ve g(x) € I1[z]+ I[z] ya da (eger g(z), [x] in Egesi
degilse) f(x) € I [x] + I[x] + Ly]z]a ve g(z) € cly]z] + I[z] olur.

Iddiay1 ispatlamak icin énce Syle fi, g1 € Ii[x], fa, g2 € I[x] ve f3, g5 € I[z] var ki
f(x) = fi+ fo+ f3 ve g(x) = g1+ g2+ g3 oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Hipotezden
ve I nin tammmindan (f; 4+ f2)(g1 + g2) € I[z] ve dolayisiyla (fi + f2)(g1 + ¢2) €
Iz|+1[z]; fakat fig1+ f1g2o+ fog1 € I[x]+11[x] ve dolayisiyla fogo € I[x]+1;[x] olur.
fago € Is[z] oldugundan sifir olmak zorundadir ve buradan fo = 0 veya g2 = 0 bu-
lunur. fo = 0 olsun. O zaman f(g1+g2) € I[x] olmasi bize, f1g1 € I[x] oldugundan
f1ge € I[z] verir. Bu durumda f;go = 0 ve dolayisiyla da f; = 0 ya da g; = 0 ol-
masi1 gerekir. Dolayisiyla aranilan sonug elde edilir. Jimdi g, = 0 kabul edelim. O
zaman (f1 + f2)g1 € I[z] olmas1 f1g; € I[x] oldugundan fog, € I[z] verir. I deki
teklileri dogal sayilar kiimesinin igerisine "a — 1,0 — 2”7 doniigimii vasitasiyla
alabiliriz. O zaman onlar tam sirali olurlar. (Ornegin 2 < 11 < 12 oldugundan
b < aa < ab yazlabilir). Benzer sekilde I daki tekliler de rasyonel sayilar cismi
igerisine "a — 1,0 — 2, ¢ — 0,0” dontigiimiiyle alinabilirler, bu durumda tam sirah
olurlar (Ornegin, 0,0222222 < 10,012 < 20,0 oldugundan cbbbbbb < acab < bc
olur). Baz1 k;,l; € Flx] ve h;,t; tekliler1 igin fo = Z?il hik; ve g1 = Z;V:o til;
yazabiliriz. Bu durumda, biz, i, # is oldugundan h;, # h;, ve j, # j, oldugundan
tjs # t;, kabul edebiliriz. hy, diger h; lerden ve t;, diger ¢; lerden biiyiik olsun.
diger h;t; lerden biiyiik oldugundan, I nin 6zelliginden h;,tj k;,l;, € I[z] olur. O
zaman h;t;, € I. Fakat h;, € I, oldugundan ¢, ¢ ile baglamahdir, ¢linkii ac € I
dir, ayrica diger ¢; ler de c ile baglamaldirlar, ¢iinki ¢;, en biiyiktir. Buradan
bir ¢ € L] icin g1 = cg olur. Baz f', f" € L[z] icin fo = fla + fb oldugu
goriilebilir. fog; € I[z] oldugundan f"beg’ € I[z] ve dolayisiyla f"beg’ = 0 bulunur.

Sonug olarak f* = 0 veya ¢ = 0 olacagindan ispat tamamlanir.
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Simdi y(x), z(z) € (F + A)[z] igin y(z)z(z) € I[z] oldugunu kabul edelim. y(z) =
y1 + Y2, 2(x) = 21 + 23 olacak sekilde y1, 21 € Flx| ve ys, 20 € Alx] 6gelerinin var
oldugu kolayca goriilebilir. y(x)z(z) = (y1+y2)(21+22) = Y121 + Y120+ Y221+ Y222 €
I[z] olmasin, I nin oOzelligini ve y122 + Y221 + Y220 € I[x] olmasim kullanarak
1121 = 0 buluruz. Dolayisiyla y; = 0 ya da z; = 0 bulunur. y; = 0 olsun. O zaman
Yo21+ Y220 € I[z] ve z; € Flx] oldugundan yo2; € I[z] ve yo2o € I[z] olur.z; # 0 ise
I nin 6zelliginden y, € I[z] de ve dolaysiyla da y(x) ve z(x) in katsayilarimin her
carpimi da I da olur. z; = 0 olursa y,25 € I[z]ve dolayisiyla iddianin yardimiyla
yine ayni sonucu elde ederiz. z; = 0 durumunda da benzer ¢oziim uygulanacaktir.

Boylece R Armendariz halka olur.

3.2. Baer ve Benzeri Halka ve Modiillerle Baglantilar

3.7. Onerme

R yaridegismeli bir halka olsun. O zaman herhangi bir M modiilii i¢in asagidakiler

denktir:

(a) M p.q.-Baer modiildiir.

(b) M nin her sonlu iiretecli alt modiiliiniin sifirlayan bir kare-eg 6ge ile iiretilir.

fspat

M yaridegismeli bir modiil olsun. (b) = (a): Her devirli alt modiil sonlu iiretilen

oldugu i¢in (b) kabulii altinda M p.q.-Baer olur. (a) = (b): M p.q.Baer modiil

ve N = 320 n;R sonlu iiretecli bir alt modiil olsun. O zaman rz(n;R) = ¢;R
2

ve e; = e; olmak tizere rg(N) = ﬂle e; R olur. R yaridegismeli oldugu igin, 3.4.

Onermeden, e; ler merkezdedir. Boylece e = ejes...e; dersek e bir kare-eg 6ge olur.
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Buradan (), e;R = eR oldugunu gérmek kolaydir. Sonug olarak 7z(N) = eR elde

edilir.

3.3. Onteorem

Her inmis My modiilii yaridegismelidir.

fspat

Mp inmig modil olsun. m € M, a € R ve ma = 0 olsun. M inmis oldugun-
dan mR N Ma = 0. mRa < mR N Ma = 0 oldugundan mRa = 0, yani M
yaridegismelidir.

3.8. Onerme

R bir abel halka ve Mpg bir p.p.-modiil olsun. O zaman My bir p.q.-Baer modiildiir.
fspat

m € M alalim. Mp p.p.-modiil oldugu igin, rz(m) = eR olacak sekilde bir e* =
e € R kare-es 6gesi vardir. Bu durumda rg(mR) C rg(m) olacag) agiktir. Herhangi
bir € rr(m) alahm. O zaman = = ex ve me = 0 dir. R abel oldugundan, her
r € Rigin, mrz = mrex = merx = 0 olacaktir. Buradan = € rg(mR) olur. Boylece

rr(mR) = rr(m) = eR elde edilir ve Mg p.q.-Baer modiil olur.

3.2. Sonug

Her abel ve sag p.p.-halka sag p.q.-Baer dir.
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3.1. Teorem

Mp yaridegismeli modiil olsun. O zaman her a € R,m € M ve 2 = ¢ € R

icin mea = mae olur.

jspat

e? = ¢ € R oldugundan e(1 —¢e) = (1 —e)e = 0 olur. O zaman her m € M
icin me(1 —e) = 0 ve m(1 — e)e = 0 olur. M modiili yaridegismeli oldugundan
meR(1—e) =0 ve m(1 —e)Re = 0 bulunur. Béylece her a € R i¢in mea(l—e) =0
ve m(1 — e)ae = 0 olur. Buradan mea = meae ve mae = meae. Son iki esitlikten

her a € R i¢in mea = mae bulunur.

3.2. Teorem

Mp p.g-Baer modiil olsun. O zaman My yaridegismelidir ancak ve ancak Mg inmis

modildiir.

jspat

Mp modilini inmig modiil kabul edelim. m € M, a € R ve ma = 0
olsun. M inmis modiil oldugundan mRNMa =0 olur. mRa < mRNMa =0
oldugundan mRa = 0, yani M yaridegismelidir. Tersine, Mpg nin yaridegismeli
modiil oldugunu kabul edelim. m € M, a € R ve ma = 0 olsun. Mp
yaridegismeli ve p.q.-Baer oldugundan a € rg(m) = rgr(mR) = eR, olacak
sekilde e =e € R kare-es ogesi vardir. x € mRN Ma alahm. O zaman bir
reR ve m €M igin  =mr =m'a olur. a € eR oldugundan a = ea; olacak
sekilde a; € R vardir. Burada ea = e?a; = ea; = a, yani ea = a bulunur.

3.1. Teoremden z =m'a =m'ea = m'ae = mre =mer =0. Yani mRN Ma =0
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bulunur. Dolayisiyla Mg inmis modiil oldugundan teoremi ispatlamig oluruz.
3.3. Sonug

R halkas:1 sag p.q.-Baer halka olsun. O zaman R yaridegismeli halkadir ancak ve

ancak R inmis halkadir.
3.3. Teorem

Mpg, yaridegismeli modiil olsun. Asagidaki sartlar1 gozoniinde bulundurursak (a)<

(b) = (¢) © (d) gegerli olur:

(a) Mg Baer modiildiir

(b) Mg quasi-Baer moduldiir
(¢) Mg p.p. - modiildiir

(d) Mg p.q.-Baer modiildiir.
fspat

(a) = (b) ve (b) = (d) nin ispatlar1 agiktir.

Mp yandegismeli modiil oldugundan her m € M ig¢in r(m) = r(mR) olur. Bu-

radan (¢) < (d) nin ispat1 tamamlanir.

(b) = (a) y1 ispatlayalm. Mp quasi-Baer modiil ve X, M nin bogtan farkl her-
hangi bir altkiimesi olsun. O zaman rr(X) = (),cx 7r(x) olur.Mg yaridegismeli
modiil oldugundan (),.y 7r(2) = (,cx Tr(#R) olur. Fakat Mg quasi - Baer modiil
oldugundan rg(X) = (,cx 7r(zR) = rr(}_,cx R) = eR olacak sekilde e* = ¢ €

R vardir. Dolayisiyla 7z(X) = eR,e? = e € R olur , yani My Baer modiildiir.
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3.4. Teorem

Mg p.p. - modiil olsun. O zaman Mg inmig modiildiir ancak ve ancak My yaridegismeli

modiildiir.

fspat

Mp yaridegismeli modiil olsun. m € M,a € R i¢cin ma = 0 alalm. Mgz p.p.-
modiil oldugundan 6yle e = ¢ € R vardir dyle ki rg(m) = eR’dir. O zaman a € rp
oldugundan a € er olacak sekilde r € R vardir. Buradan ea = e*r = er = a,
yani @ = ea bulunur. 3.1. Teoremden mae = mea olur. x € mR N Ma ol-
sun. O zaman x = mr; = m a olacak sekilde r, € R ve m' € M vardir. Bu-
radan © = m'a = m'ea = m'ae, dolayisiyla * = mrie = mer; = 0 bulunur,
¢iinkii er; € rr(m). Boylece mR N Ma = 0, yani Mg inmis modiil olur.

3.4. Sonug

R sag p.p.- halka olsun. O zaman R inmig halkadir ancak ve ancak R yaridegigmeli

halkadir.

3.4. Onteorem

R halkas1 abel olsun. Mg p.p.- modiil ise Mginmis modiildiir.

jspat

m € M ve a € R igin ma = 0 olsun. O zaman a € rg(m) olur. Mg p.p.- modiil

oldugundan rr(m) = eR olacak sekilde e* = e € R vardir. Buradan a = ea ve
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me = 0 bulunur. £ € mR N Ma alirsak £ = mr = m'a olacak sekilde r € R ve
m' € M bulunur. O zaman x = m'ea = m ae = mre = mer = 0. Boylece My
inmis modiil olur.

3.5. Sonug

R abel halka olsun. R sag p.p.-halka ise R inmig halkadir.

3.5. Onteorem

R abel halka ve Mg p.p.-modiil olsun. O zaman Mg p.q.- Baer modiil olur.

jspat

m € M olsun. Mg p.p.-modiil oldugundan &yle e = e € R var ki rg(m) = eR olur.
rr(mR) C rr(m) oldugu agiktir. x € rg(m) alwsak x = ex ve me = 0 bulunur.
Her » € R icin R abel halka oldugundan mrx = mrex = merz = 0. Dolayisiyla
x € rr(mR), yani rr(m) C rgr(mR) ve dolaysiyla rg(mR) = rgr(m) = eR bulunur.
Buradan Mg p.q. - Baer modiil olur.

3.9. Onerme

R bir abel halka ve Mg bir p.p.-modiil olsun. O zaman My yaridegismeli modiildiir

ancak ve ancak Mp Armendariz modiildiir.

jspat

Mp yandegismeli modiil olsun. m(z) = Y m' € Mlz], f(x) = > a;a? € R[z]

alahm ve m(z) f(z) = 0 saglansin. Buradan agagidaki esitlikler yazilabilir:
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mopag = 0 [33]
moa, + miag = 0 [34]
moQs + mia; + meag = 0 [3.5]

saglanacak gekilde s ve t sayilar1t bulunur. Fakat r(mg) = egR, 7(my) = e1 R, r(msy) =
eaR, ...,m(my) = e, R olacak sekilde eq, e, ea,..., e; ler R de kare-eg 6gelerdir ve kab-
ulden R de bu sartlar1 saglayacak sekilde bulunabilirler. O zaman ag € r(mg) = egR

dir. R abel oldugu i¢in, ag = egag = apep olur. Eg.3.4, sagdan eq ile ¢arpilirsa
mopai1€g + Miaoey = 0

elde edilir. Mg yaridegismeli olusundan ve mgey = 0 dan mga;eq = 0 bulunur.
Boylece myageg = miag = 0 olur. Eg.3.4 den mpa; = 0 elde edilir. Eg.3.5 1 sagdan
eg ile carparsak:

MoGoey + Mmiaieg + moagey = 0

olur. Mz nin yaridegismeli olsundan ve mgeg = 0 dan mgasey = 0 buluruz. O za-
man miajeg + maagey = myiaj + maag = 0 elde edilir. Boylece Eg.3.5 ten mgas = 0
olur. Bu isleme devam edilerek:

Moty = MoA1 = Mola = ... = Moas = 0

elde ederiz. Bu esitlikler kullanilirsa, Es.3.4, Es.3.5 ,..., esitliklerinden asagidakiler
elde edilir:
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miag = 0 [36]
miay + MoQg = 0 [37]

Bu denklemlere ayni1 yontemi uygulayarak asagidaki denklemler elde edilir:

miag = MmMia; = miag = ... = Mg — 0

Isleme benzer sekilde devam edilirse

Moy = Mol = Maly = ... = Maas, =0 ... myas =0

buluruz. Boylece her ¢, j i¢in m;a; = 0 bulunur.

Mp Armendariz modiil olsun. Bir m € M ve a € R i¢in ma = 0 kabul edelim. Her-
hangi bir r € R i¢in m(z) = ma +mr € Mz]| ve f(z) = —ax + ra € R[z]| alahm.
O zaman m(z) f(z) = (mz + mr)(—azx +ra) = mr?a. Kabulden ve ma = 0 dan bir
kare-eg e € R 0gesi a € r(m) = eR olacak sekilde bulunur. Bu durumda a = ae = ea
olur. Boylece, R abel oldugu icin m(z) f(z) = mr?a = mr?ea = mer?a = 0 olur.
Diger taraftan Mpr Armendariz oldugu i¢in, herhangi bir » € R i¢in mra = 0 ola-
caktir. Bu da ispat1 bitirir.

3.6. Sonug

R bir p.p.-halka olsun. Asagidakiler denktir:

(a) R yaridegismelidir.
(b) R Armendarizdir.
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jspat

4.4. Teoremde « = id alinirsa, her yaridegigmeli halka abel olur. Boylece (a)=(b)
gerektirmesi elde edilir. ((19), Onteorem 7) de her Armendariz halkann abel oldugu

ispatlanmistir. Buradan da (b)=-(a) bulunur.

3.10. Onerme

Mp, yaridegigsmeli bir modiil ve R bir inmis halka olsun.O zaman My Armendariz

bir modiildiir ancak ve ancak burulma alt modiilii 7'(M) Armendarizdir.

jspat

M nin burulma alt modiilii 7'(M) Armendariz olsun. m(z) = > mjaz? € M|z], f(z) =

> a;x" € R[z] alahm ve m(x)f(z) = 0 saglansin. Buradan :

moag = 0
moa1 + miag = 0
MoQo + Mmia; + maag = 0

olacak sekilde s ve t dogal sayilar1 vardir. ag # 0 olarak kabul edebiliriz. ag
ile carptiktan sonra, bu denklemlerin ikincisinden mja2 = 0 bulunur. O zaman
ag elemam mg ve m; elemanlarinin her ikisini sifirlar. Simdi tgtincti denklemden
maal = 0 sonucu gikar. Boylece devam ederek m(z) € T(M)[z] bulunur. T(M),
R—modiil olarak Armendariz oldugundan, her ¢, j i¢in m;a; = 0 sonucuna variriz.

Diger yoniin ispat1 agiktir.
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3.6. Onteorem

R yaridegismeli halka olsun. Bu durumda

(a) R[zr]deki her kare-es 6ge R dedir.
(b) R[[x]]deki her kare-eg 6ge R dedir.

_fspat

( (19), Onteorem 8) in kullamlmas: sonucunda ispat aciktir.

3.11. Onerme

R yaridegigmeli halka olsun. O zaman R p.p.-halkadir ancak ve ancak R[z] p.p.-

halkadir. Ayn1 durum Baer, p.q.-Baer ve quasi-Baer halkalar icin de gecerlidir.

fspat

R p.p.-halka olsun. 3.6. Sonug kullanilirsa R Armendariz halka olur. O zaman R|x]
p.p--halka olur ( (19),Theorem 9). Tersine, R[x] p.p.-halka olsun. a € R alalim.
3.6. Onteoremden Gyle kare-es e € R elemant varki 7z, (a) = eR[z] olur. Buradan

rr(a) = rrp)(a) N R = eR ve sonug olarak R p.p.-halka olur.

R Baer halka olsun. O zaman R p.p.-halka olur. 3.6. Sonuctan R Armendariz
halkadir. O zaman R[z] Baer halka olur ( (19), Theorem.10). Tersine, R[z] Baer
halka olsun. B kiimesini R nin bogtan farkl alt kiimesi alalim. 3.6. Onteoremden
TR (B) = eR[z] olacak sekilde kare-eg e € R vardir. O zaman rg(B) = eR ve R

Baer halka olur.
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R p.q.-Baer halka ve t(x) = ag + a1z + ... + a,2® € R[z] olsun. O zaman sarttan
her i = 0,1,2,...,n i¢in rg(a;) = ¢;R = rr(a;R) olacak sekilde e; kare-eg 6geleri
vardir. 3.4. Onermeden e = ege;...e,, aldigmuzda (_, rr(a;R) = eR olur. f(z) €
TR (t(x)R[x]) olsun. O zaman her j = 0,1,2,...,n i¢in t(x)R[z|f(x) = 0 den
t(x)Rf(x) = 0 ve ajRf(z) = 0 olur. Béylece a;jRb; = 0, dolayisiyla her i, j icin
b; € N grr(a;R) = eR ve b; = eb;. Sonug olarak ef(x) = f(z) ise f(x) € eR|x]
bulunur. Tersine, R[x] p.q.-Baer olsun. a € R alalhm. Oyle kare-es e € R varki
TR (aR[x]) = eR[z] dir. O zaman rgp(aR[z]) N R = (eR[z]) N R = eR. rp(aR) =
TRz (aR[z]) N R oldugundan, r(aR) = eR elde ederiz.

R quasi-Baer halka olsun. A, R[x] in ideali ve A* ise A nin elemanlarinin biitiin kat-
sayilarinin kiimesi olsun. O zaman A* R nin ideali olur, dolayisiyla bir kare-es e € R
icin 7r(A*) = eR. e € rg(A) oldugundan, eR[z] C 7pp(A) elde ederiz. Simdi
[ ="0bo+bix+ ..+ ba™ € rgy(A) alahm. Af = 0 oldugundan her i = 0,1,2,...,n
icin Ab; = 0 ve A*b; = 0. Dolayisiyla her i i¢in b; € rr(A*) = eR ve b; = eb;
bulunur. Sonug olarak f € eR[x] olur. Tersine, R[x] quasi-Baer ve A, R nin ideali
olsun. o zaman Alx] R[z] in ideali olur. Buradan rpgy)(A[z]) = eR[z]. Her iki tarafi
R ile kesistirirsek, 7 (Alz]) "R = eR[z]NR = eR buluruz. rg(A) = rgp)(Alz])NR
oldugundan, rg(A) = eR elde edilir.

3.12. Onerme

Mpg p.p-modiil olsun. O zaman Mg yaridegismelidir ancak ve ancak m € M,r € R

ve €2 = e € R icin mre = mer dir.

fspat

m € M, a € R igin ma = 0 olsun. O zaman a € r(m) olur. Hipotezden bir
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e? = e € R igin r(m) = eR olur. O zaman me = 0, a = ea, ve dolayisiyla

mra = mrea olur. Qarttan herhangi r € R, i¢gin mrea = mrae = mera = 0. O
zaman her r € R icin mra = 0. Diger yon, yani her m € M,r € R, vee? =e € R

icin mre = mer olacagi 3.1. Teoremden elde edilir.

Simdi D.A.Jordanin inga etmis oldugu A(R,«) halkasim1 g6z Oniine alahm (16).
A = A(R,a) = {z7'ra" | r € R,i > 0} kimesi R[z,z"';a] carpik Laurent
cokterimliler halkasinin altkiimesi olsun, burada « : R — R doniisimi birebir R
halka endomorfizmasidir. R[z,x~%; a]n 6geleri 2 7rz’ formundaki 6gelerin sonlu
toplamlaridir, burada r» € R ve i, j ler pozitif dogal sayilardir. Carpma islemi icin
agagidakiler sozkonusudur: Her r € R icin 2r = a(r)z verz™' = 7 a(r). Her j > 0
icin, o7 r2’ = 2= (r)2(+7) oldugu goriiliir. Bu sonuctan yola cikarak A(R, )

halkas1, R[x,x™!; a] nin alt halkasi olur ve iglemleri agagidaki sekilde tanmmlanir:

v ra 4+ x5 = 27D (ol (1) + i (s)) )

(z7r2?) (z 77 s27) = 2~ (ad (r)al(s))xH)

burada r,s € R ve i,7 > 0.

3.13. Onerme

Asagidakiler R halkast i¢in denktir:

(a) R yaridegismelidir.
(b) A(R, ) yaridegismelidir.

fspat

(a) = (b): (z7'rz")(z7s2?) € A(R, «) olsun. (z7'ra")(z7sz?) = 0 olsun. O zaman
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2~ ) (0 (r)al(s))x*9) = 0 ve dolayisiyla buradan da o (r)a’(s) = 0 bulunur. Bu-
radan (a) dan of (o’ (r)ai(s)) = o+ (r)ak+i(s) = 0 ve boylece adT#(r)adTi(t)aitk(s) =
0. Her z7*t2* € A(R, ) i¢in (27 rz?)(x Fta®)(x 7 s27)

= 2= 0FR) (aF (r)ad (1)) 2 (2T s27) = o~ k) ol (oF (r)al (L) )adtF (s) xR +)

= o~ FRRD QI TR (1) @l T () o T () TR,

(b) = (a): R < A(R, ) oldugundan R yaridegismeli olur.

3.14. Onerme

S = R[z]/(z") halkasi her n = 2, 3, ... i¢in yaridegismeli olsun. O zaman R yaridegigmeli
halka olur.

fspat
a,b € rveab=0olsun. f(z) =a+ (2"), f(x) =b+ (2™) € R[z]/(z") = S alalim.

O zaman f(x)g(z) = 0g olur. Kabulden dolay1 (a+ (z™))((r + (2"))(b+ (z")) = Og.

Buradan arb € (z™) olmasindan her r € R i¢in arb = 0 bulunur.

R inmig halkas1 i¢in, 7,,(R) nin hangi alt halkalarinin yaridegismeli oldugu merak
edilebilir. Bunun i¢in, agagidaki notasyonu tanimlayacagiz. n > 4 dogal sayisi ve

1 < m < n sartim saglayan her m sayisi i¢in agagidaki kiimeyi tanmimlayalim:

To(R) = {3202 200t @By + 2200 20 14 Ejmasy + aj, 1y € R}

burada F; ; matrisi, i. satir ve j. stitunun kesisiminde birim, diger yerlerde hep sifir

olan matrislerdir. 7)*(R) nin elemanlarii
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a; as ... A, al(mH) o Qp
0 a1 ... Qm-1 Qm, .. Qop
0 0 aq asny,

ai

seklinde de yazabiliriz. Burada ay, ..., G, G1(m+1);s -+ G(n—m)n € R dir.
3.15. Onerme

R inmig halka olsun. O zaman n > 4 dogal sayilar ve k = [n/2] icin T*(R)

yaridegismeli, fakat 7" 1(R) yandegismeli degildir.
jspat

A= Z;:lk Eiixk—1) » B = En—it1)n € TF*1(R) olsun. O zaman AB = 0 olur.
Fakat C'= Y77 37" Eij € TV (R), ACB # 0. O zaman T,,~'(R) yaridegismeli
degildir. n > 4 ve k = [n/2] i¢in T¥(R) min yaridegismeli oldugunun ispatini tamam-
lamak i¢in, n = 5 durumunu irdelememiz yeterli olacaktir . Ayni ispat her n > 4

ve k = [n/2] igin de gegerli olacaktir . n = 5 olsun. O zaman k = 2 olur. T?(R) nin

iki

ap az a3 G4 Qs bi by biz b bis
0 a1 az ag ags 0 b1 by by bos
A=10 0 a ay ags |» B=10 0 b by bss
0O 0 0 a a9 0O 0 0 b b
0 0 0 0 o 0 0 0 0 bh

elemanlarim alahm ve AB = 0 olsun. Biz AB = 0 denkleminden ortaya g¢ikan
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agagidaki her denklemin terimlerinin teker teker sifir oldugunu gosterecegiz:

AiBY: aiby =0 [3.8]
A1B%: ayby + asb; =0 [3.9]
A1 B?: a1bys + asbs + ap3hy =0 [3.10]
A1B* 1 aibig + asbas + aizbs + ajaby =0 3.11]
A1B® 1 aybis + ashas + aizbas + asbs + aisby =0 3.12]
AyB* : ayboy + asby 4 aggby =0 [3.13]
Ay B® : aqbys + asbss + asiby + agsby =0 [3.14]
A3B® 1 aibss + asby + assby = 0 [3.15]

Bu denklemlerdeki her terimin sifir oldugunu gérmek icin agagidaki sekilde iglem ya-
paca@iz: Once her 1 < j < kicin A; B’ nin her teriminin sifir oldugunu gosterecegiz.
Sonra 0 < i <n—k—2icin A,_4_;B" % A, ;B A, __;B" denklem-
lerindeki her terimin sifir oldugunu ispatlayacagiz. Onceki sonuclar1 kullanarak
en son A; B ... A;B" denklemlerindeki her terimin sifir oldugunu gorecegiz.
Hipotezden rs = 0 sartin1 saglayan R deki her r ve s elemani i¢in sr = 0 ve
rRs = 0 olur. Ayrica r%s = 0 olmasindan (rs)?> = 0 ve buradan da rs = sr = 0

bulunur. Biz bu sonuglar1 herhangi bir hipoteze dayanmadan, direk kullanacagiz.

Simdi Es.3.9 u soldan a; ile carparsak a%bg + aijasby = 0 elde ederiz. Es.3.8 den
ve hipotezden ajasb; = 0. O zaman a%bg = 0 ve dolaywsiyla a;b, = 0. Eg.3.9
dan ayb; = 0. E5.3.10 u sol taraftan a; ile garparsak, a3b;3 = 0 olur. Buradan
a1b13 = 0. O zaman Es.3.10 su sekilde olur: asbs + azb; = 0. Bu denklemi soldan as
ile garparsak a%bz = 0 = agbs elde ederiz. Buradan Eg.3.10 dan a13b; = 0 elde edilir.
Boylece Es.3.8, Es.3.9, Es.3.10 da her terim sifir olur. Simdi Es.3.15 i a; ile soldan

carparak a2bss = 0 elde ederiz, ¢iinkii a,by = 0 ve a;by; = 0 den aasbs +ayazshy = 0
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elde edilir. Es.3.15 den asby + azsb; = 0 bulunur. Sonuncu denklemi soldan as ile
carpip asb; = 0 oldugunu kullanirsak a%bg = 0 buluruz. Buradan asb; = 0. Eg.3.15
den assb; = 0 olur. Eg.3.13 i soldan a; ile ¢arpip a;by = 0 ve a1b; = 0 oldugunu
kullanirsak a;byy = 0 olur. Es.3.13 den agyb; = 0 olur, ¢linkii asb, = 0. Eg.3.14
i soldan a; ile ¢arpalim ve a1bss = 0, a1by = 0 ve a1b; = 0 oldugunu kullanirsak
a1bos = 0 elde ederiz. O zaman Eg.3.14 su sekilde olur: asbss + asabs + assb; = 0. So-
nuncuyu soldan as ile ¢arparsak asbss = 0 elde ederiz. Esg.3.14 den agybs 4 assby = 0
bulunur. Bu denklemi soldan b; ile carparsak ve ag4b; = 0 oldugunu kullanirsak
biass = 0 olur. Buradan bjass = 0. Simdi Es.3.12 ye gecelim. Onu soldan a; ile
carparak aybss = 0,a1bo5 = 0, a1by = 0, a;b; = 0 oldugunu kullanirsak, a?b;5 = 0
elde ederiz. O zaman ai;b;s = 0. Es.3.12 den asbss + ai3b3s + a14bs + a15b1 = 0
olur. Aym iglemi kullanarak son denklemde: asbos = 0, ai3b3s = 0, ajsby = 0,
aisb; = 0 sonuclarini buluruz. Esg.3.11 de, soldan onu a, ile carptigimizda a3byy = 0
olur, ¢iinkii a1byy = 0, a1by = 0 ve a1b; = 0 dir. O zaman a;b14 = 0. Es.3.11 den
a9boy + ay13bs + a14by = 0. Bunu soldan as ile carpip asby = 0 ve asb; = 0 oldugunu
kullanirsak benzer sekilde asbyy = 0 buluruz. Geriye kalan ai3bs + a14b; = 0 den-
klemini soldan b, ile garpip aj4be = 0 oldugunu kullanirsak b3a;3 = 0 olur. Buradan
boa1z3 = 0. Boylece ayuby = 0. R nin yaridegismeli oldugunu kullanirsak, geriye

kalanin ispat1 agik olarak cikar.

3.7. Sonug

R asal halka olsun.O zaman R[z|/(z™) Armendarizdir ancak ve ancak R[z|/(x™)

yaridegigmelidir.

3.8. Sonug

R inmig halka ise R[x]/(z") yaridegismeli olur.
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3.9. Sonug

R Armendariz halka olsun. O zaman R yaridegigsmelidir ancak ve ancak R[z]/(z")

yaridegismelidir.

Ornek

R nin inmig olmas1 durumunda 7T'(R, R) nin yaridegismeli oldugu bilinmektedir.
Fakat ayni durum R nin yaridegismeli olmas1 durumunda sézkonusu degildir. yani
yaridegismeli olan 6yle R halkasi vardir ki T'(R, R) yaridegismeli degildir. Bunu
gormek igin F' bir cisim, K = F[y] ise F' iizerinde y bilinmeyenli ¢ok terimliler
halkas1 ve a : K — K, a(f(y) = f(%?) ile tamimh déniigiim alahm. K nin
S = Klz;a] = Fly|[x; o] Ore geniglemesini alalim. O zaman S, z f(y) = a(f(y))x =
f(y?)x sartim saglayan, degismeli olmayan tamlik bolgesi oldugundan inmis halka
olur. Bu durumda 3.15. Onermeden U = T(S,S) halkas: yaridegismeli olan bir
halkadir. Fakat R = T'(U,U) nn yaridegismeli olmadigini gorelim. R nin iki

0 1 r 0 0 y —y2x 0

0 0 0 x 0 0 0 —y’x
a = R b =

00 01 00 0 vy

0 0 0 0 00 0 0

ogelerini alirsak zy = y?x € S oldugundan ab = 0 olur.Simdi R de

y 0 00
0 y 00
r =
00 y 0
00 0 y

ogesini alalm. O zaman y?zy = y*x € S oldugundan
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0 0 0 (—y*+yhHz
00 0 x
arb = #0
00 00
0 0 0 0

olur. Dolayisiyla R yaridegismeli olmaz.

3.15. Onermede R halkasmin inmig olmasi durumunda S = T*(R) nin yaridegismeli
oldugu ispatlandi. Fakat simdi R nin degismeli olmasi durumunda boyle olamay-
acagini, yani S nin yaridegismeli olacagl sonucunu vermeyecegini gosteren ornegi

ele alalim.

Ornek

R yaridegismeli (degismeli) fakat T3 (R) nin yaridegigmeli olmadigi halkalar vardar.

R = 7Z4 degismeli halkasin1 gozoniine alalim.

a b c

S=T;(R)={| 0 a d | |ab,cdeR}

0 0 a
21 2
halkasinin yaridegigsmeli olmadigini gosterelim. a = 020 € S alirsak
0 0 2
a® = 0 buluruz. Fakat
1 01 0 0 2
r=10 1 1 € S aldigimizda 0#]| 0 0 0 | =ara€ aSa oldugundan
0 01 000

S halkasi yaridegigsmeli olmaz.
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4. o-YARIDEGISMELI HALKA VE MODULLER

Inmis ve Armendariz halka kavramlar1, Lee ve Zhou (25) tarafindan halkanin bir «
doniisimine bagh olarak a-inmis halkaya, a-inmig modiile, a-Armendariz halkaya
ve a-Armendariz modiillere genigletildi. Bu boliimde yaridegismeli halka kavramini
modiillere ve halkanin bir o halka doniigimii yardimi ile a-yaridegismeli modiillere
ve a-yaridegigsmeli halkalara genisletecegiz. a;, R halkasinin bir halka dontigiimii ol-

sun. Burada «, a(1) # 1 de olabilen bir doniigiim kabul edecegiz.

4.1. Tanmim

R bir halka ve o, R nin bir halka doniigsiimi olsun. Bir M modiilii, her m € M ve

a € R i¢in ma = 0 dan mRa(a) = 0 saglanirsa M ye a-yaridegismeli modiil denir.
4.1. Inmis ve a-Kat1 Halkalarla Baglant:

Yaridegigsmeli halka tanmimi  (34) ve (30) da degisik adlar altinda verilmistir.
Tanimdan ” R yaridegismeli bir halkadir ancak ve ancak Rp bir 1-yaridegismeli
modiildiir” oldugu acikga goriilebilir. Bir R halkasi i¢in a € R ve aa(a) = 0
dan a = 0 elde edilirse R ye a-kat1 halka denir. Ustel sifir 6gesi bulundurmayan
halkaya inmis halka denir. Inmig bir halkada ab = 0 dir ancak ve ancak ba = 0
dir. Gergekten, a,b € R i¢in ab = 0 olsun. O zaman (ba)? = baba = 0 ve R inmis
oldugundan ba = 0 bulunur. Boylece inmis bir halkada sag ve sol sifirlayanlar esittir.
Her a-yaridegismeli halkanin a-kat1 ve inmis olmasini gerektirmedigini asagidaki

ornekle gorelim:

Ornek

7 tamsayilar halkasi olsun.
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b
R= la,beZ

halkasini gézoniinde bulunduralim. a : R — R endomorfizmas1 agagidaki sekilde

tanimlansin:
a b a —b
« =
0 a 0 a
0 0 0 b
Bu durumda b # 0 degerleri igin = 0 oldugundan R halkasi
0 0 0 0

inmig ve dolayisiyla a-kat1 halka olmaz. o nin otomorfizma oldugu kolayca goriilebilir.

a b c d
A: 5 B: ER
0 a 0 c
h k
ve AB = 0 olsun. O zaman ac = 0 ve ad + bc = 0 olur. Herhangi €ER
0 h

ogesi i¢in

a b h k c d ahc —ahd + akc + bhe
0 ahc

e}
Q
e}
>
e}
o

bulunur. ac = 0 oldugundan a = 0 veya ¢ = 0 olur. a = 0 ise bc = 0 ve bhc = 0
olur. O zaman AR«(B) = 0 bulunur. C' = 0 ise ad = 0 ve —ahd = 0 olur. Boylece

yine ARa(B) = 0 bulunur. Sonug olarak R halkasi « - yaridegismeli olur.

Ornek

Her yaridegismeli halkanin a-yaridegismeli halka olmasini gerektirmedigini ornek
lizerinde gorelim. Z,, 2 moduna gore kalan sinifinin olugturdugu halka ve R =
Zo & Zsy de bilegensel toplama ve carpima iglemlerine gore bir halka olsun. Bu

halkanin yaridegigsmeli oldugu kolay hesaplamalarla goriilebilir, ¢iinkii R inmig ve
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degismeli halkadir. a : R — R, a((a,b)) = (b,a) alirsak a bir R otomorfizmasi
olur. (1,0),(0,1) € Rigin (1,0)(0,1) = (0,0) fakat (1,0)(1, 1)((0,1)) # (0,0) yani
(1,0)Ra((0,1)) # 0 olur. Dolayisiyla R, « - yaridegismeli halka degildir.

4.1. Onerme

R a-yaridegismeli halka ve a,b € R igin ab = 0 olsun. O zaman aRa(b) = 0
ve ozel olarak aa(b) = 0 olur. Buradan aRa?(b) = 0 ve boyle devam ederek induk-
siyondan her k € N igin aRa*(b) = 0 bulunur.

4.1. Onteorem

Her a-kat1 halka inmis halkadir.

jspat

R a-kat1 halka ve a € R icin a*> = 0 olsun. aa(a)a(a(a(a))) = aa(a*a(a)) = 0
olur. R a-kat1 oldugundan aa(a) = 0 ve dolayisiyla a = 0 olur. Yani R inmig halka
olur.

4.1. Teorem

R a-kat1 halkadir ancak ve ancak R inmis a-yaridegismeli halka ve o 1-1 bir halka

dontigimiudiir.

jspat

a,b € R ve ab = 0 olsun. R inmig oldugundan ba = 0 olur. O zaman her

r € R icin ara(b)alara(b)) = ara(ba)a(r)a?(b) = 0. R a— kati oldugundan
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ara(b) = 0. Buradan aRa(b) = 0, yani R, a-yaridegismeli olur. Tersine, a € R igin
aa(a) = 0 olsun. R inmig ve a-yaridegismeli oldugundan a(a)a = 0 ve dolayisiyla
a(a)Ra(a) = 0 olur. O zaman a(a®) = 0 ve a 1-1 oldugundan a? = 0 bulunur. R
inmis oldugundan a = 0 buluruz. Dolayisiyla R a-kat1 halkadir.

4.2. Onerme

R a-yaridegismeli inmis halka olsun. O zaman R, a-carpik Armendariz halka olur.

fspat

flz) =31 yaa’, g(x) = Zt-:() bja? € R[z;a] ve f(z)g(x) = 0 olsun.

aobo =0 [41]
a0b1 + alOé(b()) =0 [42]
aobg + aloz(bl) + a2a2(b0) =0 [43]

olsun. O zaman agRa(by) = 0 olur. Eg.4.2 yi sagdan a(by) la garparsak, agbya(by) +
ara(bp)? = 0 ve dolayisiyla a?a(bg)? = 0 ve ayja(by) = 0 bulunur. Eg.4.3 i sagdan
a(by)? ile carparsak, agboc®(by) + aja(by)a(by) + aza®(bg)a?(by) = 0 olur. R nin a-
yaridegismeli oldugunu kullanarak asa?(by)a?(by) = 0 ve buradan da asa®(by) = 0
elde edilir. O zaman Es.4.3 ten agby + a1c(by) = 0 olur. Sagdan «(b;) ile carparsak
sonugta aja(b)?* = 0 ve dolayisiyla a;a(by) = 0 bulunur. Boyle devam ederek

a;a’(b;) = 0 bulunur.

4.2. Teorem

R inmig halka ve a;, R nin monomorfizmasi ise agagidakiler denktir:
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a) R[z;a] inmis halkadir.

b) R, a-¢garpik Armendariz halkadir.

(

(b)

(¢) R, a-kat1 halkadir.
(d) R, a-yaridegigmeli halkadir.
(

e) R[z;a,d] inmis halkadir.
fspat
(a)<(b)<(c): Bkz. ( (29), Teorem A).

(c)=(d): a,b € R igin ab = 0 olsun. R inmis oldugundan ba = 0 olur. Herhangi
r € R igin ara(b)ara((b)) = ara(b)a(a)a(r)a?(b) = ara(ba)a(r)a?(b) = 0 olur.

(c) den ara(b) = 0 bulunur. Dolayisiyla R yaridegigmeli olur.

(d)=(c): a € R i¢in aa(a) = 0 olsun. R inmig oldugundan a(a)a = 0 olur. (d)
den a(a)la(a) = (a(a))? = 0. Buradan R inmis oldugundan «(a) = 0 bulunur. «

nin birebirligi a = 0 oldugunu gosterir.

(¢c)=(e): R[z;a,d] min inmis halka olmadigim varsayalim. O zaman 0 # f €
R[z; , ] vardir 6yle ki f2 = 0.R inmig oldugundan f, R nin &gesi olmaz. f =
Yoroairt,a; € R0 <i<mvea, #0 alahm. f? = 0 oldugundan a,,a™(a,,) =0
olur. R inmis oldugundan o™ (a,,)a,, = 0 ve her a-kati halka a-yaridegigmeli
oldugundan 4.1. Onermeden o (a,,)a™ (am) = 0, yani (@™ (ap,))? = 0 ve & (@) =
0 olur. a birebir oldugundan a,, = 0 olur. Bu ise geligkididr. O zaman R[z;«, ]

inmis halkadir.

(c)=-(a): Bu yon i¢in (c)=-(e) ispatinda ¢ = 0 almamiz yeterli olacaktur.
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(e)=(a): § = 0 alirsak ispat aciktir.

4.2. Onteorem

a, R halkasinin otomorfizmasi, R inmig ve a-yaridegismeli bir halka olsun. O za-

man R nin herhangi 6gesinin sag sifirlayaninin « altindaki goriintiisti degismez kalir.
fspat

Herhangi a € R i¢gin x € r(a) olsun. O zaman ax = 0 olur.R a-yaridegigmeli
oldugundan aa(x) = 0 olur.Buradan a(r(a)) C r(a) bulunur. Ayrica R nin inmig
olmasindan xa = 0 olur. R nin a-yaridegismeli olmasindan ise za(a) = 0 ve
dolaywisiyla o~ (z)a = 0 olur.Yine R nin inmis olmasmmdan aa~'(z) = 0, yani
a~(z) € r(a) olur. Buradan z € «a(r(a)), yani r(a) C a(r(a)) ve sonug olarak
r(a) = a(r(a)) buluruz.

4.1. Sonug

R a-kat1 ve a;, R'nin bir otomorfizmasi olsun. O zaman R nin herhangi elemaninin

sag sifirlayaninin « altindaki goriintiisii degismez kalir.

_fspat

a-kat1 halkalar inmig ve a-yaridegismeli olduklarindan ispat 4.2. Onteoremden

agiktir.

4.3. Onteorem

R halkas1 a-yaridegismeli ve o = id (birim homomorfizma) olacak sekilde & € N
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sayist bulunsun. O zaman a,b € R i¢in ab = 0 dir ancak ve ancak herhangi i ve j

dogal sayilar i¢in o'(a)a?(b) = 0 dir.

fspat

(=:) ab = 0 olsun. Bu esitligin ¢ kez o altinda gortntiisiint alirsak a'(a)a’(b) = 0
olur. j = 7 ise ispat biter. 5 > ¢ olsun. R nin a-yaridegismeli olmasini j — i kez

uygularsak

a'(a)a’™H(b) = a'(a)a?(b) = ... = a'(a)a? (b) = 0

buluruz. j < ¢ olsun. 1. durumdaki iglemlerin aynisini uygularsak belli bir adimdan
sonra o'(a)b = 0 durumuna ulagirz. Yeniden j kez a- yaridegismeli olma 6zelligini

kullanarak a‘(a)a’(b) = 0 buluruz.

(«<:) Herhangi i ve j dogal sayilar icin o‘(a)a’(b) = 0 oldugundan ozel olarak
i = j alirsak o'(a)a’(b) = ai(ab) = 0 olur. o = id olacak sekilde k € N sayist
bulundugundan « altinda goriintii almaya devam edersek o'(ab) = o' (ab) = ... =

a*(ab) = ab = 0 buluruz.

4.4. Onteorem

R inmis halka olsun. o* = id (birim homomorfizma) olacak sekilde k& € N say1s1 bu-
lunsun ve ¢, R nin a—tiirevi olsun. O zaman R, a—yaridegismeli halka ise agagidakiler

a,b € R icin gegerlidir:

ab = 0 ise R|x;q,d] halkasinda m,n dogal sayilari igin ax™bx™ = 0 ve her i, j

dogal sayilar igin 6°(a)d’(b) = 0 olur.
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fspat

Once 6%(a)d?(b) = 0 oldugunu gosterelim. a,b € R ve ab = 0 olsun. R halkasi inmis
oldugundan ba = 0 olur ve dolayisiyla 4.3. Onteoremden ba(a) = 0 bulunur. Boylece
0 = 6(ab) = a(a)d(b) + d(a)b olur ve buradan da [a(a)d(b)]? = —d(a)ba(a)d(b) =0
ve afa)d(b) = 0 olur. 4.3. Onteoremden ad(b) = 0 olur. Benzer sekilde ba = 0
olmasinmi kullanarak d(a)b = 0 sonucunu bulabiliriz. Bu iglemlerin gerektigi kadar

tekrarlanmasi bize her i, j dogal sayilari i¢in §°(a)d’ (b) = 0 sonucunu verir.
Her r € R igin ar = a(r)x + 6(r) olmasimm kullanarak
ar™br™ = CpinT™ " + Crgn_1 2™+ e+

seklinde gosterirsek cpin = a@™(b), Cmin1 = Doy a@™ 180l (a) olur. Genel
olarak ¢ katsayisi, i;+j; +...+4;+7j; = m olacak sekilde baz1 aa’1 671 a2§72...a% §7¢ (b)
katsayllarmin toplamma esittir. 4.3. Onteorem ve 6%(a)é’(b) = 0 kullanarak
her iy, ...,3; ve Ji, ..., j; icin aad71a2§72...a" 67t (b) = 0 bulunur ve dolayisiyla her

k=0,1,...,m+n icin ¢, = 0 elde ederiz.
4.3. Teorem

R inmig halka, @ : R — R halka homomorfizmasi, R nin bir § a—tiirevi i¢in
o = id olacak sekilde k € N sayist bulunsun. R a-yaridegismeli ise R[x;«, §] daki

tersinir elemanlarin kiimesi R deki tersinir elemanlarin kiimesine egit olur.

jspat

flz) = Zaixi ogesi R[x; av, 0] da tersinir olsun ve f(z) = ijxj de onun tersi

i=0 Jj=0
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m+n

olsun. O zaman 1 = f(x)g(z) = Z( Z i5b;27) = Crpn ™ + O™
k=0 itj—=k

. + 12 + ¢o yazabiliriz. f(x) 6gesinin R de oldugunu ispatlayalim. Tersine, m > 0

ve a,, # 0 odugunu kabul edelim.
Iddia: s+t >m icin azb; = 0 dir.

Ik olarak Cman = @pa™(b,) = 0 oldugu kolaylikla goriilebilir. 4.3. Onteorem-
den a,,b, = 0 elde ederiz. Buradan s + ¢ = m + n i¢in iddia ispatlanmig olur. p
tamsayisini m+n > p > m olacak sekilde alalhim ve s+t > p icin asb; = 0 oldugunu
farzedelim. Biz s + t = p icin a,b, = 0 oldugunu ispatlayacagiz. 4.4. Onteoremden
u=m+nm+n—1,..,p+ 1icin Z a;x'bjz’ = 0 bulunur. O zaman

i+j=u

cp = Z a;a’ (b)) =0 [4.4]

s+t > picin asb, = 0 oldugundan s +t > p durumunda 4.3. Onteoremden
asa’®(by) = 0 ve dolayisiyla R inmis halka oldugundan s + ¢ > p icin o®(b;)as = 0

olur. Es.4.4 i esitligini sagdan a,, ile carparsak 0 = [ Z aio/(bj)] a, = a,a?(by)a,
i+j=p
bulunur.R inmis oldugundan a,a®(by) = 0 ve 4.3. Onteoremden a,by = 0 olur.

Simdi Es.4.4

> aa(h;) =0 [4.5]
i+i=p.j>1
esitligine dontigtii. Es.4.5 i esitligini sagdan a,,_; ile carparsak a, 10?7 (b;)a, 1 =0
ve dolaysiyla a,—1a?~(by) = 0 bulunur. Buradan da a,_1b; = 0 buluruz. Bu
islemleri tekrarladigimizda 7 4+ j = p sartim saglayan ¢,j ler i¢in a;b; = 0 bu-
luruz. Boylece s +t > m icin asb, = 0 ispatlanmig olur. Buradan ozel olarak

Umbn = Ambn_1 = ... = amby = 0 yazarsak 4.4. Onteoremden amx™g(z) = 0 ve
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m—1 m—1 m—1
dolayisiyla (Zaixi> g(x) = 1. Buradan biz Zaixi = (Zaiasi) g(x)f(z) =
i=0 i=0 i=0

flz) = Zaiazi buluruz. Dolayisiyla a,, = 0 olur, fakat bu bir celiskidir. Boylece
i=0
ispat tamamlanmig olur.

R nin bir a endomorfizmasi i¢in ne zaman R a-yaridegismelidir ancak ve ancak

R[z] a-yandegismelidir sorusunun cevabr ilgi ¢ekici olabilir.
4.5. Onteorem

R inmig halka ve «, R nin monomorfizmasi olsun. O zaman R a-yaridegismelidir

ancak ve ancak R[x] a-yaridegismelidir.
jspat

R a-yanidegismeli olsun. O zaman 4.1. Teoremden R, a-kati halka olur.Once Rlx]
in a-kat1 halka oldugunu ispatlayalim. « y1 R[x] ye genisgletelim ve genisleyenini de
tekrar « ile gosterelim. f(z) = > ja;a" € Rz] i¢in af(x)) = Y1, ala;)z’ ile
tanimlayalim. «, R[z] nin bir monomorfizma déntigiimii olur. Bu « doniigiimii ile
R[z] nin a-yaridegismeli oldugunu gorelim. Bunun i¢in f(z) = Y 1 a2’ € R[z]

icin f(x)a(f(z)) =0 olsun. f(z) =0 oldugunu gorelim. f(x)a(f(z)) =0 dan

apcr(ag) =0 [4.6]
apar(az) + ajafay) + asa(ag) =0 [4.7]
apce(aq) + ara(as) + asa(az) + aga(ar) + asa(ag) =0 [4.8]

denklemleri elde edilir. R a-kat1 halka oldugu i¢in Eg.4.6 dan ay = 0, Es.4.7 den
a; = 0, Eg.4.8 den ay; = 0 tiimevarimla her 1 < i < n igin @; = 0 yani f(z) =0

bulunur. 4.1. Teoremden R[z] a-yaridegismeli olur. Her a-yaridegismeli halkanin
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her alt halkas1 da yaridegismeli oldugundan ispat biter.

4.6. Onteorem

R a-yanidegismeli halka olsun. O zaman a(1) = 1 dir ancak ve ancak her e? = ¢ € R

icin a(e) = e dir.

fspat

a(1) = 1 oldugunu kabul edelim. Eger > = ¢ € R ise e(1 —¢) = 0 ve (1 —
e)e = 0 olur. O zaman R «- yaridegigmeli halka oldugundan eRa(1 —e) = 0 ve
(1 —e)Ra(e) = 0 bulunur. Buradan ea(1 —e) = 0 ve (1 — e)a(e) = 0 oldugundan

e = ea(e) ve ae = ea(e) olur. O zaman e = a(e).

Tersi agiktir: Her €2 = ¢ € R igin a(e) = e kabul edelim. R halkasmimn birimi

de 1% = 1 egitligini sagladigr icin kabuldan (1) = 1 olacaktur.

4.4. Teorem

R a-yaridegismeli bir halka ve a(1) = 1 olsun. O zaman R abeldir.

_fspat

e € R herhangi bir idempotent olsun. O zaman e? = e oldugundan e(1 —¢) = 0 ve
(1—e)e = 0. R a- yaridegismeli halka oldugundan eRa(l—e) = 0 ve (1—e)Ra(e) =
0 olur. 4.6. Onermeden «a(e) = e olacagmndan eR(1 —e) = 0 ve (1 — e)Re = 0 bu-

lunur. O zaman her r € Rigin er(1—e) = 0ve (1—e)re = 0. Buradan er = ere = re

bulunur. Dolayisiyla R abel halkadir.
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4.3. Onerme

R bir a-yaridegismeli halka, @ R nin a(l) = 1 olan bir halka déniigimii, 0 R
nin bir tiirevi ve e, R nin bir kare-eg 6gesi ise a(e) = e, d(e) = 0 ve R[z, ;0]

halkasinin her kare-es 6gesi R dedir.
fspat
R a-yaridegismeli bir halka ve R de «(1) = 1 saglandigi i¢in 4.4. Teoremden R

nin her kare-es 6gesi merkezdedir. 4.6. Onteoremden a(e) = e elde edilir. Buradan,

4.4. Teorem ve ¢ nin tanimindan

§(e) = 6(e*) = ale)d(e) + d(e)e = ed(e) + ed(e) [4.9]

bulunur. Eg.4.9 e ile garpilirsa d(e)e = 0. Bu, Eg.4.9 da kullamlirsa d(e) = 0 bu-

lunur.

f(z)* = f(x) =31, air; € Rlx, ;8] olsun.

f(z) = f(2)* = apap + aparx + ... + a1ag + a1wva r + a1rasr® + ... [4.10]
den ag = a2 bulunur. Boylece a(ag) = ag ve d(ag) = 0 olur. [4.4.2] de x lerin kat-
sayilar1 kiyaslanirsa aga; + a1ap = a7 ve bu ifade aq ile carpilir ve ag 1n merkezde
oldugu kullanilirsa a; = 0 elde edilir. Benzer sekilde a; = a3 = ... = a, = 0 bu-

lunur. Boylece R|x, ; d] nin kare-eg f(x) 6gesi R ye ait olur.

Rz, a; 6] halkasinin Baer ya da temel izdiigel halka olma 6zellikleri incelenmigtir

(28). Bu yonde agagidaki teoremi ispatlayalim.
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4.5. Teorem

R a-yanidegismeli bir halka, R[z,a;d] Armendariz ve a(1) = 1 olsun. O zaman

R Baer halkadir ancak ve ancak Rz, ;0] Baer dir.

_fspat

X, R[z, ;0] min bog olmayan bir alt kiimesi ve Y de X ye ait olan ¢okterimlilerin
katsayilar1 olsun. R Baer halka kabul edelim. O zaman R de bir e kare-es 6gesi
rr(Y) = eR olacak sekilde vardir. f(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,2" € X
ise a;e = 0 dir. 4.6. Onteorem, 4.4. Teorem ve 4.3. Onermeden (a;z%)e = azex’
olacagindan f(x)e = 0 yani Xe = 0 bulunur. Béylece eR[z;, 6] < 7Riza.0(X)
olur. ters kapsami gorelim. f(z) = ag + a1z + axx® + ... + a,2™ € X ve g(z) =
bo + b1z + bex® + ... + by2™ € TRpae(X) alahm. O zaman f(x)g(z) = 0 ve R Ar-
mendariz oldugundan her 1 <¢ <n ve 1 < j < m i¢in a;b; = 0. Boylece her j icin
Yb; =0 yanib; € rr(Y) = eR ve b; = eb; olur. Buradan g(z) = eg(x) € eR[z; o, I]
ve eR[x;a, 6] = TRae(X) elde edilir. R[z;a,d] Baer halka olsun. X, R nin bog
olmayan bir alt kiimesi olsun. O zaman R[z;a, d] de bir kare-eg e(z)? = e(x) 6gesi
TRlza,0/(X) = e(x)R[z; o, ] olacak sekilde vardir. 4.3. Onermeden e(z) = e, R ye
ait olan bir kare-eg 6ge olur. Tgpa6(X) = e(x)R[z; o, d] esitligi R ile ara kesit
yapilirsa 7r(X) = (rgrjza,0 (X)) VR = (e(z)R[z; o, 6]) N R = eR elde edilir. Béylece
R Baer halka olur.

4.1. Uyar

a-yaridegismeli R halkasinin herhangi farkli A, B altkiimesi i¢in AB = 0 saglansin.
a € Avebe Bigin ab = 0 olacagindan aRa(b) = 0 olur. Dolayisiyla ARa(B) =
YacapepaRa(b) = 0 olur. Buradan R a—yaridegismelidir ancak ve ancak AB =0

ise ARa(B) =0 dur.
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« uyumlu halka ve halkada SA1 kogulu (11) de verildi. Bir R halkasinin o déntigiimii ,
J tiirev iglemi ve her a, b 6geleri i¢in ab = 0 dir ancak ve ancak aa(b) = 0 oluyorsa R
ye a-uyumlu halka denir. f(x) = > a;a’,g(z) = Y. bja? € Rlx, o, 0] ve f(x)g(z) =0
dan her ,j icin a;b; = 0 elde edilirse R ye SA1 sartin saglar denir. Armen-
dariz halka tanmimindan hareketle R nin SA1 sartini saglamasi R[z, «, ¢] halkasmnin
Armendariz olmasi demektir. (11) de R halkasinin a-uyumlu ve (SA1) sartinmn
1.

saglamasi kabulu altinda R ve R[z,x~!; o] nin Baer ya da temel igdiigiim halka 6zel-

likleri incelenmistir. Biz de R nin a-yaridegismeli olma durumunda arastiracagiz.

4.6. Teorem

«, R halkasinin bir otomorfizmasi, R a-yaridegismeli ve R[z,z7';a] Armendariz

olsun. O zaman R bir Baer halkadir ancak ve ancak R[z,x'; a] bir Baer halkadur.

jspat

Rlz, 27 a] nin her 6gesi f(z) = ara®+...4a_1271+ > 1 a;2" seklinde yazilabilir.
R yi Baer halka kabul edelim. C' de R[z,z~!;a] nin bog olmayan bir alt kiimesi
olsun. C' deki ¢ok terimlilerin katsayilari kiimesi C’ ise kabulden e € R kare-es
6gesi rr(C") = eR olacak sekilde vardir. Boylece C'e = 0 olur ¢ilinkii f(z) € C ise
f(x) nin her a; katsayisi i¢in a;e = 0 dir ve 4.6. Onteoremden a(e) = e dir. Bu da
f(z)e=0y1yani e € gy ,-1,0)(C) ve eR[z, 27" o] < rppa—1,4)(C) gerektirir. Kap-
samun diger yonil i¢in f(z) = axz® + ...+ a1z + 31 a;2" € TR e-1,0(C) alahm.
Her g(z) = ba' + ... + byt + X7 b’ € Cigin g(x)f(z) = 0 ve Rz, 271 al
Armendariz oldugundan b;a; = 0 yani C'a; = 0 her k& < j < n igin. Boylece
a; € rr(C’") = eR ve a; = eay, yani f(xz) = ef(z) € Rlx,27*;a] olur. Bu da

eR[z, 27" a] = rppe-1.4)(C) demektir.
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Simdi R[z,z7'; a] yi Baer halka kabul edelim. I, R nin bog olmayan bir alt kiimesi
olsun. O zaman R[z,z~!;a] de bir e(z) kare-eg 6gesi var dyle ki, e(x) Rz, z7";a] =
T Riza—10) (1) Olur. e(z) = epa™+.. e 107 +eg+d 1 ea’ ise Te(x) = 0 6zel olarak
Ieg = 0 olacaktir. Fakat eg = e(x)ey dan €3 = ¢o bulunur. Buradan ey € rg(l) ve
eoR < rr(I) olur. r € rg(I) alahm. rg(l) < e(z)R[x,27 " o] = TRy e-1.0(I) dan
r = e(z)r, buradan da r = eogr yani r € eoR elde edilir. Béylece rg(I) < egR yani

rr(I) = eoR bulunur.

4.7. Teorem

a R halkasinin bir otomorfizmasi ve R a-yaridegismeli ve R[z,z7'; a] Armendariz
olsun. O zaman R bir sag p.p. halkadir ancak ve ancak R[z,z~';a] bir sag p.p.

halkaduir.

jspat

R[z,z7';a] yi sag p.p. halka kabul edelim. a € R olsun. Kabulden R[x,z7!;q]
de bir e(z) kare-eg 6gesi var ve e(z)R[z, 271 ] = rgp 1.4 (a) olur. e(z) = e +
cotesxT e+ > ext ise ae(x) = 0, dzel olarak aey = 0, buradan egR < rg(a)
olur. Kapsamin diger yoniinii gormek igin 7 € rr(a) alahm. rg(a) < rgp.-1.4(a) =
e(z)R[z,xz™ % a] den r € e(z)R[z, 2% a] ve r = e(z)r olacaktir.Bu da r = egr yani
r € egR yi gerektirir.Boylece rr(a) < egR ve rg(a) = eyR elde edilir. Simdi
R halkasi bir p.p.-halka kabul edelim. f(z) = aga® + ... + a_jz7 ' + > ja;x’ €
Rlz,z7!; o] alahm. e(z) Rz, ™1 a] = rgp—1.0(f(2)) olacak sekilde B[z, z~1; o de
bir e(x) kare-eg 6gesi bulacagiz. 4.4. Teoremden R nin her kare-eg 6gesi merkezdedir.
Boylece R de bir e = e kare-eg 6gesi (), rr(a;) = eR olacak sekilde vardir.
ae = 0 ve ale) = e den f(x)e = 0 yani e € rpp—1.4(f(2)) ve eRlz,z7 ;0] <
T Riza-150) (f(2)) olur. g(z) = bt +..+b_ja '+ 37" b’ € rppa—1.4(f(2)) alahm.

O zaman f(z)g(z) = 0 olur. R[z,z™';a] Armendariz oldugu igin her i ve j igin
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a;b; = 0 yani her ji¢in b; € (), rr(a;) = eR ve buradan b; = eb; yani g(z) = eg(x)
ve g(z) € eR[z,z™';a] olur. Buradan rpp ,—1.4)(f(2)) < eR[z,27%;a] ve sonug
oarak gy ;1,01 (f(2)) = eR[z,27"; o] olur, bu da ispat: bitirir.

Ornek

Yaridegismeli halkalarin abel olma 6zelligi olmasina ragmen a-yaridegismeli hal-

kalar bu ozelligi saglamiyor. Z tamsayilar halkasi olsun.

a b
R=/{ la,b,c € Z}

halkasini gézoniinde bulunduralim ve a@ : R — R endomorfizmasini su sekilde

tanimlayalim :

a b a 0
(0% =

0 c 0 0

O zaman R « - yaridegismeli halka, «(1) # 1 oldugu kolayca ispatlanir fakat R

abel halka olmaz, ¢linkii:

01 11
01 0 1

ae = %+ ea =

R nin bir [ ideali i¢in a(I) C [ ise @ : R/I — R/I , ala+ 1) = afa) + I

dontigiimiit R/I boliim halkasiin endomorfizmasi olur.
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Asagidaki 6rnekte sunu gosterecegiz: R halkasinin birim olmayan oyle o otomor-
fizmasi varki R nin sifir olmayan bir I 6z ideali i¢in R/I ve I « - yaridegismelidir

fakat R, o - yaridegismeli degildir:

Ornek
F cisim , R = halkast1 , @« : R — R endomorfizmasi su sekilde
0 F

tanimlansin:
a b a —b

o =
0 c 0 ¢
11 0 -1 1 -1

A= , B= € R icin AB = 0 olur. Fakat eER
0 0 0 1 0 1
11 1 -1 0 -1

icin « = # 0 buluruz. Dolayisiyla
0 0 0 1 0 1 00

idealleridir. Bu I, J, K ideallerinin «- yaridegismeli olduklar1 kolayca goriilebilir.

Ayrica R/I = F ve R/J = F halkalarn da tamhk boélgeleri olduklarmdan & -

0 F
yaridegismelidirler. K = icin
0 0
a 0
R/K = + K |a,ceF

boliim halkasi inmig halkadir ve @ dontigimii R/K mimn birim doéntisiimii olur.
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Dolayisiyla R/K ayni zamanda & - yaridegismeli halka olur. R halkasi ve (R, R)
- bimodiilii olan M verilmis olsun. T(R, M) = R & M fizerinde bilinen siradan

toplama iglemi ve agagidaki carpma iglemi tanimlanmis olsun:
(r1,m1)(r2, m2) = (r17r2, rima + my7s)

Bu durumda T'(R, M) ye R nin M tarafindan siradan genislemesi denir. Bu halka,

rom
r € Rvem € M olmak kaydiyla seklinde matrislerin halkasina izomort-
0 r

tur. Simdi R nin a-yaridegismeli halka olmasi durumunda 7'(R, R) nin uygun bir
@ dontigimi vasitasiyla @ - yaridegismeli olup olamayacagi sorusunu arastiralim.
a, R nin bir endomorfizmas1 ve T(R, R) , R nin siradan geniglemesi olsun. & :

T(R,R) — T(R, R)

seklinde tanimlanirsa T'(R, R) nin bir endomorfizmasi olur. T'(R,0), R ye izomorf
oldugundan & nin T'(R, 0) a kisitlanmig halini « ile gosterebiliriz. Agsagidaki érnek-
ten R, a-yaridegismeli halka ise T(R,R) nin a-yaridegismeli halkasi olmasi

gerekmedigini gorebiliriz.

Ornek
a b
R= la,beZ
0 a
a b a —b
halkasinda o : R — R doniisimi, « = olacak sekilde
0 a 0 a

verilen R « - yaridegismeli halkasim1 gozoniinde bulunduralim.
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alalim. O zaman AB = 0 olur. Fakat

-1

1

0 -1

01
0 0

—_

o o O

ogesini aldigimiz zaman

ACa(B) =

o o o O

o o o o

o o o o

]

o o O

£0

o o o O

o o O
o o O

o o O
(@)

o o O

o8

€ T(R,R)

olur. O zaman AT(R, R)a(B) # 0 ve T(R, R) a- yaridegismeli halka olmaz.

4.7. Onteorem

R inmig halka olsun. Eger R, a - yaridegismeli halkaysa T'(R, R), a- yaridegismeli

halka olur .

_fspat

0 a

c d
0 ¢

€ T(R,R) ve AB =0olsun. O zaman ac = 0 ve

ad+bc = 0 olur. R inmis oldugundan ca = 0 olur. Ayrica 0 = ad+bc = c¢(ad+bc) =
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(ca)d + cbe = cbe oldugunda (be)? = 0 ve dolayisiyla be = 0 ve ad = 0 bulunur.
Buradan R a- yaridegismeli oldugundan aRa(c) = 0,bRa(c) = 0 ve aRa(d) = 0.

h k
O zaman herhangi C' = € T(R, R) i¢in
0 h
aha(c) aha(d) 4+ aka(c) + bha(c
ACa(B) = (©) (@) (© (©) =0 € T(R,R)
0 aha(c)

bulunur. Yani

AT (R, R)a(B) = 0 ve boylece T'(R, R) bir a- yaridegismeli halka olur.

4.2. Sonug

R a- kat1 halka olsun. O zaman T'(R, R) a- yaridegismeli halka olur.

4.8. Onteorem

R bir a-Armendariz halka olsun. O zaman agagidakiler gecerlidir:

(a) R nin a, b, ¢ 6geleri ve pozitif n sayis1i ab = 0 ve ac"b = 0 saglarsa o za-
man aca(b) = 0 dir.

(b) R nin a, b, ¢ 6geleri ve pozitif n sayist ab = 0 ve ¢", R nin merkezi ogesi ise
aca(b) = 0 dir.

jspat

f(z) = a(l —cx) ve g(z) = (1 + cx + cx® + ... + " 12" )b alahm. O zaman

ac"b = 0 den f(z)g(x) = 0 ve buradan acb = 0 buluruz. R, a-Armendariz oldugu

i¢in aca(b) = 0 elde edilir. Diger iddia tamimlardan elde edilir.
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4.9. Onteorem

R bir a-Armendariz halka ve a(1) = 1 ise R abel halkadir, yani R nin her kare-eg

eleman1 diger her 0ge ile yer degistirir.

_fspat

R bir a-Armendariz halka ve e? = ¢ ogesini alalm. r € R, a = e, b = 1 —¢
ve ¢ = er(1 — ) almrsa ab = 0, ¢ = 0 dir. Béylece ac®b = 0 olur. 4.8. Onteorem
ve R a-Armendariz oldugu icin aca(b) = 0 buluruz. 4.6. Onteoremden a(e) = e ve
a(b) = a(l—e) den a(b) = 1—e buluruz. Boylece aca(b) = ac(l—e) = ac = 0, yani
er = ere elde edilir. Benzer sekilde her r € R icin re = ere oldugu ispatlanabilir.

Her r € R igin er = re = ere bulunur.

a, R halkasinimn bir homomorfizmasi olsun. a y1 R[z] den R[z] ye « ile gisterecegimiz

ve o> a;x') = > afa;)xt ile tammh bir dontigiime genisletebiliriz.

4.8. Teorem

Mp Armendariz ve a-yar1 degismeli olsun. O zaman M [z]g[y) de a-yar1 degismelidir.
_fspat

m(z) =Y mz' € Mz] ve f(z) =Y a;x' € R[z] ve m(z)f(x) = 0 olsun. M Ar-
mendariz oldugu i¢in m;a; = 0 olur. R a-yar degismeli oldugundan m;Ra(a;) =0
olur. z 6gesi R[z] in merkezi 6gesi oldugu igin m; Ra(a;) = 0 ifadesi = in kuvvetleri

ile sagdan carpilir ve gerekli sonlu toplama islemleri yapilirsa m; R[x]co(a;) = 0 elde

edilir.
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4.4. Onerme

R yerel sonlu bir a-Armendariz halka ve a(1) = 1 olsun. O zaman R a-yaridegismelidir.

fspat

R bir yerel sonlu bir a-Armendariz halka ve a,b € R igin ab = 0 olsun. aRa(b) = 0

oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir » € R alalim. R yerel sonlu halka oldugu icin,

n+k

bir pozitif n sayis1 var ve her n < kigin ™ = r"** olur ¢linkii {r, 7%, 73, ...} yargrubu

n+k __

sonlu olacaktir. Boylece r™ = r = rnpk np2k — nypnk

rh =2k = = prpnk = prpn(ktl

) olur.
h = k+ 1 dersek o zaman rh=Dn = p(h=2npn — p(h=2n(pnyh — p2(h=1n — (p(h=1)n)2
olacagmdan =" kare-eg 6ge olur. 4.9. Onteoremden a-Armendariz halkalar abel

(h=1)m merkezi bir kare-eg 6ge olur. Béylece ar®*H"b = 0 saglanir.

olduklari icin, r
4.8. Onteoremden ara(b) = 0 elde edilir. Burada r, R nin keyfi bir 6gesi oldugugu

i¢in, aRa(b) = 0 olacaktir. Yani R halkas1 yaridegismelidir.
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5. MONOIDE GORE YARIDEGISMELI HALKALAR

Bu béliimde M ile bir monoidi gosterecegiz.Boylece M de her f ve g i¢in fg € M
olan kapali bir islem ve M de her f i¢in ef = fe = f yapan bir e birimi var. Bir R

halkas1 ve bir M monoidi i¢in

RIM]={vy|~: M — R, sonlu tane m € M i¢in vy(m) sifirdan farkh }

monoid halkasini gézoniine alahm. O halde R[M], M den R ye tamimh fonksiyonlar
i¢inde sonlu sayida sifirdan farkli deger alanlarmin toplulugudur. R[M] de islemleri
agagidaki sekilde tanimlanir. Esitlik olarak fonksiyon esitligi, toplama iglemi olarak
fonksiyon toplami, carpma iglemi ve 0, 1 6geleri agagidaki gibi tamimhdir: m,n € M,

7,8 € R[M] olsun.

v = [ ancak ve ancak her m € M igin y(m) = 5(m)
(v + B)(m) = v(m) + B(m)

(vB)(m) = >, = V(@) B(y)

0(m)=0

1(m)=1.

Her v € R[M] fonksiyonu, her m € M igin v(m) = r € R ile tek tiirlii belir-

lidir. Herhangi bir a € R ve bu a ile

Ya: M — R, vu(e) = a, m # e icin y,(m) = 0

ile v, 1,

%D R — R[M]’ ¢(a) = Ya
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ile de ¢ y1 tanimlayalim. O zaman ¢ 1-1 bir halka dontistimiidiir. Bu ¢ yardim
ile R yi R[M] nin bir alt halkasi olarak kabul ederiz. Benzer gekilde herhangi bir

m € M alarak, bu m ile

Y i M — R, ym(m) =1, m # n igin 7y, (n) = 0

ile v,,, vi,

¢ : M — R[M], (m) = vm

ile de ¢ y1 tamimlayalm. O zaman ¢, 1-1 bir monoid doniigtimidir ve ¢(M),
R[M] nin ¢arpim monoidinin bir altmonoididir. Bu ¢ yardimu ile M yi R[M] nin
carpimsal alt monoidi kabul ederiz. R[M] nin her 5 6gesinin, sifirdan farkli degerleri
B(my) = ay, f(me) = ag, ... ,0(my) = a; ise, B(my;) ile m; yi ve [(a;) ile a; yi

ogdesleyerek 8 = S°!_ a;m; bigiminde tektiirlii yazabiliriz.

5.1. Monoid Halkalarinin Yaridegigsme 6zelli§i

Monoid halkalar1 ¢okterimli halkalarin bir genellemesi olarak goriilebilir. Monoid
halkalarinin diger 6zellikleri yaninda yaridegismeli 6zelliklerinin aragtirilmasi gerekir.
Bu yo6nde (35) monoid halkalarimin Armendariz, inmig ve Baer ozellikleri ince-
lenmigtir. Bu béliimde monoid halkalarinin diger bazi 6zellikleri yaninda yaridegisme

ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanim

a,f € R[M] i¢in eger aff = 0 dan aR[M]B = 0 elde edilirse R halkasina M-

yaridegismeli, ya da M ye gore yaridegismeli denir .
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Ornek

3.6. Onermede verilen R halkasimi ve Q, R nin her merkezi ve diizgiin 6gesini
iceren, carpmaya gore kapali bir altkiimesini alirsak R yaridegismelidir ancak ve
ancak Q'R = {a/v | a € R,v € Q} yandegismeli oldugu ispatlanmigtir. Burada
2, R halkasindaki ¢garpma iglemine gore bir monoiddir. Diger taraftan M = {1/v |
v € Q}, Q'R halkasindaki ¢arpma iglemine gore bir monoiddir ve Q'R = R[M]
dir.

Ornek

3.1. Sonugta bir R halkasi icin R[x] yaridegigmelidir ancak ve ancak R[z;z~!]
varidegismeli oldugu gosterilmigtir. Bir taraftan M = {1/2' | i = 0,1,2,3,...}
almirsa M R[z,z~'] halkasindaki garpmaya gore bir monoid olugturur. Diger

taraftan R[x; 27| = R[z][M] olacaktir. Ayrica R[z;z~'] = R[Z] dir.

Ornek

M = (NUO, +) ise herhangi bir R halkas1 i¢in R[M] = R]x] dir.

M bir monoid olsun.Eger M nin herhangi iki bostan farkli ve sonlu A, B C M
kiimelerine karsilik 6yle g € M varsa ve g = ab,a € A,b € B olacak sekilde tek
tiirlii yazilabilirse M ye t.¢.-monoid ( tek tiir carpanli monoid ) denir. Bir serbest
grubun altmonoidler1, sag ya da soldan sirali monoidler t.¢.-monoidlerine 6rnektir-
ler. Bir t.¢c.monoidinde birimden farkli sonlu mertebeden 6ge bulunmasz.

5.1. Uyari

Yaridegigmeli olan fakat Armendariz olmayan R[M] halkalar1 mevcuttur.
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jspat

M = {e,a} ve M de iglemler e birim ve a = a®> ve R = C karmagik sayilar
halkasini alalim. C[M] de a = l.a, f = l.e + (—1)a alahm. O zaman «f = 0 olur.
C[M] degismeli oldugu igin aC[M]3 = 0 olacaktir. C de 1(—1) # 0 oldugu i¢in

C[M] Armendariz yani C,M-Armendariz olamaz.

5.1. Uyarida C yerine, birimli ve birimi sifirdan farkli herhangi bir R halkas1 ve

M de sonlu mertebeli devirli bir monoid alinirsa bu ornek yine gecerlidir.

(M, <) sirali monoid olsun. Her g,¢,h € M icin g < ¢ ise gh < gh’ ve hg < hg'
oluyorsa (M, <) ye kesin sirali monoid denir.Her g,¢ € M icin g < g veya g < g
oluyorsa (M, <) ye kismi sirali monoid denir. M monoid olsun. M nin a ,b, ¢ 6geleri

icin ab = ac den b = ¢ elde edilirse M ye kisaltma monoidi denir.

5.1. Onteorem

Her t.¢.-monoid kisaltma monoididir.

fspat

M bir t.¢.-monoidi olsun. M nin farkh a, b, ¢ 6gelerini alalim. ab # ac y1 gorelim.
Aksini, yani ab = ac kabul edelim. M nin A = {a} ve B = {b,c} alt kiimelerini
g6z oniine alalim. M bir t.¢.-monoidi oldugundan, A da a 6gesi i¢in B de tek bir
oge vardir, bu 6ge b olursa ab de tektir. Boylece ab # ac olacaktir. Bu ise kabul ile
celigir. Boylece a, b, ¢ 6geleri, M nin farkl ogeleri ise ab # ac dir. Yani M kisaltma

monoididir.
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5.1. Onerme

M t.¢.-monoid ve R inmig halka olsun. O zaman R[M] yaridegismeli halka olur.
fspat

a=) " aigi, B=)1" bjhj € R[M] ve afp =0 olsun. Her 4, j i¢in a; R[M]b; = 0
oldugunu ispatlayalim.n ve m’ye gore tiimevarim uygulayalim.n = 1 olsun. O za-
man o = a,g; olur. ( (35), Onteorem 1.1) den i # j i¢in g1b; # ¢1b; olur. Buradan
her j igin a1b; = 0 olur. R yaridegismeli oldugundan a; Rb; = 0. Ayni sekilde m =1
durumunda her ¢ igin a;b; = 0 ve a;Rb; = 0 bulunur. Dolayisiyla a; R[M]b; = 0
ve a;R[M]by = 0. af = 0,a;by = 0 ve R inmig oldugundan b;Ra; = 0 ve
(bra)3 = (b1 D201, @igi)3 = 7%, bijhj = 0. Timevarimdan by a;b; = 0 ve dolayisiyla
a1 R[M]b; = 0. Bu durumda o8 = 0 ise her 4, j i¢in a;R[Mb; = 0 olur.

5.1. Sonug

M kesin sirali monoid ve R inmig halka olsun. O zaman R[M] yardegismeli

halka olur.

fspat

Her kesin sirali monoid t.¢.-monoid oldugundan ispat agiktir.

5.2. Sonug

M = (NUO0, +) alalim. O zaman R inmis halka olarak alinirsa, RM- yaridegismelidir

ancak ve ancak R yaridegismelidir.
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fspat

R, M-yaridegismeli halka ise M ye bagh olmadan R yaridegismelidir. R inmis
halka olsun. Bu durumda R[M] halkas1 R[z]| ¢okterimliler halkasima izomorf olur
¢linkii M = (NUO,+) ile R[z] halkasimn M’ = {z* : ¢ = 0,1,2,...} monoidleri

izomorfturlar. 3.1. Onermeden R[M] yaridegigmeli halka olur.
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