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MART 2006

ANKARA





iii
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ÖZET

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmuştur. Birinci bölüm giriş kısmına

ayrılmıştır. İkinci bölüm sonraki bölümlerde kullanılacak kavramlara

ve önbilgilere ayrılmıştır. Üçüncü bölümde yarıdeğişmeli halka ve

modüllerin özellikleri araştırılmıştır. Dördüncü bölümde halkanın

dönüşümüne bağlı yarıdeğişmeli halka ve modüller incelenmiştir. Beşinci

bölümde ise monoid halkasının yarıdeğişmeli olması ile ilgili sonuçlar elde

edilmiştir.
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İÇİNDEKİLER
Sayfa
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1. GİRİŞ

Bu çalışmada R halkası birimli ve birleşmeli, modüller birimli sağ R-modül kabul

edilecektir. M bir modül ve α, R nin kendi içine bir halka dönüşümü olsun. M

nin m ∈ M ve r ∈ R için mr = 0 dan mRr = 0 elde edilirse M ye yarıdeğişmeli

modül, M nin her m ∈ M ve r ∈ R için mr = 0 dan mRα(r) = 0 elde edilirse

M ye α-yarıdeğişmeli modül diyeceğiz. Burada R halkası kendi üzerinde sağ modül

olarak yarıdeğişmeli ya da α-yarıdeğişmeli modül ise R ye yarıdeğişmeli ya da α-

yarıdeğişmeli halka diyeceğiz. α dönüşümü kullanılarak α-yarıdeğişmeli modül ve

halka kavramları araştırılacak ve bu halka sınıflarının diğer özellikleri yanında α-

Armendariz, α-katı, Baer, Quasi-Baer halkalar ile ilgileri incelenecektir.

Giriş ve temel kavramlar verildikten sonra bu tez çalışmasının üçüncü bölümünde

yarıdeğişmeli halkalar tanımlanacak ve onlarla ilgili önemli ve ilginç özellikler

irdelenecektir. Yarıdeğişmeli halkaların Armendariz halkaları ile olan bağlantıları,

onların ne zaman aynı ve ne zaman farklı olduklarını gösteren örnek ve teoremlerle

pekiştirilecektir.

Dördüncü bölümde dönüşüme bağlı olan α−yarıdeğişmeli halka ve modüllerin genel

özellikleri ile beraber Baer ve benzeri halka ve modüllerle onların bağlantıları ele

alınacaktır.

Beşinci bölümde ise halkaların yarıdeğişmeli özelliklerinin çokterimli halkalardaki

davranışının nasıl olduğu sorusu araştırılacaktır. Bunun için M bir monoid ve R

bir halka olmak üzere R[M ] monoid halkasından hareketle M nin ve R halkasının

yapılarına göre R[M ] halkasının yarıdeğişmeli özelliğini araştıracağız. R[M ] halkası

R bileşenli çokterimliler halkasının genel halidir. Bu yöndeR halkası yarıdeğişmelidir

ancak ve ancak R[M ] yarıdeğişmelidir özelliği ispatlanacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu çalışmamızda R halkasını birleşmeli ve birimli halka olarak kabul edeceğiz. R

halkasının boştan farklı X altkümesi için

rR(X) = {r ∈ R | Xr = 0}

lR(X) = {r ∈ R | rX = 0}

kümelerini sırayla X kümesinin R içindeki sağ sıfırlayanı ve sol sıfırlayanı olarak

kabul edeceğiz. Çalışmamız boyunca aksi söylenmedikçe α dönüşümünü her zaman

α : R −→ R halka homomorfizması olarak kabul edeceğiz ve aksi söylenmedikçe

α, α(1) = 1 şartının sağlamasını gerektirmeyen bir dönüşüm olacaktır. 1 veya id

ile R nin birim dönüşümünü ve δ ile R nin bir α - türevini göstereceğiz, yani her

r, s ∈ R için

δ(r + s) = δ(r) + δ(s)

δ(rs) = δ(r)α(s) + α(r)δ(s)

şartlarını sağlayan bir δ : R→ R fonksiyonunu kabul edeceğiz.

R bir C∗-cebir olsun. R nin bir p öğesi p = p2 = p∗ şartını sağlarsa p ye izdüşüm

denir. Her öğesinin sağ sıfırlayanı bir izdüşüm ile üretilen halkaları Rickart (33)

inceledi ve bu tür halkalara Rickart halkalar denildi. Bu kavramı Kaplansky (18)

AW*-cebirlerine genişletti .R, C∗-cebirinin her boş olmayan alt kümesinin sıfırlayanı

bir izdüşüm ile üretilirse R ye AW*-cebir denir. AW*-cebir kavramları tamamen

fonksiyonel analiz kavramlarıdır. Zaman içinde bu kavramlar cebir yönünde

genelleştirildiler. Sıfırdan farklı nilpotent elemanı olmayan R halkasına inmiş halka

denir. Her kare-eş öğesi merkezcil olan halkaya ise Abel halka denmektedir. Her

değişmeli halka abeldir. Kaplansky (18) Baer halkalarını tanımladı ve bu hal-
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kaların yapılarını inceledi. Her boştan farklı altkümesinin sağ sıfırlayanı bir kare-

eş(idempotent) öğe tarafından üretilen halkaya Baer halka denildi. Clark (8), quasi-

Baer halka tanımını verdi. Her sağ idealinin sağ sıfırlayanı bir kare-eş öğesi tarafından

üretilen R halkasına quasi-Baer halkası denir. Her Baer halka quasi-Baer halkadır.

Birkenmeier, Kim ve Clark (4) quasi-Baer halkaları p.q.-Baer halkalara genişlettiler.

Tanım: Her temel sağ(ya da sol) idealinin sıfırlayanı bir kare-eş öğe tarafından

üretilen R halkasına sağ(ya da sol) p.q.-Baer halkası denir. Hem sağ, hem de sol

p.q.-Baer halkasına p.q.-Baer halka denir.

Tanım: Herhangi elemanının sağ (sol) sıfırlayanı bir kare-eş (idempotent) öğe tarafından

üretilen R halkasına sağ (sol) p.p. halka denir.

2.1. Halka ve Modül Genişlemeleri

Aşağıdaki halkaları gözönünde bulunduralım:

R[x] =

{
n∑

i=0

aix
i : ai ∈ R, n ∈ N

}
[2.1]

R[[x]] =

{
∞∑
i=0

aix
i : ai ∈ R

}
[2.2]

R[x, x−1] =

{
t∑

i=−s

aix
i : s, t ∈ N, ai ∈ R

}
[2.3]

R[[x, x−1]] =

{
∞∑

i=−s

aix
i : s ∈ N, ai ∈ R

}
[2.4]

R[x, α] =

{
n∑

i=0

aix
i : ai ∈ R, n ∈ N

}
[2.5]

sırasıyla bunlar R bileşenli x bilinmeyenli çokterimliler halkası, üstel seriler halkası,

Laurent çokterimliler halkası, Laurent üstel çokterimliler halkası ve çarpık sağ üstel

çok terimliler halkası olarak adlandırılmışlardır.R[x, α] da işlemler çokterimlilerdeki
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bilinen eşitlik ve toplama işlemleri gibi tanımlanarak, ek olarak çarpma işlemi

aşağıdaki şekilde tanımlıdır:

xr = α(r)x.

R[x, α, δ] =

{
n∑

i=0

aix
i : ai ∈ R, n ∈ N

}
[2.6]

halkasında ise δ, R de α ya bağlı türev, yani her a, b ∈ R için δ(ab) = α(a)δ(b) +

δ(a)b olacak şekilde alınmaktadır. R[x, α, δ] ya, R nin Ore genişlemesi ya da çarpık

çokterimliler halkası denir. R[x, α, δ] da çokterimlilerdeki bilinen eşitlik ve toplama

işlemlerine ek olarak çarpma işlemi:

xr = α(r)x+ δ(r)

kuralına bağlı, diğer işlemler ise çok terimliler halkasındakilerle aynı olarak kabul

edilmektedir.

M bir sağ R modül olsun. Halkalarda olduğu gibi M nin de modül genişlemeleri

aşağıdaki şekillerde tanımlanmıştır:

M [x;α] =

{
s∑

i=0

mix
i : s ≥ 0,mi ∈M

}
[2.7]

M [[x;α]] =

{
∞∑
i=0

mix
i : mi ∈M

}
[2.8]

M [x, x−1;α] =

{
t∑

i=−s

mix
i : s ≥ 0, t ≥ 0,mi ∈M

}
[2.9]

M [[x, x−1;α]] =

{
∞∑

i=−s

mix
i : s ≥ 0,mi ∈M

}
[2.10]

Bunlar toplamaya göre değişmeli grupturlar. Bu modüllerde skaler işlemleri şu
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şekilde tanımlanır: M [x;α], R[x;α] üzerinde aşağıdaki skalar çarpma işlemine göre

modül olur: m(x) =
s∑

i=0

mix
i ∈M [x;α] ve f(x) =

t∑
j=0

ajx
j ∈ R[x;α] için

m(x)f(x) =
s+t∑
k=0

(∑
i+j=k

miα
i(aj)

)
xk [2.11]

Benzer şekilde M [[x;α]], R[[x;α]] üzerinde benzer çarpımla sağ modül olur. M [x;α]

ya M nin çarpık genişlemesi ve M [[x;α]] ya da M nin çarpık üstel seri genişlemesi

denir. Ot(R) ile R nin otomorfizma dönüşümlerini gösterelim ve α ∈ Ot(R) ise,

o zaman M [[x, x−1;α]] yı R[[x, x−1;α]] üzerinde ve M [x, x−1;α] yı da R[x, x−1;α]

üzerinde yukarıda tanımlanan (2.9) ya benzer bir işlem ile modül yapan skalar

çarpma işlemi tanımlanabilir. Bu işlemle M [x, x−1;α] modülüne M nin çarpık Lau-

rent çokterimli genişlemesi veM [[x, x−1;α]] ya daM nin çarpık Laurent üstel seriler

genişlemesi denir.

2.2. Armendariz ve α-Armendariz Halkalar ve Modüller

Armendariz halkalar ilk defa Rege ve Chhawchharia (32) tarafından geniş bir şekilde

araştırılmıştır. Onlar E. Armendarizin R nin bir inmiş halka olması durumunda

f(x) =
∑
aix

i, g(x) =
∑
bjx

j ∈ R[x] ve f(x)g(x) = 0 dan her i ve j için

aibj = 0 olduğunu ispatlamış olmasına dikkat çekerek başka hangi halkaların bu

şartı sağladığını araştırdılar ( (3),Lemma 1). Bundan böyle bu şartı sağlayan hal-

kalara Armendariz halkalar denmektedir. Anderson ve Camillo (1), R herhangi bir

halka olmak üzere, ”R Armendarizdir ancak ve ancak R[x] çokterimliler halkası

Armendarizdir” olduğunu ispatladılar ve Armendariz halka tanımını modüllere

taşıdılar. Ayrıca onlar Armendariz modül tanımını her m(x) =
∑s

i=0mix
i ∈M [x]

ve f(x) =
∑t

j=0 ajx
j ∈ R[x] ve m(x)f(x) = 0 den her i ve j için miaj = 0

oluyorsa M ye Armendariz modül olarak vermişlerdir.
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Armendariz modül kavramını Lee ve Zhou α yı ekleyerek genelleştirdiler (26):

Bir MR modülü aşağdaki koşulları sağlarsa MR ye α-Armendariz modül denir:

(a) m ∈ M ve a ∈ R için ma = 0 dır ancak ve ancak mα(a) = 0 dır. (b)

m(x) =
∑s

i=0mix
i ∈ M [x] ve f(x) =

∑t
j=0 ajx

j ∈ R[x] ve m(x)f(x) = 0 ise her i

ve j için miα
i(aj) = 0 dır. Böylece M modülü Armendarizdir ancak ve ancak M

1-Armendarizdir. RR modülü Armendariz modül ise R ye Armendariz halka, eğer

RR modülü α-Armendariz modül ise R ye α-Armendariz halka denir. Örneğin R

Armendariz halkadır ancak ve ancak f(x) =
s∑

i=0

aix
i ∈ R[x], g(x) =

t∑
j=0

bjx
j ∈ R[x]

ve f(x)g(x) = 0 olması durumunda her i ve j için aibj = 0 dır. R[[x]] halkası Ar-

mendariz olan bir R halkasına üstel serili Armendariz halka denir (Bkz. (21)). Bir

MR modülü aşağıdaki koşulu sağlarsa MR ye α-çarpık Armendariz modül diyeceğiz:

m(x) =
s∑

i=0

mix
i ∈ M [x;α] ve f(x) =

t∑
j=0

ajx
j ∈ R[x;α] ve m(x)f(x) = 0 ise her i

ve j için miα
i(aj) = 0 dır.RR modülü α-çarpık Armendariz modül ise R halkasına

α-çarpık Armendariz halka denir. α-çarpık Armendariz halkalar detaylı olarak in-

celenmişlerdir (14):

2.1. Teorem

α, R halkasının bir dönüşümü, α(1) = 1 ve R α-yarıdeğişmeli ve M , α-çarpık

Armendariz modül olsun. O zaman M bir Baer modüldür ancak ve ancak M [x, α]

bir Baer modüldür.

2.2. Teorem

α, R halkasının bir dönüşümü, α(1) = 1 ve R α-yarıdeğişmeli ve M α-çarpık

Armendariz modül olsun. O zaman M bir p.p.-modüldür ancak ve ancak M [x, α]

bir p.p.-modüldür.
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2.3. Teorem

α, R halkasının bir dönüşümü, α(1) = 1 ve R α-yarıdeğişmeli ve R, α-çarpık

Armendariz olsun. O zaman R bir Baer halkadır ancak ve ancak R[x, ;α] bir Baer

halkadır.

2.4. Teorem

α, R halkasının bir dönüşümü, α(1) = 1 ve R α-yarıdeğişmeli ve R α-çarpık Ar-

mendariz olsun. O zaman R bir sağ p.p. halkadır ancak ve ancak R[x, ;α] bir sağ

p.p. halkadır.

MR sağ modülünde aşağıdaki şartlar sağlansın: (a) m ∈ M ve a ∈ R, ma = 0

ise mR ∩ Ma = 0 ve (b) m ∈ M ve a ∈ R için ma = 0 dır ancak ve ancak

mα(a) = 0 dır. O zaman MR ye α-inmiş modül denir. RR, 1-inmiş modüldür ancak

ve ancak R inmiş halkadır. a ∈ R için aα(a) = 0 dan a = 0 elde edilirse R halkasına

α-katı halka denir.

Aşağıdaki önerme konumuz açısından önem arzetmektedir.

2.1. Önerme

Her α-katı halka inmiş halkadır.

İspat

R, bir α-katı halka ve a ∈ R için a2 = 0 olsun. O zaman aα(a)α(aα(a)) =

aα(a2)α2(a) = 0. Böylece aα(a) = 0 dır. R, α-katı olduğundan a = 0 bulunur.
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2.2. Önerme

R halkası bir α-katı halka olsun. O zaman Ore genişleme halkası olan R[x, α; δ]

bir Armendariz halkadır, yani f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x, α; δ] için

f(x)g(x) = 0 dır ancak ve ancak her 1 ≤ i ≤ n ve 1 ≤ j ≤ m için aibj = 0 dır.

İspat

Bkz. ( (12), sayfa 219 ).

2.3. Baer ve Quasi-Baer Modüller

2.1. Tanım:

MR sağ modulü verilmiş olsun.

(1) M nin boştan farklı herhangi X altkümesi için rR(X) = eR, e2 = e ∈ R

şartı sağlanıyorsa M ye bir Baer modül denir.

(2) M nin her N altmodülü için rR(N) = eR, e2 = e ∈ R şartı sağlanıyorsa M ye

bir quasi-Baer modül denir.

(3) Her m ∈M için rR(mR) = eR, e2 = e ∈ R şartı sağlanıyorsa M ye bir p.q.-Baer

modül denir.

(4) Her m ∈M için rR(m) = eR, e2 = e ∈ R şartı sağlanıyorsa M ye bir p.p.-modül

denir.

RR modülü Baer (quasi-Baer, p.q.-Baer, p.p.-) modül olan halkaya Baer (quasi-

Baer, p.q.-Baer, p.p.-) halka denir. R halkası p.p.-halkadır ancak ve ancak her el-

emanın sağ sıfırlayanı dik toplanandır ancak ve ancak her elemanın sağ sıfırlayanı

bir kare-eş eleman tarafından üretilir.
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Aşağıdaki tanımda R bir halka, M ise sağ ve sol R-modül kabul edilecektir.

2.2. Tanım

T (R,M) = R ⊕M üzerinde bilinen sıradan toplama işlemi ve aşağıdaki çarpma

işlemi tanımlanmış olsun:

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2)

Bu durumda T (R,M) ye R nin M tarafından sıradan genişlemesi denir. Bu halka,

r ∈ R ve m ∈M olmak kaydıyla

 r m

0 r

 şeklinde matrislerin halkasına izomorf-

tur. Ayrıca biz bu çalışmamızda Tn(R) ile R üzerinden nxn tipinde üst üçgen

matrislerinin halkasını göstereceğiz.
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3. YARIDEĞİŞMELİ HALKALAR VE MODÜLLER

Bu bölümde yarıdeğişmeli modül kavramını tanımlayarak onların yapılarını in-

celeyeceğiz. Böylece yarıdeğişme kavramı halkalardan modüllere genelleşmiş ola-

caktır.

3.1. Yarıdeğişmeli ve Armendariz Modüller

Herhangi elemanının sağ sıfırlayanı ideal ise R halkasına yarıdeğişmeli halka de-

nilse de genel olarak bu tanıma denk olan aşağıdaki tanım kabul görmekte ve

kullanılmaktadır.

3.1. Tanım

R halkasında her a,b ∈ R için ab = 0 durumunda aRb = 0 elde edilirse R ye

yarıdeğişmeli halka denir.

Yarıdeğişmeli halka kavramını ilk olarak Shin (34) ortaya atmış, daha sonra Nar-

bone, (30) incelemeye devam etmiştir. Yarıdeğişmeli halkalar (22), (34)

de araştırılmıştır. Aşağıda her inmiş halkanın yarıdeğişmeli ve her yarıdeğişmeli

halkanın abel olduğu ispatlanacaktır. Ayrıca her inmiş halka üstel serili Armendariz

halkadır ve her üstel serili Armendariz halka yarıdeğişmelidir (bkz. (21, Lemma

2.3)).

3.2. Tanım

Her m ∈ M,a ∈ R için ma = 0 ise mRa = 0 oluyorsa M ye yarıdeğişmeli modül

denir.
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3.1. Önerme

Aşağıdaki ifadeler her zaman geçerlidir:

(a) Her inmiş halka yarıdeğişmeli halkadır.

(b) R yarıdeğişmeli halkası Armendariz halka ise R[x] yarıdeğişmelidir.

İspat

a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Her r ∈ R için axb = 0 olduğunu gösterelim. Bu

durumda (ba)2 = baba = 0 ve R inmiş halka olduğundan ba = 0 buluruz ve böylece

(arb)2 = 0 = arb bulunur. O zaman R yarıdeğişmelidir.

Diğer iddiayı göstermek için f(x), g(x) ∈ R[x] ve f(x)g(x) = 0 alalım. h(x) =
t∑

k=0

ckx
k ∈ R[x] öğesini alalım. R Armendariz halka ve f(x)g(x) = 0 olduğundan

her i ve j için aibj = 0 olur. R yarıdeğişmeli olduğundan her i, j ve k için aickbj = 0

olur. Buradan f(x)h(x)g(x) = 0 olur, yani R[x] yarıdeğişmelidir.

Örnek

Her yarıdeğişmeli halkanın bir inmiş halka olmadığını bir örnekle gösterebiliriz.

Her n doğal sayısı için Z/nZ yarıdeğişmeli halkadır. Fakat n sayısı kare - bağımsız

doğal sayı değilse Z/nZ inmiş halka olmaz. Z/nZ değişmeli halka olduğundan

yarıdeğişmeli olduğu açıktır. n = pe1
1 p

e2
2 ...p

en
n kare - bağımsız olmayan doğal sayı

olsun. Burada i = 1, ..., n için pi ler değişik asal sayılar, ei ∈ N+ dır. n kare -

bağımsız olmadığından en az bir i için ei > 1 olur. O zaman pe1−1
1 pe2−1

2 ...pen−1
n

2
= 0̄

olur. Fakat pe1−1
1 pe2−1

2 ...pen−1
n 6= 0̄ olduğundan biz, böylece Z/nZ nin inmiş halka

olmadığını görmüş oluruz.
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Not

R[x] in yarıdeğişmeli olması durumunda R nin de yarıdeğişmeli olması R ⊂ R[x]

olduğundan açıktır. Fakat tersinin her zaman doğru olmadığını aşağıdaki örnekten

görebiliriz.

Örnek

Z2 cismini ele alalım.A = Z2[a0, a1, a2, b0, b1, b2, c] ise değişmeli olmayan, bilin-

meyenleri a0, a1, a2, b0, b1, b2, c olarak alınan, Z2 üzerinden katsayılı, sabit terimi

sıfır olan polinomların serbest cebiri (free algebra) olsun. Dikkat edilirse A nın bir-

imi olmayan bir halka olduğu görülebilir. Z2 +A nın I ideali a0b0, a1b2 +a2b1, a0b1 +

a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, a2b2, a0rb0, a2rb2, (a0 + a1 + a2r(b0 + b1 + b2) ve r1, r2, r3, r4

elemanlarından üretilmiş olsun. Burada r1, r2r3, r4 ∈ A. O zaman A4 ⊂ I olduğu

görülür. R = (Z2 +A)/I alalım. O zaman (a0 + a1x+ a2x
2)(b0 + b1x+ b2x

2) ∈ I[x],

fakat (a0+a1x+a2x
2)c(b0+b1x+b2x

2) elemanı I[x] te olmaz çünkü a0cb1+a1cb0 el-

emanı I da değil. Buradan R[x] yarıdeğişmeli olmaz. R nin yarıdeğişmeli olduğunu

gösterelim. a0, a1, a2, b0, b1, b2, c bilinmeyenlerinin herhangi çarpımına tekli (mono-

mial) denir. n tane üretenin çarpımından oluşan teklisine n dereceli α teklisi diye-

lim . Hn,Z2 üzerinden derecesi n olan teklilerin tüm doğrusal kombinasyonlarının

kümesi olsun. Hn, her n için sonlu ve R nin I idealı homojen olur. ( Yani
∑s

i=1 ri ∈

I, ri ∈ Hi ise ri ∈ I).

1.İddia : Eğer f1g1 ∈ I, f1, g1 ∈ H ise her r ∈ Z2 + A için f1rg1 ∈ I olur.

I nin tanımından aşağıdaki durumları gözönünde bulundurmamız yeterli olacaktır:

(1) f1 = a0, g1 = b0; (2) f1 = a2, g1 = b2 veya f1 = a0 + a1 + a2, g1 = b0 + b1 + b2

durumu. I’nin tanımını kullanırsak ispat tamamlanmış olur.
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2. İddia : Eğer f, g ∈ A için fg ∈ I ise her r ∈ Z2 + A için f1rg1 ∈ I olur.

f1, g1, r1 ∈ H1, f2, g2, r2 ∈ H2, f3, g3, r3 ∈ H3 ve f4, g4, r4 ∈ I için f = f1 + f2 +

f3 + f4, g = g1 + g2 + g3 + g4, r = r1 + r2 + r3 + r4 olsun. Her i ≥ 4 için Hi ⊆ I

olduğu açıktır. O zaman frg = f1r1g1 + h olacak şekilde h ∈ I vardır. fg ∈ I ve

I homojen olduğundan f1g1 ∈ I olur ve 1. iddiadan f1, r1, g1 ∈ I olur. Dolayısıyla

frg ∈ I bulunur.

R nin yarıdeğişmeli olduğunu görmek için y, z ∈ Z2+A için yz ∈ I ise her r ∈ Z2+A

için yrz ∈ I olmasıdır. İkinci iddianın da yardımıyla aşağıdaki hesaplamaları ya-

pabiliriz. α, β ∈ Z2 ve y
′
, z

′ ∈ A için y = α + y
′
, z = β + z

′
olsun. O zaman

αβ + αz
′
+ y

′
β + y

′
z
′
= yz ∈ I olduğundan α = 0 veya β = 0 olur. α = 0 kabul

edersek y
′
β + y

′
z
′ ∈ I olur. β = 0 ise I homojen ve β ∈ Z2 olduğundan y

′ ∈ I

bulunur. Dolayısıyla her r ∈ Z2 +A için yrz = y
′
rz ∈ I olur. β = 0 durumunda da

benzer şekilde gösterilir. Böylece R yarıdeğişmeli halka olur.

Yarıdeğişmeli halkaların alt halkaları ve dik çarpımlarının, dolayısıyla diktoplam-

larının yarı-değişmeli oldukları kolayca görülebilir. Yarı-değişmeli halkaların bölüm

halkalarının, genişlemelerinin, sıradan genişlemeleri ve matris halkalarının yarı-

değişmelilik özelliğini korumadığına dair örneklere bakalım.

Örnek

I, R yarıdeğişmeli halkasının bir ideali ise R/I yarıdeğişmeli olmayabilir. D bir

bölüm halkası ve x,y de D üzerinde değişmeli olmayan bilinmeyenler olmak üzere

R = D[x, y] çokterimliler halkasını ve R nin I = (x2) idealini alalım. R̄ = R/I

halkasında x̄ = x + I ise x̄x̄ = 0̄ dır. Fakat x ve y yer değiştirmedikleri, yani

xy 6= yx olduğu, için x̄ȳx̄ 6= 0̄ yani x̄R̄x̄ 6= 0̄ ve böylece R̄ = R/I yarıdeğişmeli

olmaz.
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Örnek

S birimli herhangi bir halka ( ya da inmiş halka ) ve R, S üzerinde 2 × 2 tüm

( ya da üst üçgen ) matrisler halkası ise R yarıdeğişmeli olamaz. Yarıdeğişmeli her

halkanın alt halkası da yarıdeğişmeli olduğu için S halkası üzerindeki üst üçgen ma-

tris halkalarının yarıdeğişmeli olamayacağını görmek yetecektir. eij ler (i, j) bileşeni

1 ve diğer bileşenleri sıfır olan matris birimlerini göstersin. O zaman e11e22 = 0 dır.

Fakat 0 6= e12 ∈ e11Re22 dan R yarıdeğişmeli olamaz.

Örnek

R halkasının bir I ideali için , I ve R/I yarıdeğişmeli halkalar ise R yarıdeğişmeli ol-

mayabilir. F bölüm halkası, R =

 F F

0 F

 üst üçgen matris halkası olsun. R nin

yarıdeğişmeli halka olmadığı kolaylıkla görülebilir. R nin sıfırdan farklı her I ideali

için R/I ve I nin yarıdeğişmeli olduğunu gösterelim. R nin sıfırdan farklı öz idealleri

 F F

0 0

 ,

 0 F

0 F

,

 0 F

0 0


dir. Önce

I =

 F F

0 0


alalım. O zaman R/I ∼= F izomorf ve dolayısıyla da R/I halkası yarıdeğişmeli

olur.

 a b

0 0

 c d

0 0

 = 0 olsun. Buradan

 ac ad

0 0

 = 0, yani ac = 0 = ad

olur. Eğer a = 0 ise her e, f ∈ F için
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 a b

0 0

 e f

0 0

 c d

0 0

 = 0

Eğer a 6= 0 ise c = d = 0 ve aynı sonuç bulunur. Dolayısıyla I yarıdeğişmeli olur.

J =

 0 F

0 F

 olsun. Aynı yöntemle J ve R/J yarıdeğişmeli bulunur. Son olarak

K =

 0 F

0 0

 olsun. O zaman R/K ∼= F ⊕ F ve dolayısıyla R/K yarıdeğişmeli

olur. Ayrıca K2 = 0 olması K nın yarıdeğişmeli olmasını verir.

3.2. Önerme

R nin bir I idealı için R/I yarıdeğişmeli halka olsun. Eğer I inmiş halkaysa R

yarıdeğişmeli olur.

İspat

a, b ∈ R ve ab = 0 olsun. O zaman bIa ⊆ I ve (bIa)2 = bIabIa = 0 olduğunda bIa =

0 ve ayrıca R/I yarıdeğişmeli olduğundan aRb ⊆ I olur. ((aRb)I)2 = aRbIaRbI =

aR(bIa)RbI = 0olduğundan aRbI = 0 ve dolayısıyla (aRb)2 ⊆ aRbI = 0 dan

(aRb)2 = 0 bulunur. Fakat aRb ⊆ I olduğundan aRb = 0, yani R yarıdeğişmeli

olur.

3.1. Önteorem

R bir Armendariz halka olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir:

(a) a,b,c ∈ R ve n ∈ N+ için ab = 0 ise acnb = 0 sağlanırsa acb = 0 dır.

(b) a,b,c ∈ R ve n ∈ N+ için ab = 0 ve cn, R nin merkezi öğesi ise acb = 0 dır.
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İspat

Bkz. (15, Lemma 7).

3.2. Önteorem

Her Armendariz halka abel halkadır, yani R nin her kare-eş elemanı diğer her öğe

ile yer değiştirir.

Bkz. (15, Sonuç 8).

Aşağıda vereceğimiz 3.3. Önerme, (15) de ispatlanmıştır. Bütünlüğü sağlamak ve

dördüncü bölümde bu özelliği α-yarıdeğişmeli halkalara genelleştireceğimiz için bu-

rada ispatını tam olarak veriyoruz. Bir R halkasının her sonlu alt kümesi sonlu bir

yarı-grup üretirse R ye yerel sonlu halka denir.

3.3. Önerme

Yerel sonlu bir Armendariz halkası yarıdeğişmelidir.

İspat

R bir yerel sonlu halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. aRb = 0 olduğunu göstereceğiz.

Herhangi bir r ∈ R alalım. R yerel sonlu halka olduğu için, bir pozitif n sayısı var

ve her n ≤ k için rn = rn+k olur çünkü {r, r2, r3, ...} yarıgrubu sonlu olacaktır.

Böylece rn = rn+k = rnrk = rnr2k = ... = rnrnk = rnrn(k+1) olur. h = k + 1 dersek

o zaman r(h−1)n = r(h−2)nrn = r(h−2)n(rn)h = r2(h−1)n = (r(h−1)n)2 olacağından

r(h−1)n kare-eş öğe olur. 3.2. Önteoremden Armendariz halkalar abel oldukları için,

r(h−1)n merkezi bir kare-eş öğe olur. Böylece ar(h−1)nb = 0 sağlanır. 3.1. Önteorem-
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den arb = 0 elde edilir. Burada r, R nin keyfi bir öğesi olduğuğu için aRb = 0

olacaktır. Yani R yarıdeğişmelidir.

3.4. Önerme

Her yarıdeğişmeli halka abel halkadır.

İspat

e2 = e ∈ R kare-eş öğesi için e(1 − e) = 0 = (1 − e)e yazabiliriz. R yarıdeğişmeli

olduğundan e(1− e) = 0 ise ex(1− e) = 0, yani

ex = exe [3.1]

ve ayrıca (1− e)e = 0 ise (1− e)xe=0, yani

xe = exe [3.2]

Eş.3.1 ve Eş.3.2 den xe = ex bulunur. Dolayısıyla R abel halkadır.

Örnek

3.4. Önermenin tersi her zaman doğru değildir. Bunu örnekle gösterelim. Z tam-

sayılar halkası olmak üzere

R =


 a b

c d

 |a, b, c, d ∈ Z, a− d ≡ b ≡ c ≡ 0(mod2)


halkasını gözönüne alalım. Bu halkada kare-eş öğeler sadece
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 0 0

0 0

 ,

 1 0

0 1


öğeleridir. O zaman R abelyen olur. Fakat

 0 2

0 0

 ∈ R için

 0 2

0 0

 0 2

0 0

 = 0

olacaktır, oysa biz R halkasından

 0 0

2 0

 ∈ R öğesini aldığımızda

 0 2

0 0

 0 0

2 0

 0 2

0 0

 =

 0 8

0 0

 6= 0

bulmuş oluruz. Dolayısıyla R halkası yarıdeğişmeli değildir.

3.5. Önerme

MR Armendariz modülü yarıdeğişmeli olsun. O zamanM [x]R[x] modülü yarıdeğişmeli

olur.

İspat

m(x) = m0 + m1x + ... + mtx
t ∈ M [x] ve f(x) = a0 + a1x + ... + asx

s ∈ R[x]

için m(x)f(x) = 0 olsun. g(x) = b0 + b1x + ... + brx
r ∈ R[x] alalım. MR Armen-

dariz olduğundan her i = 0, ..., t ve j = 0, ..., s için miaj = 0 bulunur. Ayrıca

MR yarıdeğişmeli olduğundan her k = 0, ..., r için mibkaj = 0 bulunur. Böylece

m(x)g(x)f(x) = 0, yani M [x]R[x] in yarıdeğişmeli olduğu elde edilir.

3.6. Önerme ve 3.1. Sonucun ispatları (15) de verilmiştir. Bölümle bütünlüğü
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sağlamak ve beşinci bölüme birer örnek olmaları sebebi ile ispatlarını burada tekrar

vereceğiz.

3.6. Önerme

R bir halka ve Ω, R nin her merkezi ve düzgün öğesini içeren, çarpmaya göre

kapalı bir altkümesi olsun. O zaman R yarıdeğişmelidir ancak ve ancak Ω−1R

yarıdeğişmelidir.

İspat

Yarıdeğişmeli halkaların alt halkaları da yarıdeğişmeli olduğundan ”gereklidir” kısmını

yapmamız yeterli olacaktır. α = u−1a, β = v−1b, u, v ∈ Ω ve a, b ∈ R için αβ = 0

olsun.Ω kümesi R’nin merkezi tarafından kapsandığından 0 = αβ = u−1av−1b =

(u−1v−1)ab = (uv)−1ab ve dolayısıyla ab = 0 bulunur. Buradan her r ∈ R için

arb = 0 olur, çünkü R yarıdeğişmelidir. Şimdi γ = w−1r, w ∈ Ω, r ∈ R için

αγβ = (uwv)−1arb = (uwv)−10 = 0 olur. Dolayısıyla Ω−1R yarıdeğişmelidir.

3.1. Sonuç

Bir R halkası için R[x] yarıdeğişmelidir ancak ve ancak R[x;x−1] yarıdeğişmelidir.

İspat

R[x] yarıdeğişmeli olsun. Ω = {1, x, x2, ...} alırsak Ω, R[x]’in çarpmaya göre ka-

palı altkümesi olur. R[x;x−1] = Ω−1R[x] olduğundan 3.6. Önermeden R[x;x−1]

yarıdeğişmeli olur. Bir yarıdeğişmeli halkanın alt halkaları da yarıdeğişmeli

olduğundan diğer yön açıktır.
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Örnek

Armendariz olmayan fakat yarıdeğişmeli olan halkalar mevcuttur.

R = T (Z8,Z8) =


 a b

0̄ a

 |a, b ∈ Z8


halkasını gözönüne alalım.

f(x) =

 4̄ 0̄

0̄ 4̄

+

 4̄ 1̄

0̄ 4̄

x alırsak (f(x))2 = 0 olur. Fakat

 4̄ 0̄

0̄ 4̄

 ·
 4̄ 1̄

0̄ 4̄

 =

 0̄ 4̄

0̄ 0̄

 6= 0 olduğundan R Armendariz değildir. R

nin değişmeli olmasından yarıdeğişmeli olduğu anlaşılır.

Örnek

Yarıdeğişmeli olmayan fakat Armendariz olan halkalar mevcuttur. F cisim ve A =

F [a, b, c], F üzerinde ve a, b, c değişkenleri değişmeli olmayan ve sabit terimi sıfır

olan polinomların serbest cebiri olsun. A nın birimsiz bir halka olduğu gözlem-

lenebilir. I, F + A nın her r ∈ A için cc, ac crc tarafından üretilen ideali olsun.

R = (F + A)/I alalım. ac ∈ I fakat abc ∈ I olduğundan R yarıdeğişmeli olmaz.

Çünkü R de, (a + I)(c + I) = 0, fakat (a + I)(c + I)(b + I) 6= 0. I1, A daki, her

biri c değişkenini içeren teklilerden oluşan, F üzerinde bir doğrusal uzay olsun.

I2 = F [a, b] ise F üzerinde ve a, b değişkenleri değişmeli olmayan, sabit terimi sıfır

olan polinomların serbest cebiri olsun. A = I + I1 + I2 olduğu gözlemlenebilir. R

nin Armendariz halka olduğunu gösterelim. Aşağıdaki gösterimlerde A[x], I[x], I1[x]

ve I2[x] ile uygun olarak A, I, I1 ve I2 üzerinden birimsiz polinom halkaları kabul

edilecektir, burada x, R üzerinde değişkendir.



21

İddia: f(x), g(x) ∈ A[x] için f(x)g(x) ∈ I[x] olsun. O zaman (eğer f(x),I[x] in

öğesi değilse) f(x) ∈ I1[x]+I[x] ve g(x) ∈ I1[x]+I[x] ya da (eğer g(x), I[x] in öğesi

değilse) f(x) ∈ I1[x] + I[x] + I2[x]a ve g(x) ∈ cI2[x] + I[x] olur.

İddiayı ispatlamak için önce öyle f1, g1 ∈ I1[x], f2, g2 ∈ I[x] ve f3, g3 ∈ I[x] var ki

f(x) = f1+f2+f3 ve g(x) = g1+g2+g3 olduğunu kolaylıkla görebiliriz. Hipotezden

ve I nin tanımından (f1 + f2)(g1 + g2) ∈ I[x] ve dolayısıyla (f1 + f2)(g1 + g2) ∈

I[x]+I1[x]; fakat f1g1+f1g2+f2g1 ∈ I[x]+I1[x] ve dolayısıyla f2g2 ∈ I[x]+I1[x] olur.

f2g2 ∈ I2[x] olduğundan sıfır olmak zorundadır ve buradan f2 = 0 veya g2 = 0 bu-

lunur. f2 = 0 olsun. O zaman f1(g1 +g2) ∈ I[x] olması bize, f1g1 ∈ I[x] olduğundan

f1g2 ∈ I[x] verir. Bu durumda f1g2 = 0 ve dolayısıyla da f1 = 0 ya da g1 = 0 ol-

ması gerekir. Dolayısıyla aranılan sonuç elde edilir. Şimdi g2 = 0 kabul edelim. O

zaman (f1 + f2)g1 ∈ I[x] olması f1g1 ∈ I[x] olduğundan f2g1 ∈ I[x] verir. I2 deki

teklileri doğal sayılar kümesinin içerisine ”a → 1, b → 2” dönüşümü vasıtasıyla

alabiliriz. O zaman onlar tam sıralı olurlar. (Örneğin 2 < 11 < 12 olduğundan

b < aa < ab yazılabilir). Benzer şekilde I daki tekliler de rasyonel sayılar cismi

içerisine ”a→ 1, b→ 2, c→ 0, 0” dönüşümüyle alınabilirler, bu durumda tam sıralı

olurlar (Örneğin, 0, 0222222 < 10, 012 < 20, 0 olduğundan cbbbbbb < acab < bc

olur). Bazı ki, lj ∈ F [x] ve hi, tj teklilerı için f2 =
∑M

i=1 hiki ve g1 =
∑N

j=0 tjlj

yazabiliriz. Bu durumda, biz, iα 6= iβ olduğundan hiα 6= hiβ ve jγ 6= jγ olduğundan

tjδ
6= tjγ kabul edebiliriz. hi0 diğer hi lerden ve tj0 diğer tj lerden büyük olsun.

f2g1 = (
∑M

i=0 hiki)(
∑N

j=1 tjlj) =
∑

i=1,...,M,j=1,...,N hitjkilj olur. f2g1 ∈ I[x] ve hi0tj0

diğer hitj lerden büyük olduğundan, I nin özelliğinden hi0tj0ki0lj0 ∈ I[x] olur. O

zaman hi0tj0 ∈ I. Fakat hi0 ∈ I2 olduğundan tj0 , c ile başlamalıdır, çünkü ac ∈ I

dır, ayrıca diğer tj ler de c ile başlamalıdırlar, çünkü tj0 en büyüktür. Buradan

bir g
′ ∈ I2[x] için g1 = cg

′
olur. Bazı f

′
, f

′′ ∈ I2[x] için f2 = f
′
a + f

′′
b olduğu

görülebilir. f2g1 ∈ I[x] olduğundan f
′′
bcg

′ ∈ I[x] ve dolayısıyla f
′′
bcg

′
= 0 bulunur.

Sonuç olarak f
′′

= 0 veya g
′
= 0 olacağından ispat tamamlanır.



22

Şimdi y(x), z(x) ∈ (F + A)[x] için y(x)z(x) ∈ I[x] olduğunu kabul edelim. y(x) =

y1 + y2, z(x) = z1 + z2 olacak şekilde y1, z1 ∈ F [x] ve y2, z2 ∈ A[x] öğelerinin var

olduğu kolayca görülebilir. y(x)z(x) = (y1+y2)(z1+z2) = y1z1+y1z2+y2z1+y2z2 ∈

I[x] olmasını, I nın özelliğini ve y1z2 + y2z1 + y2z2 ∈ I[x] olmasını kullanarak

y1z1 = 0 buluruz. Dolayısıyla y1 = 0 ya da z1 = 0 bulunur. y1 = 0 olsun. O zaman

y2z1 +y2z2 ∈ I[x] ve z1 ∈ F [x] olduğundan y2z1 ∈ I[x] ve y2z2 ∈ I[x] olur.z1 6= 0 ise

I nın özelliğinden y2 ∈ I[x] de ve dolayısıyla da y(x) ve z(x) in katsayılarının her

çarpımı da I da olur. z1 = 0 olursa y2z2 ∈ I[x]ve dolayısıyla iddianın yardımıyla

yine aynı sonucu elde ederiz. z1 = 0 durumunda da benzer çözüm uygulanacaktır.

Böylece R Armendariz halka olur.

3.2. Baer ve Benzeri Halka ve Modüllerle Bağlantılar

3.7. Önerme

R yarıdeğişmeli bir halka olsun. O zaman herhangi bir M modülü için aşağıdakiler

denktir:

(a) M p.q.-Baer modüldür.

(b) M nin her sonlu üreteçli alt modülünün sıfırlayanı bir kare-eş öğe ile üretilir.

İspat

M yarıdeğişmeli bir modül olsun. (b) ⇒ (a): Her devirli alt modül sonlu üretilen

olduğu için (b) kabulü altında M p.q.-Baer olur. (a) ⇒ (b): M p.q.Baer modül

ve N =
∑k

i=1 niR sonlu üreteçli bir alt modül olsun. O zaman rR(niR) = eiR

ve e2i = ei olmak üzere rR(N) =
⋂k

i=1 eiR olur. R yarıdeğişmeli olduğu için, 3.4.

Önermeden, ei ler merkezdedir. Böylece e = e1e2...ek dersek e bir kare-eş öğe olur.
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Buradan
⋂k

i=1 eiR = eR olduğunu görmek kolaydır. Sonuç olarak rR(N) = eR elde

edilir.

3.3. Önteorem

Her inmiş MR modülü yarideğişmelidir.

İspat

MR inmiş modül olsun. m ∈ M , a ∈ R ve ma = 0 olsun. M inmiş oldugun-

dan mR ∩ Ma = 0. mRa ≤ mR ∩ Ma = 0 oldugundan mRa = 0, yani M

yarideğişmelidir.

3.8. Önerme

R bir abel halka ve MR bir p.p.-modül olsun. O zaman MR bir p.q.-Baer modüldür.

İspat

m ∈ M alalım. MR p.p.-modül olduğu için, rR(m) = eR olacak şekilde bir e2 =

e ∈ R kare-eş öğesi vardır. Bu durumda rR(mR) ⊆ rR(m) olacağı açıktır. Herhangi

bir x ∈ rR(m) alalım. O zaman x = ex ve me = 0 dir. R abel olduğundan, her

r ∈ R için, mrx = mrex = merx = 0 olacaktır. Buradan x ∈ rR(mR) olur. Böylece

rR(mR) = rR(m) = eR elde edilir ve MR p.q.-Baer modül olur.

3.2. Sonuç

Her abel ve sağ p.p.-halka sağ p.q.-Baer dir.
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3.1. Teorem

MR yarıdeğişmeli modül olsun. O zaman her a ∈ R,m ∈ M ve e2 = e ∈ R

için mea = mae olur.

İspat

e2 = e ∈ R olduğundan e(1 − e) = (1 − e)e = 0 olur. O zaman her m ∈ M

için me(1 − e) = 0 ve m(1 − e)e = 0 olur. MR modülü yarıdeğişmeli olduğundan

meR(1−e) = 0 ve m(1−e)Re = 0 bulunur. Böylece her a ∈ R için mea(1−e) = 0

ve m(1 − e)ae = 0 olur. Buradan mea = meae ve mae = meae. Son iki eşitlikten

her a ∈ R için mea = mae bulunur.

3.2. Teorem

MR p.q-Baer modül olsun. O zaman MR yarıdeğişmelidir ancak ve ancak MR inmiş

modüldür.

İspat

MR modülünü inmiş modül kabul edelim. m ∈ M , a ∈ R ve ma = 0

olsun. M inmiş modül olduğundan mR∩Ma = 0 olur. mRa ≤ mR∩Ma = 0

olduğundan mRa = 0, yani M yarıdeğişmelidir. Tersine, MR nin yarıdeğişmeli

modül olduğunu kabul edelim. m ∈ M , a ∈ R ve ma = 0 olsun. MR

yarıdeğişmeli ve p.q.-Baer olduğundan a ∈ rR(m) = rR(mR) = eR, olacak

şekilde e2 = e ∈ R kare-eş öğesi vardır. x ∈ mR ∩Ma alalım. O zaman bir

r ∈ R ve m
′ ∈M için x = mr = m

′
a olur. a ∈ eR olduğundan a = ea1 olacak

şekilde a1 ∈ R vardır. Burada ea = e2a1 = ea1 = a, yani ea = a bulunur.

3.1. Teoremden x = m′a = m′ea = m′ae = mre = mer = 0. Yani mR ∩Ma = 0
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bulunur. Dolayısıyla MR inmiş modül olduğundan teoremi ispatlamış oluruz.

3.3. Sonuç

R halkası sağ p.q.-Baer halka olsun. O zaman R yarıdeğişmeli halkadır ancak ve

ancak R inmiş halkadır.

3.3. Teorem

MR yarıdeğişmeli modül olsun. Aşağıdaki şartları gözönünde bulundurursak (a)⇔

(b) ⇒ (c) ⇔ (d) geçerli olur:

(a) MR Baer modüldür

(b) MR quasi-Baer moduldür

(c) MR p.p. - modüldür

(d) MR p.q.-Baer modüldür.

İspat

(a) ⇒ (b) ve (b) ⇒ (d) nin ispatları açıktır.

MR yarıdeğişmeli modül olduğundan her m ∈ M için r(m) = r(mR) olur. Bu-

radan (c) ⇔ (d) nin ispatı tamamlanır.

(b) ⇒ (a) yı ispatlayalım. MR quasi-Baer modül ve X,M nin boştan farklı her-

hangi bir altkümesi olsun. O zaman rR(X) =
⋂

x∈X rR(x) olur.MR yarıdeğişmeli

modül olduğundan
⋂

x∈X rR(x) =
⋂

x∈X rR(xR) olur. Fakat MR quasi - Baer modül

olduğundan rR(X) =
⋂

x∈X rR(xR) = rR(
∑

x∈X xR) = eR olacak şekilde e2 = e ∈

R vardır. Dolayısıyla rR(X) = eR, e2 = e ∈ R olur , yani MR Baer modüldür.
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3.4. Teorem

MR p.p. - modül olsun. O zamanMR inmiş modüldür ancak ve ancakMR yarıdeğişmeli

modüldür.

İspat

MR yarıdeğişmeli modül olsun. m ∈ M,a ∈ R için ma = 0 alalım. MR p.p.-

modül olduğundan öyle e2 = e ∈ R vardır öyle ki rR(m) = eR’dir. O zaman a ∈ rR

olduğundan a ∈ er olacak şekilde r ∈ R vardır. Buradan ea = e2r = er = a,

yani a = ea bulunur. 3.1. Teoremden mae = mea olur. x ∈ mR ∩ Ma ol-

sun. O zaman x = mr1 = m
′
a olacak şekilde r1 ∈ R ve m

′ ∈ M vardır. Bu-

radan x = m
′
a = m

′
ea = m

′
ae, dolayısıyla x = mr1e = mer1 = 0 bulunur,

çünkü er1 ∈ rR(m). Böylece mR ∩Ma = 0, yani MR inmiş modül olur.

3.4. Sonuç

R sağ p.p.- halka olsun. O zaman R inmiş halkadır ancak ve ancak R yarıdeğişmeli

halkadır.

3.4. Önteorem

R halkası abel olsun. MR p.p.- modül ise MRinmiş modüldür.

İspat

m ∈ M ve a ∈ R için ma = 0 olsun. O zaman a ∈ rR(m) olur. MR p.p.- modül

olduğundan rR(m) = eR olacak şekilde e2 = e ∈ R vardır. Buradan a = ea ve
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me = 0 bulunur. x ∈ mR ∩Ma alırsak x = mr = m
′
a olacak şekilde r ∈ R ve

m
′ ∈ M bulunur. O zaman x = m

′
ea = m

′
ae = mre = mer = 0. Böylece MR

inmiş modül olur.

3.5. Sonuç

R abel halka olsun. R sağ p.p.-halka ise R inmiş halkadır.

3.5. Önteorem

R abel halka ve MR p.p.-modül olsun. O zaman MR p.q.- Baer modül olur.

İspat

m ∈M olsun. MR p.p.-modül olduğundan öyle e2 = e ∈ R var ki rR(m) = eR olur.

rR(mR) ⊆ rR(m) olduğu açıktır. x ∈ rR(m) alırsak x = ex ve me = 0 bulunur.

Her r ∈ R için R abel halka olduğundan mrx = mrex = merx = 0. Dolayısıyla

x ∈ rR(mR), yani rR(m) ⊆ rR(mR) ve dolayısıyla rR(mR) = rR(m) = eR bulunur.

Buradan MR p.q. - Baer modül olur.

3.9. Önerme

R bir abel halka ve MR bir p.p.-modül olsun. O zaman MR yarıdeğişmeli modüldür

ancak ve ancak MR Armendariz modüldür.

İspat

MR yarıdeğişmeli modül olsun. m(x) =
∑
mix

i ∈ M [x], f(x) =
∑
ajx

j ∈ R[x]

alalım ve m(x)f(x) = 0 sağlansın. Buradan aşağıdaki eşitlikler yazılabilir:
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m0a0 = 0 [3.3]

m0a1 +m1a0 = 0 [3.4]

m0a2 +m1a1 +m2a0 = 0 [3.5]

..........

sağlanacak şekilde s ve t sayıları bulunur. Fakat r(m0) = e0R, r(m1) = e1R, r(m2) =

e2R, ..., r(mt) = etR olacak şekilde e0, e1, e2,..., et ler R de kare-eş öğelerdir ve kab-

ulden R de bu şartları sağlayacak şekilde bulunabilirler. O zaman a0 ∈ r(m0) = e0R

dır. R abel olduğu için, a0 = e0a0 = a0e0 olur. Eş.3.4, sağdan e0 ile çarpılırsa

m0a1e0 +m1a0e0 = 0

elde edilir. MR yarıdeğişmeli oluşundan ve m0e0 = 0 dan m0a1e0 = 0 bulunur.

Böylece m1a0e0 = m1a0 = 0 olur. Eş.3.4 den m0a1 = 0 elde edilir. Eş.3.5 i sağdan

e0 ile çarparsak:

m0a2e0 +m1a1e0 +m2a0e0 = 0

olur. MR nin yarıdeğişmeli olşundan ve m0e0 = 0 dan m0a2e0 = 0 buluruz. O za-

man m1a1e0 +m2a0e0 = m1a1 +m2a0 = 0 elde edilir. Böylece Eş.3.5 ten m0a2 = 0

olur. Bu işleme devam edilerek:

m0a0 = m0a1 = m0a2 = ... = m0as = 0

elde ederiz. Bu eşitlikler kullanılırsa, Eş.3.4, Eş.3.5 ,..., eşitliklerinden aşağıdakiler

elde edilir:
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m1a0 = 0 [3.6]

m1a1 +m2a0 = 0 [3.7]

..........

Bu denklemlere aynı yöntemi uygulayarak aşağıdaki denklemler elde edilir:

m1a0 = m1a1 = m1a2 = ... = m1as = 0

İşleme benzer şekilde devam edilirse

m2a0 = m2a1 = m2a2 = ... = m2as = 0 ... mtas = 0

buluruz. Böylece her i, j için miaj = 0 bulunur.

MR Armendariz modül olsun. Bir m ∈M ve a ∈ R için ma = 0 kabul edelim. Her-

hangi bir r ∈ R için m(x) = mx +mr ∈ M [x] ve f(x) = −ax + ra ∈ R[x] alalım.

O zaman m(x)f(x) = (mx+mr)(−ax+ ra) = mr2a. Kabulden ve ma = 0 dan bir

kare-eş e ∈ R öğesi a ∈ r(m) = eR olacak şekilde bulunur. Bu durumda a = ae = ea

olur. Böylece, R abel olduğu için m(x)f(x) = mr2a = mr2ea = mer2a = 0 olur.

Diğer taraftan MR Armendariz olduğu için, herhangi bir r ∈ R için mra = 0 ola-

caktır. Bu da ispatı bitirir.

3.6. Sonuç

R bir p.p.-halka olsun. Aşağıdakiler denktir:

(a) R yarıdeğişmelidir.

(b) R Armendarizdir.
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İspat

4.4. Teoremde α = id alınırsa, her yarıdeğişmeli halka abel olur. Böylece (a)⇒(b)

gerektirmesi elde edilir. ( (19), Önteorem 7) de her Armendariz halkanın abel olduğu

ispatlanmıştır. Buradan da (b)⇒(a) bulunur.

3.10. Önerme

MR yarıdeğişmeli bir modül ve R bir inmiş halka olsun.O zaman MR Armendariz

bir modüldür ancak ve ancak burulma alt modülü T (M) Armendarizdir.

İspat

M nin burulma alt modülü T (M) Armendariz olsun.m(x) =
∑
mjx

j ∈M [x], f(x) =∑
aix

i ∈ R[x] alalım ve m(x)f(x) = 0 sağlansın. Buradan :

m0a0 = 0

m0a1 +m1a0 = 0

m0a2 +m1a1 +m2a0 = 0

..........

mtas = 0

olacak şekilde s ve t doğal sayıları vardır. a0 6= 0 olarak kabul edebiliriz. a0

ile çarptıktan sonra, bu denklemlerin ikincisinden m1a
2
0 = 0 bulunur. O zaman

a2
0 elemanı m0 ve m1 elemanlarının her ikisini sıfırlar. Şimdi üçüncü denklemden

m2a
3
0 = 0 sonucu çıkar. Böylece devam ederek m(x) ∈ T (M)[x] bulunur. T (M),

R−modül olarak Armendariz olduğundan, her i, j için mjai = 0 sonucuna varırız.

Diğer yönün ispatı açıktır.
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3.6. Önteorem

R yarıdeğişmeli halka olsun. Bu durumda

(a) R[x]deki her kare-eş öğe R dedir.

(b) R[[x]]deki her kare-eş öğe R dedir.

İspat

( (19), Önteorem 8) in kullanılması sonucunda ispat açıktır.

3.11. Önerme

R yarıdeğişmeli halka olsun. O zaman R p.p.-halkadır ancak ve ancak R[x] p.p.-

halkadır. Aynı durum Baer, p.q.-Baer ve quasi-Baer halkalar için de geçerlidir.

İspat

R p.p.-halka olsun. 3.6. Sonuç kullanılırsa R Armendariz halka olur. O zaman R[x]

p.p.-halka olur ( (19),Theorem 9). Tersine, R[x] p.p.-halka olsun. a ∈ R alalım.

3.6. Önteoremden öyle kare-eş e ∈ R elemanı varki rR[x](a) = eR[x] olur. Buradan

rR(a) = rR[x](a) ∩R = eR ve sonuç olarak R p.p.-halka olur.

R Baer halka olsun. O zaman R p.p.-halka olur. 3.6. Sonuçtan R Armendariz

halkadır. O zaman R[x] Baer halka olur ( (19), Theorem.10). Tersine, R[x] Baer

halka olsun. B kümesini R nin boştan farklı alt kümesi alalım. 3.6. Önteoremden

rR[x](B) = eR[x] olacak şekilde kare-eş e ∈ R vardır. O zaman rR(B) = eR ve R

Baer halka olur.
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R p.q.-Baer halka ve t(x) = a0 + a1x + ... + anx
k ∈ R[x] olsun. O zaman şarttan

her i = 0, 1, 2, ..., n için rR(ai) = eiR = rR(aiR) olacak şekilde ei kare-eş öğeleri

vardır. 3.4. Önermeden e = e0e1...en aldığımızda
⋂n

i=0 rR(aiR) = eR olur. f(x) ∈

rR[x](t(x)R[x]) olsun. O zaman her j = 0, 1, 2, ..., n için t(x)R[x]f(x) = 0 den

t(x)Rf(x) = 0 ve ajRf(x) = 0 olur. Böylece ajRbi = 0, dolayısıyla her i, j için

bi ∈ ∩n
i=0rR(ajR) = eR ve bi = ebi. Sonuç olarak ef(x) = f(x) ise f(x) ∈ eR[x]

bulunur. Tersine, R[x] p.q.-Baer olsun. a ∈ R alalım. Öyle kare-eş e ∈ R varki

rR[x](aR[x]) = eR[x] dir. O zaman rR[x](aR[x]) ∩R = (eR[x]) ∩R = eR. rR(aR) =

rR[x](aR[x]) ∩R olduğundan, rR(aR) = eR elde ederiz.

R quasi-Baer halka olsun. A, R[x] in ideali ve A∗ ise A nın elemanlarının bütün kat-

sayılarının kümesi olsun. O zaman A∗ R nin ideali olur, dolayısıyla bir kare-eş e ∈ R

için rR(A∗) = eR. e ∈ rR[x](A) olduğundan, eR[x] ⊆ rR[x](A) elde ederiz. Şimdi

f = b0 + b1x+ ...+ bnx
n ∈ rR[x](A) alalım. Af = 0 olduğundan her i = 0, 1, 2, ..., n

için Abi = 0 ve A∗bi = 0. Dolayısıyla her i için bi ∈ rR(A∗) = eR ve bi = ebi

bulunur. Sonuç olarak f ∈ eR[x] olur. Tersine, R[x] quasi-Baer ve A, R nin ideali

olsun. o zaman A[x] R[x] in ideali olur. Buradan rR[x](A[x]) = eR[x]. Her iki tarafı

R ile kesiştirirsek, rR[x](A[x])∩R = eR[x]∩R = eR buluruz. rR(A) = rR[x](A[x])∩R

olduğundan, rR(A) = eR elde edilir.

3.12. Önerme

MR p.p.-modül olsun. O zaman MR yarıdeğişmelidir ancak ve ancak m ∈M, r ∈ R

ve e2 = e ∈ R için mre = mer dir.

İspat

m ∈ M , a ∈ R için ma = 0 olsun. O zaman a ∈ r(m) olur. Hipotezden bir
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e2 = e ∈ R için r(m) = eR olur. O zaman me = 0, a = ea, ve dolayısıyla

mra = mrea olur. Şarttan herhangi r ∈ R, için mrea = mrae = mera = 0. O

zaman her r ∈ R için mra = 0. Diğer yön, yani her m ∈ M, r ∈ R, ve e2 = e ∈ R

için mre = mer olacağı 3.1. Teoremden elde edilir.

Şimdi D.A.Jordanın inşa etmiş olduğu A(R,α) halkasını göz önüne alalım (16).

A = A(R,α) = {x−irxi | r ∈ R, i ≥ 0} kümesi R[x, x−1;α] çarpık Laurent

çokterimliler halkasının altkümesi olsun, burada α : R 7→ R dönüşümü birebir R

halka endomorfizmasıdır. R[x, x−1;α]’ın öğeleri x−jrxi formundaki öğelerin sonlu

toplamlarıdır, burada r ∈ R ve i, j ler pozitif doğal sayılardır. Çarpma işlemi için

aşağıdakiler sözkonusudur: Her r ∈ R için xr = α(r)x ve rx−1 = x−1α(r). Her j ≥ 0

için, x−irxi = x−(i+j)αj(r)x(i+j) olduğu görülür. Bu sonuçtan yola çıkarak A(R,α)

halkası, R[x, x−1;α] nın alt halkası olur ve işlemleri aşağıdaki şekilde tanımlanır:

x−irxi + x−jsxj = x−(i+j)(αj(r) + αi(s))x(i+j)

(x−irxi)(x−jsxj) = x−(i+j)(αj(r)αi(s))x(i+j)

burada r, s ∈ R ve i, j ≥ 0.

3.13. Önerme

Aşağıdakiler R halkası için denktir:

(a) R yarıdeğişmelidir.

(b) A(R,α) yarıdeğişmelidir.

İspat

(a) ⇒ (b): (x−irxi)(x−jsxj) ∈ A(R,α) olsun. (x−irxi)(x−jsxj) = 0 olsun. O zaman
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x−(i+j)(αj(r)αi(s))x(i+j) = 0 ve dolayısıyla buradan da αj(r)αi(s) = 0 bulunur. Bu-

radan (a) dan αk(αj(r)αi(s)) = αk+j(r)αk+i(s) = 0 ve böylece αj+k(r)αj+i(t)αi+k(s) =

0. Her x−ktxk ∈ A(R,α) için (x−irxi)(x−ktxk)(x−jsxj)

= x−(i+k)(αk(r)αi(t))x(i+k)(x−jsxj) = x−(i+k+j)αj(αk(r)αi(t))αi+k(s)x(i+k+j)

= x−(i+k+j)αj+k(r)αj+i(t)αi+k(s)x(i+k+j).

(b) ⇒ (a): R ≤ A(R,α) olduğundan R yarıdeğişmeli olur.

3.14. Önerme

S = R[x]/(xn) halkası her n = 2, 3, ... için yarıdeğişmeli olsun. O zamanR yarıdeğişmeli

halka olur.

İspat

a, b ∈ r ve ab = 0 olsun. f(x) = a+ (xn), f(x) = b+ (xn) ∈ R[x]/(xn) = S alalım.

O zaman f(x)g(x) = 0S olur. Kabulden dolayı (a+(xn))((r+(xn))(b+(xn)) = 0S.

Buradan arb ∈ (xn) olmasından her r ∈ R için arb = 0 bulunur.

R inmiş halkası için, Tn(R) nin hangi alt halkalarının yarıdeğişmeli olduğu merak

edilebilir. Bunun için, aşağıdakı notasyonu tanımlayacağız. n ≥ 4 doğal sayısı ve

1 ≤ m ≤ n şartını sağlayan her m sayısı için aşağıdaki kümeyi tanımlayalım:

Tm
n (R) = {

∑n
i=j

∑m
j=1 ajE(i−j+1)i +

∑n−m
i=j

∑n−m
j=1 rijEj(m+i) : aj, rij ∈ R}

burada Ei,j matrisi, i. satır ve j. sütunun kesişiminde birim, diğer yerlerde hep sıfır

olan matrislerdir. Tm
n (R) nin elemanlarını
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

a1 a2 ... am a1(m+1) ... a1n

0 a1 ... am−1 am ... a2n

0 0 a1 ... a3n

...

a1



şeklinde de yazabiliriz. Burada a1, ..., am, a1(m+1), ..., a(n−m)n ∈ R dir.

3.15. Önerme

R inmiş halka olsun. O zaman n ≥ 4 doğal sayıları ve k = [n/2] için T k
n (R)

yarıdeğişmeli, fakat T k−1
n (R) yarıdeğişmeli değildir.

İspat

A =
∑n−k

i=1 Ei(i+k−1) , B = E(n−k+1)n ∈ T k−1
n (R) olsun. O zaman AB = 0 olur.

Fakat C =
∑n

j=i

∑n
i=1Eij ∈ T k−1

n (R), ACB 6= 0. O zaman T k−1
n (R) yarıdeğişmeli

değildir. n ≥ 4 ve k = [n/2] için T k
n (R) nın yarıdeğişmeli olduğunun ispatını tamam-

lamak için, n = 5 durumunu irdelememiz yeterli olacaktır . Aynı ispat her n ≥ 4

ve k = [n/2] için de geçerli olacaktır . n = 5 olsun. O zaman k = 2 olur. T 2
5 (R) nin

iki

A =



a1 a2 a13 a14 a15

0 a1 a2 a24 a25

0 0 a1 a2 a35

0 0 0 a1 a2

0 0 0 0 a1


, B =



b1 b2 b13 b14 b15

0 b1 b2 b24 b25

0 0 b1 b2 b35

0 0 0 b1 b2

0 0 0 0 b1


elemanlarını alalım ve AB = 0 olsun. Biz AB = 0 denkleminden ortaya çıkan
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aşağıdaki her denklemin terimlerinin teker teker sıfır olduğunu göstereceğiz:

A1B
1 : a1b1 = 0 [3.8]

A1B
2 : a1b2 + a2b1 = 0 [3.9]

A1B
3 : a1b13 + a2b2 + a13b1 = 0 [3.10]

A1B
4 : a1b14 + a2b24 + a13b2 + a14b1 = 0 [3.11]

A1B
5 : a1b15 + a2b25 + a13b35 + a14b2 + a15b1 = 0 [3.12]

A2B
4 : a1b24 + a2b2 + a24b1 = 0 [3.13]

A2B
5 : a1b25 + a2b35 + a24b2 + a25b1 = 0 [3.14]

A3B
5 : a1b35 + a2b2 + a35b1 = 0 [3.15]

Bu denklemlerdeki her terimin sıfır olduğunu görmek için aşağıdaki sekilde işlem ya-

pacağız: Önce her 1 ≤ j ≤ k için A1B
j nin her teriminin sıfır olduğunu göstereceğiz.

Sonra 0 ≤ i ≤ n − k − 2 için An−k−iB
n−i, An−k−iB

n−i+1, ..., An−k−iB
n denklem-

lerindeki her terimin sıfır olduğunu ispatlayacağız. Önceki sonuçları kullanarak

en son A1B
k+1, ..., A1B

n denklemlerindeki her terimin sıfır olduğunu göreceğiz.

Hipotezden rs = 0 şartını sağlayan R deki her r ve s elemanı için sr = 0 ve

rRs = 0 olur. Ayrıca r2s = 0 olmasından (rs)2 = 0 ve buradan da rs = sr = 0

bulunur. Biz bu sonuçları herhangi bir hipoteze dayanmadan, direk kullanacağız.

Şimdi Eş.3.9 u soldan a1 ile çarparsak a2
1b2 + a1a2b1 = 0 elde ederiz. Eş.3.8 den

ve hipotezden a1a2b1 = 0. O zaman a2
1b2 = 0 ve dolayısıyla a1b2 = 0. Eş.3.9

dan a2b1 = 0. Eş.3.10 u sol taraftan a1 ile çarparsak, a2
1b13 = 0 olur. Buradan

a1b13 = 0. O zaman Eş.3.10 şu şekilde olur: a2b2 + a3b1 = 0. Bu denklemi soldan a2

ile çarparsak a2
2b2 = 0 = a2b2 elde ederiz. Buradan Eş.3.10 dan a13b1 = 0 elde edilir.

Böylece Eş.3.8, Eş.3.9, Eş.3.10 da her terim sıfır olur. Şimdi Eş.3.15 i a1 ile soldan

çarparak a2
1b35 = 0 elde ederiz, çünkü a1b2 = 0 ve a1b1 = 0 den a1a2b2 +a1a35b1 = 0
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elde edilir. Eş.3.15 den a2b2 + a35b1 = 0 bulunur. Sonuncu denklemi soldan a2 ile

çarpıp a2b1 = 0 olduğunu kullanırsak a2
2b2 = 0 buluruz. Buradan a2b2 = 0. Eş.3.15

den a35b1 = 0 olur. Eş.3.13 ü soldan a1 ile çarpıp a1b2 = 0 ve a1b1 = 0 olduğunu

kullanırsak a1b24 = 0 olur. Eş.3.13 den a24b1 = 0 olur, çünkü a2b2 = 0. Eş.3.14

ü soldan a1 ile çarpalım ve a1b35 = 0, a1b2 = 0 ve a1b1 = 0 olduğunu kullanırsak

a1b25 = 0 elde ederiz. O zaman Eş.3.14 şu şekilde olur: a2b35 +a24b2 +a25b1 = 0. So-

nuncuyu soldan a2 ile çarparsak a2b35 = 0 elde ederiz. Eş.3.14 den a24b2 +a25b1 = 0

bulunur. Bu denklemi soldan b1 ile çarparsak ve a24b1 = 0 olduğunu kullanırsak

b21a25 = 0 olur. Buradan b1a25 = 0. Şimdi Eş.3.12 ye geçelim. Onu soldan a1 ile

çarparak a1b35 = 0,a1b25 = 0, a1b2 = 0, a1b1 = 0 olduğunu kullanırsak, a2
1b15 = 0

elde ederiz. O zaman a1b15 = 0. Eş.3.12 den a2b25 + a13b35 + a14b2 + a15b1 = 0

olur. Aynı işlemi kullanarak son denklemde: a2b25 = 0, a13b35 = 0, a14b2 = 0,

a15b1 = 0 sonuçlarını buluruz. Eş.3.11 de, soldan onu a1 ile çarptığımızda a2
1b14 = 0

olur, çünkü a1b24 = 0, a1b2 = 0 ve a1b1 = 0 dır. O zaman a1b14 = 0. Eş.3.11 den

a2b24 + a13b2 + a14b1 = 0. Bunu soldan a2 ile çarpıp a2b2 = 0 ve a2b1 = 0 olduğunu

kullanırsak benzer şekilde a2b24 = 0 buluruz. Geriye kalan a13b2 + a14b1 = 0 den-

klemini soldan b2 ile çarpıp a14b2 = 0 olduğunu kullanırsak b22a13 = 0 olur. Buradan

b2a13 = 0. Böylece a14b1 = 0. R nin yarıdeğişmeli olduğunu kullanırsak, geriye

kalanın ispatı açık olarak çıkar.

3.7. Sonuç

R asal halka olsun.O zaman R[x]/(xn) Armendarizdir ancak ve ancak R[x]/(xn)

yarıdeğişmelidir.

3.8. Sonuç

R inmiş halka ise R[x]/(xn) yarıdeğişmeli olur.
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3.9. Sonuç

R Armendariz halka olsun. O zaman R yarıdeğişmelidir ancak ve ancak R[x]/(xn)

yarıdeğişmelidir.

Örnek

R nin inmiş olması durumunda T (R,R) nin yarıdeğişmeli olduğu bilinmektedir.

Fakat aynı durum R nin yarıdeğişmeli olması durumunda sözkonusu değildir. yani

yarıdeğişmeli olan öyle R halkası vardır ki T (R,R) yarıdeğişmeli değildir. Bunu

görmek için F bir cisim, K = F [y] ise F üzerinde y bilinmeyenli çok terimliler

halkası ve α : K −→ K, α(f(y) = f(y2) ile tanımlı dönüşüm alalım. K nın

S = K[x;α] = F [y][x;α] Ore genişlemesini alalım. O zaman S, xf(y) = α(f(y))x =

f(y2)x şartını sağlayan, değişmeli olmayan tamlık bölgesi olduğundan inmiş halka

olur. Bu durumda 3.15. Önermeden U = T (S, S) halkası yarıdeğişmeli olan bir

halkadır. Fakat R = T (U,U) nın yarıdeğişmeli olmadıgını görelim.R nin iki

a =



 0 1

0 0

  x 0

0 x


 0 0

0 0

  0 1

0 0




, b =



 0 y

0 0

  −y2x 0

0 −y2x


 0 0

0 0

  0 y

0 0




öğelerini alırsak xy = y2x ∈ S olduğundan ab = 0 olur.Şimdi R de

r =



 y 0

0 y

  0 0

0 0


 0 0

0 0

  y 0

0 y




öğesini alalım. O zaman y2xy = y4x ∈ S olduğundan
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arb =



 0 0

0 0

  0 (−y3 + y4)x

0 x


 0 0

0 0

  0 0

0 0




6= 0

olur. Dolayısıyla R yarıdeğişmeli olmaz.

3.15. Önermede R halkasının inmiş olması durumunda S = T k
n (R) nin yarıdeğişmeli

olduğu ispatlandı. Fakat şimdi R nin değişmeli olması durumunda böyle olamay-

acağını, yani S nin yarıdeğişmeli olacağı sonucunu vermeyeceğini gösteren örneği

ele alalım.

Örnek

R yarıdeğişmeli (değişmeli) fakat T 1
3 (R) nin yarıdeğişmeli olmadığı halkalar vardır.

R = Z4 değişmeli halkasını gözönüne alalım.

S = T 1
3 (R) = {


a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R}

halkasının yarıdeğişmeli olmadığını gösterelim. a =


2 1 2

0 2 0

0 0 2

 ∈ S alırsak

a2 = 0 buluruz. Fakat

r =


1 0 1

0 1 1

0 0 1

 ∈ S aldığımızda 0 6=


0 0 2

0 0 0

0 0 0

 = ara ∈ aSa olduğundan

S halkası yarıdeğişmeli olmaz.
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4. α-YARIDEĞİŞMELİ HALKA VE MODÜLLER

İnmiş ve Armendariz halka kavramları, Lee ve Zhou (25) tarafından halkanın bir α

dönüşümüne bağlı olarak α-inmiş halkaya, α-inmiş modüle, α-Armendariz halkaya

ve α-Armendariz modüllere genişletildi. Bu bölümde yarıdeğişmeli halka kavramını

modüllere ve halkanın bir α halka dönüşümü yardımı ile α-yarıdeğişmeli modüllere

ve α-yarıdeğişmeli halkalara genişleteceğiz. α, R halkasının bir halka dönüşümü ol-

sun. Burada α, α(1) 6= 1 de olabilen bir dönüşüm kabul edeceğiz.

4.1. Tanım

R bir halka ve α, R nin bir halka dönüşümü olsun. Bir M modülü, her m ∈M ve

a ∈ R için ma = 0 dan mRα(a) = 0 sağlanırsa M ye α-yarıdeğişmeli modül denir.

4.1. İnmiş ve α-Katı Halkalarla Bağlantı

Yarıdeğişmeli halka tanımı (34) ve (30) da değişik adlar altında verilmiştir.

Tanımdan ”R yarıdeğişmeli bir halkadır ancak ve ancak RR bir 1 -yarıdeğişmeli

modüldür” olduğu açıkça görülebilir. Bir R halkası için a ∈ R ve aα(a) = 0

dan a = 0 elde edilirse R ye α-katı halka denir. Üstel sıfır öğesi bulundurmayan

halkaya inmiş halka denir. İnmiş bir halkada ab = 0 dır ancak ve ancak ba = 0

dır. Gerçekten, a, b ∈ R için ab = 0 olsun. O zaman (ba)2 = baba = 0 ve R inmiş

olduğundan ba = 0 bulunur. Böylece inmiş bir halkada sağ ve sol sıfırlayanlar eşittir.

Her α-yarıdeğişmeli halkanın α-katı ve inmiş olmasını gerektirmediğini aşağıdaki

örnekle görelim:

Örnek

Z tamsayılar halkası olsun.
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R =


 a b

0 a

 | a, b ∈ Z


halkasını gözönünde bulunduralım. α : R −→ R endomorfizması aşağıdaki şekilde

tanımlansın:

α

 a b

0 a

 =

 a −b

0 a

.

Bu durumda b 6= 0 değerleri için

 0 b

0 0

 0 b

0 0

 = 0 olduğundan R halkası

inmiş ve dolayısıyla α-katı halka olmaz. α nın otomorfizma olduğu kolayca görülebilir.

A =

 a b

0 a

 , B =

 c d

0 c

 ∈ R

ve AB = 0 olsun. O zaman ac = 0 ve ad + bc = 0 olur. Herhangi

 h k

0 h

 ∈ R

öğesi için

 a b

0 a

 h k

0 h

α

 c d

0 c

 =

 ahc −ahd+ akc+ bhc

0 ahc


bulunur. ac = 0 olduğundan a = 0 veya c = 0 olur. a = 0 ise bc = 0 ve bhc = 0

olur. O zaman ARα(B) = 0 bulunur. C = 0 ise ad = 0 ve −ahd = 0 olur. Böylece

yine ARα(B) = 0 bulunur. Sonuç olarak R halkası α - yarıdeğişmeli olur.

Örnek

Her yarıdeğişmeli halkanın α-yarıdeğişmeli halka olmasını gerektirmediğini örnek

üzerinde görelim. Z2, 2 moduna göre kalan sınıfının oluşturduğu halka ve R =

Z2 ⊕ Z2 de bileşensel toplama ve çarpıma işlemlerine göre bir halka olsun. Bu

halkanın yarıdeğişmeli olduğu kolay hesaplamalarla görülebilir, çünkü R inmiş ve
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değişmeli halkadır. α : R −→ R, α((a, b)) = (b, a) alırsak α bir R otomorfizması

olur. (1, 0), (0, 1) ∈ R için (1, 0)(0, 1) = (0, 0) fakat (1, 0)(1, 1)α((0, 1)) 6= (0, 0) yani

(1, 0)Rα((0, 1)) 6= 0 olur. Dolayısıyla R, α - yarıdeğişmeli halka değildir.

4.1. Önerme

R α-yarıdeğişmeli halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. O zaman aRα(b) = 0

ve özel olarak aα(b) = 0 olur. Buradan aRα2(b) = 0 ve böyle devam ederek induk-

siyondan her k ∈ N için aRαk(b) = 0 bulunur.

4.1. Önteorem

Her α-katı halka inmiş halkadır.

İspat

R α-katı halka ve a ∈ R için a2 = 0 olsun. aα(a)α(a(α(a))) = aα(a2α(a)) = 0

olur.R α-katı olduğundan aα(a) = 0 ve dolayısıyla a = 0 olur. Yani R inmiş halka

olur.

4.1. Teorem

R α-katı halkadır ancak ve ancak R inmiş α-yarıdeğişmeli halka ve α 1-1 bir halka

dönüşümüdür.

İspat

a, b ∈ R ve ab = 0 olsun. R inmiş olduğundan ba = 0 olur. O zaman her

r ∈ R için arα(b)α(arα(b)) = arα(ba)α(r)α2(b) = 0. R α− katı olduğundan
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arα(b) = 0. Buradan aRα(b) = 0, yani R,α-yarıdeğişmeli olur. Tersine, a ∈ R için

aα(a) = 0 olsun. R inmiş ve α-yarıdeğişmeli olduğundan α(a)a = 0 ve dolayısıyla

α(a)Rα(a) = 0 olur. O zaman α(a2) = 0 ve α 1-1 olduğundan a2 = 0 bulunur. R

inmiş olduğundan a = 0 buluruz. Dolayısıyla R α-katı halkadır.

4.2. Önerme

R α-yarıdeğişmeli inmiş halka olsun. O zaman R, α-çarpık Armendariz halka olur.

İspat

f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑t
j=0 bjx

j ∈ R[x;α] ve f(x)g(x) = 0 olsun.

a0b0 = 0 [4.1]

a0b1 + a1α(b0) = 0 [4.2]

a0b2 + a1α(b1) + a2α
2(b0) = 0 [4.3]

......

olsun. O zaman a0Rα(b0) = 0 olur. Eş.4.2 yi sağdan α(b0) la çarparsak, a0b1α(b0)+

a1α(b0)
2 = 0 ve dolayısıyla a2

1α(b0)
2 = 0 ve a1α(b0) = 0 bulunur. Eş.4.3 ü sağdan

α(b0)
2 ile çarparsak, a0b2α

2(b0) + a1α(b1)α(b0) + a2α
2(b0)α

2(b0) = 0 olur. R nin α-

yarıdeğişmeli olduğunu kullanarak a2α
2(b0)α

2(b0) = 0 ve buradan da a2α
2(b0) = 0

elde edilir. O zaman Eş.4.3 ten a0b2 + a1α(b1) = 0 olur. Sağdan α(b1) ile çarparsak

sonuçta a1α(b1)
2 = 0 ve dolayısıyla a1α(b1) = 0 bulunur. Böyle devam ederek

aiα
i(bj) = 0 bulunur.

4.2. Teorem

R inmiş halka ve α, R nin monomorfizması ise aşağıdakiler denktir:
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(a) R[x;α] inmiş halkadır.

(b) R, α-çarpık Armendariz halkadır.

(c) R, α-katı halkadır.

(d) R, α-yarıdeğişmeli halkadır.

(e) R[x;α, δ] inmiş halkadır.

İspat

(a)⇔(b)⇔(c): Bkz. ( (29), Teorem A).

(c)⇒(d): a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R inmiş olduğundan ba = 0 olur. Herhangi

r ∈ R için arα(b)arα((b)) = arα(b)α(a)α(r)α2(b) = arα(ba)α(r)α2(b) = 0 olur.

(c) den arα(b) = 0 bulunur. Dolayısıyla R yarıdeğişmeli olur.

(d)⇒(c): a ∈ R için aα(a) = 0 olsun. R inmiş olduğundan α(a)a = 0 olur. (d)

den α(a)1α(a) = (α(a))2 = 0. Buradan R inmiş olduğundan α(a) = 0 bulunur. α

nın birebirliği a = 0 olduğunu gösterir.

(c)⇒(e): R[x;α, δ] nın inmiş halka olmadığını varsayalım. O zaman 0 6= f ∈

R[x;α, δ] vardır öyle ki f 2 = 0.R inmiş olduğundan f , R nin öğesi olmaz. f =∑m
i=0 aix

i, ai ∈ R, 0 ≤ i ≤ m ve am 6= 0 alalım. f 2 = 0 olduğundan amα
m(am) = 0

olur. R inmiş olduğundan αm(am)am = 0 ve her α-katı halka α-yarıdeğişmeli

olduğundan 4.1. Önermeden αm(am)αm(am) = 0, yani (αm(am))2 = 0 ve αm(am) =

0 olur. α birebir olduğundan am = 0 olur. Bu ise çelişkididr. O zaman R[x;α, δ]

inmiş halkadır.

(c)⇒(a): Bu yön için (c)⇒(e) ispatında δ = 0 almamız yeterli olacaktır.
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(e)⇒(a): δ = 0 alırsak ispat açıktır.

4.2. Önteorem

α, R halkasının otomorfizması, R inmiş ve α-yarıdeğişmeli bir halka olsun. O za-

man R nin herhangi öğesinin sağ sıfırlayanının α altındakı görüntüsü değişmez kalır.

İspat

Herhangi a ∈ R için x ∈ r(a) olsun. O zaman ax = 0 olur.R α-yarıdeğişmeli

olduğundan aα(x) = 0 olur.Buradan α(r(a)) ⊂ r(a) bulunur. Ayrıca R nin inmiş

olmasından xa = 0 olur. R nin α-yarıdeğişmeli olmasından ise xα(a) = 0 ve

dolayısıyla α−1(x)a = 0 olur.Yine R nin inmiş olmasından aα−1(x) = 0, yani

α−1(x) ∈ r(a) olur. Buradan x ∈ α(r(a)), yani r(a) ⊂ α(r(a)) ve sonuç olarak

r(a) = α(r(a)) buluruz.

4.1. Sonuç

R α-katı ve α, R’nin bir otomorfizması olsun. O zaman R nin herhangi elemanının

sağ sıfırlayanının α altındakı görüntüsü değişmez kalır.

İspat

α-katı halkalar inmiş ve α-yarıdeğişmeli olduklarından ispat 4.2. Önteoremden

açıktır.

4.3. Önteorem

R halkası α-yarıdeğişmeli ve αk = id (birim homomorfizma) olacak şekilde k ∈ N
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sayısı bulunsun. O zaman a, b ∈ R için ab = 0 dır ancak ve ancak herhangi i ve j

doğal sayıları için αi(a)αj(b) = 0 dır.

İspat

(⇒:) ab = 0 olsun. Bu eşitliğin i kez α altında görüntüsünü alırsak αi(a)αi(b) = 0

olur. j = i ise ispat biter. j > i olsun. R nin α-yarıdeğişmeli olmasını j − i kez

uygularsak

αi(a)αi+1(b) = αi(a)αi+2(b) = ... = αi(a)αj(b) = 0

buluruz. j < i olsun. 1. durumdaki işlemlerin aynısını uygularsak belli bir adımdan

sonra αi(a)b = 0 durumuna ulaşırız. Yeniden j kez α- yarıdeğişmeli olma özelliğini

kullanarak αi(a)αj(b) = 0 buluruz.

(⇐:) Herhangi i ve j doğal sayıları için αi(a)αj(b) = 0 olduğundan özel olarak

i = j alırsak αi(a)αi(b) = αi(ab) = 0 olur. αk = id olacak şekilde k ∈ N sayısı

bulunduğundan α altında görüntü almaya devam edersek αi(ab) = αi+1(ab) = ... =

αk(ab) = ab = 0 buluruz.

4.4. Önteorem

R inmiş halka olsun. αk = id (birim homomorfizma) olacak şekilde k ∈ N sayısı bu-

lunsun ve δ,R nin α−türevi olsun. O zamanR,α−yarıdeğişmeli halka ise aşağıdakiler

a, b ∈ R için geçerlidir:

ab = 0 ise R[x;α, δ] halkasında m,n doğal sayıları için axmbxn = 0 ve her i, j

doğal sayıları için δi(a)δj(b) = 0 olur.
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İspat

Önce δi(a)δj(b) = 0 olduğunu gösterelim. a, b ∈ R ve ab = 0 olsun.R halkası inmiş

olduğundan ba = 0 olur ve dolayısıyla 4.3. Önteoremden bα(a) = 0 bulunur. Böylece

0 = δ(ab) = α(a)δ(b) + δ(a)b olur ve buradan da [α(a)δ(b)]2 = −δ(a)bα(a)δ(b) = 0

ve α(a)δ(b) = 0 olur. 4.3. Önteoremden aδ(b) = 0 olur. Benzer şekilde ba = 0

olmasını kullanarak δ(a)b = 0 sonucunu bulabiliriz. Bu işlemlerin gerektiği kadar

tekrarlanması bize her i, j doğal sayıları için δi(a)δj(b) = 0 sonucunu verir.

Her r ∈ R için xr = α(r)x+ δ(r) olmasını kullanarak

axmbxn = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 + ...+ c1x+ c0

şeklinde gösterirsek cm+n = aαm(b), cm+n−1 =
∑m−1

i=0 aαm−i−1δαi(a) olur. Genel

olarak ck katsayısı, i1+j1+...+it+jt = m olacak şekilde bazı aαi1δj1αi2δj2 ...αitδjt(b)

katsayılarının toplamına eşittir. 4.3. Önteorem ve δi(a)δj(b) = 0 kullanarak

her i1, ..., it ve j1, ..., jt için aαi1δj1αi2δj2 ...αitδjt(b) = 0 bulunur ve dolayısıyla her

k = 0, 1, ...,m+ n için ck = 0 elde ederiz.

4.3. Teorem

R inmiş halka, α : R → R halka homomorfizması, R nin bir δ α−türevi için

αk = id olacak şekilde k ∈ N sayısı bulunsun. R α-yarıdeğişmeli ise R[x;α, δ] daki

tersinir elemanların kümesi R deki tersinir elemanların kümesine eşit olur.

İspat

f(x) =
m∑

i=0

aix
i öğesi R[x;α, δ] da tersinir olsun ve f(x) =

n∑
j=0

bjx
j de onun tersi
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olsun. O zaman 1 = f(x)g(x) =
m+n∑
k=0

(
∑

i+j=k

aix
ibjx

j) = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 +

...+ c1x+ c0 yazabiliriz.f(x) öğesinin R de olduğunu ispatlayalım. Tersine, m > 0

ve am 6= 0 oduğunu kabul edelim.

İddia: s+ t ≥ m için asbt = 0 dır.

İlk olarak cm+n = amα
m(bn) = 0 olduğu kolaylıkla görülebilir. 4.3. Önteorem-

den ambn = 0 elde ederiz. Buradan s + t = m + n için iddia ispatlanmış olur. p

tamsayısını m+n > p ≥ m olacak şekilde alalım ve s+t > p için asbt = 0 olduğunu

farzedelim. Biz s + t = p için asbt = 0 olduğunu ispatlayacağız. 4.4. Önteoremden

u = m+ n,m+ n− 1, ..., p+ 1 için
∑

i+j=u

aix
ibjx

j = 0 bulunur. O zaman

cp =
∑

i+j=p

aiα
i(bj) = 0 [4.4]

s + t > p için asbt = 0 olduğundan s + t > p durumunda 4.3. Önteoremden

asα
s(bt) = 0 ve dolayısıyla R inmiş halka olduğundan s + t > p için αs(bt)as = 0

olur. Eş.4.4 ü eşitliğini sağdan ap ile çarparsak 0 =

[∑
i+j=p

aiα
i(bj)

]
ap = apα

p(b0)ap

bulunur.R inmiş olduğundan apα
p(b0) = 0 ve 4.3. Önteoremden apb0 = 0 olur.

Şimdi Eş.4.4

∑
i+j=p,j≥1

aiα
i(bj) = 0 [4.5]

eşitliğine dönüştü. Eş.4.5 i eşitliğini sağdan ap−1 ile çarparsak ap−1α
p−1(b1)ap−1 = 0

ve dolayısıyla ap−1α
p−1(b1) = 0 bulunur. Buradan da ap−1b1 = 0 buluruz. Bu

işlemleri tekrarladığımızda i + j = p şartını sağlayan i, j ler için aibj = 0 bu-

luruz. Böylece s + t ≥ m için asbt = 0 ispatlanmış olur. Buradan özel olarak

ambn = ambn−1 = ... = amb0 = 0 yazarsak 4.4. Önteoremden amx
mg(x) = 0 ve
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dolayısıyla

(
m−1∑
i=0

aix
i

)
g(x) = 1. Buradan biz

m−1∑
i=0

aix
i =

(
m−1∑
i=0

aix
i

)
g(x)f(x) =

f(x) =
m∑

i=0

aix
i buluruz. Dolayısıyla am = 0 olur, fakat bu bir çelişkidir. Böylece

ispat tamamlanmış olur.

R nin bir α endomorfizması için ne zaman R α-yarıdeğişmelidir ancak ve ancak

R[x] α-yarıdeğişmelidir sorusunun cevabı ilgi çekici olabilir.

4.5. Önteorem

R inmiş halka ve α, R nin monomorfizması olsun. O zaman R α-yarıdeğişmelidir

ancak ve ancak R[x] α-yarıdeğişmelidir.

İspat

R α-yarıdeğişmeli olsun. O zaman 4.1. Teoremden R, α-katı halka olur.Önce R[x]

in α-katı halka olduğunu ispatlayalım. α yı R[x] ye genişletelim ve genişleyenini de

tekrar α ile gösterelim. f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x] için α(f(x)) =

∑n
i=0 α(ai)x

i ile

tanımlayalım. α, R[x] nin bir monomorfizma dönüşümü olur. Bu α dönüşümü ile

R[x] nin α-yarıdeğişmeli olduğunu görelim. Bunun için f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x]

için f(x)α(f(x)) = 0 olsun. f(x) = 0 olduğunu görelim. f(x)α(f(x)) = 0 dan

a0α(a0) = 0 [4.6]

a0α(a2) + a1α(a1) + a2α(a0) = 0 [4.7]

a0α(a4) + a1α(a3) + a2α(a2) + a3α(a1) + a4α(a0) = 0 [4.8]

denklemleri elde edilir. R α-katı halka olduğu için Eş.4.6 dan a0 = 0, Eş.4.7 den

a1 = 0, Eş.4.8 den a2 = 0 tümevarımla her 1 ≤ i ≤ n için ai = 0 yani f(x) = 0

bulunur. 4.1. Teoremden R[x] α-yarıdeğişmeli olur. Her α-yarıdeğişmeli halkanın
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her alt halkası da yarıdeğişmeli olduğundan ispat biter.

4.6. Önteorem

R α-yarıdeğişmeli halka olsun. O zaman α(1) = 1 dir ancak ve ancak her e2 = e ∈ R

için α(e) = e dir.

İspat

α(1) = 1 olduğunu kabul edelim. Eğer e2 = e ∈ R ise e(1 − e) = 0 ve (1 −

e)e = 0 olur. O zaman R α- yarıdeğişmeli halka olduğundan eRα(1 − e) = 0 ve

(1− e)Rα(e) = 0 bulunur. Buradan eα(1− e) = 0 ve (1− e)α(e) = 0 olduğundan

e = eα(e) ve αe = eα(e) olur. O zaman e = α(e).

Tersi açıktır: Her e2 = e ∈ R için α(e) = e kabul edelim. R halkasının birimi

de 12 = 1 eşitliğini sağladığı için kabuldan α(1) = 1 olacaktır.

4.4. Teorem

R α-yarıdeğişmeli bir halka ve α(1) = 1 olsun. O zaman R abeldir.

İspat

e ∈ R herhangi bir idempotent olsun. O zaman e2 = e olduğundan e(1− e) = 0 ve

(1−e)e = 0. R α- yarıdeğişmeli halka olduğundan eRα(1−e) = 0 ve (1−e)Rα(e) =

0 olur. 4.6. Önermeden α(e) = e olacağından eR(1 − e) = 0 ve (1 − e)Re = 0 bu-

lunur. O zaman her r ∈ R için er(1−e) = 0 ve (1−e)re = 0. Buradan er = ere = re

bulunur. Dolayısıyla R abel halkadır.
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4.3. Önerme

R bir α-yarıdeğişmeli halka, α R nin α(1) = 1 olan bir halka dönüşümü, δ R

nin bir türevi ve e, R nin bir kare-eş öğesi ise α(e) = e, δ(e) = 0 ve R[x, α; δ]

halkasının her kare-eş ögesi R dedir.

İspat

R α-yarıdeğişmeli bir halka ve R de α(1) = 1 sağlandığı için 4.4. Teoremden R

nin her kare-eş öğesi merkezdedir. 4.6. Önteoremden α(e) = e elde edilir. Buradan,

4.4. Teorem ve δ nın tanımından

δ(e) = δ(e2) = α(e)δ(e) + δ(e)e = eδ(e) + eδ(e) [4.9]

bulunur. Eş.4.9 e ile çarpılırsa δ(e)e = 0. Bu, Eş.4.9 da kullanılırsa δ(e) = 0 bu-

lunur.

f(x)2 = f(x) =
∑n

i=0 aixi ∈ R[x, α; δ] olsun.

f(x) = f(x)2 = a0a0 + a0a1x+ ...+ a1a0 + a1xa1x+ a1xa2x
2 + ... [4.10]

den a0 = a2
0 bulunur. Böylece α(a0) = a0 ve δ(a0) = 0 olur. [4.4.2] de x lerin kat-

sayıları kıyaslanırsa a0a1 + a1a0 = a1 ve bu ifade a0 ile çarpılır ve a0 ın merkezde

olduğu kullanılırsa a1 = 0 elde edilir. Benzer şekilde a2 = a3 = ... = an = 0 bu-

lunur. Böylece R[x, α; δ] nin kare-eş f(x) öğesi R ye ait olur.

R[x, α; δ] halkasının Baer ya da temel izdüşel halka olma özellikleri incelenmiştir

(28). Bu yönde aşağıdaki teoremi ispatlayalım.
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4.5. Teorem

R α-yarıdeğişmeli bir halka, R[x, α; δ] Armendariz ve α(1) = 1 olsun. O zaman

R Baer halkadır ancak ve ancak R[x, α; δ] Baer dir.

İspat

X, R[x, α; δ] nın boş olmayan bir alt kümesi ve Y de X ye ait olan çokterimlilerin

katsayıları olsun. R Baer halka kabul edelim. O zaman R de bir e kare-eş öğesi

rR(Y ) = eR olacak şekilde vardır. f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n ∈ X

ise aie = 0 dır. 4.6. Önteorem, 4.4. Teorem ve 4.3. Önermeden (aix
i)e = aiex

i

olacağından f(x)e = 0 yani Xe = 0 bulunur. Böylece eR[x;α, δ] ≤ rR[x;α,δ](X)

olur. ters kapsamı görelim. f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n ∈ X ve g(x) =

b0 + b1x + b2x
2 + ... + bnx

n ∈ rR[x;α,δ](X) alalım. O zaman f(x)g(x) = 0 ve R Ar-

mendariz olduğundan her 1 ≤ i ≤ n ve 1 ≤ j ≤ m için aibj = 0. Böylece her j için

Y bj = 0 yani bj ∈ rR(Y ) = eR ve bj = ebj olur. Buradan g(x) = eg(x) ∈ eR[x;α, δ]

ve eR[x;α, δ] = rR[x;α,δ](X) elde edilir. R[x;α, δ] Baer halka olsun. X, R nin boş

olmayan bir alt kümesi olsun. O zaman R[x;α, δ] de bir kare-eş e(x)2 = e(x) öğesi

rR[x;α,δ](X) = e(x)R[x;α, δ] olacak şekilde vardır. 4.3. Önermeden e(x) = e, R ye

ait olan bir kare-eş öğe olur. rR[x;α,δ](X) = e(x)R[x;α, δ] eşitliği R ile ara kesit

yapılırsa rR(X) = (rR[x;α,δ](X))∩R = (e(x)R[x;α, δ])∩R = eR elde edilir. Böylece

R Baer halka olur.

4.1. Uyarı

α-yarıdeğişmeli R halkasının herhangi farklı A,B altkümesi için AB = 0 sağlansın.

a ∈ A ve b ∈ B için ab = 0 olacağından aRα(b) = 0 olur. Dolayısıyla ARα(B) =

Σa∈A,b∈BaRα(b) = 0 olur. Buradan R α−yarıdeğişmelidir ancak ve ancak AB = 0

ise ARα(B) = 0 dır.
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α uyumlu halka ve halkada SA1 koşulu (11) de verildi. BirR halkasının α dönüşümü ,

δ türev işlemi ve her a, b öğeleri için ab = 0 dır ancak ve ancak aα(b) = 0 oluyorsa R

ye α-uyumlu halka denir. f(x) =
∑
aix

i,g(x) =
∑
bjx

j ∈ R[x, α, δ] ve f(x)g(x) = 0

dan her i, j için aibj = 0 elde edilirse R ye SA1 şartını sağlar denir. Armen-

dariz halka tanımından hareketle R nin SA1 şartını sağlaması R[x, α, δ] halkasının

Armendariz olması demektir. (11) de R halkasının α-uyumlu ve (SA1) şartının

sağlaması kabulu altında R ve R[x, x−1;α] nin Baer ya da temel işdüşüm halka özel-

likleri incelenmiştir. Biz de R nin α-yarıdeğişmeli olma durumunda araştıracağız.

4.6. Teorem

α, R halkasının bir otomorfizması, R α-yarıdeğişmeli ve R[x, x−1;α] Armendariz

olsun. O zaman R bir Baer halkadır ancak ve ancak R[x, x−1;α] bir Baer halkadır.

İspat

R[x, x−1;α] nin her öğesi f(x) = akx
k + ...+a−1x

−1 +
∑n

i=0 aix
i şeklinde yazılabilir.

R yi Baer halka kabul edelim. C de R[x, x−1;α] nin boş olmayan bir alt kümesi

olsun. C deki çok terimlilerin katsayıları kümesi C ′ ise kabulden e ∈ R kare-eş

öğesi rR(C ′) = eR olacak şekilde vardır. Böylece Ce = 0 olur çünkü f(x) ∈ C ise

f(x) nin her ai katsayısı için aie = 0 dır ve 4.6. Önteoremden α(e) = e dır. Bu da

f(x)e = 0 yı yani e ∈ rR[x,x−1;α](C) ve eR[x, x−1;α] ≤ rR[x,x−1;α](C) gerektirir. Kap-

samın diğer yönü için f(x) = akx
k + ...+a−1x

−1 +
∑n

i=0 aix
i ∈ rR[x,x−1;α](C) alalım.

Her g(x) = btx
t + ... + b−1x

−1 +
∑m

i=0 bix
i ∈ C için g(x)f(x) = 0 ve R[x, x−1;α]

Armendariz olduğundan biaj = 0 yani C ′aj = 0 her k ≤ j ≤ n için. Böylece

aj ∈ rR(C ′) = eR ve aj = eaj, yani f(x) = ef(x) ∈ R[x, x−1;α] olur. Bu da

eR[x, x−1;α] = rR[x,x−1;α](C) demektir.
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Şimdi R[x, x−1;α] yi Baer halka kabul edelim. I, R nin boş olmayan bir alt kümesi

olsun. O zaman R[x, x−1;α] de bir e(x) kare-eş öğesi var öyle ki, e(x)R[x, x−1;α] =

rR[x,x−1;α](I) olur. e(x) = ekx
k+...+e−1x

−1+e0+
∑n

i=1 eix
i ise Ie(x) = 0 özel olarak

Ie0 = 0 olacaktır. Fakat e0 = e(x)e0 dan e20 = e0 bulunur. Buradan e0 ∈ rR(I) ve

e0R ≤ rR(I) olur. r ∈ rR(I) alalım. rR(I) ≤ e(x)R[x, x−1;α] = rR[x,x−1;α](I) dan

r = e(x)r, buradan da r = e0r yani r ∈ e0R elde edilir. Böylece rR(I) ≤ e0R yani

rR(I) = e0R bulunur.

4.7. Teorem

α R halkasının bir otomorfizması ve R α-yarıdeğişmeli ve R[x, x−1;α] Armendariz

olsun. O zaman R bir sağ p.p. halkadır ancak ve ancak R[x, x−1;α] bir sağ p.p.

halkadır.

İspat

R[x, x−1;α] yi sağ p.p. halka kabul edelim. a ∈ R olsun. Kabulden R[x, x−1;α]

de bir e(x) kare-eş öğesi var ve e(x)R[x, x−1;α] = rR[x,x−1;α](a) olur. e(x) = ekx
k +

...+e−1x
−1+e0+

∑n
i=1 eix

i ise ae(x) = 0, özel olarak ae0 = 0, buradan e0R ≤ rR(a)

olur. Kapsamın diğer yönünü görmek için r ∈ rR(a) alalım. rR(a) ≤ rR[x,x−1;α](a) =

e(x)R[x, x−1;α] den r ∈ e(x)R[x, x−1;α] ve r = e(x)r olacaktır.Bu da r = e0r yani

r ∈ e0R yi gerektirir.Böylece rR(a) ≤ e0R ve rR(a) = e0R elde edilir. Şimdi

R halkasını bir p.p.-halka kabul edelim. f(x) = akx
k + ... + a−1x

−1 +
∑n

i=0 aix
i ∈

R[x, x−1;α] alalım. e(x)R[x, x−1;α] = rR[x,x−1;α](f(x)) olacak şekilde R[x, x−1;α] de

bir e(x) kare-eş öğesi bulacağız. 4.4. Teoremden R nin her kare-eş öğesi merkezdedir.

Böylece R de bir e2 = e kare-eş öğesi
⋂n

i=k rR(ai) = eR olacak şekilde vardır.

aie = 0 ve α(e) = e den f(x)e = 0 yani e ∈ rR[x,x−1;α](f(x)) ve eR[x, x−1;α] ≤

rR[x,x−1;α](f(x)) olur. g(x) = btx
t+ ...+b−1x

−1+
∑m

i=0 bix
i ∈ rR[x,x−1;α](f(x)) alalım.

O zaman f(x)g(x) = 0 olur. R[x, x−1;α] Armendariz olduğu için her i ve j için
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aibj = 0 yani her j için bj ∈
⋂n

i=k rR(ai) = eR ve buradan bj = ebj yani g(x) = eg(x)

ve g(x) ∈ eR[x, x−1;α] olur. Buradan rR[x,x−1;α](f(x)) ≤ eR[x, x−1;α] ve sonuç

oarak rR[x,x−1;α](f(x)) = eR[x, x−1;α] olur, bu da ispatı bitirir.

Örnek

Yarıdeğişmeli halkaların abel olma özelliği olmasına rağmen α-yarıdeğişmeli hal-

kalar bu özelliği sağlamıyor. Z tamsayılar halkası olsun.

R = {

 a b

0 c

 |a, b, c ∈ Z}

halkasını gözönünde bulunduralım ve α : R −→ R endomorfizmasını şu şekilde

tanımlayalım :

α

 a b

0 c

 =

 a 0

0 0


O zaman R α - yarıdeğişmeli halka, α(1) 6= 1 olduğu kolayca ispatlanır fakat R

abel halka olmaz, çünkü :

e2 = e =

 0 1

0 1

, a =

 1 1

0 1


öğelerini alırsak, bu değerler için abellik şartının sağlanmadığını görürüz:

ae =

 0 2

0 1

 6= ea =

 0 1

0 1


R nin bir I ideali için α(I) ⊆ I ise ᾱ : R/I −→ R/I , ᾱ(a + I) = α(a) + I

dönüşümü R/I bölüm halkasının endomorfizması olur.
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Aşağıdaki örnekte şunu göstereceğiz: R halkasının birim olmayan öyle α otomor-

fizması varki R nin sıfır olmayan bir I öz ideali için R/I ve I α - yarıdeğişmelidir

fakat R, α - yarıdeğişmeli değildir:

Örnek

F cisim , R =

 F F

0 F

 halkası , α : R −→ R endomorfizması şu şekilde

tanımlansın:

α

 a b

0 c

 =

 a −b

0 c

 .

A =

 1 1

0 0

 , B =

 0 −1

0 1

 ∈ R için AB = 0 olur. Fakat

 1 −1

0 1

 ∈ R

için

 1 1

0 0

 1 −1

0 1

α

 0 −1

0 1

 =

 0 1

0 0

 6= 0 buluruz. Dolayısıyla

R α- yarıdeğişmeli halkadır. R nin sıfır olmayan öz idealleri

I =

 F F

0 0

 , J =

 0 F

0 F

 , K =

 0 F

0 0


idealleridir. Bu I, J,K ideallerinin α- yarıdeğişmeli oldukları kolayca görülebilir.

Ayrıca R/I ∼= F ve R/J ∼= F halkaları da tamlık bölgeleri olduklarından ᾱ -

yarıdeğişmelidirler. K =

 0 F

0 0

 için

R/K =


 a 0

0 c

+K | a, c ∈ F


bölüm halkası inmiş halkadır ve ᾱ dönüşümü R/K nın birim dönüşümü olur.
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Dolayısıyla R/K aynı zamanda ᾱ - yarıdeğişmeli halka olur. R halkası ve (R,R)

- bimodülü olan M verilmiş olsun. T (R,M) = R ⊕ M üzerinde bilinen sıradan

toplama işlemi ve aşağıdaki çarpma işlemi tanımlanmış olsun:

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2)

Bu durumda T (R,M) ye R nin M tarafından sıradan genişlemesi denir. Bu halka,

r ∈ R ve m ∈M olmak kaydıyla

 r m

0 r

 şeklinde matrislerin halkasına izomorf-

tur. Şimdi R nin α-yarıdeğişmeli halka olması durumunda T (R,R) nin uygun bir

ᾱ dönüşümü vasıtasıyla ᾱ - yarıdeğişmeli olup olamayacaği sorusunu araştıralım.

α,R nin bir endomorfizması ve T (R,R) , R nin sıradan genişlemesi olsun. ᾱ :

T (R,R) −→ T (R,R)

ᾱ

 a b

0 a

 =

 α(a) α(b)

0 α(a)


şeklinde tanımlanırsa T (R,R) nin bir endomorfizması olur. T (R, 0), R ye izomorf

olduğundan ᾱ nın T (R, 0) a kısıtlanmış halini α ile gösterebiliriz. Aşağıdaki örnek-

ten R, α-yarıdeğişmeli halka ise T (R,R) nin ᾱ-yarıdeğişmeli halkası olması

gerekmediğini görebiliriz.

Örnek

R =


 a b

0 a

 | a, b ∈ Z


halkasında α : R −→ R dönüşümü, α

 a b

0 a

 =

 a −b

0 a

 olacak şekilde

verilen R α - yarıdeğişmeli halkasını gözönünde bulunduralım.
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A =



 0 1

0 0

  −1 1

0 −1


 0 0

0 0

  0 1

0 0




, B =



 0 1

0 0

  1 1

0 1


 0 0

0 0

  0 1

0 0




∈ T (R,R)

alalım. O zaman AB = 0 olur. Fakat

ᾱ(B) =



 0 −1

0 0

  1 −1

0 1


 0 0

0 0

  0 −1

0 0




için C =



 1 0

0 1

  0 0

0 0


 0 0

0 0

  1 0

0 1





öğesini aldığımız zaman

ACᾱ(B) =



 0 0

0 0

  0 2

0 0


 0 0

0 0

  0 0

0 0




6= 0

olur. O zaman AT (R,R)ᾱ(B) 6= 0 ve T (R,R) ᾱ- yarıdeğişmeli halka olmaz.

4.7. Önteorem

R inmiş halka olsun. Eğer R, α - yarıdeğişmeli halkaysa T (R,R), ᾱ- yarıdeğişmeli

halka olur .

İspat

A =

 a b

0 a

 , B =

 c d

0 c

 ∈ T (R,R) ve AB = 0 olsun. O zaman ac = 0 ve

ad+bc = 0 olur. R inmiş olduğundan ca = 0 olur. Ayrıca 0 = ad+bc = c(ad+bc) =
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(ca)d + cbc = cbc olduğunda (bc)2 = 0 ve dolayısıyla bc = 0 ve ad = 0 bulunur.

Buradan R α- yarıdeğişmeli olduğundan aRα(c) = 0, bRα(c) = 0 ve aRα(d) = 0.

O zaman herhangi C =

 h k

0 h

 ∈ T (R,R) için

ACᾱ(B) =

 ahα(c) ahα(d) + akα(c) + bhα(c)

0 ahα(c)

 = 0 ∈ T (R,R)

bulunur. Yani

AT (R,R)ᾱ(B) = 0 ve böylece T (R,R) bir ᾱ- yarıdeğişmeli halka olur.

4.2. Sonuç

R α- katı halka olsun. O zaman T (R,R) ᾱ- yarıdeğişmeli halka olur.

4.8. Önteorem

R bir α-Armendariz halka olsun. O zaman aşağıdakiler geçerlidir:

(a) R nin a, b, c öğeleri ve pozitif n sayısı ab = 0 ve acnb = 0 sağlarsa o za-

man acα(b) = 0 dır.

(b) R nin a, b, c öğeleri ve pozitif n sayısı ab = 0 ve cn, R nin merkezi öğesi ise

acα(b) = 0 dır.

İspat

f(x) = a(1 − cx) ve g(x) = (1 + cx + cx2 + ... + cn−1xn−1)b alalım. O zaman

acnb = 0 den f(x)g(x) = 0 ve buradan acb = 0 buluruz. R, α-Armendariz olduğu

için acα(b) = 0 elde edilir. Diğer iddia tanımlardan elde edilir.
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4.9. Önteorem

R bir α-Armendariz halka ve α(1) = 1 ise R abel halkadır, yani R nin her kare-eş

elemanı diğer her öğe ile yer değiştirir.

İspat

R bir α-Armendariz halka ve e2 = e öğesini alalım. r ∈ R, a = e, b = 1 − e

ve c = er(1 − e) alınırsa ab = 0, c2 = 0 dır. Böylece ac2b = 0 olur. 4.8. Önteorem

ve R α-Armendariz olduğu için acα(b) = 0 buluruz. 4.6. Önteoremden α(e) = e ve

α(b) = α(1−e) den α(b) = 1−e buluruz. Böylece acα(b) = ac(1−e) = ac = 0, yani

er = ere elde edilir. Benzer şekilde her r ∈ R için re = ere olduğu ispatlanabilir.

Her r ∈ R için er = re = ere bulunur.

α, R halkasının bir homomorfizması olsun. α yı R[x] den R[x] ye α ile göstereceğimiz

ve α(
∑
aix

i) =
∑
α(ai)x

i ile tanımlı bir dönüşüme genişletebiliriz.

4.8. Teorem

MR Armendariz ve α-yarı değişmeli olsun. O zamanM [x]R[x] de α-yarı değişmelidir.

İspat

m(x) =
∑
mix

i ∈ M [x] ve f(x) =
∑
aix

i ∈ R[x] ve m(x)f(x) = 0 olsun. M Ar-

mendariz olduğu için miaj = 0 olur. R α-yarı değişmeli olduğundan miRα(aj) = 0

olur. x öğesi R[x] in merkezi öğesi olduğu için miRα(aj) = 0 ifadesi x in kuvvetleri

ile sağdan çarpılır ve gerekli sonlu toplama işlemleri yapılırsa miR[x]α(aj) = 0 elde

edilir.
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4.4. Önerme

R yerel sonlu bir α-Armendariz halka ve α(1) = 1 olsun. O zamanR α-yarıdeğişmelidir.

İspat

R bir yerel sonlu bir α-Armendariz halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. aRα(b) = 0

olduğunu göstereceğiz. Herhangi bir r ∈ R alalım. R yerel sonlu halka olduğu için,

bir pozitif n sayısı var ve her n ≤ k için rn = rn+k olur çünkü {r, r2, r3, ...} yarıgrubu

sonlu olacaktır. Böylece rn = rn+k = rnrk = rnr2k = ... = rnrnk = rnrn(k+1) olur.

h = k+ 1 dersek o zaman r(h−1)n = r(h−2)nrn = r(h−2)n(rn)h = r2(h−1)n = (r(h−1)n)2

olacağından r(h−1)n kare-eş öğe olur. 4.9. Önteoremden α-Armendariz halkalar abel

oldukları için, r(h−1)n merkezi bir kare-eş öğe olur. Böylece ar(h−1)nb = 0 sağlanır.

4.8. Önteoremden arα(b) = 0 elde edilir. Burada r, R nin keyfi bir öğesi olduğuğu

için, aRα(b) = 0 olacaktır. Yani R halkası yarıdeğişmelidir.



62

5. MONOİDE GÖRE YARIDEĞİŞMELİ HALKALAR

Bu bölümde M ile bir monoidi göstereceğiz.Böylece M de her f ve g için fg ∈ M

olan kapalı bir işlem ve M de her f için ef = fe = f yapan bir e birimi var. Bir R

halkası ve bir M monoidi için

R[M ] = {γ | γ : M → R, sonlu tane m ∈M için γ(m) sıfırdan farklı }

monoid halkasını gözönüne alalım. O halde R[M ], M den R ye tanımlı fonksiyonlar

içinde sonlu sayıda sıfırdan farklı değer alanlarının topluluğudur. R[M ] de işlemleri

aşağıdaki sekilde tanımlanır. Eşitlik olarak fonksiyon eşitliği, toplama işlemi olarak

fonksiyon toplamı, çarpma işlemi ve 0, 1 öğeleri aşağıdaki gibi tanımlıdır:m,n ∈M ,

γ,β ∈ R[M ] olsun.

γ = β ancak ve ancak her m ∈M için γ(m) = β(m)

(γ + β)(m) = γ(m) + β(m)

(γβ)(m) =
∑

xy=m γ(x)β(y)

0(m)=0

1(m)=1.

Her γ ∈ R[M ] fonksiyonu, her m ∈ M için γ(m) = r ∈ R ile tek türlü belir-

lidir. Herhangi bir a ∈ R ve bu a ile

γa : M → R, γa(e) = a, m 6= e için γa(m) = 0

ile γa yı,

ψ : R→ R[M ], ψ(a) = γa
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ile de ψ yı tanımlayalım. O zaman ψ 1-1 bir halka dönüşümüdür. Bu ψ yardımı

ile R yi R[M ] nin bir alt halkası olarak kabul ederiz. Benzer şekilde herhangi bir

m ∈M alarak, bu m ile

γm : M → R, γm(m) = 1, m 6= n için γm(n) = 0

ile γm yi,

φ : M → R[M ], φ(m) = γm

ile de φ yı tanımlayalım. O zaman φ, 1-1 bir monoid dönüşümüdür ve φ(M),

R[M ] nin çarpım monoidinin bir altmonoididir. Bu φ yardımı ile M yi R[M ] nin

çarpımsal alt monoidi kabul ederiz. R[M ] nin her β öğesinin, sıfırdan farklı değerleri

β(m1) = a1, β(m2) = a2, ... ,β(mt) = at ise, β(mi) ile mi yi ve β(ai) ile ai yi

öşdeşleyerek β =
∑t

i=1 aimi biçiminde tektürlü yazabiliriz.

5.1. Monoid Halkalarının Yarıdeğişme Özelliği

Monoid halkaları çokterimli halkaların bir genellemesi olarak görülebilir. Monoid

halkalarının diğer özellikleri yanında yarıdeğişmeli özelliklerinin araştırılması gerekir.

Bu yönde (35) monoid halkalarının Armendariz, inmiş ve Baer özellikleri ince-

lenmiştir. Bu bölümde monoid halkalarının diğer bazı özellikleri yanında yarıdeğişme

özelliklerini inceleyeceğiz.

Tanım

α, β ∈ R[M ] için eğer αβ = 0 dan αR[M ]β = 0 elde edilirse R halkasına M -

yarıdeğişmeli, ya da M ye göre yarıdeğişmeli denir .
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Örnek

3.6. Önermede verilen R halkasını ve Ω, R nin her merkezi ve düzgün öğesini

içeren, çarpmaya göre kapalı bir altkümesini alırsak R yarıdeğişmelidir ancak ve

ancak Ω−1R = {a/v | a ∈ R, v ∈ Ω} yarıdeğişmeli olduğu ispatlanmıştır. Burada

Ω, R halkasındaki çarpma işlemine göre bir monoiddir. Diğer taraftan M = {1/v |

v ∈ Ω}, Ω−1R halkasındaki çarpma işlemine göre bir monoiddir ve Ω−1R = R[M ]

dir.

Örnek

3.1. Sonuçta bir R halkası için R[x] yarıdeğişmelidir ancak ve ancak R[x;x−1]

yarıdeğişmeli olduğu gösterilmiştir. Bir taraftan M = {1/xi | i = 0, 1, 2, 3, ...}

alınırsa M R[x, x−1] halkasındaki çarpmaya göre bir monoid oluşturur. Diğer

taraftan R[x;x−1] = R[x][M ] olacaktır. Ayrıca R[x;x−1] ∼= R[Z] dir.

Örnek

M = (N ∪ 0,+) ise herhangi bir R halkası için R[M ] ∼= R[x] dir.

M bir monoid olsun.Eğer M nin herhangi iki boştan farklı ve sonlu A,B ⊆ M

kümelerine karşılık öyle g ∈ M varsa ve g = ab, a ∈ A, b ∈ B olacak şekilde tek

türlü yazılabilirse M ye t.ç.-monoid ( tek tür çarpanlı monoid ) denir. Bir serbest

grubun altmonoidlerı, sağ ya da soldan sıralı monoidler t.ç.-monoidlerıne örnektir-

ler. Bir t.ç.monoidinde birimden farklı sonlu mertebeden öğe bulunmaz.

5.1. Uyarı

Yarıdeğişmeli olan fakat Armendariz olmayan R[M ] halkaları mevcuttur.
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İspat

M = {e, a} ve M de işlemler e birim ve a = a2 ve R = C karmaşık sayılar

halkasını alalım. C[M ] de α = 1.a, β = 1.e+ (−1)a alalım. O zaman αβ = 0 olur.

C[M ] değişmeli olduğu için αC[M ]β = 0 olacaktır. C de 1(−1) 6= 0 olduğu için

C[M ] Armendariz yani C,M -Armendariz olamaz.

5.1. Uyarıda C yerine, birimli ve birimi sıfırdan farklı herhangi bir R halkası ve

M de sonlu mertebeli devirli bir monoid alınırsa bu örnek yine geçerlidir.

(M,≤) sıralı monoid olsun. Her g, g
′
, h ∈ M için g ≤ g

′
ise gh ≤ gh

′
ve hg ≤ hg

′

oluyorsa (M,≤) ye kesin sıralı monoid denir.Her g, g
′ ∈M için g ≤ g

′
veya g

′ ≤ g

oluyorsa (M,≤) ye kısmi sıralı monoid denir. M monoid olsun. M nin a ,b, c öğeleri

için ab = ac den b = c elde edilirse M ye kısaltma monoidi denir.

5.1. Önteorem

Her t.ç.-monoid kısaltma monoididir.

İspat

M bir t.ç.-monoidi olsun. M nin farklı a, b, c öğelerini alalım. ab 6= ac yı görelim.

Aksini, yani ab = ac kabul edelim. M nin A = {a} ve B = {b, c} alt kümelerini

göz önüne alalım. M bir t.ç.-monoidi olduğundan, A da a öğesi için B de tek bir

öğe vardır, bu öğe b olursa ab de tektir. Böylece ab 6= ac olacaktır. Bu ise kabul ile

çelişir. Böylece a, b, c öğeleri, M nin farklı öğeleri ise ab 6= ac dir. Yani M kısaltma

monoididir.
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5.1. Önerme

M t.ç.-monoid ve R inmiş halka olsun. O zaman R[M ] yarıdeğişmeli halka olur.

İspat

α =
∑n

i=1 aigi, β =
∑m

j=1 bjhj ∈ R[M ] ve αβ = 0 olsun. Her i, j için aiR[M ]bj = 0

olduğunu ispatlayalım.n ve m’ye göre tümevarım uygulayalım.n = 1 olsun. O za-

man α = a1g1 olur. ( (35), Önteorem 1.1) den i 6= j için g1bi 6= g1bj olur. Buradan

her j için a1bj = 0 olur.R yarıdeğişmeli olduğundan a1Rbj = 0. Aynı şekilde m = 1

durumunda her i için aib1 = 0 ve aiRb1 = 0 bulunur. Dolayısıyla a1R[M ]bj = 0

ve aiR[M ]b1 = 0. αβ = 0, a1b1 = 0 ve R inmiş olduğundan b1Ra1 = 0 ve

(b1α)β = (b1
∑n

i=1 aigi)β =
∑m

j=1 bjhj = 0. Tümevarımdan b1aib1 = 0 ve dolayısıyla

a1R[M ]bj = 0. Bu durumda αβ = 0 ise her i, j için aiR[M ]bj = 0 olur.

5.1. Sonuç

M kesin sıralı monoid ve R inmiş halka olsun. O zaman R[M ] yarıdeğişmeli

halka olur.

İspat

Her kesin sıralı monoid t.ç.-monoid olduğundan ispat açıktır.

5.2. Sonuç

M = (N∪0,+) alalım. O zaman R inmiş halka olarak alınırsa, RM - yarıdeğişmelidir

ancak ve ancak R yarıdeğişmelidir.
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İspat

R, M -yarıdeğişmeli halka ise M ye bağlı olmadan R yarıdeğişmelidir. R inmiş

halka olsun. Bu durumda R[M ] halkası R[x] çokterimliler halkasına izomorf olur

çünkü M = (N ∪ 0,+) ile R[x] halkasının M ′ = {xi : i = 0, 1, 2, ...} monoidleri

izomorfturlar. 3.1. Önermeden R[M ] yarıdeğişmeli halka olur.
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