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OZET

Bu calismada serbest ylizen uzay robotlarinin eklemli kiitle modeli kullanilarak
modellenmesi yapilmistir. Oncelikle literatiirde bulunan {i¢ degisik ydntemden soz
edilmistir. Daha sonra uzaysal kinematik ve dinamik denklemler tanmitilmistir.
Arkasindan uzayda calisacagi varsayilan iki eklemli ti¢ linkli bir robot kol i¢in uzaysal

kinematik ve uzaysal dinamik yaklagimlar1 kullanilarak denklemler tiiretilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, an articulated body model for a free-floating space robot is
introduced. First, three different modeling methods about free floating space robots are
explained. Afterwards by spatial algebra, kinematics and dynamics equations of a two-

joint three-link free floating space robot are defined..
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1. GIRIS VE AMAC

Gelecekte, robotlarin uzay calismalarinda ¢ok Onemli gorevler {istlenecegi
diistiniilmektedir. Dolayisiyla halihazirda genel olarak biiyiikk 6nem tasiyan kontrol
sistemlerinin 6zelde uzayda kullanilan robotlarin kontroliinde Onemlerinin artacagi
stiphesizdir. Uzay araci ile aract yonlendirecek robotun etkilesimi konusunda bazi
sorunlar yasanabilmektedir. Bu sorunlarin ortadan kaldirilabilmesi i¢in bazi teknikler

onerilmektedir. Bu teknikler ti¢ farkli kategoriye ayrilabilirler (Papadopoulos, 1991).

Birinci kategoride, tepki jetleri, uzay aracina etki eden robotun dinamik
kuvvetlerini kompanse ederek, uzay aracinin pozisyonunu ve yoOnlenmesini kontrol
ederler. Bu durumda, yer-tabanli robotlar igin gelistirilmis kontrol yontemleri uzay
robotlarinin kontroliinde kullanilabilir, fakat robot hareketleri tepki jeti sistemini
doyuma goétiirmesi robotlarin faydasini sinirlandirir. Tepki jetleri goreceli olarak ¢ok
biiylik miktarlarda yakat tiiketirler ve sistemin Omriinii sinirlandirirlar. Bu sebeplerden

dolay1 bu metodun kullanilmas1 dezavantajlidir.

Ikinci kategoride, tepki tekerlekleri ya da jetleri uzay aracinin pozisyonunu degil
yalnizca yonlenmesini kontrol ederler. Bu sistemlerin kontrolii ilk kategoridekilere gore,
daha karmagiktir (Papadopoulos, 1991). Bu konudaki ¢aligmalara bir 6rnek sanal robot
metodudur (Vafa, Dubowsky).

Ugiincii kategoride, elektrik enerjisini ya da yakiti daha az kullanmak igin
serbest yilizen sistemler Onerilmektedir. Bu sistemlerde uzay aracinin pozisyon ve
yonlenmesi kontrol edilmemekte ve robotun hareketlerine serbest¢e tepki vermesine
izin verilmektedir. Sisteme disaridan bir kuvvet ya da tork etki etmedigi ve toplam

momentumun korundugu varsayilmaktadir.

Serbest yilizen robotlar sanal robot modeli kullanilarak modellenebilir. Uzay
aracinin kinematik veya dinamigini yok sayan bu tiir sistemlerin algoritmalarinda
sorunlar tespit edilmistir. Bu sorunlar yer smnirli robotlarda bulunmayan dinamik

tekilliklerden kaynaklanmaktadir (Papadopoulos, 1991).



Bu ¢alismada serbest yiizen robotlarin kontrolii iizerinde ¢alisilacagindan ti¢ilincii

kategori iizerinde daha ayrintili olarak durulacaktir.

Serbest yiizen uzay robotlarin kontrolii, bilinmeyen eylemsizlik 6zelliklerine
sahip nesnelerin kontroliinii gerektirmektedir. Ornegin, robotun tutucusu ile kavradig
cismi hangi yonden kavradigi ve o cismin kiitlesi bilinmeyebilir. Sonu¢ olarak
tutucunun ve yiikiin birlesik eylemsizlik parametreleri birbirlerinden ayr1 olarak
tanimlanamaz. Bu sorun, uzay robotlar1 i¢in daha fazla uyarlamali kontrol strateji
arastirmalariin yapilmasina sebep olmaktadir. Kolaylik olmasi agisindan uzay araci
robotlara taban saglayan manevra kabiliyeti olan kat1 bir cisim ile temsil edilir. Robot
ise, doniigsel veya dogrusal eklemlerle birbirine baglanmis kati elemanlardan olusur. Bu
eklemler yiiksek torklu elektrik motorlar1 tarafindan hareket ettirilir. Uzay tabanl
sistemlerin ilging bir karakteristigi de uzay araci ve robot arasinda dinamik bir

baglantinin olmasidir. Uzay araci robotun hareketlerine bagl olarak hareket etmektedir.

Lagrange denklemlerine dayanarak, hareket kontrol problemini formiile eden
0zel sonuglar elde edilmistir (Wee, Walker, McClamroch, 1997). Eylemsizlik
parametreleri hakkinda kesin bilgiye sahip olunan sistemlerin hareket kontrol kurallari

yer tabanli robotlarla ayni sekilde olusturulabilir.

Buna karsin, eylemsizlik parametreleri ile ilgili kesin bilgi bulunmadig
durumlarda uyarlamali kontrol stratejileri gelistirilmelidir. Tabanin yonelme kontroli
icin kullanilan tepki tekerlekli robot sistemleri i¢in, sistemin eylemsizlik parametreleri
kullanilarak elde edilen dinamik model kullanilabilir. Uzay robotlarmin uyarlamali
kontrolii, bu yaklagim kullanarak eklem wuzay kontroliine basarili bir sekilde
uygulanabilir (Wee, Walker, McClamroch, 1997). Eylemsizlik kontroliine bu sonucun
dogrudan uzantist miimkiin degildir. Ciinkii, eklem uzayindan eylemsizlik uzayina
gecis denklemleri, kinematik ve eylemsizlik parametrelerinin bir fonksiyonu olan
dinamik Jacobian matrisinin tersini gerektirmektedir. Sonu¢ olarak, Onceki
arastirmacilar tarafindan kullanilan eylemsizlik uzay modeli eylemsizlik parametreleri

cinsinden dogrusal olarak ifade edilemez.



Bu calismada, eklemli kiitle modeli kullanilarak serbest yiizen uzay robotlarinin
dinamik modelinin tiiretilmesi gerceklenmistir. Boliim 2’de uzaysal kinematik, boliim 3
‘te ise uzaysal dinamik konulari agiklanmistir. Dordiincii boliimde ileri dinamik ve
eklemli kiitle modeli anlatilarak iki eklemli ve i¢ linkli bir serbest ylizen uzay

robotunun modellenmesi yapilmistir. Son boliim ise sonug ve 6neriler kismidir.



2. UZAYSAL KINEMATIK

Robot kollari, harekete gecirici mekanizmalar ile siiriilen doner ya da prizmatik
eklemlerle seri olarak baglanmis, birka¢ kati nesnenin, olusturdugu yapilardir. Robot
teknolojisi, ismini Cek oyun yazar1 Karel Capek’ in , “Rossum'un Evrensel Robotlari
(1921)” oyununa borgludur'. Yazar, angarya, zorunlu is anlamindaki "robata" kelimesi
ile is¢i anlamima gelen "robotnik" kelimelerini birlestirerek, “Robotic” kelimesini
tiiretmistir. Bir robot simirli da olsa dis diinyadan bazi algilar yapabilmelidir. Bu
algilamalar, kimyasal, konum, renk, 151k, sekil gibi genis bir yelpazede yer alir. Daha
sonra elde ettigi bu verileri, otonom olarak yorumlayabilmeli, algiya ne gibi tepkide
bulunacagma karar vermelidir. Son olarak da verdigi bu kararini uygulamaya

koyabilmelidir. Kisaca robot ii¢ ana kisimdan olusur?;

1. Cevre hakkinda gercek-zamanli bilgi elde etmek i¢in kullanilan alicilar,
2. Karar vermeyi ve kontrolii saglayan elektronik beyin,

3. Verilen kararlarin uygulamasini saglayan eyleyiciler ve hareket sistemleri

Yer tabanli robotlarda, sabit bir koordinat sistemine gore pozisyon ve yonlenme
yapilabilir, bununla birlikte uzay robotlariin bir ucu, tabani olusturan serbest hareketli
uzay aracina bagl iken, diger ucu serbesttir. Genellikle, bu serbest uca, nesneleri
tasimak ya da cesitli montaj gorevlerini gergeklestirmek {izere, bir alet monte edilir.
Eklemlerde gergeklestirilen hareket, linklerin hareketleri ile sonuglanir. Robotun istenen
gorevleri gergeklestirebilmesi i¢in, u¢ noktasinin pozisyon ve ydnlenmesinin biitlin
eklem hareketleri cinsinden tanimlanabilmesi gerekmektedir. Bu bdliimde oOncelikle,
eklem ve link kavramlar1 agiklanmaya g¢alisilacaktir. Daha sonra uzay kinematigi

tizerinde durulmaya c¢aligilacaktir.

! http://robot.metu.edu.tr/dosya/robot_nedir.pdf (19.03.2006) - Odtii Robot Toplulugu
? http://robot.metu.edu.tr/dosya/robot_nedir.pdf (19.03.2006) - Odtii Robot Toplulugu



http://robot.metu.edu.tr/dosya/robot_nedir.pdf
http://robot.metu.edu.tr/dosya/robot_nedir.pdf

2.1. Eklemler ve Linkler

Eklemler, robot kol sisteminde hareketi saglayan kisimlardir. Genellikle,
robotlarda déner ve prizmatik olmak iizere iki ¢esit eklem bulunmaktadir. Insan
kollarinin aksine, robotlardaki eklemler, kolun mekanigi, kinematigi ve kontroliini
kolaylastirmak iizere bir serbestlik derecesine sahiptir. Doner eklemler, bir dénme
serbestlik derecesi saglarken, prizmatik eklemler bir yonlii yer degistirme serbestlik
derecesi saglamaktadir. Bu c¢alismada, sadece doner eklemli uzay robotlar

incelenecektir.

Linkler, iki eklemi baglayan kat: mekanik nesnelerdir (Ozkan, 2000). Bir linkin
asil amaci, uglarindaki eklemler arasinda sabit bir iligkiyi korumaktir. Linklerin
uzunluklari, robot kolunun caligma uzaymin genis olmasinda rol oynar. Robot
kollarinda sonuncu link bir ucundan bir 6nceki linke bagliyken diger ucunda eklem
bulunmamaktadir. Bu u¢ noktada, robotun gergeklestirecegi goéreve uygun alet bulunur.

Ornegin, bu lehim yapacak bir robot i¢in, havya olabilir.

2.2. Uzay Robotlarinin Kinematigi

Bir uzaysal vektor 6 boyutludur ve kati cisim dinamiklerinde yer alan fiziksel
niceliklerin bilesik dogrusal ve acisal bilesenlerini gdstermek i¢in kullanilir
(Featherstone, 1987). Uzaysal vektorlerin kullanighilig kati cisimlerin analizlerini basite
indirgeme giiglerinden ileri gelmektedir. Tek bir uzaysal vektor, bagka tiirlii en az iki
tane 3 boyutlu bir vektor ile gosterilebilecek bilgiyi tek basina barindirir. Sonug olarak
kat1 cisim sistemleri daha az esitlikle tanimlanabilir ve bu esitlikler genellikle 3 boyutlu

benzerlerinden daha kisadir.

Uzaysal cebirin tam olarak anlasilmasi i¢in, dogrusal ve agisal hiz gibi degisik
fiziksel niceliklerin tek bir varligin bilesenleri gibi birlestirilebileceginin kabul edilmesi

gereklidir.



2.2.1. Uzaysal Hiz

Oncelikle kati cismin hizinin uzaysal vektdr olarak nasil ifade edildigine
bakilmasinda yarar vardir. Bir kat1 cisim 6 serbestlik derecesine sahiptir; 3 tanesi
prizmatik ve 3 tanesi de doneldir. Bu sekilde kat1 bir cismin pozisyonu, yer degistirmesi
veya hizi 6 tane saytyla tanimlanabilir. Geleneksel olarak, kati bir cismin hiz1 dogrusal
ve acisal hiz vektorleriyle tanimlanir. Cevaplanmasi gereken soru, bu vektorlerin

uzaysal forma nasil uyarlanacagidir.

Sekil 2.1: Kat1 Bir Cismin Hiz1

Kat1 bir cismin anlik hizi, kat1 cisim i¢indeki bir P noktasinin v, ile gdsterilen
dogrusal hiz1 ve o ile gosterilen agisal hizi ile tanimlanabilir. @ cismin tiim noktalarinda
aynidir ve segilen P noktasindan bagimsizdir, buna karsin v, sadece secilen P noktasi
icin gegerlidir. Kat1 cismin i¢indeki diger bir nokta olan Q’nun anlik hizi olan vg, ® ve

v, cinsinden ifade edilebilir.
Vo=vy, T QP x 0 (2.1)
Kat1 cismin anlik hizi belirlenmis P noktasindaki vektor ciftleriyle (o,v,) ile

tanimlanir. Cismin P noktasindan gecen eksenin etrafinda o agisal hiziyla ve ayn1 anda

vpdogrusal hiziyla hareket ettigi diisiiniilebilir.



P noktasimin se¢imi keyfidir ve bu noktanin kati cisimle ayni harekete sahip
olmak kosuluyla, cismin iizerinde olma zorunlulugu yoktur. Zaten ayni noktay1 cisme
bagli olarak se¢mek zorunlulugu da yoktur. O halde, kati cisimle birlikte hareket eden
ama kat1 cisme gore baslangic noktast anlik rastlantisal olan ve kati cismin hizini (®,v,)

cifti ile temsil eden bir nokta se¢ilebilir. v, noktanin baslangic noktasindaki hizidir ve
Vo=Vt OP x o (2.2)
ile tanimlanir.
Cismin, baslangi¢ noktasindan gecen eksenin etrafinda donerken ayni zamanda
v, dogrusal hiziyla 6telendigi diisiintilebilir. Bu durumda (m,v,) ¢ifti kat1 cismin uzaysal

hizin1 tanimlar.

Uzaysal vektor niceliklerini, 6 elemanli siitun vektoriiyle gosterebiliriz. Uzaysal

gosterimde v kat1 cismin hizin1 gosterir.

Qz[wwwv v,V T (2.3)

x 'y "z Yox Yoy Yoz

Bu ifade genelde
v=[wy ] @4
seklinde kisaltilmis olarak gosterilir.
2.3. Cizgi Vektorleri ve Serbest Vektorler
Siradan bir 3 boyutlu vektoriin biliytlikliigli ve yonii vardir fakat bir vektor temsil
ettigi matematiksel ya da fiziksel varligin yapisina uygun olarak pozisyon ozelliklerini

de barmdirabilir. Ozel olarak, kati cisim dinamiginde iki vektdr bulunur: ¢izgi vektorleri

ve serbest vektorler.



Bir ¢izgi vektoriiniin bliyiikliigli, yonii ve belirli bir hatt1 vardir. Cizgi vektorleri
acisal hiz gibi nicelikleri temsil etmekte kullanilirlar. Agisal hizi temsil edebilmek i¢in,
belirli bir doniis ekseninin olmasi ve belirli bir hattinin herhangi bir noktasinda kati

cisme etki eden ve hat hareketi olusturan kuvvetlerin bulunmasi gereklidir.

Bir serbest vektor ise sadece biiylikliige ve yone sahiptir. Bu vektorler dogrusal

hiz gibi belirli bir hatt1 veya ekseni olmayan nicelikler i¢in kullanilir.
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Sekil 2.2: Bir Cizgi Vektoriiniin Tanimi1

Bir ¢izgi vektoriini su sekilde gostermek miimkiindiir. a vektoriinlin hareket
hattinin sekil 2.2 de gosterildigi gibi bir A noktasindan gectigini diigiinelim. Hattin yonii
¢izgi vektoriinlin yoniiyle ayni oldugundan, vektoriin biiyiikliigii ve hareket hatt1 vardir
diyebiliriz. Hattin biiyiikligi a’nin biiylikliigiidiir ve hat hareketi asagidaki esitlikle

gosterilebilir.

(r—-OA)xa=0 (2.5)



Bu esitlikteki r, hat lizerindeki herhangi bir noktanin pozisyonudur. Bu esitlik

asagidaki sekilde de gosterilebilir.

rxa=a, (2.6)

Bu esitlikte a, = OAxa olarak bulunur. a ve a, hattin Pliicker vektorleri olarak
bilinirler ve hatt1 tam olarak belirlerler. a sonug vektorii, a, ise moment vektorii olarak
adlandirilirlar. 6 tane rakam agikca belirtilmesine ragmen, a . a, = 0 oldugu i¢in sadece
5 tanesi bagimsizdir; ve vektorler sadece hatt1 temsil ederlerse, Aa ve Aa, ave a, ayn

cizgi vektoriinii olmasa bile aym hatti temsil ettigi i¢in bu durumda rakamlardan bir

tanesi rasgele secilmistir.

a,, orijinin se¢imine baghdir. orijin O noktasindan P noktasina alinirsa, bu

durumda yeni Pliicker vektorleri, a, = PAxa oldugu durumda, a ve a, olacaktir.

Bu durumda, uzaysal hiz icin 6teleme formiilii ile ayn1 olan asagidaki esitligi

elde etmis oluruz.

a,=a,+OPxa (2.7)

Uzaysal vektor ile ¢izgi vektorii arasindaki tek fark [WT v, ]T esitligindeki w . v,
carpiminin  sifira  esit olmast zorunlulugunun olmamasidir. Bir ¢izgi vektorii
eﬂl=[aTaoT 1" seklindeki bir uzaysal vektor gibi ifade edilebilir. a . a,= 0 esitligini

saglayan herhangi bir uzaysal vektor aslinda bir ¢izgi vektoriidiir.

Biiytikliigii ve yonii b vektorii ile gosterilebilen bir serbest vektoriin, b vektorti
ile temsil edilmesi yeterlidir. Serbest vektorlerin b=[0"b" ] formunda gsterilmesiyle,

cizgi vektorleri ile ayni cebirsel temelde ifade edilebilmesi miimkiindiir. Ancak bu



10

ifadedeki niceliklerin a, =a, +OPxa denklemindeki oteleme formiiline uymas

gereklidir ve orijinin se¢ciminden bagimsizdir.
2.3.1. Uzaysal Vektorlerin Cizgi Vektorii ve Serbest Vektor Bilesenleri

Genel bir uzaysal vektor, bir ¢izgi vektorii ile bir serbest vektoriin toplamindan
olusur. Uzaysal bir vektori, bir ¢izgi vektorii ile bir serbest vektoriin toplamindan elde
etmenin sayisiz yolu vardir ama bir ¢izgi vektoriinlin belirlenmis bir noktadan
geemesinin zorunlu hale getirilmesi durumunda, uzaysal vektoriin ¢izgi vektorii ve
serbest vektor bilesenleri benzersiz bir sekilde belirlenebilir. Eger ¢izgi vektoriiniin
orijinden ge¢mesi zorunlu hale getirilirse, ¢izgi ve serbest vektor bilesenleri sirasiyla

asagidaki gibi olur:

eﬂl=[aTaoT 1" = uzaysal vektor

[a'0"]" > cizgivektorii, [0"a,"]" = serbest vektor

g\z[aTaoT " seklindeki bir uzaysal vektorii, bir ¢izgi vektdrii ve paralel bir
serbest vektoriinlin toplami olarak ifade edebildigimiz takdirde bu uzaysal vektor bir

vida vektoriiniin esitidir.

SRS
a,| |pa

. aa,
a,= a,- pa ve = —
(8o o~ P P a3 )

Bu sekildeki bir nicelik, vida vektorii olarak bilinir ki viday1 bir eksen etrafinda
déndiiriir ve o eksene paralel bir sekilde oteler. [a'a,'|' vektdriiniin hareket ¢izgisi
vida ekseni olarak adlandirilir ve p parametresi yalpalama olarak adlandirilir. Vida

ekseni ve yalpalama parametresi degismeyen nicelikleridir.
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2.3.2. Eklem Eksenlerinin Gosterimi

Bir eklem icin gerekli 6zellik, bagladig: iki cismin arasinda iligkili bir hareket
derecesine izin vermesidir. Bir serbestlik derecesinin oldugu durumlarda, baglanmis iki
cismin birbirleriyle goreceli pozisyonu, eklem degiskeni denen bir skalarin
fonksiyonudur ve iki cismin goreceli (relative) hizi, eklem degiskeninin tiirevi ile ifade
edilebilir. Eklem ekseni eklem tarafindan izin verilen hareketin yoniinii ve yapisini
tanimlayan uzaysal bir vektordiir. Baglanmis iki cismin goreceli hizini elde etmek igin

eklem eksenini ve eklem hizin1 carpmak gereklidir.

Déoner bir eklem her iki cisimdeki sabit bir eksen etrafinda doniisti saglar. Doner
bir eklem, eksenin pozisyonunu ve hareketin doniigsel yapisini tanimlayan bir birim
cizgi vektorii ile gosterilebilir (agisal hizin bir ¢izgi vektdor olmasi). Bir ¢izgi
vektoriiniin, birim eklem hizinin iki cisim arasindaki goreceli birim agisal hiza karsilik

gelmesi i¢in, birim biiyiikliige sahip olmas1 gereklidir.

Prizmatik eklemler, belirli bir yonde iki cisim arasindaki 6telenmeye izin verirler
ve sadece hareketin izin verilen yoniinde tanimlanirlar; bu ylizden eklem ekseninin, bir

birim serbest vektorii ile temsil edilmesi uygundur.

Bir vida eklemi, belirli bir eksen etrafindaki doniisii ve eksen boyunca olan
Otelenmeyi birlestirir. Bu yiizden, bir ¢izgi vektoriiniin ve paralel bir serbest vektoriin
toplam1 seklinde ifade edilebilir. Vidanin yalpalanmasi ¢izgi ve serbest vektoriin
biiylikliigiiniin oranlarni belirler. Bir birim vida ekseni birim ¢izgi vektoriine sahip

olmasi ile tanimlanir.

Eklem ekseni uzaysal bir vektor olarak tanimlanirsa, eklem tarafindan izin
verilen hareketin tipi Onemsiz hale gelir. Her degisik tipteki eklem igin ayri

denklemlerle ugragsmak zorunlulugu ortadan kalkar.
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2.3.3. Kuvvetlerin Gosterimi

Kat1 bir cisme etki eden bir kuvvetin biiyiikliigii ve hareket ¢izgisi vardir. bu
yiizden bir ¢izgi vektori ile temsil edilebilir. Biiytlikliigli ve yonii olan, P noktasindan

gecen bir ¢izgi boyunca etki eden bir f kuvveti
f=[fTOPxf)' T (2.9

ile gosterilir. Moment vektorii bir ¢iftin fiziksel yonlerine sahiptir ve bir ¢iftin
eklenmesiyle, bir kuvvetin hareket ¢izgisinin Otelenmesine iliskin kurallara karsilik
gelen oteleyen ¢izgi vektorlerininkiyle aymidir. Saf bir ¢ift sadece biiylikliige ve yone
sahiptir ve bu ylizden bir serbest vektor ile temsil edilebilir. Genel bir uzaysal kuvvet
saf bir kuvvetin ve bir ¢iftin toplamindan olusur ve orijine etki eden bir kuvvete ve bir
cifte ayristirilabilir. Eger bir cisme bir dizi kuvvet etki ediyorsa, bunlarin bileskesi tek

bir uzaysal kuvvettir.
2.4. Uzaysal Vektorler

Bir uzaysal vektor gergek rakamlar kiimesinde tanimli 6 boyutlu vektér uzayinin
bir iiyesidir. Uzay vektorleriyle 3 boyutlu Oklit uzaymin vektdrleri arasindaki
uygunlugu olusturmak i¢in, uzaysal vektorler ¢izgi vektorleri ve serbest vektorler
tarafindan tanimlanirlar. Acik, net uygunlugu elde etmek icin, 3 boyutlu uzaya bir

Kartezyen koordinat sistemi yerlestirilir ve uzaysal vektdr uzayinda standart bir taban
tanimlanir. {eAi } ile gosterilen bu taban, gl é; ile gosterilen 6 vektorden olusur. (;1 ..é;
vektorleri Kartezyen koordinat sistemindeki X,y,z eksenlerinin birim ¢izgi vektorleri ve
e: ..ez vektorleri ise x,y ve z eksenlerine paralel birim serbest vektorleridir. 3 boyutlu
uzayda, her Kartezyen koordinat sistemi i¢in benzeri olmayan standart bir taban

vardir.Genel bir uzaysal vektor a, eﬁ1 eﬁ6 vektorleri cinsinden ifade edilebilir.
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5:iai§i (2.10)

i=1

Bu denklemdeki skalar a, ’ler a vektoriiniin {eﬁi } tabanindaki koordinatlaridir.

a, {eﬁi }pde [a....a ]T seklinde koordinatlar1 olan 6 x 1 lik bir matris ile temsil edilebilir.

Su ana kadar iizerinde durulan tiim wuzaysal vektorler, standart bir tabandaki

koordinatlari ile ifade edilmistir.

Uzaysal vektoriin kendisi ile matris gosteriminin birbirine karigsmasini 6nlemek

amactyla, matris gosterimi asagidaki gibi uzatma isareti (~ ) kullanilarak yapilacaktir.
d=[a..a]

a, ilkel bir varliktir fakat &, a’min 6zel bir koordinat sistemindeki gosterim

seklidir. a+b herhangi bir koordinat sisteminden bagimsizdir. 6:1+l§, sadece a ve b

ile ayn1 koordinat sisteminde gosterildiklerinde anlam kazanirlar. Bundan sonra ¢ogu

zaman, goOsterimdeki ayrim goz ardi edilecek ve a hem vektor hem de matris

gosteriminde kullanilacaktir.

2.4.1 Uzaysal Vektor islemleri

Uzaysal nicelikleri igeren ifadelerin fiziksel anlamlarinin olabilmesi igin,
matematiksel islemlerinin de agiklanmasi gereklidir. Matematiksel islemin agiklamasi,
islemin ne olduguna ve o islemin operantlarinin ne olduguna baglidir. Buna gére;

e Toplama islemi, ayn1 cisme etki eden ve toplam kuvvetin bileske kuvvet
oldugu uzaysal kuvvetler i¢in tanimlidir.
e Toplama islemi, A’nin B’ye gore ve B’nin C’ye gore ve toplamda A’nin

C’ye gore hizinin temsil edildigi uzaysal hizlar i¢in tanimlidir.
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e Bir eklem eksenini temsil eden bir uzaysal vektoriin bir eklem hizini
temsil eden bir skalar ile ¢arpimi, eklemle baglanmis olan iki linkin

goreceli hizlarii temsil eden uzaysal vektorii verir.
2.5. Kat1 Cisim Koordinat Doniisiimleri

3 boyutlu Oklit uzayindaki kat1 cisim doniisiimlerine karsilik gelen uzaysal
vektor doniisiimlerini inceleyelim. Bir kat1 cisim doniisiimii veya Oklit yer degistirmesi,
sabit iki nokta arasindaki mesafeyi belirler. Kati bir cismin doniigiimii 3 boyutta her biri
3 serbestlik derecesine sahip doniis ve dtelenmeden olusur. Bir Kartezyen koordinat
sisteminin, bir kati cisim doniisiimii altindaki goriintiisii bagka bir Kartezyen koordinat

sistemidir.
{eﬁi }ve { ?, + O ve P’de Kartezyen koordinat sistemlerine karsilik gelen standart
tabanlar olsunlar. Bu durumda Y :e > ?i, O koordinatlarim1 P koordinatlarina

haritalayan kati cisim doniistimiine karsilik gelir. Y, uzaysal kati cisim donilisiimii

olarak kullanilacaktir.

Matris gosterimlerinde yine uzatma isaretleri kullanilacaktir. Bir a vektdriiniin
{e } standart tabaninda &, =[ay,..8y,]" ve { f, } standart tabaninda &, =[a,,...a,] ile

temsil edildigini diisiiniirsek, bu durumda

a=> aye = axf (211

esitligini elde edebiliriz.

X:8,—>a, , Y tarafindan elde edilen uzaysal kati cisim koordinat

doniistimiidiir. Eger Y > bir tabanin vektérlerine uygulanirsa, X *in de yeni tabandaki

gosteriminin elde edilmesi i¢in, o tabanda gosterilen vektoriin koordinat matrisine

uygulanmas1 gereklidir. i pasif bir doniistimdiir. Uzaysal bir vektoriin gosterimini
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degistirir. Buna karsin Y aktif bir dontigiimdiir. Bir vektori degisik bir vektore

(goriintiisiine)  doniistirir. X , Y tarafindan elde edilen dogrusal koordinat

doniisiimiidiir. Bu ylizden 6 x 6 boyutlarinda bir matris olarak ifade edilebilir.

Koordinatlarin orijinlerini O’dan P’ye cevirmek i¢in, denkelm 2.7°nin 6teleme

formiila kullanilir ve

ap = elde edilir. (2.12)

a
ao+56xa

- a - -
Burada ao :{ } dir. Bu esitlik ap ‘yi 6x6 ‘lik bir matrisle ao ‘nin ¢arpimi
a'O
olarak ifade etmek icin asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir

~ 1 0|~
ap=| ___ ao (2.13)
POx 1

Bu esitlikteki 0 3x3’likk bir sifir matrisi, 1 3x3’liikk bir 6zdeslik (identity)
matrisi ve POx de PO ‘ya c¢arp1 operatorii x’in uygulanmasiyla elde edilen simetrik

olmayan matristir. Carp1 operatdrii asagidaki gibi tanimlanir:

X 0 -z y
y|x=|z 0 —x (2.14)
z -y z O

ax vektoriyle b vektoriiniin ¢arpimi, axb ye esittir. x operatérii dogrusal bir

operatordiir ve agagidaki ozelliklere sahiptir.

A(ax)=(Aa)x, (Abirskalardir) (2.15)
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ax+bx=(a+b)x (2.16)
(ax) =-ax (2.17)
(ax)b=—(bx)a  (2.18)
(Ea)x=EaxE™", (E,3x3’liik ortogonal bir matristir)  (2.19)
(axb)x=axbx-bxax (2.20)

O dan O’'ne yapilan koordinat doniisiinii etkinlestirmek i¢in, uzaysal a
vektoriinii orijinden gecen bir ¢izgi vektorii ile bir serbest vektoriin toplami olarak ele

alinabilir.

a ‘nin dondiiriilmiis koordinat sistemindeki gosterimi, ¢izgi vektdriinlin ve

serbest vektoriin dondiiriilmiis gésterimlerinin toplamina esittir.

E, 3x3 boyutunda bir ortogonal, koordinat doniisiimii yapan dondiiriicti
(rotation) bir matris olsun. Bu durumda orijinden gegerek etki eden ¢izgi vektoriiniin

déndiiriilmiis koordinat sistemdeki gdsterimi [(Ea)" 0']" seklinde olur. Serbest vektoriin

gosterimi ise [07 (E a, )'T" seklinde olur. Bu yiizden, eger ao O’da gosterilen bir

uzaysal vektor ise ve ao de O' daki ayn1 vektorse bu durumda koordinat doniistimii
~ E 0|~
do' = ao (2.21)
0 E

seklinde olur.

oXp uzaysal bir doniistimdiir. P koordinat sisteminde gosterilen bir vektorde
islem yapar ve asagidaki formiile gore aymi vektoriin O koordinat sistemindeki

gosterimini iiretir.
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Vo=0XpVe (2.22)
Uzaysal koordinat doniisiimleri matris ¢arpimui ile birlestirilebilir. Bu yiizden
oXp P/>—(\Q :O/)-(\Q (2.23)

esitligi yazilabilir. Doniisii ve dtelemeyi iceren genel uzaysal doniislim formu 2.13 ve
2.21 esitliklerinin ¢arpimiyla elde edilebilir. Orijini 6nce O ‘dan P’ye Otelemeye sonra

da P etrafinda dondiirmeye yarayan uzaysal doniisiim

—~ EOo|| 1 O E 0 .
pXo = = , rr=0P (2.24)
0 Eflrx 1 Erx' E

Ters doniisiim ise;
~ 1 OllE" 0 o0
oXp = = (2.25)
rx 1{lo E' rxe' E
olarak ifade edilebilir.

Bu ifade »Xo ‘nm transpozesi degildir. Bu ylizden 3x3’liikk dondiiriicii

matrislerden farkli olarak, genel uzaysal doniisiim matrisleri ortogonal degildir.

2.6. Hareketli Koordinat Sistemlerinde Tiirev Alma

{eTi } koordinat sisteminde gosterilen uzaysal vektor a ‘nin kesin (absolute)

zamana gore tiirevi

d- d & -
—a=—(» a e
it dt(;‘, Y
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- Z((% a,)e +a (%Ei ) (2.26)

. g : : : .. d- ~ e
seklinde yazilir. Eger koordinat sistemi duragan ise Eei =0 ‘dir ve a ‘nin kesin tiirevi

sadece elemanlarin tiirevine esittir.

Vektorii duragan bir koordinat sistemine doniistiirlip, yeni koordinat
sisteminde tlirevini almak ve tlirevi tekrar hareket eden koordinat sistemine
doniistirmek daha kolaydir. Bu durum, uzaysal bir vektoriin tiirevinin uzaysal vektor

gibi doniistiirtilebildigini gosterir.

P nin hareket eden bir koordinat sistemi, O nun da duragan bir koordinat

sistemi ve o Xp ile p Xo nin da iki koordinat sistemi arasindaki doniistimler oldugunu

'

diistinelim. % yi kesin tiirev i¢in ve pm yi de goriiniir tiirev icin kullanildigini

diisiiniirsek, P koordinat sisteminde gdsterilen a vektdriiniin kesin tiirevi

%5: P?O%(O}ZP 5)

=%a+ P?o(%oip)a (2.27)

'

olur. Buradaki sorun » /)Zo(% 0 ip) ifadesini elde etmek olacaktir. O dan P ye yapilan

dontisiim r 6teleme vektorii ve 3 x 3 liikk ortogonal E™! matrisi ile gerceklestirilirse
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I ;
Foxe=l o . (2.28)
(—rxE+rx—E EE

ifadesi elde edilebilir. P koordinatlarmmn v ile temsil edilen hizinin oldugunu ve O

koordinatlarmda v, =[W'V,"]" ile belirtildigini  disiinirsek, bu durumda

' '

—r=V,=V,—IxW ve —E =wxE olur. Bu yiizden,
d 7 ° dt 7

d' S‘(\ _ wx E 0
dt o (Vo —rxwW)xE+rx(wxE) wx E

B wx E 0 (
| VoxE+wxrxE  wxE

| wx 0 E 0

“|vox wx|[rxE E

W X 0 —
={ }oXp (2.29)
W X

Vg X

ifadesi elde edilebilir. Uzaysal ¢arpim operatorii asagidaki sekilde tanimlanir ve daha

once bahsedilen x operatorii ile ayni 6zelliklere sahiptir:

aA_axO 230
bx_bxax (2.30)

Bu durumda denklem 2.29 asagidaki gibi yeniden diizenlenir.

aoipz% xoXp (231)
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P koordinatlarinda gdsterilen, P koordinatlarinin hiz vektorii

Vp = p Xo Vo ise,

d- d'- -~ ~-
—a=—a a 2.32
m pm +Vp X ( )

denklemi elde edilir. Bu yiizden, hareket eden bir koordinat sisteminde gdsterilen bir
mutlak tlirev vektorli, goriiniir tiirevle, koordinat sisteminin kesin hiziyla tiirevi alinan
vektoriin - vektorel g¢arpiminin toplamma esittir. Bu kural, donen bir koordinat

sistemindeki vektoriin tiirevinin alinmasina iliskin kurala olduk¢a benzerdir.

a vektori duragan O koordinat sisteminde gosterilsin ve v hiziyla hareket

ediyor olsun. P koordinat sistemi de v hiziyla hareket ediyor olsun. Bu durumda a,P

koordinat sisteminde duragandir. Oyleyse;

%5: oip(%ap +\7P;<5,p)

= oip(\A/P;aP)

—vxa (2.33)

O, hareketli bir koordinat sistemi ve v>de a’mn O’daki goriliniir hiziysa, denklem

2.33 a’nin O ‘daki gOriiniir tiirevini verir.
2.7. Uzaysal ivme

Kat1 bir cismin kesin ivmesi, onun kesin hizinin tiirevidir. Bununla birlikte,

kat1 bir cismin uzaysal ivmesi geleneksel ivmesinden biraz degisiklik gosterir.
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Sekil 2.3’te gosterilen katt cismin w agisal hizi ve cismin {izerindeki P

noktasinin r dogrusal hizi vardir. r ise, P’nin pozisyon vektoriidiir. Cismin duragan O

koordinat sistemindeki uzaysal hizi

Sekil 2.3: Kat1 Bir Cismin Ivmesi

ve kesin uzaysal ivmesi ise hizin elemanlarinin tiirevidir.

_ w
aO = (1] L] . (2.35)
F+rxw+ rxw

Uzaysal ivmenin agisal bileseni, cismin agisal ivmesidir fakat dogrusal bilesen
ise cisimdeki herhangi bir noktanin orijinden gegerken olusan hizinin zamana gore

degisim oranidir. Cismin orijindeki sabit noktasinin bilinen ivmesi

d2

=w(r—r')

Qg
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d .
=—(r—-wxr'
Olt( xr')

=Ir—WXr—-wxwxr

olarak gosterilir. r’, anlik olarak r ’ye esit olan cisim-sabit vektoridiir.

Sekil 2.4: Sabit Agisal Hizl1 Bir Nesnenin Ivmesi

Sekil 2.4 ‘te gosterilen, sabit bir eksen etrafinda sabit bir acisal hizla donen
kat1 cismi diisiinelim. Cisim sabit uzaysal hiza sahiptir. Dolayisiyla uzaysal ivmesi
stfirdir. Cisimdeki donme ekseni lizerinde olmayan her nokta dairesel bir yol
izlemektedir ve bu yiizden sifirdan farkli bir geleneksel ivmeye sahiptir. Fakat orijinden
gecen nokta(lar) vo hizina sahiptir ve bu hiz sabittir. Bu yiizden, uzaysal ivmenin

dogrusal kism1 (v, ‘nun tiirevidir) sifira esittir.



3. UZAYSAL DINAMIK

3.1. Giris

Bu boliimde, uzaysal momentum, uzaysal eylemsizlik gibi kavramlardan

bahsedilmis ve hareket denklemleri verilmeye calisilmistir.

3.2 Uzaysal Kat1 Cisim Momentumu

Sekil 3.1: Kat1 Bir Cismin Uzaysal Momentumu

Sekil 3.1°deki kati1 cismin kiitlesi m, kiitle merkezi P’de ve kiitle merkezi

etrafindaki doniissel eylemsizligi 1" ile gosterilmektedir. Bu cismin uzaysal hizi
\To =[w'v,"]" ve kiitle merkezinin dogrusal hiz1 dav, =V, +POxw denklemleri ile

gosterilir. Kat1 cismin dogrusal momentumu, biiyiikliigii ve yonii ile bir ¢izgi vektordiir;

P=myv,

Hareket hatti, cismin kiitle merkezinden geger ve Po =[P (OP x P)" |" uzaysal

vektorii ile ifade edilebili, OPxP vektorii cismin orijin etrafindaki momentum
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momentidir. Cisim aslinda, |"w ile gosterilen ve ¢izgi vektorii gibi davrananagisal

momentuma da sahiptir. Bu momentum uzaysal olarak P =[0"(I"'w)' ' ile

gosterilebilir. Cismin toplam momentumu dogrusal ve agisal momentumlarinin

_ mv, 0
P=| __ +| .
OPxmv, Iw

_[ m(Vy + PO x W) } G

1" w+OP xm(v,, + PO xw)

toplamina esittir;

3.3. Uzaysal Kat1 Cisim Eylemsizligi

Kati cismin uzaysal hizin1 uzaysal momentumuna doniistiiren uzaysal
eylemsizligi P =1 v formundaki dogrusal bir esitliktir. Bu esitlikteki 1 , 6x6 boyutunda

bir matrisle gosterilen uzaysal eylemsizliktir. Denklem 3.1den

5_ mPO xw+mv,
(1" +OP xmPOx)w+ OP x mv,
~ mPO x ml S
I"+OPxm PO x OPxm
=loVo (3.2)
elde edilir. Bu yiizden uzaysal eylemsizlik;
_ mPO x ml
lo=| = - (3.3)
I"+OPxmPOx OPxm

olarak bulunur. Bu matrisi daha o6zli bir sekilde ifade etmek miimkiindiir. 3x3

boyutunda matrislerin M =ml, H = OPxmve |1 =1"+0OPxmPOx tanitilmasiyla
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- [H™M™
|o—|:| H} (3.4)

olarak yazilir. M, H ve I kati cismin orijin etrafindaki sifirinci, birinci ve ikinci
momentleridir. Sifirmer moment sadece kiitledir. Birinci moment h=mOP ve H =hx

dir. Tkinci moment ise paralel eksenler teoreminden (65 xmPOx m kiitlesinin P ‘deki

orijin etrafindaki doniigsel eylemsizligi) dolay1 I ‘ya esit olan cismin orijin etrafindaki

dontissel eylemsizligidir. M ve I simetriktir.

Eger koordinat sisteminin orijini, cismin kiitle merkeziyle ayniysa OP =0 olur

ve uzaysal eylemsizligin yeni hali

olur.
3.3.1. Uzaysal Kati Cisim Eylemsizliklerinin Ozellikleri

Dontigsel eylemsizlikten farkli olarak, uzaysal eylemsizligi gdsteren matris
geleneksel anlamda ne simetriktir ne de pozitif-tanimlidir. Bununla birlikte uzaysal
transpoze operatorii tanitildiginda, o operatdre gore uzaysal eylemsizlik matrisi simetrik

ve pozitif-tanimli olarak bulunacaktir.

Kat1 cisim eylemsizlik matrisi hi¢bir zaman tekil degildir. Eger tekil olsaydi,

stfirdan farkli hizlar i¢in kat1 cisim sifir momentuma sahip olurdu.

Uzaysal eylemsizligin koordinat doniisiim kurali uzaysal vektorlerin dogrusal

haritalayict1 olmasi tanimindan belirlenir. Eger Pe,lp ve Ve kati cismin, P

koordinatlarinda gosterilen momentumu, eylemsizligi ve hizi ise ve Po,lo ve Vo da O
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koordinatlarindaki momentum, eylemsizlik ve hiz ise bu durumda Pe=1lpve ve
Po=1loVo olur. Pr=pXo Po ve Vo=o0Xp Vp olarak yazilir. Buradaki PXo ve

oXp olagan vektor doniisiim matrisleridir. Bu yilizden
1pVe =Pp =5 Xo Po=rXo loVo
=P /XO TO (0] ?P \7P
ve
Ir=pXolooXp (3.5

olur.

Duragan bir koordinat sisteminde gosterilen uzaysal eylemsizligin zamana
gore tiirevi, elemanlarinin tiirevine esittir. Eger P, v hiziyla hareket eden hareketli bir

koordinat sistemiyse ve O da duragansa eylemsizlik | nin tlirevini veren formiil;

olur. Fakat;

d- d' < - <
—lo=—(0oXrlrrXo)
dt dt
=O/)ZP\7P;iP P/X\O‘i‘o/)ZPETP P,)Zo—o,)ZPTPQP; P,X\O

(denklemler 2.31 ve 2.19 ‘un uzaysal ¢arpima (x ) uygulanmasiyla)

'

%TP :%TP +\7P>2TP—TP\7P; (3.6)
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elde edilir. Eger kat1 bir cismin 1 eylemsizligi varsa ve v hiziyla hareket ediyorsa, 1

nin mutlak tiirevi;

I=vxl-lvx (3.7
e x  (3.7)

olur. Bir ¢ok parcadan olusan bilesik bir kati cismin eylemsizligi, bilesenlerinin

eylemsizliklerini toplamina esittir. Eger bir b bilesik kati cismi b; kat1 cisimlerinden

olusuyorsa 1 toplam eylemsizlik, bilesenlerin eylemsizlikleri - li- toplamina esittir.

1=>1 (38

Bu basit uzaysal denklem, geleneksel yaklasimdaki {i¢ tane denklemin yerini
alir. Bunlardan ilki bilesik kiitlenin hesaplanmasi, ikincisi bilesik kiitle merkezinin
hesaplanmasi ve {igiinciisii de yeni kiitle merkezinin etrafindaki doniissel eylemsizligin

hesaplanmasi i¢indir.
3.4. Hareket Denklemleri

Uygulanan bir kuvvet olmadiginda, kati bir cismin momentumu korunur. Bu

yiizden | v = sabittir (3.9).

Eger bir kuvvet uygulanirsa momentumun degisme orani uygulanan net

kuvvete esittir.

Bu esitlikte a kati cismin uzaysal ivmesidir. Denklem 3.10’a homojen olmayan

dogrusal denklem olarak bakmak kullanigli olacaktir;
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f=la+tp (3.11)

Bu esitlikteki E) bias kuvveti olarak adlandirilan ve sifir uzaysal ivme tiretmek i¢in kati

cisme uygulanmasi zorunlu olan kuvvettir. Denklem 3.9 dogrusal ve agisal
momentumun korunumu yasalarini birlestirirken, denklem 3.10 Newton’un ve Euler’in

kat1 cismin dogrusal ve agisal hizlarina iliskin denklemlerini birlestirir.

3.5. Ters Eylemsizlik

Kati1 bir cismin ters eylemsizligi, momentumu hizla iliskilendirir. Eger P=1v

1 —

ise kati cismin ters eylemsizligi &:IAf olmak kosuluyla \7=g7ﬁ P dir. Ters

eylemsizliklerin doniisiim ve tiirevleri eylemsizliklerle ayni kurallara uyarlar, fakat

bilesik bir kiitle ters eylemsizligi harmonik toplamla bulunur. Bu yiizden;
— ~-1 __
p=(20 )" (12

a ivmesini iireten bir f kuvveti, hareketi belirli yonlerde kisitli olan bir kiitleye
uygulanirsa, ivme;

a=g¢f+b (3.13)

seklinde ifade edilebilir. Bu esitlikteki ;5 cismin goriiniigteki ters eylemsizligi veb bias

ivmesi ise hiza ve hareket kisitlarina bagli olan vektordiir.

Ters eylemsizlikleri kullanmanin esas avantaji 6 dereceden daha az serbestlige

sahip olan kisitlandirilmis cisimlerin hareketinin analizine olanak vermesidir. Boyle bir

cisim igin ;5? =0 denkleminin asikar olmayan ¢oziimleri vardir. Bu durumda ;é tekil

olur ve | var olmaz. Aslinda ters eylemsizligin ranki cismin hareket serbestlik
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derecesine esittir ve ;5? =0 esitliginin ¢oziimli hareket zorunluluklar1 tarafindan

uretilen tepki kuvvetler uzaymni diizenler. Ters eylemsizliklerin ana dezavantaji
birlestirme kuralina uygunsuzlugudur: 6zellikle baz1 matrisler tekilse, harmonik toplami

bulmak zordur.

m kiitleli, P noktasinda kiitle merkezi bulunan ve merkezi eylemsizlik tensorii

I" olan kisitlandirilmamus kati cisim ters eylemsizlik formu;

- 1"~ POx .
= L . (3.14)
1/ml +OPx " 'POx OPx 1!
Bu denklem 3.2 deki denklemle 6zdestir. 1/ml yerine 1 ove I yerine de ml

gelmistir.

3.6. Eklemli Kiitle Eylemsizlikleri

Eklemli kiitle, eklemlerle birbirine baglanmis kati cisimlerin toplamidir.
Eklemli kiitle ile kat1 cisim sisteminin geri kalan1 arasindaki biitiin etkilesimler eklemli
kiitlenin sap adi verilen bir eleman1 araciligiyla olugsmalidir. Eklemli kiitle eylemsizligi,
sistemin geri kalan tarafindan sapa uygulanan kuvvet ile eklemli kiitlenin ivmesi

arasindaki iliskiyi verir. Iliski dogrusaldir ve asagidaki gibi ifade edilebilir:
— ~A ~ —
f=1a+p (3.15

Bu denklemdeki f test kuvveti olarak da bilinen uygulanan kuvveti, a sapin ivmesini,

1" eklemli kiitlenin eylemsizligini ve p de sapin ivmesini sifir yapmak i¢in sapa

uygulanan eklemli kiitlenin bilesik bias kuvvetini temsil etmektedir.
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Eklemli kiitle eylemsizliginin temel diisiincesi, eklemli kiitleyi olusturan
cisimler grubuna sistemin tek bir kati cisim elemam1 gibi davranilmasina izin
vermesidir. Bu miimkiindiir ¢iinkii sistemin geri kalani ile olan tiim etkilesimler sap
araciligiyla gerceklesir ve denklem 3.15 ‘in sekli, kat1 cisim hareket denklemi sekliyle
(denklem 3.11) aynidir.

Eklemli kiitle eylemsizlikleri goriiniisteki eleman sayisin1 azaltarak kati cisim
sisteminin basitlesmesini saglar. Denklem 3.15 sapin 6 hareket serbestlik derecesine

sahip oldugunu 6ngoriir. Eger durum bu degilse, daha genel bir denklem olarak;

a=¢ f+b (3.16)

denklemi gereklidir. Bu denklemde gBA eklemli kiitle ters eylemsizligi ve b de test

kuvvetinin yoklugunda sapin ivmesidir.

Eklemli kiitle eylemsizlikleri sadece iiyelerin kati cisim eylemsizliklerine ve
tiyeler arasindaki baglantilarin kinematigine baghdir. Hiz etkileri ve eklemli kiitleye etki

eden cesitli kuvvetler sadece bias kuvvetini etkiler.
3.6.1 Eklemli Kiitle Eylemsizliklerinin Ozellikleri

Hizdan momentuma dogrusal haritalama olarak tanimlanan kati cisim

eylemsizliklerinden farkli olarak, eklemli kiitle eylemsizlikleri kuvvet ve ivme

arasindaki dogrusal iliski bakimindan tanimlanirlar. 1"V (TA: eklemli kiitle

eylemsizligi, v hiz) bigimindeki bir ifade anlamsizdir. Eklemli kiitle eylemsizlikleri
tensorlerdir ve kati cisimlerin hareketli koordinatlardaki tiirevlerinin doniisiimiine ait

kurallara uyarlar. Kat1 cisim eylemsizlikleriyle ayni boyutlara sahiptirler.

Eklemli kiitle matrisleri, var olduklarinda, simetrik ve uzaysal transpozeye

gore pozitif — tanimli matrislerdir. Eklemli kiitle ters eylemsizlikleri simetrik, pozitif —
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taniml1 veya yar1 pozitif — tanimli, ters capraz eylemsizlikler ise genellikle simetrik

olmayan, tanimsiz ve tekil matrislerdir.

Eklemli kiitle eylemsizlikleri, 6zel kati cisim eylemsizlik formuna uymayan
simetrik matrislerdir. Fiziksel olarak bu durum eklemli kiitle i¢in ortada bir kiitle
merkezinin olmadig1 anlamina gelir ve goriiniisteki kiitlenin, doniissel eylemsizliktekine
benzer yonlii 6zellikleri vardir. Sekil 3.2 de iki cisimden olusan basit bir eklemli kiitle
gosterilmistir. Cisimler: m; kiitleli kiire ve iginde m, kiitleli kiirenin ortasindan gegen
silindirik saftla uyumlu, silindirdir. Bu saft y — eksenine paraleldir ve iki cisim
kinematik olarak silindirik eklemle birbirlerine baglanirlar. Her iki cisim de baslangicta

duragandir ve kiitle merkezleri kiirenin merkezinde ¢akisiktir.

N

—y
=

X
M3
My
\\‘-\-\_"“‘-‘——_,—'—'—
X A
t.

Sekil 3.2: Yonsel Goriiniir Kiitleli Eklemli Kiitle

Bir ?Z kuvveti z — eksenine paralel ve kiitle merkezinden gegen bir hat
boyunca uygulandiginda, her iki cismin de [0"1/(m +m,) f'] ivmesi ile
ivmelenmelerini saglar. Fakat kiireye y - yoniinde ve kiitle merkezinden gececek sekilde

uygulanacak bir f = kuvveti, sadece kiirenin ivmelenmesine neden olur. Bu yiizden
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ivme  [0"1/m f']" olur. Ashnda bu eklemli kiitlenin eylemsizliginin kiitle

boliimiindeki 3 x 3 boyutundaki matris, kiireyi sap olarak varsaymak kosuluyla

m,+m, 0 0
M = 0 m, 0
0 0 m+m,

olur.

Eger saft eksenlerden birine paralel olmasaydi, M kosegen olmazdi fakat hala
simetrik olurdu. Dogrusal ivme kazandiran saf bir kuvvet kiirenin merkezinden gecen

hatta uygulandiginda bu eklemli kiitle merkezi davranisi sergiler. Fakat silindirik

eklemin yerine vida eklemi konulsaydi bu durumda ?y kuvveti kiirenin donmesine

neden olurdu ve kitle merkezi varolmazdi.
3.6.2. Eklemli Kiitle Eylemsizliklerinin Hesaplanmasi

Genel durumda, eklemli kiitle eylemsizliklerinin (ve ¢apraz eylemsizliginin)
hesaplanmas1 ¢ok zordur; gercekte sadece ters eylemsizliklerin varolmasi garantilidir.
Bununla birlikte, eklemli kiitlenin zeminle baglantis1 olmadigi ya da kinematik
baglantinin olmadig1 durumlarda (hareket etmeyen cerceve) hesaplama goreceli olarak

daha kolaydir.
3.7. Uzaysal Skalar Carpim

Skalar ¢carpimin iki uzaysal vektoriin - skalar bir biiyiikliik tiretecek sekilde - dogrusal
ve agisal bilesenlerini birlestirme yetenegi olmasi gereklidir. Uygun bir segenek,
skalarin bir kuvvet tarafindan ¢ok kiiclik yer degistirme icin gerceklestirilen sanal is
olmasidir. Cok kiigiik bir yer degistirme o ya etki eden dogrusal bir f kuvveti ¢ok
kiigiik miktarda (sanal is) ig tretir ( f.0). Benzer sekilde ¢ok kiiclik bir agisal yer

degistirme 6 {izerine etki eden bir ¢ift z da cok kiiciik miktarda is iiretir (7.0). Is
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skalardir. Bu yilizden dogrusal ve agisal etkilerden olusan isleri eklemek miimkiindiir.

T

Uzaysal kuvvet f =[f" ;'] in cok kiigiik yer degistirme 5 =[5"0,"] ye etki
ettigini diistinelim. f orijine etki eder ve dogrusal yer degistirmenin orijini 6, dur. Bu
yiizden isin dogrusal bileseni f.5, olur. Benzer sekilde isin agisal bileseni f,.0 dir. Bu

ylzden uzaysal skalar ¢arpim asagidaki gibi tanimlanir.
f.o=f5,+f.5 (3.17)

Bu gergek bir skalardir ve orijinin se¢ciminden bagimsizdir. Bu skalar ¢carpim sadece bir
kuvvet-tipi vektorle hareket-tipi vektdr arasinda tammlidir'. Bu durum, uzaysal skalar
carpimdaki uygulanabilir sinirliliktir. Bir vektoriin kendisiyle uzaysal skalar ¢arpimi

taniml1 degildir, bu ylizden uzaysal bir vektdr i¢in biliylikliiglin normal tanimi

kullanilamaz. a.b=0 kosulunu saglayan iki vektoriin ortogonal oldugu gercektir.

Skalar carpimla ilgili 6nemli bir 6zellik de pozitif-tanimli olmamasidir. Bu

ozelligin etkileri, uygulanabilir sinirliligin etkileri tarafindan biiyiik dl¢tide golgelenir.
3.8. Uzaysal Transpoze Operatorii

Uzaysal ¢arpim islemi matris formunda da ifade edilebilir:

Ortadaki matris uzaysal transpoze operatorii , S

kaldirilabilir:

, nin tanitilmasiyla ortadan

! Bir kuvvet-tipi vektor dogrusal bileseni ¢izgi vektorii olan, hareket-tipi vektdr ise agisal bileseni ¢izgi
vektor olan vektordiir.
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~S

S
a
a = =la."a’ 3.18
[%} B d] (.18

Bu durumda skalar carpim asagidaki gibi de gosterilebilir:
a.b=ab (3.19)

Uzaysal transpoze operatorii, siradan transpoze operatoriiyle ayni 6zelliklere sahiptir, bu
ylizden a =a , (5+6+...)S —a’ +b +... ozellikleri gecerlidir. Bir skalarin uzaysal

transpozesi sadece orijinal skalardir ve tensor A ’nin uzaysal transpozesi asagidaki

esitlikteki gibi elde edilir:
a Ab=(a Ab)°=b"A’a

Bu esitlik a’ Ab nin skalar oldugu tiim aveb icin gecerlidir. Bu asagidaki

tanimla sonuclanir:

{A BT {DT BT}
- (3.20)
C D CT AT

Uzaysal transpozenin kullanimi, uzaysal cebir ile siradan vektor cebiri

arasindaki bazi anormallikleri ortadan kaldirir. Ozellikle, koordinat doniisiim matrisleri
genellikle ortogonaldir. Ornegin, ?71 = ?S (veya p?oS = o/)ZP) esitliklerinde oldugu
gibi. Uzaysal vektérel (CROSS) carpim matrisi simetrik degildir. Ornegin,

(\7>A<)S =—Vx; Ve uzaysal kat1 cisim eylemsizlikleri hem simetriktir hem de pozitif —

tammlidir. Ornegin; | = 1" ve x x> 0(her x = 0 igin)
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3.9. Uzaysal Vektor Analizi

3.9.1. Koordinatlar, Tabanlar ve Alt-Uzaylar

e uzaysal vektorler kiimesi tim @, ler i¢in Zai ei=0 esitligi saglanirsa,

dogrusal olarak bagimsizdir. Uzaysal vektor uzay1 6 boyutlu oldugu icin dogrusal olarak
bagimsiz kiimede en fazla 6 vektdr bulunabilir. r tane dogrusal bagimsiz uzaysal
vektorden olusan kiime, uzaysal vektor uzayinin r-boyutlu alt-uzayini gerer (span) ve o
alt-uzay tizerinde bir taban tanimlar. Alt-uzaym herhangi bir iiyesi asagidaki gibi ifade

edilebilir:

a=Yae (321)

Bu denklemdeki a, sayilart her a icin benzersizdir ve a'nin e tabanindaki

koordinatlaridir. Bir tabanin {iyeleri, dolayisiyla bir alt-uzayin {tyeleri, ayni tipte
olmalidir: hareket ve kuvvet. Standart bir taban, vektorleri ¢izgi ve serbest vektor olarak
verilen fiziksel bir yorum i¢in 6zeldir. Genel tabanlarin vektorlerinde higbir fiziksel
yorum var olmaz. Eger bir alt-uzay belirtilmiyorsa, bir tabanin tiim uzaysal vektor

uzayin gerdigi varsayilir. Denklem 3.21 matris formunda da ifade edilebilir:
a=Ea (3.22)

Bu denklemdeki E , linci siitunu e olan 6xr lik bir matris ve a ise iinci
eleman1 @, olan rx1 lik bir vektordiir. E, hem vektor alt-uzaymi (matrisin siitun uzay1)

hem de o alt-uzay1 geren 6zel tabani { ei } temsil eder. a, sadece alt-uzaymn 6zel bir

iyesini tanimlayan katsayilar vektoriidiir.

AE matrisi, burada A genel uzaysal doniisiimiidiir, r-boyutlu {K éi}

tarafindan gerilen alt-uzay1 temsil eder. Herhangi bir EA, burada A tekil olmayan
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r xr boyutunda bir matristir, degisik taban vektorler kiimesiyle aymi vektor alt-uzayimni

geren E ’ye esittir. Bir alt-uzay matrisinin uzaysal transpozesi, bir vektoriin uzaysal

transpozesinin agik bir uzantisidir ve asagidaki gibi verilir:

S
e° E T T
E :{EJ =[E ET] (3.23)
Bu denklemdeki E ve E; 3xr ’lik matrislerdir. Uzaysal transpozeyi uzaysal

olmayan vektor ya da matrise uygulamak i¢in genisletmek uygundur. Boyle bir nicelik

i¢in siradan transpoze gibi islem tanimlanir. Ornegin;

25 E NS TS
a =(Ea)’=a E (3.24)

Eger S, uzaysal bir vektdr uzaymnin r-boyutlu bir alt-uzay: ise §l,§ ‘nin

biitiin elemanlarina ortogonal olan tiim vektdrlerin uzay1 olarak tanimlanan ve S ye
ortogonal olan alt-uzaydir. S , 6-r boyutludur ve S ’nin ters bicimidir. Eger Sa S’de

ve §° p da S da bir vektor iseler, bu durumda (§0¢)S S" £ =0 olur. Bu durum her o

ve [ icin gegerlidir, dolayisiyla asagidaki esitligin saglanmasi gereklidir:

S

$°S =0 (3.25)

Bu esitlikteki 0, rx(6—r) sifir matrisidir. Bu esitligi saglayan herhangi iki

alt-uzay ortogonaldir.



4. iILERI DINAMIK - EKLEMLI KUTLE MODELI
4.1. Eklemli Kiitle Eylemsizlikleri

Eklemlerle birbirine baglanmis kati cisimler yiginina eklemli kiitle denir.

Eklemli kiitle eylemsizligini tanimlamak i¢in, eklemli kiitlenin “sap” ad1 verilen 6zel bir

tiyesi tanimlanir. Eklemli kiitle eylemsizligi, sapa uygulanan test kuvveti f ile sapin

ivmesi a arasindaki iligki olarak tanimlanir:
— ~A ~  ~
f=1a+p &1

1% eklemli kiitle eylemsizligi ve [3 de sapa sifir ivme kazandirmak i¢in uygulanmasi

gereken bias kuvvetidir. f ile a arasindaki iliskiyi her zaman denklem 4.1’deki gibi

aciklamak miimkiin degildir. Bu iliskiyi tanimlamak igin yeterli sart zeminle kinematik
baglantinin olmamasidir. Eklemli kiitle “yilizen” bir sistemdir. Eklemli kiitleler, bu sart1

saglayan eklemli kiitle metodunda kullanilirlar.

Tekil bir kiitlenin hareket denklemi, 1" kati cisim eylemsizligi ve E) de hiz

carpim teriminin yerini aldig1 durumda, denklem 4.1°deki gibi yazilabilir. Bu yiizden,
hareket denklemlerini etkilemeden kati cisimler sisteminin bir iiyesini eklemli kiitlenin
sap1 ile degistirmek miimkiindiir. Bu islem sap, eklemli kiitle ile sistem arasindaki tek
etkilesim noktasi ise ige yarar. Bununla birlikte, eklemli kiitle eylemsizliklerinin esas
kullanislilig1 bir¢ok tiyeye tek bir eklemli kiitle gibi davranilmasina ve bdylece sistemin
gbrlinlir {iye sayisint azaltilmasma izin vererek kati cisimler sistemlerini

basitlestirmesidir.
4.2. Eklemli Kiitle Metot Taslag:

Eklemli kiitle algoritmasiin temel diisiincesi n-eklemli bir robotun hareket

eden tek linkinin, robotun geri kalan linklerinden olusan eklemli kiitlenin sap1 oldugu
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tek eklemli bir robot gibi davranmasidir. 11k eklemin ivmesini bulmak igin tek eklemli
robot ileri dinamiginin ¢oziilmesi gereklidir. Eklem 1 i¢in ivme ¢6ziilecek olunursa,
eklem 1, n-1 eklemden olusan robotun hareketli taban1 gibi diisiiniilebilir. Bu islem

eklem 2 i¢in de uygulanabilir ve bu sekilde devam edilebilir.
Bu yiizden eklemli kiitle metodunu tamamlamak i¢in iki yetenege ihtiyac vardir:

Eklemli kiitle eylemsizliklerini hesaplayabilme yetenegi ve hareketli tabana sahip bir

eklemli robotun ileri dinamigini ¢c6zme yetenegi.

hareketli link

eklem ekseni

hareketli taban

Sekil 4.1: Hareketli Tabana Sahip Tek Eklemli Robot

Tek eklemli bir robotun Vs hiziyla ve an ivmesiyle hareket eden bir tabana, 1

eylemsizlikli bir linke ve s eksenli bir ekleme sahip oldugunu diisiinelim. Sekil 4.1 deki

gibi eklem hizi, ivmesi ve kuvveti sirasiyla ¢, q ve Q olsun. Linkin hizi ve ivmesi

Vi =V +§(.] (4.2)
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ai = a +\A/b>A<§q+EE] (4.3)
denklemleriyle verilir. Linkin hareket denklemi ise

f =T5.|+\7|;i\7| (4.4)

denklemiyle verilir. Bu denklemdeki f linke uygulanan net kuvvettir (yercekimi yok
sayilarak). f eklem araciligiyla uygulanir, bu ylizden eklem ekseni lizerindeki bileseni
Q’dur. Ornegin;

$T=Q (45

Denklem 4.3 ve 4.4°1i, 4.5’te yerine konulursa a, Q cinsinden elde edilir.

Q =§S(T5.| +Vi ;(T\H/I)
—5° (1@ +Vox $q+5q)+Vix 1 V1)

Buradan hareketle;

o Q=5 (@+wxsqruxiv)

~§ ~~

(4.6)

denklemi elde edilir. Denklem 4.6 hareketli tabana sahip bir eklemli robotun hareket

denklemidir.

Eger linkin tek bir kati cismini n-eklemli robotun 1....n eklemleriyle yer

degistirirsek -ki burada link 1 sap olur- ve eklemli kiitle eylemsizligi " ’y1 ve bias
kuvveti E)’yi hesaplayabiliriz. Bdylelikle denklem 4.4’ denklem 4.7 ile yer

degistirebiliriz:
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~A ~ —
f=1a+p &7

Bu durumda hareket denklemi asagidaki bigimi alir:

« Q-5 (I"(@+vx sG)+ p)
q_ ESTAE

(4.8)

Eklemli kiitle eylemsizlikleri her zaman pozitif-tanimlidir, bu yiizden payda her zaman

sifirdan biiytiktiir.

Denklem 4.8 n eklemli bir robotun ilk ekleminin hareket denklemidir. Robotun geri
kalaninin hareketini ¢6zmek icin, link 1’1 n-1 eklemli bir robotun hareket eden tabani
gibi diistiinmek gerekir. Hizin1 ve ivmesini bildigimiz i¢in tiim islemleri
tekrarlayabiliriz. n adet iterasyon problemin tamamiyla ¢oziilmesini saglayacaktir.

Ornek 1: iki Eklemli Diizlemsel Serbest Yiizen Uzay Robotu

LI O PRV N

1,,v,, a2, f,

hareketli takian Il . v.i g CA L f

Sekil 4.2: Hareketli Tabana Sahip Iki-Eklemli Robot
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Bu calismada sekil 4.2°de gosterilen iki eklemli, ii¢ linkli diizlemsel serbest
ylizen bir uzay robot sisteminin dinamik denklemleri tiiretilmistir. Bu amagla ikinci
eklemin ivmesinin bulunmasi gereklidir. Buna gore, daha once birinci eklem igin

gergeklestirilen islemler ikinci eklem igin de tekrarlandiginda

Va=Vi+5:0,  (4.9)

a=a+Vixs:q,+5:q, (4.10)

f2=T25.2+\72;T2\72 (4.11)
~ 5 —
s f,=Q, (4.12)

Q,=% (Ina: +Vax12va)  (4.13)

:gzs(iz(a?u FVIX S q2+§2 g,)+Vaxlavs) (4.14)

a _ Q, —EZS(Tz(é. +VIX S q.2)+v2>< 12v2)

2 ~ S~ ~

S I2$2 (415)

- Q =52 [12(@0 b X SGH-SG)-+(Vo +SC<S2 G, )+ (o +S0)+52. 0 WKl 2 (W +5G) +: G, )]
D ~S~ ~

S 1S

olarak bulunur.
4.3. Eklemli Kiitle Eylemsizliklerinin Hesaplanmasi

Serbest yiizen uzay robotunun dinamik denklemlerinde eklemli kiitle
eylemsizliklerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu boliimde iki eklemli serbest ylizen
uzay robotunun eklemli kiitle eylemsizlikleri tiiretilmistir. Oncelikle, Sekil 4.3 teki gibi

iki iiyeden olusan basit bir eklemli kiitle diisiinelim. Uyeler b, ve b, ’nin sirasiyla

livel, eylemsizlikleri olsun ve s eklemiyle birbirlerine bagli olsunlar. Cisimler

baslangigta duragandir ve test kuvvetinden baska etki eden bir kuvvet yoktur. Bu
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yilizden bias kuvveti sifir olacaktir. Test kuvveti f, sap olarak segilen b, ’e uygulanir ve

b, ve b, nin sirasiyla ivmeleri olan a; ve a, i iiretir.

Sekil 4.3: Basit Eklemli Kiitle

TIA, b, ve b, ’den olusan eklemli kiitlenin b, iiyesinin eylemsizligi olsun. Bu

durumda;

—_ ~ A~
f=1"a (4.17)

olur.

f kuvveti iki bilesenine ayrilabilir: /f\l ve ?2. ?1, b, ’e etki eden net kuvvet

ve ?2 ise eklem {iizerinden b,’ye iletilen kuvvettir. Bireysel cisimlerin hareket
denklemleri:

f,=ha (4.18)
ve

f,=laa (4.19)

olur. Ayrica;

f=f +f, (420
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esitligi saglanmaktadir. Eklem a, ve ?2 'yi ai cinsinden ifade etmemizde kisithliklar
olusturmaktadir. Buda f 'yi a cinsinden bulmamzi zorlagtirmaktadir.

a=a+sa (4.21)

denklemi as ’yi verir. Bu denklemdeki « , skalar eklem ivmesidir. f ,, eklemin hareket

yoniinde i yapmaz, bu ylizden,;
~§ —~
s f,=0 (4.22)

olur. Denklemler 4.19 ve 4.21°1 4.22°de yerine koyarak « ’y1 a cinsinden bulabiliriz.

§s|~2 (51 +§0{)=0

(4.23)

~~ - s l,a
=ha+l(a-S———)
S I2s
Lss 1
~ 5 y  ~
=(|l+|2—T)al (4.24)
s I:s

Denklem 4.24, denklem 4.17 ile aym1 forma sahiptir. Her ikisi de biitiin fler i¢cin

gecerli oldugundan;
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e e 7T - . . - A . - =~ A
esitligi yazilabilir. |1 ve |2 simetrik iseler(ki oyleler), |1 da simetriktir. Ayrica |1 var
olan herhangi bir X vektorii i¢in alttan 1) ile istten ise 11+ 12 ile sinirlidur:

S~ A~

I

X hix<x I x<x (hi+12)x

Bu, 1" *nin yalnizca pozitif-tanimli oldugunu sdylemekten daha giiclii bir

ifadedir ve X = Xi +X» esitligiyle gosterilebilir (xi = x5 Ve X2 125=0)

Ornek 2: iki Eklemli U¢ Linkli Kiitlenin Eylemsizliklerinin Hesaplanmasi

Sekil 4.4: iki Eklemli Kiitle

Sekil 4.4’te gosterilen iki eklemli kiitle sisteminin eylemsizliklerini
hesaplamak icin tek eklemli basit kiitleden yola cikilarak sistemin eylemsizligi

bulunmaya ¢alisilmstir.



?1 =la (4.28)
f,=la (429
fo=lha (430

aL=a+sa,
> aza+sa+Sa, (431)

a=a+S20a,

f2=|2a2
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s ?2 =0 (clinki f , direk eklem ekseninden geciyor) > 5 I, (51 +§a) =0,

/\Sr\ —_
S lra;

~S§ ~ ~

S lz2s

a=- (4.32)

fo=1sas

S 1 (a+sa+s:a,)=0 (4.34)

~ 8~ ~

Asﬁ —_
Sy lsar+S: Issa

a, = ar> (4.35)

Sy 13S2

~S§~ ~ ~S5~ ~
~ ~ o~ ~ S lsa+S: Issa
daz=ad1+Sa—S2 - —
Sy 138

s 1.a S lsa—s; 1355 1.2
~ ~ o~ 2 ~ Sy lza1—S2 I3 2 di
& =a—S————$ = (4.36)

S las

S> ?3 =0 (¢linki ?3 direk eklem ekseninden gegiyor) | - gzslAz a;=0
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f:7151+7252+7353
sha
f=la+(a-s——>)+1as
S las
slha shha 5o 13 5 s I5ss 1.a
f=Tia+l(a -5 ) + |, (a1 — 5t — 5, = _ ffﬁ 2
S l,s S 1lys Sz |3SzS l,s
EST ASIA So l5—5, Isss 1
f=[h+h(-so—0)+,(I-So——5 =222 27 2)a
S |2S S |2S S> |3SzS l,s
f=1 a>
f\SfI\ AST Asfl\ AST A,\S,I\
~A - 2 ﬂ82ﬁ823823882
i =h+h(-So)+ (-S> ) s
S |2S S |2S Sz |3SzS I,sS '

4.3.1. Hizlarin ve Aktif Eklem Kuvvetlerinin Etkileri

Cisimlerin hizlar1 sifirdan farkli oldugunda ve eklemde aktif kuvvet
bulundugunda durum daha degisiktir. Bu durumda, bias kuvveti sifirdan farkli olacaktir.

Dolayistyla denklem 4.17’yi homojen olmayan sekliyle degistirmek gerekecektir:
—_ ~ A~ —_
f=01 a+p, (438

b, ve b,’nin sirasiyla Vi ve V> hizlarma sahip oldugunu diisiinelim  (eklem
kisithiliklarryla uyumlu olarak). Bu durumda, hiz ¢arpim terimleri b, ve b, nin hareket

denklemlerinde yer alir:
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E)lv ve BZV hiz ¢arpim etkilerinden dolay1 olusan bias kuvvetleridir ve asagidaki gibi

gosterilirler:

P =vixhivi  (441)

-V

p, =Vaxlavy  (4.42)
Hiz ¢arpim terimi ayn1 zamanda denklem 4.21°de de yer alir ve yeni haliyle:
a =a +VixV2+5a (4.43)

olarak gosterilir. Eger Q ’yu aktif eklem kuvveti olarak tanimlarsak, bu durumda Q

denklem 4.22°de de yer alir ve:

s T,=Q  (4.44)

olur.

—_ A,\S,\
l.ss |2

~A -~ ~
|1=|1+|2— Py (4.45)

s l2s
~§ ~ ~ o~~~y
- =v ~v = =~ ~= ~0Q=s (lavixVv2 +
p1=p1+p2+|z(V1xV2+SQ (islixﬁz P )) (4.46)
S 128

Denklem 4.45 ile denklem 4.25 eklemli kiitle eylemsizliklerinin sistemdeki kuvvetlere

dayanmadigini gdstermek amaciyla aynidirlar.

4.4. Eklemli Kiitle Dinamik Algoritmasi

Eklemli kiitle modeli kullanilarak serbest yiizen uzay robotunun dinamik

denklemleri iki adimlik bir algoritma ile bulunur. Algoritmanin adimlari:

1) Her link i¢in eklemli kiitle eylemsizliklerinin hesaplanmasi

2) Hesaplanan bu eylemsizlikleri eklem ivmelerinin hesaplanmasinda kullanilmasi



48

seklindedir.
Adim 1: Eklemli kiitle eylemsizliklerinin hesaplanmasi

Eklemli kiitle i’yi robotun i....n linklerinden olusan eklemli kiitle olarak

tanimlayalim. Bu linkler i+1....n eklemleriyle bagli olsunlar (sekil 4.5).

Sekil 4.5: Eklemli Kiitle i

Eklemli kiitle i ’nin sap1 her zaman i linki olsun. 1" ve EJi de eklemli kiitle

i’nin i linkinin eklemli kiitle eylemsizligi ve ilgili bias kuvveti olsunlar. Hedefimiz,
bize 11t ve BM ‘den 11 ve Bi ’yi hesaplamaya yardim edecek ardisil iligkileri bulmak

olacaktir.

Hiz etkileri f)i de yer aldigi ic¢in, her linkin hizlarimin ve hiz carpim
kuvvetlerinin hesaplanmasiyla baslamak gereklidir. Link i’nin kesin hizi Vi ve hiz

carpim kuvvetlerinden dolayi bias kuvveti de Biv olsun. Bu durumda;



49

Vi =Vio+8i G, (Vo=0) (4.44)

Biv =vixlivi (4.45)

olur. Link i ’ye etki eden dis kuvvetler denklem 4.45’e dahil edilebilir. Bu durumda link

i i¢in hareket denkleminin yeni formu:

f =Ti§+6iv

olur. Eklemli kiitle i’nin link i’sine, link i de a ivmesi ve link i+1’de a, ivmesi

olusturan test kuvveti f uygulayalim. f ’yi bilesenleri olan ?1 ve ?2 ’ye aywralim. f,

link i’ye ve ?2 de link i+1’e gecen kuvvetlerdir. Link i+1’e eklemli kiitle 1+1’in
sap1 gibi davranirsak, asagidaki iliskileri elde ederiz:

—~  ~A

f ai+p, (4.46)

fi=lia+p, (447)

f=li" a+p, (448)

f=f+f, (449

Eklem i+1, a ’yi kisitlar; ar ve tek bir bilinmeyen skalar cinsinden tanimlanabilir ve
?2 tizerinde bir dereceli kisitlama ytikler. a asagidaki denklemdeki gibi ifade

edilebilir:

Q2 =ai+Via X Sin (,,, +Sinax  (4.50)

Bu denklemdeki « bilinmeyen eklem ivmesidir ve ?2 ‘nin, i+1’inci eklem

eksenindeki bileseni Q,,, ’dir. Q,,,;
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S —

siw f,=Q,, (4.51)

seklinde yazilir. o ’nin ai cinsinden bulunmasi gereklidir. Denklemler 4.48 ve 4.50,

denklem 4.51°de yerine konarak istenen elde edilebilir:

~ S~ A~ ~ ~~ ~ ~
Sist (livn (A1 +Via xSin ¢, +Sin ) + P;,,) = Q.

~ S~ A~ ~ ~~ ~

a:Qm_s”l (v (a1 +Vis xSisi g;,,) + Piy)
~ S ~ A ~

Si+l |i+l Si+1

(4.52)

Simdi o bilinmektedir ve a., a cinsinden ifade edilebilir ve bu yiizden  f a

cinsinden ifade edilebilir (denklemler 4.47-4.49).

~ ~ vV o~ A~ —
f=|i<':11+pi +lia a2+ p,,

- - T N N ~
liai+p; +lis (@ +Via x Sin Qp, + Sis @) + Py,

~ ~ v~ ~ A~ ~ ~~ °
=liair+p; + Py, +lia (@ +Via x Sia Q;,

~ S~ A~ o~ e ~
e Q. —Six1 (lisn (A1 +ViaxSin Q)+ Piyy)

— A = )
Si+1 |i+l Si+1
~ A~ ~ S~ A

~ = Al SiaSia lin =~ =v = s AS oo

=(li+lia — e Jar+ p; + Pi., + lisn Vi xSia g,
Siv1 lis1 Sin
~ A~ ~ S ~ A~ ~~ ~
n L Si+1(Qi+1 —Siil (SIJH A\ii+1 xSin (;,,+ pm)) (453)

Si+1 lis1 Sin

Denklem 4.53’ii denklem 4.46 ile kiyaslayarak TiA ve E)i icin asagidaki esitlikler elde
edilebilir:

T A~ -~ ST A
STA &~ = A i+1 Si+1Si+1 i+t
o=l g ——— (4.54)

Si+l |i+1 Sit1




51

v oo~ ~ A~~~ .
P, =P, + P, +lis ViaxSiuQ;,,

~ A~ ~ 5~ A~ A~ ® ~
lis Si+l(Qi+1 —Sivt (lisr Vis X Sin Qi+ Piy )
+ ~ 5~ A~
Sits1 livt Sin

(4.55)

Eklemli kiitle n sadece tekil bir kati cisim oldugundan dolayi, bu ardisil

iligkiler i¢in baslama degerleri basitce:
~ A —
I n = I n (456)

p.=p, (457

esitliklerindeki gibidir.
Adim 2: Eklem ivmelerinin hesaplanmasi

Eklemli kiitle eylemsizlikleri bulunduguna gore, eklem ivmelerinin
hesaplanmasima baslanilabilir. Bu hesaplamanin i’inci asamasinda, i—1 linki

bir- eklemli robotun hareketli tabani ve eklemli kiitle i de onun goriiniir tek linki olarak

ele alinacaktir. Bu yiizden eger a link i’nin mutlak ivmesi ise, q, ai’in bilindigi

varsayilarak hesaplanabilir. Asagidaki esitlikte bu durum gosterilmistir:

A =2 +VixsiG+si G (4.58)
Eklem i ile iletilen toplam kuvvet fonin & ile iligkisi asagidaki denklemde
verilmigtir:

—  ~ A~
=1

f a1+5i

1 @a+vixsiq+siq)+p  (4.59)
 *nin eklem i ’nin ekseni iizerindeki bileseni Q ’dur. Bu ylizden,;
~5 —

Qi:Si f

= gis(iiA(ai—l Vi xS; (:,Ii+§i ai)+ B|)
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olur. Dolayisiyla;

» Qs (1@ +vixsiq)+p)

i ~Ss- A~
Si li Si

(4.60)

ai ’yi tekrar denklem 4.58°de yerine koyarak bir dahaki iterasyon igin ai bulunabilir.

Denklem 4.58’in baslama degeri

=0 (4.61)

olarak diisiintilebilir. Yer¢ekimi, tabana sanal bir ivme —6 kazandirmakla saglanabilir.

Bu durumda baslama degeri;

a=-9 (4.62)

olarak diistiniilebilir ( a , yergekimi ivme vektorii).



SONUC ve ONERILER

Yer¢ekiminin olmadigi ortamda herhangi bir hareketin kontrol edilmesi
incelenmesi gereken bir problem olarak karsimiza g¢ikmaktadir. S6zgelimi bir uzay
aracina bagl bir robot kol hareket ettirildiginde, bagl bulundugu ara¢ da harekete
gecmektedir. Yoriingenin kalmanin 6nemli bu durumda bu tiir bir hareket istenmeyen
sonuglar dogurabilir. Ters itki motorlar1 ile kontrol edilmesi gereken bu tepki hareketi

yakit maliyetinin artmasina neden olmaktadir.

Bu c¢aligmada, robot kolun hareketinin, zaman i¢inde yer degistiren iizerinde
bulundugu tabanin hareketine, bagli olmasim1 saglayan bir modelleme {izerinde
calisilmistir. Boylelikle sadece ana gévdenin hareketi ile n eklemli bir yapinin en ugtaki
elemaninin hareketi arasinda baglanti kurmak miimkiin olabilmektedir. Uzaysal
kinematik ve dinamik yaklagimlardan hareketle serbest yiizen n eklemli bir yapinin
pozisyon, hiz ve ivme denklemleri bagli bulundugunu gévdenin hiz ve ivmesine baglh

olarak tiiretilmistir.

Bu sekilde tiiretilmis hareket denklemlerinin denetlenmesi ile belli bir diizlemde,
eklemleri ayrica hareket ettirmeden, robot kolun ucunda bulunan tutamacin pozisyonu
kontrol edilebilir. Yoriinge iizerinde kalabilmek iizere hareket ettirilecek ana gévdenin

robot kol iizerindeki etkisi hesaplanabilir.

Etkiye kars1 olusan tepkinin daha kritik sonuglar ortaya ¢ikardig1 uzay ortaminda

bu iliskinin bilinmesi 6nemlidir.
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