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SIMETRIK OLMAYAN KARARLI DAGILIMLAR
Ece Oral

0z
Tez calismasinda, 6nce Kararli dagilimlar ve parametre tahminleri detayli olarak

incelenmis, Buckle’in 1995 yilinda énerdigi Bayes yéntemi ve bundan daha etkin
olan Tsionas (2000)’1n ydéntemi tanitiimigtir.

Calismada, Kararli dagilimlarin parametre tahminleri icin Tsionas (2000)'in
Metropolis zincirine dayanan ydntemi ile Nolan’in 1997 yilinda olasilik yogunluk
fonksiyonunu bulmak igin énerdigi entegrasyon yontemi birlikte ele alinmig ve etkin
bir Bayesci yontem 6nerilmistir.

iterasyon sayisi, baglangic degeri ve 6rneklem blyikltklerinin énerilen Bayes
yontemi Gzerindeki olasi etkileri incelenmis ve sonuglar tartisiimigtir. Ayrica,

6nerilen Bayes tahmin edicisi, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ile kargilastiriimigtir.

Anahtar Kelimeler: Kararli dagihm, Bayes tahmini, Dagihm fonksiyonlari,
Karakteristik ¢arpan, Carpiklik.

Danigsman: Prof. Dr. Cenap ERDEMIR



ASYMMETRIC STABLE DISTRIBUTIONS
Ece Oral

ABSTRACT

Stable distributions and the parameter estimation techniques are investigated
comprehensively. Bayesian method that Buckle proposed in 1995 and a more
efficient method of Tsionas (2000)’s are introduced.

In this thesis, the direct numerical integration method for calculating the probability
density function that Nolan presented in 1997 and Tsionas (2000)’s method based
on a Metropolis chain are considered for the estimation of stable distribution

parameters, and an efficient Bayesian method is proposed.

The effects of the initial values, iteration numbers and sample size on the
proposed Bayesian method are investigated. The proposed Bayesian estimator is

compared with the maximum likelihood estimator.

Keywords: Stable distribution, Bayes estimation, Distribution functions,
Characteristic exponent, Skewness.

Advisor: Prof. Dr. Cenap ERDEMIR
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BiRINCi BOLUM

1. GiRiS

Kararli dagihmlar, carpiklik ve kalin kuyruklara izin veren olasilik dagilimlaridir
(Weron, 2001). Levy-Pareto Kanunu olarak da bilinen bu dagilimlar; fizik, biyoloji,
sosyoloji ve ekonomi gibi alanlardaki karmasik sistemleri aciklamak icin
kullaniimaktadirlar (Zolotarev, 1986).

Normal dagihm, uygulamalarda her tirden problem igin ¢ok yaygin olarak
kullaniimaktadir. Ancak gercek hayatta karsilasilan verilerde, genis degiskenlik ve
sapmalar bulunur. Normal dagilimin bu tip degiskenliklerin modellenmesinde
kullanilmasi uygun degildir. Kararli dagilimlar ise bu tip kisittamalara maruz
kalmamaktadir. Kararli dagihmin en 6nemli 6zelligi Ust ve alt kuyruklarinin kalin
olmasidir, bu ylzden bu dagihm “kalin kuyruklu dagilim” olarak adlandiriimaktadir
(Weron, 1995). Kalin Kuyruklu dagilimlarda, rastlanti degiskenleri sonsuz
varyanshdir ve ¢cok bulyuk deger ya da ¢ok kicuk degerlere sahip gdzlemler vardir.
Bu go6zlemleri u¢ deger olarak tanimlayip analizden g¢ikarmak, orijinal verinin
yapisini yok etmek anlamina gelmektedir; bu degerleri analizden c¢ikarmak, bu
g6zlemlerin icerdigi 6nemli bilgileri ihmal etmek oldugundan, elde edilen tahmin
ediciler, istenen en iyi 6zelliklere sahip tahmin ediciler olmayacaklardir (Paulson
vd., 1975; Tiku vd., 1986).

Ozellikle ekonomiye iliskin verilerde kalin kuyruklu dagilimlara sik rastlanmaktadir.
Tahvil getirilerinin, déviz kuru degisiminin, hisse senedi getirilerinin ve bir cok mali
verinin  kalin kuyruklu dagilima ve dolayisiyla Kararli dagihma sahip oldugu
gOsterilmistir (McCulloch, 1997).

Son yillarda, isaret sireclerindeki (signal processing) calismalar sonucunda da,

cogu dogal olayin, normal dagihm yerine daha ani hareketli (impulsive) dogasi
olan bir dagilim tarafindan modellenmesi gerekliligi bulunmustur. Bu tir bir
dagiim, yine Normal dagilima gére daha kalin kuyruklara sahip olan Kararli
dagilimdir (Georgiou ve Tsakalides, 1999). Ornek olarak, SAR (Sentetik g6z

radari) gorintisl incelenmisg, logaritmik dénisimu alinmig ve goérintllerin alt bant



ayristirmasinin Kararl dagilimlarla dogru olarak modellendigi gosterilmistir (Achim
vd., 2003). Ayrica, Kararl dagilimlar gok degiskenli yagam verilerini modellemede
de kullaniimaktadir (Qiou vd., 1999).

1.1. Tarihce

Kararli dagilim, ilk kez Paul Levy tarafindan 1925 yilinda tanitilmis ve ismini de
ondan almigtir. Uzun slre kendine uygulama alani bulamamasindan dolay! bu
dagihmlar ilk baslarda, arastirmacilarin ancak kigUuk bir kisminin ilgisini
cekebilmistir.

Levy’'nin Kararli dagilimlar tanitmasindan birka¢ yil 6nce, 1919 yilinda,
Danimarkal bir astronom olan Holtsmark (1919), belli varsayimlar altinda,
yildizlarin yergekimi alanlarinin rastgele davranislarina uyan bir olasilik fonksiyonu

bulmustur. Bu olasilik fonksiyonunun ¢ boyutlu Fourier déntsima

[expfict, x)}(x)dx = exp(~ "), te R
R3

olarak verilir. Burada, A, ilgilenilen cismin fiziksel 6zellikleri tarafindan belirlenen
pozitif bir sabit degerdir. Holtsmark (1919)in calismasi ilk baslarda
matematikgilerin ilgisini ¢cekmemis olsa da daha sonraki dénemde Holtsmark’in
kendi ismini tasiyan bu dagihmin simetrik Kararli dagilimlarin toplamindan

olustugu goralmasgtar.

Levy'nin Kararlh dagilimlari kesfi aslinda yuzyill énce Poisson ve Cauchy’nin
calismalarina dayanmaktadir. Poisson ve Cauchy asagida belirtilen olasilik

yogunluk fonksiyonuna dikkat cekmiglerdir:

f, (X) :—f1(x):m, A>0, xe R’ (1.1)

Burada,

fx1 i fxz =f,



olup A degeri A1 ve Ay tarafindan belirlenir.

Cauchy, tek bir gbézlemde mevcut olan hatanin bir ¢ok bagimsiz gbzlemin
hatalarinin ortalamasi ile kiyaslanabilmesini arastirmis ve ancak gdzlemlerdeki

hatalarin Es. 1.1 ile verilen f, olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olmasi
durumunda bu kiyaslamanin yapilabilecegini kesfetmistir. Es. 1.1 ile verilen f,,

a=1 icin {f,} fonksiyonlarinin kiimesi icindedir. Bu fonksiyon kiimesinin Fourier

dondstma,
exp(-At*), o>0,1>0 (1.2)

olacak sekilde verilir. Macar matematikci Polya, yirminci ylzyillin baslarinda Es.
1.2 icin O<o<1 araliginda >0 oldugunu ispatlamistir. Levy de 1925 yilinda
0<a<2 degerleri icin £, fonksiyonlarinin, olasilik yogunluk fonksiyonlari olarak

ifade edilebilecegini gdstermistir.

Kararli dagilimlara olan ilgi, bu dagilimlarin belli sosyo-ekonomik modellere iyi
uyduklari gézlemlendiginden, 1986 yilinda ¢ok genis bir sekilde artmigtir. Kararli
dagihm kavrami, Levy (1954)'nin ve Khintchine (1938)’in ¢alismalarindan sonra
son seklini almistir ve belli durumlar disinda Kararh dagilimin olasilik yogunluk ve
birikimli dagilm fonksiyonunun olmadigi acik hale gelmistir.

Mandelbrot (1960, 1963), ekonomistlerin dikkatlerini Kararli dagihmlarin potansiyel
6nemine ¢cekmek istemis ve gelir dagiiminin modellenmesinde Kararh dagilimlarin

kullaniimasinin uygun oldugunu belirtmistir.

Zolotarev (1961, 1966, 1986) ve Skorohod (1961) Kararli dagilimin olasilik
yodunluk ve birikimli dagilim fonksiyonlarini entegral ve seri agilimlarindan
yaklasik olarak bulmaya calismiglardir. Nolan (1997), Zolotarevin entegral
yaklasimini daha da gelistirmigtir. Doganoglu ve Mittnik (1998) ise, olasilik
yogunluk fonksiyonunun bulunmasi i¢cin  Fourier dénusimi  ydntemini

6nermiglerdir.

Zolotarev (1986), Kararli dagihmin karakteristik fonksiyonunu farkh sekillerde

g6stermistir. Nolan (1999), Zolotarev’'in bu gdsterimlerini incelemis ve literatlrde



yaygin olarak kullanilan karakteristik fonksiyon yerine bunun biraz degistiriimis bir

biciminin kullanilmasinin daha uygun oldugunu belirtmigtir.

Parametre tahminleri igin ise, Fama ve Roll (1968) birikimli dagihm ydntemini
dnermislerdir. McCulloch (1986) da dnerilen bu yéntemi gelistirmistir. 1972 yilinda
Press, momentler ydntemini kullanarak parametre tahminlerini elde etmeye
calismistir. DuMouchel (1973, 1975), Kararli dagilimlarin parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerini arastirmigtir. Bu yéntemi, 1990'da Brorsen ve Yang,
1993 yilinda ise Brorsen ve Preckel daha da gelistiriimiglerdir. Koutrouvelis (1980),
parametre tahmin edicilerini regresyon yontemi araciliiyla elde etmistir.
Parametre tahminleri icin yukaridaki deginilen yontemlerin yanisira, 1975 yilinda
Hill tarafindan 6nerilen Hill tahmin edicisi, 1999 yilinda Georgiou ve Tsakalides
tarafindan tanitilan Sinc Fonksiyon yéntemi ve dalgacik déntsim yontemleri

(Antoniadis vd., 2005, http: //www-Imc.imag.fr/imc-sms/ Anestis. Antoniadis/

publis/ paulo.pdf) de bulunmaktadir. Parametre tahmini icin Bayes yontemi ise ilk

defa Buckle (1995) tarafindan énerilmis, daha sonra da Tsionas (2000), Qiou ve

Ravishanker (1998) ve Lombardi (2004) tarafindan gelistirilmigtir.

1.2. Kararli Dagilimlarin Ozellikleri

Kararli dagilim fonksiyonlarinin kapali bigimleri bulunmamaktadir, bu sebepten
dolayl Kararli dagilimlar karakteristik fonksiyonlari ile tanimlanirlar. Bir Kararli

dagilimin  karakteristik fonksiyonunun en genel bigimi, -co<t<eo, 0<0<2,

B < min(a,2— ), ¢>0 ve -eo<d<oo igin :

0,(t) = E[e™ ] = explist - ot [t + iBsgn(t) w(t, )] (1.3)

esitligi ile verilebilir. Es. 1.3'de i=v—1 (karmasik sayi); o basiklik (kurtosis), P
carpiklik (skewness), & konum (location), ¢ dlcek (scale) parametreleri ve sgn

isaret fonksiyonudur.



Es. 1.3'de w(t,a) fonksiyonu basiklik parametresine baglidir ve

—tan(ﬂj , o#1
2

@2/m)nlt] , o=1

olarak tanimlanir.

Es. 1.3'de, eger a=2 ise Kararli dagilim, Normal dagihma déntsir ve dolayisiyla
bltlin derecelerden momentleri mevcuttur. Bu esitlikte a<2 ise dagilim, “Kararl-
Pareto” olarak adlandirilabilir ve a<2 iken sonsuz varyanstan bahsedilebilir. Bu
durumda, dagilimin sadece a’dan kigik momentleri mevcuttur. Eger eldeki veri,
a<2 ile Kararli dagilim gosteriyorsa, f(X>x) ~ kx* 0Ozelligi ekstrem sapmalarin
olasiliklarini bulmada kullanilir. Bu durumda, verinin kuyruk davranisini diger

verilerinkiyle kiyaslamak igin a’'nin tahmini de kullanilabilir (DuMouchel, 1983).

Kararli dagilim fonksiyonlarinin kapali bigimlerinin bulunmayisi, bu dagihmlarin
parametrelerinin tahminleri i¢in ¢ok fazla teori gelistirilememesine neden olmustur
(DuMouchel, 1983). Ancak, Kararli dagilimlarin, “toplama altinda degismezlik
6zelligi” gibi, ikinci bélimde ayrintili olarak incelenecek olan bazi 6zellikleri, bu
dagilimlarin, kapali bicimleri mevcut olan simetrik dagihmlara gére, kalin kuyruklu
dagilim modellemelerinde kullanimlarinin  daha avantajli olmasina neden

olmaktadir.

1.3. Tezin Amaci ve Kapsami

Kararli dagilim parametrelerinin tahminlerinin bulunmasinda c¢esitli yontemler
kullaniimaktadir. Bunlardan en cok bilinenler; birikimli dagilim yéntemi, regresyon
ybntemi, momentler yontemi ve en c¢ok olabilirlik yéntemidir. Kararli dagilimin
kapall bigimi olmamasindan dolayi olasilik yogunluk fonksiyonu ancak ters Fourier
dénldsima yoluyla ya da sayisal entegrasyon yaklagsimiyla elde edilebilmektedir.

Bu calismada, Kararli dagihimlar detayli olarak tanitilmis ve &zellikleri
incelenmistir. Kalin kuyruklu dagilima sahip degiskenlerin modellenmesinde ¢ok
6nemli olan bu dagilimlarin ¢arpiklhk ve basiklik parametrelerinin tahmini igin



yukarida sayilan yéntemlere alternatif olarak yeni bir Bayesci yontem &énerilmistir.
Bu yeni ve etkin ydntem, en ¢ok olabilirlik tahmin yéntemi ile karsilastiriimigtir.

Calisma dort bélimden olugsmaktadir. Giris béliminde konuya giris yapilmis ve
tezin amaci belirtiimistir. ikinci bdliimde, Kararli dagilim ile ilgili genel bilgiler ve bu
dagiimin ozellikleri ile parametre tahmin ydntemleri detayh olarak tanitiimigtir.
Ayrica, Bayes tahmin yo6ntemi, Gibbs &rneklemesi ve Metropolis-Hastings
algoritmasi Uzerinde durulmus, Kararli dagihm parametre tahminlerinde Bayes
yontemleri incelenmistir. Ugiincli bélimde, sayisal entegrasyon yaklasimi ve
parametre vektdrinin ayni anda glncellenmesi yoluyla farkl bir Bayesci yéntem
dnerilmis, parametre tahminleri grafikler Gzerinde gdsterilmistir. Son bdlimde,
¢alismanin genel bir degerlendiriimesi yapilarak ulasilan bulgulara, tartismalara ve
Onerilere yer verilmigtir.



iKiNCi BOLUM

2. GENEL BILGILER

Bu Dbdélimde, Kararlh dagilimlarin parametrelerinin - tahmin  ydntemleri
aciklanacaktir. Bu yéntemlerin anlasilabilmesi icin dnce gereken énemli tanimlar,

kavramlar ve teoremler verilecektir.

2.1. Tanimlar ve Kavramlar

O(.) ve o(.) fonksiyonlari:

O(.) gobsterimi, fonksiyonlarin asimtotik olarak davranislarini agiklamak igin
kullaniimaktadir. x—L (L, her zaman sonlu olmak zorunda olmayan herhangi bir
degerdir) durumunda, u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin biyUkltklerini kiyaslamak igin

kullanilan bir ifadedir. Gosterimi ise, x—L iken

olarak verilir. Bu ifade, x—L iken, asagida belirtilen mutlak deger i¢indeki ifadenin

sonlu bir deger olmasi anlamina gelmektedir:

u(x)

v(X)

< oo

o(.) gbsterimi ise x—L iken,

anlamini tasimaktadir (Serfling, 1980).



Karakteristik fonksiyonlar:

X rastlanti deg@iskeninin dagilimi strekli oldugunda karakteristik fonksiyonu,
ox (1) =E(e™) = [e™f(x)dx

seklinde verilir. Burada t bir gercel say1, i ise karmasik sayidir (i = -1).

Karakteristik fonksiyonun belli basl 6zellikleri:

(i) |ox(t)| <1

(i) (%) =2l7t [ e™ oyt

(iv) @4 (t), t'de sareklidir ve her t araliginda tanimhdir.

(V) 0x(0)=1.
(Vi) @y (t), @y (~t) esleniktir (Kendall vd., 1987).

Olasilikta yakinsaklik:

X1, Xz, ..., Xn @ayni 6rneklem uzayinda tanimli rastlanti degiskenler dizisi olsun. >0

icin

limp(|X, - X|2¢)=0

N—c0
veya

limpl(] X, - X|<e)=1

N—oc0

yazilirsa X,, X’e olasilikta yakinsar (X, iX) denir.



Dagilimda yakinsaklik:

X1, Xo, ..., Xy ayni 6rneklem uzayinda tanimli rastlanti degiskenler dizisi olarak

verilsin.

lim Fy (x) =Fx(x)

Nn—oco

d
olarak yazilirsa X,, X’e dagilimda yakinsaktir (X, — X) denir (Dudewicz ve Michra,
1988).

Dagilimda esitlik:

Eger X ve Y rastlanti degiskenleri dagilimda esit ise btlin x degerleri igin

P(X<x) = P(Y<x)

d
yazilabilir. (X=Y) seklinde gdsterilir.

Merkezi limit teoremi:

X1, Xz, ..., Xn; bagimsiz, ortalamasi p ve varyansi ¢® olan dagilima sahip rastlanti

degiskenleri olsun. X_ Xkt Xy ise, N—oo iken
n
X -

G/\/_ 1 7 - N(,1)

olur. Yukarida belirtilen bu ifadeyi,
d
a,(Xy+...+X,)-b,—>Z~N(0,1)

1 \/_u

olarak da géstermek mumkindlr. Burada, a, =——=, b olarak tanimlanir.

Genellestirilmis merkezi limit teoremi:

Merkezi Limit Teoreminde sonlu varyans varsayimi vardir. Bu varsayimin
bozuldugu durumlarda, Normal dagilim yerine Kararli dagilim kullaniimaktadir ve
Genellestiriimis Merkezi Limit teoremi adini almaktadir:



Z rastlanti degiskeni sadece ve sadece o parametresine sahip Kararli dagihm

gosteriyorsa, 0<a<2, a, >0 ve b, € R icin,

d

a,(X;+..+X,)-b,—»Z

yazilabilir (Nolan, 2005,http://academic2.american.edu/~jpnolan/stable/chapi.pdf).

Sonsuz kez bollinebilir dagihm (infinitely divisible):

Eger, bir karakteristik fonksiyon (¢(t)), bir bagka karakteristik fonksiyonun (¢j(t))
n.kuvveti olarak yazilirsa, ¢(t) sonsuz kez bdélinebilir bir karakteristik fonksiyon
olur ve bu karakteristik fonksiyona sahip dagihm ise “Sonsuz kez bélinebilir
dagihm” adini alir (Kendall vd., 1987).

Kararh dagilim o6zellikleri:

1)  Kararli dagihm tek tepelidir.
2) Kararl dagilim sirekli bir dagilimdir.
3) Kararl dagilim sonsuz kez bélinebilir bir dagilimdir (Patel vd., 1976).

4) Eger herhangi A ve B>0 igin dyle bir C>0, D e R sayisi var ve

d
AX;+BXz = CX+D (2.1)

yazilirsa, X rastlanti degiskeni Kararli dagihma sahiptir. Burada X; ve Xz, Xin
dagilmina sahip bagimsiz rastlanti degiskenleridir. Eger D sifira esitse, bir baska
deyisle Es. 2.1,

d
AXi+BX; = CX

olarak yazilirsa, X rastlanti degiskeni Kesin Kararl (strictly stable) dagilima
sahiptir.

5) Eger dagilm simetrikse yani X ve —X ayni dagilma sahipse, X rastlanti
degiskeni simetrik Kararli dagilima sahiptir ve simetrik Kararli dagihm, Kesin
Kararli dagilimdir (Samarodnitsky ve Taqqu, 1994).
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6) Xy, X, ..., Xp; X rastlanti degiskeni ile ayni dagilima sahip bir rastgele
6rneklem olsun. Herhangi bir dogrusal gésterim,

L= iaixi
i=1

sadece ve sadece X simetrik Kararl dagihm gésterdiginde,

)

dagilimina sahip olur (Patel vd., 1976).
Verilen bu 6zellikte, a; = 1 olarak alinirsa, dogrusal gbsterim,
L = X4+ Xo+...+ X,

ve

" o\
(Z|ai| J — n1/0c
i=1

olarak ifade edilir. Fy, X rastlanti degiskeninin dagihm fonksiyonunu gostersin.
FL(X) =F ey (X) (2.2)
ise Fx “Kesin Kararll” olarak tanimlanir. Karakteristik fonksiyon ise
o(t)=o"(t/n"*), 0<o<2 (2.3)

olarak verilir. ¢(t), X rastlantt degigkeninin karakteristik fonksiyonudur
(Yanushkevichius ve Yanushkevichiene, 2003).

d
7)  Xi+Xo+...+Xn = CoX+D, yazilabilirse X rastlanti degiskeni n>2 icin Kararli
dagilima sahiptir (C, = n”“, 0<a<2). Burada X4, Xo, ..., X, ; X rastlanti degiskeninin

dagilimindan gelen n birimlik rastgele 6rneklemdir.
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8) Herhangi bir Kararli dagilm goésteren rastlanti degiskeni X igin Es. 2.1°de

verilen katsayilarda C* = A%+B® esitligini saglayan bir C degeri vardir (0<oa<2).
9) Eger X ~ N(u,v?) ise X, a=2 ile Kararli dagilima sahiptir. Bu tanimlama ise
AX1+BXz ~ N( (A+B)u, (A%+B?)v?) (2.4)

yani Es. 2.1'de C = (A%+B%"2 ve D = (A+B-C)u iken saglanir (Samarodnitsky ve
Taqqu, 1994).

10) Kararli dagihmin o, B, 8 ve y = c¢* olmak (izere dort parametresi vardir. o
basiklik parametresi (0<a<2) karakteristik ¢arpan (characteristic exponent) olarak
da tanimlanabilir. B ¢arpiklik parametresi, & herhangi bir gergel sayi olacak sekilde
Kararli dagilimin konum parametresi, ¢ ise Ol¢cek parametresidir. Bir Kararh
dagihmin carpiklik parametresi sifira esit oldugunda (B=0), dagilim konum

parametresi d etrafinda simetrik olacaktir (Press, 1972).

11) Kararli dagilim X ~ Sy(c,B,0) seklinde ifade edilebilir. Sadece ve sadece B=0,
0=0 ise X ~ Sy(c,B,0) simetriktir denir. B=0, 60 iken X, d etrafinda simetriktir. X

simetrik Kararli dagilima sahip ve p=06=0 ise X ~ SaS olarak ifade edilir.
12) X; ve X, bagimsiz rastlanti degiskenleri ve

Xi ~ Sa(Ci,Bi,0), i=1,2

olsun. Bu durumda,

X1+Xz2 ~ Sq(c,B,0)

olarak yazilabilir. Burada,
1/a

c=(ci +cz)

8 = 51+52

12



_ Bici +Baca
cy +cy

olarak ifade edilebilir.

13) X~ Sq(c,B,d) ve a sabit bir sayi olsun. X+a’nin dagilimi,

X+a ~ Sq(c,B,0+a)

seklinde ifade edilir. aX’in dagihmi ise o’'nin alacagi degerlere goére incelendiginde,
o1 iken

aX ~ Sq( lalc,sgn(a)B,as),

o=1 iken ise
aX ~ Sq( |a|c,sgn(a)B,a8—ga (In]a]) cB)
T

olarak verilir.
14) 0<o0<2igin, X ~ Sy(c,B,0) & -X ~ Sq(c,-B,0) seklinde bir iligki vardir.

15) X ~ Sq(c,B,0), a<2 olsun. Y; ve Yz, Sq(c,1,0) dagihmina sahip bagimsiz
rastlanti degiskenleridir, dyle ki

d 1/o _ 1/o
X=(%j Y, —(%j Y, o1

Xi(ﬂjY1 —(ﬂjYz+c(1+BIn1+B—1_BIn1_BJ, a=1
2 2 o 2 T 2

16) X ~ Sq4(c,B,d), O0<a<2 olsun. O<p<a ise E(|X|p)<oo, p>o. durumunda ise

E(| X|p): o olur (Samarodnitsky ve Taqqu, 1994).
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2.2. Kararli Dagilimlarin Gosterimleri

Kararli dagilimlarin kapah bicimi yoktur ve karakteristik fonksiyon ile ifade edilirler.
Kararl dagilimin karakteristik fonksiyonunun en genel bigimi,

0, () = Ele™ | = explist - |ct|* [1+ iBsgn(tywit, )] (2.5)
- tan(ﬂj , o#1

wit, o) = 2 (2.6)
@2/minlt] , a=1

~co<t<eo, 0<a<2,|B|<min(o,2—a), c>0, i=+/—1, -co<d<co seklinde verilebilir. Bunun

disinda karakteristik fonksiyonun asagida tanimlari verilen bes ayri gdsterimi
vardir (Zolotarev, 1986).

2.2.1. A parametrelemesi

Karakteristik fonksiyonun logaritmast Ing(t) = A(ity —|t|* +itw, (t,o,B)) seklinde

ifade edilir. Burada 0<0<2, -1<B<1, -co<y<oo, A>0 limitleri arasindadir ve

t|* ' Btan(na/2) o1

W (t0,B) ={
-B(2/m)In|t| ,o=1

seklinde belirtilir.

2.2.2. M parametrelemesi

A parametrelemesinin degistiriimesi sonucunda, M parametrelemesi asagidaki gibi

verilebilir.

Karakteristik fonksiyonun logaritmasi In(p(t):k(ity—|t|a+ith(t,oc,B)) olarak

ifade edilir.
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Burada 0<o0<2, -1<B<1, -co<y<oo, A>0 sinirlari arasindadir ve

(Jt|"" -1)ptan(na/2) o=l

WM(t’(x’B):{
—B(2/m)In|t| , =1

seklinde ifade edilir. A ve M parametrelemeleri arasinda o = o, Ba = Bwm,
Ya= Y- P tan (mo/2) ve Aa = A iliskisi vardir.

2.2.3. B parametrelemesi

Karakteristik fonksiyonun logaritmasi Ing(t) = 7u(ity—|’[|Oc wg(t,o,B)) seklinde verilir.

Burada 0<a<2, -1<p<1, -co<y<eo, A>0 sinirlari arasindadir ve

exp(—i(rm/2)BK(a)sgn(t)) , o= 1

WB(t,OC,B):{n/2+iﬁ|n|t|sgn(t) ,o=1

olur. K(a) = a-1+sgn(1-a) olarak belirtilir.

o =1 iken, Ba = Bs, Yo = 2y8/w, Aa = mAG/2; a’nin 1 disindaki degerleri almasi
durumunda ise, Ba = cot(mov2) * tan(m Bs K(01)/2), ya = ys (cos(x Ps K(ar)/2)™),
Aa= Agcos(m B K(a)/2) yazilabilir.

2.2.4. C parametrelemesi
Karakteristik fonksiyonun logaritmasi
Ing(t) = -A[t|" exp(—i(n/2)0asgn(t))

seklinde ifade edilir. Burada 0<a<2, |8] < 8, = min(1,2/a-1), A>0 sinirlari igindedir.

o’nin batun degerleri igin ac = og esitligi vardir. Ayrica, a = 1 iken, 6 =g K(a)/a,

1/2

Ac=Ag; a=1ikenise, 6 =3tan-1(2yB /), Ao = Ag (/4 + ¥3)"Zolur.
T
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2.2.5. E parametrelemesi

Karakteristik fonksiyonun logaritmasi

Ing(t)=—-exp(v"2 (In|t|+1-i(n/2)6sgn(t)) + C, (0% 1))

seklinde belirtilir. Burada, Ce=0.577... (Euler sabitidir), v>1/4, |6|Smin(1,2\/5-1),

Itj<eo sinirlari igindedir. C ve E parametrelemeleri arasindaki iliski v = o®, 8¢ = 0,

1= (1/a) In Ac + Ce (1/a - 1) seklindedir.

2.2.6. Parametrelemelerin o6zellikleri

Herhangi iki kabul edilebilir parametre dértlist (o,f,y,A) ve (o,B,Y,A), a>0 ve b

d
gercel sayilar olmak Gzere Y(o,B,7,A) = aY(a,B,Y,A) + Ab olarak yazilabilir. A
parametrelemesinde a ve b arasindaki iligkiler asagidaki gibidir:

a= (}\’/}L:)Voc

Y=y (M) , o 1

b= , 2 :
vy—=v7 +—=BIn(A/A)  ,o=1
T

Yukaridaki Ozellikte, vY=0 ve A'=1 olsun. Bu durumda,

d
Y(a,B, v, M) =A"*Y (e, B) +A(y+b,) yazilabilir. b, ise asagidaki gibidir:

0 , o #1
°Z128In()  , a=1
T

d
Herhangi kabul edilebilir parametre dortlist (a,B,y,A) igin Y(o,-B,-v,A) = -Y(o,B,V,A),

herhangi kabul edilebilir parametre dortlist (o,Bk,Yk,Ax) icin ve h, ck (k=1,...,n)

gercel sayillar olmak Uzere Y(o,B,,A) = chY(oc,Bk,yk,kth yazilabilir. A
k

parametrelemesinde (a.,f3,y,A) asagidaki sekilde ifade edilir:
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A=Y Mo [
k
A =z}\'k Bk|ck |Oc sgn(cy)
k

Ay = zkaka +hy
k
Ayrica, oo = 1 iken, hg=h, oo = 1 iken ise ho= h —EZKK By Cx In|cy | olur.
Ty

Parametre dortlisu (o,pB,y,A) ve —1<B'<P<P"<1 olacak sekilde her B’ ve B" igin, ¢’ ve

c" pozitif sayilar, e ise gercel sayi olmak lzere

Y(a,B,7,A) i c'Y(a,p) + c"Y(o,B") + €

yazilabilir. A parametrelemesinde,

” 1/a
c':(kﬁ”_ﬁ,]
p"-B

SN\1/a
¢’ =| A B”_B,j
B"-B
Ay , o0 # 1
e =
M+g([3'c’lnc'+[3”c”lnc”) , =1
T

olur.

Herhangi kabul edilebilir parametre dortlist (o,B,y,A) icin kabul edilebilir

g*=(o,p*,y*,A%) vardir, dyle ki,
d
V(Bd) - TY(@BA) - L Y(@Ba) = Y@ r)

yazilabilir.
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A parametrelemesinde q*=(o,*,y*,A*) asagidaki gibidir:

__nl-a
pr=1=2 B[

__nl-a

-2~
1+ 2™

B*

1 2—0, 3

a+1ikeny =0, a=1ikenise y*=—(BIn2)/x olur (Zolotarev, 1986).

X~Sq(c,B,0) olsun. Es. 2.5 ve 2.6’da verilen ve yaygin olarak kullanilan
karakteristik fonksiyon gdsterimi, Zolotarev (1986)'in A parametrelemesinin biraz
degisiklige ugramis bicimidir. Ancak, bu fonksiyon yerine Zolotarev (1986)'in M
parametrelemesini temel alan farkl bir gdsterimin bitin o degerleri igin daha
uygun oldugu belirtilmistir (Nolan, 1999). M parametrelemesi; Kararli dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu, birikimli dagihm fonksiyonu ve karakteristik
fonksiyonunun, dagihmin parametrelerine gére sdrekli olmasini saglamaktadir.
Ayrica, dagihmin carpikhk parametresi, B, M parametrelemesinde dagilimin
konumunu etkilememektedir. Bu nedenlerden 6tird  Nolan (1998), M

parametrelemesine dayanan bir gésterim Uzerinde ¢alismigtir.

Zolotarev (1986)'in M parametrelemesine gore, standartlastirilmis Kararh rastlanti

degiskeni Z'nin karakteristik fonksiyonunun logaritmasi yazilmak istenirse,

—[t[*[1+iptan (ro/2) sgn(t) (| | = 1)] Lo T

2.7
—[t] [1+iB(2/m) sgn(t)in] t wet &7

|n(Pz(t):{

Z ~ S (1,B,0) olarak gésterilebilir.

d
Bu parametrelemede degisiklik yapilir ve X°=cZ +8° olarak yazilirsa, yeni M
parametrelemesine sahip rastlanti degiskeni X° ~ S° (c,B,58°) seklinde ifade edilir.

X rastlant! degiskeninin karakteristik fonksiyonunun logaritmasi

—c|t|*[1+iBtan(rar/2)sgn(t)(|ct| ™ —1)]+is° t o # 1

ln(pxﬂ(t)z . .
—c|t|[1+ip(2/m)sgn(t)(In|t|+Inc)]+i8°t , o=

18



_{—c“|t|°‘[1—iBtan(noc/Z)sgn(t)]+i[8°—Btan(noc/Z)c]t arl Lo

—c|t| [1+iB(2/m)sgn(t)In|t|]+i[8° - B(2/m)cInc]t , o =1

olarak bulunur. Ote yandan, Es. 2.5 ve 2.6'daki karakteristik fonksiyona sahip
rastlanti degiskeni X ~ S (c,B,9)

XE c(Z+Btan(ma/2))+8 |[cZ+(cptan(ma/2) + ) , o0 # 1
le(Z+(@2/m)Binc)+8  |cZ+((2/m)Belnc +§) o =1

seklinde yazilabilir.

Bu iki farkli parametrelemede parametreler arasi iligkiler asagidaki gibi verilebilir:

5o 8% —Bctan(mo/2), o1
8° —p(2/m)clnc , a=1

o, B ve c parametreleri ise her iki parametrelemede de ayni anlamdadir.
Ayrica, yeni M parametrelemesinin bazi 6zellikleri verilecek olursa bunlar,
> Eger, Y~ S%(c,B,8°) ise, her a0 ve bigin
aY+b ~ S2(|a|c,sgn(a)p,ad’ +b)
yazilabilir.

» Karakteristik fonksiyon ve dolayisiyla olasihik yogdunluk fonksiyonu ve

birikimli dagiim fonksiyonu, dagilimin parametrelerine (o,c,B,8°) gore

sureklidir.

> Eger, Y1~ S?%(c1,B1,8?) ve Yo~ S?(cz2,B2, 89 ) bagimsiz rastlanti degiskenleri

ise, Yi+Y2~ S0 (c,B,8°) seklinde olup, burada,
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NI cy +B,cy
c=(c¥+c) ,B:%
Cy +Cs
50 8% + 83 + tan(no/2)[Bc — By cy — P, Cyl R
8% +83 + (2/m)[Bcinc — By cqInc, —B,cylnc,], a=1

olarak verilir. Son olarak, S, (c*,B,8*) parametrelemesi ve &zellikleri verilmistir.

Bunun igin,

*

C* . C*
1/a ZJ{S T m(oc,B)j

o

d ¢
=5 (Z-m(0p))+8" =

X*

seklinde yazilir ve X* ~ S_ (c*,8,8%) olur. Burada, m(a,B), Z'nin dagiiminin tepe

noktasidir.

Bu parametrelemenin 6zellikleri:
e S (c*B,8%) dagiiminin tepe noktasi 5* degeridir.

e o=2 durumunda, c* standart sapmaya esittir, a=1 ve =0 durumunda ise

standart 6lcek parametresidir.

e Eger Y ~ S_(c*B,&*) (burada, c* ve &* sirasiyla dlgek ve konum
parametreleridir) ise, herhangi a#0 ve b icin

aY+b~ S;(|a|c*,sgn(a)[3,a6* +b) olur.
e Karakteristik fonksiyon, dagilimin parametrelerine (o,c*,,0*) gére sureklidir.

e Eger Y ~ S_(c;,B,8;) ve Y2 ~ S, (C5,B5,0,) bagimsiz rastlant

degiskenleri ise, Y1+Y2 ~ S_ (c*,B,8%) olur. Burada,

* ((C;)a+(c*2)a)1/a, B:B1 (Ci)a+BZ(C;)a

c = ;
(c1)* +(cy)”
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5 =

8, +5, + 0 (tan(ma/2)Be By oy —Bycy]

s 2 _— N
61+82+E[Bc*lnc*—|31c1lno1—Bzczlncz] , o=1

1/o

olarak tanimlanir. Bu bilgiler 1siginda, c*=a"'*c ve

&* = 8% + cm(a,B) =

d+c(Btan(ra/2) + m(a,B)) , a1

8+C(B%Inc+m(1,[3)) =1

yazilir. X* rastlanti degiskeninin karakteristik fonksiyonunun logaritmasi ise

Ny (t) =

—&(c* t)® [1-ip(tan(ma/2)sgn(t)]+

i [5* o' ¢ * (B (tan (moe/ 2) + m (o, B) | a1

-c* t|{1 +iB%sgn(t)ln|t|}+

i{ﬁ*—c*(ﬁ%lnc*+m(1,ﬁ))}t , a=1

olur (Nolan, 1998). S°(1,8,0), S(1,8,0) ve S_(1,B,0) parametrelemelerinin

farkliliklarinin gértilmesi amaciyla Sekil 2.1-2.6 olusturulmustur.
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0.55 + alfa=0.5
0.50 - _
0.45 - ——alfa=0.75
0.40 - ——alfa=1
0.35 - alfa=1.25
0.30 -
0.25 - —2alfa=1.5
0.20 - — g|fa=2
0.15 A
0.10 A
0.05 -
0.00 -
OO MO O OO Ol O O oW O W o
WYY oaadrr-rogoor~rr-add®m®d <t < W
Sekil 2.1. Farkh o degerlerinde S? (1,0.5,0) parametrelemesi
0.55 - alfa=0.5
0.50 - _
0.45 ——alfa=0.75
0.40 | — alfa=1
0.35 - alfa=1.25
0.30 A —alfa=1.5
0.25 - alfa=2
0.20 -
0.15 -
0.10 -
0.05 -
0-00 IR A A A R A AR AN R AR AR A A I R A A A A NN A e
Ol O O IHL O O O O WL O O o . o
Sekil 2.2. Farkl o degerlerinde S,(1,0.5,0) parametrelemesi
828 q alfa=0.5
0.40 - —alfa=1
0.35 - _
0.30 - alfa=1.25
0.25 - —alfa=1.5
0.20 - alfa=2
0.15 A
0.10 A
0.05 -
0-00 IRRRARRERRRRARE \H\HHHHH\\HHHHHHH\\H\HH\HHHHHHHHHHF\
O O O O L O L O O O O UMWl o . o
BT haggr-o0o0oo~+~adda®®S < 0

Sekil 2.3. Farkli o degerlerinde S (1,0.5,0) parametrelemesi
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——beta=0

0.40 - ——beta=0.5

——beta=1

OSWOoOWOWOWONOVOWOWOWOW o

Sekil 2.4. Farkh B degerlerinde 88_5(1 ,B,0) parametrelemesi

0.60 -
——beta=0
0.50 -
0.40 - —beta=0.5
0.30 -
— beta=1
0.20 -
0.10 -
0-007 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T T T T T I T T IT T T T T TTTITTTITT T
O o O Ol O O O WU o WmWOo W o U o
S YFooaagqr oS o~ -ada®®F ¥ 6

0.20

018 - ——beta=0

0.16 -

0.14 - —Dbeta=0.5

0.12 -

0.10 - ——beta=1

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0-00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T T T T T T T T T T T T I T T T T T I T T T T IrTIrTrTITTI Tl
O NN O 1L OO O L O O O W O LWl Oo W O WU O
WSO oagaqarrooor~r~ada®m® <t < 19

Sekil 2.6. Farkli B degerlerinde S, 5(1,8,0) parametrelemesi



2.3. Olasilik Yogunluk ve Birikimli Dagilim Fonksiyonlari

o, B, v=0, A = 1 parametreye sahip Kararli dagilimin olasilik yogunluk, dagilim ve
karakteristik fonksiyonlari sirasiyla f(x,o.B), F(x,a,B) ve o(t,o,p) olarak verilsin.
Buna gbre asagidaki esitlikler yazilabilir:

f(-x,a,B) = f(x,0,-B)
F(-x,,B) = 1-F(x,0,-B)
ve

o(-t,0.B) = o(t,,-B)

Bilindigi Uzere |o(1)| , gercel t ekseni Gzerinde entegrallenebilir bir fonksiyondur ve

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilmektedir:
f(x,0,B) = o [ e”™ g(t, 0 B) 2.9)
2n
f(x,0,B) = TRe j e ™ o(t,a,—B) dt (2.10)
T
0
B parametrelemesi ele alindiginda, Es. 2.9 ve 2.10’a gére, o # 1 igin,
1. % : a T
f(x,0,B) = —Rej exp[—nx —1 exp(—l—BK(oc)Ddt
Ty 2
ve o= 1igin,
1. 7 : T, .
f(x,1,8) :—Rej' exp| —itx—=t—ip tint |dt
T 2

olur. Yukaridaki olasilik yogunluk fonksiyonlari belli o ve B degerleri igin acgildig
zaman bazi bilinen dagilimlar ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar; Levy, Cauchy ve Normal

dagilimlardir.
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a) Levy dagihmi (e = 1/2, B = 1):

1 x 3214 o [, x>0
0 , x<0

b) Cauchy dagilimi (a= 1, = 0):

f(x,1,0) = %(ﬁ /4 +x?)™

¢) Normal dagilim (o = 2, B = 0):
f(x,20)=e "4 /21

a<1 ise, her kabul edilebilir B, x # 0 ve X +u|x |1_°‘ >0 igin,

2 o o—1
e =l e8] 8] s
0

elde edilir. a=1 ise, her f = 0 ve x # 0 igin,

fo(x+2BIn|x|1B) =~ Im Texp(—w—i{gﬂﬂ Inu i1 +|B|)Ud“
o TC|X| | T

0
olur ve A ve M parametrelemeleri arasindaki iligskiler 6zetlenecek olursa,
0p = Oy, Ba =By
fa (X, 0,B) = fy (x -, B)
fa(x1,B) = fu(x.1,B)
fu(x,0,B) = fu(x,1,B) (a—1 iken)

yazilabilir. Bununla birlikte,

(%[ - 1) —>%Bln x| (01 iken)
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fa (it x| 7%, 00B) = fyy (x +(| x| =1),0,B)

s fy(x + 2 BIn| x|1,B)
T
=fu(x +EBIn| x|,1,B)
T
yazilabilir (Zolotarev, 1986).

1-F(-x,a,B) = F(x,0,-B) 6zelligi bilindigine gbre, o # 1 ve x>0 ise,

1 12
S(=B)+— Jexp{-V, (x o)lde, o<t
n T
_EB
F(x,a,B) = .
1 2
1—— jexp{— V, (x,0)}de, o> 1
Tz Ko)
_757
2 o

yazilabilir. Burada,

o
o-1

o | sin(ae+ EBK(e) | cos((a—1)¢+ BK(a)
Vo (%,9) = X1 2 2

CosS Cos o

olarak ifade edilir. v # 1 ve x = 0 ise,

F(0,0,B) = % (1 - ij

o

o =1ve B>0ise,

—nla

F(x1B) = % expl= V, (x,0)}do

Na
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olur. Burada, V,(x,9) =

exp(%’x +(o+ 2% )tan (pj degerine esittir.

o =1 ve B =0 (Cauchy dagilimi) ise, F(x,1,0)=%+ltan‘1(x) olur (Zolotarev,

T
1966).

o= 1vex=1iken, her| B |<1 igin olasilik yogunluk fonksiyonu,

| 1/a1 1

j (9,6%) exp( |x|°‘/Oc - ((p,e*))d(p

-0*

foxop) = 2|1

o =1ve B =0 iken, her x igin ise

seklinde verilir. Bu esitliklerde,
K(a) = a-1+sgn(1-a), 6 = B K(av)/at, 8* = 6 sgn(x),
ao/(1-o)

sinEoc((p+9) cos E((oc—1)(p+oc9)
Uy (00)=| —2——— 2

cos © cos Lo
2 ? 2

ve

| 1+ T 1 T
U1((P,B)=§ —Bn(p eXP[E{<P+EJtan E(PJ
cos§<p

olur (Zolotarev, 1986).
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2.4. Kararl Dagilimdan Veri Turetimi

B parametrelemesinde standart Kararli rastlanti degiskeni ele alinmistir ve S(a,p)
olarak ifade edilmistir. Asagida dagilim yaklasimlari ile ilgili bazi bilgiler verilmistir:

i. S(a,B)~-S(a,-B)

S(a,B) ~ pSi-9S2

Sy ve S; bagimsiz ve ayni parametre ile Kararh dagihma sahip rastlanti

degdiskenleridir, S1 ~ Sy ~ S(a,1) olarak goésterilir. p ve q ise

0% = sin(;nk(oc)ﬁ ; B)j /sin(nk(oc)),

g% = sin(;nk(oc)ﬁ - B)j/sin(nk(oc))

seklinde verilebilir (k(o)) = 1- | 1-at]).
iii. S(o",B") ~ S(a,p)S(e, 1) a=1, o<t
Yukaridaki esitlikte o = aar’, B' = Bk(cr)o'/k(ox’) olur.

O<o<1, B=1 durumunda S(a,1) i¢in x>0 bdlgesinde olasilik yogunluk fonksiyonu
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

£(S(aud) < X) = % [expfx~0-2) a(6) o, O<a<
0

sin((1- o) 8) sin(a.§)*/(~*)

Burada, a(6) = (sin(8)) /-9

, 0 < 0 < m seklinde yazilabilir.

Standart Ustel rastlanti degiskeni W olsun (P(W>w) = e, w=0). Bu durumda,
yukaridaki esitlik, S(a,1) = (a(®)/W)*""® seklini alir. Burada ®, (0,m) araliginda
Tekdlze (Uniform) dagilima sahiptir. ® ve W bagimsizdir. Buna benzer bir tanimi

Zolotarev (1966) vermistir. Buna gére
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i (1—a)/ o
S(oup) = smoc(q)—wto)(cos(q)—oc(q)—q)o))J | L
(coso) w
EWcos(q>)
8(1,B)=% (gﬂmjtan(q))—ﬁln 2n— =1
§+B¢

olarak belirtilir. Burada ¢, (-n/2,n/2) araliginda Tekdize dagilima sahiptir.
do =_Tnﬁ(k(oc)/oc) olarak ifade edilir. Bu bilgiler dogrultusunda, olasilik yogunluk
fonksiyonu kapali bicimde belirtilen Kararli dagiimlar (Normal (S(2,0)), Cauchy
(S(1,0)) ve Levy dagihmi (S(1/2,1)) asagida verilebilir:

a) a =2, B =0 iken S(2,0) = (W2 sin(2¢))/cos(d)=2 W2 sin(¢) elde edilir. Bu da

Normal dagilima tekabul etmektedir.

b) a =1, B = 0 iken S(1,0) = tan(¢) olur. Bu da Cauchy dagihmina tekabul

etmektedir.

c)a=1/2ve,B=1(0, :‘?") iken,

-1
S(1/2,1) = (4Wsin2(%(¢—gjn ~ (4w cos? @) (2.11)
o—1 ve B sabit iken,

ECHE %{(S") — cos(0o)tan() - sin(d,) 2.12)

olur. Es. 2.12 ise Cauchy dagiliminin (a=1, B=0) sabit dogrusal bir fonksiyonudur.

B—1 iken S(a,B) yeniden tanimlanir (Chambers vd., 1976).

X, Es. 2.5 ve 2.6’daki karakteristik fonksiyona c=1 ve 8=0 parametreleri ile sahip
olan rastlanti degiskeni (Sq(1,B,0)) olsun. Yukaridaki teorem kullanilarak Kararli

dagilima ait rastgele sayi tiretimi asagidaki sekilde verilmistir.
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o #1 igin,

, cos(V —a(V + By )\
X =T,z sin(a(V +Bgy)) . (2.13)
tan™ (Btan?j 1/2a
Burada, B, = veT,p = {1 + B2 tanz(%n degerini  alir.
o

Bununla birlikte, V, (-n/2,m/2) parametresiyle Tekdize dagilim, W ise 1 ortalama ile

Ustel dagilim gdsteren bagimsiz rastlanti degiskenleridir.

o =1 iken ise

e TWcosV
X:—{§+ijan—BM-g————— (2.14)
T g+BV

olur (Weron, 1996).

S«(1,B,0) Kararli rastlanti degiskenlerine ait rastgele sayi elde edildikten sonra, a,
B, ¢ ve & parametrelerine sahip, Sq(c,B,9), Kararli rastlanti degiskenlerine ait

rastgele sayi asagidaki sekilde elde edilebilir:
Eger X ~ Sy(1, B,0) ise

cX+39d , 0% 1

Y = 2.15
cX+ZBCInC+6 ,o=1 ( )
T

Y ~ Sq(c, B,0) olur (Weron, 2001).

2.5. Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Elde Edilmesi icin Kullanilan
Yontemler

Olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak icin Onerilen ydntemlerin en baginda
Zolotarev  (1986)’'in  olasilik yodunluk fonksiyonunu entegral gdsterimine

dayandirdidi yaklasim gelmektedir. Nolan (1997) bu entegralleri gelistirmistir.
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Ayrica, karakteristik fonksiyonuna ters Fourier ddnlisimU uygulanmasi sonucunda
olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilebilmektedir (Doganoglu ve Mittnik (1998)).
McCulloch (1998) ise Cauchy ve Normal dagihmi bir araya getirerek farkl bir

yaklagim dnermigtir.

2.5.1. Nolan'in olasilik yogunluk fonksiyonu icin 6nerdigi yontem

Nolan (1997), Kararl dagilim olasilik yogunluk fonksiyonunu entegraller yardimi ile
bulmayr amaglamis ve bu ¢6zimi 6nermeden o6nce Kararli dagihmin farkl
sekillerde parametrelenmesi (zerinde durmustur. Es. 2.7'deki karakteristik
fonksiyonunu, karakteristik fonksiyonun ve birikimli dagihm fonksiyonunun o ve 3

parametrelerine gére surekli olmasindan dolayr énermistir.

Nolan (1997), Es. 2.7'deki esitlk UGzerinde bazi parametreleme islemleri
gerceklestirmis ve buna gbére olasilik yogunluk fonksiyonlarini Es. 2.20-2.23'deki

gibi elde etmigtir. Parametrelemeler Es. 2.16-2.19’da verilmigtir.

o

—-Btan—, o=
§=4(a,B) = P 2 (2.16)
0 , a=1
ltan‘%Btan%), o1
0, = 0,(a,p) =14 (2.17)
T
— , o=1
2
1.7
E(E—eo), o<1
cy(o,p) =40 ,  a=1 (2.18)
1 , o>1
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fo—1)
(COSOLG )1/(a_1) coso o cos0, +(a—1)6 o1
0 sino.(6, +6) cos6 ’

V(6;0,B) = E+139 (2.19)

2|2 1(n
— exp|—| —=+[p06 |tanod , oa=1p=0
| cos6O p{B (2 Bj j b

Buna gére olasilik yogunluk fonksiyonu, o1 ve x> igin:

f(x;0B) = afx=gr? "2V (6:0,B) expl— (x — ©)*V(6;0,B))d6 (2.20)
mdo—1 o
a#1vex=_{igin:
f(Gop) = F(;;(l/c?)?ff;e" (2.21)
a# 1 ve x<{icgin:
f(x; o) = f(-x; o,-p) (2.22)
o= 1igin:
#e‘(”’”zﬁ) "2 Vierprexp-e @ V(e p)de, B0
f(x:1,B) = Bl (2.23)
I B=0
1+ x?) ’
olarak verilir.

2.5.2. Fourier déntsumi ile olasilik yogunluk fonksiyonu bulunmasi

Es. 2.5 ve 2.6’daki esitlikte belirtilen karakteristik fonksiyona Fourier déntstimu
uygulayarak olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmistir (Doganoglu ve Mittnik
(1998)). Kararli dagihmin olasilik yogunluk fonksiyonu, Fourier ddntusimu
yardimiyla asagidaki gibi verilebilir:
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. _ 1 oo —ixt
fxoB,e,8) = o [ e™ o)t (2.24)
Standartlastirma islemi uygulanirsa ( z :X?_S), Es. 2.24

. _ 1 e —izt
f(z;a,B,c,8) = o Loe o, (t)dt (2.25)

olarak elde edilir. Burada ¢,( E[e'tz] exp( [t|*[1+iB sgn(t) (t,oc)])olarak

ifade edilir. Es. 2.24’daki entegral, h mesafesinde N esit nokta Gzerinde uygulanir.
Bir bagka deyigle bu araliklar

zk:(k—1—th, k=1,...,N

olarak verilebilir. t = 2nw olarak alinirsa Es. 2.25
p(zi) = [ e ¢, (2nw)dw

olarak ifade edilir.

Bu entegral ise yaklasik olarak bulunmak istendiginde, s araligindaki N nokta icin

dikdortgen kurali ile p(z,)= qu)z (2nw,,)e ™% olarak verilebilir. Burada

"y
wW,=n-1-—1s
2

degerine esittir. s = (hN)™' olarak alinirsa

—i2n(n-1)(k-1)
p(zi) = “N’ZZ "o, (2mw,)e N ,n=1,23_..N (2.26)

Es. 2.26°da verilen toplam, (-=1)"' ¢, (2nw,, ) dizisine Fourier déniisimii uygulayarak

elde edilir.
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2.6. Bayesci Olmayan Tahmin Yontemleri

Kararli dagilimlarin parametre tahminleri igin gesitli ydntemler dnerilmistir. Bayesci
olmayan yo6ntemler, 6rneklem karakteristik fonksiyonunu ve birikimli dagilm
fonksiyonunu, ya da sayisal entegrasyon yaklagimini kullanmakta ve parametre
tahminini elde etmeye c¢alismaktadir. Bayesci yontem ise BOlUm 2.7'de detayli
olarak incelenecektir.

2.6.1. Birikimli dagilim fonksiyonu yontemi

Kararli dagilimlarin  parametrelerinin  tahmininde, Fama ve Roll (1968)
standartlastinimis simetrik Kararlh dagilimlarin (8 = 0, ¢ = 1) birikimli dagihm

fonksiyonunu kullanmisgtir.

X rastlanti degiskeni o, B = 0, 8 ve y = ¢c* parametreleriyle simetrik Kararli
dagilima sahip olsun. Buna goére standartlastinimis Kararli degisken asagidaki
sekilde ifade edilebilir:

u=X=9 (2.27)

U rastlanti degiskeni o, B = 0, 6 = 0 ve y = ¢ = 1 parametreleriyle standartlastiriimig
simetrik Kararli dagilima sahip olur. Bu rastlanti degiskeninin karakteristik

fonksiyonu ise (pu(t):E[e“”]:exp(—|t|°‘) olur. Seri agilimlarindan U rastlanti

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu yaklasik olarak bulmak mdmkuandur.

o>1 igin, yaklagik olarak

F(ZK + 1)
f,(u) = ;—ago(—ﬂk (Q—S!UZK (2.28)

i (1) T(ok +1) sin(k’;“jm(u) 2.29)
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Burada R(u) = O [u™™"""] olarak verilir (Poxzitif bir M sabiti igin |R(u)|< M u™™""

olur).

Es. 2.28 ve 2.29°deki esitligin entegrali alinirsa sirasiyla asagidaki birikimli dagilim

F(ZK - 1}
1)k—1 o 2k—1

fonksiyonlari elde edilir:

— u
ve
I 18, Dlok) . (kna) F
F (u=1-|f,(2)dz=1+—> (-1 sin —| R(u)du,
2 () M) n;()k!uak (2H(>

ol u—oc(n+1)
j R(u)du = o( j
! o(n+1)

Bu birikimli degerlerin  bulunmasi, degisik dagihm tiplerinin birbirleriyle
kiyaslanmasina olanak saglamistir. Buna 6érnek olarak o degeri 2’den kigik olan
Kararli dagilim ile Normal dagilim karsilastinimigtir. Kiyaslama sonucunda, o
degeri 2’den kiguk olan Kararli dagihimin Normal dagilima gére daha dik oldugu
g6zlenmistir. Ayrica, blyUk |u| degerleri i¢in, yogunlugu daha fazladir. Yogunlugun
fazla olmasi, blyuk |uo| dederleri icin f(Ju] > |uo]) ne kadar biylkse a’'nin o kadar

kUcuk olmasi anlamindadir.

Fama ve Roll (1968), yukaridaki dagihm fonksiyonlarindan yararlanarak 1<o<2
olacak sekilde a ve U rastlanti degiskeninin degisik degerleri i¢in birikimli dagilim
fonksiyonu degerlerini bulmuslardir. Ayrica, standartlastirimis Kararli dagilimin
degisik o ve dagilim fonksiyon degeri icin alacagi degeri, (u(o,F)), belirlemiglerdir.
Birikimli dagilim fonksiyon degeri 0.72 olan standartlastirimis Kararli dagilimin
0.827+0.003 araliginda deger aldigini bulmuslar ve bunu kullanarak ¢ parametresi

icin tahmin énermiglerdir. Parametre tahmini:

ﬁ[a(a,o.m)—a(a,o.%)]
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¢ parametresinin tahmininde belirtiimis olan U degeri 6rneklem kullanilarak elde
edilmektedir. o parametresinin tahmini icin ise standartlastiriimig simetrik Kararl

dagilimlarin Normal Olasilik Grafikleri olusturulmustur.

O parametresinin tahmini igin kesilmis ortalamalar (truncated mean) kullaniimistir.
Bunun icin &ncelikle birikimli olasiliklar (Tekdize (0,1) dagilimdan Uretilmig
rastgele sayilar) Gretilmistir. Her o dederi icin 15 gbézlemli 2026 alt 6rneklem, 21
g6zlemli 1447 alt érneklem, 51 gbzlemli 596 alt 6érneklem ve 101 gézlemli 301 alt
6rneklem olusturulmus, her rastgele Uretilen U degeri igin ters fonksiyon u(a,U) =
Fo'(U) bulunmustur. Bulunan bu degerler o = 1.0, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9, 2.0
degerlerine sahip standartlastirilmis simetrik Kararli dagihimlari olusturmak igin
kullaniimistir. Her alt 6rneklem igin sirali gdzlemlerin ylzde 25, ylizde 50 ve ylzde
75’lik kisimlarinin - érneklem ortalamasi, medyani ve kesilmis ortalamasi
bulunmustur. Kesilmis ortalamanin diger tahmin edicilere gére daha kaguk
varyansa sahip oldugu bulunmustur. Fama ve Roll (1971), ¢ 'nin asimtotik olarak

normal dagildigini ve varyansinin asagidaki gibi oldugunu belirtmistir.

2
Gz(é)z2(0.28)(0.72—2.28)( 1 j
N[f(,0.72)] 1.654

Bu esitlikte N, gézlem sayisi, f(o,F) ise a ve dagihim fonksiyonuna karsilik gelen

U’'nun olasilik yogunluk fonksiyonudur.

McCulloch (1986), Fama ve Roll (1968, 1971)’'un yéntemini genisletmis ve bitin
parametreler icin tahmin edici elde etmigtir. Ayrica, simetrik olmayan Kararli
dagilimlari incelemistir ve B parametresinin tahminini arastirmistir. McCulloch
(1986), Es. 2.5 esitligindeki tanima gbére B’nin bilgi verici 6zelligi oldugundan

bahsetmistir. Bu 6zellik agsagida verilmigtir:

1-S(x,a,B,¢,8) — S(—x,0a,B,¢,d)

= o#2
x—e1—8(X,a,B,¢,0) + S(—x,a,p,c,0)

F(x,,0,B,¢,8) =p (F=birikimli dagiim fonksiyonu, x, = p.ylzdelik degeri)
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B = 0 ise dagihm simetriktir. Eger o = 2 ise dagilim B’dan bagimsiz olarak simetrik

olur ve normal dagihma yaklasir.

>“<p orneklemin p.ylzdelik degeri olsun.

_ X95 = Xo.05

Vg

X 75 — Xp.25

olarak tanimlansin. Degisik a ve B degerleri i¢in v, degerleri hesaplanmistir ve

v, 'nin tahmin edicisi ¥, (6rnekleme ait) ise

~

D = X .95 — Xo.05
o PN ~
X 75 — Xp.25

olur.

_ Xg5 + X005 —2Xg5

UB X —X
.95 0.05

olarak tanimlansin.  v;'nin  tahmin  edicisi Vg  (Ornekleme ait) ise

X 95 + X005 —2Xq5

VBT T %
.95 0.05

olur.

v, ve vy sadece o ve B degerlerine bagl oldugundan

Vg = 01(0,p)
ve
DB = ¢2(a’![3)

seklinde yazilabilir. Buradan, o ve B parametreleri ile tahminleri asagidaki sekilde

verilir:

o =Y(V,,0p), B=W,(v,,0g) (parametreler)
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0 =yy(g,0g) = W, (0, 0g) (parametrelerin tahmin edicileri)

X 75 — Xp.
Y, = %%3(0@5)

olarak verilsin. &, B, X, ve X, tahmin ediciler olduguna goére c’nin tahmin

edicisi asagidaki gibi ifade edilir:

Konum parametresi igin ise

Vg = 8_50-5 = ¢04(a,B) olarak tanimlansin. &'nin tahmin edicisi

A

8= é¢4(&,[§) +Xg5

olur. a = 1 ve B # 0 iken vg= -eo olur. Bu durumda farkli bir yaklagim ele alinir ve

konum parametresine alternatif olarak

oL
o0+fBctan— ,o %1
g=|0+Petany

o , o0=1

tanimlanir. Ve =

= 05 (0, B) olur. &’nin tahmin edicisi ise

C—Xgs
C

é = é¢5(&,B) +Xo5

, - , Az aa. TO -
olur. a# 1 ise konum parametresinin tahmin edicisi 6 = € — Bctan? olarak verilir.

2.6.2. Momentler yontemi

Press (1972), momentler yontemi ile parametrelerin tahmin edicilerini bulmaya
calismistir. Es. 2.5'de verilen Kkarakteristik fonksiyona sahip dagilimdan n
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biyUkltiginde rastgele drneklem, Xi, Xz, ..., X, alinsin. Orneklem karakteristik

fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir.

n it
ZelxJ

o () =L (2.30)
n

ox(t) = a+ib vyani karmasik sayl bi¢ciminde vyaziir ve mutlak degeri

|, (t)|=va®+b? olur. gt), Es. 2.5'deki gibi verildigine gore fonksiyon karmasik

say! seklinde yazilabilir;
oy (t) = exp(iﬁt—|ct|°‘[1+iﬁsgn(t) W(t,oc)])
@, (1) = exp(idt)exp(-|ct|*)exp(-i|ct|*Bsgn(t) w(t,a))
v= c” olmak iizere yukaridaki esitlik tekrar yazilirsa
P, (t) = exp(iSt)exp(~[t|" y)exp(~iv|t|” Bsgn(t) w(to))
esitligine ulasilir. w(t,a), Es. 2.6'da tanimlandigi gibidir.
t>0 igin;
9, (1) = exp(~t* 1) [exp(i3t) exp(~ivt* Bw(t0) )
= exp (1" v)[exp(i8t) exp(i(~11* B w (1.0))))
— exp(~t* y)((cos(5t) +isin(81))(cos(A) +isin(A))) (A= —yt*B w(t,))
— exp(~t* y) (cos(8t)cos(A) + icos(81)sin(A) +isin(t)cos(A) — sin(3t)sin(A) )

= exp(-t® y)(cos(8t + A) +isin(5t + A))

lox(t)] = \/exp(—t“ 7)2(cos2(5t + A) + sin?(5t + A)) = exp(~t*7)
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t<0 icin;
9, (t) = exp(t* 7) exp(ist) exp (ivt* Bw(t,00)))

= exp(t* ) exp(i5t) exp i(yt* pw (t.a))))

= exp(t* 7) ((cos(5t) +isin(81)) (cos(B) +isin(B)))  (B=7t“B w(t,a))

= exp(t* ) (cos(8t)cos(B) + icos(8t)sin(B) + isin(8t)cos(B) — sin(5t)sin(B))

= exp(t* y)(cos(8t +B) +isin(5t +B))

[ox(t)| =/ exp(t* v)? (cos? (5t +B) +sin® (3t +B)) = exp(t*y)

Sonuc olarak

| ox(t) | = exp(=[t["7),  -coct<eo (2.31)
seklinde ifade edilir. Bu esitlikten de — In | @u(t) | = |t|* v yazilabilir.

o ve ynin tahmini icgin ty # t2 (0 degeri almayan iki deger) ve o # 1 olsun.

SN ou(t) 1= [t [y (2.32)
-Injoute) | = [tz "y (2.33)
olur. Es. 2.32 ve 2.33'deki esitliklerin logaritmasi alinirsa,

In(- In @x(t) ) = In (| t;[“v) = Iny + ot In | 4] (2.34)
In(- In @x(t2) ) = In ([t [*v) = Iny + aIn | t2 (2.35)

olur. Es. 2.34 ve 2.35deki esitliklerden birincisi In | to | ikincisi In | ty | ile
carpildiginda,

In(-Injox(t)) ) In|tz]=InyIn |tz +aIn|ty|In|1tz] (2.36)
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INn(-Injox(t) ) In|ti|=InyIn|ti|+oaln|ty|In]tz] (2.37)
elde edilir. Es. 2.36 ve 2.37°deki esitlikler taraf tarafa ¢ikarldiginda,
Ny In [to] - Iny In [t4] = In [to] IN(-INj@x(t1)]) - In [t1] IN(-INj@x(t2)])

Iny (In [t2 - In [t4]) = In [t2] In(-Inj@x(t1)]) - In [t4] In(-Inj@x(t2)])

Iny = (In [tz In(-Inl@x(t1)1) — (I [ta] IN(-Injpy(t2)1)) / (I [ta] - In [t4])

Iny = (In [t4] In(-Inlgx(t2)]) - In [tz IN(-Inlx(t1)1)) / (In [t11/It])

elde edilir.

Tahmini ise asagidaki sekilde verilir:

Iny = (In ti] In(-In[ §, (t2) 1) - In [ta] In(-Inl §, (t4) 1)) / (I [tal/tal)

Es. 2.32 ve 2.33’deki esitlikler birbirine bélindigunde,

I | @x(th) 1710 | o(te) [ =[t;/t5|"

olarak bulunur. Her iki tarafin logaritmasi alindiginda,

o Inft,/ty| =In(In]@x(ts) |/1n] ox(t2) 1)

olur. Bu esitlik kullanilarak o bulunur:

o=In(In|Quts) | /In]@ute) )/ In|t, /1, |

o’nin tahmini ise asagidaki sekilde ifade edilir:

& =In(In| @, (t) 1/In] ,(tp) 1)/ In|t,/t,]

B ve &nin tahmini igin éncelikle In (d«(t))’nin sanal kismi u(t) = Im (In (@«(t)) olarak
tanimlanir. Es. 2.5'deki esitlik kullanilarak u(t) = (8t—y|t|°‘_1Btw(t,oc)) oldugu

goraldr.
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ts # t4 (0O degderi almayan iki deger) olsun. o # 1 igin:

6—y|tk|“_1Btan%:u(tk) , k=3, 4 (2.38)
k

Es. 2.30°daki esitlik asagidaki gibi agilsin:

n . n
Ze'tx" Zcos(txj) Zsin(txj)
G ()= =" +2
n n n

= =

2 2
pz(t):(wanos(txj)j +(1/nZsin(txj)j
ve
tan(6(t)) = Zn:sin(txj) Zn:cos(txj)

iken
¢, (1) = p(t)exp(i6(t))

olarak yazilir. @, (t)’'nin logaritmasi alinirsa In(¢, (t)) =Inp(t)+i6(t) elde edilir.

a(t) =(Im(In(pr(t))):e(t)=tan‘1[ Zn:sin(txj) Zn:cos(txj)J, t=13,1 (2.39)
=1 j=1

olarak tanimlanir. Es. 2.38'de belirtilen u(t) yerine Es. 2.39'da gosterilen tahmini
konuldugunda ve Es. 2.38'deki esitlik t3 ve t4 igin ayrn ayri yazilip esitliklerin farki

alindiginda B’nin tahmini bulunur:
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t3 ve 4 icin yazilan Es. 2.38'deki esitlik sirasiyla [t*" ve [ts*" ile carpildiginda ve

esitliklerin farki alindiginda &'nin tahmini asagidaki sekilde bulunur:

O(ts) a1 _ 0(t4) a1
t, It t, Its |

a1 a1
e ]t "]

§=

o = 1 igin ise tahminler asagidaki gibidir:

((ts) a(t,) In|t, it )_In|t3 i)
ﬂIn ta In ta
T |t 3

2.6.3. Regresyon yontemi

Koutrouvelis (1980) tahmin edicileri bulmak icin regresyon yéntemini 6nermigtir.
Bu yontem icin Es. 2.31’in karesinin logaritmasi alinir.

-In | @u(t) P =-In (exp(=2[t|" 7)), -cost<eo
=2ty
= 2[t"c®
elde edilir. Bulunan bu yeni esitligin tekrar logaritmasi alinirsa
In (- Inf @«(t) ) = In(2c*) + axln ([ t) (2.40)

olur. Es. 2.40 sadece o ve c'ye bagldir. Bu da regresyon denklemi kurarak bu

parametrelerin tahmininin bulunabilecegine isaret etmektedir.
y=In(-In|@n(t) P) (n=6rneklem biiykligi)

u=In(2c?)
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w = In(]t])
olsun. Buna gore,
Y =UL+O0W, +€ , k=1,...,K (2.41)

yazilabilir. Burada g hata terimi, (& ; k=1,...,K) ise gercel sayl kimesidir. Es.

2.41°de kurulan regresyon denkleminden o ve ¢’nin tahminleri bulunur.

Es. 2.5'deki esitlik asagdidaki sekilde dizenlenirse
o, (1) = E[e“x]: exp(idt)exp(-|ct|” —|ct|* iBsgn(t) w(t,a))
= exp(iSt— i| ct|* Bsgn(t)w(t,o) )exp(—|ct|a)
= exp(i(St —|ct|*Bsgn(t)w(t,a) )exp(—|ct|°‘)
= (cos(&t —|ct[* Bsgn(t)w(t,oc))+ isin(3t —| ct|”* Bsgn(t) w(t o)) )exp(—|ct|°‘)
ile ifade edilir. Reel ve Sanal kisimlar ayri ayri yazilirsa
Re(o,(t) = cos(St —|ct|*Bsgn(t)w(t o) )exp(—|ct|°‘)
Im (g, (1)) = sin(&t —|ct|* Bsgn(t) w(t, o) )exp(— ct]*)
olur. Sanal kisim Reel kisma bélinurse

Im (@, (1) _ sin(&t —|ct|* Bsgn(t) w(t, o) )exp(—|ct|°°)

= tan(dt —|ct|” Hywit,
Re(@(1)  coslt -|ct| Bsgn(t)w(to) Jexp(~ct|*) an( et["Bsgn(tw( “))

Tanjant fonksiyonunun tersi alinirsa

tan™ [MJ =8t—|ct|"Bsgn(t)w(t,a)
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ve
Z =gy (u) + 7k, (u)

olsun. Burada k, (u) ters tanjant fonksiyonunun olasi kékleridir.
m =08Uy, —Bc®tan(ro/2)sgn(upy)|up |“ +1n , m=1,...M (2.42)

Burada m, hata terimi, (u,, ; m=1,...,M) ise gercel say! kiimesidir. Es. 2.42’deki
regresyon denkleminde, a ve c’'nin yerine Es. 2.41’deki modelden bulunan tahmin

degerleri kullanilarak B ve &’nin tahminleri elde edilir.

Ayrica, bulunan bu parametre tahminlerini daha etkin kilabilmek icin verilere

Xj=(x;=8y)/c, ddnlsimi uygulanarak standartlastiriima islemi yapilabilir.

Standartlastirma isleminde §, yerine yizde 50’lik veya yizde 75’lik kesilmis

A

.. X=X
ortalama, ¢, yerine ise —2——%2 (
1.654

>“<p orneklemin p.ylzdelik degeri) alinabilir.
Tahminlerde kullanilan tx ve u,, degerleri icin cesitli 6neriler mevcuttur. Bu
onerilerden birincisi, t = u = 0’a yakin degerler olarak segilmeleridir. ikinci dneri ise,

tx degerinin & ve C’nin varyansini, u_ degerinin ise B ve &’nin varyansini

m

minimize eden degerler olarak segilmeleridir. ikinci éneri icin benzetim calismasi

yapiimis ve
tx = k/25, k=1,....,K
U, = mm/50, m=1,...,M

olarak bulunmustur.

Es. 2.41 denkleminde tx degerleri yerine 7k/25 konulsun. x]:(xj—é‘)o)/co

donlslimU uygulansin. o ve ¢'nin bu denklemden bulunan tahminleri &, ve ¢, ise,
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S

orijinal tahminleri & =6, ve ¢=c,C,; olur. Es. 2.42'de bu orijinal tahminler

kullanilarak B ve & elde edilir.

Burada verilere tekrar standartlagtirma iglemi uygulanir ve xj = (x])/é1 -5, alnir.
d., z, fonksiyonunun [0,nM/50] araliinda sirekli olmasi icin gerekli sabit bir

degerdir.

Koutrouvelis (1981), 1980 yilinda standartlastirilmis veri Gzerinde O6nerdigi
regresyon modelini daha sonra revize etmistir. ilk asamada, parametrelerin ilk
degerleri igin Es. 2.41 ve 2.42 denklemlerini kurup tahminleri bulmus ve bu

tahminleri ilk degerler olarak kullanmigtir.

Bu ilk degerler

~ ~

6 =6, B0 =B, =&, ve 5@ =5
olsun. ikinci asamada, Es. 2.41 nolu denklemde

XEO) =(Xj —8)/cy cA31(0) _80(0) ) (80(0) =5)

degisken degistirmesi uygulanir ve
M

a=a" &, =,

bulunur. Uglincli asamada, x{°'in standartlastinimasi igin

X" =(x")/¢" -5," (50(1),50 'nin yukarida tanimlandigi sekilde sabit bir degerdir)

] (o}

déndsima uygulanir. Es. 2.42 denkleminden
B=p" ve 5=50

bulunur. Ikinci asamadan itibbaren her asamada bir 6nceki agsamadaki veri

standartlastirilir ve tahminler bulunur. Bu iteratif slire¢ eger

CR(s) = (&(s) _a(s—1))2 + (3(3) —8(3_1))2 <g
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ise s.iterasyonda biter (e, kigUk bir degerdir). Simulasyon c¢alismalari 10.
iterasyondan daha az sayidaki iterasyonda (CR(s), (s=1,2,...)) dizisinin 0’a
yakinsadigini gdstermistir. 10. iterasyona kadar yakinsakligin saglanamadigi

durumlarda, &®, B, 6, §® degerleri, CR(s)= min CR(r) olacak sekilde

1=<r<10
bulunurlar. Buna gore, revize edilmis regresyon tahmin edicileri asagidaki gibi
ifade edilebilir:

s . S L

big :&(8),65 :B(s), és =c, Hé1(1) , Ss :So +Cy ZSC(J>H61(k) +és &)
i=0 j=0 k=0

2.6.4. En cok olabilirlik tahmin yontemi

DuMouchel (1973), 6=(a, B, 9, c)’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini arastirmistir.
Kararli dagihma sahip N blydkliginde rastgele orneklem alinirsa olabilirlik

fonksiyonu

N p—
L(9)=Hf(x,ﬁ()(ko SJ /c (fup(.) standart Kararli dagilimdir)
k=1

olarak verilebilir.

6, 6'nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ise o> €> 0 igin 6 tutarli ve asimtotik olarak

normal dagilima sahiptir. DuMouchel (1975), 6’nin dagiliminin yaklagik olarak
N(6, I''/N) oldugunu belirterek Fisher'in Bilgi Matrisi (I) igin iki hesaplama ydntemi
O6nermistir.  Birinci yontemde Onerilen ©’ya gore tlrevlerin farklarla yer
degistirmesidir. Ikinci yontemde ise sirekli fog(.)nin kesikli dagiim ile yer
degdistirmesi Onerilmektedir. Brorsen ve Yang (1990), Es. 2.27°de tanimlanan
standartlastirlmig simetrik Kararli degiskeni (U) ele almiglar ve bu rastlant

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu asagidaki sekilde ifade etmiglerdir:

/2 o /(o1
fu(u):|1_aa|nu”(°°‘” [[Fv@e™ de , o, us0

v(0) = (sina®)*""® cos[(a-1)0] (cosB) " olarak tanimlanir.
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Ayrica, fonksiyon belli a ve u degerleri i¢in

fo(u)= —1 e /4

olarak verilebilir.

En c¢ok olabilirik tahmin edicisini bulmak icin olabilirlik fonksiyonunu bulmak
gerekmektedir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alindiginda
n n

(Lot W) = 3 Inf (Ug) = ninec—nin (o~ )7+ >ln (ui)/(0c—1)+Zlnj:/zv(e)e’“ia/w"(e) do
i=1

i=1 i=1
olur. Olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden o, o parametresinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicisidir.

Brorsen ve Preckel (1993), standartlastirimis simetrik olmayan dagilimlan ele

alarak B parametresi icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi bulmuslardir.

X, rastlanti degiskeni o, B, 8 ve y = c* parametreleriyle Kararli dagihma sahip

olsun. Buna gore standartlastinimis Kararl degisken

olur. Y rastlanti degiskeni o,pB0=0vey=c=1 parametreleriyle

standartlastirnimis Kararlh dagihma sahip olur. Dagdihm fonksiyonu asagidaki
sekilde tanimlanir:

[[Pey M0 dy, azi,ys0,-1<p<t (2.43)
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Es. 2.43 esitliginde,

o

sin(ouo + g BK (o)) | cos{(oc -1)o+ gBK(a)}

V(o= coso Ccoso
_ _ TBK(a)

w(a,p) = ”

ve

K(o) =1-[1-a|

olarak tanimlanir. Olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

o /2 o /(a-1)
f = = yele) —y*v(e) .
o) =10 e v(9)do (244)

olarak bulunur. Es. 2.44 tekrar yazilmak istenirse,

OC + BK((X) 1/(0(—1) 1 _ye/(a=1), " 0 *
f =——" eV VO y(e)de,
ap(Y) 2ot 1| k (©)

o —

v'(0) = {sin (“z’ceﬁz‘ BK(c) eﬂ“’ cos [(oc—1) 9(72‘ —w(o, B)j - w((x,B)}cos [W(O(,B) + 9[72‘ —w(o, [3))}

bulunur. Yukaridaki bilgiler 1s1ginda, X rastlanti degiskeninin olabilirlik fonksiyonu
X—29
L(a,B,0,c;x) = In f(T,oc,B) -In (c) (2.45)

sekilde ifade edilebilir.
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Es. 2.45°deki fonksiyonun & ve c’ye gbre turevi alindiginda

dL _ (dInf 1
0% dy Jc

aL___{amf y 1

ac dy Jc ¢
elde edilir.
dint [ @zer o de
[ n jz 1 yo y Ve o
ady (a=Ny |y[(a-1) qu*(e)e’ym'nv'(e) do
0

2.6.5. Hill tahmin yéntemi

Bir dagihmin kuyruk davranigi ile ilgili bilgi edinmek amaciyla genel bir yaklagim
tanitilmistir. Bu yéntemde, dagilim fonksiyonunun bigimi ile ilgili herhangi bir genel
varsayim yapmaya gerek yoktur fakat kuyruktaki davranigin bicimi ile ilgili
varsayima ihtiyag duyulmaktadir. Tanitilan yontem; kuyruk yapisini belirten
parametreler igin kosullu olabilirlik fonksiyonu hesaplanmasina dayanan bir
yontemdir (Hill, 1975).

Hill tahmin edicisi Pareto dagilimi igin X>d (d>0) kosulunda, kosullu en c¢ok
olabilirlik tahmin edicisidir. Bu tahmin edici, Kararli dagilimlarda, ekstrem degerli

dagilimlarda uygulanabilir (Aban ve Meerschaert, 2001).

Dagilimin sol kuyruk gosterimi igin, Zy, Zo, ..., Zx, surekli artan F dagilimindan
rastgele Orneklem ve Z=2Zp)>...2Z) ise sirali istatistikler olsun. F(0) = 0'dir. Buna

gore,

Z; =F"| exp- AR : i=1,2,...k (2.46)
k k-1 k—i+1

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte efler ortalamasi 1 olan Ustel dagilima sahip
bagimsiz rastlanti degiskenleridir.
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e, =(k-j+N[nF(Z, ) -IF(Z;)], =12,k (2.47)

Es. 2.47'de F(Z) = 1dir.

F(x)=w(x,0), x<d olsun. w belirtilmig bir fonksiyon, d bilinen bir sayi ve 6 bilinmeyen

parametre vektorl olsun. e/nin tanimi ve F(x) birlikte digtnutlduginde
gj=(k-j+1) [In W(Z(-1),6) - In w(Z,8)], j=k-r+1 k-r+2,...,k

olarak ifade edilir. Buna gore kosullu olabilirlik fonksiyonu

L(6) o<| J |exp{— Zr:i(ln W(Z )3 0) — INW(Z _i14)30)) | *F(=KInw(Z_,);0))
i=1

r+1

olup burada J (Jacobian), H(dlnw(z(k_im;9))/dz(k_i+1) ile orantilidir. f ise
i=1

Kk (%+ +fk?j ifadesinin olasilik yogunluk fonksiyonudur (Zq<d).

Diger kosullu olabilirlik fonksiyonu ise
r+1

L (0) o= Ly(0)|(1 - w(ct0))/(1~ w(z1):0))*"e<| J|[11 ~ w(ck))] "' T Wiz )
i=1

olarak verilir (Z.n>d, bdylece r+1 tane sirali istatistik <d olur).
w(x;0) =Cx*, x<d

olarak verilsin. Burada, 6 = (a, C), (a>0, C>0) parametre vektérudur. Zy.n<d

kosulunda, o parametresinin kosullu en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

olarak ifade edilir.
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Dagihmin sag kuyruk gosterimi igin, Y1, Yz, ..., Yi, G(Y) = 1-C y* dagilim
fonksiyonuna sahip dagilimdan rastgele 6rneklem olsun (y=D, D bilinen bir
degerdir). Eger, Zi=Y,” olursa, x<d=D" igin,

f(Zi<x) = f(Y=x"') = C x*

yazilabilir. o ve C parametrelerinin kosullu en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ise,

=(r+1) [ZIn ))—rinly m))}

é r+1 [yr+1]

Ayrica, Y(.12D kogulunda

&, = (k=i + )INW(Yy:0) — InW(Y:0)], i=2,...,r+1
=—kInW(Y(1);9)

olarak verilir. Y=y (i=1,...,r+1) olarak alinirsa, kosullu olabilirlik fonksiyonu,

L,(6) < |J|exp|kInw(y Zr: k —i)In(w(y 9)/w(y(i+1);9))

i=1

r+1
seklinde verilebilir. J (Jacobian), H(dlnw(y 0))/dy,, ile orantihdir. Bu kosullu

i1
olabilirlik fonksiyonlari kullanilarak kosullu en cok olabilirik tahmin edicileri
bulunabilir (Hill, 1975).

Aban ve Meerschaert (2001) calismalarinda, Hill tahmin edicisinde degisiklik
onermiglerdir. Hill tahmin edicisi, Olgek bagimsizliginin yanisira konum
bagimsizhgr icin degisiklige ugramis ve daha gurbiz (robust) tahmin edici

olmustur.

Hill tahmin edicisi, 6lgek bagimsizligina sahiptir ancak konum bagimsizhigina sahip

degildir. Bir bagka deyisle, herhangi bir toplam faktérl tahmini bozabilmektedir. Bu
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nedenle, Aban ve Meerschaert (2001); Hillin ydntemini, kaymis Pareto
dagiliminda kullanmig, kosullu en cok olabilirlik tahmin edicisi hesaplamislardir.

Sonug olarak bulunan tahmin edici, konumdan bagimsizdir.

Hill tahmin edicisi, glc fonksiyonu ile dagilimsal olarak kuyruga yaklasmayi
denemektedir. f(X>x) = C x* oldugu x>0 yeterince bliylikse sdylenebilir. Buradaki
ama¢ r+1 (0<r<n) en blylk sirali istatistige dayall olarak C>0 ve o>0

parametrelerinin kosullu en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini bulmaktadir.
Kaydiriimis Pareto dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu,
F(x) = 1-C (x-s)®, x>s+C""®

olarak verilir (s keyfi bir degerdir). X1>X)>...2X(y ise sirall istatistiklerdir. Buna

gbre, kosullu en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri asagidaki gibidir:

-1
i=1

~

C = (r/n) (X —8)

olarak ifade edilir.

Yukaridaki ~esitliklerde  §,  &(Xyp —8)" =@+ )Y (X, —8)"  esitligini
saglamalidir (§ < X(m)).

2.6.6. Pozitif ve negatif dereceli sinc fonksiyon tahmin yontemi

Konum parametresi 0 olan SaS rastlanti degiskeninin kesirli distik dereceden

momenti asagidaki gibi verilebilir:

B xP )=c, (p.ayy’
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2?5 %)
2 o

=

Yukaridaki esitlikte, -1<p<1, ve C,(p,a) = olur.

X'in p.dereceden momentinin gésterimi ise,

E(|X|p)E(|X|_p):%m

pnj __ 2tan(pn/2)

0 in(a,1) [ (— —.
<p<min(a,1) ve sinc o an(|X|p)E(|X|p)

olarak verilir. Burada sinc(pm/a) = sin(pr/a)/(pm/a) dir.  Yukaridaki sinc

fonksiyonundan o ve v icin tahmin degerleri bulunabilir:

a/p

[EPN (georg .

Y= (Georgiou ve Tsakalides, 1999).
C1 (psa’)

2.6.7. SaS surecinin logaritmasi yontemi

Y =log | X | olarak tanimlansin. Y’nin beklenen degeri agagidaki gibidir:

E(Y):Ce(1—1j+lln(y)
o

o

Burada C.=0.57721566...(Euler sabitidir). Y’nin varyansi ise

v(Y)=E{[Y —E(Y) F}= 6(# * %J

olarak verilir Yukaridaki esitlikten dncelikle a’nin tahmin degeri bulunur, daha
sonra beklenen deger esitligi kullanilarak ynin tahmin degerine ulasilir (Georgiou
ve Tsakalides, 1999).

54



2.7. Bayesci Tahmin Yontemleri
2.7.1. Temel kavramlar

Bayes yodntemi, gdzlenen blyUkllkler ile hakkinda bilgi sahibi olunmak istenen
blyukltklerin olasilik modelleri aracihgiyla bir veri kimesi Gzerinden ¢ikarsamalar

yapma surecidir.

Bayesci veri analizi ¢ adimda incelenebilir:

1) Tam olasilik modeli kurmak (Bir arastirmada goézlenen ve gdzlenmeyen
buyuklUkler igin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu)

2) Gobzlenen veri Uzerinde kosul olusturmak (Gdzlenen veri bilindiginde
g6zlenmeyen bluyukliklerin kosullu olasilik dagilimi)

3) Modelin uygunlugunu ve sonsal dagilimin sonuglarini incelemek

Herhangi bir 6 parametresi hakkinda Bayesci istatistiksel c¢ikarimlar, kosulu
olasiliklar aracihgiyla yapilir. Gézlenen y degeri Uzerinden kosullu olasilik, f(8]y)

olarak tanimlanir (Gelman vd.,1997).

6 ve y’nin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu; érneklem dagilimi f(y|6) ve 6nsel

dagilim () carpimi olarak ifade edilir:
f(6,y) = 1(6)(y|6)
Sonsal yogunluk ise

_ f(8,y) _f(6)f(y|6)
f(Bly) = ) - fy) (2.48)

olarak verilir. Burada, f(y):Jf(e)f(y|9)d9 olur. Paydadaki f(y) terimi, 6’dan

bagimsizdir ve sabit bir y degeri ile birlikte sabit gibi distnilebilinir, dolayisiyla Es.
2.48 asagidaki gibi yazilabilir:

f(Bly) =< f(6)f(y|6) (2.49)
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f(y|6), 8'nin bir fonksiyonu olarak distnuldiginde “olabilirlik fonksiyonu” adini alir.
Bu durumda Es. 2.49,

Sonsal yogunluk o< olabilirlik fonksiyonu * énsel yogunluk
seklinde ifade edilir (Press,1989).

Parametre vektéri 6 = {0,A} olarak ifade edilsin ve ¢, ilgilenilen alt parametre

olsun.

f(6)f(y [6)
f(y)

f(ely) =
yazilabilir. Bu esitlikte,

f(y) = [ f(8)f(y|6) d6 =] f(0,A)F(yl0,1) do dA

olarak verilir. ¢’nin sonsal yogunluk fonksiyonu ise,

f(oly) =T f(6ly) dr = f(o,Aly) dA

olarak belirtilir (Bernardo ve Smith,1994).

'nin degismez dagilim (invariant distribution) olarak tanimlanmasi icin,

(A) = | n(dx) P(x,A)

esitliginin yazilabilmesi gerekir. Degismez m dagilimina sahip, zamana gore
homojen olan Markov zincirinin, yazilan bu esitligi bitin A kiimeleri i¢in saglayan

gecis olasiligi P ise asagidaki gibi tanimlanabilir:
P(Xn,A) = P{Xns1€Al Xo, ..., Xn}

Xo'in dagihimi zincirin baslangi¢c dagilimi olur. Xo verildiginde Xy'nin kosullu
dagilimi

P(Xn,A | Xo) = P"{Xo,A}

seklinde yazilabilir.
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Eger bltln x degerleri igin

lim P"(x,A) = ©(A)

N—oo

yazilirsa degismez m dagilimi, zincir icin denge dagihm (equilibrium distribution)

olarak adlandirilir.

Degismez © dagilimina sahip Markov zincirinin indirgenemez (irreducible) olmasi,

zincirin nereden baglarsa baglasin batin kiimelere gidebilmesi anlamindadir.

Markov zincirlerini belirli degismez dagilim ile olusturmak icin c¢esitli yaklasimlar
vardir. Bunlardan bir tanesi Gibbs 6érneklemidir. X, © dagilimina sahip olsun. f,
Y=f(X) olacak gekilde bir fonksiyon olsun. Eger,

Q(y,A)=P{Xe A| Y=y}
ise, degismez n dagihmina sahip gegis olasilgi
P(x,A) = Q(f(x),A)

olarak verilir. Burada P indirgenemez olmayabilir. Bu durumda, fi, ..., fn gibi ¢esitli
fonksiyonlar segip, bunlara karsilik gelen P4, ..., Pm matrislerini olusturarak ve bu
matrisleri kullanarak degismez n dagilimina sahip baska bir P = P1*_*P,, matrisine
ulasmak mimkandir. Buradaki strateji Gibbs 6rneklemini olusturmaktadir.

Metropolis Algoritmasi ise; Metropolis ve digerleri (1953) tarafindan bagimsiz
molekdller ile etkilesim icinde olan maddelerin 6zelliklerini hesaplamak amaciyla
tanitilmistir. Hastings (1970) bu yéntemi genellestirmistir (Tierney, 1994).

2.7.2. Metropolis-Hastings algoritmasi

Pj = {pi}, {0,1,...,S} durum uzayina sahip Markov zincirinin gegis matrisi olsun.

Buna gore, eger X(t), surecin t zamaninda bulundugu durumu gésterirse,
P{X(t+1)=] [ X(t)=i} = pj

yazilabilir.

57



n=(mo, T4,..., Ws) bUtGN i degerleri i¢cin m>0 kosulu ile bir olasilik dagilimi ve f(.)

durum uzay! Uzerinde belirtiimis bir fonksiyon olsun.

I=E4(f) (2.50)

[
Mo
}_f

Es. 2.50°de ifade edilen I degeri tahmin edilmek istendiginde, dncelikle dyle bir P
secilmelidir ki & bu gegis matrisinin tek bir duragan dagilimi (stationary distribution)
olsun. Bir baska deyigsle, © = nP olsun. Markov zincirini t=1,...,N kez benzeterek

asagidaki tahmin degerini kullanmak mimkainddr,
R N
I=>{Xt) /N

t=1

Sonlu Markov zincirlerinde,

limE[1-1)21=0

N—eo

oldugu ve I’nin asimtotik olarak normal dagildigi bilinmektedir.

Herhangi bir © dagilimi i¢in, © duragan dagilimina sahip P Markov zinciri
olusturulur. P matrisi tersinirlik kosulunu (reversibility condition) her i ve j igin

saglayacak sekilde belirlenir:
T Pjj = T; Pji

Bu o6zellik (tersinirlik kosulu), bitin j degerleri icin Znipij =n; esitligini ve P

matrisinin duragan dagihminin © olmasini garanti etmektedir. P matrisinin
indirgenemezIigi ise test edilmelidir. Bu test i¢in i durumundan j durumuna sinirh
sayida gecis olasiliginin olup olmamasina batin i ve | ciftleri icin bakilir ve

asagidaki varsayimlar ele alinir:
Pi = aj o (i#)
Py =1- Zpij

j#
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Yukaridaki ifadede Qj={q;} Markov zincirinin 0,1,...,S durumlarina gegis matrisidir.

o agagidaki gibi verilebilir,

! 14 T Gj
7T Qji

sij, 0<a;<1 olacak sekilde secilen i ve j’nin simetrik bir fonksiyonudur. Bu surecin
her t zamani i¢in benzetilmesi agagidaki adimlar yoluyla mimkdndar:
1) X(t) = i varsayilsin ve Q matrisinin i.satirinin dagihmi verildiginde herhangi

bir j durumu segilsin.

2) aj olasihgr ile X(t+1) =j , 1-o4 olasihgi ile X(t+1) = i olarak alinsin. s; i¢in

degerler,
1+Tciqij ﬂ:jqji21
T TG
Sij =
1+_th i T <1
Ty Qg

g = q; oldugunda,

1, —L>1

T

% = T T
_j _J<1

T T

elde edilir (Hastings, 1970).

o olasihiginin nasil olustugunu gdsterebilmek icin Q matrisi (Q(x,dy) = q(x,y)u(dy))
ele alinsin ve & ise Wye gbre yogunluk fonksiyonu olsun. Metropolis Hastings
algoritmasinda, aday tiretme yogdunluk fonksiyonu (candidate-generating density),
q(x,y), tanmmlanir. q(x,y), gecis olasilik fonksiyonu gibi disunilir ve sire¢ x
noktasindayken y degeri q(x,y) kullanilarak taretilebilir. Bu algoritmada Es. 2.51'de
verilen Tersinirlik kosulu kullaniimaktadir.

T(X)P(X,y) = T(y)p(Y;X) (2.51)

59



Es. 2.51’in sol tarafi, x’in mn(.) fonksiyonundan tiretildiginde x’den y'ye gegis
olasihigini; sag tarafi ise y’'nin n(.) fonksiyonundan tdretildiginde y'den x’e gecis
olasihgini ifade etmektedir. Bazi durumlarda Es. 2.51°deki kosul gecersiz olabilir

ve

T(X)P(X,y)>7(y)p(y,X) (2.52)

olarak ifade edilebilir. Bu durumda a(x,y) (kabul-red olasiligi) 1 dederinden kiglk
alinabilir. X'den Y’ye gegisler

P(X,y) = a(x,y)au(x,y)

ile gosterilsin. Es. 2.52’nin gecerli olmasi halinde y'den x’e gegis olmasi i¢in o(y,x)
olasihdini oldukga bluylk bir deder almak gerekir. Tersinirlik kosulu yazilirsa ve

ofy,x)=1 alinirsa,

T(x)q(x,y)o(x,y) = T(y)q(y,x)ouy,X)
= 7(y)a(y.x)

bulunur. Bulunan bu esitlikten

n(y)a(y,x)

AN = xatny)

elde edilir. Bu genellestirildiginde,

a(xy) = min{w,q , T(X)q(x,y) >0

7(X)q(Xx,y) (Chib ve Greenberg, 1995).

1 » 7(x)q(x,y) =0

Eger zincir X, = x noktasinda ise, X’in gelecek konumu igin Q dagilimindan aday
bir Y degeri tdretilir. a(x,y) olasihgi ile bu aday kabul edilir ve zincir Xn,1 =y

degerini alir, ya da reddedilir ve bir sonraki adimda eski degerini alir (Xq.1 = Xx).
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Eger p(x,y) ve r(x)

axy)axy), x=#y

p(x,y)={o  x=y

r(x) = 1- p(x,y)u(dy)
olarak tanimlanirsa, Metropolis matrisi
P(x,dy)=p(x,y)u(dy)+r(x)3(dy)

seklinde yazilir. Burada &y, x noktasindaki olasihgi, r(x) ise algoritmanin x
noktasinda kalma olasiigini ifade etmektedir. P’nin tersinirlik kosulunu
saglamasindan dolays,

T(X)p(X,y)= T(y)p(y,X)

wt, P igin degismez bir dagilim olur. Herhangi 6lgulebilir A kimesi igin:
[P0, A)(dx) = | { | p(x,ym(dy)}n(x)u(dx) +[r(x) 8, (A)7(x)(dx)
A
= [ [ [p(xy) 70x) m(dx)]u(dly) + [ r(x) m(x) p(clx)
A A

= [ [ [p(y,x) n(y)(dx)]un(dly) + [ r(x) m(x)p(dx)
A A

(1=r(y)) 7ly)n(dy) + [ r(x) m(x)p(dx)

Il
> —
—_—
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Orijinal Metropolis algoritmasi q(x,y) olasiliginin q(y,x) olasiligina esit oldugunu
varsaymaktadir. Bu durumda kabul olasihgi

~

ox,y) = min[n(—y,q

7(X)

degerine esit olur.
q(x,y) fonksiyonu igin segenekler asagidaki gibidir:
1) Rastgele YUrtyUs Zincirleri:

Eger Y, f dagilimindan bagimsiz olacak sekilde Z dagilimindan tiretilirse ve
Y=x+Z olarak ifade edilirse, q(x,y) = f(y-x) olur. Bdylece, Metropolis zincirinin gecis
matrisi Q rastgele ylrlyls gostermektedir. Tlretim igin uygun olabilecek dagilim
olarak Normal dagilim, ¢cok degdigkenli t dagihmi alinabilir.

2) Bagimsiz Zincirler:

Aday Y, f gibi sabit bir yogunluktan secilebilir. Bu durumda, q(x,y)=f(y) olur ve
kabul olasiligi asagidaki gibi verilir:

o(x,y) = min(wjj
w(X)

yukaridaki esitlikte w(x) = w(x)/f(x) ve w agirlik fonksiyonudur.

3) Reddetme Orneklemesi Zincirleri:

Bagimsiz zincirlerde belirtilen f yodunlugundan Ornekleme yapilirken reddetme
orneklemesi kullanilabilinir. Reddetme Orneklemesi, standart tek degiskenli
dagilimlardan tdretim yapma amaciyla kullanilan c¢esitli algoritmalara temel
olusturmaktadir.

n dagihmindan érneklem segmek igin, m(x)<ch(x) olacak sekilde sabit bir ¢ degeri
ve h yodunlugu kullanilir. Z’'nin h yogunlugundan, Unun ise 0 ve ch(Z)
parametrelerine sahip Tekdize dagihmdan turetilmesi ile (Z,U) ciftleri elde edilir.

Burada olusturulacak ciftlerin U<n(Z) kosulunu saglamasi gerekmektedir.
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Bagimsiz Metropolis zinciri i¢in, C={x:m(x)<ch(x)} tanimlansin. Buna gbre,

Metropolis kabul olasilgi asagidaki gibi ifade edilir:
1, xeC
ch(x) :
ox,y)=4—, xe¢ C,ye C (Tierney, 1994).
(X)
[ 7(y)h(x) j
min| —>=———1, xez Cye C
(R(X)h(y)

Metropolis-Hastings Algoritmasi asagidaki sekildedir:

a) x baslangic degeri alinir.
b) j=1,...,.Nigin
b1)y, q(x™",.) fonksiyonundan tiretilir.
b2) u ~ U(0,1) dagilimindan taretilir.

)u<ocx(J y) ise xV=y

(
u> a(xiMy)ise x¥= x olur.
c) x x® x® . x™N degerleri elde edilir.

(Chib ve Greenberg, 1995).

2.7.3. Gibbs orneklemesi

Gibbs 6rneklemesi Metropolis Hastings algoritmasinin  6zel halidir. Gibbs
6rneklemesi, ¢ok blylk sayida degisken igeren karmasik stokastik modellerde
uygulanmaktadir. Birlesik dagihmin tam olarak belirlenemedidi durumlarda
kullaniimaktadir (Gelfand ve Smith, 1990).

Gibbs 6rneklemesi, marjinal dagilimdan yogdunluk fonksiyonunu kullanmak
zorunda kalmadan dolayh olarak rastlanti degiskenini tlreten bir tekniktir. Bu
teknige bir Ornek verilmek istenirse; X,Y1,Y2,...,Yp'nin birlesik olasilik yogunluk
fonksiyonu ele alinsin ve X rastlanti degigkeninin beklenen degeri veya varyansi
bulunmak istensin. Burada yapilacak olan X'in olasihik yogunluk fonksiyonunu

bulmak ve sonra beklenen degerini veya varyansini hesaplamaktir. Ancak,

f(x) = I.. Jf(x,y1,y2,...,yp) dydyz.. dy,
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fonksiyonunun elde edilmesi i¢in alinacak entegrallerin karmasik oldugu durumlar
vardir. Bu durumlarda, Gibbs Orneklemesi f(x)'in bulunmasi igin alternatif bir
yontem sunmaktadir. X'in dagilimindan dolaysiz olarak m tane rastgele érneklem
tiretmek yerine Gibbs 6rneklemesi kullanarak dolayli m tane rastgele érneklem

taretilebilir.

Gibbs 6rneklemesi iki degisken oldugu durumlarda ele alinsin. X’in dagilimindan
rastgele &6rneklem tiretmek igin f(x) yerine f(x|y) kosullu olasilik yogunluk
fonksiyonu kullanilir. Bunun igin rastlanti degiskeninin “Gibbs dizisi” yaratilir:

Yo, Xo, Y1, X1, ..., Yk, Xk (2.53)

Yo baslangi¢ degeridir ve bilinen bir degerdir. Es. 2.53’deki diger gbézlemler iteratif

olarak birbirlerinden turetilmektedir. X'in j. tiretilen degeri,
X; ~ f(x[Y=y;)

kosullu dagilimindan taretilir. Y’nin j+1. tOretilen degeri,
Yier ~ f(yIX=x))

kosullu dagilimindan taretilir.

Gelfand ve Smith (1990), f(x)’den yaklasik olarak drneklem alinmasi i¢cin m tane
bagimsiz “Gibbs dizisi” Gretmenin ve her dizinin en son degerinin (Xi) k gok buyik

alindiginda f(x)'den alinmig rastgele dérneklem olabilecegini sdylemiglerdir.

Ayrica, X'in yogunluk fonksiyonunun bulunmasinda her Gibbs dizisinin en sonuncu
degerinin aritmetik ortalamasi da kullanilabilir:
1 m
f(x) = EZf(x| y;) (Casella ve George, 1992).
i=1
Smith ve Roberts (1993), Gibbs drneklemesinde p tane degisken olmasi halinde

tiretme islemini asagidaki gibi vermiglerdir:
Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu f(x, X, ..., Xp), baslangic degeri x:°, ..., x,°

olsun. Buna gore tiretme iglemi,
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X1~ f(x1]x22,.... %)

Xo! ~ f(xalx1',x3°,...,%°)

X3 ~f(xax1'x2',.... xp0)

Xp! ~ f(XplX1" X2, Xp1 )

seklinde verilir.

2.7.4. Kararl dagihmda Bayesci yontem

Kararli dagihmlar icin Bayesci tahmin ydntemi detayli olarak incelenmis, literattrde
bu konuyla ilgili olan cesitli caligmalar tanitiimigtir.

Karakteristik fonksiyonun ters Fourier dénisimi hesaplanirken noktalarin esit
uzakhkta alinmasi zorunludur. Lombardi (2004), ekstrem kuyruklardaki g6zlemlerin
kapsanmasi icin ters Fourier dondasimi hesabinda degisiklige gitmistir.
Gozlemlerin cogunu kapsayacak sekilde bir aralik belirlenmesini, bu aralik Ustiinde
ters Fourier déndsiminin uygulanmasini ve belirtilen aralik disinda kalan

noktalar icin ise seri acilimlarinin kullaniimasini énermistir.

Qiou ve Ravishanker (1998), zaman serileri analizinde, hatalari Kararli dagilim
gbsteren ARMA sireclerini ele almiglar ve parametre tahminlerini elde etmek
amaciyla Bayesci tahmin ydntemini incelemislerdir. Sonsal dagilim bulunmasi igin

Metropolis-Hastings algoritmasini kullanmiglardir.

Kararl dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonlari kapali olarak belirtilemedigi icin
olabilirlik fonksiyonlari da kullanigli ve analitik bir bicimde degildir. Bu sebeple,
Buckle (1995), Kararli dagilimlarin parametre tahminlerinde, MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) metodunu, 6zellikle Gibbs 6érneklemesini kullanarak Bayesci

bir ydbntem 6nermigtir.
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Bayesci ybntemde Onsel parametre bilgisi kullanilarak sonsal yogunluga

ulasiimaktadir. Sonsal olasilik asagidaki sekilde verilebilir:
T(0]x) o< f(x|0) 7(6)

X’in dagiliminin kapal bigimi bilinmiyor fakat f(x,y|0) mevcut ise sonsal yogunlugu

bulmak igin entegral alinir. Bu durumda sonsal olasilik
n(6]x) o< [ f(x.y|6) n(6) dy

olur. X Kararl dagihma sahip ise bu yéntem uygulanir. Bu yéntemi agiklamaya
gecmeden 6nce asagidaki teoremin verilmesi gerekmektedir:

Teorem:

o ve P parametreleri verildiginde Z ve Y’nin olasilik yodunluk fonksiyonu

oc/(oc1)}

o/(o—1)
1

2|

Y4

R 2.54
ta,B(Y) ( )

=% expl-| 2
f(z,yla,B)—|a_1|eXp{ tap(y)

olarak tanimlansin.
Es. 2.54’deki fonksiyonda,
f:(-00,0)*(-1/2,le8) U (0,00)*(lo.p,1/2) — (0,00)

olarak verilir. Ayrica,

sin[nocy+n ] COST (/e
uﬁw>=[ “Bj[ Y J ,

cosTmy COSIR(OC—1)Y+%,BJ

oe (0,1)U(1,2], Be[-1,1], z&€ (-e0,00), ye (-1/2,1/2), No,g=Pmin(a,2-0)/2, lo,p-Ma,p/m0L
olur. Buna gore Z ; a, B, 8=0 ve y=c®=1 parametreleriyle Kararli dagilima sahiptir.
Bu teoreme ek olarak:

fy,z| o,
flyla,pz) = 02 1%P)

f(z] o, B)
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f(y [ o B, 2) o< f(y, z | o, B)

f(y [ 0B, z) o< f(z [ o, B, y)f(y | 00 B)

oc/(oc1)}

tanimlanir. Es. 2.55’deki fonksiyonda deger bdlgesi,

a/(o—1)
z

toc,B(Y)

f(y | oB,z) o< eXD{— (2.55)

toc,B(Y)

z<0 ise (-1/2,lo,p)
ve

z>0 ise (lo,p,1/2)
olur.

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda, n tane gbézlem iceren vektdér x ve onsel

yogunluk m(a,f3,d,c) verilsin. Kararli dagihmin sonsal yogunlugu asagidaki sekilde

ifade edilir:

(o, B, 9,C | >~<) o< L(>~< | o,B,9,¢) (o, 3,9,¢C)

m(0,B,8,¢ | X) o j L(x,y | o,B,8,c)m(0t,B,3,¢)dy

o/(o—1) n
i

o/(a—1)
Z

toc,[?v(yi)

Zi

toc,B(yi)

- n(apac)dy (2:56)

i=1 i=1

m0,B8c)x) o< | (af‘mJ exp{—i

yazilabilir. Es. 2.56 fonksiyonunda z; = (x;-0)/c # 0, i=1,...,n ve
ae (0,1)U(1,2], Be[-1,1], 8€ (-o0,00), ce (0, =) araliginda deger alir.

Bitlin bu gdsterimler icin MCMC benzetiminin kullaniimasi gerekmektedir. Buckle
(1995) calismasinda Gibbs érneklemesi metodu kullanarak parametrelerin énsel
yogunlugunu bulmustur.

67



(o, 3, 9,C | >5) bulunmasi i¢in, dncelikle her x; gézlemi igin y; tiretmek gereklidir. y;,

f(y; | o, B,9,c,x;)’den turetilir. y; tlretildikten sonra Gibbs 6rneklemi aracihigiyla

(o] B,5,c,xy), n(Blodecxy), ©d|opcxy) ve nc|o,p,xy)den rastlant
degiskeni taretilir.

yi tiretilmesi igin,

a/(o—1) , a/(o—1)
fy | oc,B,S,c,>~<)o< exp{ s (y) +1} oY) (2.57)
kullanilir. Es. 2.57°de z = (x-0)/c olarak ifade edilir.
o’nin sonsal yogunlugu,
o n . , ala-t)) , a/(o-1)
(ot | B,8,0,>~<,)~/) o (mj exp{z; m } ] toc,B(lyi) (o) (2.58)

olur. Es. 2.58'de z; = (x-9)/c seklindedir. o’nin sonsal yogunlugunun daha agik ve

kolay olmasi igin Es. 2.58’deki fonksiyona v = t,p(y) dénisiimu uygulandiginda,

a/(o—1) } n
i=1

elde edilir. Olabilirligin sekli hakkinda bilgi olmadig! i¢cin Metropolis érnekleme

o/(o—1)

dteg |
dy

Zi

Vi

n(a|ﬁ,5,c,>5,y)o<(a“J exp{ i \Z/

i=1

tup(Y)=V;

algoritmasi kullanilir. Orneklemenin i.iterasyonu tic asamadan olusur:

a) g olasilik yogunluk fonksiyonundan o. tlretilir.
b) u~ U(0,1) dagilimindan taretilir.

c) Eger u<7t(oc*|B,6,c,>§,\N/)*g(ociloc*)/n(ocilﬁ,&c,)5,\!)*g(oc*loci) iSe  Olip1=0;

deQilse oli.1=0; olur.
B’nin sonsal yogunlugu,

a/(o—1)

1 (B) (2.60)

toc,B(Yi)

(BlocScxy uexp{ Zn:
=

a/(a—1) } N
i=1

( i)
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olarak verilir. Es. 2.60°da z; = (xi-8)/c olarak ifade edilir. B'nin sonsal yogunlugunun
daha agik ve kolay olmasi i¢in Es. 2.60 fonksiyonuna v = typg(y) donisimi
uygulandiginda,
dtOcB
dy

™

m(B) (2.61)

elde edilir. Olabilirligin sekli hakkinda bilgi olmadigi icin Metropolis érnekleme
algoritmasi kullanilir. Bu érnekleme ¢ asamadan olusur:

a) holasilik yogunluk fonksiyonundan .. turetilir.

b) u~ U(0,1) dagilimindan turetilir.
c) Eger u<mn(B-|a,d,c, X,V) *h(Bi| B+ )/m(Bi|ot,8,C, X,V) h(B-IBi) ise Bir1=Pp-;
degilse Bi.1=p; olur.
&’nin sonsal yogunlugu,

n ao/(a—1)

ns),  (2.62)

i1 ta,B(Yi) ocB ) |Xi _8|

ao/(a—1)
i

olarak verilir. Es. 2.62'de z; = (x;-d)/c olur. &nin sonsal yogunlugunun daha agik ve

t .
kolay olmasi i¢in Es. 2.62’deki fonksiyona ¢; = Lyé) doéndsima uygulandiginda,

dtaB

(8 | o, B,C, X, ) o< H 7(d) (2.63)
~ =1

elde edilir.

Olabilirligin sekli hakkinda bilgi olmadidi i¢cin Metropolis érnekleme algoritmasi
kullanilir. Orneklemenin i.iterasyonu (i¢c asamadan olusur:

a) folasilik yogunluk fonksiyonundan 9. turetilir.

b) u~ U(0,1) dagilimindan taretilir.
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c) Eger u<n(d- |oc,B,c,>~<,¢)*f(8i|8* )/<n(8i|oc,[3,c,>~<,¢)*f( 5.10) ise i,1=09-; degilse

8i+1=8i olur.

¢’nin sonsal yogunlugu i¢in v = t,g(y) dontsimu uygulandiktan sonra,

o/(o—1)
}n(c) , (2.64)

n
i=1

1 )" 1
m(c | o,B,0,X,V) o< | ———— | exps—
( | B ~ N) (Coc(oc—ﬂj p{ Coc(oc—1)

elde edilir. Eger n(c) «< 6@ Vexp(-b/0) ise,

Vi

a+n+i n
n(c|oc,[3,6,>~<,\~/)o<(%j exp{%[b+z
i=1

o/(o—1)
J} (2.65)

yazilabilir. Es. 2.65de 6 = ¢V olur. Ters Gama (TG) dagiimi ¢®*™nin
eslenigidir. Buna gore, eger 8 ~ TG(a,b) (ve ' ~ G(a,b)) ise TG dagilimindan
6rneklem alinabilir. Eger, énsel dagilim igcin Ters Gama dagihmi varsayilmazsa,
c’nin sonsal yogunlugu asagidaki sekilde turetilir:

Orneklemenin i.iterasyonunun (ic agsamasi:

a/(a-1)
)

a) TG(n, Z|(x;=8)/v;]| dagiimindan c, tiretilir.

b) u~U(0,1) dagilimindan taretilir.

c) Eger u<n(c.)/n(c) ise ci,1 = c. ; degilse ci,1 = c;olur.

Tsionas (2000), Buckle (1995)'in uyguladigi Bayes ybntemine farkl bir acidan
bakarak daha etkin bir ¢6zim Onermigtir. Buckle (1995)'in y6nteminde
parametreler sirali olarak guncellenirken yardimci degisken kullaniimasi ylksek
korelasyona neden olmaktadir. Bu korelasyonu azaltmak amaciyla Tsionas
(2000), parametre vektorinin botan bilesenlerini  glncelleyen  Metropolis
orneklemesini ele almis ve hatalan Kararh dagilim gbésteren regresyon

modellerinde uygulamigtir. Detayli olarak agiklamak gerekirse,
Y = (y1...¥n) V€ Xi = (Xi1...Xin), i=1,...,n vektodrler ise regresyon modeli;

Yi= g(Xi;y)+ou; , i=1,...,n
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olarak gosterilir. Burada g bir fonksiyon, y parametre vektérd, o 6lcek parametresi
ve u; standart Kararli dagihma sahip rastlanti degiskenidir.

0 = [y, o, a, B]” olsun. Olabilirlik fonksiyonu ve 8'nin sonsal dagilimi,

. = 9(X
L(O:x,y) = ch[{yTxm} | “’f’] ve  f(Bx,y) o< L(B:x,y)n(8) (2.66)

6, 6'nin en cok olabilirlik tahmin edicisi ise

Jn (6-6) = N(O,V(8)) ve V(8) = —E[2L(6;x,y)/9000'|” (2.67)
olur.

h(o | 6’,02V(§)) ortalamasi 0, dlcek matrisi 02V(é) olan sabit bir yogunluk olsun
(c>0). Metropolis-Hastings zinciri, herhangi bir h ve c¢ igin dagihmda
f(0]x,y)/[f(0]x,y)d® degerine yakinsayan 6", i=1,...,m dizisini olusturur. Zincirin 8"

durumu icin bir sonraki adim (6'*") asagidaki sekilde ifade edilebilir:

6, h(o|6%,c2v(8))

fonksiyonundan turetilmig olsun.

(6, 6) = min[1,f(6 |x,y)/f(0"]x,y)] olasiligi ile ™" = 6 veya 1-n(6, 6) olasili ile

6 = " olur.
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UCUNCU BOLUM

3. PARAMETRELERIN TAHMINI iCiN YENI BiR BAYESCi YONTEM

Bir 6nceki bélimde Kararli dagilimin parametre tahminleri igin Bayes ydntemleri
incelenmistir. Buckle (1995), Kararli dagilimin kapali bicimi olmadigindan dolayi
yardimci bir y degiskenini kullanmis ve Gibbs 6rneklemesiyle parametre
tahminlerini elde etmeye calismistir. Tsionas (2000) ise bu ydntemin bazi
dezavantajlarina dikkat cekmistir. Bu dezavantajlar:

1) Gbézlem sayisi n olsun. Dizisel tiretimlerde, parametre uzayi etrafindaki
hareketinin ¢cok ylUksek korelasyon icerecedi n tane yardimci degisken olmak
zorundadir. Gibbs 6rneklemesinde yardimci degisken kullaniimasi otokorelasyon
olusturmakta ve etkinligi azaltmaktadir.

2) Gibbs 6rneklemesi icinde Metropolis adimlari dizisel olarak yer almaktadir. Bu

da blyuk érneklemlerde ydntemin uygulanmasini zorlagtirmaktadir.

Belirtilen bu dezavantajlardan dolayi, Tsionas (2000) Metropolis zincirine dayanan
bir ydontem kullanmigtir (Bkz. Bélim 2.7.4). Ayrica, yardimci degisken kullanmak
yerine Bolim 2.5.2°de verilen Fourier dénlisima ile olasilik yodunluk fonksiyonu
bulunma yoluna gitmistir. Metropolis zinciri, parametre vektérinin bitin
bilesenlerini ayni anda gtincellemekte, bundan dolayi korelasyon azalmaktadir.

Mittnik ve digerleri (1999), Fourier dénisim0 yéntemi ile Nolan (1997)'in dnerdigi
entegral yaklasimini incelemis ve bu iki ydntemden elde edilen olasilik yogunluk
fonksiyon degerlerini kiyaslamiglardir. Her iki yontemin de benzer sonuglara
ulastigi ve aradaki farkin olduk¢ca az oldugu bulunmustur. Entegral yaklagsiminin
kullaniminda avantaj olabilecek nokta, belirli x degerleri i¢in olasilik yogunluk
fonksiyon degerini hesaplamanin Fourier dénlistimine gére mimkin oldugudur.
Fourier dénlisimunde ise, dogru degeri elde edebilmek icin olasilik yogunluk
fonksiyon degerleri kimesinin hesaplamasina esas olarak ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu tez calismasinda Tsionas (2000)’in Bayesci yontemi ile Bélim 2.5.1’deki Nolan
(1997)'In olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak icin énerdigi yéntem birlikte ele

alinarak etkin bir Bayesci ydntem dnerme yoluna gidilmigtir.
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3.1. Onerilen Bayesci Yéntem

Bu bdlimde, 6nerilen yénteme gegcmeden 6nce, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve
dagilimi ile ilgili gerekli bilgiler verilecek, glven araliklari Gzerinde durulacaktir.

Parametre vektorl ile parametre uzayi sirasiyla
6 = (61,02,03,04) = (0,B,C,9)

ve

© = (0,2][-1,1]%(0,00)*(-00,0)

olarak verilsin. Xy, Xp, ..., X, rastgele 6rneklem ise olabilirlik fonksiyonunun

logaritmasi

(6) = Zn:logf(Xi,é)

i=1
olarak yazilir.

DuMouchel (1973), éo degerinin parametre uzay! icinde oldugunda, en cok

olabilirik tahmin edicisinin asimtotik olarak 6, ortalama ve n'B kovaryans
matrisine sahip Normal dagilim gdsterdigini belirtmigtir. Burada Bas-4=(bj), Bilgi

Matrisi I'nin tersidir (i,j=1,...,4). I matrisinin indisleri ise

T of of A

) 90, 90, f

olarak verilebilir.

Nolan (1997)in Kararli dagilmin olasilik yogunluk fonksiyonu igin &nerdigi
yontemin hesaplanmasinda kullanilan STABLE programi araciligiyla birikimli
dagihm fonksiyonlari ve parametre tahminleri bulunmakta, bunlarin yani sira

yukarida belirtilen I matrisi de sayisal olarak elde edilmektedir.
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Genel teori, blytk érneklemlerde her parametre icin glven araliklarinin

O

6;
o/2 ﬁ

0 £z (3.1)
olarak verilebilecegini séylemektedir (é1, éz, é3 ve é4 sirasiyla 64, 02, 63 ve 04
parametrelerinin en cok olabilirlik tahmin edicileridir). Burada, o;, ..., o; , B
matrisinin kosegen elemanlarinin karekokidir. Korelasyon katsayilari p; ise

VPibj;

esitliginden bulunabilir. Nolan (2001), belirli araliklardaki o ve P degerleri igin

korelasyon degerlerini tablolastirmigtir. B<0 iken korelasyon katsayilari, B>0
durumundaki degerler ele alinarak (~1)*'p; seklinde ifade edilir. B=0 oldugunda
B’yi iceren bltln kolerasyon katsayilari 0’dir. B=1 oldugunda ve o =0 iken B’y

iceren b0tlin kolerasyon katsayilari tanimsizdir. Nolan (2001), tahmin edicilerin
standart hatalarini incelediginde ise; a parametresi 2 degerine yaklastikga &’nin
standart hatasinin 0’a yaklastigini, B’nm standart hatasinin ise sonsuza gittigini

belirtmigtir. Ancak bu pratikte cok blylk bir 6nem teskil etmemektedir ¢cinki o, 2

degerine yaklastikca B’nin anlami yitiriimektedir.

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda, standart Kararli dagihm gbsteren, 6=[a,B]
parametresine ve Es. 2.7°de verilen karakteristik fonksiyonuna sahip Y rastlanti
degiskeninden n birimlik rastgele &rneklem alinmigtir. Buna gdre olabilirlik

fonksiyonu ve 0’'nin sonsal dagilimi sirasiyla

L(ery) =T Ty, | )
i=1

ve

f(Bly) < L(8;y)n(6)
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olarak ifade edilebilir. 6, 6nin en cok olabilirik tahmin edicisi ise

Jn (6-6) — N(0,V(8))

olur. Burada

b,, b
V(0)=—E[p2L(6;y) /0000 =B = { aa “B}
bug  Dgg

olarak verilen matriste bj 6geleri ile ifade edilen i ve j’'nin kovaryansidir (i,j=o.,f).
h(6|6,d2V(6)) olarak, ortalamasi ', dlgek matrisi d?V() olan cok degiskenli
Normal dagihm ele alinmistir. Hesaplamalarin kolayligi agisindan d degeri 1
olarak belirlenmistir. Metropolis-Hastings zinciri, dagilimda f(8]y)// f(6|y)d® degerine
yakinsayan 0", i=1,2,3,...,N dizisini olusturmus, zincirin 8" durumu icin bir sonraki
adim (6") asagidaki sekilde ifade edilmistir:

1) 0, h(e ] 6",d2V(8)) fonksiyonundan tiretilir ve ardindan

(6, 6) = min[1,f(6 y)/4(6"]y)] bulunur.
2) u, Tekdlze (0,1) dagihmdan tdretilir.
3) Eger u<n(6, 0) ise 8" = 8 degilse 6" = 6 olur.

50 farkh dizi olusturulmus, her dizinin N. iterasyon degeri (N degeri ¢ok buyUk bir
degerdir) elde edilmis, Bayes tahmini olarak ise bulunan bu degerlerin aritmetik

ortalamasi alinmigtir.

3.2. Benzetim Caligmasi

Onerilen Bayes yodnteminin etkinligini arastirmak icin benzetim calismasi

yapilmistir.

Bayesci tahmine ge¢meden 6nce, STABLE programi uygulanarak olasilik
yogunluk fonksiyonu ve en ¢ok olabilirlik tahminleri elde edilmigtir.
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Yazilan S-PLUS programi icerisinde olabilirlik fonksiyonunun hesabi icin STABLE
programi  kullaniimisgtir. Planlanan benzetim c¢alismasi igin S-PLUS kodlar

olusturulmus ve EK’te verilmistir.

0=[1.3,0.5]" parametresine sahip standart Kararl rastlanti degiskeninden 25, 50,

75, 100, 500 ve 1000 birimlik rastgele Orneklem benzetim yéntemiyle elde

edilmistir. 8, &’nin en cok olabilirlik tahmin edicisi, her bir rastgele érneklem icin

Cizelge 3.1’de verilmistir.

Cizelge 3.1. Orneklem bliyiikliiklerine gdre en cok olabilirlik tahmin degerleri ve
glven araliklari

Orneklem Biyukligi

25 50 75 100 500 1000
1.36 1.12 1.22 1.21 1.31 1.28

& (+0.607)  (£0.386) (£0.319) (£0.283) (+0.132) (+0.091)
0.10 0.25 0.61 0.39 0.42 0.55

B (+0.982)  (£0.517) (£0.376) (+0.383) (+0.190) (%0.121)

A O-
Program, 6 icin ylzde 95 guven araliklarini Es. 3.1'de yazildigi gibi (i Z4.025 TGJ
n

vermektedir (Bkz. Cizelge 3.1.).

Yukarida verilen bu gdven araliklari kullanilarak o, degerleri bulunur. o

degerleri B matrisinin késegen elemanlarinin karekékudir (o, =./ba, B

6, 6,6, )-
matrisinde yer alan b, degerinin bulunmasi igin ise Nolan (2001)'in a ve B’nin

degisik degerleri icin olusturdugu korelasyon katsayilari tablosu kullanilabilir.

b
a=1.3 ve B=0.5 i¢in korelasyon katsayisi tablosundan p,;=0.093 (p,g = ¢)

VPaaPpg

olarak alinmistir. Bu deger kullanilarak Baﬁ bulunur ve buradan V(6) elde edilir.

n=25, 50, 75, 100, 500 ve 1000 icin V(é) degerleri Cizelge 3.2’de verilmistir.
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Cizelge 3.2. Orneklem bilyiiklilklerine gére en gok olabilirlik tanmin edicilerin
kovaryans matrisleri

Orneklem Biyukligii

25 50 75
V(0)=B {2.39 0.36} [1.94 0.24} {1.98 0.22}
0.36 6.28] | [0.24 3.48 0.22 275

100 500 1000
V(8)=B {2.09 0.26} {2.26 0.30} {2.16 0.27}
026 3.81] | [0.30 4.71 0.27 3.80

8'nin 6nsel olasihk dagiimi olarak Tekdize dagilim alinmistir. Programda
olabilirlik fonksiyonu hesaplanirken a=0.4 kisiti olmasindan dolay! énsel dagilim

T(0) o< 1(9.4.2)7(-11) (0, B) olarak verilmistir (I 4211 (,B) gosterge fonksiyonudur).

Baslangic degeri olarak en c¢ok olabilirik tahmin degerinin yani sira iki farkh
baslangi¢ degeri daha dusUntlmustur. Bu iki farkli baslangi¢ degerlerinin gergek o
ve B (a=1.3, B=0.5) degerlerinden farkli olmasina dikkat edilmistir: (c=1.5;
Bo=0.2), (0p=0.5; Po=0.8) secilmistir. Orneklem biyikligi n=25, 50, 75, 100, 500
ve 1000 olacak sekilde 1000., 3000., 5000. ve 10000. iterasyondaki tahmin
degerleri elde edilmistir. Bu denemeler 50 kez tekrarlanmigtir. Bdylece her biri icin
50 gbzlem elde edilmistir. Sonuglar Cizelge 3.3’de verilmistir.

Sonuglar incelendiginde, érneklem buyUkIGgu arttikga tahmin degerlerinin gergek
degerlere vyaklastigi goériimektedir. Ayrica, 3 faktdrin (érneklem blyUkIGga,
iterasyon sayisi ve baslangic degeri) tahmin degerlerine etkisini test etmek
amaciyla Varyans Cézimlemesi tablosu Cizelge 3.4 ve 3.5’de olusturulmustur. Bu
analiz sonucuna gbére, yuzde 99 gulvenilirlik dlzeyinde iterasyon sayisi ve
baslangic degerinin parametre tahmin degerlerine herhangi bir etkisinin olmadig,
O6rneklem buydklagandn ise tahmin degerleri Gzerinde etkili oldugu sdylenebilir.
Dolayisiyla bundan sonraki asamada, iterasyon sayisi ve baslangic degerleri
arasinda énemli bir farkhlik olmadigindan 1000. iterasyon sayisi ve baglangic
degerinden herhangi biri kullanilabilecektir.
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Cizelge 3.3. Farkhi o6rneklem buaydklUkleri, baglangic degerleri ve iterasyon
sayllarina gére Bayes tahmin degerleri

iterasyon Sayilari

1000 3000 5000 10000
Baslangi n n n n
n de%erlgr? & p & p & p & p
00=0.5, $,=0.8 1.4050 | 0.0495 | 1.3185 | -0.0451 | 1.4001 | 0.0632 | 1.3827 | 0.0240
25 | op=1.5, Bo=0.2 1.4096 | 0.1439 | 1.3823 | 0.1326 |1.4158|0.0950 | 1.3451 | 0.0993
0p=1.36, Bo=0.10| 1.4192 | 0.0791 | 1.4503 | 0.0475 | 1.4537|0.0128|1.3451 | -0.0073
00=0.5, $,=0.8 1.1310 | 0.2157 | 1.1561 | 0.2405 |1.1756|0.1948|1.1174| 0.2164
90 | op=1.5, Bo=0.2 1.0962 | 0.2092 | 1.1244 | 0.2103 | 1.1802|0.2664 | 1.1324 | 0.1998
0p=1.12, Bo=0.25| 1.1165 | 0.1914 | 1.1429 | 0.2262 | 1.1420|0.1690|1.1202| 0.1400
00=0.5, $,=0.8 1.2185 | 0.5833 | 1.1934 | 0.5508 | 1.2248 | 0.5557 | 1.2465| 0.5612
75 | op=1.5, Bo=0.2 1.2247 | 0.5754 | 1.2174 | 0.5700 | 1.2476|0.5756 | 1.2654 | 0.5934
0p=1.22, Bo=0.61| 1.2506 | 0.5864 | 1.2265 | 0.5449 | 1.2354|0.5583|1.2431| 0.6173
00=0.5, $,=0.8 1.2416 | 0.4064 | 1.2241 | 0.3730 | 1.2076|0.3845|1.2142| 0.3856
100 | 0p=1.5, Bo=0.2 1.2093 | 0.3837 | 1.1895 | 0.3568 |1.2164 | 0.3557 |1.2357| 0.4106
0p=1.21, Bo=0.39| 1.2319 | 0.3544 | 1.2494 | 0.3598 | 1.2305|0.3828|1.2085| 0.3368
00=0.5, $,=0.8 1.3223 | 0.4303 | 1.3163 | 0.4334 |1.3108]0.4289 | 1.3083| 0.4136
500 |op=1.5, Bo=0.2 1.3205 | 0.4204 | 1.3124 | 0.4253 | 1.3094 ({0.4175|1.3211 | 0.4060
0p=1.31, Bo=0.42| 1.3095 | 0.4272 | 1.3287 | 0.4216 |1.3099|0.4346|1.3153| 0.4231
00=0.5, $,=0.8 1.2807 | 0.5160 | 1.3031 | 0.5474 | 1.2832|0.5462|1.2862| 0.5406
1000 | 0y=1.5, Bo=0.2 1.2913 | 0.5390 | 1.2899 | 0.5551 |1.2913|0.5305|1.2824| 0.5516
0p=1.28, Bo=0.55| 1.2851 | 0.5443 | 1.2813 | 0.5422 | 1.2828|0.5470|1.2827 | 0.5331
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Gizelge 3.4. o icin varyans ¢ézimlemesi tablosu

Kareler | Serbestlik Kareler F Onem
Varyasyon Kaynagi | Toplami | derecesi Ortalamasi dizeyi
Orneklem
Biyuklagu 0.4700 5 0.09393 185.704 | 0.000
Baslangic Degeri 0.0008 2 0.00043 0.848 |0.433
iterasyon Sayisi 0.0022 3 0.00072 1.431 ]0.243
Hata 0.0309 61 0.00051
Toplam 0.5040 71
* % 5 dizeyinde anlamlidir.
Cizelge 3.5. B icin varyans ¢6ziimlemesi tablosu

Kareler | Serbestlik Kareler F Onem
Varyasyon Kaynagi | Toplami | derecesi Ortalamasi dizeyi
Orneklem
BlyUklagu 2.3640 5 0.47300 574.555 | 0.000
Baslangic Degeri 0.0068 2 0.00340 4.131" | 0.021
iterasyon Sayisi 0.0014 3 0.00045 0.551 | 0.649
Hata 0.0521 61 0.00082
Toplam 2.4230 71

* % 5 dlizeyinde anlamhidir.
Sekil 3.1-3.4'de, Orneklem biyikligi 50 ve 100 degeri ile baslangic degeri

00=0.5, Bo=0.8 alinmis ve farkli iterasyon degerlerinde Bayes tahminlerinin nasil
hareket ettigi incelenmistir.
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Sekil 3.2. Farkh iterasyon degerlerinde B icin Bayes tahminleri (6rneklem
blyuklagu 50)
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Sekil 3.4. Farkh iterasyon degerlerinde B icin Bayes tahminleri (6rneklem
blyuklagu 100)

iterasyon sayilarinin tahminlerde farkhlik yaratmadigi sekilsel olarak da
gOralmustar (Bkz. Sekil 3.1.-3.4.). Bu durumda, iterasyon sayisi 1000 olarak alinip,
baslangic degerlerinin tahminde farkhlik yaratip yaratmadidi Sekil 3.5-3.8'de

incelenmistir.
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Sekil 3.5. Farkli baslangic degerlerinde o icin Bayes tahminleri (6rneklem

biyklGga 50)

0.0 T T '
-0.85 -0.60 -0.35 -0.10 0.15 0.40 0.65 0.90

1.15

Sekil 3.6. Farkh baslangic degerlerinde B icin Bayes tahminleri (6rneklem

blytkliga 50)
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Sekil 3.7. Farkh baslangic degerlerinde o icin Bayes tahminleri (6rneklem
buyUkligi 100)

Sekil 3.8. Farkli baslangic degerlerinde B icin Bayes tahminleri (6rneklem
blyuklagu 100)

Sekil 3.5.-3.8'den farkli baslangic degerlerinin tahminlerde énemli bir degisiklik
yaratmadigl gézlenmektedir.

1000. iterasyon sayisi ve baslangi¢ dederi olarak cp=0.5, Bo=0.8 dederleri alinmig
ve Orneklem buyukliga 50, 75, 100 ve 500 icin Bayes tahminleri Sekil 3.9 ve
3.10’da gosterilmistir. Tahminlerin érneklem blyUkligu arttikca gergek parametre
degerlerine yaklastigr gértilmektedir.
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Sekil 3.10. B icin farkli 6rneklem blyulklUklerinde Bayes tahminleri

Ayrica, Sekil 3.11-3.14’de drneklem buyukluga 50, 75, 100 ve 500 icin Bayes
tahminleri 3 boyutlu olarak cizdirilmigtir. Benzer yapi burada da gértlmekte, o ve
B parametrelerinin Bayes tahminlerinin drneklem bUyUkliglu arttikga gergek

degerlere birlikte yaklastigi gbzlenmektedir.
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Sekil 3.11. Orneklem bilylklugi 50 iken o ve P icin Bayes tahminleri

Sekil 3.12. Orneklem blyikligi 75 iken o ve B icin Bayes tahminleri
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Sekil 3.13. Orneklem biiyUkltgi 100 iken o ve B icin Bayes tahminleri

Sekil 3.14. Orneklem bilyUkltgi 500 iken o ve B icin Bayes tahminleri
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Nolan (2001), en c¢ok olabilirlik tahmin edicisinden asimtotik olarak daha etkin
baska bir tahmin edicinin olmadigini belirtmistir. Dolayisiyla, Bayes tahmini ve en
0=[1.3,0.5]

parametresine sahip standart Kararh rastlanti degdiskeninden 50 tane 25, 50, 75,

¢cok olabilirlik tahmin edicisi arasindaki farkhliklari gérmek igin

100, 500 ve 1000 birimlik rastgele érneklem benzetim yéntemiyle elde edilmistir.
Bayes tahmini icin, baslangic degerleri a=0.5, Bo=0.8 olacak sekilde alinarak
1000. iterasyondaki tahmin deg@erleri bulunmustur. Karsilastirmalar Cizelge 3.6’da
g6ralmektedir. Buna gbre, Bayes tahmininin hata kareler ortalamasinin en c¢ok
olabilirik tahminine gbére olduk¢ga yakin ancak biraz daha dustk oldugu
gbérulmektedir. Bununla birlikte, her iki tahminin hata kareler ortalamasinin
6rneklem blydklugu arttikca azaldigr dikkat cekmektedir.

Gizelge 3.6. Degisik 6rneklem buyuklUklerinde énerilen yéntemin Bayes tahmini ve
en cok olabilirlik tahmini kargilastiriimasi

Bayes En Cok Olabilirlik
Tahmini Tahmini
n ot B ot B

ortalama 1.1670 0.1903 1.1447 0.2506

25 |yan -0.1330 | -0.3097 | -0.1553 -0.2494
ortalama kare hata | 0.0464 0.1715 0.0630 0.1997
ortalama 1.2780 0.4008 1.2665 0.4683

50 |yan -0.0220 | -0.0992 | -0.0335 -0.0317
ortalama kare hata | 0.0280 0.0737 0.0335 0.1001
ortalama 1.2798 0.3882 1.2711 0.4313

75 |yan -0.0202 | -0.1118 | -0.0289 -0.0687
ortalama kare hata | 0.0192 0.0696 0.0226 0.0745
ortalama 1.2987 0.4179 1.2938 0.4649

100 |yan -0.0013 | -0.0821 -0.0062 -0.0351
ortalama kare hata | 0.0211 0.0684 0.0244 0.0791
ortalama 1.3139 0.5005 1.3115 0.5092

500 |yan 0.0139 0.0005 0.0115 0.0092
ortalama kare hata | 0.0035 0.0109 0.0033 0.0108
ortalama 1.3042 0.4861 1.3035 0.4929

1000 |yan 0.0042 -0.0140 0.0035 -0.0072
ortalama kare hata | 0.0024 0.0047 0.0025 0.0044
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3.3. Sayisal Ornek

Menkul kiymetlerin getirilerinin istatistiksel dagilimlari literatirde cok genis yer
bulmustur. Yapilan ilk c¢aligmalarda, temel inang, getirilerin Normal dagilim
gbstermesi ydninde olmus, ancak zaman iginde, getirilerin dagiliminin basikhginin
Normal dagiliminkine gére daha yiksek oldugu yani dagilimin kuyruk kisminin
Normal dagilma gbre daha kalin oldugu g6zlenmistir.

Mandelbrot (1960), Kararli dagilimlarin, gelirler ve fiyatlar gibi cesitli ekonomik
degiskenlerin analizlerinde kullanilabilecegini gdstermistir. Fama (1965), Amerika
menkul kiymet piyasasi Uzerinde istatistiksel analizler yapmis, otuz menkul
kiymetin gunlik fiyat deg@isiminin logaritmasini incelemis, risk modellemesi icin
Kararlh dagihmin Normal dagihima kiyasla daha uygun oldugunu belirtmistir. Roll
(1970), alti aydan az vadesi olan Hazine bonolarinin getiri egrilerinin haftalik
degisimini incelemis, vadesi (¢ aya kadar olanlarin basiklik parametresinin
tahmininin 1.12 ile 1.53 arasinda, daha uzun vadesi olan bonolarin ise 1 degerine
yakin ve disik degerli oldugunu bulmustur (Young ve Graf, 1995). Getirilerin
dagilimlarinin farkh 6érneklem buyukliginde basiklik katsayilarinin kiyaslanmasi
amaclyla Hazine bonosu ve Devlet tahvili ile Alman Marki, isvigre Frangi, ingiliz
Sterlini ve Japon Yeninin getirileri incelenmistir. Sonuclara gére, Hazine bonosu ve
Devlet tahvilinin getirilerinin  basiklik katsayilarinin ~ érneklem  buyUkluga
genigledikge artis gbsterdigi ancak 2’ye yaklasmadigi bulunmustur. Diger serilerin
getirilerinin basiklik katsayilarinin ise, érneklem buyUklGgl arttikca 2 degerine
yaklastigi gértlmasttr (Hall vd., 1989).

Arastirmalar, hisse senedinin getirisinin siklikla simetrik olmayan Kararli dagilima
sahip oldugunu ve modelleme vyapilirken simetrik olmayan Kararli dagilimi
kullanmanin uygun oldugunu gdéstermistir (Fieltz ve Smith, 1972). Bu duslnce
dogrultusunda, Akgiray ve Booth (1988), bilinen 20 hisse senedinin glnlik,
haftalik ve aylik getiri serilerini incelemis, gunlikten haftaliga, haftaliktan ayliga
zaman frekansi azaldikga basiklik parametresinin tahmininde 2 degerine yaklagsma

egilimi, carpiklik parametresinin tahmininde ise azalis egilimi gérmustdr.

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda, Turkiye menkul kiymet getiri serisinin yapisini
gdormek amaciyla IMKB Ulusal 100 endeksi (Ocak 1986=1, kapanis fiyatlar)
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Uzerinde bir ¢calisma yapilmistir. 26.10.1987-19.04.2006 tarihleri arasindaki veriler
TCMB'nin internet sitesindeki elektronik veri dagitim sisteminden (EVDS) temin
edilmistir. GUnluk getiri serisinin olusturulmasi icin endeks degerinin logaritmik

farklari hesaplanmistir.

Getiri serisinin Kararli dagilim gésterip géstermediginin arastirilmasi amaciyla P-P
ile Q-Q grafikleri incelenmis ve Sekil 3.15-3.16’da verilmistir. Bu grafikler veriye
Kararli dagihmin uygun olacagini destekler niteliktedir.

1.00 =

0.90 - o Vei

0.80 —KararliDagtm

0.70 - e

o604

0.50 - ‘

0.40 - P

030 1

0.20 -

010 1 ’;;5”’

0.00 | - il : ‘ T T T T T T T
o o o o o o o o Q S S
S — N ™ < ] © ™ « * <
o o o o o o o = o © A

Sekil 3.15. P-P grafigi
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Sekil 3.16. Q-Q grafigi
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Verinin Kararli dagilim goésterebilecedi belirtildikten sonra Bélim 3.1’de anlatilan
tahmin yontemi aracihgiyla getiri serisinin dagiliminin parametre tahminleri elde
edilmeye calisiimistir. Bunun igin dncelikle 8 (konum) ve ¢ (6lgek) parametrelerinin
en cok olabilirlik tahminleri elde edilmis ve getiri serisi bu tahminlere gére

standartlastiriimistir. Bu yeni seri (izerinde 6nerilen yéntem uygulanmis, o ve B igin
Bayes tahminleri sirasiyla &=1.667 ve [=0.040 olarak bulunmustur. Buna gore,

dagihmin Kalin kuyruklu oldugu séylenebilir. Getiri serisinin dagilimi Sekil 3.17’de
verilmistir. Dagilmin Normal dagilima gére daha dik oldugu gérilmektedir.
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Sekil 3.17. IMKB Endeksinin dagihmi

Gizelge 3.7. Farkli tahmin yéntemlerine gére parametre tahminleri

Ydntemler a p
En Cok Olabilirlik Tahmin Yéntemi 1.68 | 0.05
Birikimli Dagilim Fonksiyonu Yéntemi 1.57 | 0.04
Regresyon Yoéntemi 1.79 0.17
Onerilen Bayes Yéntemi 1.67 | 0.04

Bu calismada onerilen ybntem ile bulunan parametre tahminleri ile diger
yontemlerden elde edilen tahminler birbirine ¢ok yakin ¢ikmistir (Cizelge 3.7.)
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DORDUNCU BOLUM

4. SONUC

Kararh dagilimlar, fizik problemlerinden, ekonomi dalina kadar genis bir yelpazede
uygulama alani bulmustur. Bunun en blylk sebebi ise ylksek degiskenligi
modellemede Normal dagilim gibi dagilimlarin yetersiz kalmasidir. Kalin kuyruklu
dagihm olarak da bilinen Kararli dagilimlar, veri kiimesi icindeki u¢ degerleri de
dikkate almaktadir. Ayrica, bu dagilimlar toplama altinda degismezlik 6zelligine

sahiptir.

Buglne kadar yapilan calismalarda, daha cok Kararli dagilimlarin, dagilimin
kuyruk yapisini belirten basiklik parametresinin tahmini Gzerinde durulmustur.
Bunun diginda carpiklik parametresi de énem kazanmaktadir. Bu ¢alismada, her

iki parametre tahmini Gzerinde de durulmustur.

Kararl dagihmin kapal bigimi olmadidi igin olasilik yogunluk fonksiyonu mevcut
degildir. Sadece karakteristik fonksiyonu bilinmektedir. Dolayisiyla, paremetre
tahminleri arastinlirken, karakteristik fonksiyon ve birikimli dagilim fonksiyonlari
kullaniimigtir. Olasilik yodunluk fonksiyonu ise ancak ters Fourier dénisima ile
veya entegrasyon yaklasimiyla bulunabilmektedir. Ancak bu sekilde olabilirlik
fonksiyonlarina ulasilabilmektedir.

Galismada, parametre tahmin yéntemleri Uzerinde ayrintili olarak durulmus ve
Bayes tahmini Gzerinde yogunlasiimistir. Buckle (1995)’in énerdigi Bayes ydéntemi
incelenmistir. Tsionas (2000) ise Buckle (1995)'In yéntemindeki eksik noktalar
belirtmis ve farkl bir ydntem sunmustur. Bu yéntemde, yardimci y degiskeni yerine
olasilik yogunluk fonksiyonu ters Fourier dénlisimid ile bulunmakta ve

parametreler vektdr olarak ele alinarak tiretim yoluna gidilmektedir.

Nolan (1997) ise olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek amaciyla M
parametrelemesini kullanarak entegrasyon yaklasimini  énermistir. Sayisal
entegrasyon araciligiyla olabilirlik fonksiyonu elde edilebilmektedir.
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Sayisal entegrasyon yaklasimi ile parametre vektdriiniin ayni anda glncellenmesi
seklinde farkli bir Bayesci ydntem denenmistir. Benzetim calismasinda farkli
baslangic degerleri ile iterasyon sayilari ve érneklem buytklUkleri ele alinmig ve
bu faktérlerin tahminlerde farkhlik yaratip yaratmadigi incelenmistir. Analiz
sonucunda, iterasyon sayisi ve baslangic degerinin parametre tahmin degerlerine
herhangi bir etkisinin olmadidi, 6érneklem buyGklGgunin ise tahmin degerleri
Uzerinde etkili oldugu sdéylenebilir. Ayrica, 6rneklem blyUkligu arttikga tahmin
degerlerinin gercek degerlere yaklastigi grafikler araciligiyla da gériimektedir.
Bayes tahmini ve en ¢ok olabilirlik tahmini arasindaki farkliliklari gérmek icin hata
kareler ortalamalari farkli drneklem biiytikliiklerinde incelenmistir. iki tanminin hata
kareler ortalamasinin 6rneklem blyUkIigu arttikca azaldigi géralmuUgstir. Bayes
tahmininin hata kareler ortalamasinin en ¢ok olabilirlik tahminine gére oldukga

yakin oldugu da énemli bir bulgudur.
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EK. BENZETIM CALISMASININ BiLGISAYAR PROGRAMI

# Parametrelere deger verilmesi

n=100 # drneklem bulyukligu

alpha=1.3 # basiklik katsayisi

beta=0.5 # carpiklik katsayisi

gamma=1.0 # Olcek parametresi

delta=0 # konum parametresi

kor=0.093 # alpha ile betanin arasindaki korelasyon katsayisi
d=1

N=1000 # iterasyon sayisi

tekrar=50

# Nolan (1997)'in STABLE fonksiyonlarinin ¢cagiriimasi
source("/stable/stable.s")

# Kararli dagilimin tiretilmesi
yy=rstable(n,alpha,beta,gamma,delta)

# En cok olabilirlik tahmininin bulunmasi
thetayy=stable.fit(yy,1,0)
delta.tah=thetayy[c(4)]

gamma.tah= thetayy|[c(3)]
y=(yy-delta.tah)/gamma.tah
thetay=stable.fit(y,1,0)

# % 95 dizeyinde glven araliklarinin bulunmasi
guven=stable.mle.conf.int(thetay,1.96,n)
sigma.alpha=(guven[c(1)]*sqrt(n))/(1.96)
sigma.beta=(guven[c(2)]*sqrt(n))/(1.96)

# varyans kovaryans matrisinin elde edilmesi

vari=c(sigma.alpha”2, kor*sigma.alpha*sigma.beta, kor*sigma.alpha*sigma.beta,

sigma.beta’2)
var2=matrix(data=var1, nrow=2)

set.seed(1023)

# Metropolis zincirinin olusturulmasi ve N. iterasyon degerinin elde edilmesi

hesap=function(N,d)

{

theta2=rep(0,N*2)

dim(theta2)=c(N,2)

theta2[c(1), ]= c(O 5, 0.8)
for (i in 2:N)
{

thetayeni=rmvnorm(1, theta2[c(i-1), ], cov=var2*d*d)
if (thetayeni[1]<0.40 || thetayeni[1]>1.99 || thetayeni[2]<(-0.99) ||

thetayeni[2]>0.99)
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{
alpha=0
theta2[c(i), ]=theta2[c(i-1), ]
} else {
th=theta2[c(i-1), ]
alpha= exp(stable.loglik.quick(y,c(thetayeni,1,0),0)-
stable.loglik.quick(y,c(th,1,0),0))
if (runif(1,0,1) < min(1,alpha))

{
theta2[c(i), ]= thetayeni

} else {
theta2[c(i), ]= theta2[c(i-1), ]
}

} }
sdeger= theta2[c(N), ]
return(sdeger)
rm(theta2)
}

# Tekrar sayisi kadar dizi olusturulmasi ve her dizinin N. iterasyon degerinin
ortalama ve varyansinin bulunmasi

esassonuc=function(tekrar)

{

sonuc=rep(0,tekrar*2)

dim(sonuc)=c(tekrar,2)

for (j in 1:tekrar)

{
sonuc[c(j), ]=hesap(N,d)

ort=colMeans(sonuc)
varyans=colVars(sonuc)

dim(ort)=c(2,1)

dim(varyans)=c(2,1)

ortalfa=ort[c(1), ]

ortbeta=ort[c(2), ]

varalfa=varyans[c(1), ]
varbeta=varyans[c(2), ]
return(sonuc,ortalfa,ortbeta,varalfa,varbeta)

}
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