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Tek boyutlu dilim geometride, aym enerjili notron transport denklemine
Chebyshev polinomlar:1 yaklasimi kullanilarak kritik yar1 kahimhklar hesaplandi.
Uygulanan metotta Chebyshev polinomlarimin II. tipi kullanildigindan Uy yaklasimi
olarak adlandirildi. Bu hesaplamalarda farkh C (carpisma basina ortaya cikan
ortalama notron sayis1) degerleri icin Mark ve Marshak simr sartlar1 kullamldi.
Uygulanan Uy metoduna gore her iki simir sarti icin elde edilen sonuglar Cizelgeler
halinde verildi. Karsilastirma yapmak icin, daha onceden bilinen Py metodu
sonuclar1 da Cizelgelerde verildi.

Sonug olarak her iki metoda gore elde edilen sonug¢larin (Uy ve Py) uyum iginde
olduklar1 goriildii. Bu sonu¢ notron transport denkleminde yapilan hesaplamalarin
Chebyshev polinomlari ile de yapilabilecegini gostermistir.

Anahtar Kelimeler: Notron Transport denklemi, dilim geometri, Chebyshev
polinomlari, kritik yar1 kalinhk.
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Critical thicknesses calculations were done by using the Chebyshev polynomial
approximation to one group neutron transport equation in slab geometry. Because
second type Chebyshev polynomials are used in the method the approximation we
used is called as Uy method. In the solutions critical thicknesses were calculated for
different ¢ (where C is the mean number of secondary neutrons per collision and
known as the fundamental eigenvalue) values for Marshak and Mark boundary
conditions. Results of calculation by using the both boundary conditions (Mark and
Marshak) were presented in the tables. For the comparision the results of Py
approximation were also presented in the tables.

As a conclusion the result obtained in respect of two methots ( Uy and Py ), was
seen in an excellent coherent. This result has also showed that Chebyshev polynomials

are convenient in neutron transport equation.

Key Words : Neutron Transport equation, slab geometry, Chebyshev polynomials,
critical half thickness.
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1. GIRIS

Niikleer fizik, Becquerel’in 1896 yilinda radyoaktifligi kesfetmesi ve Rutherford un
1911°de ¢ekirdegin varligini ileri siiren hipotezi ile baslar (Krane, 2001). N6tronun 1932
yilinda Rutherford’un 6grencilerinden Chadwick tarafindan kesfedilmesi ile niikleer enerji
alaninda ¢alismalar baslamistir. 1939 yilina kadar bir¢ok ¢ekirdek reaksiyonlar fizikgiler
tarafindan kesfedilmisti. Fakat bu reaksiyonlardan hicbiri hedef ¢ekirdegin kiitlesinden ¢ok
farkli yeni bir ¢ekirdek olusturmuyordu. Reaksiyon sonucunda ya bir gama 1s1m1 ya da hafif
bir pargacik firlatiyordu.

1939 yilinda Hahn ve Strassmann, seri halde ¢ok dikkatle yapilmis deneyler sonunda
Uranyum’un yavas ndtronlarla bombardimaninda olusan radyoaktif elementlerin Baryum
ve Kripton oldugunu buldular. Kisa bir siire sonra, Lisa Meitner ve Otto Frisch bunun nasil
meydana geldigini agikladilar. Uranyum c¢ekirdegi, bir ndtronu sogurduktan sonra yaklasik
olarak esit iki par¢aya boliinmiistii. Lisa Meitner ve Otto Frisch, nétronlarla bombardiman
edilen Uranyum ¢ekirdeginin ikiye boliindiigiinii ve bu sirada yliksek enerji ortaya ¢iktigini
gozlediler. Bu olay fisyon olaymin kesfi idi. Cok ge¢meden parcalanma sonunda yalniz
Baryum ve Kripton’un degil, daha birgok elementin ortaya ¢iktigin1 gozlediler. Boyle bir
olay ¢ekirdegi anlamaya c¢alisan fizikgiler i¢in ¢ok ilgingti. Fakat bu olay ulagilmasi ¢ok
zor sonuglara sahipti. Olgiimler her bir olayda yaklasik 200 MeV’lik bir enerji aciga
ciktigini gosterdi.

Cekirdek fisyonunun kesfedildigi, 1939 yili baslarinda ilan edilir edilmez, diinyanin
her tarafinda notron kaynaklarina sahip olan laboratuardaki fizikciler bu deneyi hemen
tekrarladilar ve sonucu dogruladilar. Bunu takip eden iki yil igerisinde sonuglar Toryum ve
Protaktinyum ¢ekirdeklerinde de bélinme oldugunu gosterdi. Yapilan denemelerde U**
kolay fisyon verirken, U*’, Toryum ve Protaktinyum gibi ¢ekirdeklerin kolay fisyon
vermedigi ve yliksek enerjili notronlarla fisyon verdigi gozlendi. Sonucta reaktorlerde
Uranyum’dan Plitonyum eldesi basarildi ve boylece kimyasal olarak Pliitonyum
Uranyum’dan ayrilarak, termal nétronlarla Pliitonyum’un fisyonu saglandi. Bu olaydan
sonra notron transport denklemi iizerindeki ¢aligmalar bagladi.

1939-1964 yillar1 arasinda transport problemleri gizlilik i¢inde genis dlgiide incelendi.
Bu calismalarin gizli yapilmasinda 1945 yilinda Amerikalilarin kullandigi atom
bombasinin etkisi biiyiiktii.

Fisyon olayinda, bir ndtronla fisyon yapabilen g¢ekirdek iki veya {i¢ notron aciga
cikartarak iki ya da daha fazla ¢ekirdege boliinmektedir. Reaktor igerisinde, Uranyum ve
Plitonyum gibi agir atom c¢ekirdekleri ile ndtronlarin carpismasi sonucunda fisyon
meydana gelir. Carpigma sirasinda agir atom ¢ekirdegi, kendi yapisina bir ndtron alarak,
hemen hemen esit kiitleli iki pargaya boliiniir. Bu arada birka¢ nétronla birlikte ¢ok yiiksek
miktarda enerji agiga cikar (Tanyel, 1994; Ogul, 1999). A¢iga ¢ikan enerji iki tiirliidiir:
isinim  enerjisi, yiksek hizlarda acgiga c¢ikan c¢ekirdek boliinmesi iirlinlerinin kinetik
enerjisidir. Boliinme {irtinleri hizlarii kaybettikce, enerjilerinin biiylik bir bolimiinii 1s1
enerjisine doniistiiriir.

Bu nétronlar, baska agir ¢cekirdeklerle ¢arpisarak onlarin da bdliinmesine yol acar. Bu
olay birka¢ saniye icinde milyonlarca cekirdegin bolinmeye ugradigi bir zincirleme
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tepkime seklinde gergeklesir. Bu zincirleme reaksiyon, kontrol altina alinmak zorundadir.
Fisyona sebep olan nétronlar, termal nétronlar oldugundan, reaktdr icerisine moderator
(yavaslatici, 6rnegin su) konularak hizli notronlar yavaglatilir. Reaktore sarkitilan kontrol
cubuklari ile de bu reaksiyon hizi kontrol altina alinabilir (Yasa, 2002).

Notron sayisi, bir boliinme dizisinden digerine sabit kaliyorsa reaktor ‘kritik’
durumdadir. Bu durum reaktoriin giivenli ¢alismasi i¢in istenen bir durumdur. Notron
sayist ardigik reaksiyonlar sonucunda azaliyorsa, reaktor ‘kritik alt1’, artiyorsa, ‘kritik tistii’
durumda denilir. Kritik alt1 durumda reaktor soniimliidiir. Kritik tistii durumda, agiga ¢ikan
enerji hizla arttigindan kontrol edilmezse, olusan asir1 1s1 reaktoriin kalbini eriterek
tehlikeli bir bicimde radyasyon yayinlamasina yol agabilir (Lamarsh, 1977).

Niikleer reaktorler, niikleer enerjiyi 1s1 enerjisine doniistiiren sistemlerdir. Zincirleme
fisyon reaksiyonu sonucunda olusan ndtron miktari ve bu ndtronlarin hareketi, reaksiyonun
devamliligi i¢in ¢ok Onemlidir. Bir reaktoriin davranisi, reaktordeki nétronlarin sayisina,
enerjisine ve konumuna baglidir. Fisyon reaktorlerinin insaati i¢in ndtron transport
denklemi ¢oziimlerine teknolojinin 6nemli dlgiide ihtiyaci vardir. Notronlarin davraniginin
belirlenmesi, diger bir ifadeyle transport denkleminin ¢oziimii insa edilecek niikleer
reaktorlerin daha diizenli ¢aligsabilmesi i¢in bilgi edinmemize imkan tanir.

Niikleer reaktorler, giinlimiizde elektrik iiretimi amaciyla diinyanin pek c¢ok iilkesinde
kullanilmaktadir. Bir  reaktoriin kullanilmast ve isletilmesi; fizik¢ilerin, niikleer
miithendislerinin, kimyacilarin, ¢evre mithendislerinin, jeologlarin, mimarlarin, elektronik
miihendislerinin ve daha bircok bilim dalindaki uzmanlarin bir araya gelmesi ile
gergeklestirilir.

Notronlarin reaktor igindeki uzaysal dagilimlari bir diflizyon olay1 olarak diistiniliir.
Notronlar, ¢ekirdeklerle yaptiklar1 carpigsmalar sonunda zig-zag yollar c¢izerler. Bu
hareketin sonucu olarak reaktoriin bir kesiminde, farkli bir enerjiyle ortaya ¢ikarlar. Bu
durumda nétronlar bir bolgeden diger bir bolgeye taginmistir denir ve bu olayin incelendigi
konu ‘Notron Transport Denklem’ veya ‘Boltzman Denklem’ olarak bilinir. Lineer
Transport Denklemi, reaktor fiziginin yani sira, radyoaktif kaynaklarin zirhlanmasi, plazma
dinamigi, astrofizik, radyoaktif transfer problemleri ve gazlarin kinetik teorisi gibi fizigin
pek ¢ok dalinda genis bir kullanim alanina sahiptir (Duderstadt ve Martin, 1978; Case ve
Zweifel, 1967).

Niikleer reaktdrlerin sorunsuz bir sekilde dizayn edilmesi ve ¢aligtirilmasi i¢in nétron
akisinin reaktdr igerisindeki dagiliminin tam olarak bilinmesi gerekmektedir. Bu amagla,
radyoaktif ¢ekirdeklerle etkilesme durumlari gercevesinde, notron akisinin konuma ve
actya bagl olarak ¢ozliimlenmesinde bir c¢ok yontem gelistirilmistir. Transport
denkleminde, ndtronlarin belli yaklagimlar altinda yalnizca konuma bagliligr géz oniine
aliarak difiizyon denklemine ulasilir. Reaktdrde sinirlardan ve kaynaktan uzak bolgelerde
difiizyon denklemi gegerlidir. Buradaki ‘uzaklik’ kavrami, ndtronun aldig1 ortalama serbest
yoldan daha biiyiik uzakliklar1 kapsamaktadir. Bunlar géz oniine alindiginda dogru bir
hesaplama i¢in transport teorisi gerekmektedir (Yasa, 2002).

Notron Transport Teori notronlarin davranigini konuma, agiya, zamana ve hiza bagl
olarak dort degiskene bagl olarak inceler. Eger tim nétronlarin ayn1 hiza sahip oldugu
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varsayilirsa, tek-hizl1 grup teorisi yaklasimi yapilmis olur. Eger nétronlarin enerji degisimi
de hesaplamalara katilmak istenirse, ortam belli sayida araliklara boliinerek ¢ok-hizli grup
teori kullanilir (Bell ve Glasstone, 1972).

Uygulamali bilimde hemen hemen biitlin aragtirmacilar Legendre, Hermite ve
Laguerre gibi baz1 6zel klasik ortogonal fonksiyonlarla karsilasmislardir. Bu polinomlar
arasinda Legendre Polinomlar fizikte ve miithendislikte genis bir kullanim alanina sahiptir.
Ornegin Legendre ve Associate Legendre Polinomlari bir atomun orbitallerindeki
elektronlarin  dalga fonksiyonunun ve kiiresel simetrik geometride potansiyel
fonksiyonunun tamimlanmasinda genis bir sekilde kullamlir. Ozellikle niikleer reaktor
fiziginde, Legendre Polinomlar1 olaganiistli bir 6neme sahiptir. Notron akisinin analitik ve
sayisal hesaplamalar1 Py ve Sy diye adlandirilan iki ana metotla yapilir. Py metodunda,
acisal aki konum ve agrya bagli oldugundan nétronlarin agisal akisi Legendre Polinomlari
cinsinden seriye acilir. Bu a¢ilimin katsayilar1 konuma baghdir ve sadece ilk iki terimin
fiziksel anlam1 vardir. Sifirinci bilesen notron skaler akisi ve birinci bilesen ndtron akimi
olarak bilinir. Sy metodunda, ndtron skaler ve agisal akisinin ¢oziimii icin Gauss-Legendre
kuadratiir setler kullanilir. Py metodu, niimerik transport hesaplamalarina en giiglii
yaklagimlardan biridir (Yildiz, 1998). Py yonteminde elde edilen sonuglar insa edilen
fisyon reaktorlerinde uyum iginde kullanilmaktadir. Bu yontemden baska kullanilan
yontemlerde mevcuttur. Fakat Py  yOntemi kadar yaygin degildir. Sy yonteminde elde
edilen sonuglar Py  yoOnteminde elde edilen sonuglarla uyum igindedir. Birinci tip
Chebyshev polinomlar1 kullanilarak (Ty metodu) yapilan ¢éziimde elde edilen sonuglar da
diger yontemlerle elde edilen sonuglarla uyum igindedir.

Notron transport denklemlerinin ¢oziimiinde en O6nemli faktorlerden biri uygun
ndtron sacilma fonksiyonunu tanimlamaktir. Notron sagilmasinin biiyilk oneme sahip
oldugu birgok durum vardir. Niikleer reaktor fiziginde bilindigi gibi ndtron enerjisi arttikca
ya da etkilesen ¢ekirdek kiitlesi arttikca, ndtron sagilmasi gittikgce anizotropik olur. Bu
yiizden, bu gibi durumlarda sagilma olaymin ayrintili yapisi gerektigi i¢in ndtronun
dagilim ile ilgili calisma daha zor hale gelir. Notron transport denkleminin ¢6ziimiinde en
onemli problemlerden biri de dzdegerlerin hesaplanmasidir. Ozdegerlerin hesaplanmasi
icin niikleer caligmalarin ilk yillarinda, n6tron transport denkleminin ¢dziimiine genel bir
ifade liretmek i¢in karisik ve zor olan Py yaklagimi kullanilmistir.

Bu calismada daha dnceden gelistirilen yontemlere alternatif bir ¢oziim tekniginin
gelistirilmesi hedeflenmektedir. Uyguladigimiz yeni yontemde ikinci tip Chebyshev
polinomu kullanilacagi icin Uy yaklasimi olarak adlandirilmistir. Simdiye kadar bu
konuda yapilan caligmalarda Legendre Polinomlar1 kullanildigindan metodun adi Py
metodu olarak bilinmektedir. Notral pargaciklarin transport denklemleri yaygin olarak Py
metodu ile ¢oziimlenmektedir.

Bu caligmada, dilim geometride notron transport denklemlerinin Uy metodu ile
¢Oziimlemesi yapilacaktir. Bunun i¢in ikinci tip Chebyshev Polinomlari cinsinden yeni bir
notron agisal akisi tanimlanacaktir. Uy metodunda once agisal aki yw(x, i) seri seklinde
verilecektir. Agisal aki Chebyshev polinomlar1 cinsinden seriye agilarak aki momentleri
elde edilecektir. Cesitli ¢ degerleri icin genel 6zdeger spektrumu hesaplanacaktir. Elde
edilen 6zdegerler Py metodu ile bulunan 6zdegerler ile karsilastirilacaktir. Uy yaklagimi
icin difiizyon sabiti D ve difiizyon uzunlugu L elde edilecektir. Sonug olarak ¢aligmanin
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uygulamasini “dilim geometride kritik kalinlik” hesaplamasina uygulanacaktir. Elde edilen
sonuclarin fiziksel durumu incelenecektir. Daha 6nceden Py yaklasimu ile elde edilen kritik
kalinlik sonuglari, Uy metodu ile elde edilen kritik kalinlik sonuglar ile karsilastirilacaktir.
Her iki metoda gore hesaplamalar, Mark ve Marshak smir sartlar1 icin ayri ayri
yapilacaktir. Elde edilen sonuglarin birbirine gore uyumlulugu karsilastirilacaktir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Notron transport problemi uzun yillar teorik ve sayisal bircok c¢alismaya konu
olmustur. Niikleer reaktorlerin sorunsuz bir sekilde dizayn edilmesi ve calistirilmast igin
notron akisinin reaktor icerisindeki dagiliminin tam olarak bilinmesi gerekmektedir. Bu
amagla, radyoaktif ¢ekirdeklerle etkilesme durumlari ¢ercevesinde ndtron akisinin konuma
ve aciya bagli olarak ¢oziimlenmesinde bir¢ok yontem gelistirilmistir. Bircok arastirmact
dilim ve kiiresel geometride tek boyutlu ndtron kritiklik problemini, uygun analizleri veren
cesitli metotlar1 kullanarak calismislardir (Yildiz, 1998).

Etkilesen notronlardaki anizotropik problem ve kritik boyuttaki etkisi nétron
transport teorinin en klasik problemlerinden biridir. Yapilan caligmalarda genellikle
sacilma fonksiyonunun Legendre polinomlar1 serisi cinsinden gelistirilebilecegi
distintilmustir (Yildiz, 1998).

Tek boyutlu kritiklik probleminin ¢dzlimiiniin popiiler iki metodu Wiener-Hopf
(Davison, 1958, Williams, 1971) ve tekil 6zfonksiyonlar metodudur(Case ve Zweifel,
1967). Bununla birlikte ndtron transport teoride tam ¢oziimler sadece ¢ok az problem igin
bulunabilir. Genel metotlarin birgogu transport denklemini ¢6zmek igin gelistirilmistir ve
gercekten de bu metotlar cesitli problemlere uygulanmistir (Yildiz, 1998).

Transport teorisi, Boltzmann’in 1872 yilindaki yayini ile gelismeye baslar. Boltzman
esitliginin ¢oziimli bazi1 6zel durumlar i¢in vardir. Gergekten de giiniimiize kadar bu
esitligin ¢oziimii tam olarak anlasgilmamistir. Ancak, bazi yaklasimlar altinda linerize
edilmis Boltzman esitliginin ¢oziimleri, niikleer reaktorlerin  planlanmasinda ve
calistirilmasinda iyi sonuglar vermektedir (Yasa, 2002).

Notron transport denkleminin Legendre polinomlar: ile ¢oziilebilecegini ilk olarak
Davison (1958), 6nermistir ve kritik yar1 kalinlik ve kritik yarigap hesaplamalar1 yapmistir.
Transport teoride karsilagilan tekil Ozfonksiyonlarin baslangic ve sinir deger
problemlerinin ¢dziimiine uygulanmast Davison ve Wigner (1958), tarafindan onerildi;
ancak, Van Kampen tarafindan ilk olarak uygulanda.

Notron transport denklemlerinin Chebyshev polinomlar ile ¢oziilebilecegini ilk defa
Conkie (1959) onermistir. Yabushita (1961) calismasinda durulma sabitinin Chebyshev
polinomlart birinci tip ile iliskisini, bu iliskileri kullanarak reaktor kritikliligi icin gerekli
sartlar1 incelemistir. Bulgularin1 kullanarak elde ettigi uzatilmis son nokta uzunluklarinin
Py yaklasimindan elde edilen sonuglarla uyum i¢inde oldugunu gostermistir. Conkie
yaptig1 caligmada, notron agisal akisint Chebyshev polinomlari cinsinden seriye agarak,
sogurma tesir kesitlerinin varliginda Milne problemini ¢oziimledi. Hem Ty hem de Py
metodu kullanilarak yapilan ¢éziimlemelerde sonuglarin konvansiyonel olarak tam kabul
edilen sonuglar ile uyumlu olduklarini gosterdi. Temel yar1 kalinlik i¢in Mitsis (1963),
Case ve Zweifel (1967) yilinda ilk olarak farkli 6zdegerleri elde ettiler. Pahor (1967)
niimerik bir metot olan Chandrasekhar metodu yaklasimini kullanarak transport teoriye
yeni bir fikir getirdi (Yasa, 2002). Yiiksek durumlu ¢ 6zdegerleri Kerner ve arkadaslari
(1967) ve Kschwendt (1971) tarafindan kritik dilim i¢in hesapland1 (Y1ldiz, 1998). Inénii
(1973), siddetli anizotropik problemlerini, degisik geometrilerde ¢6zmek zor oldugu igin
anizotropik sacilim ic¢in bir model gelistirdi. Bu model ileri ve geri sagilimi igerir. Cogu
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arastirmaci transport teoride ¢dziim elde etmek i¢in Inénii’niin sagilim modelini kullandilar
(Yasa, 2002). Notron sagilmasinda, ndtron enerjisinin etkisini Brockmann (1974), yaptigi
bir ¢caligma ile agikladi. Daha sonra temel yar1 kalinlig1 diizenli bir sekilde Kaper (1974),
yaptig1 bir calismada siraladi (Yildiz, 1998).

Transport teoride kuadratik anizotropik durumda cok az c¢alisma yapilmistir. Bu
durum Lathrop ve Leonard tarafindan (1965) calisilmistir. Dahl ve Sjostrand (1978),
niimerik hesaplamalarda kompleks 6zdegerler kullanarak nétron transport denkleminde
niimerik sonuclar elde ettiler. Lineer ve kuadratik anizotropik sacilma ile ilgili en detayl
hesaplamalar Sjostrand (1976,1978) tarafindan yapilmistir. Lineer anizotropik sagilmanin
ilk hesaplamalar1 Carlvik’in metodunu bosluk sinir kosullarinda integral denklemine
uygulayan ve 6zdegerleri altinc1 duruma kadar veren Dahl ve Sjostrand (1979), tarafindan
calisilmigtir(Yildiz, 1998). Brockmann (1981), yaptigi calismada notron transport
denklemi kritiklik sonuglarinin hem homojen hem de heterojen problemler icin giivenilir
oldugunu gdostermistir. Ayrica degisik metotlar kullanarak niimerik transport teoride
anizotropik sacilim ile ilgili bir ¢alisma yapmistir. Bu ¢alismada elde ettigi sonuglarin
diger yontemlerdeki sonuglarla uyumlulugunu gosterdi. Lineer ve kuadratik anizotropik
sacilma ile ilgili temel ¢aligmalarin ¢ogu Protopopescu ve Sjostrand (1981), tarafindan
yapilmistir. Lewis ve Miller (1984), uzaysal hiicre adimi1 biiyiidiik¢e ¢oziimlemede negatif
aki degerleri meydana geldigini gosteren bir calisma yaptilar. Legendre polinomlar: ile
kritik yar1 kalinlik ve kritik yarigap hesaplamalarini gelistirmek i¢in Aronson (1984), Lee
ve Dias (1984), calismalar yaptilar. Bulduklar1 sonuglarin 6nceki hesaplamalarla uyumlu
oldugunu gosterdiler.

Grup i¢i sacilma, kaynak ve 6zdeger problemleri i¢in Williams (1985), ileri- geri
sacilim kanunu kullanilarak elde edilen sonuglar ile, tek boyutlu sistemler i¢in iki gruplu
nétron transport esitliginin ¢oziimlerini karsilastirdi. Elde ettigi sonuglarin uyumlulugunu
acikladi. Riyait ve Ackroyd (1987), siddetli anizotropik sac¢ilimli tek boyutta ¢ok gruplu
ndtron transport problemlerini test ederek niimerik sonuglar elde etti. Garis ve Sjostrand
(1989), n’in ¢esitli degerleri i¢in Cp’in biiyiik oldugu durumlarda kritiklik 6zdegerleri i¢in
yaklagik bir tanimlama verdiler (Yildiz, 1998). De Barros ve Larsen (1990), biitiin
hesaplamalarda uzaysal yuvarlatma hatalarindan bagimsiz oldugunu ispatladiklari, yeni bir
sayisal metot gelistirdiler. Bu metotla elde ettikleri sonuglarin, daha giivenilir oldugunu
yaptiklar1 hesaplamalarda gosterdiler. Kohut (1993), yaptig1 bir calismada, daha 6nce Dahl
ve Sjostrand tarafindan yapilan ¢alismay1 gelistirerek niimerik hesaplamalarda kompleks
6zdegerler kulland1 ve uyumlu sonugclar elde etti.

Atalay (1995), daha 6nce Mitsis (1963), tarafindan yapilan c¢aligmaya ek olarak
yayinladigr makalede 6z fonksiyon metodu ile anizotropik sagilma durumunu inceledi.
Lineer anizotropik sac¢ilmada tek boyutlu transport operatoriiniin kritiklik 6zdegerlerinin
davranis1 ile ilgili temel c¢aligmalarin ¢ogu Sahni (1995,1997), tarafindan ortaya
cikarilmistir. Yildiz (1998), Legendre polinomlar: ile kritik yar1 kalinlik ve kritik yarigap
hesaplamalarini gelistirmek i¢in Py metodu ile ilgili ¢calismalar yapti.

Dilim geometri i¢in kritik kalinlik, veya kiiresel ve silindirik geometri i¢in kritik
yaricap hesaplamasinda kullanilan metot sadece Py yaklagimi degildir. Yaptiklari
calismada, sonsuz ortamda Green fonksiyonlarin1 temel alan tekil 6z fonksiyonlar
yaklagimin1 kullanarak, Kaskas, Tezcan ve Giilegyiiz (2000), dilim ve kiiresel
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geometrilerde kritik kalinliklar1 hesapladilar. Taylor agilimina bagli sayisal tekniklerin
cogu uzaysal yuvarlatma hatalarini icermektedir. Bu metot da Spektral Green Fonksiyonu
iceren, standart olmayan yardimci esitlik ile alisik oldugumuz nétron transport denklemi
hiicre kenar1 agisal akilarina bagli olarak ¢éziimlediler.

Ik yapilan Legendre polinomlar1 (Py metodu) ile yapilan kritik kalinlik hesaplamasi
kiiresel geometriye agiklik getirmiyordu. Daha sonra Sahni ve Sharma (2000), tarafindan
yapilan ¢aligmada, bir kural 6nerdiler ve kiiresel geometride kiiresel harmonik momentleri
belirlediler. Notron transport teorisinde Py yaklasimini kullanarak ¢oziimleme yapmak
neredeyse geleneksel bir yontem haline gelmistir. Tek boyutlu dilim geometride
anizotropik sa¢ilmali durum i¢in Marshak sinir sartlarini kullanarak Yildiz (2001), yaptig
calismada, sistemin kritik olabilmesi i¢in  C,6zdegerlerini Py metodunu kullanarak

hesaplamistir. Yildiz c¢aligmasinda, lineer ileri-geri sagilmay1 temsil eden bir sagilma
fonksiyonu kullanarak tek boyutlu kiiresel geometride Py yaklasimini kullanarak kritik
yaricap hesaplamasi yapmustir.

Yansitmali durum i¢in Atalay ve Yildiz (2002), yaptiklar1 ¢aligma ile yansitma
katsayisindaki azalma ve artma durumlari iizerinde c¢alistilar. Buradan elde -ettikleri
sonuclarda yansitma katsayist arttikca kritik yar1 kalinligin azaldigini gosterdiler. Anls,
Yasa ve Gilingor (2004), yaptiklar1 bir ¢aligma da, birinci tip Chebyshev polinomlarini
kullanarak (Ty metodu), yansitmali dilim geometride kritik kalinlik hesapladilar.
Bulduklar kritik kalinlik sonuglarin1i Py metodu ile karsilastirdilar. Sonuglarin miikemmel
bir uyum i¢inde olduklarini gosterdiler.

Yapilan bu calismalarin bir¢ogunda sacilmanin genellikle izotropik oldugu
diisiiniilmiigtiir. Bununla birlikte birgok arastirmaci da anizotropik sagilmanin etkisi ile
ilgilenmislerdir. Anizotropik sacilma i¢in tam ¢ozlimleri bulmak her zaman daha zor
olmustur. Notron sagilma problemi, nétron transport denklemi, ndtron etkilesim olasiligin
gbsteren uygun bir sacilma fonksiyonuna konularak ¢oziilebilir (Yildiz, 1998). Kritiklik
problemi i¢in genellikle, transport denkleminin integro-diferansiyel formuna dayanan
analitik teknikler kullanilir. Bu metotlar oldukca kesin sonuglar saglar; ancak, sadece
anizotropik sac¢ilmanin algak durumlari i¢in kullanilabilir.

Bu calismada, dilim geometride ndtron transport denklemlerinin Uy metodu ile
cozilimlemesi yapilacaktir. Bunun i¢in ikinci tip Chebyshev Polinomlari cinsinden yeni bir
notron agisal akisi tanimlanacaktir. Uy metodunda once agisal aki yw (X, i) seri seklinde
verilecektir. Agisal aki Chebyshev polinomlart cinsinden seriye agilarak aki momentleri
elde edilecektir. Cesitli ¢ degerleri icin genel 6zdeger spektrumu hesaplanacaktir. Elde
edilen 6zdegerler Py metodu ile bulunan 6zdegerler ile karsilagtirilacaktir. Sonug olarak
calismanin uygulamasinmi “dilim geometride kritik kalinlik” hesaplamasina uygulanacaktir.
Elde edilen sonuglarin fiziksel durumu incelenecektir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Notron Transport Denklemi

Tek gruplu ve tek boyutta kararli durum igin nétron transport denklemi soyle
yazilabilir (Lewis ve Miller, 1984).

dy(m)

™ Tz//(x,ﬂ):jﬂ,as(Q-Q')y/(x,n')dn'+Q0(x)/2, —a<x<a. 3.1

Burada o (Q-Q') diferansiyel sacilma tesir kesitidir ve konvansiyonel olarak Legendre

serisi ile verilen ifade nétron transport denkleminde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu
seri,

, S 2n+1
GS(Qg)zas(ﬂo):zvgsnpn(ﬂo)a —lﬁﬂoﬁl (32)
n=0
bagintist ile verilmektedir. Burada P (z,) Legendre Polinomlari, o, ’ler de sagilma
tesir kesiti sabitleridir. oy, izotropik, o, de anizotropik sagilma tesir kesiti sabitleridir.
Ayrica denklemde yer alan g, =Q-Q'=cos6, ifadesi Sekil 3.1.’de gosterildigi gibi
ndtronun gelis ile sagilma dogrultusu arasindaki aginin kosiniisiinii temsil etmektedir.

Sekﬁ 3.1. Kutupsal Koordinatlar

En genel hali ile kiiresel geometride konum vektorii
r =sinfcos@i+sinfsing j+cosfk (3.3)

bagintisi ile verilmektedir. Bu vektor dogrultusundaki birim vektor ise

Q:|r—|:sin0c0sgoi+sin0sin(oj+cos€k (3.4)
r

seklinde wverilebilir. Bu birim vektor notronun hedeften sacgildiktan sonraki yoOniini
gostermektedir. Benzer sekilde ;
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r'=r.sin@'cos@’ i+r.sinf'sinp’ j+cosd' k (3.5

hedefe gelis dogrultusunu temsil eden konum vektorii olmak iizere

:|r—|:sin&’COS(p'i+sin¢9’sin¢)’j+cos9’k (3.6)
r

Q!
ile verilebilir.

Denklem (3.4) ve Denklem (3.6)’nin skaler carpimi dogrultman kosiniisii,
U, =Q- Q' =cos 6, ifadesinin daha sade bigiminin elde edilmesine imkan saglamaktadir;

Q-Q' =y, =cosb, = ,u,u’+\/1—,u2 \/l—y'z cos(p— ") (3.7

Denklem (3.7)’ yi P,(y,)ile gosterilen Legendre polinomlarinda kullandigimizda bu
polinomlar i¢in son derece kullanigh bir 6zellik ortaya ¢ikmaktadir;

(1) = Py ()P, (1) 423 (2;—2;? (WP (i) cosm(g— ) (3.8)

burada P," (1) bagl Legendre polinomlarini temsil etmektedir. Bu son denklemi, Denklem

(3.2) ile verilen diferansiyel tesir kesitinde kullanip elde edilen sonucu Denklem (3.1) ile
verilen transport denkleminde yazip ¢’ {izerinden [0, 27] araliginda integralini

aldigimizda tek boyutlu transport denklemi i¢in

dw (X, Noon+1
ﬂM+0'T‘//(X,ﬂ)=Z—

- 5Py (1) [W (6 )P () dpt’ +Qy () /2 (3.9)

bagintis1 elde edilir. Burada y(X,Q)acisal akisinin azimutsal simetriye sahip oldugunu
yani ¢ agisindan bagimsiz oldugunu kabul ediyoruz. oy, katsayillart n’nin bilyilik
degerleri i¢in son derece kiiclik oldugundan genellikle matematiksel hesaplamalarda

kullanimi tercih edilmez. Bu c¢alismamizda sagilma teriminin sadece ilk terimini
kullanacagimizdan Denklem (3.9) basitce,

1
D 1 (0, p) = T [k i +Qu(0/2, -1 < S L—a < x < (3.10)
X -1
sekline doniisiir. Bu denklem nétron transport teorisinde izotropik sacilmali tek gruplu ve
tek boyutlu dilim geometride transport denklemi olarak bilinir ve reaktor hesaplamalarinda
coztimleri yeterli sonuglar verdiginden yaygin olarak kullanilmaktadir.
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3.2. Py YOontemi

Onceki boliimden izotropik sagilmali tek gruplu ve tek boyutlu dilim geometride
notron transport denkleminin

1
me—Tl//(x,m =%jw(x,y’) du/, —a<x<a —1<u<l. (3.11)
X -1
ile verilebilecegini gostermistik. Burada x# sembolii ndtronun dogrultusunu belirleyen bir
parametre olup notron dogrultusunun X- ekseni ile yaptig1 aginin kosiniislinii , w (X, )
notron acisal akisini, o toplam tesir kesitini, o, diferansiyel sagilma tesir kesitinin ilk
bilesenini temsil etmektedir. Denklem (3.11)’ in azimutsal simetriye sahip oldugu yani ¢

acisindan bagimsiz oldugu goriilmektedir. Bu durum denklemin ¢oziimiinde ¢ok biiyiik
kolayliklar saglayacaktir.

Dikkat edilecek olursa w(Xx,u) acisal aki fonksiyonu tanim araliklar
—a<x<a, —-1<u<1 ile verilen iki degiskene baglhdir. Bu durumda w (X, 1) fonksiyonu
hem Legendre serisine hem de Chebyshev (her iki tipi) serisine agilabilir.

N2n+1
w(X )=, 5
n=0

¢, (X)P (1), —a<x<a, -1<u<l. (3.12)

Denklem (3.12)” deki ¢, (X) ’lere aki momentleri denir ve bu seri agilimi kullanilarak

Denklem (3.11)’ in ¢6ziimlenmesi islemine Py yontemi denir. Denklem (3.12)” deki ilk iki
terimin fiziksel olarak bir anlami vardir. Legendre polinomlarinin diklik &zelligi
kullanilarak ¢, (X) momentleri elde edilebilir. Legendre polinomlarinin diklik 6zelligi

2

t ——— ,n=m
[P ()P, (1)dp =4 2n +1 (3.13)
-1 0 ,N=m
ile verilir. Ayrica
‘ 2 n=0
[P(wydu=1" " (3.14)
% 0, n=0

oldugu agiktir. Denklem (3.12) P, () ile carpilip (-1,1) aralifinda integrali alinirsa ve
Denklem (3.13) ile verilen diklik 6zelligi kullanilirsa ¢, (X) momentleri elde edilir;

6,00 = [w (P (w)du, —a<x<a (3.15)

10
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n=0ven=1 i¢in sirasiile

b0 =Jyomde,  HX)=[uyxpdu  -asx<a (3.16)

bagintilar1 elde edilir. Fiziksel olarak bu denklemlerden ilki toplam n&tron akisini veya
notron skaler akisini, ikincisi de X noktasindaki nétron akimini temsil etmektedir.

Ak1 momentleri ile ilgili diferansiyel denklemleri su sekilde elde edebiliriz. Denklem
(3.12)’ yi Denklem (3.11)’ de yerine yazalim, ve asagida Denklem (3.17) ile tanimlanan
Legendre polinomlar1 ile ilgili tekrarlama bagmtisini da kullandiktan sonra sonug
denklemini P, (x) ile ¢arpip (-1,1) araliginda integralini aldigimizda n’ nin ¢esitli
degerleri i¢in

Py =R ()P () (3.17)

dﬁix) + 0By (X) = Ty by (X) = Py () yaklagimi (3.18)

d¢§)§x) +2 d%)ix) +30,4,(X) =0 — P, yaklagimi (3.19)

2800 39800 s 5 =0 P, yaklagim (3.20)
dx dx

3 d"ﬁix) +4 d"z‘ix) 176,400 =0—P, yaklasimi (3.21)

aki momentleri i¢in diferansiyel denklemleri elde edilir. Sonug olarak genel bir ifade
d X d X
n—¢':j‘( ) +(n+ 1)—¢”d*‘( ) +0; (2n+ D, (X) = a8, (X)3,, (3.22)
X X

seklinde yazilir. Burada o,,, sembolii kroniker delta olarak bilinir ve 6zelligi asagidaki

5 = =M sibidir. (3.23)
™0 n==m

Denklem (3.22)’ den goriildiigli gibi n=0,1,2...N olmak iizere sonlu sayida birbiri ile
baglantii N +1 tane ¢, (X) ’ler i¢in denklem mevcuttur. P, () polinomu N’ nin
biiyiik degerleri i¢in hizli salinimlar sergilemektedir yani —1< x4 <1 aralifinda N+1 kez
isaret degistirmektedir. Bu durum ¢, ,(X)’in biiyiik N degerleri i¢in yeterince kiiciik

olacagin1 gostermektedir. Buna gore ¢,,,,(X) =0 yaklagimi uygun bir ¢6ziim olacaktir. Bu

11
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yaklasim P, yaklasimi olarak bilinir. Ayni durum Chebyshev polinomlar1 i¢in de

gecerlidir. Hem birinci tip hem de ikinci tip Chebyshev polinomlart biiyiik N degerleri i¢in
hizli salinimlar sergilemektedir. Yani —-1< <1 aralifinda N+1 kez  isaret

degistirmektedir. Sonug olarak bu yaklasim Chebyshev polinomlari i¢in de gecerlidir.

Ornek olmast bakimindan N=1 igin (P, yaklasimi) ¢,(X)=¢;(X)=....=0
olacagindan Denklem (3.19)

¢1(><)=—3(1y d¢gix), —a<x<a (3.24)

seklini alir. Bu esitligi Denklem (3.18)’de kullanirsak

d*¢, (%)

dx?

367 (1-¢)¢,(X) =0, c=0g,/0;, —-a<x<a (3.25)

kaynaksiz difiizyon denklemini elde ederiz. Bu yaklasima gore (P1 yaklasimi) difiizyon
sabiti ve diflizyon uzunlugu i¢in sirasi ile

1 1 o
D:3O_T, L:GTM, C=O_—STO (3.26)
esitlikleri elde edilir.
Denklem (3.22) ile verilen birbiri ile kuplajli denklem sistemi igin
¢, (X)=a,(v)exp(o;X/v), —as<x<a (3.27)

seklinde bir ¢oziim Onerilir. Bu esitlik Denklem (3.22)’de kullanilip analitik olarak
coziiliirse biitlin «,(v)’ ler i¢in analitik ifadeler bulmak miimkiindiir;

a,(v)=1 (3.28)

a,(v)=-v(1-0) (3.29)
3 04 1

a,(v) = EV (1-c¢) 5 (3.30)

Buna gore «,(v)’ ler i¢in genel bir tekrarlama bagintis1 asagidaki gibi yazilabilir.
(n+Dea,,,(v)+v2n+Da,(v)+na, ,(v) =veca,(v)d,, (3.31)

Burada v katsayilari; ozdegerleri ,a,(v)’ler de 6zfonksiyonlar: temsil etmektedir. v

0zdegerlerinin hesaplanmas1 matris cebiri kullanilarak veya basit¢e «,,,(v) =0 esitligi

12
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cOzlimlenerek yapilir. Sonug olarak bulunan bu 6zdegerlerin kullanilarak Denklem (3.27)’
de kullanilmasiyla verilen genel ¢6ziim,;

¢n(x)=ZN:ﬂkan(vk)eXp(0'TX/vk), —a<x<a (3.32)

seklinde yazilir. Burada p, sistemin fiziksel olarak bilinen smir sartlarindan
belirlenebilecek sabitlerdir.

3.3. Chebyshev Polinomlar:

Chebyshev polinomlari,
d’y _ dy
1—p? —u—2+n’y=0
(1=p7) au u au y
diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinden ortaya ¢ikmaktadir. Yukarida verilen diferansiyel
denklemin iki bagimsiz ¢6ziimii mevcuttur. Bu iki bagimsiz ¢6ziim sirasi ile Chebyshev
polinomlar1 1. ve II. tip olarak bilinirler. I. ve II. tip olarak adlandirilan seri ¢éziimleri

asagida verilmistir;

[n/2] (—l)mn!

T, () = mz:o(n—Zm)!(2m)! (=) p"2m (3.33)
[n/2] _
U, ()= 2 A (3.34)

Chebyshev polinomlar1 6zel kiiresel polinomlardir (Arfgen ve Weber, 1995). Bu
fonksiyonlar tiim kiiresel polinomlarin genel fonksiyonlaridir. Chebyshev polinomlari
niimerik analizde birinci derecede dnemlidir.

3.3.1. Uretme Fonksiyonu

Gegenbauer polinomlar: i¢in genel olarak iiretme fonksiyonu (Arfgen ve Weber,
1995),

1 0
=>t"C; <Lt <1 3.35
I 2ate 0y Z(; |y (3.35)
ile tanimlanmaktadir. Legendre ve Chebyshev polinomlar1  Gegenbauer

polinomlarinin  6zel halleridir. Denklem (3.35)° de A=1/2 almirsa Legendre
polinomunun tiretme fonksiyonu elde edilir. Eger A =1 ve A =0 o0zel limit degerleri
alinirsa iki tip Chebyshev polinomunun iiretme fonksiyonlari elde edilir. Biz bu ¢aligmada
II. tip Chebyshev polinomunu kullanacagimizdan bu polinomla ilgili 6zellikler {izerinde
duracagiz.
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3.3.2. II. Tip Chebyshev Polinomu

EgerA=1 almrsa C!(u)=U_ (u) olur. II. Tip Chebyshev polinomlari
konvansiyonel olarak U (x) notasyonu ile gosterilir. Tanim araligt Legendre
polinomlarinda oldugu gibi —1< 4 <1’ dir. Ayrica her iki tip Chebyshev polinomu da

trigonometrik fonksiyonlar icerirler ve her iki polinom da trigonometrik olarak sirasi ile
1 = cos(f) olmak iizere

T (u)=cos(n@), U, (u)=sin(n+1)0)/sin(@), -r<0<nx (3.36)

bagintilari ile tanimlanirlar. II. Tip Chebyshev polinomlarinin iiretme fonksiyonu

0

=> t"U, (),

1- 2,ut+t2 p—r

<1 (3.37)

ile verilir. Denklem (3.37)’ den bu polinomlar ile ilgili bir ¢ok 6zellik tiiretilebilir, ancak
biz burada bu 6zelliklerin tiiretilmesi ile ilgi detaylar1 vermeyecegiz ve sonuglar1 dogrudan
yazmakla yetinecegiz. Bu polinomlar i¢in tekrarlama bagintisi

U (1) =240 (1) 4V, (1) = 0 (3.38)

ile verilmektedir. U, (x)=1 degeri kullanilarak n’nin cesitli degerleri i¢in U, ()

polinomlar1 elde edilebilir. Asagidaki ¢izelgede ¢esitli ortogonal polinomlar igin
tekrarlama bagintilarinin elde edilebilecegi katsayilar verilmistir. Burada Z_ (X) herhangi

bir polinomdur. Chebyshev polinomlari, Fourier serisi ve ortogonal polinomlarin niimerik
hesaplamalarinda yararlhidir. Chebyshev polinomunun kullanimi, iki boyutlu sistemlerde
sinir hatalarint en aza indirmek i¢in bir kolayliktir. Chebyshev polinomlarinin ¢éziimiinde
bazi durumlarda degiskenleri degistirip yerine koyma ¢ok faydali bir 6zelliktir. Harmonik
osilator problemlerinin ¢6ziimiinde 06zel smir sartlar1 tanimlamada bu yontemden
yararlanilir. Degisken degistirmeler genel olarak cos(né) ve sin(n@) seklinde harmonik
osilator denklemleri gibi esitliklerin ¢éziimiinii kolaylastirir. Ortogonal polinomlarin
tekrarlama bagmtilar1 Cizelge (3.1)’ de verilmistir.  Bu cizelgeden yararlanarak
Legendre, Chebyshev, Laguerre ve Hermite polinomlari hakkinda bilgi elde edilebilir.
Cizelge (3.1)° de belirtilen tekrarlama bagmtilar1 kullanilarak Legendre, Chebyshev,
Laguerre ve Hermite polinomlar1 elde edilir. Bu polinomlarin katsayilar1 yine Cizelge
(3.1)’ de verildigi sekilde bulunur. Elde edilen katsayilar fonksiyonlarla birlikte yazilarak
tanimlanir. Polinomlarin degisik mertebeleri hesaplanirken tekrarlama bagintilarindan
yararlanilabilir. Elde edilen polinomlar fizikte degisik hesaplamalar i¢in kullanilabilir.

14
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Cizelge 3.1. Ortogonal Polinomlar Tekrarlama Bagintis1 (Arfgen ve Weber, 1995)

Zn+1(X) = (AnX+ Bn)zn(x) _ann—l(x)

Zn (X) An Bn Cn

2n+1 1

Legendre Pa(X) 0 —_—
n+1 n+1

Chebyshev I T,(x) 2 0 1
Otelenmis Chebyshev I T () 4 -2 1
Chebyshev TI Un (%) 2 0 1
Otelenmis Chebyshev II U (X) 4 -2 1

-1 2n+1 -n
Laguerre Ln(X) —

n+1 n+1 n+1

Hermite Hn(X) 2 0 2n

Cizelge 3.2. Chebyshev Polinomlari, ikinci Tip (Arfgen ve Weber, 1995)

Uy(r) =1

U,(1)=2u

U, (k) = 4u’ -1

U, (p) =84’ —4u

U,(w)=16u" =124 +1

Ug(u) =324 3247 +6p

U (1) =64u° —80u* +24u° —1

U, (i) =128u" —1924° +80u° —8u

Ug () =256u° —448u° +240u* — 407 +1

Uy () =512° —1024" +6721° —1602° +10

Cizelge 3.2° den yararlanarak Chebyshev polinomlari ikinci tipi i¢in asagidaki 6zel
degerler bulunabilir;

U D=n+l
U,(-D=(=D"(n+D)

U, (0)=(-1)"
U 2n+1 (O) =0

15
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U, (x) icin Rodrigues bagintis1 (Arfgen ve Weber, 1995),

(_l)n(n+1)ﬂ'l/2 d" luz)nu/z]

U, () = 3 L l0-
2”“1“(n+5)(1—u2)”2 )2

(3.39)

ile verilmektedir. Ayrica ikinci tip Chebyshev polinomlarini elde etmenin diger bir yolu da
asagida verilen matrisin determinantini almaktir.

21 0 0 0 0

1 241 0 .0 0

0 1 241 .0 0
U(w=det| 0 0 1 2u4 . 0 0 (3.40)

0 0 0 1 1 0

. T

(000 0 0 - 1 24

ornek olarak U,(u) yi elde etmek istiyorsak yukaridaki determinantta 2x2 'lik kare

matrisin determinant: alinmalidir ve sonug beklendigi gibi U, (1) = 4u° —1° dir.

3.3.3. Tiirev Bagintis1

U, (), IL tip Chebyshev polinomlarmin kullanish bir 6zelligi olan tiirev bagimntilar:
asagida verilmistir (Arfgen ve Weber, 1995).

du, (u)

(1) S ) )+ (010, (00 (341)
L dU, du,
(=) =3 20, (0 (3.42)
7 /J
,,dU,
20- 1) T2 220, () +0U, (0 -U () (3.43)

Chebyshev polinomlarinin tiirevleri yukarida belirtilen kurallar ¢ergevesinde alinir.

16
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3.3.4. Ortogonallik (Diklik)

Klasik ortogonal polinomlarda oldugu gibi II. Tip Chebyshev polinomlar: da +/1— z*
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir ve ortogonalite (diklik) bagintisi;

[Un(U, 1= 2 due =75, (3.44)

ile verilmektedir. Polinomun bu o6zelligi verilen bir f(x) fonksiyonunu Chebyshev
polinomlar1 cinsinden seriye agmada kullanilir;

f(w)=Y.CU, (3.45)

Denklem (3.45)in her iki tarafi U_(u)/1-x* ile carpilip sonug denklemin (-1,1)

araliginda integrali alindiginda C, katsayilar1 belirlenir.

Co == [ (U, (1~ e (3.46)

3.4. Chebyshev Polinomu Yaklasimi : Uy Metodu

Izotropik sagilmal1 ve dis kaynagin olmadig1 durumda tek boyutlu dilim geometride
notron transport denklemi;

1
W+GTW(X,/J)=%J.1//(X,,U') dy', —a<x<a, -1<u<l. (3.47)
X |

seklindedir. Buradaki parametreler daha once Py yonteminde anlatildigi gibidir. Bu
calismada Denklem (3.47)’nin ¢oziimii i¢in yeni bir yontem Onerecegiz. w (X, i) agisal
akisint II. Tip Chebyshev polinomlar1 cinsinden seriye acacagiz ve aki momentlerinin
coziimii ve degerlendirilmesi {izerinde duracagiz. Bunun icin oncelikle w(X, ) agisal
akisinin

w (X, 1) =£1/1—,UZZN:¢H(X)Un(,u), —a<x<a, —1<uc<l. (3.48)
T n=0

seklinde bir seri ile verildigini kabul edelim. Bu denklemi (3.47)’da yerine yazalim ve II.
Tip Chebyshev Polinomlar1 i¢in asagida verilen ortogonalite ve tekrarlama bagmtilarim
kullanarak;

! /2, =
IUn(ﬂ)Um(#)\/l—ﬂzdﬂz{g n=n (3.49)

n=m

17



MATERYAL VE METOT Ahmet BULBUL

Chebyshev polinomlarmin II. Tipinde tekrarlama bagintisindan;
zzuun(/u):UnJrl(:u)-l_Un—l(:u)a _ISIUSI (350)

aki momentlerini elde edebiliriz.

dﬁi_x) +2074,(0 = 205,6,(x). @31
46,00 9409 455 400 =0. (3.52)
dx dx

elde edilir ve genel olarak;

d¢n+l(x) n d¢n—l(x) +2JT¢n(X) =ﬂ08¢0(x)’ —as<x<a (353)
dx dx n+1

bagintis1 elde edilmektedir. Daha 6nceki boliimde, Py yaklasgiminda, n=1 durumunun
difiizyon yaklagimina esdeger oldugunu gostermistik. Benzer sekilde burada da n=1
durumunun difiizyon yaklasimina esdeger sonuclar verdigi goriilmektedir. n=1 igin
$..,(X)=0, n>1 olacagindan Denklem (3.52)’ den

_ 1 dg (%)
¢ (X) = P (3.54)

bagintis1 elde edilir. Bu baginti yaygin olarak Fick’s kanunu olarak bilinir. Genel
geometride ndtron akimi ile ndtron skaler akisi arasindaki iliski

J(r)=-DVg(r). (3.55)

seklinde tanimlanir. Burada D difiizyon katsayisidir. Denklem (3.55) tek boyut ig¢in
Denklem (3.54)’e esdegerdir. Denklem (3.54) Denklem (3.51)’de kullanilirsa,

d*¢, (X)

e —40l(1-c)g,(x) =0, C=0,,/0;. (3.56)

kaynaksiz diflizyon bagintis1 elde edilebilir. Bu denklemin elde edilmesinde n=1
durumunu kullandigimizdan bu yaklasimi U, yaklasimi olarak adlandiracagiz. Bu
yaklagima gore difiizyon sabiti ve difiizyon uzunluklari sirasi ile

D= 1
20,

(3.57)
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L= L C=0,/0; (3.58)

20;41-cC ’

bulunur. Sonug olarak U; ve P; yaklasiminda difiizyon sabiti D, ve diflizyon uzunlugu
(notronun kaynaktan ayrildiktan sonra gidebilecegi yol) L asagidaki gibidir.

Yaklasim Difiizyon Sabiti Difiizyon Uzunlugu
0, oo ! P
20, 20.+41-c
P D- 1 L 1

3O-T opt 1/3(1—C)
Denklem (3.53) i¢in genel ¢oziimiin;
¢, (x) =G, (v)exp(orx/v) (3.59)

oldugunu kabul edelim. Bu esitlik Denklem (3.53)’de kullanildiginda biitiin = G, (v)’ ler
i¢in analitik ifadeler bulunmaktadir;

G,(v) =1 (3.60)
G,(v)=-2v(1-¢)G,(v), C=0¢,/07. (3.61)
G,(V)+2G,(v)+G,(v)=0 (3.62)
G3(v)+2VGz(v)+Gl(V)—§VCGO(V):O (3.63)
G,(v)+2G,(v)+G,(v)=0 (3.64)

ve genel olarak .

G, (M+26G,(v)+G, (V) =@w60(v), n>1. (3.65)
_l_
seklinde yazilabilir. Buldugumuz bu G (v) fonksiyonlari v 0zdegerinin

hesaplanmasinda ¢ok biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Py ve U, yaklasiminin
temelinde yatan gergek, (X, ) agisal akisini sonlu bir N degerine kadar seriye agmaktir.
Ornek olmasi bakimindan n=1 durumu i¢in G_,(v)=0, n>1 olacagindan Denklem

(3.62)’ den

n+1

v==1t

3.66
241-c (3.66)
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analitik ifadesi bulunur. Hangi mertebeden bir yaklasim kullanilacaksa Denklem (3.65)’ 1
kullanarak G, ,(v) =0 denklemini ¢oziimlemek v O6zdegerlerinin hesaplanmasi igin
yeterlidir. v 6zdegerlerinin hesaplanabilecegi yontem sadece bu degildir, bunun yaninda
Denklem (3.65) i kullanarak (N +1)x (N +1) elemanli bir kare matris olusturulur ve sonug
olarak bu kare matrisin determinantin1  sifira  esitleyerek v dzdegerleri

hesaplanabilmektedir. Denklem (3.65)’1 kullanarak olusturulan kare matris asagida
verilmigtir.

MG =0 (3.67)
wil-¢) 1 0 0 ] G, | 0]
1 2v 0 G, 0
_2. 1 2v 1 0 G, 0
%) 0 1 2v 1 | % |Cs = |0 (3-68)
1 : 0
—%w 0 0 0 1 2v_ .

Burada matrisin katsayisi (N +1)x (N +1) kare matris ve G = [GO,GI, ..... GN]T de bir

stitun vektortidiir. Hesaplamalar sonucunda elde edilen v 6zdegerleri ig¢in yorumlar daha
sonraki boliimde verilecektir. Sonug olarak v,, k =1,....,N +1, 06zdegerleri kullanilarak

aki momentleri i¢in genel ¢6ziim N tek sayilar olmak iizere asagidaki gibi yazilabilir.

N+1

é.(X) = 22: B.G, v)|exp(o; x/v) + (=) exp(—o; X /v )] n=1,..N (3.69)

k=1

Burada G, (-v,)=(-1)"G, (v,) 06zelligi kullanilmistir ve S, da sistemin sinir sartlarindan
belirlenebilecek sabitlerdir.

Bu ¢alismadaki asil amaglardan biri de farkli ¢ (temel 6zdeger olup carpigsma basina
ortaya cikan ortalama notron sayisi olarak bilinir) degerleri igin kritik kalinliklarin
hesaplanmasidir. Kritik kalinliklarin hesaplanmasi i¢in aki momentlerinin ¢oziimiinde
kullanilacak fiziksel sinir sartlarindan yararlanilacaktir. Mark ve Marshak olmak {izere iki
tip smir sartt kullanilacaktir. Her iki smir sartindan elde edilecek sonuglar
karsilastirilacaktir.
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3.4.1. Mark Sinir Sarti

Mark sinir sartt vakum ile siirli bir ylizeyde notron agisal akisinin siirekli olmasini
gerektirmektedir. Bu durum dilim geometride matematiksel olarak;

w(@u)=0, 1<k<(N+1)/2 (3.70)

seklinde verilmektedir. Burada g ’lar U, (¢) Chebyshev polinomunun pozitif
kokleridir ve x, =cos(kz/(N +1)), 1<k <(N +1)/2 ile verilmektedir. Denklem (3.69),

Denklem (3.48)’ de kullanilip sonucta elde edilen denkleme, Denklem (3.70) ile verilen
Mark sinir sartin1 uygularsak kritiklik denklemi asagidaki gibi elde edilir.

N+1
N 2
>3 86, w){+ (=DM ecosh(oralv,) + (1~ (~D)"sinh(ora/v,) fU, (4,) = 0
n=0 k=1
(3.71)
Denklem (3.71) matris bi¢giminde agagidaki gibi yazilabilir.
M x(a) B, =0. (3.72)

Burada By siitun vektorii olup elemanlari [ﬂl,ﬂz,...ﬂ(m) /Z]T “dir ve [M k(a)] de kare

m

matristir. U, yaklagimi kullanilarak yar1 kalinlik analitik olarak

a=

I S

olarak bulunur.
3.4.2. Marshak Sinir Sarti

Marshak sinir sart1 ise vakum ile ¢evrili bir ylizeyde sisteme nétron giris akiminin
sifir olmasini gerektirir. Bu durum matematiksel olarak

1
juk(—y)y/(a,—y)dyzo k=1,35...N. (3.74)
0

bagintisi ile verilir. Denklem (69)’ yi Denklem (48)’ de kullanir ve Denklem (74) i¢in
yerine yazarsak,

=z

+1

B.Go (vd{ 1+ (=) cosh(cra/ v,) + (1— (=1)")sinh(o5a/v,) | 1, =0

el

N
n=0 1

3
Il

k=135,...N . (3.75)
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denklemini elde ederiz. Denklem igerisinde kullanilan | asagida verilen integral ile

nk>»

temsil edilmektedir.

- T sin((n+1)8) sin((k +1)6) SinO(—sin 0)d6 (3.76)

sin @ sin @
/2

ve yukaridaki denklem diizenlendiginde

/2

Iy = Jsin((n +1)0) sin((k +1)8) d@ (3.77)
0
elde edilir. Bu integralin sonucu
| _[sinn=k)0) _sin((n+k-+2)) e 378)
nk 2(n—k) 2(n+k+2) . '
ile verilir. Smir sartlar yerine yazilip diizenlendiginde
| /4, n=k=0
| :J.Un(,u)Uk(,u)w/l—,uzdy: 7/4, n=k=0 (3.79)
0 sin((—Kk)7z/2) N sin((+Kk)7z/2) Lk
2(n—Kk) 2(n+k+2)
bulunur ve sonug olarak
1
[U U, (1= 2 dpe = (-1, (3.80)
0

yazilabilir. Bu integralin eldesinde Chebyshev polinomlarmm U, (—x)=(-1)"U, (x) ile
verilen 6zelligi kullanilmastir.

Marshak sinir sart1 kullanilarak U, yaklagimina gore yapilan kritik yar1 kalinlik i¢in
analitik ifade

a= (3.81)

1 8
—tanh_l _——
20,+/1-c ( 3741 —cj

ile verilir. Her iki sinir sart1 ile elde edilen sonuglar cesitli ¢ degerleri i¢in ¢izelgeler
halinde verilecektir. Hesaplamalar karsilastirma amaci ile hem Py hem de Uy metoduna
gore ayr1 ayr1 hesaplanacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Simdiye kadar bu konuda yapilan ¢alismalara bakildiginda P, metodu veya Green

fonksiyonlart kullanilarak kritik kalinliklarin hesaplandigini gérmekteyiz. Bu ¢aligmada
P, metoduna benzer alternatif bir metot uygulayarak dilim geometride kritik yari

kalinliklart hesapladik. Uzunluk boyutu CGS sisteminde cm’ dir. Materyal ve Metot
kisminda goriilecegi iizere transport denkleminde kullanilan o, ve o, (toplam ve sacilma

. . . ey e et T T e e |
diferansiyel tesir kesitleri) niceliklerinin birimleri cm™’ dir. Reaktor fiziginde — niceligi
Oy

notronun sogurulmadan once gidebilecegi ortalama yol ( mean free path) olarak bilinir.

Denklem (3.81) incelendiginde denklemin R terimini icerdigi goriilmektedir. Bu
O7

denklemden €, yi kaldirdigimizda a’nin birimi mfp (mean free path) olur. Bu
Oy

caligmamizin tiim sayisal hesaplamalarinda o; =1cm™ kullandik ve sonug olarak a’ nin

biriminin dogrudan cm olacag asikardir. Buna gore Cizelgelerde verilen kritik yari
kalinlik degerlerinin birimi ¢m’ dir.

Yaptigimiz bu ¢alismada ndtron agisal akisini II. Tip Chebyshev polinomlari
cinsinden sonlu bir seriye actik. Onerdigimiz bu seri ifadesini notron transport denklemine
uygulayarak aki momentlerini elde ettik. Aki momentlerinin ¢6ziimii i¢in uygun
matematiksel varsayimlar kullanildi. Bu varsayimlar yardimi ile tipki Py yaklagiminda
oldugu gibi asimptotik ve siirekli ¢oziimler elde ettik. Uyguladigimiz bu Uy metoduna gore
sistemin asimptotik ve siirekli ¢ézlimlerinin olabilecegini gosteren v 6zdegerlerinin cesitli
C (fisyon basina ortaya ¢ikan ortalama ndtron sayisi) degerleri i¢in degerleri cizelgelerde
verilmigtir.

Dilim geometride Py ve Uy metodundaki v o6zdegerleri ¢ =0 oldugu durumda,
oy, (V)=0 ve Gy, (v)=0 denklemleri coziilerek elde edildi. a, (V)=0" dan elde

edilen kokler Py, (v)=0 ifadesinden elde edilen koklerle o6zdestir. Ayni sekilde
Gy, (V) =0’ dan elde edilen kokler de U, (v)=0 ifadesinden elde edilen koklerle

Ozdestir ve bu kokler [-1, +1] araligindadir. Eger 0 < ¢ <1 araliginda ise biitiin 6zdegerler
reeldir ve bir ¢ifti daima 1’ den biiyiiktlir (N6tron transport denklemi asimptotik ¢oziim).
Digerleri ise [-1,1] araligindadir. Eger ¢ =1 ise dzdegerlerin bir ¢ifti +ico ve digerleri [-
1,1] araligindadir. Son olarak ¢ >1 ise Ozdegerlerin bir ¢ifti sanal, digerleri [-1,1]
araligindadir. Kritik yar1 kalinlik hesaplamasinda denklemin negatif v 6zdegerleri, pozitif
v 6zdegerlerinin simetrigi oldugundan; pozitif 6zdegerleri kullanildi. Her iki metotla elde
edilen v 6zdegerleri yukarida anlatilan 6zelliklere uymaktadir.
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Cizelge 1. Dilim Geometride Kritik Kalinlik (cm, Mark Sinir Sart1)

C U; P, Us Ps Us Ps U, P Uy Py

1.01 [7.3556 8.4936 8.3600 8.3350 |8.3336 8.3325 |8.3331 8.3308 |8.3303 8.3303

1.10 [1.9994 2.3087 2.1473 2.1353  [2.1172 2.1210 |2.1174 2.1173 |2.1154 2.1158

1.20 [1.2860 1.4850 1.3259 13186 [1.2939 1.2986 [1.2942 1.2940 [1.2916 1.2922

1.30 [0.9765 1.1276 0.9771 0.9734 [0.9436 0.9490 ]0.9433 0.9430 ]0.9402 0.9409

1.40 [0.7960 0.9191 0.7785 0.7773  |0.7444 0.7502 10.7429 0.7428 |0.7394 0.7401

1.60 |0.5885 0.6796 0.5575 0.5590 |0.5238 0.5300 ]0.5201 0.5203 [0.5155 0.5165

1.80 [0.4702 0.5429 0.4360 0.4388 |0.4042 0.4102 ]0.3988 0.3993 |0.3934 0.3946

2.00 ]0.3927 0.4535 0.3588 0.3620 |0.3291 0.3348 ]0.3228 0.3235 ]0.3169 0.3182

Cizelge 2. Dilim Geometride Kritik Kalinlik (cm, Marshak Sinir sart1)

c U, P, Us; P; Us Ps U; P; Uy Py

1.01 |7.2676 8.4053 [8.3545 8.3350 |8.3287 8.3318 [8.3316 83308 |8.3296 8.3305

1.10 |1.9198 22287 |2.1410 2.1213 |2.1117 2.1159 |2.1157 2.1147 |2.1136 2.1142

1.20 |1.2141 1.4125 [1.3177 1.3020 |1.2876 1.2926 |1.2921 1.2910 |1.2897 1.2904

1.30 [0.9108 1.0613 ]0.9671 0.9549 10.9365 0.9420 [0.9408 0.9396 0.9381 0.9388

1.40 ]0.7356 0.8581 [0.7672 0.7577 10.7364 0.7422 10.7401 0.7388 |0.7370 0.7378

1.60 ]0.5365 0.6269 [0.5443 0.5384 |0.5145 0.5205 ]0.5164 0.5154 10.5126 0.5136

1.80 ]0.4244 0.4966 10.4221 0.4182 [0.3939 0.3997 10.3944 0.3935 ]0.3900 0.3911

2.00 0.3519 04121 [0.3447 0.3421 03183 0.3239 03177 03171 ]0.3129 0.3141

Bu caligmada, II. Tip Chebyshev polinomu yaklasimi yani Uy metodu kullanilarak
izotropik sac¢ilmali ve tek enerjili nétron tasinma denklemi ortam dilimi i¢in kritik yari
kalinliklar hesaplandi. Hesaplamalarda yaygin olarak kullanilan Mark ve Marshak sinir
sartlar1 kullanildi. Dilimin yar1 kalinliklar1 her iki sinir sart1 igin de ayri1 ayri tablolarda
farklt ¢ degerleri igin gosterildi. Bulunan sonuglar1 karsilagtirabilmek amaciyla hem Py
hem de Uy metoduna gore elde edilen sayisal veriler ayni c¢izelge igerisinde verildi.
Bulunan sonuglarda N degeri biiylidikkge Py ve Uy igin bulunan degerlerin birbirine
yaklagtig1 goriiliir. Hesaplamalarda bulunan sonuglar virgiilden sonra dordiincii basamaga
kadar yukar1 yuvarlama yapilarak verildi.

Cizelge 1°de c’nin 1.10 ve 1.20 degerleri i¢in U; yaklasiminda kritik kalinlik
degerinin azalmasi beklenirken ¢ok kiiclik bir artis gozlenmektedir. Bu artis sonucu
etkileyecek degerde degildir.

Cizelge 2°de Marshak sinir sart1 i¢in elde edilen degerler incelendiginde U7 yaklagimi

icin C’nin 2.00 degeri hari¢ tiim degerlerinde kritik kalinlik degerlerinin azalmasi
beklenirken ¢ok kiigiik bir artis gozlenmektedir.
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5. SONUC

Bu calismada dis kaynagin olmadigi tek boyutlu, ayni enerjili izotropik sagilmali,
notron transport denklemi igin ikinci tip Chebyshev polinomu yaklasimi ile dilim
geometride kritik yar1 kalinligin ¢éziimii yapildi. Bu yontemle ¢oziimiin yapilmasi igin
once Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri arastirildi. Bu 6zellikler Legendre polinomlari
ile karsilagtirildi. Chebyshev polinomlart arglimanlarinin degisim araliginin Legendre
polinomlarinda oldugu gibi [-1,1] araliginda degisiyor olmasi bu polinomlar ile ndtron
transport denkleminin ¢oziilebilecegi fikrini ortaya ¢ikardi. Notron transport denklemi 6nce
Chebyshev polinomu cinsinden seriye acildi. Seriye acilimindan elde edilen
denklemlerden 6zdegerler hesaplandi. Bulunan 6zdegerlerin Py yaklasiminda elde edilen
0zdegerlerle uyumlu oldugu goriildii. Hem Py hem de Uy yaklasimi icin diflizyon sabiti ve
difiizyon uzunlugu elde edildi. Bulunan sonuglarin karsilastirilmas: yapildi. Bulunan
0zdegerler kullanilarak kritik kalinliklarin hesaplanmasi i¢in yaygin olarak kullanilan Mark
ve Marshak sinir sartlari kullanildi. Hem Mark hem de Marshak sinir sarti igin U
yaklagimi i¢in analitik ifadeler elde edildi. Elde edilen bu esitliklerden Cizelgelerdeki U
degerleri hesaplandi.

Kiiresel harmoniklerin 6nemi, Laplace denkleminin bir formu olan Sturm-
Lioville’nin bir sonucunda yatmasidir. Bu 06zellige gore, kiirenin dis yiizeyinden
degerlendirilen herhangi bir f(&,¢) fonksiyonu kiiresel harmoniklerin yakinsak ¢ift serisi

olarak asagidaki gibi agilabilir.
f(6.0)=2 a,,Y, (0.0

Eger f(0,¢) biliniyorsa, katsayilar polinomlarin ortogonalite 6zelligi kullanilarak
tamami ile bulunabilir. Ornek olarak herhangi bir f (x) fonksiyonu ;

f(u)=a,P,(1)+a,P(x)+a,P, (1) +......... +a,P,(u)seklinde  Legendre  polinomu
cinsinden seriye agilmig olsun. Aymi1 f () fonksiyonu

f(u)=bU,(u)+bU, () +b,U, () +.......... +b,U, (1) seklinde ILtip Chebyshev
polinomu cinsinden seriye acildiginda b, katsayilarmin a, katsayilarina gére daha gabuk

sifira  yaklagtigi goriiliir. Bu c¢alismamizda belirtilen 06zelligi kullanarak  f ()

fonksiyonunu IL.tip Chebyshev polinomu cinsinden seriye agtik ve n’nin kiigiik degerleri
icin yakinsaklik sartin1 sagladik.

Iki siir sart1 ile elde edilen degerler Py yontemi ile elde edilen degerler ile
karsilastirildi.  Karsilastirma sonucunda degerlerin birbiri igerisinde uyumlu oldugu
gbzlendi. Bu sonug, ndtron transport denkleminin ¢ézliimii i¢in Uy yaklasiminin uygun
oldugunu ortaya cikardi.
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Ek Cizelge 1. Uy Yaklasimi i¢in v Ozdegerleri

c N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7
099 |5 5.787918451 5.793426223 5.796687093 5.796711686 5.796729215
0.00 0.4315235758 | 0.6312042063 | 0.7523121890 | 0.8185816683
0.00 0.2866356567 | 0.4773410361

0.00
1.01 | 5i 5.759050847i | 5.753734204i | 5.750498701i | 5.750522831i | 5.750540099i
0.00 0.4345004325 | 0.6336944466 | 0.7541695790 | 0.8199377502
0.00 0.2882263425 | 0.4793191627

0.00
1.10 | 1.581138830i | 1.779513042i | 1.765550651i | 1.755490049i | 1.756203295i | 1.756712133i
0.00 0.4477749842 | 0.6442659735 | 0.7617608140 | 0.8253881125
0.00 0.2954721805 | 0.4879603638

0.00
1.20 | 1.118033989i | 1.224744871i | 1.209762577i | 1.195286067i | 1.197230894i | 1.198544556i
0.00 0.4620881859 | 0.6547585670 | 0.7688709860 | 0.8303736243
0.00 0.3036432472 | 0.4969795750

0.00
1.60 | 0.6454972244i | 0.6236095645i | 0.6321230613i | 0.5984459354i | 0.6099591791i | 0.6134804478i
0.00 0.5105787654 | 0.6850172616 | 0.7876073232 | 0.8431091370
0.00 0.3359107256 | 0.5259623122

0.00
1.80 | 0.5590169944i | 0.5000000000i | 052868563171 | 0.4826443065i | 0.5023763351i | 0.5051223901i
0.00 0.5286856317 | 0.6949428225 | 0.7933687471 | 0.8469514977
0.00 0.3506394348 | 0.5364902512

0.00
2.00 | 0.5000000000i | 0.4082482904i | 0.4601975359i | 0.4004459362i | 0.4306530566i | 0.4311875630i
0.00 0.5432449774 | 0.7026309709 | 0.7977560115 | 0.8498664405
0.00 0.3638416341 | 0.5449615412

0.00

i=-1
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Ek Cizelge 1. (Devami) Uy Yaklasimi icin v Ozdegerleri

c N=8 N=9 N=10 N=11 N=12 N=13
0.99 | 5.796729347 5.796729450 5.796729451 5.796729451 5.796729451 5.796729451
0.8648324172 | 0.8939319105 | 0.9158302608 | 0.9309424575 | 0.9428826263 | 0.9516620018
0.5969763692 | 0.6852010400 | 0.7445466320 | 0.7911000614 | 0.8244860885 | 0.8517437788
0.2088372153 | 0.3596011110 | 0.4768000755 | 0.5623676349 | 0.6319240718 | 0.6843699923
0.00 0.1658149874 | 0.2986254264 | 0.4013818202 | 0.4865455438
0.00 0.1367015478 | 0.2484165567

0.00
1.01 | 5.750539970i 5.750539871i 5.750539871i 5.750539872i 5.750539871i 5.750539871i
0.8658117176 | 0.8946720890 | 0.9163876976 | 0.9313806598 | 0.9432265154 | 0.9519412668
0.5987092181 | 0.6866602278 | 0.7457298136 | 0.7920558550 | 0.8252661035 | 0.8523793257
0.2096679201 | 0.3606961714 | 0.4780031491 | 0.5634907526 | 0.6329616551 | 0.6852872164
0.00 0.1663603742 | 0.2994961100 | 0.4023352865 | 0.4875350124
0.00 0.1370679362 | 0.2489789392

0.00
1.10 | 1.756676521i 1.756648599i 1.756650556i 1.756652162i 1.7566522050i | 1.756651954i
0.8696941066 | 0.8975869633 | 0.9185708483 | 0.9330918428 | 0.9445662030 | 0.9530277883
0.6060658287 | 0.6926998573 | 0.7505575647 | 0.7959044675 | 0.8283835765 | 0.8549011096
0.2134528193 | 0.3655847189 | 0.4832561426 | 0.5683149515 | 0.6373438677 | 0.6891182496
0.00 0.1688459299 | 0.3034039564 | 0.4065470640 | 0.4918325207
0.00 0.1387349099 | 0.2515121459

0.00
1.20 | 1.198372538i 1.198235401i 1.198253426i 1.198268237i 1.198266291i 1.198264637i
0.8731796159 | 0.9001811370 | 0.9205001971 0.9345987188 | 0.9457426299 | 0.9539805323
0.6133874466 | 0.6984753642 | 0.7550773363 | 0.7994389595 | 0.8312170122 | 0.8571703431
0.2177382354 | 0.3709099122 | 0.4887536218 | 0.5732242197 | 0.6416810804 | 0.6928436726
0.00 0.1716647142 | 0.3077065903 | 0.4110503626 | 0.4962916291
0.00 0.1406209498 | 0.2543237152

0.00
1.60 | 0.6123773543i | 0.6110341457i | 0.6114586731i | 0.6117613524i | 0.6116663643i | 0.6115804756i
0.8818814108 | 0.9065956175 | 0.9252359557 | 0.9382855864 | 0.9486144611 | 0.9563044398
0.6348324506 | 0.7142776915 | 0.7670616942 | 0.8085568870 | 0.8384293107 | 0.8628724536
0.2353509542 | 0.3903403691 | 0.5068591262 | 0.5884448517 | 0.6544159399 | 0.7034461187
0.00 0.1834160006 | 0.3239624030 | 0.4267418151 | 0.5107372718
0.00 0.1484754120 | 0.2653030967

0.00
1.80 | 0.5040704589i | 0.5016510451i | 0.5025805913i | 0.5031071002i | 0.5029073831i | 0.5027015877i
0.8844716296 | 0.9084960194 | 0.9266344700 | 0.9393734482 | 0.9494616443 | 0.9569903275
0.6420295837 | 0.7192999578 | 0.7707877890 | 0.8113372564 | 0.8406105660 | 0.8645826630
0.2441208258 | 0.3986180182 | 0.5137387846 | 0.5939000977 | 0.6587588627 | 0.7069683333
0.00 0.1894583209 | 0.3312232017 | 0.4331042766 | 0.5161508331
0.00 0.1525442381 | 0.2704797798

0.00
2.00 | 0.4309495573i | 0.4270351050i | 0.4287674345i | 0.4294482326i | 0.4291528378i | 0.4287588519i
0.8864317016 | 0.9099335451 | 0.9276922897 | 0.9401966342 | 0.9501030655 | 0.9575099544
0.6476702573 | 0.7231689316 | 0.7736421483 | 0.8134559322 | 0.8422699562 | 0.8658811572
0.2526122141 | 0.4058816998 | 0.5194413141 | 0.5983143691 | 0.6622059915 | 0.7097387955
0.00 0.1955004094 | 0.3377850938 | 0.4385551938 | 0.5206165399
0.00 0.1566637954 | 0.2753565981

0.00

i=+-1
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Ek Cizelge 2. Py Yaklasimi igin v Ozdegerleri

c N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7
0.99 | 5.773502692 5.796550698 5.796728080 5.796729441 5.796729451 5.796729451
0.00 0.5050608168 | 0.7134696215 | 0.8152587259 | 0.8717253854
0.00 0.3113153430 | 0.5033956062

0.00
1.01 | 5.773502692i 5.750362307i 5.750541216i 5.750539864i 5.750539874i 5.750539874i
0.00 0.5091173350 | 0.7163470902 | 0.8170921343 | 0.8729205735
0.00 0.3131117484 | 0.5054072083

0.00
1.10 | 1.825741858i 1.751190071i 1.757034591i 1.756624892i 1.756653875i 1.756651832i
0.00 0.5269219538 | 0.7281314805 | 0.8243714313 | 0.8775962284
0.00 0.3212697841 | 0.5141677423

0.00
1.20 | 1.290994449i 1.183215957i 1.200164425i 1.198011237i 1.198298461i 1.198260588i
0.00 0.5454699848 | 0.7391495351 | 0.8308938951 | 0.8817075948
0.00 0.3304101992 | 0.5232635748

0.00
1.60 | 0.7453559925i | 0.5374838499i | 0.6278301076i | 0.6057890167i | 0.6133565215i | 0.6110608492i
0.00 0.6020171196 | 0.7675953067 | 0.8469135449 | 0.8916192039
0.00 0.3656379969 | 0.5521831971

0.00
1.80 | 0.6454972244i | 0.3872983346i | 0.5273616207i | 0.4910736741i | 0.5067627814i | 0.5012194995i
0.00 0.6206876317 | 0.7760569982 | 0.8515621985 | 0.8944762692
0.00 0.3811649279 | 0.5625991522

0.00
2.00 | 0.5773502692i | 0.2581988897i | 0.4611214048i | 0.4094944928i | 0.4358504705i | 0.4256671521i
0.00 0.6349087655 | 0.7823874897 | 0.8550331166 | 0.8966115108
0.00 0.3947831039 | 0.5709625835

0.00

i=+-1
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Ek Cizelge 2. (Devami) Py Yaklasimi icin v Ozdegerleri

c N=8 N=9 N=10 N=11 N=12 N=13
0.99 5.796729452 5.796729452 5.796729453 5.796729450 5.796729450 5.796729450
0.9060544831 0.9283892800 | 0.9436944328 | 0.9546200135 | 0.9626807528 | 0.9687915392
0.6273436568 0.7110748353 | 0.7699468914 | 0.8127644974 | 0.8448061086 | 0.8693697776
0.2238292764 0.3847605105 | 0.5025176741 | 0.5905354032 | 0.6577103778 | 0.7099714318
0.00 0.1744915738 | 0.3104154106 | 0.4171774200 | 0.5019948800
0.00 0.1429033009 | 0.2598240196

0.00
1.01 5.750539875i 5.750539875i 5.750539876i 5.750539877i 5.750539876i 5.750539877i
0.9068661755 0.9289627782 | 0.9441138914 | 0.9549359838 | 0.9629248014 | 0.9689840994
0.6291023614 0.7125095323 | 0.7710953194 | 0.8136832439 | 0.8455460520 | 0.8699714145
0.2247949798 0.3860667550 | 0.5038536424 | 0.5917727357 | 0.6588080881 | 0.7109265996
0.00 0.1750876519 | 0.3113063620 | 0.4181749879 | 0.5029946657
0.00 0.1433061674 | 0.2604639050

0.00
1.10 1.756651976i 1.756651966i 1.756651967i 1.756651967i 1.756651967i 1.756651967i
0.9100179947 0.9311811547 | 0.9457332797 | 0.9561547526 | 0.9638658849 | 0.9697267244
0.6365233379 0.7184302903 | 0.7757613975 | 0.8173750184 | 0.8484956515 | 0.8723555993
0.2291974103 0.3918751010 | 0.5096558524 | 0.5970411777 | 0.6634077238 | 0.7148779551
0.00 0.1778039547 | 0.3153015746 | 0.4225718155 | 0.5073307695
0.00 0.1451399962 | 0.2633443586

0.00
1.20 1.198265583i 1.198264925i 1.198265012i 1.198265000i 1.198265002i 1.198265001i
0.9127648925 0.9331063891 | 0.9471360926 | 0.9572099373 | 0.9646807837 | 0.9703701319
0.6438362855 0.7240677306 | 0.7801031182 | 0.8207562505 | 0.8511672046 | 0.8744978056
0.2341840360 0.3981510735 | 0.5156681921 | 0.6023216481 | 0.6679005727 | 0.7186614793
0.00 0.1808832591 | 0.3196929389 | 0.4272537672 | 0.5118187561
0.00 0.1472163399 | 0.2665363910

0.00
1.60 0.6117944351i | 0.6115647068i | 0.6116371537i | 0.6116143742i | 0.6116215421i | 0.6116192878i
0.9193398886 0.9377044112 | 0.9504867154 | 0.9597333136 | 0.9666329806 | 0.9719146147
0.6648778469 0.7394037614 | 0.7915200163 | 0.8294564025 | 0.8579425833 | 0.8798771215
0.2546013091 0.4204308211 | 0.5349665368 | 0.6181534541 | 0.6807507414 | 0.7291259543
0.00 0.1936854249 | 0.3362011653 | 0.4433901631 | 0.5262798711
0.00 0.1558718558 | 0.2789127766

0.00
1.80 | 0.5033989326i | 0.5025817636i | 0.5028947741i | 0.5027760278i | 0.5028212523i | 0.5028040607i
0.9212338243 0.9390309608 | 0.9514557706 | 0.9604651442 | 0.9672007601 | 0.9723650499
0.6718386362 0.7442641847 | 0.7950518958 | 0.8321087577 | 0.8599891428 | 0.8814922900
0.2646473879 0.4295662533 | 0.5420857764 | 0.6236351119 | 0.6850235593 | 0.7325120832
0.00 0.2002289107 | 0.3435292163 | 0.4498502832 | 0.5316723430
0.00 0.1603534809 | 0.2846753284

0.00
2.00 | 0.4303416983i | 0.4283685394i | 0.4292393922i | 0.4288634686i | 0.4290275091i | 0.4289563141i
0.9226516390 0.9400258275 | 0.9521838129 | 0.9610158702 | 0.9676286813 | 0.9727050074
0.6772701640 0.7480089275 | 0.7977552741 | 0.8341315268 | 0.8615466374 | 0.8827200011
0.2742499870 0.4373946563 | 0.5479004683 | 0.6280030314 | 0.6883797712 | 0.7351479313
0.00 0.2067327462 | 0.3501287095 | 0.4553484581 | 0.5361127047
0.00 0.1648828480 | 0.2900481141

0.00

i=+-1
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Fakiiltesi Fizik Bolimii’nii kazandi. 2003 yilinda lisans 6grenimini tamamladiktan sonra
aym y1l Kahramanmaras Siitgii imam Universitesi Fen-Bilimleri Enstitiisii Fizik Anabilim
Dali’nda yiiksek lisans 6grenimine bagladi. Yiiksek lisans 6grenimi siiresince Fen-Bilimleri
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stirdiirmektedir.
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