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Bu ¢alismada L, X ={x,,...,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest color Lie
stipercebiri olmak lizere L nin bir R alt cebiri icin R = L olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul verilmistir. Bu sonugtan hareket ederek Ozel olarak segilen wu,,u,,u,
elemanlarimin L igin test elemanlar1 oldugu gosterilmistir. Ayrica L nin hemen
hemen primitif ve test elemanlart bulunmustur. Bununla birlikte L nin jenerik
elemanlarinin  bir serisi de bulunmustur. Son olarak ¢ift Jacobian matristen
yararlanarak serbest Lie cebirlerinde herhangi bir u elemanmin A -primitif

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. Bununla beraber F, ranki n olan bir
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Let L be a free color Lie superalgebra generated by a finite set
X ={x,,...,x,} . In this study it has been given necessary and sufficient conditions for
any subalgebra R of L to be equal to L. From this result it has been shown that the
elements specially choosen elements u ,u,,u, are the test elements for L. In
addition, it has been obtained almost primitive and test elements of L. Besides, the
series of generic elements of L has been found. Finally, by the use of double
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1. GiRiS Dilek KAHYALAR

1.GIRiS

Lie cebirleri teorisi, matematik ve teorik fizikte uygulamalari olan modern
cebirin gelismis ve ilerlemis bir boliimiidiir. Bu cebirin kdkeni, P.Hall, W.Magnus ve
E.Witt in 1930 yillarindaki serbest ve nilpotent gruplarin yapisi ile ilgili
calismalarina dayanir.

Gruplar teorisi ile Lie cebirleri teorisi arasinda bazi benzerlikler vardir.
Gruplardaki bir¢ok sonu¢ Lie cebirlerindeki sonuglarla aynidir. Bir serbest grubun
her alt grubu da serbesttir. Bu teorem grup teorisinde énemli olmakla birlikte Lie
cebirleri teorisinde de benzer sekildedir. Yani bir serbest Lie cebirinin her alt cebiri
de serbesttir. Bu sonu¢ (Shirshov,1953) de gosterilmistir. Bu benzerliklerden bir
baskasi ise test elemanlari ile ilgili olan ¢alismalardir.

Test elemanlariin tarihi J.Nielsen ve W.Dicks zamanina dayanir. Uzun yillar
serbest gruplarin test elemanlar ile ilgili caligmalar yapilmistir. E.C. Turner test
elemanlarmin maksimal rankli elemanlar oldugunu ispatlamigtir. Bu sonuglarin
serbest Lie cebirleri ve serbest color Lie siipercebirleri i¢in uygulamalar
A.A.Mikhalev ve A.A.Zolotykh tarafindan yapilmstir.

Serbest Lie cebirlerinde ve serbest gruplarda bir otomorfizmin belirlenmesini
saglayan bircok algoritma vardir. Bunlardan en ¢ok bilineni, bir endomorfizmin
otomorfizm olmast icin gerek ve yeter kosulun bu endomorfizmin Jacobian
matrisinin tersinir oldugunu belirten algoritmadir.(V.Shpilrain, 1995,
U.U.Umirbaev,1990) Fakat bu algoritmada endomorfizm altindaki goriintiilerin
tanim1 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu probleme daha degisik yaklagimlarla ¢6ziim
bulmak miimkiindiir. Serbest color Lie siipercebirleri i¢in bu yaklasimlardan birisi de
(E.Aydin, N.Ekici) de gosterilen kriterdir.

Tezin ikinci boliimiinde bu kriterin daha basit bir ispat1 verilip sonug ranki
n > 2 olan sonlu rankli color Lie siipercebirleri i¢in genelleyerek bu cebirlerin bazi
test elemanlar1 belirlenmistir.

Ucgiincii béliimde serbest color Lie siipercebirlerinin jenerik, hemen hemen

primitif ve test elemanlarindan bahsedilmistir. Yeni hemen hemen primitif ve test
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elemanlar1 bulunmustur ve serbest color Lie siipercebirlerinin jenerik olan ve hemen
hemen primitif olmayan elemanlarina 6rnekler verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise serbest Lie cebirlerinde herhangi bir u
elemaninin A -primitif olabilmesi icin gerek ve yeter kosulun u nun ¢ift Jacobian
matrisinin serbest birlesmeli cebirde tersinir olmasi gerektigi gosterilmistir. Ayrica

F ranki n olan bir serbest Lie cebiri olmak tizere,n = 2m 1se buradan herhangi bir
A-primitif elemanin  [x,,x,]+[x;,x,]+...+[x,, ,,X,,,] elemaninin otomorfik
goriintlisii oldugu ve eger n tek ise F, de A-primitif elemani bulunmadig:
gosterilmistir. Bununla beraber F, nin otomorfizm grubunun tim A -primitif

elemanlar1 kiimesine gegismeli olarak etki ettigi de gosterilmistir.
Bu béliimiin, bundan sonraki kistminda tez boyunca kullanilacak bazi tanim
ve notasyonlar1 verecegiz.
Bu calismadaki biitiin Lie cebirleri aksi belirtilmedik¢e bir K cismi iizerinde

kabul edilecektir.

Tanmm 1.1: L, K cismi iizerinde herhangi bir vektdr uzayr olsun. Her
a,b e L i¢in (a,b)=ab, L de bilineer bir ¢arpma olsun. Bu ¢arpma her a,b,c € L

i¢in

(a,a)=0
((a,b),c)+ ((c,a),b)+ ((b,c),a) =0

kosullar1 sagliyorsa L ye bu carpimla birlikte K cismi {izerinde bir Lie cebiri denir.
Ikinci 6zellige Jacobi 6zelligi denir. Eger L vektor uzay1 olarak sonlu boyutlu ise L,

Lie cebiri de sonlu boyutludur.

Tamm 1.2: Her n > 0 tamsayisi igin

5%(L)=1L
§n+l — [é-n (L),é-nL]
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olarak tanimlanirsa {6"L}, ., dizisine L nin tliretilmis serisi denir.

Tamm 1.3: Bir F Lie cebiri herhangi bir X # @ kiimesi verildiginde her B

Lie cebiri i¢in & : X — B bir doniisiim olmak iizere, i : X — F doniisiimii i¢in
a=ni
olacak sekilde bir tek
n:¥F—>B
Lie homomorfizmi varsa (F,i7) ¢iftine X {izerinde serbest Lie cebiri denir.

Tanmm 1.4: L bir Lie cebiri A ={a,/i el } L nin elemanlarmin bir ailesi ve

F (1), I iizerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Eger
oi—>a

olacak sekilde F(/) dan L igine bir o morfizmi varsa ve o Orten ise 4 ya L nin

tireteg kiimesi denir. Eger o bijektif ise L serbest Lie cebiri olup A4, L nin serbest
irete¢ kiimesidir. 4 sonlu bir kiime ise L ye sonlu iiretegli Lie cebiri denir. Buna gore

bir serbest Lie cebirinin iki lirete¢ kiimesinin kardinalitesi aynidir.

Tanim 1.5: R bir K cismi tlizerinde cebir ve G de toplamsal bir grup olsun.

g €G icin R, ile G tarafindan etiketlenen alt uzaymni gosterelim. Eger {R, /g € G}
dizisi i¢in

i) R= @R,

geG

ii) Her g,g € G igin R,R.cR .

g
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kosullar1 saglantyorsa R ye G tarafindan derecelendirilmis cebir denir. g € G igin

R, nin elemanlarina g-inci dereceden homojen eleman denir.

I, R nin bir alt cebiri ve g € G i¢in I, =1 N R, olsun. Eger,

I1=®1

geG g

oluyorsa / ya R nin derecelendirilmis alt cebiri denir.

G degismeli bir grup, K ¢arpimsal grubu K™ = K \ {0} olan bir cisim;

e:GxG—> K"

ters simetrik bilineer form yani; her g,g,,g,,h,h,,h, € G i¢in

e(g, + &,,h) =¢(g,,h)e(g,,h),
e(g,hy +h,) =e(g,hy)e(g,h,),
(g, me(h,g) =1,

£(g,8) =71

olsun. G, ={g € G/&(g,g) =—1} olarak tanimlayalim.

Tanim 1.6: R = @G R, , K cismi lizerinde G-derecelendirilmis bir cebir
ge

olsun. a € R, i¢in d(a) = g olarak tanimlayalim. R tizerindeki [, ] islemi

x,y,z € R, G-homojen elemanlar i¢in;

[x, y]=—&(d(x),d(y)[x, ],
[x, [y, 211 =[x, ], 2]+ &(d (x), d (y))[y,[x, 2]]

kosulunu sagliyorsa R ye K cismi iizerinde bir color Lie siipercebiri denir.
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Tamm 1.7: L ve M (aym1 G grubu tarafindan derecelendirilmis) K cismi

tizerinde color Lie siipercebirleri olsun. Eger bir

fiL>M

K-lineer doniisiimii her a,b € L i¢in

f([a,b]) =11 (a), f(b)]

ve her g € G igin
fL)csM,
sagliyorsa f'ye sifirinct dereceden homomorfizm denir.

Tamm 1.8: X = bir kiime W (X) de X kiimesindeki yanyana ¢arpimiyla
olusan kelimelerin kiimesi olsun. 4 ile baz1 W (X)) olan serbest K modiilii gosterelim.
A daki carpim W (X)) kiimesini 4 nin alt yar1 grubu ve 4 y1 cebir yapacak sekilde tek
olarak belirlenir. W (X) de bos kelime 1 ile gosterilecektir. Bu durumda A4 serbest
tiretici kiimesi X olan, 1 birim elemanli bir serbest birlesmeli cebirdir.

X ={x,...x,} ve L=L(X) Xliizerinde serbest color Lie siipercebiri olsun.

Tanmm 1.9: 0:4—> K, 1<i<n i¢in o(x;)=0 olacak sekilde tanimlanan

homomorfizme genigletme homomorfizmi denir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi, bazi
X olan bir serbest sol A(X) modiildiir. Bu modiili A ile gdsterelim. Her u e A

n

elemant u = ZS—uxi formunda tek bir sekilde yazilabilir. # nun {x,,...,x,} bazina
X,

i=l1 i

gore koordinatlari olan g_u elemanlar1 fox tiirevleri olup bu tiirevler asagidaki
X .

1

sekilde tanimlanir.(Fox,1953)
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Tamm 1.10: Asagidaki kosullar1 saglayan 6i AX) > A(X) (1Li<n)
X,

1

dontistimleri sol Fox tlirevleri olarak adlandirilir.

Ox
i) 8_);] =9, (kronecker delta)

1

ii) Her u,ve 4 ve o, €K igin i(0m+,6’v):056—u+ﬂﬁ
Oox, ox, ox,

1

iii) Her u,ve 4 i¢in i(uv) = a—u.a(v) +u.ﬂ
ox, ox, ox

i i

a € A(X) i¢in a nin sag Fox tlirevi 2_8 seklinde gosterilir. Sag Fox tlirevleri
X

i

i¢in (i) ve (i1) kosullar1 ayni1 olup (ii1) kosulu; her u,v e A(X) igin,

0 ov  Ou
—= —t—.
) OxX, o) ox;, Ox, Y

i

seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.11: H ={h,,...,h,}, L nin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda H nin

Jacobian matrisi

olarak tanimlanir.

Jacobian matris serbest lirete¢ kiimelerinin belirlenmesinde 6nemli bir rol

oynar. L nin n elemanl bir kiimesinin iirete¢ kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosulun Jacobian matrisinin tersinir olmasi gerektigi U.U.Umirbaev tarafindan
(Umirbaev,1990) da gosterilmistir.

Tezin ikinci bdliimiinde yeralan temel problemimizin ¢éziimiinde 6nemli
yerleri olan asagidaki teknik teoremleri inceleyelim.

L bir serbest color Lie slipercebiri olmak iizere L nin n-inci alt merkezi

terimini y, (L) ile gosterelim. Ayrica R, L nin bir alt cebiri olmak iizere A, ile R

tarafindan tiretilen sag ideali gosterelim.

Teorem 1.1: wueL olsun. ueA,A olmas: icin gerek ve yeter kosul

S—u € A, olmasidir.

Xi

Ispat: ueA A ise jeA, ve feA igin u=j.f seklindedir. €A olup

A o

f=—x+.+—ux,
ox, Oox

n

olarak yazilabilir.

: .~ 9
<:>u:].f=].z%xi
i=1

Lo

o, ox,
dir.

Teorem 1.2: u <L olsun. u € y,(R) ise u € A,Adir.

Ispat: uey,(R) 1se u=[u,u,|=uu,—e(dw,),du,))u,u seklinde

yazilabilir. u, € R olup u, € A, dir. u, e R A olup u, € A dir. O halde u,u, € A A
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dir. u,eR ise u,eA,, uye Rc A olup u, €A dir. O halde u,u, € A;A dir. Bu
durumda u =[u,,u, | =uu, —(d(u,),d(u,))u,u, € A, A dir.

Teorem 1.3: y.(R)=y,(L)NR, 2<k <m olmak iizere

LAARA™ ! =3 [y;, (R),.ti, (R)]
seklindedir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 (Yunus,1984) de bulunabilir.

Bu teoremlerden yararlanarak asagidaki sonucu kolaylikla elde edebiliriz.

Sonug 1.1: ueL olsun. uey, (R) ise u e A,A" " dir.

Ispat: Ispati m iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m=2 i¢in: uey,(R) olup Teorem 1.2 den ueAgA dir. Iddia k <m igin dogru

olsun. uey, (R) ise f ey, (R), seR olmakiizere u=[f,s] seklindedir.

f €y, (R) olup tiimevarim hipotezinden f € A, A" dir.
u=[f,s]=fs—e(d(f),d(s)sf, feA,AN"*ve se Rc A olup fseA,A"" dir.
seA, ve feAA"? olup sf €A, A, A" dir. A, =R.A ve A=L.A olup A, C A
dir. O halde sf € A, A, A" > A, AN A, A" olup sf e A, A" dir ve
u=[f,s]=fs—e(d(f),d(s))sf € A, A"" elde edilir.

Asagidaki teorem serbest Lie cebirleri teorisinde iyi bilinen bir teorem olup ispati

(Shpilrain, 1993) de bulunabilir.

Teorem 1.4: u,v,,..,v, €L olsun.Eger u, 4 nin v,,...,v_ tarafindan iretilen

sol idealine ait ise 0 zaman L nin v,,...,v, tarafindan iiretilen alt cebirine aittir.

Ispat: L nin v,,...,v, tarafindan iiretilen alt cebirine N diyelim. L nin B siralt

bazini secelim dyleki

u,veBueN,vgN=>u<v
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olsun. /, 4 nmn v,,...,v, tarafindan iiretilen sol ideali olsun. Poincare-Birkhoff-Witt
Teoreminden / ideali w,,...,w,,k >1,w, € B,w, € N monomialleri tarafindan lineer

olarak iiretilir. uv =vu+ (u,v) esitligi kullanilarak / nin

W,eoW, k21w eBw eN w2=..2w,

monomialleri tarafindan lineer olarak iiretildigi goriiliir. Tekrar Poincare-Birkhoft-
Witt Teoremi kullanilarak bu ¢arpimin lineer bagimsiz oldugu sonucu elde edilir.
Buradan eger s € LN 1 ise s, BN N deki monomiallerin lineer kombinasyonudur,

yani s € N dir.
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2. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ OTOMORFiZMLERI
ICIN BIiR KRITER

Bu béliimde L, X ={x,,...,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest color Lie
stipercebiri olmak ilizere L nin x, € X lreteclerine bagl ozel segilmis u,,u,,u,
elemanlar1 ve bir R alt cebiri i¢in R=L olmast i¢in gerek ve yeter kosulun
u €y, (R) veya u, €y,(R) yada d(x;)e G olmast durumunda u, € y,(R) oldugu
ispatlanmistir. Bu sonugtan hareket ederek u,,u,,u, elemanlarinin L i¢in test
elemanlar1 oldugu gdsterilmistir.

X,....x, € L 1¢in [x,....x, ] ile [[...[[x,,x,],x,],...], x,] komiitatoriinii ve L nin

bir R alt cebiri tarafindan iiretilen sag idealini A, ile gdsterecegiz.

Tanmm 2.1: X = U cec X g» G-derecelendirilmis bir kime, xe X, i¢in
d(x)=g, A(X), G-derecelendirilmis birlesmeli cebir ve L(X), [A(X)] in X
tarafindan tiretilen alt cebiri olsun. O zaman L(X) serbest color Lie siipercebiridir.

c:AX)—>K, o(x)=0, i=1,2,...,n seklinde tanimlanan homomorfizmi

g06zoniine alalim. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi A ile gosterilir. A baz1 X olan serbest

sol A(X) -modiliidiir.

Tanmm 2.2: wuel olsun. ¥ nun ranki L nin otomorfizmleri altindaki

goriintilislinlin bagli oldugu x; serbest {lirete¢lerinin minumum sayisidir.

Teorem 2.1: u(x,,..,x,)eL ve deru=m=>=2 olan homojen bir eleman
olsun. O zaman agagidakiler birbirine denktir.

(@) ranku=n2=>2

(b) L nin keyfi bir lineer otomorfizminin altinda # nun goriintlisii en az n
serbest iiretece baghdir.

(¢) ¢, L nin bir endomorfizmi ve u € (¢(L)),, ise {x,,....,x,} < ¢(L) dir.

10
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Ornek 2.1: u=[x,x,]+[x,,x;]€ L olsun. u ikinci dereceden homojen bir

eleman olup u yu birlesmeli monomiallerin toplami olarak yazalim.
U= XXy = EpXyXy T X, X3 = &3 X3 X,

Simdi birinci basamaktan Fox tilirevlerini alalim:

ou
=&)X,

ox,

ou

— =X, —ExX
1 23713
Oox,

a_u—x
ax,

a—u:O,k¢l,2,3.

ox,
Bu tiirevlerin kiimesi W = {—¢&,x,,x, — £,;X;,X,} olsun. W nun gerdigi uzayin boyutu

2 olup u nun ranki 2 dir.

Tammm 2.3: wueL olmak lizere eger L nin her ¢ endomorfizmi igin

o(u)=u iken ¢ bir otomorfizm ise u ya test eleman1 denir.
Ornek 2.2: u=[x,x,]+[x,,x,] ve d(x,)2 G_ olsun.
QX =X, + Xy, Xy > Xy, Xy > X+ X, X, X,

seklinde tanimlanan ¢ otomorfizmi igin

11



2. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ OTOMORFiZMLERI Dilek KAHYALAR
iCIN BIR KRITER

pu) = @([x,, x, ]+ [x;,x,])
=[p(x,), p(x,)]+[@(x;), p(x,)]
=[x +x,,x, ]+ [x; +x,,x,]

:[x15x2]+[x3’x4]:u

olup u bir test elemanidir.

Teorem 2.2: L, K cismi lizerinde {x,,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest

color Lie siipercebiri ve R, L nin bir alt cebiri olsun. Buradan [x,x,]€y,(R) ise

R=1L dir.

Ispat: [x,x,]ey,(R) 1ise Teorem 1.2 den [x,x,]eA;A dir.

g, =¢&(d(x,),d(x,)) olmak lizere

a[xlaxz] — —512x2 ve a[xlaxz] =X1
ox; 0X5

olup Teorem 1.1 den —¢,,x, ve x, elemanlar1 R ye aittir. Diger taraftan {-¢&,x,,x,}

kiimesinin Jacobian matrisi

olup bu matrisin determinanti sifirdan farkhidir.

O halde {-¢,x,,x,} kiimesi L nin bir iirete¢ kiimesi olup L < R dir. Buradan R=L

elde edilir.
Teorem 2.3: R, L nin bir alt cebiri olsun. O zaman

(a) R=L olmasigin gerek ve yeter kosul [x,,...,x,] € y,(R) olmasidir.

12
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(b) n=2m icin R=L olmast i¢in gerek ve yeter kosul
[x,x, ]+ x5, x,]+...+[x,,, 1, X,,, ] € 7, (R) olmasidir.
(¢) n22 i¢in R=L olmast i¢in gerek ve yeter kosul

[x,x]+...+[x,,x,]€y,(R),d(x;) e G olmasidir.

nd

Ispat: (a) R=L ise u, =[x,..,x,]€y,(R) oldugu agiktir. Simdi
¢, =[x,...x,]ey, (R)

olsun. Sonug 1.1 den ¢, € A,A""dir. Ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz.
n=2 i¢in Teorem 2.1 den R=L elde edilir. £k <n i¢in iddianin dogru oldugunu

kabul edelim. ¢, € A,A"" olup x, ye gore tiirevini alirsak Teorem 1.1 den

ch =G € ARAW2
xn

elde edilir.Bu durumda Teorem 1.3 den ¢, , €y, ,(R) olup tiimevarim hipotezinden

X,,...,X, , € R elde edilir. Simdi ¢, nin sirastyla x,_,...,x; elemanlarina gore ardisik
olarak tilirevlerini alalim.

&,,,=¢(d(c,),d(x,)) olmak lizere

oc
n_ _ n-2
O - _‘C"nfl,nxncth € ARA
n—1
2
o°c
n _ n-3
B Ok - _gnfl,nxncrhS € ARA
n—-2%"n-1
-1
0" ¢
n _
- _‘C"nfl,nxn € AR

6X16XZ ce axnizaxnil

13
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£ - - Dilek KAHYALAR
ICIN BIR KRITER

elde edilir. -¢,,,x, €A, oldugundan -¢,,,x,€eR dir. O halde

n—-1,n""n

{x,.,x,,—€,,%,} © R dir. Bu kiimenin Jacobian matrisi

1 0 0
0 1 0
0 O € in

olup tersinirdir. Yani kiime L nin bir iirete¢ kiimesidir. Buradan L = R elde edilir.

(b) n=2m ve u, =[x,x,]+[x;,x,]+...+[x,,, 1, X,,, 1€ 7, (R)olsun. u, € A;A

olup k =1,...,m igin

Exprap = €(d(xy,_,),d(x,;,)) olmak lizere

ou
2 _
—= =—€,X, €Ay
1
ou
2=x, e,
0X,
ou
2
P Xom €A
X2m
ou
2
P €om1omXom € A
X2m—l

dir.Teorem 1.3 den —&,%,,X,,..., X,,,_1, =&, 1 2%, € R €lde edilir.

Y ={x,,=€,%,5 s X5 _1> =1 2mXam ) diyelim.Y nin Jacobian matrisi

14



2. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ OTOMORFiZMLERI Dilek KAHYALAR
iCIN BIR KRITER

10 0 0
0 -g, 0 0
0o 0 .1 0
0 0 ... 0 —& o

olup determinanti sifirdan farklidir. O halde Y kiimesi L i¢in bir {irete¢ kiimesi olup

R=L dir. R=L ise u, € y,(R) oldugu agiktir.

(©) u,=[x,x]+..+[x,,x,]€y,(R) oldugunu kabul edelim. u; € A,A olup

ou
—=2x, €A,
Xy
=2x, €A
aXz 2 R
2 =2x, e,

n

dir. 2x,,...,2x, € R ve {2x,,...,2x,} L nin bir lirete¢ kiimesi oldugundan R =L elde

edilir. Bu teoremin bir uygulamasi olarak serbest color Lie siipercebirlerinin

otomorfizmlerini kolaylikla ayirdedebiliriz.

Sonuc¢ 2.1: ¢, L serbest color Lie siipercebirinin bir endomorfizmi ve u,

u,,u,,u, elemanlaridan herhangi birisi olsun. ¢(u)=u ise ¢ bir otomorfizmdir.

ispat: ¢(u)=u olsun. u, =[x,,...,x,] icin $(u)=[4(x),s$(x,)]= 1,500, ]
dir. {4(x,),....#(x,)} tarafindan {iiretilen alt cebire R diyelim. [x,,...,x, ]y, (R)

oldugundan Teorem 2.2.(a) dan R =L dir. Yani {{(x;),...,0(x,)} L nin bir iireteg

kiimesidir. O halde ¢ bir otomorfizmdir.

15
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iCIN BIR KRITER

u, =[x,x,]+...+[x,, ,,X,,] olmasi durumunda @(u,)=u, oldugunu kabul edelim.

P(u,) =[P(x,), p(x)]+ ...+ [P(x,,, ), (X, )] =[x, 0, ]+ +[x,,0, %5, ] Ve u, €,(R)
olup Teorem 2.2.(b) den R=L dir. O halde ¢ bir otomorfizmdir.
u, =[x,x]+...+[x,,x,] olmast durumunda benzeri bir irdelemeyle ¢ nin bir

otomorfizm oldugu gortiliir.

Teorem 2.4: u < L olsun. Eger i)u nun ranki » den kiigiik ise veya ii)u ¢ L

ise u bir test eleman1 degildir.

Ispat: (i) u nun rankinin z den kiigiik oldugunu kabul edelim. Bu durumda L

nin  a(u)=v(x,...,x,),m<n olacak sekilde bir « otomorfizmi vardir. w

endomorfizmini

v(x)=x,1<i<m wy(x)=0,m<i<n

seklinde tanimlayalim. Buradan ¢=a 'wa endomorfizmi u yu sabit birakir ancak

bir otomorfizm degildir.

(i) u ¢ L olsun. O zaman m,,...,m, € K olmak lizere u =mx, +...+ m,x,

seklindedir.

1<i<k icin w(x;)=x, ve i >k i¢in y(x,)=0

olarak tanimlanan endomorfizmi diistinelim. w(u)=u oldugu halde y bir

otomorfizm degildir.

16



3. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ JENERIK, Dilek KAHYALAR
HEMEN HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

3. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ JENERIK, HEMEN
HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

Bu boliimiin birinci kisminda serbest color Lie siipercebirlerinin hemen
hemen primitif elemanlarinin yapisi hakkinda bilgi verecegiz. Ayrica bu sonuglardan
hareket edilerek test elemanlarinin nasil belirlenecegini ifade edecegiz. Ikinci
kisimda ise serbest color Lie siipercebirlerinin jenerik elemanlarindan bahsedecegiz.
Ayrica serbest color Lie siipercebirlerinin Z-jenerik olan fakat hemen hemen primitif

olmayan elemanlarina 6rnekler verecegiz.

3.1 Serbest Color Lie Siipercebirlerinin Hemen Hemen Primitif ve Test

Elemanlar

X sonlu bir kiime ve L = L(X), X kiimesi tarafindan iiretilen serbest color Lie
stipercebiri olsun.

Npozitif tamsayilar kiimesi olmak tizere
Hu:X—->N

agirlik fonksiyonu ve I'(X), X deki birlesmeli olmayan monomiallerin serbest grubu

olsun. S(X), X deki birlesmeli kelimelerin serbest yar1 grubu ve
~T'(X)—> S(X)

braketleri kaldiran homomorfizmi olsun. x,,...,x, € X i¢in

F(3nn,) = D0 ()

ve u € I'(X) olmak lizere

17



3. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ JENERIK, Dilek KAHYALAR
HEMEN HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

p(u) = (i)

dir.

Tanmm 3.1.1: L(X), X kiimesi tarafindan iiretilen serbest color Lie
siipercebiri ve Y < L(X) olsun. Eger 7, iirettigi alt cebirin bir serbest iirete¢ kiimesi

ise Y kiimesine bagimsizdir denir. Diger bir ifade ile eger Y nin elemanlari arasinda

sifirdan farkli bir bagint1 yoksa Y kiimesi bagimsiz bir kiimedir.

X kiimesi tarafindan tiretilen A(X) serbest birlesmeli cebirinin tizerindeki
bilinen uzunluk fonksiyonu ¢ ve ae€ A(X) igin @’ ile ¢ fonksiyonuna gore a

icindeki en yliksek dereceli monomiallerin toplamini gosterelim. Bu durumda a°, a

nin en biiyiik dereceli kismi olarak adlandirilir. degaile a nin igerdigi en biiylik

uzunluklu elemanin uzunlugunu gosterip a nin derecesi diyecegiz.

Tamm 3.1.2: Y < L(X) olsun. Her yeY icin y° elemant {u#°:ueY —{y}}

kiimesi tarafindan tiretilen alt cebire ait degilse Y kiimesine indirgenmis kiime denir.

Asagidaki teorem (Mikhalev, 1984), (Mikhalev,1985) de ispatlanmustir.

Teorem 3.1.1: L(X) in indirgenmis her alt kiimesi bagimsizdir.

Tanmm 3.1.3: S={s, /ael}, L nin bir alt kiimesi olsun. #, S nin non-

dejenere bir lineer doniisiimii ise ve her a € I, # f i¢in

O(s,)=s,

olacak sekilde S e[ varsa ve

18
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O(sp)=s,+f(is, /a# f})

oluyorsa @:S — S < L déniisiimiine S nin elemanter doniisiimii denir.

Tanim 3.1.4: L(X) in bir u eleman1 eger serbest lirete¢ kiimesinin elemani

ise u ya primitif eleman denir.

Tamm 3.1.5: L(X) in hemen hemen primitif eleman1 L de primitif olmayan

fakat L nin herhangi bir 6z alt cebirinde primitif olan elemanidir.

Ornek 3.1.1: X={x,y,z} olmak {lizere L=L(X) olsun.

u =[x, y]+[[x,z],z] eleman1 L nin hemen hemen primitif elemanidir.

aeL(X) icin ada ve Ada ile sol ve sag carpim operatorlerini gosterelim.

be L(X) igin

ada(b)=[a,b] , b(Ada)=[b,a]
dir.

Onerme 3.1.1: K, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim ve X = {x, y,z}

olsun. Buradan

u=[x,y]+(x)(4d(2))"  (k22)

eleman1 L nin hemen hemen primitif ve test elemanidir.

Ispat: u =[x, y]+[[x,z],2],z],....z] elemaninin L nin sonlu iiretilmis A alt

cebirine ait oldugunu kabul edelim. x>y>z ve {h,..,h } H nin serbest
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tireticilerinin indirgenmis bir kiimesi olsun. Buradan, u nun en yiiksek dereceli u’

terimi, 4/ ,..., 4, in bir polinomudur.
u’ =(x)(A4d(z))" olup u’=ah’ +f[th]/i# j}], 0£ae K dir. Eger u®, h; lineer
terimi igeriyorsa u=ah + ' ({h;/i# j}] seklindedir. Buradan u, H nin dretici

kiimesinin bir elemani olup primitiftir. Boylece u, L nin hemen hemen primitif

elemanidir.

Aksi taktirde yani u® lineer terim igermiyorsa u® = f({h;/i+ j}) ise zeH dir.

Ornegin,
[[)C,Z],...,Z] :f({hjg /l # J}) :[hlﬂhz]

olsun. Buradan da yine z € H oldugu sonucu elde edilir.

Simdi u agirlik fonksiyonunu
Hx)=Lu(y)=N>k,u(z)=1

olarak tammlayalm. {A,...,h } derece fonksiyonuna gore H alt cebirinin

indirgenmis bir iirete¢ kiimesi olsun.

AN A
A

u=[x,vy], h]',...,hm' lerin bir polinomudur. u, sifirdan farkl h, lineer toplamina

sahipse buradan

u=PBhrg(thli=ji, 0%pek
dir. Boylece LAt =ph+ g’({z h/i# j} veu, Hnin primitif elemanidir.

;t:[x,y]:g'(hi/i;tj):[hl',h;] olsun. Buradan y=#4, olup yeH dir. Eger

x,z € H ise buradan u =u—(x)(adz)" =[x,y]e H dir. Eger (u'),4,,...,h lere bagh
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bir lineer terime sahipse u, H nin primitif elemanidir. Aksi takdirde ye H ve
H = L(X) dir. Boylece u, L(X) in hemen hemen primitif elemanidir. # nun derecesi

1 olan bileseni olmadigindan u, L(.X) in test elemanidir.

Onerme 3.1.2: k, [ pozitif tamsayilar olmak iizere

u = (x)(Ady)" +(x)(Adz)’

elemaninin L(x, y,z) nin hemen hemen primitif eleman1 olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul min{k,/} =1 ve max{k,/} >2 olmasidir.

Ispat: k=/=1 olsun. Buradan u =[x,y +z] olup u, x ve y+z tarafindan

tiretilen L(x,y,z) nin bir alt cebirinin primitif elemant degildir. &,/ >1 oldugunu
kabul edelim.

u, = ()C)(Aa,’y)k_l,u2 = (x)(Aa’z)H,u3 =y,u,=z

olsun. Buradan U ={u,u,,u;,u,} indirgenmis kiimedir ve wu =[u,,u,]+[u;,u,],

H = L(u,,u,,u;,u,)# L(x,y,z) dir. Buradan

u=[x(Ady)"", (x)(Adz) "1+ [y, 2] =[x, 1, ] YLIIX, 21, 2D, s 2] [, 2]

olup u primitif eleman degildir. Boylece ispat tamamlanur.

Onerme 3.1.3: k,/>2 ve k # [ olmak iizere

(%, ) = (adx)* (y) + (x)(Ady)’

L(x,y) nin hemen hemen primitif elemanidir.
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Ispat: £ >/ oldugunu kabul edelim. Bu durumda u,, = (adx)‘(y) dir. u
eleman1 L(X) in sonlu Uretilmis / alt cebirine ait olsun. {A,...,4, } H nin serbest
iireticilerinin indirgenmis bir kiimesi olsun. Buradan u nun leading terimi u’,

h,...h lerin bir polinomudur. Onerme3.1.1 in ispatindaki gibi eger u, H nin

primitif eleman1 degilse buradan x € H dir. Bu durumda g agirlik fonksiyonu

ux)=Lu(y)=N>k

seklinde tanimlayalim. {hl',...,hm'} 4 agirhik fonksiyonuna gore H alt cebirinin

serbest iireticilerinin bir indirgenmis kiimesi olsun.

u ,(x,¥) = (adx)* (y) + (x)(Ady)

olup u ya H nin primitif elemanidir veya y € H dir. Eger ye H ise H = L(x, y) dir.

Boylece ispat tamamlanir.
3.2 Serbest Color Lie Siipercebirlerinin Jenerik Elemanlari

X ={x,,...,x,} ve L=L(X), Xlizerinde serbest color Lie siipercebiri olsun.

Tamm 3.2.1: U, D 6zdeslikler kiimesi ile tanimlanan Lie cebirinin bir sinifi

ve D(L) ,L nin verbal ideali olsun. Eger f €L i¢cin f e D(L) fakat L nin her H alt

cebiri i¢in f ¢ D(H) oluyorsa f'ye D-jenerik denir.
Tamm 3.2.2: U, Lie cebirlerinin abelyen sinifi ve L bir Lie cebiri olsun.

Eger f e<[L,L]> iken L nin her H alt cebiri i¢in f ¢<[H,H]> oluyorsa f ye Z-

jenerik denir.
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[L,L] nin u elemaninin Z -jenerik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

u= Zal.[ /.81 ., a, €K, olmak lizere {f,g,} kiimesinin L cebirini iiretmesidir.

], u; ve v; monomialler d(u,),d(v,)>1 ise buradan u, L

1

N
Boylece eger u = ZOzi[ui,v‘
i=1

nin Z -generic elemani degildir.

Teorem 3.2.1: u, L nin hemen hemen primitif eleman1 ve u €[L, L] olsun.

Buradan u, L nin Z -jenerik elemanidir.

Ispat: L nin H alt cebiri i¢in u €[H,H] olsun. u, L nin hemen hemen
primitif eleman1 oldugundan u, A nin primitif elemamdir. {u =h,h,,....h } kiimesi
H nin irete¢ kiimesidir. f,ge€ H olmak tlizere u=[f,g] seklinde yazildiginda

buradan i, =[f, g] celiskisi elde edilir. Dolayisiyla u, Z -jeneriktir.

Teorem 3.2.2: K, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim olsun.

1) Eger n=2m ise
u=[x,x]+..+[x,,..%,,]
L(X) in Z -jenerik elemanidir.
2) k[ tamsayilar ve k,,[. > 2k, # [ olmak lizere eger n=2m ise
u, (x;,x,)+ Uy (X,,_15%,5,,)
eleman1 L(X) in Z -jenerik elemanidir.

3) Eger n=2m+1 ve [ =22 ise buradan
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u=[x,x,]+ (xl)(Adx3)' +[x, x5 ]+ +[x,,,%,,, ]

L(X) in Z -jenerik elemanidir.

4 n=3m,|,..,[ =2 ise buradan

m

u=[x,x,]+(x )(Adx3)l‘ +o x5, 0, %5, 1+ (x5, )(Adx;,, )["’

eleman1 Z -jeneriktir.

Ispat: 1) wue[H,H] olsun. u=[h,h,] olmak iizere u nun x,,x,,

gore tiirevi alinirsa

6_u=_x2 =—hza—h1+hl%
ox, ox, ox,
a—u:xl :_h2%+hl%
ox, Oox, ox,
a@u x, =, oh, h Oh,
Xom-1 Xy Xy,

o Xy

elde edilir. x,,...,x, € H ve dolayisiyla / =L sonucu elde edilir. Yani L(X) in

ue[H,H] olacak sekilde bir alt cebiri bulunamaz. Dolayisiyla u, Z -jeneriktir. 2, 3

ve 4 sonugclar1 da benzer sekilde gosterilebilir.

Yardimei Teorem 3.2.1: L = L(x,y) ve/, x ile y nin sifirdan farkli bir lineer

toplami1 olsun. O zaman

1) L nin derecesi 4 olan bir g-homojen elemani igin [g,/]e L'* ise g

24

=0 dir.



3. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ JENERIK, Dilek KAHYALAR
HEMEN HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

2) L nin derecesi 3 olan bir f homojen eleman1 ve bir / lineer elemani i¢in

[[[x,y],x]),/]]=[f,!] ise buradan ya [/,/,]=0 veya [/,,x]=0 dur.

spat: 1) /=x olsun. g elemani sol normda

g=a[x,y,y,y]+a,[x,y,y,x]+as[x,y,x,x]

seklinde yazilabilir. Buradan

[g.0]=g =[x, 3,9, ¥, x]+ @, [x, 3, y, %, X]+ a,[x, , x,x,x] € L

oldugundan o, =a, =a; =0 olup g =0 dir.

2) l:a1x+a2y ’ 11:ﬂ1x+ﬂ2y ’ f271[[x,y],x]+72[[x,y],y] olsun.
Buradan [[x,y],x],/]1=[f,/,] olup hesaplamalar yapilarak o, =y,8, , o, =y, »

7,05, =0, y,B, =0 esitlikleri elde edilir. Bdylece istenilen baginti bulunmus olur.

Teorem 3.2.3: u =[x, y]|+[[x,y],x]+[[[x, ], x],[x,v]] elemam L = L(x,y)

serbest color Lie siipercebirinin Z -jenerik elemanidir fakat bu cebirin hemen hemen

primitif eleman1 degildir.

Ispat: u elemani [x,y] ve [[x,y],x] tarafindan iiretilen L nin alt cebirine

aittir. ¥ nun bu cebirin primitif elemani olmadig1 agiktir. Béylece u, L nin hemen

hemen primitif elemanm1 degildir. ¥ nun L nin Z-jenerik elemani olmadigini
varsayalim. Buradan L nin Oyle bir A alt cebiri vardir ki u e[H,H] dir. H® ile H
nin elemanlarimin leading terimlerinin bir alt cebirini gosterelim. H indirgenmis bir

kiime tarafindan iiretildiginden eger f €[H,H] ise buradan f° e[H’,H°] ve

u® =[x, ¥l xLlx, ylle[H",H"]
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dir. Buradan f,g € H’ olmak iizere u, [f,g] formunun derecesi 5 olan homojen

elemanlarimin bir lineer kombinasyonudur. d(f) > d(g) oldugunu kabul edebiliriz.

Eger d(g) =1 ise buradan g, L nin lineer elemanidir. Eger H° iki lineer bagimsiz
eleman iceriyorsa H =L dir. Boylece [ lineer bir eleman olmak {izere
u’ =[f.[x,y]]1+[g,l] oldugunu kabul edebiliriz. Buradan [g,/]e L® dir. Yardimci
Teorem 3.2.1 ile [g,/] = 0 dir. Bundan dolay1

f = [[x’y]’x] ve [[X,y],x],[X,y] eH’

ve [, ve [, lineer elemanlar olmak iizere H,

a:[[xay]ax]+ll H b:[an’]"‘lz

formundaki elemanlar igerir.

W:u_[aab]:[xay]+[[x9y]7X+ll]_[x=y9xﬂlz] E[H:H]

elemanini goz Onilinde tutalim. /, =0 oldugunu kabul edelim. Eger x+/, #0 ise

w’ =[[x,y],x+/[, e[H°,H°] dir. Bunun sonucu olarak x+/, € H dir. Bdylece
w—w’ =[x,y]e[H,H] ve H=L dir. Eger x+/, =0 ise [x,y]e[H,H] ve H=L
dir.

Eger [, #0 ise w’=—[x,y,x,l,]e[H°,H’] dir. [ , H nin sifirdan farkl1 lineer
eleman1 ve g, derecesi 3 olan H° 1n homojen elemani olmak tizere bu durum ancak
[x,y,x,0,]=[g,]] ise miimkiindiir. Yardimc1 Teorem 3.2.1 den ya /=a.l, veya
l=ax dir. Eger [, eH ise buradan [x,y]=b-[,e€H dir. [, =0 olmasi
durumunda oldugu gibi H =L dir. /=x e H olsun. Buradan a =[[x,y),x]+ Ay ,
b=[x,y]+yw e H ve 0y e K olarak kabul edebiliriz. Boylece

26



3. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ JENERIK, Dilek KAHYALAR
HEMEN HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

a-[bx]-w=(B-y")yeH

dir. H # L, =y’ oldugundan

W:”_[a,b]=[X,J/]"‘[[an/]ax+72J’]_7[X,yaan’]E[HaH]

dir. Bunun sonucu olarak

w’ :—7[x,y,x,y]e[Ho,H0]

dir. [x,y,x,y] elemam [x,y,x,v]=[x,y,y,x] seklinde tek bir takdime sahiptir.

Boylece [[x, yv],y]le H® ve c=[[x,y],y]+ v € H dir.

w, =w+yle,x] = 1=y x, yl+[[x, yl.a+y’yle[H,H]

elemanmi  gozoniinde tutalm. w? =[[x,y],x+y°y]e[H’,H’] olup bdylece

x+y’yeH dir. Buradan y # 0 oldugundan H = L dir.

Teorem 3.2.4: u=[[x,y],x", V" 1+[x".[x,v],x] n>n+k,n>1 ve k=>1

eleman1 L nin hemen hemen primitif ve Z -jenerik elemanidir.

Ispat: H, L nin bir alt cebiri ve {h,...,h,} H nin serbest iireticilerinin
indirgenmis bir kiimesi olsun. Eger u e H ise u” =ah! + f{h] :i# j} dir. u° lineer
terim igeriyorsa u, H nin lrete¢ kiimesinin bir elemani olup L nin hemen hemen

primitif elemanidir. Diger durumda u® = f{h, :i# j} oldugunu kabul edelim. Yani

v,v, € H olmak tizere u’=[x",[[x,y],x]]=[v,,v,] olsun. Buradan xeH dir.

Simdi ¢ agirlik fonksiyonunu
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HEMEN HEMEN PRIMITIF VE TEST ELEMANLARI

p(x)=1ve p(y)=N>m

A AN

olarak tammlayalim. Buradan wu=[[x,]],x"],»"] olup u, h,..,h, nin bir

polinomudur. », H nin primitif elemani degilse v,,v, € H olmak iizere LAt: [V, v, ]
dir. Boylece ye H olup H = L(x,y) dir. Buradan u, H nin hemen hemen primitif

elemanidir.
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4. SERBEST LIE CEBIRLERININ A-PRiMIiTiF ELEMANLARI

X ={x,...,x,} olmak lizere K <X >, X kiimesi tarafindan lretilen serbest
birlesmeli cebir ve L = L(X) serbest Lie cebiri olsun.
c:K<X>>K , o(x)=0, 1<i<n olarak tanimlanan homomorfizmin

cekirdegi olan A, bazi X olan bir serbest K <X > modiildiir. Her ue€ A igin

u= Zdi (u)x; seklinde tek bir sekilde yazilir. A, ile R tarafindan iiretilen ideali

i=1

gosterelim.

Tanmm 4.1: %,...,a—u elemanlart A y1 K <X > in bir sol ideali olarak

ox,  Ox

tiretiyorlarsa L(X) in u elemanina A -primitif eleman denir.

Tanim 4.2: Bir u € L(X) elemaninin ¢ift Jacobian matrisi

%(u){(%)%}

1<i,j<n
olarak tanimlanir.

Aut(L), L serbest Lie cebirinin otomorfizm grubu olsun.

Tanmmm 4.3: wu el olmak lizere u nun yoriingesi, L nin otomorfizmleri

altinda u elemaninin goriinttilerinden olusan kiimedir. Orb,,,, (u) ={p(u)/ $ € AutL}

seklinde tanimlanir.

Yardimer Teorem 4.1: ¢, L nin ¢(x,)=y,,1<k <n seklinde tanimlanan

bir endomorfizmi ve v =¢(u), u,ve K < X > olsun. Buradan
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d,0) =3 ¢(d, ()d (x,)

dir.

Yardimer Teorem 4.2: J, K <X > in u,,...,u, tarafindan serbest modiil

olarak iiretilen bir sag ideali olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

1) M =(a;), ., matrisi K <X > lizerinde tersinirdir.

11) y; = Zukak/., 1< j<m elemanlar1 J idealini K < X > nin sag ideali
k=1

olarak tretirler.

Ispat: M nin tersinir oldugunu kabul edelim. U'ile (u,...,u,) satir matrisini
ve Yile (y,,...,y,) satir matrisini gdsterelim. Buradan UM =Y olup buradan

YM ™ =U oldugu sonucu elde edilir.

J =<u,,...,u, > oldugunu kabul edelim. u,,...,u, €/ =<y,,...,y, > oldugundan
J I dir. Ayrica y,,...,y, €J ve y, = Zukakj oldugundan 7 — J dir. Boylece
k=1

I =J oldugu sonucu elde edilir.
Simdi de K < X > in herhangi bir B matrisi i¢cin YB =U oldugunu kabul edelim.
Buradan UMB =U olup MB =1 oldugu sonucu elde edilir. Boylece M tersinirdir.

Teorem 4.1: K, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim, X ={x,y} ve
O#uel(X) olsun.Orb(u), u elemaninin otomorfik  yoriingesi ve
Y(Orb(u)) < Orb(u) olacak sekildeki bir endomorfizm olsun. Bu durumda W bir

otomorfizmdir.

Ispat: A(y), x’ e bagh olmayan tiim monomiallerin toplami ve C(x) y’ e

bagli olmayan tiim monomiallerin toplami1 olmak tizere
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y(x)=x
w(y)=A(y)+B(x,y)+C(x)

olsun. u = y—C(x) primitif elemani i¢in,

)=y (y—Cx)=y(y)-Cx)=A(y)+B(x,y)+ C(x) - C(x) = A(y) + B(x,y)
dir. Boylece W(u), L nin primitif elemanidir. L(x,y) cebirinde genellestirilmis
derece fonksiyonunu g6z 6niine alalim:

N =Z" olmak tizere d(x) =N ve d(y)=1 olsun.

Bu derece fonksiyonuna gore L nin bir elemaninin leading terimini ve indirgenmis
kiimeyi tanimlayalim. indirgenmis bir kiimedeki bir polinomun leading terimi bu
kiimedeki elemanlarin leading terimlerinin bir polinomudur.

| X|=2 oldugundan ve L=L(X) in otomorfizm grubu elemanter

otomorfizmler tarafindan firetildiginden her v primitif elemani icin bir pozitif N

tamsayist vardir dyleki # nun leading terimi y’e bagh degildir. Boylece B(x,y)=0
ve w(u)=A(y) dir. d(y(u))>1 oldugunu kabul edelim. w(u) primitif eleman
oldugundan ve | X|=2 oldugundan {w(u),v} kiimesi L nin serbest iiretici kiimesi

olacak sekilde bir v primitif eleman1 vardir. Boylece bazi elemanter doniisiimler

yapilarak {x,y} kiimesi elde edilir. Buradan, d(v)<d((w(u)) oldugunu kabul
edebiliriz. d((w(u))< N alarak x’e bagl olmayan bir v eleman1 elde ederiz.y (u), v
elemanlart L(X) cebirini iiretirler. Bu bir ¢eligki olup buradan w(u)=ay,0#=ax € K

ve boylece i bir otomorfizmdir.

Teorem 4.2: K karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim, X ={x,,...,x,}
olsun. L(X), K cismi lizerinde bir serbest Lie cebiri olsun. Buradan;
(1) Eger n=2m ise buradan herhangi bir A-primitif eleman
[x,x,]+[x;,x,]+...+[x,, |,X,,,] in otomorfik goriintiisiidiir.

(2) Egerntek ise L(X) in A-primitif eleman1 yoktur.
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(3) L(X) cebirinin otomorfizmlerinin grubu tim A-primitif elemanlari

kiimesine gec¢igmeli olarak etki eder.

Ispat: X ={x,..,x,} olsun. Eger her r# 0 igin w(r)=0 ise w:Z" — Q"
bir fonksiyoneldir. (Burada Z, tiim negatif olmayan tamsayilar, Q. negatif olmayan

tiim rasyonel tamsayilar kiimesidir.)
A-primitif elemanin otomorfik goriintiisi de A-primitif elemandir.

w, =w(x,),l<i<n olsun. Q=(w,..,w,) satirlar1 tiizerinde kismi siralamayi
gdzoniine alalm. Eger 1<i<n ig¢in w, >w, ve herhangi bir j igin w'j >w, ise
Q > Qdir. w, maksimum Q satir1 ile bir fonksiyonel olsun dyleki u elemaninm v

otomorfik goriintiisiiniin w ya gére v en yliksek dereceli teriminin derecesi 1 olsun.
u =v oldugunu kabul edebiliriz. # eleman1 1 uzunluklu toplamlara sahip degildir. u,

A-primitif oldugundan maksimal rankhidir ve x,..,x, lere baghdir ve

2%n

m; € K <X >,1<i, j<n elemanlari vardir dyleki

u .
m,—+..+m, — =X, 121,...,1’1 (*)

dir.

u elemaninin uzunlugunun 2 den biiyiik oldugunu kabul edelim. Buradan (*)

dan u nun u en yliksek dereceli terimi i¢in su bagint1 vardir:

A A
ou ou
m—+..+m

noA = 0
ox, ox,

Buradan L(X) in ¢ w-homojen otomorfizmi vardir 6yleki v =¢(x,) elemaninin v*

en yliksek dereceli terimi #» den daha az serbest tireteglere baglidir. v ninx, e bagh
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olmadigim kabul edebiliriz. v, x, e bagl oldugundan w fonksiyonelini gézdniinde
bulundurabiliriz. w, = w(x,) rasyonel sayisin1 v nin leading terimi x, e bagl yeni
fonksiyonele bagli oluncaya kadar arttiririz. Bu degeri w, igin sabit birakip ve
i=2,..,n i¢in w, =w, almirsa buradan v elemanm w ye bagl oldugu sonucu elde

edilir. Ayn1 zamanda ilk terim ile Q > Q ve w fonksiyonelinin maksimal &zelligi ile

celiski elde ederiz. Boylece u nun uzunlugu 2 dir ve

u= Zal_j[xl.,xj] , a; €K

1<i<j<n

u maksimal ranka sahip oldugundan lineer otomorfizm uygulanarak Y ={y,,...,y,}

yeni serbest lireticilerinde

u=[y, 1+ Y. Bv.yv,1 . B €K

3<i<j<n

dir. u elemanini maksimal ranka sahip oldugundan bu sekilde devam edilerek

n =2m olmasi durumunda u elemani
u=[x,x,]+[x5,x,]+...+[x,,1,%,,]

elemaninin otomorfik goriintlisiidiir.

n nin tek olmasi durumunda L(X) in A-primitif elemanlar1 olmayacagi

aciktir.(1) ve (2) den (3) elde edilir.

Sonu¢ 4.1: (i) ue€L(X) elemaninin A-primitif olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul D :[ Ouy 0 ] matrisinin K < X > de tersinir olmasidir.

(ii) K, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim ve
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X ={x,,...,x,,} olsun. L(X), K cismi lizerinde serbest Lie cebiri olsun. ¢, L nin bir

endomorfizmi olsun Oyle ki u, A-primitif eleman: i¢cin @(u) da A-primitif eleman

olsun. Buradan ¢, L(X) in bir otomorfizmdir.

Ispat: D, matrisinin tersinir oldugunu kabul edelim. D =((§—u)aiJ
X~ OX

olup Yardimc: Teorem 4.2 den y, = Zxk (2—“)%, A idealini K < X > in sag ideali
k=1 X, OX;

olarak uretir.

olup buradan u A primitiftir.
Simdi ¥ nun A primitif oldugunu kabul edelim. O zaman u nun tiirevleri A y1 sag

ideal olarak uretirler.

ou ou, 0
Y n
ox, o = Ox; Ox,

i

olmak iizere o elemanlar1 A y1 sag ideal olarak iiretirler. Yardimci Teorem 4.4

den ((a—u) ij matrisi tersinirdir.

Tanim 4.4: J, A(X) in bir sag ideali olsun. Eger ge L i¢in g nin Fox
tiirevleri J yi1 sag ideal olacak sekilde tiretiyorlarsa g ye J- primitif eleman denir.

Sonu¢ 4.2: g, L(X) in ranki n olan bir elemant ve J, A(X) in S—g
X

elemanlar1 tarafindan iiretilen bir sag ideali olsun. Eger L nin bir ¢ monomorfizmi g

yi baska bir J-primitif elemana gotiiriiyorsa ¢ bir otomorfizmdir.
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Ispat: 7 =¢(g) J-primitif eleman olsun. g nin ranki n oldugundan J sag

ideali n treteglidir. G_g,m’ﬁ_g .J nin serbest lretecleridir. Bunlar A(X) iginde

ox,  Ox

n

bagimli ise a,,...,a, € A(X) vardir ki

ala—g+.. +ana—g=0
ox, ox,
dir. Buradan
B _, 8, mE
OX, ox, ox,

olup J, n den daha az eleman tarafindan fretilir. Yardimci Teorem 4.2 den

M € GL(A < X >) matrisi i¢gin

d,(h),....d,(h))=(d,(g),....d,(g)M
dir.
d,(h),....d,(h)) = (¢(d,(g)),...4(d,(g)))J,

esitliginden dolay1

(&), d,(8) = ($(d,(2)),... §(d,, (gD M~

dir. Bunun anlami J < ¢(J) olmasidir. J < ¢(J) oldugunu kabul edelim. ¢ bir

k+1

monomorfizm oldugundan k >1 igin ¢*(J) < ¢"*'(J) dir. Buradan n-iiretecli idealin

artan sonsuz dizisi elde edilir ki bu miimkiin degildir.
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Serbest iiretici kiimesi {a,,...,a,} ve {b,...b,} olan J, ve J, sag ideallerini

n

gozoniinde bulunduralim. Bu kiimeler indirgenmis olup her b, = zz av, seklinde

=1 i
yazilabilir. Sonlu farkli sag ideallere sahip oldugundan J c ¢(J)c ¢*(J)... dizisi
miimkiin degildir. Béylece J =¢(J) olup Yardimer Teorem 4.2 ile J,M ! tersinir

olup J, tersinirdir. Buradan ¢ bir otomorfizmdir.

Sonu¢ 4.3: geL(X) ranki n olan bir eleman olsun. Eger L nin bir ¢

monomorfizmi i¢in ¢(g)=g oluyorsa ¢ bir otomorfizmdir.
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