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OZET

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugsmustur.

Birinci boliimde; iinlii bir matematikci olan Oklid ve onun meshur geometrisi;
oklid geometrisi hakkinda bilgi verildi. Oklid aksiyomlar: ve postiilatlarmdan
bahsedildi.

Ikinci boliimde; Acilar iizerinde duruldu. Ac1 kavrami ve cesitlerinden
bahsedildi, Temel teoremler ve ispatlar iizerinde duruldu.

Uciincii boliimde; Ucgenler ele alindi. Ucgen kavrami, yardimer eleman-
lar1 ve Ucgen cesitlerinden bahsedildi. Temel teoremleri ve ispatlar iizerinde
duruldu.

Dordiincii boliimde; Ucgenlerde Benzerlik kavrami ele alindi. Benzerlik
aksiyomlari, Temel oranti teoremi, Agiortay ve kenarortay teoremleri ve is-
patlari tizerinde duruldu. Ayrica Oklid ve Baz1 Ozel teoremlerin ispatlarmdan
bahsedildi.

Tezimizde yararlanilan kaynaklarin en énemlileri tezin sonunda belirtilmis

olmakla beraber, ana kaynak olarak [1] ve [2] den faydalamlmigtir.
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the great mathematician eucledies and the famous
geometry, the euclidean geometry, is introduced. The euclid axioms and
postulates are given.

In the second chapter, the concept of angle, some kind of special angles
and some basic theorems are discussed.

In the third chapter, the concept of triangles and some theorems about
triangles are given.

In the final chapter, “The similarity on triengles” and “similarity axioms”

and some special theorems are discussed.
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Euclid (M.O. 325-M.0. 265)

Oklid’in yasami konusunda hemen hemen hicbir sey bilinmiyor. Onceleri
bir Yunan kenti olan Megara’da dogdugu sanildiysa da, sonradan Megarali
Oklid’in, Elements’in yazar1 Iskenderiyeli Oklid’den yiizy1l kadar énce yasamis
olan bir felsefeci oldugu ortaya cikmistir. Oklid gelmis gecmis matematikei-
lerin icinde adi geometri ile en ¢ok 6zdestirilen kisidir. Geometri diinyasinda
kapladigr bu secgkin yeri kendisinin biiyiik bir matematik¢i olmasindan ¢ok,
geometrinin baglangicindan kendi zamanina kadar bilinen tiim bilgileri ismi
ile Elements adin1 tasiyan kitabinda toplamasiyla elde etmistir. Oklid der-
lemesinin tutarh bir biitiin olmasini saglamak icin, kanit gerektirmeyen apagik

gercekler olarak 5 aksiyom ortaya koyar. Diger biitiin ¢nermeleri bu aksiy-



omlardan c¢ikarir.

Oklid geometrisi 19. yiizyiln basma kadar rakipsiz kaldi. Hatta 20.
yiizyilin ortalarina kadar bile orta 6gretimde geometri, Oklid’in 6gelerine bagh
olarak okutuldu.

Oklid’in, “Elements” olarak adlandirilan yapiti, 13 kitap’tan olusuyordu
ve sirastyla su konular: iceriyordu:

° I. Kitap: Benzerlik (iiggenlerin benzerligi, pergel ve cetvelle ¢izilen
basit geometrik gekiller, bir {icgenin acilarina ve kenarlarina iligkin egitsizlik-
ler), paraleller (paralel dogrularin 6zellikleri ve paralelkenarlar), Pythagoras
teoremi.

o II. Kitap: Geometrik cebir (a+b)? = a? + 2ab + b? gibi bugiin
cebirsel olarak ele alinan, ama o zamanlar geometrik olarak diigiiniilen 6zdes-

likler, alanlar.

° III. Kitap: Daire ve ac1 ol¢timleri.
° IV. Kitap: Daire icine ve digina ¢okgenlerin ¢izimi.
° V. Kitap: Geometrik olarak incelenen seylerin biiytikliikleri ve mik-

tarlar1 arasindaki iligki, kesirli cebirsel denklemlerin geometrik ¢oziimii.

° VI. Kitap: Cokgenlerin benzerligi.

° VIL., VIII. ve IX. Kitaplar: Aritmetik (sayilar teorisi geometrik
olarak incelenmistir)

° X. Kitap : Orantisizlik.

° XI., XII. ve XIII. Kitaplar: Uzay geometrisi (ii¢ boyutlu cisimler,
ornegin bes diizgiin yiizlii cisimin 6zellikleri incelenmigtir).

Elementler’e sonradan iki kitap daha eklenmistir ve bunlar1 Oklid’in yaz-
madig1 tahmin edilmektedir.

° XIV. Kitap’ta bir kiire icine ¢izilen diizgiin ii¢ boyutlularin mukayesesi

yapilmistir ve bu kitabm Hypsicles (M.O. 2. yiizyihn ikinci yaris1) tarafindan



Apollonius’dan etkilenerek yazildigi sanilmaktadir.

° XV. Kitap’ta ise diizgiin ii¢ boyutlularin birbiri i¢ine nasil ¢izilecegi
ve ag1 ve kenar hesaplarinin nasil yapilacagi incelenmistir. Bu kitabin Miletli
Isidore (532) tarafindan yazildig1 diigiiniilmektedir.

Iskenderiye’de yazilmis olan Elementler’in iceriginden cok, kapsamis oldugu
konularin sunulus bicimi énemlidir; Once bir takim tanimlar, aksiyomlar ve
postiilalar verilmis ve teoremler bunlara dayanarak kamtlanmistir. Boylece
geometri, belirli tanim ve ilkeler cergevesinde yapilandirilmig olmaktadir.

Elementler’de nokta, cizgi, yiizey ve cisim gibi geometrik kavramlar tanim-
landiktan sonra, aksiyomlara gegilmistir. Aksiyom, dogrulugu acik ve segik
olan onerme demektir. Oklid’in aksiyomlar: sunlardir:

Aksiyomlar:

Ayni geye esit olan seyler birbirlerine de egittirler.
Esit miktarlara esgit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.
Esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikartihirsa, esitlik bozulmasz.

Birbirine cakisan seyler birbirine esittir.

AN T

Biitiin parcadan biiyiiktiir.
Aksiyomlardan sonra da postiilatlar verilmigtir. Postiila, ispat edilmek-

sizin dogru olarak benimsenen 6énerme demektir. Oklid’in postiilatlar ise

sunlardir:

Postiilatlar:

1. Iki nokta arasini birlestiren en kisa yol bir dogrudur.

2. Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.

3. Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir
¢emberdir.

4. Biitiin dik acilar birbirine egittir.

5. Iki dogru bir iciincii dogru tarafindan kesilirse, icte meydana gelen



acilari toplaminin 180 dereceden kiiciik oldugu yonde bu iki dogru kesisir.

Bu 6nermelerden, uzayla ilgili oldugu halde, Oklid’in acikca belirtmedigi
ti¢ 6bnerme daha cikarilabilir:

1. Uzay ii¢ boyutludur.

2. Uzay sonsuzdur.

3. Uzay homojendir.

Uzun siire postiila olarak adlandirilan 6énermelerin yapilar1 tam olarak
anlagilamanus ve Oklid ’in paraleller postiilasi adiyla tanian besinci postiilasi
matematikgiler tarafindan sanki bir teoremmis gibi kanitlanmaya caligilmigtar.
Bazi matematikgiler ise, bu postiilay1 daha kullamigli bagka bir postiila ile
degistirmek istemiglerdir. Paraleller postiilasi yerine konulan en taninmig
postiilatlar sunlardir:

1. Bir tiggenin i¢ acgilar1 toplami 180 derecedir.

2. Bir dogruya disindaki bir noktadan yalnizca bir tek paralel gizilebilir.

Oklid besinci postiilanmn gerekli oldugunu gormiis ve sezgisel olarak en
yalin bi¢imini se¢misti; bu da onun dehasinin gostergelerinden yalnizca bir
tanesidir.

19. yiizyi1lda paraleller postiilasi degistirilerek Oklid dis1 geometriler ku-
ruldu. Nicolai Lobatchevski (1792-1856), "Bir dogruya, disindaki bir nok-
tadan pek c¢ok paralel cizilebilir veya bir tiggenin i¢ acilar1 toplami 180 derece-
den kiigiiktiir" 6nermelerini ve Bernhard Riemann (1826-1866) ise "Bir dogruya
disindaki bir noktadan paralel cizilemez veya bir ticgenin i¢ acilar1 toplami
180 dereceden biiyiiktiir" cnermelerini, beginci postiilanin yerine gegirerek,
Oklid dis1 geometrilere ulastilar. Felix Klein (1847-1925) bu geometrilerin
birbirleriyle olan iligkilerini gosterdi. Ona gore,Oklid geometrisi sifir egrilikli
bir yiizeye isaret eder ve pozitif egrilikli bir yiizey (6rnegin kiire-dig1) iiz-

erindeki Riemann geometrisi ile negatif egrilikli bir yiizey (6rnegin kiire-ici)



tizerindeki Lobatchevski geometrisi arasinda yer alir; yani, parabolik geometri
olan Oklid geometrisi, elliptik geometri (Riemann) ile hiperbolik geometrinin
(Lobatchevski) limitidir.

Birden fazla geometrinin ortaya ¢ikmasi, akla bunlardan hangisinin dogru
oldugu sorusunu getirebilir. Boyle bir soru anlamsizdir; ¢iinkii teoremlerin
dogrulugu, dayandiklar1 postiilatlara baghdir. Hangi geometri inceledigimiz
konuya uygunsa, o geometriyi kullaniriz. Su halde, "Hangi geometri dogrudur?"
sorusu yerine, "Hangi geometri yararlidir?" sorusunun sorulmasi daha yerinde
olacaktir. Uzerinde yasadigimz Diinya’da, yani orta olcekli boyutlarda Ok-
lid geometrisi gegerlidir, ama Einstein, gorelilik kuramini olugtururken, dogal

olarak Riemann geometrisini kullanmigtir.



Bolim 2

ACILAR

2.1 Ac ve Temel Kavramlar

Tanim 2.1: Diizlemde baslangic noktalari ortak olan iki 1g1nin birlegimine
acl denir. Baglangic noktasina aginin kosesi, 1sinlara da aginin kenarlari denir.

[OA ve [OB aginin kenarlari, O noktasi ise aginin kogesidir.

Sekil 2.1

Kosesi O, kenarlar1 [OA ve [OB olan ag A/O\B, BOA veya O seklinde

gosterilir.



2.2 Acimin Bolgeleri

Ag1, bulundugu diizlemi ii¢ bolgeye ayirir. Bunlar; aginin kendisi, i¢ bolgesi
ve dig bolgesidir.

Sekil 2.2 de goriildiigii gibi AOB agisinin [O A 1simmin B noktasi tarafinda
kalan yar1 diizlemi ile [OB 1ginmin A noktasi tarafinda kalan yari diizleminin
kesigimine o aginin i¢ bolgesi, ag1 ve i¢ bolgesine ait olmayan kismina ise dig
bolgesi denir.

Diger bir ifadeyle aginin kenarlar1 tarafindan belirlenen yari diizlemler,
Ey, Ey, Fy ve Fy olsun. Eq, ve F; yan diizlemlerinin kesisim kiimesine AOB
agisinin i¢ bolgesi, Fy ve Fy yari diizlemlerinin birlesim kiimesine de AOB

agisinin dig bolgesi denir. Aginin kosesi ve kenarlarina da aginin kendisi denir.

g5
E:
Sekil 2.2 Sekil 2.3
AOB agisinin igbholgesi AOB agisinin dis bolgesi
E.NF,y Es UF,

Tanim 2.2 :

Bir acinin i¢ bolgesi ile kendisinin birlegsim kiimesine, bu ac¢inin agisal
bolgesi denir. AOB agisinin agisal bolgesi (A/O\B ) seklinde gosterilir.

Tanim 2.3 :

Birer kenarlar ortak, i¢ bolgeleri ayrik; Baska bir deyisle koseleri ve birer



kenarlar1 ortak olan, fakat hi¢ ortak i¢ noktalar1 olmayan iki aciya komsu

acilar denir.

L 4

Sekil 2.4

Sekil 2.4 de AOC ile COB komsu acilardir.

Tanim 2.4 :
Ortak olmayan kenarlar: zit 1silar olan komsu iki aciya dogrusal c¢ift olus-

tururlar denir.

Sekil 2.5

Sekil 2.5 de A, O ve B noktalar1 dogrusal, [OA ile [OB =zt 1ginlar oldugun-
dan AOC ve COB dogrusal ¢ift olustururlar.

Tanim 2.5 :
Bir acinin kenarlarindan biri baglangic, digeri bitig kenar1 olarak diisiiniiliirse,
saatin donme yonii negatif, tersi yonii ise pozitif yon olarak kabul edilir. Boyle

acilara yonlii agilar denir.



T Y “baglangg kenan  py
Sekil 2.6 Sekil 2.7
AOB negatif yonlii ac MLE pozitif yonlii aci

2.3  Acimn Olgiisii

Tanim 2.6 :

Bir AOB agis1 igerisinde birim olarak secilen acinin kag defa bulundugunu
gosteren sayiya AOB agisinin 6l¢iisii denir.

AOB agisiin olgiisii m(A/O\B) seklinde gosterilir. Acilar gesitli 6lgii bir-
imleriyle 6lciilmektedir. Bu 6l¢ii birimleri derece, radyan ve grad dir. Acilar
derece ya da grad bolmeli iletki adi verilen bir aletle o¢lgiiliir. Biz burada
yalnizca derece 6l¢ii birimini kullanacagiz.

Tanim 2.7 :

Bir cember yay1 360 es parcaya boliiniirse, 360 es yay elde edilir. Bu es
yaylardan birini goren merkez acinin olgiisiine 1 derece denir. Bir derece 1°
seklinde gosterilir. Bu agiya da 1° lik ag1 denir. O noktasi ¢cemberin merkezi,

|OA| = |OB| = r ¢emberin yarigapidir.
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Sekil 2.8

. 2mr —— o
|AB| = ﬁ - m(AOB) =1

Baz1 ac1 hesaplamalarinda daha kiiciik ac1 6l¢ii birimlerine ihtiyag duyulur.
Dereceden daha kiiciik olan bu 6lcii birimleri dakika ve saniyedir. Bu birimler

derecenin askatlaridir.

1 1
Bir derecenin 50 ma 1 dakika, bir dakikanin 50 ma da 1 saniye denir.
Bir dakikalik ac1 1' ve bir saniyelik ac1 da 1" seklinde gosterilir. Ornegin, 40
derece 36 dakika 56 saniye, 40° 36' 56" seklinde yazilir.

Aksiyom 2.1 (Ag1 Olgme Aksiyomu) :

Her aciya 0 < a < 180 olmak tizere « gibi bir reel say1 ve karsit olarak
0 < o < 180 olmak tizere « gibi bir reel sayiya bir tek aci karsilik gelir.

Aksiyom 2.1 e gore, bir agiya karsilik gelen reel sayiya bu aginin derece

olarak ol¢iisii denir.
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m(A/O\B) =ave 0’ <a<180°

Tanim 2.8 :

Olciileri esit olan acilara es acilar denir. Es acilar 22 semboliiyle gosterilir.

Sekil 2.10 Sekil 2.11

m(ABC) = m(DEF) «= ABC' =~ DEF

dir.
Verilen Bir Acgiya Es Bir Agi Cizme:

A

—  EE T

Sekil 2.12 Sekil 2.13 Sekil 2.14

Bir AOB aglsina es olan bir ag1 ¢izelim:

[PT m dogrusunu ¢izelim. Pergelimizi AOB agisinin O kogesine koyup
acinin kollarii kesen bir yay ¢izelim. Yayin kollar kestigi noktalar £ ve F'
olsun. Pergelimizin agikligin1 bozmadan sivri ucunu [PT nin P ug noktasina

koyup bir yay daha ¢izelim. Bu yayin [PT m kestigi noktaya da K diyelim.
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Pergelimizi |E'F| kadar agip sivri ucunu K noktasina koyalim ve bir yay
cizelim. Cizilen yaylarin kesim noktast N olsun. P ve N noktalarini bir-

lestirdigimizde AOB agisina eg olan N PK agisini elde ederiz. Yani,
AOB = NPK olur.

Aksiyom 2.2 (Ag1 Toplama Aksiyomu) :
Eger bir K noktast AOB acisimn i¢ bolgesinde ise;

m(AOK) + m(KOB) = m(AOB)

dir.
Sekil 2.15
m(AOK) + m(KOB) = m(AOB) veya a + 60 =m(AOB)
olur.

2.4 Acilortay

Tanim 2.9 :

C noktast AOB acismin i¢ bolgesinde olmak iizere; AOC = COB yani
m(A/O\C) = m(C/O\B) ise [OC na AOB agisinin aglortay: denir.

Yani; komsu iki acinin olgiileri egit ise ortak 1gina, ortak olmayan iginlarin

olusturdugu aginin aciortayi denir.
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Sekil 2.16

m(A/O\C) = m(C/OE) = « oldugundan [OC, AOB nm aclortayidir.

Verilen Bir A¢inin Aglortayini Cizme

o £ r)a

Sekil 2.17 Sekil 2.18 Sekil 2.19

AOB agisinin agilortayimi gizelim:

1. Pergelimizi biraz acip, sivri ucunu O noktasina koyarak acinin kollar
iizerinde F ve F' gibi iki nokta igaretleyelim.

2. Pergelimizin araligin1 bozmadan sivri ucunu E ve F' noktalarina ayri
ayr1 koyup yaylar cizelim ve yaylarin kesim noktasina K diyelim. K ile O yu

birlegtirirsek olusan [OK, AOB agisinin agiortay: olur.

2.5 Ac Cesitleri

Tanim 2.10 :
[OB, O noktasi etrafinda pozitif yonde 360° dondiiriilerek [O A ile gakigtirilirsa

bir tam ac1 olusur.



Olciisti 360° dir.

Sekil 2.20

m(AOB) = a = 360° dir.

Tanim 2.11

71t iki 19mm olusturdugu aciya dogru aci denir. Olciisii 180° dir.

Sekil 2.21

m(AOB) = a = 180° dir.

Tanim 2.12 :

Olciisii 90° ile 180° arasinda olan aciya genis aci denir

L&
.

o B

W

Sekil 2.22

m(A/O\B) =« ise 90° < a < 180° dir.

14
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Tanim 2.13 :

Olgciisii 90° olan aciya dik ac1 denir.

£

Sekil 2.23

m(A/O\B) =« = 90° dir.

Tanim 2.14 :

Olgiisii 0° ile 90° arasinda olan aciya dar ac1 denir.

Sekil 2.24

m(A/O\B) =aise 0° < a < 90° dir.

Tanim 2.15 :

Kenarlar cakigik olan agiya 0° (sifir derece) lik a1 denir.

Sekil 2.25
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[OA = [OB ise m(A/O\B) = 0° dir

Tamm 2.16: (Dik Dogrular)
Iki dogru, dogru parcasi veya 1s1n kesistiklerinde, dik ac1 olusturuyorlarsa
bu dogrular, dogru parcgalar1 veya iginlar diktir denir. d ile £ dogrularinin

dikligi d L k seklinde gosterilir.

s ‘ A
A
- = ] v - . Al
Al
E:' =
| E @B
Sekil 2.26 Sekil 2.27 Sekil 2.28

Tanim 2.17: (Tiimler Agilar)
Olciileri toplami 90° olan iki aciya tiimler acilar denir. Bu acilarm her
birine digerinin tiimleyeni denir.

m(AOB) + m(CED) = 90°

a+ 60 =90°

Y
m
L i

Sekil 2.29 Sekil 2.30
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Yani o + 6 = 90° ise olgiileri «v ile # olan agilar tiimler acilardir.
Sekil 2.31 deki gibi herhangi iki a¢i hem komsu hem de tiimler ise bu

acilara komsu tiimler agilar denir.

m(A0C) + m(COB) = 90°

ve komsu agcilar olduklarindan bu acilar komsu tiimler acilardir.

Sekil 2.31
Teorem 2.1 :
Komsu tiimler iki a¢inin agiortaylarinin olusturdugu aginin 6lgiisii 45° dir.
ispat
[OK ve [OT sirasiyla AOC ile COB nin agiortaylar1 olsun.
m(A/O\C') + m(C’/O\B) = 90° (komsu tiimler agilar)

A 4
A ." K
C
o 41
T
4
AT Y
¥ B
Sekil 2.32

m(AOC) . m(COB)  90°
2 2 2

m(KOC) + m(COT) = 45°
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([OK ve [OT aciortay)

m(KOT) = 45°
olur.
Tanim 2.18 : (Biitiinler Agilar)
Olciileri toplami 180° olan iki aciya biitiinler acilar denir. Bu acilardan
her birine de digerinin biitiinleyeni denir.

m(AOB) + m(CED) = 180°

a+0=180°

Sekil 2.33

Yani o + 0 = 180° ise olgiileri « ile 6 olan agilar biitiinler agilardir.
Sekil 2.34 deki gibi herhangi iki a¢i hem komsu hem de biitiinler ise bu

acilara komsu biitiinler acgilar denir.
a+ 60 =180°

Olciileri « ile § olan acilar komsu acilar ve a + 6 = 180° oldugundan bu

acilar komsu biitiinler acilardir.

t

Sekil 2.34



Teorem 2.2 :Komsgu biitiinler iki aginin agiortaylar: birbirine diktir.

ispat :
[OF ve [OF sirayla AOC ile COB nm aciortaylar1 olsun.
m(AOC) + m(@) = 180° (komsu biitiinler agilar)

Sekil 2.35

m(AO0C) . m(COB)  180°
2 2 2

m(EOC) +m(COF) = 90°

([OF ve [OF agiortay)

m(EOF) = 90°
olur. O halde [OF L [OF dir.
Tanim 2.19: (Ters Agilar)

Kenarlar1 z1t 1ginlar olan iki agiya ters agilar denir.

Bunlardan her birinede digerinin tersi denir.

Sekil 2.36

19
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Sekil 2.36 goriildiigii gibi [OA ile [OB, [OC ile [OD =it 1ginlar olduklarin-
dan, AOC ile DOB ve AOD ile COB ters acgilardir.
Teorem 2.3

Ters acilarin olgiileri esittir.

Sekil 2.37

ispat:

1. m(A/O\D) + m(@) = 180° (komsu biitiinler)
2. m(A/O\D) + m(A/O\C’) = 180° (komsu biitiinler)

3. O halde 1. ve 2. den m(D/O\B) = m(A/O\C) bulunur.

2.6 Yoéndes, I¢c Ters ve Dis Ters Acilar

d ve k gibi iki farki dogru ve her iki dogruyu da farkh noktalarda kesen [ gibi
tigiincii bir dogru verilsin.

c, c/i\, T ve ¥ na i¢ aclar,a, 3, Zve k na dis agilar denir, @ ile Z, b ile y, ¢ ile
2 ve d ilek na yondes acilar denir. ¢ ile T ve d ile Y na ic ters acilar, a ile z
ve b ile k na ise dis ters agilar denir. d ile 7, ¢ ile , @ ile k ve b ile Z na kars:

durumlu agcilar, denir.



21

Sekil 2.38

Aksiyom 2.3 :
Paralel iki dogru, iiciincii bir dogru ile kesildiginde, olusan yondes acilar
estir.
a=zx yani m(a)=m

d || k ise
cC=z yani m

(

b=y yani  m(b) = m(y)
(2)
(

d=k yani m

Al

b

a

..,_,.a —3
¥ i

:/Uk —

Sekil 2.39

A

~

Teorem 2.4 :
Paralel iki dogru, iiciincii bir dogru ile kesildiginde olusan i¢ ters acilar

birbirine egittir.

Sekil 2.40
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ispat:
d || k olsun.
1. 7253 (yondes agilar)

2. a~p (ters agilar)
O halde 1. ve 2. den, a = ¥ olur.

Teorem 2.5 :
Paralel iki dogru, {iciincii bir dogru ile kesildiginde olugsan dig ters acilar

birbirine esittir.

fe
EE /E!'j = |:_1|
= _ = |
T
¥
Sekil 2.41
ispat :
d || k olsun.

1. 7253 (yondes acilar)

2. [ (ters agllar)
O halde 1. ve 2. den, 7 = @ olur.

Teorem 2.6 :
Paralel iki dogru, tigiincii bir dogru ile kesildiginde olusan kargt durumlu

acilar biitiinlerdir.

Sekil 2.42
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ispat :
d || k olsun.
1. 728 (yondes agilar)

~

2. m(a) +m(p) = 180°
O halde, 1. ve 2. den, m(a) + m(z) = 180° olur.

Sonug :

Farkl iki dogru, farkl noktalarda iiciincii bir dogru ile kesildiginde;

1. Yondes acilar eg ise dogrular paraleldir.

2. I¢ ters acilar es ise dogrular paraleldir.

3. Dis ters acilar es ise dogrular paraleldir.

4. Karst durumlu agilar es ise dogrular paraleldir.

Teorem 2.7 :

Paralel iki dogrudan birine dik olan dogru digerine de diktir.

d|kved L1 = k11 dir

Sekil 2.43
ispat :
1. d1l1l = m(a)=090°

2. d||k = a=7Z (yondes acgilar)
O halde, 1. ve 2. den, m(z) = 90° olur. Dolaysiyla k& L [ dir.

Teorem 2.8 :

Iki dogru ticiincii bir dogruya dik ise bu iki dogru birbirine paraleldir.
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dLllvek Ll =d| k olur.

Sekil 2.44
ispat :

a ile T yondes acilar ve
m(a) = m(z) = 90°

dir. Daha 6ncede bahsedildigi {izere yondes acgilarin olciileri esit ise dogru-

lar paralel olacagindan d || k olur.

2.7 Kenarlar: Paralel Acilar

Tanim 2.20:
Bir aginin kenarlari, diger bir aginin kenarlariyla karsilikli olarak paralel

ise bu iki agiya kenarlar1 paralel acilar denir.

Vkad

M
[BA/ [ED ve chf er  [LK/[BNve [LM/[RP  [TX/[HY ve [TS/[HG

Sekil 2.45 Sekil 2.46 Sekil 2.47
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Yukarida, ABC ile DEF kenarlan ayn1 yonde paralel acilar, KLM ile
PRN kenarlar zit yonde paralel acilar, STX ile GHY ise kenarlarindan biri
ayni yonde digeri zit yonde paralel agilardir.

Teorem 2.9 :

Kenarlar1 ayn1 veya zit yonde paralel olan acilar egtir.

[OA || [ED ve [OB || [EF = AOB ~ DEF ol.

Sekil 2.48
ispat:
a) [ED m GD olacak sekilde uzatalim.
1. m(A/O\B) = m(@) (yondes agcilar)
2. m(D/E\F) = m(D/@) (yondes acilar)
3. m(A0B) = m(DEF) (1. ve?2. den)
4. AOB = DEF (3. den)
b)

Sekil 2.49
[ED nm1 [EK olacak sekilde, [EF m da [EL olacak sekilde uzatalim.
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—

1. m(fB\L) = m(ELA) (yondesg aglar)
2. m(@) = m(m) (i ters acilar)
3. m(KBL) = m(KEL) (1. ve?2. den)
4. KBL =~ KEL (3. den)
Teorem 2.10 :

Kenarlarindan biri ayni yonde, digeri zit yonde paralel olan acilar biitiin-

lerdir.
[OA || [ED ve [OB || [DC = m(AOB) + m(CDE) = 180°dir.
Sekil 2.50
ispat :
[DE m1 EF olacak sekilde uzatalim.
1. m(A/O\B) = m(ﬁ) (kenarlar1 z1t yonde paralel acilar)

2. m(ﬁ) + m(@) = 180° (komsu biitiinler agilar)

3. m(A/O\B) + m(C/D\E) =180° 1. ve 2. den
Sonug 1: Sekilde; AB || C'D olmak iizere,

m(EFG) = m(AEF) + m(FGC) dir.

Yani, a = x + y dir.
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Sekil 2.51

Sonug 2: Sekilde; AB || CD olmak iizere,
m(BEF) + m(EFG) + m(FGD) = 360° dur.
Yani, m +n + k = 360° dir.

Sekil 2.52

Sonug 3: Sekilde; AB || C'D olmak iizere, agilar arasinda, yonleri aym
olanlarin 6lciileri toplami, bu agilara gore, ters yonlii olan diger acilarin o6lgii-
leri toplamina egittir. Yani,

r+y+z=a+b+cdir.

A B
LA
b
g
-.E D,—

Sekil 2.53
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2.8 Kenarlar: Dik Acilar

Tanim 2.21
Iki acinin karsilikh ikiser kenari da dik ise bu acilara kenarlar: dik acilar

denir.

[OA L [CD ve [OB L [CE

Sekil 2.54
Agilardan birinin kégesi digerinin i¢ bolgesinde AOB ve DCE kenarlar: dik agilar

C
N A
E
A Hi
[ .
o D B
4

[OA L [CE ve [OB L [CD

Sekil 2.55
Agilardan birinin kosesi digerinin dig bolgesinde AOB ve DOE kenarlar: dik acilar

Teorem 2.11 :
Koseleri birbirinin i¢ bolgesinde ve kenarlar1 karsilikli birbirine dik olan

acilar biitiinlerdir.

[OAL[CD ve [OBL[CE ise m(AOB) + m(DCE) = 180° dir
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Sekil 2.56

ispat :
[OA || [CG ve [OB || [CF olacak sekilde [CG ile [C'F 1 gizersek, [CEL[C'F

ve [CDL [CG olur.
1. m(AOB) = m(GCF)

2. m(ﬁ) + m(ﬁ) + m(@’) + m(F/C\E) =360° (tam ag1)

3. m(D/C’\E) +90° + m(A/O\B) +90° = 360° 1. ve 2. den
4. m(A/O\B) + m(D/C\E) = 180° 3. den

Teorem 2.12: Koseleri birbirinin dig bolgesinde ve kenarlar1 kargilikli
birbirine dik olan agilarin 6l¢iileri birbirine esittir.

[OA L [CE ve [OB L[CD ise m(T/OTD) = m@) dir.

c

\A<
o]
/ ; )

o R =
l:[} B

|

Sekil 2.57
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ispat :

1. m(O/ﬁ) = m(@) (Ters Agilar)
2. m(TOD) + m(OTD) =90°
3. m(TCA) +m(CTA) =90°

O halde, 2. ve 3. den
m(TOD) + m(OTD) = m(TCA) + m(CTA) = m(TOD) = m(TCA)
dir. (o =10)



Bolim 3

UCGENLER

3.1 Ucgen ve Yardimci Elemanlar:

Cokgen Kavram

Tanim 3.1

n € N* ve n > 3 olmak iizere, aym diizlemdeki herhangi ii¢ii dogrusal
olmayan A, Ay, As, ..., An noktalarinda kesigen, [A; Ay], [A2A43], ...... , [AnAd]
dogru parcalarinin birlesim kiimesine ¢cokgen denir.

e Verilen n noktaya gokgenin koseleri; [A; As], [A243], ..., [A,A1] dogru
parcalarina ¢okgenin kenarlari, kenarlarin olusturdugu acilara da gokgenin
acilar1 denir.

° Kenarlar diginda koseleri birlestiren dogru parcalarina ¢okgenin kose-
genleri denir.

° Cokgenler kenarlar1 yardimiyla adlandirilirlar. Ornegin; kenar sayisi
3 olan ¢okgene {icgen, kenar sayisi 4 olan ¢cokgene dortgen, kenar sayis1 5 olan

cokgene beggen denir

31
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VANOS@ID

Uggen Drrtgen Besgen Sekizgen

Sekil 3.1

Tanim 3.2

Herhangi bir cokgenin biitiin kenarlarini uzattigimizda, bu uzantilar ¢ok-
geni kesmiyorsa bu gokgene konveks (digbiikey) gokgen, uzantilardan en az
biri cokgeni kesiyorsa bu ¢okgene de konkav (igbiikey) ¢okgen denir. Konveks

cokgende, biitiin kenarlar ve kioseler herhangi bir kenarin ayni tarafinda kalir.

Konveks cokgen Konkav gokgen

Sekil 3.2 Sekil 3.3

3.1.1 Ucgenin Tanim ve Temel Elemanlar:

Tanim 3.3

A, B ve C dogrusal olmayan herhangi farkl ii¢ nokta olmak iizere, [AB], [BC]
ve [C'A] nin birlegim kiimesine iiggen denir.

e Kogeleri A, B, C' olan iiggen AgC seklinde gosterilir. Sekil 3.4 deki tig-
gen AéC’ , Aé’B , BﬁlC , Bé’A, C?XB ) C’%A gibi 6 degisik sekilde adlandirila-
bilir.
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Sekil 3.4

AéC = [AB|U[BC|U[CA] seklinde de ifade edilir.

e A, B ve C noktalar ii¢ggenin koseleri, [AB], [BC] ve [C'A] iiggenin ke-
narlaridir. Uggenin kenar uzunluklar | BC| = a, |AC| = b ve |AB| = ¢ olacak
sekilde a, b, c ile gosterilir. BAC , ABC veACB tiggenin i¢ agilar, i¢ acilarin
komsu biitiinleri olan agilar da tiggenin dig agilaridir. @, ABE ve BCF

tiggenin dig agilaridir.

Sekil 3.5

e [AB], [BC|, [CA] kenarlar ile A, B ve C agilan ABC ii¢geninin temel
elemanlaridir.

e Bir iicgenin ii¢ kenarinin uzunluklar: toplamina iiggenin cevresi denir.
Yani, bir ABC' ii¢geninin ¢evresinin uzunlugu;

C=a+ b+ cdir.

Tanim 3.4

Bir ABC iiggeninde, [AB], [BC| ve [C'A] nin siirladigr bolgedeki nokta-
larin kiimesine {i¢cgenin i¢ bolgesi, {icgenin i¢inde ve {izerinde olmayan nokta-

larin kiimesine de tiggenin dig bolgesi denir. Bir bagka ifade ile bir iicgenin ig
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acilarinin, i¢ bolgelerinin kesigsimine tiggenin i¢ bolgesi, {icgen ve i¢ bolgesinin

disinda kalan noktalar kiimesinede dig bolgesi denir.

Sekil 3.6

Sekil 3.6 da goriildiigii gibi

K mnoktast iiggenin i¢ bolgesinde,

T noktasi iiggenin iizerinde,

P noktas1 ticgenin dig bolgesindedir.

oAﬁC nin i¢ bolgesi ile kendisinin birlesimine {icgensel bolge denir ve

A
(ABC) seklinde gosterilir.

3.1.2 Ucgenin Yardimci Elemanlar:

Tamm 3.5 (Kenarortay)

Bir tiggenin bir kosesini karsisindaki kenarin orta noktasina birlegtiren
dogru parcasina ii¢cgenin o kenarina ait kenarortay: denir.

e Kenarortaylarin uzunluklar1 ”V” harfiyle gosterilir. ABC' ii¢geninin a,
b, ¢ kenarlarina ait kenarortay uzunluklar sirasiyla V,, V;, ve V. ile gosterilir.
Bir {icgenin {i¢ kenarortay1 bir noktada kesisirler. Bu noktaya ticgenin agirlik

merkezi denir.
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A
\
F |||| <
dl
Sekil 3.7

IBE| = |[EC| = |AE| =V,
|AD| = |DC = |BD| =V,
|AF|=|FB] = |CF| =V,

G noktasi Ag C nin agirlik merkezidir.

Tanim 3.6 (Aglortay)

Bir tiggenin bir agisimi iki egit parcaya bolen isinin, kose ile kargt kenar
arasinda kalan parcasina, iicgenin o kosesine ait aciortay: denir.

e Acgiortaylarin uzunluklar1 ”n” harfiyle gosterilir. Bir ABC' ii¢geninin
A, B ve C koselerinden ¢ikan agiortaylarin uzunluklar sirayla n4, ng ve ng
dir. Ucgenin i¢ acilarmin aclortaylarina ic aclortaylari denir. Dig acilarinin

aglortaylarina da dig agiortaylar: denir.

Sekil 3.8
m(BAN) = m(NAC) = |AN| =ny4
m(EBA) = m(EBC) = |BE| =np

m(ACF) = m(BCF) = |CF| =nc
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Sekil 3.9

m(DAK) =m(KAC)
m(ABL) =m(EBL)
m(BCT) =m{TCF)
[AK, [BL ve [CT dis agiortaylardr.
e Ucgenin i¢ aciortaylar: bir noktada kesisirler. Bu noktaya iicgenin i
teget cemberinin merkezi denir. Bir iiggende herhangi iki dig aciortay ile
diger kosedeki i¢ agiortay bir noktada kesigirler. Bu noktaya da {icgenin dig

teget cemberinin merkezi denir.

Sekil 3.10

[AO] ile [CO] dig agiortay
[BO] ise i¢ aclortaydir.
Bir tiggenin toplam {i¢ tane dig teget cemberi vardir.

Tanim 3.7 (Yiikseklik)

Bir tiggenin bir kogesinden, karsi kenar dogrusuna indirilen dikmenin, kars
kenar1 kestigi nokta ile koseyi birlestiren dogru parcasina, iiggenin o kenarina

ait yiiksekligi denir.
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e Yiikseklik uzunluklari genel olarak ”h” harfiyle gosterilir. Bir ABC
tiggeninin a, b ve ¢ kenarlarina ait yiiksekliklerinin uzunluklar1 sirasiyla h,,
hy ve h. dir. Ucgenin yiikseklikleri bir noktada kesisir. Bu noktaya iicgenin

diklik merkezi denir.

Fq{\\# E

: /’Jlifll\
.l"-f | ;
D

Sekil 3.11

[AD|L[BC] = |AD| =h,
[BE]L[AC] => |BE| =h
[CF]L[AB] = |CF| =h.

A cih,) =

Sekil 3.12

[AD]L[BC| = |AD| =h,
[AB|L[AC] = |AB|] =h
|AC| = he
A : Diklik merkezi (Dik iiggen)
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Sekil 3.13

[AD|L[BC] = |AD| =h,
[BF|L[AC] = |BF| =hy
[CE]L[AB] = |CE] =h.
H : Diklik merkezi {Genis acili tiggen)
Tanim 3.8 (Kenar Orta Dikme)
Herhangi bir ticgenin kenarlarina, orta noktalarinda dik olan dogrulara,

tiggenin kenar orta dikmeleri denir.

Sekil 3.14

|BH| =|HC| ve OHL[BC]|
|AD| = |DC| ve ODL[AC]
|AE| =|EB| ve OEL[AB]
OH, OD ve OF dogrular iiggenin kenar orta dikmeleridir.
Ucgenin kenar orta dikmeleri bir noktada kesisir. Bu nokta o ticgenin

cevrel cemberinin merkezidir.
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3.2 Ucgen Cesitleri

3.2.1 Acilarma Gére Uggenler
Dar acil1 iiggen

Her bir agisinin 6lgiisii dar a1 olan tiggenlere dar acili iiggen denir.

C

Sekil 3.15

< 90° ise

N

A
BC dar acihi iiggendir.

Dik Acili Ucgen (Dik iicgen)

Bir acisiin 6lgiisii 90° olan tiggenlere dik (acil) tiggen denir. Dik iiggenin dik
acisini olusturan kenarlarina dik kenarlar, dik acinin kargisindaki kenarina dik

tiggenin hipoteniisii denir.

A c E

Sekil 3.16



40

[BC] hipoteniis
[AB] ve [AC] dik kenarlardir.

m(B) < 90°, m(C) < 90° ve m(B) + m(C) = 90° dir.
Genis Acili Ucgen

Herhangi bir agisinin ¢lgiisii genis ac1 olan iiggenlere genis acili ticgen denir.

C
a
b
A c B
Sekil 3.17
m(A) > 90°
m(B) < 90°, m(C) < 90° ve m(B) + m(C) < 90° dir.

A
ABC' genis acihi tiggendir.

3.2.2 Kenarlarina Gore Ucgenler
Cesitkenar Ucgen

Kenarlarimin uzunluklar: birbirinden farkli olan iicgenlere cesitkenar iicgen

denir.

Sekil 3.18

A
|AB| # |BC| # |AC| ve |AB| # |AC| ise ABC ¢esitkenar ii¢gendir.
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Ikizkenar Ucgen

Herhangi iki kenar1 es olan iicgenlere ikizkenar ticgen denir. Ikizkenar iic-
gende, es olan kenarlara iiggenin eg(yan) kenarlari, diger kenara ise taban
denir. Tabanin kargisindaki kogeye tiggenin tepesi denir. Es kenarlarin kargisin-
daki acilara tiggenin taban agilari, taban kenariin kargisindaki agiya da tepe

acisi denir.
il

Sekil 3.19

[AB] = [AC] oldugundan AEC ikizkenar tiggendir.
|AB| = |AC| < m(B) = m(C)

[AB] , [AC] es(yan) kenarlar, [BC] tabandur.

A tepe, B ile C taban acilardir.

Eskenar Ucgen

Biitiin kenarlar1 birbirine eg olan {iggenlere egkenar iicgen denir. Eskenar

iggenin biitiin acilarinin olgiileri birbirine egit ve 60 ar derecedir.

Sekil 3.20

A
[AB] = [AC] = [BC] oldugundan ABC' eskenar ti¢gendir.
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|AB| = |AC| = |BC| ve
m(A) =m(B) = m(C) = 60° dir.

3.3 Ucgende Acilar

Teorem 3.1:
Bir iicgenin I¢ acilariin 6lciileri toplami 180° dir.

ispat:.

Sekil 3.21

EF//[BC] olacak sekilde E'F' dogrusunu ¢izelim.

1. m(B) = (EAB) (i ters agilar)
2. m(a) (@) (i ters agilar)
3. ( C)+ m(E@) - m(@) =180° (£ EAF dogru ag1)
4. m(A) +m(B) +m(C) = 180° olur. (1., 2. ve 3. den)

Teorem 3.2:
Bir ticgende, bir dig aginin 6lgiisii kendisine komsu olmayan iki i¢ aginin
Olciileri toplamina esittir.

ispat:

Sekil 3.22



43

[AE || [BC] olacak sekilde [AE m1 ¢izelim.
1. m(@) = m(B) (yondes aglar)
2. m(E/fEZ') =m(C) (i¢ ters aclar)

1. ve 2. deki egitlikleri taraf tarafa toplarsak;

3. m(ﬁ) + m(E/fE’) = m(B) +m(C) elde edilir.

4. m(@) = m(é) +m(C) (ac1 toplama aksiyomu ve 3. den)
Teorem 3.3

Bir tiggenin dig acilariin olgiileri toplami 360° dir..

ispat:

Sekil 3.23

~

+m(A) = 180° (komsu biitiinler agilar)
m(E{B\A) + m(é) = 180° (komsu biitiinler aglar) -
+m

1 m(@)

2

3. m(FCD) C
4

(C') =180° (komsu biitiinler agilar)
1.,2. ve 3. deki egitlikler taraf tarafa toplanirsa;
m(DAC) + m(EBA) + m(FCB) + m(A) + m(B) + m(C) = 540° olur.

Teorem 3.1 den
5. m(DAC) +m(EBA) 4+ m(FCB) + 180° = 540° bulunur.

6. m(DAC) + m(EBA) + m(FCB) = 360° (5. den)
Lemma 1:

A

ABC nde, [BD ve [C'D sirasiyla B ve C' agilarinin agiortaylar ise;
—— A

m(BDC) = 90° + % dir.
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ispat :

Sekil 3.24

DBC iiggeninde i¢ acilarn dlgiileri toplamindan,
_ B C
m(BDC) + m(2 ) 4 m(2 ) _ 1800

m(B)  m(C)
5)

— m(BDC) = 180° — ( 5+

180° — m(A) = ~

— m(BDC) = 180° — ( 5 ) (m(B) +m(C) = 180 — m(A))

— m(@) = 90° + m(zA) olur.

Lemma 2 :

Sekilde, [BD] ve [CD] sirasiyla B ve C agilarmin dis agortaylar: ise

m(BDC) = 90 — @ dir.

A
B C
E F
/
D
Sekil 3.25

ispat:

A
BDC nde i¢ agilarin o¢lgiileri toplamindan;
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~ ~

180° — m(B)  180° — m(C)

m(BDC) + 5 + 5 — 180°

2m(BDC) + 180° — m(B) + 180° — m(C)) = 360°
— 2m(BDC) = m(B) + m(C)
— 2m(BDC) = 180° — m(A)

-~

_ A N N N
— m(BDC) = 90° — m(2 ) olur. (m(B)+ m(C)=180°—m(A))
Lemma 3:
Sekilde; [BP, B agsinin ig aglortayl, [C'P da C agisimm dig agiortayi ise

m(BPC) = # dir.

B o >

E
Sekil 3.26
ispat: R
m(P/C\E) = @ + m(ﬁP\C) (dis ac1)

2 2

Her iki esitligin sol taraflar1 esit oldugundan sag taraflarida esittir.O halde;

@ + m(@) = m(QA) + m(23) — m(@) = # olur

Lemma 4 :

ABC iiggeninde, [AH]L[BC], m(BAN) = m(NAC) ve m(B) > m(C)
ise m(m) = m(B) = m(C) dir.
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f‘\

8 H N c

Sekil 3.27
ispat: R
5 =77 - (A) T ;
ABC nde [m(BAH) = - m(HAN)] oldugundan;

A N A J—
1. ABH nde m(B)+ # — m(HAN) = 90°

A R A o
2. AHC nde m(C)+ % +m(HAN) =90° olur.
1. ve 2. egitliklerini birbirlerinden taraf tarafa gikarirsak;

~ ~

—m(C)
2

~

m(B) —m(C) —2m(HAN) = 0 = m(@\/‘) _ m(B)

bulunur.

Lemma 5:
Sekildeki ABC'D igbiikey dortgeninde;
m(A) =z, m(B) =y, m(D) = z ve m(C) = a ise a =z + y + 2 dir.

Sekil 3.28
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ispat:

Sekil 3.29

[BC] n1 uzatalim ve [AD] n1 E de kessin.
VAN —
ABE nde, n(CED) =x+y (dis ac1)
I
ECD nde, m(BCD) =z +y+ z olur. (dig ag1) Yani, « = z + y + z dir.

3.4 Ucgenin Acilar: ile Kenarlar1 Arasindaki
Bagintilar

Teorem 3.4

Bir iiggenin herhangi iki kenar1 es degil ise bu kenarlardan biiyiik olaninin
kargisindaki acinin 6lgiisii, diger kenarin kargisindaki acinin 6lgiisiinden biiytik-
tiir.

Ispat: ABC iicgeninde |AB| > |AC| kabuliimiiz olmak {izere;

m(A/C’\B ) > m(A/B\C) oldugunu gosterelim.

Sekil 3.30

|AD| = |AC| olacak sekilde [AB] iizerinde bir D noktas: alalim.
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1. m(@) = m(A/CB) (ABC ikizkenar ii¢gen)
2. m(A/C\B) = m(A/@) +m(DCB) (ac toplama aksiyomu)
3. m(ACB) > m(ACD) (1. ve 2. den)

4. m(m) = m(B) + m(DCB) (dis ac1)

5. m(ADC) > m(B) (4. ten)

6. m(ACB) > m(ADC) > m(B) (3. ve 5. ten)

7. m(A/C'\B) > m(A/CB) > m(B) olur. (1. ve 6. dan)

Teorem 3.5

Bir tiggenin herhangi iki acis1 es degilse, bu acilardan 6l¢iisii biiyiik olaninin
karsisindaki kenarin uzunlugu daha biiytiktiir

fspat: ABC iicgeninde m(C) > m(B) kabul edelim; |AB| > |AC|

oldugunu gosterelim.

Sekil 3.31

AEC’ nde, [AB] ve [AC] kenarlarinin uzunluklar: arasinda,
1. |AB| = |ACY,
2. |AB| < [AC,
3. |AB| > |AC| bagmtilarindan yalniz birisi dogrudur.

~ ~

1. durumda |AB| = |AC| ise m(B) = m(C) olur ki kabuliimiize aykiridur.
2. durumda |AB| < |AC| ise m(C) < m(B) olur ki bu da kabuliimiize
aykiridir. O héalde, 3. durum olan |AB| > |AC| dogrudur.

Sonug 1:

Bir ABC' iicgeninde kenar uzunluklan a, b, ¢ ve acilar fAl, B , C ise
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—

m(A) > m(B) > m(C) < a>b> cdir

Sonug 2:
Bir ABC ii¢geninde A, B ve C' koselerindeki dig agilar A', B' ve C" ise

m(zzl\‘) > m(g‘) > m((/]\') <= a<b<cdir.

Teorem 3.6
Bir noktanin bir dogruya olan en kisa uzakligi, noktadan o dogruya inilen
dikmedir.
Ispat: A ¢ d, [AH)L d ve H, B € d olsun. |AH| < [AB] oldugunu

gosterelim.

A
v
0o

Sekil 3.32
AHB dik ii¢geninde,
m(@) < m(@) oldugundan, Teorem 3.5 geregince
|AH| < |AB]| olur.
Sonug 1:
Bir ABC iiggeninde; a, b, ¢ kenarlarina ait yiikseklikler sirasiyla; hg, hy,
h. ise hg + hy + h, < a + b+ ¢ dir.

Sekil 3.33
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ispat:

Sekildeki AéC nde,

|AF| = hq, [BE] = hy, [CD] = h, dir.

1. EEC nde; |BE|< |BC| yani hy<a
2. DéA nde; |DC| < |AC| yani h.<b

A
3. ABF nde; |AF|<|AB| yani h,<c
1. , 2. ve 3. egitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

ha + hy + he < a+ b+ c olur.
Sonug 2:

Sekil 3.34

Sekilde; [AH], [AN] ve [AD] sirasiyla A kosesinden ¢izilen yiikseklik, agior-
tay ve kenarortay ise

he < na <V, dir.

ispat:
|AB| < [AC] olsun.
AéC nde;
|AH| < |JAN| = hy<ngu (1)

|AB| < |[AC| = m(CAD) < m(BAD) ol.
O halde, m(@) > m(@) dir ve N noktast H ile D arasinda olur.
A]%fD nde, m(m) = 90° + m(m) oldugunda,
AND genig agidir ve ny < V, olur (2). O halde, (1) ve (2) den,

h, < na <V, bulunur.
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Teorem 3.7

Bir iiggenin herhangi iki kenarimin uzunlugunun toplama, tigiincii kenarin
uzunlugundan biiyiiktiir.

ispat:

ABC bir iiggendir. |AB|+ |AC| > |BC| oldugunu gosterelim;

D
\
A
& b
B a C
Sekil 3.35

[CA] min uzantisinda |AB| = |AD| olacak sekilde bir D noktas: alalim.

|DC| = |AD|+ |AC| (arada olma)

1 (

2. |DC|=|AB|+[AC| (|AD| = |ABJ)

3 m(C’/B\D) > m(A/B\D) (ac1 toplama aksiyomu)
4. m(ADB) = m(ABD) (|AB| = |AD])

5 m(C’/Bﬁ) > m(A/D\B) (3. ve 4. e gore)

6. |DC|> |BC| (teorem 3.5)

7. |AB|+|AC| > |BC| (2. ve 6. dan)
Sonug 1

Bir tiggende herhangi iki kenarin uzunluklari farkinin mutlak degeri tigiincii
kenar uzunlugundan kiigiiktiir.

Ispat: Herhangi bir ABC iicgeninde, | AB | 4+ |AC| >| BC | (Teo-
rem 3.7) esitsizliginden, |AB| > |BC| — |AC]| elde edilir. |BC]| ile|AC| nun
biiytiikliikleri belli olmadig1 i¢in dolayisiyla uzunluk negatif olmayacagindan

|AB| > ||BC| — |AC|| olur.
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Sonug 2
Bir ABC ii¢geninin kenar uzunluklar: a, b, ¢ ise
b—c|<a<b+ec
la—c <b<a+c
la —b| < c<a+bdir.
Bir ABC' ii¢cgeninde
a. m(/f\l) =90° = a’="0b*+c* (Pisagor bagmntisi)
b. m(A) <90° = <+
. mA)>90° = a2>b+c
Sonug 1

Bir ABC ii¢geninde tiggen esitsizlikleri;

a. m(Ad)=90° = Vi2+E& =a<b+c
b. m(A) <90° = |b—¢| <a< Vb4 c?

-~

c. m(A)>90° = Vb?*+c2 <a<b+c
Teorem 3.8:

Bir ABC ii¢geninin i¢ bolgesindeki bir nokta K ise
|KB|+ |KC| < |AB| + |AC)| esitsizligi vardur.

Ispat : K noktast ABC iicgeninin icinde bir nokta olsun.
|KB|+ |KC| < |AB| + |AC| oldugunu gostermeliyiz.

A

Sekil 3.36

[CK, [AB] m P noktasimda kessin.
A

1. PBK nde; |BK|< |PK|+ |PB| (iicgen esitsizligi)
A

2. APC nde; |PK|+|KC|<|AP|+|AC| (iiggen esitsizligi)
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1. ve 2. egitsizlikleri taraf tarafa toplarsak;
|PK|+ |BK|+ |KC| < |PK|+ |PB|+ |AP| + |AC|
—_——
|AB]

|BK| + |KC| < |AB| + |AC] olur.

Teorem 3.9

Bir ABC' iiggeninin i¢ bolgesinde alinan bir P noktasinin, koselere olan
uzakliklar1 toplami, iiggenin yari ¢evre uzunlugundan biiyiik, cevre uzun-

lugundan kiiciiktiir.

ispat:
A
5 b
P
B a L
Sekil 3.37
|PA| =m, | PB| =n ve |PC| = k diyelim,
A A A

PBC, PCA ve PAB nde;

a<n+k

b<m+ k  taraf tarafa toplarsak,

c<m-+n
b
a+b+c<2(m+n+k):>% <m4n+k (1)

Teorem 3.8 den
n+k<b+ec

m+n<a+b p taraf tarafa toplarsak,

m+k<a+c
2(m+n+k)<2a+b+c)=m+n+k<a+b+colur. (2)

(1) ve (2) den
a+b+c

5 <m+n+k<at+bitec
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bulunur.

3.5 Ucgenlerin Esligi

A A
ABC' ve DEF gibi verilen iki ii¢genin koseleri ve kenarlar1 arasinda,

A A
ABC «— DFEF eglemesi yapilabilir. Bu eglemenin anlamz;

o D

Sekil 3.38 Sekil 3.39

Koselere gore;

A kosesi ile D kogesi veya Aile D

B kosesi ile E kosesi veya Bile E

C kosesi ile F' kogesi veya Cile F

Kenarlara gore;

[AB] kenar ile [DE] kenari, [BC| kenar ile [EF] kenari, [AC] kenari ile
[DF] kenar1 arasinda birebir kargilagtirma yapmaktir.

Tanim 3.9

Iki ticgen arasinda yapilan bire bir eslemede karsilikli acilar ve kenarlar es

“N”

ise bu uggenlere e§ iiggenler denir. Uggenlerm esligi sembolii ile gosterilir.
AB C+— DEF eslemesi bir eglik ise ABC DEF §ekhnde gosterilir ve
ABC tiggeni estir DEF ii¢geni diye okunur. ABC DEF ise
m(A) = m(D) |AB| = |DE|
m(B) =m(E) ve |BC|=|EF|

m(C) = m(F) |AC| = |DF| dir.
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A A
ABC = DEF ifadesi; agagidaki sekillerde de yazilabilir.
A A
ACB = DFFE
A A
BAC = EDF
A A
BCA=FEFD
A A
CAB = FDFE
A A
CBA>~FED

3.6 Ucgenlerde Eslik Aksiyomu

Aksiyom 3.1 (Kenar Ac1 Kenar Eglik Aksiyomu)
Iki ticgen arasinda yapilan bire bir eslemede, karsilikli ikiser kenarlar: ile
bu kenarlarin olusturdugu acilar eg ise bu iki {icgen de estir. Bu eslige kenar

agl kenar (K.A.K.) esligi denir.

AYA

Sekil 3.40 Sekil 3.41

ABC ve DEF fiiggenleri igin,

A A
ABC «— DFEF eslemesine gore,
[AB] = [DE] yani |AB|=|DE|

~ ~ . A A
A=D yani m(A) =m(D) ¢ise ABC= DEF
[AC] = [DF]| yani |AC|=|DF|

A A
ABC = DEF oldugundan, kargilikli diger tiim elemanlar da egtirler,
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|BC| = |EF|
m(B) = m(E)

m(C) =m(F) dir.
Teorem 3.10

Bir tiggenin iki kenar eg ise bu kenarlarin karsisindaki acilar da estir.

ispat:

sekil 3.42
ABC iiggeninde, |AB| = |AC| olsun. m(g) = m(é’) oldugunu goster-
meliyiz.

A agisiin [AD] agiortayim gizersek;

|AB| = |AC] :
. . K.A.K aksiyomuna gore
m(BAD) =m(DAC) ([AD] aciortay) A A
ABD = ACD
|AD| = |AD|
Es tiggenlerin kargilikli tiim elemanlan eg olacagindan, m(ﬁ) = m(a)
bulunur.

Sonug: Bir egkenar iiggenin biitiin i¢ agilariin olgiileri birbirine egit ve
60° dir.

Lemma 6: ki iicgenin karsilikh ikiser kenar1 birbirine es ve bu kenarlarin
olusturdugu acilar es degilse bu acilardan biiyiik olanin karsisindaki kenar

diger aginin kargisindaki kenardan biiytiktiir.
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ispat :

>

/l-/\
E

c

Sekil 3.43

Sekilde AEC ve D%F veriliyor.
|AB| = |DE]
|AC| = |DF)| — |EF| > |BC| oldugunu gosterelim.
m(fAl) < m(lA))
m(ﬁ)?() = m(B/fE’) ve |AC| = | DK| olacak sekilde [DK| m ¢izip K ile
E yi birlegtirelim. K.A.K eslik aksiyomuna gore,
AEC’ = DEK dir. ve |BC| = |EK]|...(1) olur.
KDF agsin agiortayim ¢izip [EF] yi kestigi nokta N olsun.
K.A.K eglik aksiyomuna gore D[A( N = DJ%N olur. Eg tiggenlerde kargilikli
kenarlar eg olacagindan, |[NK| = |[NF| dir...(2)

Sekil 3.44

A
EKN de;
INE|+ |NK| > |EK]| (iicgen esitsizligi)
INE|+|NF| > |BC| (1) ve (2) den
|EF| > |BC| olur.
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Sonug: Iki ticgenin karsilikli ikiser kenarlari birbirine es ve iiciincii ke-
narlar1 es degilse, uzun olan kenar kargisindaki aci, diger iiggendeki bu agiya
karsilik gelen agidan daha biiyiiktiir.

LemmaT7: ABC ii¢geninde [AD],[BC] kenarmin kenarortayu,

|BD| = |DC| = g |AB| = c

|AC| =bve |AD| =V, ise

Sekil 3.45

b—c
2

b+c
2

<V, <

a.

b.[BC],[AC] ve [AB] kenarlariin kenarortaylar

b
%,Vb,Vcise%<Va+Vb+Vc<a+b+cdir.

ispat:

Sekil 3.46
|AD| = |DE| olacak sekilde [AD] n1 uzatalm. E ile B yi birlegtirelim.
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|BD| = |DC]|
m(gb\E) = m(@) (ters agilar) — K.A.K eglik aksiyomuna
|AD| = |DE|

A A
gore DBE = DCA
a. ABF iiggeninde
b—c| <2V, <b+c

b
<V, < +Colur.

b—rc
2

b. ABE iiggeninde 2V, < b+c dir. Bengzer sekilde 2V, < a+c¢, 2V, < a+b
olur.
Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

2(Vo+ Vo + V) <2(a+b+c) = Vo +Vy+V.<a+b+colur.....(1)
Sekil 3.46 dan;

A a
ABD nde; V., >c—§

Benzer sekilde V, >a— g

Benzer sekilde V. >10— g olur.

Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,

b
Vot Vit Vo> 220 Gl (2)
2 b+
O halde (1) ve (2) den; atbre <Vo+ Vo +V.<a+ b+ c bulunur.

2

3.7 Ucgenlerde Eslik Teoremleri

Teorem 3.11 (Ac1 Kenar Ag1 Eslik Teoremi)
Iki ticgenin karsilikli birer kenarlari ve bu kenarlarm uclarindaki ikiser

agilar eg ise bu iiggenler esgtir. Bu teoreme aq kenar ag (A.K.A.) eslik
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teoremi denir.

o
L)
m
-
L

F
Sekil 3.47 Sekil 3.48
ispat: ABC «— DEF eslemesi kabuliimiiz olsun.m(A) = m(D),
A A

|AB| = |DE| ve m(B) = m(E) dir. ABC = DEF oldugunu gosterelim.
[EF] uzantisinda, |BC| = EP| olacak sekilde bir P noktas: isaretleyelim.

1. |AB|=|DE| (Veriliyor.)

2. m(B) = m(E) (Veriliyor.)

3. |BC|=|EP]| (¢izimden)

4 AgC =) D%]P (K.A.K. eglik aksiyomu)

5 m(B%’) = m(ﬁ) = m(ﬁ) (verilenlerden ve 4. den)

6. |EF|=|EP| (5. den)

A A

7. ABC = DEF (F ile P cakigik ve 6. dan)

Teorem 3.12:

Herhangi bir {icgenin, bir kenarini ortalayarak kesen ve ikinci bir kenarina

paralel olan bir dogru, ii¢iincii kenarida ortalayarak keser.

Sekil 3.49

Ispat: ABC iiggeninde; |AD| = |DB| ve d || [BC] alahm. |AE| = |EC|
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oldugunu gosterelim.

Sekil 3.50

[ET] || [AB] olacak sekilde [ET] m ¢izelim.
Paralel dogrular arasinda kalan paralel dogru
parcalar1 esit oldugundan, |ET| = |DB| ve |ET| = |AD| olur.
m(m = m(@ ) (kollar1 paralel acilar)
|AD| = |ET)| (Bulundu.) ==
m(@) = m(@) (yondes agilar)

A K.A. eglik

teoremine gore;

A A
ADE = ETC olur. Buradan, |AE| = [EC| bulunur.
Teorem 3.13:

Bir aginin agiortay: tizerindeki herhangi bir noktanin, aginin kenarlarina
olan uzakliklar1 birbirine egittir.

Ispat:[OC, AOB agisinm aglortay1 ve P € [OC, [PH]L[OA, [PN]L[OB
kabuliimiiz; |PH| = |PN| oldugunu gosterelim.

Sekil 3.51

m(HOP) = m(PON)
m(OHP) =m(ONP) = m(OPH)=m(OPN)
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m(HOP) = m(NODP)
|OP| = |PO| =

m(OPH) = m(OPN)
Es tiggenlerde karsilikli kenarlar es oldugundan,

|PH| = |PN| ve |OH| = |ON| olur.

A.K.A. eglik teoremine gore;

A A
HOP = NOP

Teorem 3.14: (Kenar Kenar Kenar Eglik Teoremi)
Iki ticgenin karsilikli biitiin kenarlar: birbirine es ise ticgenler estir. Bu

teorem kenar kenar kenar (K.K.K.) eslik teoremi geklinde ifade edilir.

C
E F
Sekil 3.52
ispat:
A A

ABC «—— DEF,

|AB| = |DE,

|AC| = |DF|

A A
|BC| = |EF| olsun.ABC = DEF oldugunu gosterelim.

A

X

Sekil 3.53
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DEF= CBX olacak sekilde [BX cizelim |DE| = |BP| olacak sekilde P

noktasini belirleyip C' noktasiyla birlegtirelim.

1.
2.

e B S

A A
DEF = PBC (cizimden)

|DF| = |PC|

|DE| = |PB| (1. den)

|DF| =|AC|

|DE| = |AB| (Veriliyor.)
|PC| = |AC]

|PB| = |AB]| (2. ve 3. ifadelerden)

m(BAP) = m(BPA) (4. den)

m(PAC) = m(APC) (4. den)

m(B/fE’) = m@) (5. 6. ve aq olgiilerini toplama aksiyomundan)
(
(

A A
ABC = PBC 4. 7. ve K.A.K. eglik aksiyomundan)

A A
ABC = DEF 1. ve 8. den)

Teorem 3.16 (Kenar Ag1 Ag1 Eslik Teoremi)

Herhangi iki tiggenin birinin iki agisi ile, bu agilardan birinin kargisindaki

kenari, diger ticgenin bunlara kargilik olan elemanlarima eg ise bu iki iiggen

estir.

Sekil 3.54 Sekil 3.55

Ispat:|AB| = |DE|,
m(A) =m(D) ve
~ — A A
m(C) = m(F') kabuliimiiz; ABC = DEF oldugunu gosterelim.
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m(A) = m(D) N .
~ . = m(B) = m(E) olur.
m(C) =m(F)
O halde,
m(A) = m(D) o
|AB| = |DE)| — ABC = DEF olur. (A.K.A. eslik teoreminden)
m(B) = m(E)

Teorem 3.17 (Hipoteniis - Dik Kenar Eglik Teoremi)

Hipotentisleri ve birer dik kenarlar: es olan iki dik {icgen estir.

B C F
Sekil 3.56

ispat:ABC ve DEF iicgenlerinden m(C) = m(E) = 90°, |AB| = |DF|
A A
ve |AC| = |DE| alahm. ABC =~ DFE oldugunu gostermemiz isteniyor;

Sekil 3.57

[F'E iizerinde, |EP| = |BC| olacak sekilde, bir P noktasi alalim ve D ile
birlegtirelim.
A A
1. ABC = DPE (K.A.K. eslik aksiyomundan)
2. |AB| = |DP|=|DF| (verilenlerden ve 1. den)
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d.

6.
Sonugc: Hipoteniisleri ve birer dar agilar1 es olan dik tiggenler estir.

m(P) =m(F) (2. den)

|DE| = |DE|
A A

DPE = DFE (K.A.K. eslik aksiyomundan)
A A

ABC = DFE (1. ve 5. den)

Teorem 3.18:

Es iki tiggenin;

1. Karsilikli kenarortaylarimin uzunluklari,

2. Karsilikl agiortaylarinin uzunluklari,

3. Kargilikli yiiksekliklerinin uzunluklari, birbirine esittir.
ispat:

1.

ANYA

Sekil 3.58

[AP] ve|DK], tiggenlerin [BC] ve [E'F]

kenarlarina ait kenarortaylar olsun.

1.
2.
3.

4.
d.

m(B) =m(E)

AN VAN
|AB| = |DE] (ABCuDEF)
ABO DEF)

A A
ABP = DEK
|AP| = |DK]|

1. ,2.,3. ve K.A.K. eglik aksiyomundan)

(
BP| —|EK| (ABC = DEF —s [BC|— |EF])
(
(4. den)

65
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Sekil 3.59
[AN] ve [DK], ii¢genlerin A ve D

acilarina ait aciortaylar olsun.

1. m(B) =m(E) (ABC DEF)
2. |AB| = |DE] (ABC DEF)
3. m(BAN) —m(EDK) (ABC =~ DEF —s m(BAC) — m(EDF)
A A
4. ABN = DEK (1., 2., 3. ve A.K.A. eglik teoreminden)
5 |AN| =|DK]| (4. den)
3.
B D
S H ¢ E o £
Sekil 3.60

[AH] ve [DP], tiggenlerin [BC] ve [E'F] kenarlarma ait yiikseklikler olsun.
1 m(B) = m(E) (Aﬁc ~ DJAEF)
2 m(B/H\A) = m(@) =90° (Yiikseklik tanimindan)
3. m(BAH) =m(EDP)
4

A A
|AB| =|DE| (ABC =~ DEF)
A A
5 ABH = DEP (1., 3. ,4. A K.A. eslik teoreminden)
6 |AH| =|DP)| (5.den)
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3.8 Ikizkenar, Eskenar ve Dik Ucgen ile Ilgili
Ozellikler

Lemma8: ikizkenar bir ticgende, tabana ait kenarortay, ayni zamanda acior-
tay ve yiiksekliktir.
ispat:

Sekil 3.61

|AB| = |AC|, |BH| = |HC| ise m(BAH) = m(HAC) ve
[AH] L [BC) dir.
1. |AB| =|AC| (
2. m(B\ ) = m(a) (ikizkenar ti¢gen)
3. |BH| =|HC| (

ikizkenar {iggen)

veriliyor)

A A
4. ABH = ACH (1.,2.,3.ve K.AK eslik aksiyomundan)
Es ticgenlerin karsilikli tiim elemanlar es oldugundan;

m(@) = m(@) dir. ve [AH] agiortay olur.

m(A/H\B) = m(A/H\C) = 90° dir. ve [AH] yiikseklik olur. (Es komsu
biitiinler agilar)

Sonug: Eskenar iiggenin biitiin kenarlarina ait, kenarortay, agiortay ve
yiiksekliklerinin uzunluklar: esittir.

Lemma9: Ikizkenar bir iicgenin es kenarlarina ait kenarortaylar birbirine

estir.
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ispat:

Sekil 3.62
|AB| = |AC| ve |AE| = |EB| = |AD| = |DC ise
[BD] = [CE] olur.

1. |[EB| =|DC| (Kenarortaydan)
2. m(B) =m(C) (ikizkenar iicgen)
3. |BC| =|BC|

A A
4. EBC =DCB 1.,2.,3. ve K.AK. eglik aksiyomundan
O halde, es ii¢genlerde kargilikli elemanlar es oldugundan, [EC| = [BD]

olur.

Lemmal0: Bir ikizkenar ticgende es acilara ait agiortaylar birbirine egtir.

ispat:

Sekil 3.63

ABC iiggeninde |AB| = |AC| ve [BE] ile [C'D] agiortaylar ise

[BE] = [C'D] dir.

1. m(@) = m(B/C’E) (Aé C' ikizkenar ti¢gen)

2. |BC| = |CB|

3. m(D/@) = m(@) (veriliyor)

4. D%C = Eé’B (1., 2., 3. ve A.K.A. eslik teoreminden)
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Es iicgenlerde karsilikli elemanlar eg oldugundan, [BE] = [C'D] olur.
Lemmall: Bir ikizkenar iiggende, es kenarlara ait yiikseklikler birbirine
estir.

ispat:

Sekil 3.64
ABC iiggeninde |AB| = |AC| ve
[BD] ile [HC)] yiikseklik ise |BD| = |[HC| olur.

— — A
1. m(HBC) =m(DCB) (ABC ikizkenar tiggen)
2. |BC| = |CB

3. m(B/IE’) :m(@):900 (veriliyor)

A A
4. HBC = DCB (1. ,2.,3. ve K.A.A. eslik teoreminden)
Es tiggenlerde kargilikli kenarlar eg olacagindan, [BD] = [HC] olur.
Lemmal2: ABC ii¢geninde; |[AB| = |AC|, P € [BC]|,
[PE] || [AB] ve [PD] || [AC] ise |PD| + |PE| = |AB| dir.

A

Sekil 3.65

Ispat: Paralel dogrular arasmda kalan dogru parcalan es olacagindan;
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1 |PE| = |AD| olur.

2 m(@) = m(C) (yondes agilar)

3. mB) = m(C) (1AB] = |AC))

4. m(B) = m(DPB) (2. ve 3. ten)

5 |DB| = |PD| (4. den)

6 |AB| = |AD|+ |DB|

7. |AB| = |PE|+|PD| (1.,5. ve6. dan)

Sonug: ABC iiggeni eskenar iicgen ise P noktasi kenarlardan herhangi
birinin iizerinde olabilir. Yani bu o6zellik eskenar {icgenin ii¢ kenar: iginde
gecerlidir.

Lemmal3: AgC nde |AB| = |AC|, [PH| L [AB], [PD] L [AC] ve

[BE] L [AC] ise |PH| + |PD| = |BE] olur.

Sekil 3.66

ispat:

[PF] || [AC] olacak sekilde [PF] m gizersek,

[PF| L [BE] ve |PD| = |KE| olur.(1)

F BP ikizkenar ii¢geninde, |PH| = |BK| dir. (2)

O halde, (1) ve (2) taraf tarafa toplanirsa,

\BE| = |BK| + |KE| = |BE| = |PH| + |PD| olur.

Lemmal4: ABC iiggeni eskenar iiggen, P ise bu ii¢genin iginde herhangi
bir nokta olmak iizere, [PF] || [BC], [PD] || [AC], [PE] || [AB] ise

|PD|+ |PE| + |PF| = |BC| dir.
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Sekil 3.67

Ispat: [DP] ni uzatip [BC] m T noktasinda kessin.
P%T ve D%T eskenar {icgen olurlar.
1. |PE| =|PT|=|ET| (P%}Te§kenar tiggen)
2. |BT| =|DT| (D%T eskenar ticgen)
3. |BT| =|PD|+|PT|=|PD|+|PE| (1. ve2. den)
Paralel dogrularin arasinda kalan paralel dogru parcalar1 es olacagindan
4. |PF| =|TC|
5. |BC| =|BT|+|TC|

6. |BC| =|PD|+|PE|+|PF| (3.4. veb. den)
Lemmal5: ABC iiggeni egkenar iiggen, P ise bu ii¢genin i¢inde herhangi

bir nokta olmak {izere,
[PE] L [AB], [PF] L [BC], [PD] L [AC] ve [AH] L [BC] ise
|AH| = |PE|+ |PD| + |PF)| dir.
ispat:

G
= )
B F H C

Sekil 3.68
[KN] || [BC] ve [TN] L [AB] olacak sekilde [K'N] ile [T'N] yi ¢izelim;
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[AH] L [KN], |GH| = |PF| olur. AI%N de eskenar oldugundan,

|TN| = |AG| = |PE| + |PD| dir. (Lemma 13 geregince). O halde,

|AH| = |AG| + |GH| yani |AH| = |PE| + |PD| + | PF| olur.

Lemmal6: Bir dik iicgende, hipoteniise ait kenarortayin uzunlugu, hipotentiisiin

uzunlugunun yarisina esittir.

ispat:
A
W
B B c
Sekil 3.69

- A 0 : |BC| ..
ABC nde m(A) =90°, |BD| = |DC| ise |AD| = — dir.

[DH || [AC] olacak sekilde, [DH gizilirse;

[DH L [AB] ve |AH| = |HB| olur.

[H D], hem yiikseklik hem de kenarortay oldugundan,

Lemma 8 geregince |AD| = |BD] olur.

Dolaywsiyla |AD| = |BD| = |DC| yani |AD| = ‘B—;‘ bulunur.

Sonug: Herhangi bir ticgende bir kenara ait kenarortay uzunlugu, o ke-
narin uzunlugunun yarisina egit ise bu iiggen dik iiggendir.

Lemmal?7: Bir acisinin 6l¢iisii 30° olan dik tiggende, bu ag1 karsisindaki
dik kenarin uzunlugu, hipoteniisiin uzunlugunun yarisina esittir.

ispat:

Sekil 3.70
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AéC nde, m(A) = 90°, m(C) = 30° ise |AB| = \B_z(]\ dir.

[BC| nin [AD] kenarortaymi ¢izersek;

|AD| = |BD| = |DC| olur. m(C) = 30° = m(B) = 60° dir.

ve AéD eskenar olur. O halde, |AB| = |BD| = @ bulunur.

Sonug: Bir dar acisinm 6lciisii 60° olan bir dik ticgende, bu acinin karsisin-
daki dik kenar uzunlugu, diger dik kenar uzunlugunun v/3 katidir.

Lemmal8: Dar acilarimmn ol¢iileri 15° ve 75%lan dik ticgende, hipoteniise

ait yiiksekligin uzunlugu, hipoteniisiin uzunlugunun dortte birine egittir.

. A -~
Ispat: ABC nde, m(A) =90°, [AH] L [BC],

~ ~ B
m(B) =75 ve m(C) = 15° ise |AH| = % tiir.

Sekil 3.71
|BD| = | DC| olacak sekilde [AD] m1 gizelim;
B
1. |AD| = |BD|=|DC|= |—2C| (Lemmal6 geregince)
2. m(C) = m(DAC) = 15° (JAD| = |DC))

3. m(ADH) =30°

AD

4 |AH| = % (Lemmal?7 geregince)
B

5. |AH| = 1BC (1. ve 4. den)

4



Bolim 4

UCGENLERDE BENZERLIK

Tipleri aym fakat biiyiikliikleri orantili olan sekillere benzer sekiller denir.
Bu tanima gore, uzayda geometrik cisimler, diizlemde de ¢okgenler arasinda
benzerlikler kurulabilir. Diizlemde iki eskenar ticgen, iki kare, iki ¢ember,

uzayda da iki kiip her zaman birbirine benzerdir.

Aol

Eskenar iiggenler benzerdir. Kareler benzerdir.

Sekil 4.1 Sekil 4.2

74



[6)

o mi

(emberler benzerdir. Kiipler benzerdir

Sekil 4.3 Sekil 4.4

4.1 Benzer Ucgenler

Tanim 4.1
Iki ticgen arasinda yapilan bire bir eslemede, karsilikli acilar es ve kargilikli

kenar uzunluklar1 orantili ise bu {icgenlere benzer ii¢ggenler denir.

D
' /\
E e = F

Sekil 4.5

A A
Sekildeki ticgenler arasinda, ABC < DFEF eslemesi verilsin.

m(A) =m(D)
oo lABI_1BC|_|4c] _
m(B) = m(E) “|DE|” |EF| |DF|_

~

m(é) = m(F)

k

A A A A
ise ABC'ile DEF benzerdir ve benzerlik ABC' ~ DEF geklinde gosterilir.
Tanim 4.2:

Benzer iki iiggenin karsilikli kenarlarimin uzunluklari oranina benzerlik



76

orani denir. Benzerlik oranm1 pozitif bir k reel sayisidir. Eg iicgenler ben-
zerdirler ve benzerlik oranlar1 1 dir.
Sonug: Birbirine es olan iki ticgen her zaman benzerdirler, fakat birbirine

benzer iki iiggen her zaman eg ticgenler olmayabilirler.

4.2 Kenar Aci Kenar (K.A.K.) Benzerlik Ak-
siyomu

Aksiyom 4.1:

Iki iicgenin karsiikh ikiser kenarlarmim uzunluklari orantili ve bu ke-
narlarin arasinda kalan acilar es ise bu iki {icgen benzerdir.

Bu benzerlige kenar ag1 kenar (K. A.K.) benzerligi, bu aksiyoma da K. A. K.

benzerlik aksiyomu denir.

Y /

Sekil 4.6
4B _ a0l _ L
|DE| |DF| — ABC ~ DEF dir.
m(A) = m(D)
~ ~ ~ ~ | BC' | e
Buradan m(B) = m(E), m(C) = m(F) ve EF | = k diyebiliriz.

Teorem 4.1
Yiikseklikleri egit olan iki {iggenin alanlariin orani, tabanlarinin uzunluk-

lar1 oranina esittir.
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Ispat: ABC ve DEF iicgenlerinde;

A

Sekil 4.7

A
A(ABC)  |BC|

=ba
A(DEF) |EF|

[AH|L[BC], [DN]|L [EF] ve |AH| = |DN]| olsun.

oldugunu gosterelim.
Bir tiggenin alani, herhangi bir kenar uzunlugu ile bu kenara ait yiiksek-

ligin uzunluklar1 carpiminin yarisina esit oldugundan,

o, BQMAHI
— 2 f— _ oy
2~ EFLDN] ~ [gF| o (AH] = DN veriliyor)
ADEF) 5=

4.3 Temel Orant1 Teoremi

Teorem 4.2:
Bir ticgenin bir kenarina paralel olan ve diger iki kenarini kesen bir dogru,
kestigi kenarlar1 orantili parcalara ayirir.

Ispat: ABC bir iicgen veDE || [BC] kabuliimiiz olmak iizere,

|AD|  |AE|

IDB| ~ |EC]

oldugunu gosterelim.



78

Sekil 4.8

[BE] ile [C’D] n1 ¢izersek;
(ADE _|AD|
AED | DB

1. )
DC)

, A(MDE) _|AE
)

(Teorem 4.1)

(Teorem 4.1)

A(EDC’ EC]
A A
3. A(DEB) = A(EDC) (iiggenlerin yiikseklikleri ve tabanlari ayni)
|AD| |AE|
4, —— = — 1., 2. . d
DB EC (1., 2. ve 3. den)

Teorem 4.3 (Temel Orant1 Teoreminin Karsit)
Bir dogru bir tiggenin iki kenarimi farkli noktalarda keser ve kenarlar {iz-
erinde orantili parcalar ayirirsa, iigiincii kenara paraleldir.

AD AE
AD]_ |AB| kabuliimiiz; DF || [BC] oldugunu

Ispat: ABC iicgeninde

|DB|  |EC|

gostermeliyiz.

Sekil 4.9

[EF], E noktasindan gecen ve [BC| na paralel olan bir dogru parcasi

olsun.



79

|AD| |AE|

1. DB = ‘ 70 (Veriliyor)
AE AF
2. ||E—C = 1FBl (teorem 4.2 den)
|AD AF
o= = == (L. 2.
3 DB FE| (1. ve 2. den)
4. |AF| = |AD| olurki D ile F noktalan ¢akigiktir. (3. den)
5. DE || [BC] (4. den)

4.4 Aciortay Teoremleri

Teorem 4.4 (I¢ Aglortay Teoremi)
Bir ticgende herhangi bir agiortayin karsi kenar tizerinde ayirdigi parcalarin
uzunluklar: orani, bu parcalara bitigik komsu kenarlarin uzunluklar: oranina

esittir.
|AB|  |BN|
|AC| — |CN]|

Ispat: ABC iicgeninde [AN], A agisinin i¢ aciortay1 olsun.

oldugunu gosterelim;

Sekil 4.10

[TN]L [AB] ve [NH]L[AC] ¢izelim.
1. ITN| = |NH| ([AN], agortay oldugundan)

AN
A(ABN)  |BN]

2.
|CN|

= (Teorem 4.1)
A(ANC)
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A(ABN) LAB| TN |AB|
_ 2 — i
3. ——— = ACTINH] AC] (1. den ve sadelestirme)
A(ANC) 5
|AB| |BN|
4. — = — 2. .
AC| ICN| (2. ve 3. den)

Teorem 4.5 (Dis AgiOrtay Teoremi)
Bir ABC iiggeninde, A agisinin dig agiortayr [AN], [BC] kenarinin uzan-

AB BN
tisin1 NV noktasinda kesiyor ise; : 1 C\| = ﬁ dir.
ispat:
Sekil 4.11
[NE|L[BE ve [NH|L [AH gizelim.
1. INE| =|NH| ([AN], agiortay oldugundan)
A
A(ABN BN
2. ( = ) = ‘|C'N\| (Teorem 4.1 den)
A(ACN)
) AA |AB|.|EN| )
BN - 5 B
3. ( = ) = \ACﬁNH| = }AC’} (1. den ve sadelestirme)
A(ACN) TR
|AB| |BN|
4. = 2. 3. d
AC| N (2. ve en)

Sonug: ABC iiggeninin, A acgisin i¢ agiortayi [AN] ve dis agiortayi [AD)]

ise;
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Sekil 4.12

. IBNI _|BD|

" |CN| |CD|

2. [AN] L[AD]

3. |AN| =\/b.c— | BN|.|CN |

4. |AD| =4/|BD|.|CD|-b.c dir.

4.5 Acqg1 Acit Ac1 (A.A.A.) Benzerlik Teoremi

Teorem 4.6: Iki ticgen arasinda yapilan bir eslemede, karsilikli acilar es ise

bu iki ii¢ggen benzerdir. Bu benzerlige ag1 ag1 agt (A.A.A.) benzerligi denir.

ispat:
Sekil 4.13

A A
ABC < DEF,
m(A) =m(D)
m(B) = m(E)

. . A A

m(C) = m(F) dir. ABC ~ DEF oldugunu gosterelim;
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DEF iiggeninde, [AB] = [DB’'] ve [AC] = [DC"] olacak sekilde [B'C'] m1

cgizelim.
A
1. ABC =DB(C (K.A.K. eglik aksiyomu)
2. m(B) =m(E)= m(D/B‘\C‘) (1. den ve verilenlerden)
3. [B'C'l ||[EF]ve|BC]=[B'C'] olur. (2. den)
DB IDC'| |IDB'| |DC'|  (temel oranti teoremi
4. = veya =
|BE| |C'F| IDE|  [DF| e 3. den)
5 |AB|  |AC|
" |DE|  |DF|
A A
6. ABC ~ DEF (1., 4. ve KA K

benzerlik aksiyomundan)

Sonug 1: Verilen herhangi iki tiggenin karsilikli iki acis1 eg ise bu ticgen-
ler benzerdir. Dolayisiyla A.A.A. benzerlik teoremi yerine A.A. benzerlik
teoremi de denilebilir.

Sonug 2:

Sekil 4.14
Bir iiggenin herhangi bir kenarina paralel olarak cizilen ve diger kenarlarini

kesen bir dogru parcasi, bu iicgene benzer bir iiggen olusturur.

VAN AN
[DE] || [BC] => ADE ~ ABC dir.
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4.6 Kenar Kenar Kenar (K.K.K) Benzerlik
Teoremleri

Teorem4.7: Iki iicgen arasinda yapilan bir eslemede, karsihkli kenarlarin
uzunluklar1 orantili ise bu tiggenler benzerdir. Bu benzerlige kenar kenar
kenar (K.K.K.) benzerligi denir.

ispat: AEC’ — D%F,

|AB|  |BC|  |AC|

|DE| |EF| |DF]

memiz gerekir.

A A
= k kabuliimiiz; ABC ~ DEF oldugunu goster-

A
BAC
Sekil 4.15
[AB] = [DB’] ve [AC] = [DC'] olacak sekilde [B'C"|n1 gizelim.
1 DB| - |DC] (verilenler ve ¢izimden)
" |DE| ~ |DF] ¢
2. [B'C'l || |[EF] (l.den)
3. m(E) = m(D/BE') (yondes acilar 2. den)

—

m(F) = m(DC'B)
A (A.A.A. benzerlik teoremi
4. DB'C' = DEF
ve 3. ve 4. den)
|DB'|.|EF|
|DE]

\DB'|  |B'C|
\DE| — |EF)|

ot

— |B'C'| = (4. den)

|AB|.|EF|
|DE|

o

=

2
|

(gizimden ve 5. den)



|AB|  |BC| |AB|.|EF|
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. = BC| = kabuliimi
7 DE \EF\:>| C| DE (kabuliimiiz)
8. |BC| = |B'C’| (6. ve 7. den)
& A (8., ¢izim ve K.K.K.
9. DB'C = ABC
eslik teoreminden)
10. m(DB'C") =m(B) = m(E) (3. ve 9. dan)
m(DC'Br)y = m(C) = m(F)
A A (10. ve A.A. benzerlik
11. ABC ~ DEF
teoreminden)
Teorem 4.8
Benzer iki iiggenin;
a. Kargilikli yiiksekliklerinin uzunluklar: orani,
b. Kargilikh kenarortaylarinin uzunluklar: orana,
c. Karsilikli aciortaylarinin uzunluklar: orani benzerlik oranina esittir.
ispat :
D
|
|
|
E G F
Sekil 4.16
A A
ABC ~ DEF ve
|BC| |AB|  |AC| k- olsun
|EF|  |DE| |DF| ’
a. [AH] ve [DG]| yiiksekliklerini gizelim.
A A
~ ~ . ABH ~ DEG
m(B) =m(F) (Veriliyor.)
— — = (A.A.A. benzerlik
m(BHA) = m(EGD) = 90°

teoreminden)
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IBA|  |AH|

halde it — 280 e
O ha “1DE| ~ |DG|” "™
b,

D
Vd
%) 1': B H C E + B f E
Sekil 4.17
A A |BC’|
ABC ~ DEF = k olsun.
C ve EF| k olsun
[AP] ve [DR] kenarortaylarin c¢izelim.
1. m(é) = m(E) (iicgenlerin benzerliginden)
AB B 2.|BP BP
2. \|DE|\ = }E?} = 2.:ER} = :ER} (kenarortay ve benzerlikten)

1., 2. ve K.A.K benzerlik aksiyomundan;

A A
3. ABP ~ DER
AB|  _ AP _ Vi

= =—=k (3.d
IDE| ~|DR W, (3. den)
A
B}
nA
no
K C E L F
Sekil 4.18
[AK] ve [DL] agiortaylarim gizelim.
1. m(B) = m(E) (benzerlikten)
11— 1 —
2. ém(BAC) = §m(EDF) (benzerlikten)

3. m(BAK) = m(EDL) (2. den)
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A A
4. ABK ~ DEL (1.,3. ve A.A benzerlik teoreminden)
AB|  |AK| na
e N L L 8
> DB DLy " (4. den)

Sonug: Benzer iki iiggenin kargilikli tiim elemanlarinin uzunluklar: orani,

benzerlik oranina egittir.

a b ¢ Vo E Vo he hy  he na

"B _Nc _

.b—ez?:vd—‘/e_vf:h_d:he hf np ng ng

Benzerlik orani cevreleri oranina esittir.

A
5 a b ¢ a+b+c QABC) I
. = —_ = — = — N =
d e f dte+f C(DEF)

Teorem 4.9:

Benzer iki ti¢ggenin alanlarinin orani, benzerlik oraninin karesine esittir.

A
. 4 4 B A(AB
Ispat: ABC ~ DEF ve ‘| EZC; ‘| = k kabuliimiiz; M = k? oldugunu

A(DEF)
gosterelim.
D
B H G CHE G; F
Sekil 4.19

[AH]L [BC] ve [DG|L[EF] olacak sekilde [AH] ve [DG] yiiksekliklerini

cgizelim.
1. :gg: = :gg: =k (teorem 4.7 den)
A |BC|.|AH|
5 A(AEC) _ m _ |BC|'|AH| bg g2 (alan formiilii
ADEFR) EELDGL[BF] DG ve 1. den)

2
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4.7 Tales Teoremleri

Teorem 4.10 (1. Tales Teoremi)
Birbirine paralel olan ii¢ veya daha fazla dogru iki farkli dogruyla kesisirse,

kesenler iizerinde ayrilan karsilikli dogru parcalarinin uzunluklar: orantilidir.
|AB|  |DE|

|BC|  |EF|

Ispat: d || k || I ve m,n kesendir. oldugunu gosterelim.

L

B AVE

Sekil 4.20
AF dogrusunu ¢izelim. BENAF = {K} olsun.
1 [AB|  _ |AK] (temel orant1 teoreminden)
" |BC|  |KF|
DE AK
2. |‘ 7 F|‘ = || e F‘\ (temel orant1 teoreminden)
|AB]| |DE)|
. = 1. 2.d
3 BC| EF| (1. ve en)

Teorem 4.11 (2. Tales Teoremi)

Kesigen iki dogru, paralel iki dogru ile kesildiginde, olusan iki ti¢genin
karsilikli kenar uzunluklar1 orantilidir.

Ispat: d || k ve INm = {B} olsun.

|AB| |BC| |AC)|

BE| ~ |BD| _ |DE| oldugunu ispatlayalim.
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Sekil 4.21

1. ( ) = m(@) (i ters acilar)
m(BC ) = m(B/D\E) (i ters agilar)
(ABC’) = m(@) (ters agilar)

2. ABC ~ EBD (1. den A.A.A. benzerlik teoremi)
[AB| _ |BC]_ JAC olur. (2. den)

" |BE| |BD| |DE|
Kesigen ve paralel dogrular, sekilde ki gibi olmas1 durumunda ;

4 m

B c_
3/ \\E\L

Sekil 4.22

|AB| |AC| |BC|

ABC ADEV AD| ~ |AE| ~ |DE|

olur.

4.8 Menelaus ve Seva Teoremi

Teorem 4.12 (Menelaus Teoremi) )
Bir d dogrusu herhangi bir ABC' ii¢geninin [BC/], [AB] ve [AC] kenarlarin

(veya uzantilarim) sirasiyla P, K ve N noktalarinda kesiyor ise
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|PB| |CN| |AK]|

. . ~ 1 olur.
\PC| INA[|KB| — ™

Ispat: ABC iicgeninde d N [CB = {P},
dN[AB] ={K} ve

dN[AC] = { N} kabuliimiiz; [PB| |CON]| |AK]

= 1 oldugunu ispatlayalim.

|PC|"INAJ'|K B

Sekil 4.23

[AC] kenarma paralel B noktasindan gegen bir k dogrusunu ¢izelim ve

knd={S} olsun.

PB B
1. | 7 Cl = || C’Ji‘\ (2. Tales teoreminden)
KB B
2. A K|‘ = || Ni‘\ (2. Tales teoreminden)
1. ve 2. taraf tarafa oranlarsak;
3 PB| |AK] _ [NA bulunur
" |PC|'|KB|  |CN| '
A IPB| |ON| |AK] _1 (gj\rflun her iki tarafi
- |PC|'INA|'|K B | | ile carpilarak elde edildi.)

[NA
Teorem 4.13 (Seva Teoremi)

Bir ABC iiggeninin i¢inde alinan bir P noktasini kogelere birlestiren dogru-

larn [BC|, [AC] ve [AB] kenarlarii kestigi noktalar sirasiyla D, E ve F' ise;
|BD| |CE| |AF| 1 dir
|DC||EA||FB
Ispat: P noktast ABC nin icinde herhangi bir nokta,

AP N [BC] = {D}, BPN[AC] = {E}, CP N [AB] = {F} kabuliimiiz;
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|BD| |CE| |AF| y
. . =1old bulalim.
IDC|"|EA| |FB| — ~ CCHeu DU
Sekil 4.24
BD| |CFE| |AP A
1. :BC\|"\EA||'||PD‘| =1 (ADC nde Menelaus teoreminden)
D FB| |AP A
2 ||Bg||‘| AFH PD|\ =1 (ABD nde Menelaus teoreminden)
. |BDI|CE| |AP| |BC| |AF| |PD| _ =~ (L ve2.
" |DC|"|EA|'|PD|'|DC| |FB| AP tarat tarafa boltndt)
BD E| |AF
4. : DC\| “g A|| |‘ Ja B‘| =1 (3. de gerekli sadelestirmeler yapildi)

4.9 Dik Ucgende Metrik Bagintilar

Teorem 4.14

Herhangi bir dik tiggende hipoteniise ait yiikseklik, tiggeni birbirine ve
kendine benzer iki dik iiggene ayirir.

Ispat: ABC iiggeninde m(B/fE’) = 90° ve [AH| L[BC] kabuliimiiz olmak
tizere; H zAﬁlB ~ H é’A ~ ACAZ'B oldugunu gosterelim.

Sekil 4.25
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1. m(B) = m(B)

2. m(AHB) = m(BAC) = 90°

3. H ﬁlB ~ Aé’B (1., 2. ve A.A. benzerlik teoreminden)
4, m(C) = m(C)

5. m(AHC) = m(BAC) =90°

6. H é’A ~ Aé’B (4., 5. ve A.A. benzerlik teoreminden)
7. HjB ~ HC’AA ~ Aé’B (3. ve 6. dan)

4.10 Oklid Teoremleri

Teorem 4.15

Bir dik tiggende hipoteniise ait yiiksekligin uzunlugu, hipoteniis iizerinde
ayirdigl parcalarin geometrik ortasidir.

Ispat: ABC iiggeninde [AH]L[BC] ve m(B/fY]) = 90° kabul edelim ve
|AH|? = |BH|.|HC| oldugunu gosterelim.

[}
Eal

;

Sekil 4.26

E p K =

A A
HAB ~ HCA  (Teorem 4.14 ten)

|HA|  |HB]
|HC| — |HA]

A
ABC nde |AH| = h, |BH| = p ve |HC| = k dersek h? = p.k seklinde

— |AH|? = |BH|.|HC|

yazilabilir.
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Teorem 4.16

Bir dik iiggende, her bir dik kenar, bu dik kenarin hipoteniis iizerindeki
dik iz diistimiiniin uzunlugu ile hipoteniis uzunlugunun geometrik ortasidir.

Ispat: AgC nde, m(B%’) =90°, [AH]|L [BC]

|AB| = ¢, |AC| =b, |BH| = p, |HC| = k ve |BC| = a olsun; ¢* = p.a ve

b? = k.a oldugunu gosterelim.

Sekil 4.27
4 5 |HB| _ |AB| p_c 2 _
HAB ~ ACE AB| BC] ¢ o T ¢TM
& 2 \HC|  |AC| kb
HA NAB — T = T - = — 2:
C C Ac| ~ [BO| :>b , = b =ka

A ~
Sonug: ABC nde; m(A) = 90°, [AH]L[BC], |AB| = ¢, |BC| = a,
|AC| =b, |BH| =p, |[HC| =k ve |AH| = h ise
1 1 1

1. ﬁ == ﬁ + g
b p
2. - = ,/= dir.
- - r
Teorem 4.17

Bir dik tiggende, dik kenarlarin uzunluklari carpimi, hipoteniis ile hipoteniise
ait yiiksekligin uzunluklar1 ¢carpimina esittir.

fspat: ABC ticgeninde m(BAC) = 90° ve [AH]L [BC] kabuliimiiz;
|BC|.|AH| = |AB|.]AC| oldugunu gosterelim.
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Sekil 4.28

A N
HCA ~ ACB (Teorem 4.14 ten)

|HA|  |AC|

= AH|.|BC| = |AB|.|A lur.
A5 = [5e] = AHIIBC| = |AB||AC] olur

4.11 Pisagor Teoremi

Teorem 4.18

Bir dik tiggende, dik kenarlarin uzunluklarinin kareleri toplami hipoteniisiin
uzunlugunun karesine esittir.

Ispat: AéC nde, m(CAB) = 90° veriliyor; |[AB|? + |AC|? = |BC|?

oldugunu bulalim.

Sekil 4.29
[AH]L [BC] olacak sekilde [AH] m1 gizelim.
1. |AB|?> =|BH]|.|BC| (Oklid teoreminden)

2. |AC|? =|CH|.|BC| (Oklid teoreminden)
1. ve 2. taraf tarafa toplanirsa

3. |ABP? + |AC|? = (|BH| + |CH|).|BC| = | BC|.|BC| = | BC|?
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Sonug: Herhangi bir iiggende iki kenarin uzunluklarinin kareleri toplama,
tigiincii kenarin uzunlugunun karesine esit ise bu ticgen bir dik ticgendir.

Teorem 4.19 (Karnot Teoremi)

Sekil 4.30
P, ABC ii¢geninin i¢ bolgesinde veya iizerinde bir noktadir.
[PD] L [BC], [PE] L [AC] ve [PF] L [AB] ise
|BD|? + |CE|? + |AF|? = |DC|*> + |AE> + | BF|? dir.
Ispat:

Sekil 4.31
[PA],[PB] ve [PC] m ¢izelim;

PDB ve PDC ti¢genlerinde pisagor teoreminden,
|PD]> = |PB - |BD|* = |PC|* - |DC[?
= |PB? — |[PC|> = [BD|* — |[DC|* (1)
PEC ve PFEA iiggenlerinde pisagor teoreminden,
|PE] = |PC|? — |EC|* = |PA] — |AEJ®
= |PC|? — |PA]? = |[EC|* - |AE]*  (2)
PAF ve PBF iicgenlerinde pisagor teoreminden,
|PF|* = |PA] — |AF|? = |PBJ? — |BF|?
= |PAP? — |PB]? = |AF|* — |BF]? (3)
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(1), (2) ve (3) bagmtilarndan;
|BD|? — |DC|? + |EC|* — |AE]? + |AF|* — |BF|> =0
veya

|BD|? + |CE|* + |AF|? = |DC|? + |AE|* + | BF|? bulunur.

4.12 Kenarortay ile Ilgili Teoremler

Teorem 4.20 (KenarortayTeoremi)

Bir ABC iig¢geninin kenar uzunluklari a,b,c ve bu kenarlara ait kenarortay
uzunluklar sirasiyla V,, V4, V.. olmak iizere,

V2 =02+ 2 — %2 dir.

Ispat: AéC nde, |BD| = |DC|, |BC| = a, |AD| = V,, |AB| = ¢ ve
|AC| = b veriliyor. 2V2 = b* + ¢* — %2 oldugunu gosterelim.

Sekil 4.32
AH| 1 [BC] olacak sekilde [AH] n1 cizelim.
[ 3 G
|AH| = h, ve |HD| = k dersek;

A

1. R2+k2=V? (AH D nde pisagor teoreminden)
2. h2+ (% + k)2 =0 (AI%I C nde pisagor teoreminden)
3. h2+ (% — k)2 =c? (AéH nde pisagor teoreminden)
4. 2(h2+ k) + %2 =b>+c* (4. den)

2

5. 2V2=10"+c2 — % (1. ve 5. den)
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Sonug: Bir ABC iiggeninin kenar uzunluklar1 a,b,c ve bu kenarlara ait

kenarortay uzunluklar sirasiyla V,, V;, V. olmak iizere,
b

L2V =B+l -

b2
2. 2V2 :a2+c2—§

02

3. 212 :a2+b2—5

Teorem 4.21: Bir iiggende, herhangi bir koge ile agirlik merkezi arasin-

daki uzaklik o kiseden gegen kenarortay uzunlugunun iigte ikisine egittir.

Ispat: [AD],[BE] ve [CF] swasiyla, [BC], [AC],[AB] kenarlarmin ke-
2.|AD|

narortaylar olsun; |AG| = oldugunu gostermeliyiz.

B D G
Sekil 4.33

d || [BE] olacak sekilde, D noktasindan gegen d dogrusunu ¢izelim.
dN[AC] = {K} olsun.

) |DC| |ICK]| . (D orta nokta ve
- |BD |KE| temel orant1 teoreminden)

2. |CK| =|KE| (1. den)

3. |AE| =2|EK| (|JAE| = |EC| ve 2. den)
AE A 2
|| i K‘| = ‘| ng =7= 2 (temel orant1 teoremi ve 3. den)
A AE| 2

D. “ Ag|| = “ " K‘| =3 (temel orant1 teoreminden)

2|AD
6. |AG| = AAD| (5. den)

3
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Sonug: Ucgenin herhangi bir kenarinin orta noktasinin, agirhk merkezine
olan uzakligi, bu orta noktadan gecen kenarortay uzunlugunun iicte birine
esittir.

Teorem 4.22: ABC nde [AH|L [BC), |AB| — ¢, |BD| — |DC| — g
|AC| =0, |AD| =V, |AH| = h, ve |[HD| = z ise |b* — ¢?| = 2.a.z dir.

ispat:

Sekil 4.34

A
1. v =h+ (% +z)?> (AHC nde pisagor teoreminden)

2. & =h2+ (% —x)? (AéH nde pisagor teoreminden)
1. ve 2. yi taraf tarafa ¢ikarirsak;

a2
4
4. b —c*  =2ax (3. den)

2

+ 2?4+ ax — h2 — % {ar—2? bulunur.

3. -2 =h?
C o+ 1

5. |b* —c*| =2axr (2ax negatif olamayacagimdan)
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