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Bu tezde bir S ayrik topolojik uzaymin AS Stone-Cech kompaktlamast insa edildi
ve bazi ozellikleri incelendi. S ayrik yarigrubunun islemi, S nin Stone-Cech
kompaktlamas1 S ye genisletilerek bu islem altinda AS nin sag topolojik yarigrup
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yarigrubu olup olmadigi gosterildi. Ayrica S bir rectangular band ve S \S de S nin

bir alt yarigrubu ise S \S ninde bir rectangular band oldugu gosterilmistir.
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In this thesis, the Stone-Cech compactification /S of a discrete space S is
constructed and some properties of pS are drived. Extension of the binary
operation on a discrete semigroup S is extension to its Stone-Cech
compactification fS and it is shown that with this operation S is a rigt
topological semigroup. In the end, it is shown that whether or not S \S is a
subsemigroup of S for some well known semigroup S. Also it is proved that if S
is a rectangular band such that S \S is a subsemigroup of AS then S \S is a

rectangular band too.
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1.GIRiS

1.1 Ultrafiltreler

Bu bolimde bundan sonra SD Stone-Cech kompaktlamasini insa ederken
kullanacagimiz ultrafiltreleri taniyacagiz. D, bir kiime ve 4 < D olsun. A, D nin
hem acik hem de kapal1 bir alt kiimesi ise A ya AK kiime diyecegiz.

Tanmm 1.1.1 D, herhangi bir kiime olmak iizere, U < P(D) ailesi asagidaki kosullar
saglarsa U ailesine, D lizerinde bir filtre denir.

(i) e U

(ii) 4,Be ViseA nBeU

(iii) AeUve 4 cBise Be U
Ornek 1.1.2 (X, T) bir topolojik uzay ve x€X olsun.

K(x)={Kc X: x eU c K olacak sekilde UeT vardir } kiimesine xeX in komsuluklar
ailesi denir ve K(x), X lizerinde bir filtredir.

Ornek 1.1.3 F, sonsuz bir kiime olmak iizere,

D={ A cF: F\4 sonlu } seklinde tanimlanan ® kiimesi F'lizerinde bir filtredir.
Tanmm 1.1.4 U, D iizerinde bir filtre ve 4 < U olsun. Eger her Ue U i¢cin AcU
olacak sekilde bir A e 4 varsa, 4 ya, Unun bir filtre baz1 denir.

Ornek 1.1.5 (X,T) bir topolojik uzay ve x e X olsun.

UVx)={U eT : x e U} kiimesi, K(x) in filtre baz1 olup, U (x) kiimesine x in agik
komsguluklarinin ailesi denir.

Tamm 1.1.6 U, ¥ D iizerinde iki filtre olsun U < ¥ ise U filtresine ¥/ filtresinden
daha kabadir veya 9/ filtresine U filtresinden daha incedir denir.

Tanmm 1.1.7 Bir D kiimesi tizerinde bir U filtresi verilsin. Eger D iizerinde U
filtresinden daha ince bir filtre yoksa, U filtresine ultrafiltre denir.

Boylece D, bir kiime ve U, 9 D lizerinde iki ultrafiltre olsun. U =9V < U c ¥
Lemma 1.1.8 U, D flizerinde bir filtre ve Ac D olsun. Asagidakilerden yalniz bir
tanesi dogrudur.

(1) AnB=9 olacak sekilde bir Be U vardir.
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(2) T={Cc D: baz1Be Vigin AnBc C } kiimesi D iizerinde bir filtredir.
Ispat: Her Be Uicin AnB # & olsun. T nin bir filtre oldugunu gosterelim.

(i) DeT

(i) C,,C, € T alalim. O zaman 3B,, B, € U vardir dyleki,
AnB cC ve AnB,cC, dir. O#ANB NB,cC NC, yazilir. Burada
B, N B, € Uolmasina dikkat edilirse T nin tanimdan C, "C, €T olur.

(iii) C,eT ve C,cCc D olsun. C, €Tise 3Be U icin AnBc C, olur.
ANBc C, < C olup T nin tanimimdan C €T olur.
Tamm 1.1.9 Bir 4 kiimesi verilsin  P(A4)ile 4 nin kuvvet kiimesini P,(4) ile 4 nin

bos olmayan sonlu alt kiimelerinin ailesini gosterecegiz.

P (A)={F: O+ F c A ve Fsonlu } dir.

D bir kiime A c P(D) olsun, VF € P,(A) igin NF #<J oluyorsa A4 ailesine
sonlu kesisim zelligine (S.K.O) sahiptir diyecegiz.
Teorem 1.1.10 D bir kiime ve U< P(D) olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

(a) U, D iizerinde bir ultrafiltredir.

(b) U sonlu kesisim dzelligine (S.K.O) sahip ve her A e P(D\U i¢in ANB=
olacak sekilde bir Be U vardir.

() U, {¥cPD): v, SK.O saglar } kiimesinin maksimal elemanidir.

(d) U, D tizerinde bir filtre ve her ¥ € P, (P(D)) igin eger U F € U ise

FNU=# O.

(e) U, D tlizerinde bir filtre ve her Ac D icin ya Ae Uveya D\A € U
Ispat: (a)= (b) U, D iizerinde bir ultrafiltre olsun. Filtre tanimindan U, S.K.O saglar.
AeP(D)\Valalim, ¥={C <D: A nBcC olacak sekilde bir Be U vardir} olsun
Ae vdir. A¢ U oldugunu goz 6niine alirsak U & 7/olur. Boylece ¥, D iizerinde bir
filtre olamaz. Lemma 1.1.8 den B € U gibi bir eleman vardir 6yle ki AnB=9 olur.

(b)=(¢) U, S.K.O sahip ve her A eP(D) \U icin AnB=@ olacak sekilde bir
BeWUolsun. I ={ ¥ cP(D) : ¥ , S.K.O saglar } olarak tammlayalm. U T

oldugundan I'# & dir. Kabul edelimki U, I' kiimesinin maksimal eleman1 olmasin



1. GIRIS Tuncay DINCEL

bu durumda U < G olacak sekilde bir Ge I vardir. O zaman 3Ge G, G¢ U
= 3Be Vigin GAB=@ olur. Bu ise ¢ nin S.K.O saglamast ile gelisir. Dolayisiyla
U, T kiimesinin maksimal elemanidir.

(¢)=(d) YV u {D} SK.Osaglar. Uc U U {D} olup, U, maksimal
oldugundan U =0 U {D}= DeUdir. A,Be ¥ alalm. U, S.K.O sahip oldugundan
ANnBeU. AeUve A cB <D olsun, U U {B} S.K.O saglar. U c U U {B} olup,
U, maksimal oldugundan U = U U {B} = Be Uburadan U bir filtredir.

Fe P, (P(D)) icin UFeU olsun. Her AeF igin Ag U oldugunu varsayalim.

Verilen bir Ae # igin, U < U U {A} olup U, S.K.O sahip maksimal aile
oldugundan U U {A} S.K.O sahip degildir. O halde bir G, € P, (V) vardir 6yle ki

ANn(NngG,) =0 dir. H = U G, Olsun, buradan H U {UF} U ve

AeF

(VF)N(NH)=D olup bu bir ¢eliskidir. O halde 34 e F igin AcU=>FNU=D
dir.

(d)=(e) F={A,A\D} alirsak AU (D\A)=D e U oldugundan A € Uyada
D\A € U olur.

(e)=(a) v, D iizerinde bir filtre ve her Ac D icinya Ae U yada D\A € U
olsun. U nun bir ultrafiltre oldugunu gésterelim. U < G ve G bir filtre olsun.
O zaman J4e€G vardrr Oyle ki AeU=D\A e U = D\A €G olup 4€¢G
oldugundan 4N (D\A)= & olur ki bu da G nin filtre olmasiyla ¢elisir. O halde U
ultrafiltredir.
Tanimm 1.1.11 aeD, F,={AcD : ac A} olsun. F,, D lizerinde bir ultrafiltre olup bu
ultrafiltreye “Sabit Ultrafiltre” denir.
Teorem 1.1.12 D bir kiime ve U, D de bir ultrafiltre olsun, asagidakiler birbirine
denktir.

(a) U, sabit ultrafiltre

(b) Fe Uolacak sekilde bir Fe P, (D) vardr.

(¢) T={ A <D : D\A sonlu } kiimesi U tarafindan igerilemez.
dNUz0
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(e) NU={x},xeD
Ispat: (a)= (b) Asikar

(b) = (¢) Fe U ve F sonlu olsun. D\F=A diyelim. D\A=F olup F sonlu
oldugundan AeT olur. FEU oldugundan A=D\F ¢ U dur. Aksi halde ANF=C
olmast U nun filtre olmasiyla ¢elisir. A€ T ve A¢ U oldugundan T Uolur.

(©)=>(d) Tz Vise 34T dyle ki A¢ U. Burada Ae T ise D\A sonludur.
F=D\A alirsak U nun ultrafiltre olmasindan ve A ¢ U oldugundan F € 0.

F= U {x} € U seklinde yazarsak 3 {x} i¢in {x} €U olur. O halde her Be ¥ i¢in

xeF
BN {x} # & olacagindan xe NV olup NU # & olur.

=) NU = ise Ixe NTU ve D\{x} & U olur ¢iinkii x ¢ D\{x}. U nun
ultrafiltre olmasi nedeniyle D\{x}¢ U ise {x} €U olur. Buradan N"U C {x} ise
MU ={x} dir.
Teorem 1.1.13 D bir kiime ve 4 c P(D) SK.O sahip olsun. O zaman 4 < U olacak
sekilde en az bir U ultrafiltresi vardir.
Ispat: I ={BcP(D) : 4 cB ve B SK.O saglar } olarak tanimlayalim. 4 €T’
oldugundan I' # . Cc T zincirini alalm 4 < UC dir. UC nin S.K.O sagladigim

gosterelim. ¥ e P, (UC) igin F < B olacak sekilde bir e vardir. B, SK.O

sagladigindan NF # & buradan UC S.K.O saglar. Zorn Lemmasindan I' de bir U
maksimal elaman1 vardir dyle ki U, S.K.O saglar. Teorem 1.1.10 daki (c) = (a) dan
U, ultrafiltre dir ve U €I oldugundan 4 < U dir.

Sonu¢ 1.1.14 4 , D iizerinde bir filtre ve A< D olsun. O zaman
Aeg A<= AU{D\A}c U olacak sekilde bir U ultrafiltresi vardir.

Ispat: (=) A< D ve A ¢ Aolsun. 4 U {D\A} nin S.K.O sagladigimi gosterelim.
Fe P (A) alalim A filtre oldugundan N F € 4 olur.(N ) N (D\A) # &
oldugunu gostermek icin aksini kabul edelim.

(D\A) Nn(NnF)= = NF cA olup 1 filtre oldugundan ve N ¥ € 4 oldugundan
A e A geliskisi elde edilir. O halde 4 U {D\A} U olacak sekilde U ultrafiltresi

vardir.
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(<) A U {D\A} c U olacak sekilde U ultrafiltresi verilsin, o zaman
D\ AeU = A ¢ U olup A ¢4 olur.
Tamm 1.1.15 9 # ® < P(D) olsun. ® , partition regillerdir <> V¥ € P, (P(D)) ve

UFe®R = dJF eF ve Ae R i¢in ACF dir.
R < P(D) partition regiiler olsun, bir Ae ® secelim. A kiimesini
ie {1,2,....n} A <A olmak lizere 4=4 U4, U..UA, seklinde yazabiliriz.
Burada 4, lerden en az biri ® ig¢indeki en az bir kiimey1 kapsar.
Teorem 1.1.16 D, bir kiime ve & # R < P(D) olsun. & ¢ ® oldugunu kabul edelim.
R ={ BeP(D) : 34e® i¢cin AcB } olarak tanimlayalim. Asagidakiler birbirine
denktir.

(a) ® partition regiilerdir.
(b) 4 < P(D) nin sonlu her alt ailesinin kesisimi RT nin bir elemani oluyorsa
AcUc Q{T olacak sekilde bir U ultrafiltresi vardir.

(¢) Ae R oluyorsa Ae U < Q{T olacak sekilde bir U ultrafiltresi vardir.
Ispat: (a=b) ® partition regiiler ve .4 < P(D) olsun.
B={ AcD : her BeR , AnB=# O } olarak tanimlayalim. D € B oldugundan

B+ dir. De® oldugundan {D} c 4 olacak sekilde bir 4 kiimesi daima vardir
ve A#0.C=A0U® alahm. C nin S.K.O sagladigini gdstermek icin aksini kabul
edelim. ¥ e P.(A) ve G e P,(B) igin ("F)N(NG)= & oldugunu kabul edelim.

F € P,(A) oldugundan NF e R’ olup dBe® i¢cin B <cnF dir. O zaman

BNn(nGg)=Y = B= U (B\VA) e® ve ® partition regiiler oldugundan 3A € G ve

Aeq

Ce® icin Cc(B\A) = AnC=0 = Ae¢B c¢eliskisi elde edilir. O halde C nin
S.K.O saglar. Teorem 1.1.14 e gore AuUB= C < U olacak sekilde bir U

ultrafiltresi vardir. Simdi U c® oldugunu gosterelim.
UeU= DWUe¢v . “¢ ultrafiltre oldugundan”
=>DWUWeB “AUBc U oldugundan”
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=3dBe®,(D\WU) "nB=J ... “@ nin tamimindan
= BcU= Ueq{T Boylece ﬂgﬂu@gUgRT

(b=c¢) 2={A} alirsak A e R olup {A} cUc ® " olur.
(c=>a) Ae® ise U ultrafiltresi i¢in Ae U c ® " olsun. F e P.(P(D)) ve

UF € R olsun. 3V ultafiltresi icin UF € U C Q{T dir. U ultrafiltre oldugundan
FNU# dir. Buradan 3Fe ¥ i¢in Fe U olur. U cC RT oldugundan F e Q{T dir.

Q{T nin tanimindan Fe(R,T ise JA e ® vardir dyle ki A c F dir. Buradan da ®
partition regiiler olur.

Tanmm 1.1.17 D bir kiime ve U, D tizerinde bir ultrafiltre olsun. U nun normu

||U|| =min { |A| : Ae U } olarak tanimlanir.

Tanmm 1.1.18 D bir kiime ve K bir sonsuz kardinal olsun. U, D iizerinde ||U|| >K
olan bir ultrafiltre ise U ya D iizerinde K —uniform ultrafiltre denir.

U, (D)={ U : U, Diizerinde K —uniform ultrafiltre } diyelim.

|D| =K olacak sekildeki bir D kiimesi iizerindeki K —uniform ultrafiltreye, uniform

ultrafiltre denir.

Sonu¢ 1.1.19 D bir kiime ve 1< P(D) olsun, eger her sonlu ¥ A igin ||

sonsuz ise o zaman 4, D lizerinde bir U ultrafiltresi tarafindan igerilir dyle ki U

nun tiim elemanlar1 sonsuzdur. Daha genel olarak eger K bir sonsuz kardinal ve her
sonlu F C A4 i¢in |mT| >K 1se A, D lizerinde bir X —uniform ultrafiltre tarafindan
igerilir.

Ispat: K sonsuz kardinali gdstermek iizere |D| >K olsun. R ={EcD: |E| > K}
E,UE,U..UE, e®R = 3ie{l,2,..n} i¢in |E,|>K olur. Aksi halde Vi i¢in

|Ei| <K olursa maksimum|Ei| <K olurdu buradan |uEi| <K olurdu. Bu ise ® nin
tanimu ile geligirdi.

Ac (R,T = 3V ultrafiltresi vardir dyle ki 4 U c G{f ve K = NO alirsak

® ={ E : E sonsuz, E < D} olur.



1. GIRIS Tuncay DINCEL

Tamm 1.1.20 D bir kiime ve 4 < P(D) olsun. Eger 4 nin sonlu her alt ailesinin
kesisimi sonsuz ise 4 ya sonsuz sonlu kesisim dzelligine (S.S.K.O) sahiptir denir.
Sonug 1.1.19 dan eger 4 (S.S.K.O) sahipse 4 — U olacak sekilde bir U ultrafiltresi

vardir.
1.2 BD Topolojik Uzay1

Bu kisimda D iizerindeki ultrafiltreleri kullanarak bir topolojik uzay insaa

edecegiz.
Tanim 1.2.1 D ayrik topolojik uzay olsun.

(a) BD = { p: p, D iizerinde bir ultrafiltredir. }

(b) AcD, A={pePD:Acp}
Tanim 1.2.2 D bir kiime ve a€ D olsun.
e(@)={AcD:acA}

Burada her ae D i¢in e(a) nin sabit ultrafiltre olduguna dikkat ediniz.

Lemma 1.2.3 D bir kiime ve A, B< D olsun.

(a) ANB=ANB

(b) AUB=AUB

(¢) DA =BD\A

) A= = A=0

(e) A=BD < A=D

() A=B< A=B
Ispat: (a) ANBc A ve ANBCB olup, pe BD igin p ultrafiltre oldugundan
AnBeps AepveBep dir.
mz{peBD:AmBep}={peBD:AepveBep}=KmI§

(b) p bir ultrafiltre oldugundan AUBe p= A € p veyaB e p dir.

A/U\B={peBD :(AuB)ep}={pepPD:AepveyaBep }:Kufg
(¢) p bir ultrafiltre oldugundan A € p= D\A ¢ p dir.
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DA={peBD:D\Aepl={pepD:Agp}=pD\A

(d) A =@ olsun bu durumda her pePDicin Agp dir. A= kabul edersek
her ae A icin Aee(a) e BD olup geligki elde edilir. O halde A= dir. Karsit olarak

A= ise VpePBD icin & ¢ p olup A=0 dir.

e (=) A= BD olsun. VpeBD ig¢in Ae p olur. A#D Oldugunu kabul
edelim. p bir ultrafiltre ve VA e p= VpefD i¢in D\A = ve D\A ¢ p olur.
{EcD:D\A cE }kiimesi S.K.O sahip oldugundan bir pe D i¢in
DA e {EcD:D\A cE} cp= D\A ep celiskisi elde edilir buradan A=D dir.

(<) A=D olsun. A cBD oldugu acgik. p eBD alallm A=D ep=pe A
buradan BD < A olup A= BD.

® (=) A=B olsun. A # B oldugunu kabul edelim. A\B # & olur ve
{EcD:AB cE} kiimesi S.K.O saglar. p'epD ¢in A\B
e{EcD:AB cE} cp' olur. ABep'= Aep' ve Bgp' olur ¢iinkii ABC A

ve (AAB)NnB=O buise A =B olmast ile celigir. Buradan A=B dir.
(<) A=Bise A =B dir.
Tanim 1.2.4 A herhangi bir kiime olmak iizere e[A] = { e(a) : ac A } dir.

B={ A :Ac D} kiimesi BD {lizerinde bir topolojinin bazidir ¢linkii Lemma

1.2.3 (a) dan B kiimesi M islemine gore kapali oldugundan her K,ﬁe% i¢in

~

1Cea oyle ki Cg;‘;mﬁ olup buradan B kiimesi BD {izerinde bir topolojinin

bazidir.
Teorem 1.2.5 D herhangi bir kiime olsun.

(a) BD, Hausdorff ve kopmakttir.

(b) BD nin tim AK ( Hem ac¢ik hem kapali kiime.) kiimeleri A formundadir.
(c¢) Her A < D igin A =cle[A]

(d) Her Ac D iginpe cle[A] < Aep

(e) e : D— ¢[D] gdbmmedir, ¢[D] BD de yogun ve e¢[D] nin tiim noktalar1 BD

nin izole noktalaridir.
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() U BD nin bir acik alt kiimesi ise cl,, U de agiktir.

Ispat: (a) BD nin Hausdorff oldugunu gosterelim:

p.g€ BD ve p#q olacak sekilde p ve q ultrafiltrelerini alalm. p # q ise
JAep\q=>Aep ve Agq dir. Aep = pe A dir. Agq=>D\Aeq=>qe D\A

burada DA N A= oldugundan BD Hausdorff tur. BD nin kompakt oldugunu

gosterelim:

AcD, A formundaki kiimeler ayn1 zamanda kapalidir ¢iinkii BD\;‘; = D\A dir.

BD nin kompakt oldugunu géstermek igin kapali kiimelerden olusan ve S.K.O sahip
olan 4={ A:A c D} kiimesinin N4 #J oldugunu gosterelim. 8= { A<D :

A e 4} alalm. TePf(@):VpeﬂKigin NFep=NF+#Z Buradan B ,

AeF

S.K.O saglar. Teorem 1.1.13 den sabit bir q eBD i¢in B < q vardir. Buradan
qeNA# D olur.

(b) G* cBD alalm. 3= {A : AcDve AcG} kiimesi G nin agik bir

ortiisiidiir. G*™™ <BD ve PBD , kompakt ise G kompakttir. Burada
ko k.

GZUAI.: UA[ yazilir.
i=1 i=1

(c) Her a€ A i¢in e(a) ultrafiltredir ve A ee(a) olup e(a) € A dir. Yani her

e(a) ee[A] i¢in e(a) € A dir. Buradan e[A] < A dir. A formundaki kiimeler AK

kiime olduklarindan A nin kapanist kendine esittir. e[A] < A ise clelA] < A dir.
pe A alalm, pe cl e[A] oldugunu gostermek i¢in p nin her agik komgulugu ile e[A]
nin kesisiminin bos olmayacagini gosterelim: pe A ve Be n(p) alalim.
J#ANBepdirracAnB=aceAveaeB = e(a)egve e(a)eIAB:>

e(a)ee[A] vee(a) e B= e(a) B e[A] olup, pe cle[A] dir. Buradan

A c cle[A] olur.

(d Her AcD,p ecle[A] ©pe A= Aep
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(e) ¢ : D— e[D] nin 1:1 oldugunu gosterelim: a,b € D ve a # b olsun.

{a} € e(a)\e(b) = e(a) # e(b). e[D] nin D de yogun oldugunu gostermek icin
kapaniginin D ye esit oldugunu gosterelim. Her ae D igin @Z{e(a)} oldugundan
e(a), BD nin izole noktasidir.

Tersine pe BD nin bir izole noktas1 ise pe A c {p} buradan A ={p} =
A ne[D] 2@ = {p} ne[D] #D = pee[D]

() U cBD, U= ise asikar olarak cl,, U agik olacagindan U =< olsun.
A=¢"[U] alahm. U c cl e[A] dir. pe U ve Ben(p) alahm BNnU =3, peB dir.
U <BD ve e[D], BD de yogun oldugundan cl (Une[D]) = cl U
Une[D]=U =¢[A] oldugundan cle[A]=cl, U = A= cl,,U olup A formundaki
kiimeler agik oldugundan cl ;U agiktir.

Tanim 1.2.6 D bir kiime ve 4, D iizerinde bir filtre olsun. :‘4 ={pepD: Acp }

Teorem 1.2.7 D, bir kiime olsun.

(a) A4, D iizerinde bir filtre ise 0 zaman ( _4)*** < fD

(b) Eger Ac BD ve 4=nA ise ozaman 4, D iizerinde bir filtredir ve :‘4 =clA4
Ispat: (a) :’4 c clBDﬁ oldugu agik. cla c a oldugunu gosterirsek clBDﬁ = ,Aﬂ

oldugunu dolayistyla :’Z\l nin kapali oldugunu gostermis oluruz. p ¢ ,Aﬂ olsun. Ae 4\p
alalim. A ¢ p olup p ultra filtre oldugundan D\A € p dir. Buradan pe D\A ve
6\\A mﬁ =0 =>p¢ clﬁD:ﬂ dir. Buradan cl,Afl c ,Afl dir.

(b) 4=nNA nm filtre oldugunu gosterelim:
VpeA icin Dep olup D¢ 4 dir.UVc D veU, Ve 4 olsun Vpe A igin U,Vep
olupUnVep dir. BuradanUNV € 4 olur. Ue 1 ise Vpe A i¢cin Uep.
U <V <D olsun. Vep dir buradan Ve 4 dir. Buradan 4 bir filtredir. Vp € A igin

ﬂgp:pe}l:Ag}l: clAgcljfl=:?l (,Afl kapal1 )

10
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Karsit olarak pe :q ve /Afl en(p) alalim. BN A=Q kabul edelim
AcPBD\B = D\B VpeA icinpe DIB=D\Bep =D\Be 1cp elde edilir ki bu

bir ¢eliskidir. Dolayisiyla BRA#J = p € cl4 buradan ?4 ccla

Tanim 1.2.8 D bir kiime ve AcD olsun A" = K\e[A] dir.

Teorem 1.2.9 pe D ve U< BD olsun. Eger U, p nin bir komsulugu ise e'[U]ep

Ispat: pepD, 3 A oyle ki pe A cU=Aep Ace '[U] oldugundan e '[U] ep
X, uzayz sifir boyutludur < X, AK kiimelerden olusan bir baza sahiptir.

Teorem 1.2.10 X, sifir boyutlu uzay ve Y™ < X olsun. Y nin AK kiimeleri

C*™ = X olmak iizere CNY formundadir. D sonsuz bir kiime ise D* m bostan

farkli her AK alt kiimesi A*™"* < D olmak iizere A* formundadir.

Ispat: C** = X i¢in CnY* c Y dir. G* <Y olsun,
A={ ANY : A =X ve ANYcCG + X, sifir boyutlu oldugundan 4, G igin

bir acik ortiidiir. G* <Y ve Y kompakt ise G kompakttir. G, kompakt oldugundan

G=LkJ (A,NY)=YN LkJ A,

i=1 i=1

i) BD ig¢in { (1&)AK : A c D} kiimesi bir baz oldugundan BD sifir boyutludur.

ii) ¢[D], BD nin agik bir alt kiimesidir. { e(a) }** <D, D =pD \e[D],
G*™ =D < G=D"n{ BD, nin AK kiimeleri } D" " A=A , A sonlu ise A= e[A],

A" = dir.
1.3 Stone-Cech Kompaktlamasi

Bu kisimda SD nin D ayrik uzayinm Stone-Cech kompaktlamasi oldugunu

gosterecegiz. X ve Z iki topolojik uzay olsun. ¢ : X — Z fonksiyonu X > ¢ [ X ]
bir homeomorfizma ise ¢ bir gdmmedir.
Ac X ve f:A— B bir siirekli fonksiyon olsun. Siirekli bir F: X > W

fonksiyonu her ae 4 i¢in F(a)= f(a) kosulunu sagliyorsa F ye f nin bir

11
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genislemesi denir. X ve A iki uzay ve i: 4 > X fonksiyonu, A dan i(A4) ya bir
homeomorfizm ise A ya X i¢ine gomiilebilir, i(4) ya A nin X ig¢indeki bir kopyasi
ve i ye bir gdmme denir. i: 4 — X bir gdbmme ve f: 4 — W bir siirekli fonksiyon

olsun. Eger asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir F fonksiyonu varsa F ye

/ nin bir geniglemesi denir.

/I

A —»W

Tanimm 1.3.1 X, topolojik uzay olsun. K kompakt uzay1 i¢in ¢ : X — K bir gdmme
ve clyp (X )=K oluyorsa K ya X in kompaktlamas: denir ve bu kompaktlama
(¢ .K) cifti ile gosterilir.
Tamm 1.3.2 X, tamamen regiiler uzay olsun

(a) Z, kompakt bir uzay

(b) ¢ : X —> Z bir gdmme

(©) clp (X)=2

(d) Y, kompakt ve f: X — Y siirekli bir fonksiyonise 3g:Z — Y siirekli

fonksiyonu i¢in gogp =f

Yukaridaki kosullar saglaniyorsa ( ¢ , Z) ye X in Stone-Cech kompaktlamasi denir.
Not 1.3.3 X, tamamen regiiler uzay ve ( @ ,Z), (o, W) X in iki Stone-Cech

kompaktlamast olsun. O zaman bir f : Z — W homeomorfizmasi i¢in

12
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«—2
P - 7 o
o ~ ) ,’- W
Jl r ffq I,
»~ g
W *
z
fop=0 _ geo =9
P
:‘{_"z_
f -
7\ e
.ﬁ'// 2

We+— X
fop=0 = (feg)oo=0 = fog=1I

Teorem 1.3.4 D ayrik uzay ise (e, D) D nin Stone-Cech kompaktlamasidir.

Ispat: BD kompakt, e[D], BD de yogun ve e nin bir ggmme doniisiimii oldugu daha
once gosterildi. ¢ : D — e¢[D] < PD, aeD alirsak {e(a)}*™* < BD dir. Y kompakt
ve f: D — Y fonksiyonunu alahm. Her pe D i¢in A4, ={cl,fl[A]: A€ p } olarak

tanimlayalhm. 4, S.K.O sahiptir ayrica Y kompakt oldugundan her p icin

MA, #< dir. Bir g(p )€ M.A, alahm.

Burada g, fonksiyonu BD deki her ultrafiltreyi ultrafiltrenin igerdigi kiimelerin f

altindaki goriintiilerinin kapaniglarinin kesigimine gotiirdiigiine dikkat edelim.

g nin siirekli ve diyagramin komutatif oldugunu gdsterelim:
(a) VxeDigin {x}ee(x) =>g(e(x)) ecl f[ {x}] =cl, {f{x) } ={ f(x) }

= goe=1

13
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(b) g nin siirekli oldugunu gosterelim:

peBD,Ue n( g(p)) olsun. Y regiiler oldugundan 3V en (g(p)) i¢in cl,Vc U
A= f'[V]< D = p, ultrafiltre oldugundan A ep yada D\A ep dir. Eger ise D\Aep
ise g( p) e cl,f[D\A] ve Ve n(g(p)) oldugundan V[ D\A ]# O olur ki bu
da A= f'[ V] olmasi ile celisir. Aep oldugundan pe A dir. g [/1] c U oldugunu
iddia edelim. Ayrica qe A olsun ve g(q) ¢ U oldugunu kabul edelim. O zaman
Y \cl,V da g(q) nun komsulugu olur ve qe A oldugundan A € q buradan g(q) €
cl,f[A] olur. Boylece (Y \cl,V) nf[A] #O olur ki bu da bir celiskidir. O halde
A=f'[V]dir

Teorem 1.3.5 D, sonsuz ayrik uzay olsun.

(a) BD kompakttir.
(b) Dc pD

(¢) D, BD de yogundur
(d) Y kompakt uzay ve f : D — Y fonksiyonu i¢in 3 g:BD — Y siirekli
8p = f.

EgerTcS ise BT ={{ ANnT: Aep }:pe "I",pe BS } < BS

14
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2.8D
2.1 BD nin Topolojisi

X, tamamen regiiler uzay ve Y, kompakt uzay olsun. f: X—Y siirekli bir

fonksiyon ise o zaman f nin siirekli genislemesini f: pX > Y ile gosterecegiz.
Herhangi iki genisleme yogun bir kiime ilizerinde anlastig1 i¢in bir tek siirekli
geniglemenin oldugunu diisiinebiliriz.

Tanim 2.1.1 D, ayrik uzay ve Y kompakt olmak {izere f: D — Y bir fonksiyon olsun.

O zaman f: BD —Y siirekli fonksiyonu i¢in f‘D =1 dir.

Lemma 2.1.2 D ve E ayrik iki uzay ve D —>Ec BE bir fonksiyon olsun. ¥ pe 3D
icin f(p)={ AcE: f'[A]e p } dir.

Eger Acp= f[A] ef(p)veegerBef(p) = f'[Blep

Ispat: { ACE: f'[A]ep }, E iizerinde bir ultrafiltredir. Gerg¢ektende A — E olsun
D= f'[E]= f"(AU(E/A) =f"(A)Uf'(E/A)ep dir.

VpeBDicin g(p)={ AcCE: f'[A]e p } olsun.

xeDigin g(x) = { ACE : f(x) €A }=e( f(x)) = f(x) yazabiliriz. x ile e(x) in ve f(x)

ile e(f(x)) in 6zdes oldugunu hatirlayiniz. g nin siirekli oldugunu gostermek i¢in BE

de baza ait A acik kiimesini alalm. g~' [ A ] = f'[A] dir. g, f nin siirekli
genislemesi oldugundan g = f dir.

Lemma 2.1.3 D ve E ayrik iki uzay, f, g : D—E iki fonksiyon ve pe 3D i¢in

f (p)Zé(p) olsun. O zaman her Aepicin { xeD : f(x) e g[A] } ep dir.

ispat: Acp =g[A]e gp)=f(p) = f'[g[Allep

Lemma 2.1.4 D herhangi bir ayrik uzay ve f: D— D bir fonksiyon olsun.

f: D — [D fonksiyonunun sabit noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D

nin her sonlu pargalanigina ait 3 C elemani i¢in CNf[ C ] # < olmasidir.

15
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Ispat: (=) f nin p gibi bir sabit noktas1 olsun. f( p ) =p ve D sonlu bir parcalanisa

sahip olsun. Bu parc¢alanisin her C elemant igin f [C] N C = & oldugunu varsayalim.
f(p)=p=>f(p)=1d(p)=VCep, f'Ud[C))ep = VCep, f'(C)epCn
f1(C) =@ dir. C,uUC,uU..uUC,=Dep olsun p asal oldugundan 3C, €p igin
f(C,) N C, = c¢eliskisi elde edilir. Buradan f [C] "C # < olur.

(<) T, sabit noktaya sahip olmasin. Her pe D i¢in 3A ep\ f(p) = A, & f (p)

=T (p)gg\p = f (p) € BD\ I/A\p f siirekli oldugundan El/lsp en(p) vardir dyle ki

f[]é\p 1N ,&\p =@ dir. C,=A, NB, alalim.{ é\p : peBD }, kiimesi BD igin bir agik
k —~

ortii ve BD kompakt oldugundan BD = UCPi dir.{ Cpi 1=1,2,....,k }, kiimesi D yi
i=1

orter ve boylece D nin sonlu bir F parcalamsimi elde edebiliriz. Oyle ki VC eF
CNF[C]=QD dir.
Lemma 2.1.5 D bir kiime ve f : D— D sabit noktalara sahip olmayan bir fonksiyon

olsun. O zaman D, A ,A,A, olacak sekilde ii¢ kiimeye pargalanir oyle ki
A NflA]=9, 1€{0,1,2}

Ispat: ¢ ={ g: 2A—>{0,12}, AcD, flA] cA, her acA , g(f(a)) #g(a) }
kiimesini diisiinelim. Je G oldugundan G # & dir. ¢ kismi siralidir ¢ nin
C zincirini alallm. U Ce G ve Zorn lemmasindan ¢ nin g gibi br maksimal elemani

vardir. Simdi domg=D oldugunu gosterelim: Karsitini goz Oniine alalim yani

dom(g)# D oldugunu kabul edelim ve be D\dom(g ) alalim. Simdi g nin genislemesi

olan h fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim: C= dom(g ) u { b, f(b), f*(b), ... }
dersek f(C) —C dir h: C— {0,1,2} olmak iizere h = fU { (b,0),(f(b),1),(f*(b),0),... }
Buradan g h oldup g nin maksimal olmasi ile celiskiye diisiiliir. Dolayisiyla
dom(g)=D dir. Béylece herie {0,1,2} i¢in 4 =g '[{i}] kiimelerini tamimlayabiliriz.
Teorem 2.1.6 D ayrik uzay ve f:D — D bir fonksiyon olsun. Eger f nin sabit

noktalar1 yoksa f nin de sabit noktalar: yoktur.
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Teorem 2.1.7 D bir kiime ve f : D — D bir fonksiyon olsun. f: BD — BD

vep efDise f(p)=p<:>{aeD :f(a=a }ep

ispat: (=) pepD icin f(p)=p olsun.

E={aeD:f(a)=a}ep oldugunu gostermeliyiz. Aksini kabul edelim.
E ¢ p= D\Eep olur. be D\E alalim ve g:D — D fonksiyonunu

g(a)z{f(a) , a€ D\E

olarak tanimlayalim.
b ,acE

g sabit noktaya sahip degildir dolayisiyla g de sabit noktaya sahip degildir.
ae D\E i¢in f(a)=g(a) dir. pecl(D\E) oldugundan. p=f‘(p)=g(p)
olur bu ise g nin sabit noktaya sahip olmamasi ile ¢elisir. Dolayisiyla E€ p dir.
(<) Eep olsun. I:D — D birim fonksiyonunu alalim I(a)=f(a), ac E
ise peclE, p= f(p)Zf(p) dir.
Teorem 2.1.8 D herhangi bir sonsuz kiime olsun. & # G, = D" olacak sekildeki her
G; i¢in IntG, # & dir.

Ispat: V7 €N igin u“* < BD olsun. & # ﬂ (u, "D )=G, c D" alahm.

neN

pe ﬂ (u,"D") = V e N i¢in pe A, < u, olacak sekilde A<D vardir. Burada

neN

her A_ sonsuzdur aksi halde A, =@ olurdu.V € N i¢in a, € 4, olacak sekilde <an>
sonsuz dizisi elde edilebilir. A={ a,: n €N } kiimesini diisiinelim. Eger qEA”
ise A\ 4, sonlu oldugundan V€N i¢in q e/?n olur. Buradan A" < A\n ise

A" c A olurkiburadanda @ # A™* < D’ igin

A Gﬂ(un ND)=G, c D olur.
n=1

Sonu¢ 2.1.9 D herhangi bir kiime olsun D" 1n hicbir yerde yogun olmayan alt

kiimelerinin say1labilir birlesimi de, D" m higbir yerinde yogun degildir.

17



2.BD Tuncay DINCEL

Ispat : V2 EN igin A_ ler D m higbir yerinde yogun olmasin. U A, birlesiminin

neN

D" m hicbir yerinde yogun olmadigini gosterelim. Bunun igin B=U clA_ nin D"n
neN

higbir yerinde yogun olmadigini gosterelim: u = Int(cIB) # & Oldugunu varsayalim.

D"\B=()(D"\clA,) olur. Baire Categori Teoreminden D"\B yogundur.u\B = dir

neN

boylece M\B:ﬂu\ClAn # dir. u\B bir G, kiimedir. Buradan H** igin

n=1
d#Hc u\B= HnclB=J = H c u ¢eliskisi elde edilir.

Tamm 2.1.10 X bir topolojik uzay ve pe X olsun. Eger p nin komsuluklarinin
sayilabilir herhangi bir ailesinin kesisimi p nin bir komsulugu oluyorsa p ye X in
P-noktasi denir.

Teorem 2.1.11 Continium Hipotezini dogru kabul edersek N, P-noktalarini igerir.

Ispat: Continium hipotezi dogru olsun N nin alt kiimelerini <Ca >a<w olacak sekilde

indeksleyelim ve C, =N alalim. 4, ={C,} alalim 0<o <X, ve her a <o i¢in 4,
y1 agagidaki gibi secelim.

(1) A4,, sonsuz sonlu kesisim 6zelligini saglar.
2) C,e A, yada N\C, € 4,

QB)Eger o<a= A;c A4,

@ |A,]<x,

(S)Her Fe P (A4,),

A\NF | <N, olacak sekilde Ae 4, vardir.
Boylece p e N ultrafiltresi N da bir p-pointtir < <An> c pdizisive Vne N

icin |B\An | <X, olacak sekilde B e p vardur.

CgmﬁBm

m=1

(B,) =lJA, olsun. Eger

a<o

<X, olacak sekilde bir n varsa

D =N \ C; olur. Aksi halde D= C; oldugunu varsayarsak VrneN  icin
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‘Dm ﬂBm‘ =N, olup her x, e DN ﬂBm icin birebir <Xn> dizisi olusturulabilir.
m=1 m=1

A={x,:neN} ve A; ={D,A}uU U A, alirsak indiksiyon hipotezi saglanir.

a<d

p= U A, alalim o zaman (1) ve (2) den pe N’ dir.<En> C p olsun. Bir 0 <X i¢in

5Ny
{E,:neN}c{C,:a<0o} dir. (5) hipotezinden dolayr VneN igin |A\En| <N,
olacak sekilde A e 4; < p vardir.

Tamim 2.1.12 (X, T') bir topolojik uzay olsun. Eger her G** = X igin (cIG)** = X
oluyorsa X e extremely baglantisiz uzay denir.

BD extremely baglantisiz uzaydir fakat, D* extremely baglantisiz uzay degildir.
Teorem 2.1.13 D ayrik uzay A,Bc< BD ve A,B kiimeleri BD nin ¢ -kompakt alt
kiimeleri olsun. Eger A n cIB=clANB=C ise o zaman clA N cIB=Y

Ispat: VneN igin A ,B, kiimeleri D nin kompakt alt kiimeleri ve A=U A,
BZUBn dir. BD normal ve A, NcIB=J, clANB, = burada A , B, clA, cIB

kiimeleri BD nin kapali alt kiimeleri oldugundan 3JU , T, W < BD acik

n®> “n?

kiimeleri vardir 6yle kiA, c U, cIBcV,, U NV, =3, B, T, clAcW,

n? n

T, nW, = dir.
VneN i¢in G, =U, mﬂWk , H =T, mﬂVk alalm o zaman VneN i¢in
k=1 k=1
A, cG,, B, cH, dir. Ayrica verilen herhangi n,meN i¢in G, "H =& dir.

CZU::IGn , D:U::lHn alalim. C ve D ayrik acik kiimeler (Bu ylizden D N clC=9)

CnD=g, AcC ve Bc D dir. Teorem 1.2.5 (f) den clIC ac¢ik oldugundan
cIBNclC=Y dir. clA c cIB olmasi ise clA N cIB=O olmasini gerektir.
Sonug 2.1.14 D ayrik uzay ve A,B BD nin o -kompakt alt kiimeleri olsun. O zaman

clAncIBccl(AnclB)ucl(BnclA)

19



2.BD Tuncay DINCEL

Ispat: peclAncIB igin pg cl(AclB)uU cl(B N clA) oldugunu varsayalim. p ¢
clA ncIB) ve pegcl(B N clA) olur. H € p icin ﬁm(AmclB)=® ve
ﬁm(BmclA)=® dir. A=ANH ve B'=BAH alirsak A' ve B' ler BD nin o -
kompakt alt kiimeleridir ve p eclA'mcIB' olup Teorem 2.1.13 ten genelligi
bozmaksizin A'NcIB' #J oldugunu diisiinebiliriz. Boylece qe A'nclIB' i¢in

q e (ﬁmA)mclB olup bu bir celiskidir. Oyleyse p € clA N cIB igin p €
cl(AnciB)ucl(BnclA) dir.

Sonug 2.1.15 D ayrik uzay olsun.
a) A ve B, D" da iki o -kompakt alt kiime olsun. Eger AncIB= @ =BnclA

ise clA N clB=YJ
b) A ve B, BD nin sayilabilir alt kiimeleri olsun. Eger AncIB= =BnNclA ise

clA N cIB=YJ

¢) A ve B, D" 1 sayilabilir alt kiimeleri olsun. Eger AnclB=@ =BnNclA ise
clA nclB=YJ

Tamm 2.1.16 X topolojik uzay ve 4 < X olsun. O zaman

A kuvvetli ayrik uzaydir < Vxed ve xeU“ X igin x # y oldugunda

U,NU, =D olacak sekilde <Ux>xE , Xin agik kiimelerinin ailesi vardir

2.2 pX in Kardinalitesi

Bu béliimde X ayrik uzay ise X in kardinalitesini bulacagiz. N yi ayrik
topolojiyle alalim. 4=[0,1]"Q olsun 4 sayilabilir oldugundan f:N — 4 c[0,1]
olacak sekilde 1:1 ve oOrten f fonksiyonu vardir. N ayrik oldugundan f stireklidir. O
zaman f nin ]N” : PN —[0,1] stirekli genislemesi vardir.
cly A=10,1] dir. f(BN)= f(clyN)ccly, f(N)=cl,;A=[0,1] dir. = f(BN)
=[0,1] olur. Boylece | PN | > C dir. X ayrik uzay ise X tizerindeki her ultrafiltre bir Z-

ultrafiltredir. f, X iizerinde bir ultrafiltre ise f < P(P(X)) dir. fX in insasindan

dolay1 X iizerindeki ultrafiltrelerle X in noktalar1 arasinda 1:1 ve Orten bir iliski
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vardir dolayisiyla | LX |S|P(P(X ))|=22X olur. X bir ayrik uzay ise X iizerindeki

biitlin ultrafiltrelerin kiimesinin kardinalitesi X in kardinalitesidir.

Lemma 2.2.1 X, bir Hausdorff uzay ve D, X in yogun bir alt kiimesi ise |X | =2
dir.

Ispat: T: X — P[P(D)] fonksiyonunu

T(x)={UND:U,xe X in X de bir komsulugudur} olarak tanimlayalim.

T , 11 dir: x#y ve x,yeX olsun. X Hausdorff oldugundan
xeU,yeV,UnNnV = olacak sekilde U,V komsuluklar1 vardir. O zaman
UnNDg%(y) dir. Clinkii eger U "D € %(y) olsaydi y nin bir O komsulugu i¢in
UND=0nND olurduu O zaman (UnNV)NnD =UnDnNV =OnNV)nD
=0NDNV olur. O ve V y nin bir komsulugu ise ONV de y nin bir
komsulugudur. D**" < X oldugundan D =(ONV)ND=UNV)ND=
celiskisi elde edilir. Boylece UND g %(y) dir. UNnDe%(x) ve UND&%(y)
oldugundan T(x)# T(y) ise T , 1:1 dir buradan | X| <|P(P(D))|=2*" dir.

Teorem 2.2.2 X sonsuz ayrik uzay ise |3.X|= 22" dir,

Ispat: Lemma 2.2.1 den |fX|< 2" dir, Notasyonda kolaylik olsun diye m= 2"

diyelim. Teoremi ispatlamak i¢cin SX in insasindan dolay1 X {izerinde en az m tane

Z-ultrafiltre oldugunu gosterirsek m = 2" S| pX | olur. ( X ayrik uzay odugundan

her ultrafiltre bir Z-ultrafiltredir.)
Simdi notasyonu kisaltmak i¢in bazi tanimlar yapalim:

S={FcX:Fsonlu},g={pc F:psonlu} olsun. X sonsuz oldugundan

|Sx¢|:|3|:|X | dir. (X" ile X in n elemanl kiimelerinin kiimesini gdsterelim.

[x

—|x| dir. |x]<[§]< 3| = YIx| <N, x| =[x]=[3]=|X| olur. Benzer
n=0 n=0

sekilde |¢|=|S|=|X| dir. |{§><¢|=|X><X|=|X|=|S|=|¢| ) Dolayisiyla §Fx¢

tizerinde m tane ultrafiltre inga etmemiz yeterli olacaktir. S < X olsun.
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D, ={(F,p)eFxd:SNF € ¢} olarak tanimlayalim. D, c Fx¢ dir. Notasyonda
kolaylik saglamak amaciyla §x¢—2, =—-%, olarak tanimlayalim. ‘3 = P(P(X))
diyelim. |‘B| =m dir. Her AeP igin B,={D;:SecAAV{-D,:Se¢A cFx¢
olarak tanimlayalim B, nin S.K.O sagladigim gosterecegiz. ( O zaman B, bir filtre
tabani ve dolayistyla B, y1 igeren bir ultrafiltre olur.) Dy ,...,-D; ,~D; ...~ D
ler B, nin farkli elemenler1 olsun. S,,...,S, lerde X in farkli alt kiimeleridir. i < j
igin X, yi §,,S, lerden sadce birine ait olacak sekilde segelim. 1<i< j<n igin
X elemanlar1 X in sonlu F alt kiimeleri formundadir. i< i¢in X, S,,S; lerden
sadece birine ait oldugundan S,NF # S, NF dir. Simdi ¢={S, NF,..S NF}
sonlu kiimesini diisiinelim. O zaman ¢ e dir. Agik olarak i<k igin SN Fegp
ve k<j i¢gin S, NF¢¢@ dir. Boylece i<k i¢in (F,p)e®D,; ve k<j i¢in
(F,p)e —’Dsj dir. Bu bize B, min S.K.O sagladigini gosterir. Boylece her B, ailesi
en az bir U, ultrafiltresi igine gomiilebilir.

Dahas1 farkli aileler aymi ultrafiltreler tarafindan icerilemez. Gergektende

A= A olsun o zaman bir S € A-A" vardir. O zaman B, ,—® yi iceren B, da D, yi

icerir. Boylece |‘}3|=m oldugundan Ae’P iizerinde |UA|=m dir buradan

|BX|> 22" olur. Boylece |BX| =22 olur.
2.3 Diizgiin Limitler

Tammm 2.3.1 D ayrik uzay ve p € D olsun. <x5>seD cX ve y e X olsun.
p-limx, =y dir ancak ve ancak y nin her U komsulugu i¢in {seD:x eU}ep

seD

dir.
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Daha onceki bolimde VA< D igin A= BA oldugu sodylenmisti. Bu sebeple
Aep ve sed i¢in x, tanimh ise se D\A olacak bi¢imde bir x, degerinin
olabilecegini hesaba katmaksizin p - liri} x, yazabiliriz.

Tammm 2.3.2 X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere A X ve f:A—>Y bir

fonksiyon olsun. x ec/,, 4 ve y €Y olsun. lim f(a) =y dir ancak ve ancak y nin her

V komsulugu i¢in x in en az bir U komsulugu vardir 6yleki f[ANU]cV dir.
Eger lim f(a) degeri varsa tektir.
Teorem 2.3.3 D ayrik uzay, Y topolojik uzay, pe D ve y €Y olsun. Eger A€ p
ve f:A—Y fonksiyon olsun. O zaman p —linAl f(a)=y<lim f(a)=y dir.
ae a—>p

Ispat: (=) p —lirglf(a) =y olsun. EgerV en(y) ise f'[V]e polur. B= f'[V]
olsun Teorem 1.2.5 ten B da p nin bir komsulugu olup f [lAf NA]= f[B]<V olur.

(<) lim f(a)=y olsun. Eger V, y nin bir komsulugu ise D de p nin U gibi

a—>p
bir komusulugu vardir éyle ki f[ANU]cV dir. AnUep ve AnUc f'[V]
olacagindan f~'[V] € p dir. Boylece p —linAl f(a)=y olur.
Not 2.3.4 D ayrik uzay ve pe D olsun. <S>¢5D c D igin p—lirlr)lS =limS=p
E SE Sp

dir.
Teorem 2.3.5 D ayrik uzay ve pe D ve <S> cX

seD —

a) p— lirlr)l x, varsa tektir.
b) Eger X kompakt ise p — lir})l x, vardir.

Ispat: b) X kompakt olsun. p — ljrg x, in mevcut olmadigini kabul edelim.
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VyeX igin U, {seD:x €U, } ¢ p olcak sekilde y nin bir agik komsulugu olsun.

O zaman {U :y e X}, X in bir agik 6rtidir ve sonlu bir F ¢ X igin X = U U, dir.

yeF
Boylece D = U {seD:x €U} dir. Sabitbir € F igin {se D:x, eU }ep
yeF
celiskisi elde edilir.
Teorem 2.3.6 D ayrik uzay p € BD ve X,Y iki topolojik uzay olsun. <xs> cX

seD

ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f siirekli ve p—lsietgxs mevcut ise
f(p=limx,)=p~lim f(x,) dir.

Ispat: f siirekli ve p—lsiergxs =1y olsun. p—lsielg f(x,) = f(y) oldugunu gosterelim.
Ven(f(y)) olsun f siirekli oldugundan 3U en(y) oyle ki f(U)cV dir.
p—lsiergxs =y ve Uen(y) oldugundan {seD:x eU}c{seD:f(x,)eV}ep

olur.
Tanmm 2.3.7 Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa O, D den kompakt uzaylara
giden fonksiyon tizerinde bir uniform operator denir.

a) f:D—>Y,Y kompaktise O(f)eY

b) g:D - Y f:Y — 7" siirekli fonksiyonlar i¢in
J(OE)N=0(f-g)

Teorem 2.3.8 D ayrik uzay ve O bir uniform operator olsun. Her

her f:D—Y fonksiyonu i¢in O(f)=p —lirg f(s) olacak sekilde bir tek p e BD

K
YKok uzayt ve

vardir.

Teorem 2.3.9 X topolojik uzay olsun.

X Kompakttir < <xs >56D c X ve peBD igin p—lirgxs vardir.

Teorem 2.3.10 X topolojik uzay 4 X ve ye X olsun. yeclA<:><xs> cA

seD
oyle ki p— 1&1;1 X, =y

Teorem 2.3.11 X ve Y iki topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
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f siireklidir < (x,) < X ve pePD igin p-limx=y= p-lim /(x)=/(»)
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3.BS
3.1 S deki Islemin BS ye Genislemesi

(S,.) bir yarigrup ve S ayrik topolojik uzay ise AS nin Ozelliklerinden
faydalanarak AS de SS yarigrup olacak sekilde bir “*” ikili islemi tanimlayacagiz.

Her s,teScPBS i¢in s*t=s-t olarak tammlayalm. [ :S—>S§ < /fS
fonksiyonunu ise [ (f)=s-t olarak tanimlayallm. O zaman her reS§ i¢in
A (t)=1(t)=st olacak sekilde A : S — BS siirekli fonksiyonu vardir. s€ S ve
ge pS igin A(q)=s*g olarak tanimlayallm. Bu durumda her s,reS§ igin
s*t=st dir. Bir g€ S ve s€§ i¢in r,(s)=s*q olarak tanimlanan 7, : S — S
fonksiyonu stireklidir. O halde p, (#)=r,(f)=t*q olacak sekilde p, :BS — BS
stirekli fonksiyonu vardir.

rfs‘
.I-S'T _— ﬁS

|

bS

p € pS i¢in p,(p)=p*q olarak tammlanirsa p, : S — BS siirekli olur.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1.1 S ayrik uzay ve - § iizerinde bir ikili islem olsun. AS izerinde
asagidaki 6zellikleri saglayan bir tek * ikili islemi vardir.

a) Her s,t€ S i¢in s*¢t =s-¢ olarak tanimlayalim.

b) Her g € S i¢in p,(p) = p*q seklinde tammlanan p, : BS — BS
fonksiyonu siireklidir.

¢) Her se S i¢in A (q)=s%*g seklinde tanimlanan A : fS — S fonksiyonu
stireklidir.

Bundan sonra AS lizerindeki islemi de “.” ile gdsterecegiz.

Not 3.1.2a) seS ve ge S olmak iizere 4 (q)=s.g=lims.t dir.
t—q
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b) p,q €SS i¢in p, (p)= p.g=lim(limsr)
sop t—q
ispat a) lims. =g~ lim 4,(1) = (g~ lim#) = 4,(¢)
t—q te qe

b) lim(lims.t) = hms q= hmp ()=p,(p— hms) p,(p)

S>p t—>q
Not 3.1.3 S ayrik uzay, “.” bu kiime iizerinde bir ikili islem, p,qe S, Pe p ve
Qe q olsun. O zaman p.g=p— lirlgl(q - lil’él s.t)
se te

PSS lizerinde tanimlanan ikili islemde birlesmelidir.

Ispat: p,q,re S olsun. a,b,ce S igin limlimlim(a.b).c ifadesini gdz oOniine

a—p b—>q c>r

alalim.

limlimlim(a.b).c =limlim(a.b).r (A,, strekli)

a—p b—>q cor a—>p b—q
=lim(a.q).r (p, oA, siirekli)
a—>p
=(p.q).r (p,op, sirekli)
Benzer sekilde:
lim £1m lima.(b.c) =1lim £1m a.(b.r) (A, o4, siirekli)
a—p b—q c—r a—>p b—
=lima.(q.r) (A, 0 p, siirekli)
a—p
= p.(q.r) (p,, strekli)

Boylece (p.q).r = p.(q.r)

Teorem 3.1.5 (S,.) bir semigrup, X bir topolojik uzay, (x,) . X iginde bir indeks

seS

kiimesi ve p,gqefS olsun. Eger tim limitler mevcutsa (p.q)—lirglxu =

p— 131g1q ltlglx‘ dir.

Ispat: z=(p.g) —lirglxv , Vse§ i¢in y =¢q —lirélxst olsun. p —lirglys #z
ve te SE

Oldugunu varsayalim. p — hrgl y,eU, zeV ig¢in UNV = olsun.

p—ljtgys eU=A4={seS:y eU}eP dir.

zeV=B={veS:x, eViepqg=p,/(p) dir.
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pq eB oldugundan B , p,(p) nin bir komsulugudur. p :BS — S sirekli p
nin bir C komsulugu igin pq(a)cﬁ dir. pe CNA=CnAeCnA Ep =

CnA4# dir. seCnA olsun buradan se A4 olup y =¢qg-— lir?xst eU dir.

D={teS:x,eU}eq olur. seCn A4 :>seC:>s.qelA9:>Bes.q:lS(q)elA9

A, Siirekli oldugundan A, (l/;") B olacak sekilde q nun E komsulugu vardir ve
Feq=>DNEecq=>DNnE+J dir.te DNE=x,eUNV elde edilir i bu da
U NV =@ olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla ispat biter.

Eger X tamamen regiiler uzay olsayd ispat asagidaki gibi yapilirdi: f: S —> X
Fonksiyonu f(s)=x, olarak tanimlansin. jf , f nin BS ye genislemesi olsun. O
zaman (pg)-limx, =(pg)~lim /(x,) = /((p-g)~limx,) = f(p.q)
= f(p ~limg ~lims.r) = p~limg —lim f(st)=p ~limg —limx, olur.

Tanim 3.1.6 (S,.) bir semigrup ve (S,7) bir topolojik uzay olsun.

i) Eger her xe S i¢in p_:S — S, p,(s) =s.x siirekli ise (S,.,7") tcliisline

sag topolojik yarigrup denir.

ii) Eger her xe S i¢in A,: S —> S, (s)=x.s sirekli ise (S,.,7) tcliisline

sol topolojik yarigrup denir.
Tanmm 3.1.7 S, sag topolojik semigrup olsun. A(S) ={x e §: 4, stirekli} kiimesine §

nin topolojik merkezi denir.

Simdi § deki ikili islemin AS ye genislemesini degisik bir sekilde ifade eden
teoremi verelim.
Teorem 3.1.8 S ilizerindeki ayrik topolojisiyle bir yarigrup olsun. O zaman S

tizerindeki “.” isleminin AS bir sag topolojik yarigrup ve S < A(SS) olacak sekilde

LS ye bir tek genislemesi vardir.
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Ispat: y S ise S ayrik topoloji oldugundan A .8 —> 8§ < BS siirekli fonksiyondur.
O zaman A, nin birtek Zy : BS = BS genislemesi vardir. pe BS\S i¢in p, > p
olacak sekilde bir < pa> < § ag1 vardir. A, siirekli oldugundan

A(P)=24(P)>2(p) . yp=A(p)=limA(p,)=lim(y.p,)  olarak

tanimlayalim. Bodylece .:SxS— S ikili islemini SxfS— S  seklinde

(y.p)>y.p

genigletmis olduk. pe S i¢in § ayrik oldugundan p,:§— BS bir sirekli
fonksiyondur. Bu nedenle p, birtek siirekli ;p : S > S genislemesine sahiptir.
Benzer sekilde g€ fS\S ise g, — g olacak sekilde bir <qﬂ>gS ag1 vardir. ;)p
siirekli oldugundan p,(g,) = p,(q,) = p,(g) olur.

g-p=p,(q)= li/r}n 4y-P= li2n qs .I%Zm P, = li;n.l%lm 4s-Ps olarak tanimlayalim.

Boylece yukaridaki SxfS— S islemi SSx S ye genisletilmis oldu.

(y.p)>y.p

Dolayisiyla SxfgS— S (¢,p) > q.p= li;n.lim q4-p, PS uzerinde bir ikili

(y.p)>y.p

islemdir. Simdi AS nin bu islemle bir yarigrup oldugunu gdsterelim. p,q,r € S
olsun. O zaman p, > p,q, —>q ve r, >r olacak sekilde <pa>,<qﬁ>,<ry>gS
aglarn  vardir. S lzerindeki  ikili  islemin = tanimindan  dolay1
(p-@)r =lim.lim.lim(p,.q,).r, ve p.gr)=Ilim.lim.limp,.(q,r,) yazabiliriz. S
a B ¥ a s b4

semigrup oldugundan (p,.q,).r, = p,.(q,.r,) ve limitin tekliginden (p.q).r = p.(q.r)
olur. Boylece tanimlanan isleme goére SS yarigruptur. Ayrica bu islem A, ve ,Bp
nin tekliginden dolayr tektir. ,B , - BS — BS ye siirekli oldugundan SS sag topolojik
semigruptur. Ayrica her y € § i¢in A, siirekli oldugundan S < A(fS).

Tanmim 3.1.9 (S,.) bir yarigrup ve topolojik uzay, eger 7 kompakt sag topolojik
semigrup ¢:S — 7 siirekli homomorfizm ¢[S]< A(7) ve ¢[S],7 de yogun ise
(o, T) ikilisine S nin yarigrup kompaktlamasi denir.
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Teorem 3.1.10 (S,.) ayrik yarigrup ve i: S — AS bir igerme donilistimii olsun.

a) (i, £5),S nin yarigrup kompaktlamasidir.

b) 7 kompakt sag topolojik yarigrup, @:S — 7 siirekli homomorfizm,
o[S]< A(T) olsun. O zaman Ny =@ olacak sekilde 7:4S —> 7 bir siirekli
homomorfizm vardir.

Ispat: a) S, S de yogun ve her se S igin A, siirekli oldugundan i(S) = A(7) dir.

Dolayistyla (7, £S),S nin yarigrup kompaktlamasidir.
b) Teorem 1.3.5den Ns =@ olacak sekilde 77: S — 7T siirekli fonksiyonunu

secebiliriz. Segilen bu fonksiyonun homomorfizm oldugunu gosterelim. Teorem
1.3.5 den ve Teorem 3.1.1 den S,AS de yogun ve S < A(BS) olup bdylece n

homomorfizmdir.

Sonug 3.1.11 S herhangi bir yarigrup ve topolojik uzay olsun. (¢,7 ) S nin herhangi

bir yarigrup kompaktlamasi olmak iizere her p,q €7 i¢in pg= lim lim @(s)p(¢)

o(s)—>p p(t)>q

dir. s, €S olmak {lizere (ll)m x, =y nin anlam1 y nin herhangi bir U komsulugu
p(s)—>p

icin seS ve @(s)eV iken x €U olacak sekilde p nin bir V' komsulugunun

bulunmasidir.

Tamm 3.1.12 (S,.) bir yarigrup,s€ S,4< S

a) s 'A={teS:ste A

b) As' ={teS:tse A}

Burada s'4, A '(4) nmn yerine As™' de p.'(4) nin yerine alternatif bir
notasyon olarak kullanilmistir.

(S,+) seklindeise —S+A={teS:s+te A} ve A-S={teS:t+se A}
seklinde olur.
Ornek.3.1.13 (N,)) ve A=2N+1={2n+1:neN} ise 2'A={teN:2tc 4} =
olur.

Teorem 3.1.14 (S,.) bir yarigrup 4 < S olsun.

a) VseS, qgeBS icin Aesq<s'Adeq
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b) p,ge BS, Ac pg=i{seS:s'Adeqglep
ispat: (a) (=) seS ve e BS,Aesq olsun. Aesq=2(q)=A(q)eA , A
stirekli oldugundan A, (]§) c A olacak sekilde g nun B komsulugu vardir. Begq,
B cs'4 oldugundan s'4 € q olur.

(<) s'4eq olsun. A4 ¢ sq oldugunu varsayalim. S\ A€ s.g olur. s (S\A)eq
oldugu gerek sartta ispatland1. s (S\4)={teS: steS\Ad}eq, S\Aesq

=s'Aeqg Buradan @ =s5"'4Nns"'(S\A)eq olur ki bu bir geliskidir.
b) p,qeBS, Ae pq olsun. A€ p, (p) ise p,(p)ee[Ad] dir. p (e[B]) < e[A]

dirr., Bci{seS:s'deq} oldugu icin {seS:s'deqlep dir. Tersine
{seS:s'deqlep olsun. A€ p.g oldugunu gostermeliyiz. Aksini kabul edelim
yani A ¢ p.q olsun. S\A € p.q olup gerek sarttan dolay1 {s € S:s'(S\A)eq} ep dir.
Dolayisiyla & € p celiskisi ortaya ¢ikar.

Tanmm 3.1.15 (S,.) bir yarigrup Ac S ve pe S olsun. 4" (p)={sc Ad:s'Ae p}
dir.

Lemma 3.1.16 (S,.) yarigrup, p.p = p e £S idempotent A S, se€ A" (p)=A4" ise
s 4" (p) e p dir.

Ispat: s A*(p) ve B=s"'4 olsun. O zaman Be p ve p bir idempotent oldugu
icin B*(p)ep dir. B (p)cs ' (4"(p)) oldugunu gostermek yeterli.
teB (p)=>teB=s'A ve t'Bep , teB=s'A=>ste A =steAd ve
t'(s"A)ep, t(s'B)=(st)"' 4 oldugundan ¢ (s A)=(st)"'Adep, ste A (p)
tes (4" (p)) dir.

Lemma 3.1.17 (S,.) yar1 grup, p,q € S ve A< S olsun. O zaman A4 € p.g olmasi

icin gerek ve yeter kosul USCS < A olacak sekilde Bep, (C

K
seB

>seB S q nun

bulunmasidir.
Ispat: A p.g olsun. Ae pg={seS:s'deq}e p dir.

B={seS:s'deq} ve seB i¢in C,=s"4 alalm. | JsC, = 4 oldugunu

seB
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gosterelim: st € 4 ise t € s'4 olmali bdylelikle hipotezin dogrulugu gosterildi.
Lemma 3.1.18 (S,.) yarigrup, A< S,qe S
a) Aegq=>sdesyq
b) S sol sadelesebilir ve s4 € s.g = A € g olur.
Ispat: a) Aeg ve Acs'(s4) olup s7'(sd) € ¢ = sd € s.q olur.
b) S sol sadelesebilir = s~'(s4) = A= A q olur.
Teorem 3.1.19 S ayrik yarigrup (¢,7 ), S nin yarigrup kompaktlamast Ac B S

ve B, S nin alt yarigrubu olsun.

a) cl(¢(B)), 7 nin alt yarigrubudur.
b) A, B nin sol ideali ise cl(¢(A4)), cl(¢(B)) nin sol\sag idealidir.

Ispat: a) 7 | sag topolojik yarigrup, S < A(T), S yarigrup §, T de yanigrup.

b) BAc A= clp(B)clp(d) cclp(A) dir. xeclp(B) ve yecl(p(A4)) alalim.

xy= lim lim @(s)p(t) = clop(B)clp(4) < clp(A) sag igin de benzer sekilde yapilir.

P(5)>x (1) >y
Sonu¢ 3.1.20 S, ayrik yarigrup (i, £S) S nin yarigrup kompaktlamasi oldugundan S
nin her 7 alt yarigrubu i¢in i(7) = T = BT, BS nin alt yarigrubudur.
Not 3.1.21 §,7 ayrik yarigrubun alt yarigrup oldugunu varsayalim. £S yi 7 nin
alt yarigrup olarak diisiinebiliriz.

Teorem 3.1.22 (S,.) yangrup, Ac P(S) S.K.O sahip, VAde 4,Vxed igin

dBe A, xBc A = ﬂ X, AS nin alt yarigrubudur.

Aea

Ispat: 7 = ﬂ A olsun. A4 < P(S) S.K.O sahip oldugu i¢in 7 = dir. p,geT ve

Aea
Ae A olsun. x e A4 i¢in xB A olacak sekilde B e 4 vardir. Bdylece x ' 4 € g olur.
Ac{xeS:x'Aeqg={xeS:x"'4eq} e p dir. Teorem 3.1.14 ten dolay1 A€ p.g

dur.
Teorem 3.1.23 (S,.) yangrup, 4 < P(S) S.K.O olsun. (7,.) kompakt sag topolojik

yarigrup ve @:S — 7 fonksiyonu ¢[S]< A(7) kosulunu saglasin. ¢ fonksiyonu
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Ae A ve Be A igin xeAd ve yeB oldugunda ¢(x.y)=@(x).@(y) kosulu

saglansin. O zaman her p,q € ﬂ A icin (7)( pq)= g~0( p).(;(q) esitligi saglanir.

AeA

Ispat: p,ge() A olsun. Vx e 4 igin

dea
p(xg) = p(x.lim y)

= lyl_rg o(x.y) «“ (} o A_ in siirekli oldugundan”

= lyl_rg @(x).9(y) “g nun bir elemani iizerinde ¢(x.y) = @(x).o(y) old.”

=@(x).lime(y) “@(x)e A(T) oldugundan “
y—=q

= p(x)0(q)
A € p oldugu i¢in

#(pg) = ((limx).q)

@o p, strekli oldugundan”

13

=lim (x.q)
X—>p

(13

=(lim (p(x)).(;(q) P stirekli oldugundan”
xX—=>p

= 9(p)9()
Sonu¢ 3.1.24 (S,.) bir yangrup, (7,.) kompakt sag topolojik yarigrup ve

0:S—>T, o[S]c A(T) kosulunu saglayan bir homomorfizm olsun. O zaman

g?) : S — T de bir homomorfizmdir.
3.2 BS nin Degismeliligi

Bu kisimda S nin degismeli olmasi ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.
Teorem 3.2.1 (S,.) bir yarigrup ise o zaman S , (£S,.) nin merkezi tarafindan
igerilir.
Ispat: seSve pefS olsun. O zaman

s.p =limst =limts
t—>p t—>p
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=lim p, (1) = p,(lim#) = p.(p)
=p.s
Teorem 3.2.2 S ayrik uzay ve degismeli bir yarigrup olsun. O zaman
A(BS)=Z(pS) dir.
Ispat: p e A(BS) ve g € BS olsun. A, stirekli oldugu i¢in
pq=4,(9)=4,(lim?)
= 1i£1;ip(t) = ligrgp.t = %iil;t.p
=limp,(t)=p,(lim7) = p, ()
=4q.p
Boylece p,BS nin cebirsel merkezinin igindedir. Tersine pe Z(fS) ise
A, = p, oldugu i¢in A, sireklidir. Boylece p € A(SS) dir.
Teorem 3.2.3 (S,.) degismeli yarigrup olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
a) (fS,.) degismelidir.
b) (AS,.) sol topololojik yarigruptur.
¢) (fS,.) semitopolojik yarigruptur.
Lemma 3.2.4 (S,.) yarigrup, <xn >:=1 ve <yn>:=1 S, de iki dizi ve p,ge BS olsun.
Eger {{x,:n>k}:keN}cq ve {y,:keN}ep ise {y,.x,:k,neNvek<n}epg
olur.
Ispat: B={y, :keN}ep ve y, € B i¢in C, = {x, : k <n} alalim. O zaman
Ukak c{y,x, :k,neN ve k <n}olup
Lemma 3.1.17 den {y,.x, :k,n e N ve k <n} € p.q kosulu saglanir.

Teorem 3.2.5 (S,.) yarigrup olsun. O zaman (£S,.) nin degismeli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul <xn >::1 ve < v, >°O . dizileri i¢in

{v,x,:k,neNvek<nyn{x,.y, :k,neNvek <n}# olmasidir.
Ispat: p,q e BS alalm &yle ki p.g#g.p olsun. Ac S alalm dyle ki A€ p.g ve

S\A € q.p kosulu saglansin.

34



3.BS Tuncay DINCEL

B={seS:s'deq} ve C={seS:s'(S\A)ep! olsun. O zaman Be p ve

Ceq dur. x,e€B ve y eC segelim. Verilen x,,x,,...,x, ve 3,,V,,...,», I¢in

n

X0 €BN[3(S\A) ve y,,€C[)x'4 segelim. O zaman

k=1 k=1

{y;x,:k,neNvek<ny cS\A ve {x,.y,:k,neNvek<n}c A dir.
Tersine {{x, :n>k}:k e N} SK.O sahiptir bdylece {{x, :n>k}:keN}c p olacak
sekilde p € BS secelim. Benzer sekilde {{y, :n>k}:k e N} c g olacak sekilde
ge pS secelim. O zaman Lemma 3.2.4 den {y,.x,:k,neNvek<nleq.p ve
{x,.v, :k,neN vek<n}e pg olur.

Teorem 3.2.5 in sonucu olarak (AN,.) ve (SN, +) degismeli degillerdir.

3.3 Bir Yarigrup Olarak S”

S*= S \S nin cebirsel yapisi daima ilgi ¢ekici olmustur. Bu kisimda S* in
cebirsel yapisi ile ilgili birka¢ sonug verilecektir.

Teorem 3.3.1 S bir yarigrup olsun. S 1n AS nin alt yarigrubu olmast igin gerek ve

yeter kosul her A€ P (S) ve her B < § igin ﬂx"lA sonlu olacak sekilde

xeF

F € P,(B) nin bulunmasidir.

Ispat: e P,(S) ve B, S nin sonsuz alt kiimesi olsun. Her /" € P,(B) i¢in ﬂ x A

xeF

nin sonsuz oldugunu varsayalim. O zaman {x 'A:xe B} kiimesinin sonlu
kesisimlerinin tiimii sonsuzdur. Sonug 1.1.19 dan {x'4:x e B} < p olacak sekilde
peS alabiliiz. Beg olacak sekilde ge S alalim. O zaman Aegq.p ve 4
sonludur. Boylece Teorem 1.1.12 den ¢.p € S ¢eliskisi elde edilir. Tersine ¢, pe S~
icin g.p=yeS oldugunu varsayalim. A={y} ve B={xeS:x"'4de p} olsun.O

zaman her F € P,(B) i¢in Beq olur. (| x4 € p olup (| x4 sonsuzdur. Bu bir

xeF xeF

celiskidir. O halde ¢, pe S icin g.pe ™ dir.
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Sonuc 3.3.2 S yarigrup olsun. S sag ya da sol sadelesebilir ise 0 zaman S”, £S nin alt

yarigrubudur.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin S sag sadelesebilir olsun. S*, S nin alt yarigrup
oldugunu gosterelim. ¢, pe S icin g.p €S  oldugunu gosterelim. Oncelikle s € S
ve ge 8’ igin sge S oldugunu gosterelim. s.ge S = 4" = S igin Aes.q ise
s'AdeqgeS dir. s'A={teS:ste A" =S olur ki bu {teS:t'deql=Tep

celiskisini dogurur.
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4. ALT YARIGRUPLAR

4.1 Bilinen Baz1 Yarigruplarin Stone-Cech Kompaktlamalarinin

Alt Yarigruplan

Bu béliimde ¢ok iyi bilinen bazi yarigruplar i¢in S” 1n AS nin alt yarigrubu
olup olmadigini gésterecegiz. Ornegin S bir rectangular band ve S bir altgrup
oluyorsa S” inda bir rectangular band olmak zorunda oldugunu gosterecegiz. Burada
biitiin yarigruplari ayrik topolojisiyle diisiinecegiz.

A bos olmayan bir kiime olsun.( 4 ya alfabe diyecegiz) A" ile 4 dan

tiretilebilecek bos olmayan tiim sonlu kiimelerin kiimesi gosterilir. 4™ {izerinde her
aa,..a, , b,b,,...b, € A" (a,b € A) i¢in (a,a,...a,).(b,b,,...b,)
=a,a,..a,bb,.b, ikili islemi ile 4" bir yarigrup olur. 4" ya A lizerindeki free
yarigrup denir. 4 bir alfabe ve Rc A" xA" olsun. <A|R> ikilisine bir yarigrp
takdimi denir.
p,R tarafindan dogrulmus A4 da bir kongruans olsun. O zaman 4"\ p bir
yarigruptur. Eger S, A"/ p ye izomorfik ise <A|R> ye S nin bir yarigrup takdimi
denir. u,ve A" i¢in wu,v Ozdes kelimelerse u=v olarak gosterilir ve eger
(u,v) e p=u=v yazlr.

Bir 4 kiimesinin kardinalitesini |A| ile gosterecegiz.

(S,.) ve s.t notasyonlarinin yerine eger karisma durumu yoksa S ve st yi

kullanacagiz.

Teorem 4.1.1 S, T sonsuz yarigruplar ve S \S, S nin alt yarigrubu olsun. Eger

$:S — T bir drten homomorfizm ve her t €T igin ¢ ' (¢) sonlu ise BT \T, BT nin
bir altyarigrubudur.

Ispat: Ae P.(T) ve B T olsun. ¢ nin orten ve VieT i¢in ¢~ (t) nin sonlu

olusundan, ¢ '(B) S nin sonsuz bir alt kiimesidir. Ayrica & ¢¢’1(A)6Pf(S) dir.
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LS\S nin AS nin altyarigrubu olusundan dolayr 3F ePf(¢5“ (B)) oyle ki

() (x".¢7'(4)) sonludur.

xeF

m,n €N igin ﬂ(x‘l.¢_'(A))={sl,...,sn} ve F'={x,..,x,} olsun. O zaman

eF
Vi=1L2,.n j=12,..m igin s, € x;1.¢’1(A) dir. Bdylece her i,j icin
X;.8; € ¢ (A) dir. Buradan her ij igin P(x,.5,)=p(x;)P(x,) € Hp ' (A)=A dr.
Boylece her i,j igin ¢(s,) € §(¢,)".A dir. Bir t € T igin ve her ijicin t€¢(t;)".4 ve
#(s;) =t oldugunu kabul edelim. O zaman Jse€ S Oyle ki her i i¢cin ¢(s)=¢ ve
s; #s ve herjicin ¢(x;).9(s)=(x;.s) € A

Buradan her j igin x,.s € ¢7'(4) dir. Oyleyse her i igin se ﬂ (x".4(A4) ve s=s,

xeF

olur ki bu bir geligkidir.

Buradan ¢(F') e P.(B) ve BT \T', BT nin bir altyarigrubu olup ﬂ (@(x)".4)=
P(x)ep(F)

{#(s)),....4(s,)} olur.

VteT igin ¢ '(¢) sonsuzolsabile BT \T, BT nin bir altyarigrubu olabilir.
Ornegin T={A\R}=<a,b @’ = a,b’ =b> ve S=A" ise T=A\p={ap:ac A

={a,b,ab,ba,aba,abab,baba,...}; LS \S ve LT \T nin sirayla fS ve AT nin alt

yarigruplari olduklar1 kolaylikla gosterilebilir. Eger ¢:S — T bir kanonik
homomorfizm ise her a € S = 4" i¢in ¢(a) =ap dir. Boylece ¢ 6rten homomorfizm
veher teT icin ¢'(¢) sonsuzdur.

p , A" da R tarafindan tretilmis bir kongruans olsun Va € A" i¢in ap sonlu
ve S =<A\R> ise S \S, AS nin altyarigrubudur.

L # O bir kilme olsun L, s.f=s olarak tanimlanan ¢arpma islemine gore bir
yarigruptur ve bu yarigrup sol sifir yarigrup olarak adlandirilir. Benzer sekilde sag
sifir yarigrupta tanimlanabilir.

S ayrnk altyarigruplarin bir birlesimi seklinde yazilirsa S ye yarigruplarin

birlesimi denir. Ayrica eger bir Y bandi (semilatis) ve Va,f€Y i¢in §,S, =S,
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olacak sekilde bir (S)),., yarigrup ailesi mevcut ise S ye (S,),., yarigruplarinin

band1 (semilatisi) denir.

Teorem 4.1.2 S bir sol (sag) sifir yarigrup ise S \S de AS nin altyarigrubudur.
Ayrica S \S sol (sag) sifir yarigrup ve S, S \S ve S yarigruplarinin bandi dir.

Ispat: S sol sifir yarigrup olsun. Eger A e P.(S) ve B c § ise 3F € P,(B) dyle

ki AnF = dir. Buradan Vxe F' ve ye S i¢in xy=x¢ 4, ayrica ﬂ(x_lA)z@

xeF

boylece S \S , AS nin altyarigrubu olur.
p,q € S \S olsun. O zaman bir <pa> < § ag1 vardir dyle ki p,:§ — SS sirekli

oldugundan lim p, = p dir.

pq=p,(q)=limp (p,)=lim(p,q)=limp, = p olur. Boylece BS\S sol sifir
yarigruptur.

peS ve ge S \S olsun. O zaman A, nin siirekli olusundan limg,A =4

olacak sekilde bir <%> , < S agivardir.

pq= Zp(q) = liin/Nlp(qa) = liin/lp (g,)= liin(p.qa) = liinp = p Boylece

S.(BS \S) < S . Benzer sekilde (S \S).S< S \S dir.

S,=8,8=B5\S ,Y={,2} ve I’=1, 2 =2, 1.2=1, 2.1=2 olacak sekilde bir
band olsun o zaman £S, S, ve S, yanigruplarinin bandi olur.

S, “<” bagmtisiyla iyi siralanmis bir kiime olsun. S deki ikili islemi

Vx,yeS ve x<y i¢in x.y = y.x =y seklinde tanimlarsak (S,.) yarigrubuna zincir

denir.

Teorem 4.1.3 S bir zincir olsun. O zaman AS\S, AS nin bir alt yarigrubu olur.
Ayrica BS\S sag sifir yarigrup ve AS de AS\S ve S yarnigruplarinin bir
semilatisidir.

Ispat: 4 € P.(S) ve B < § olsun. B sonsuz oldugundan 3x € B dyle ki x¢ 4.

Eger Vae A icin x>a ise x .A=O dir. Eger Vae 4 igin x<a ise x . Ac 4.
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Boylece F ={x} kiimesini alabiliriz. g€ #S\S ve se€S olsun. O zaman

<qa >a€ , © S olacak sekilde bir ag vardir 6leki limg, = g dir. S bir zincir oldugundan

da,el oyle ki Va>ea, igin sgq,=q, dir. A, nin siirekli olusundan

s.q=2As(q)=lim A,(q,)=1im A (¢,) = lim(s.q, ) =limq, =q.
Boylece S.(SS\S)c S\ S dir. Benzer sekilde (fS\S).S < fS\S

S, =8,8,=BS\S ve Y, Y={,2} ve 1’ =1,2"=2,1.2=2.1=2 olacak sekilde bir
semilatis ise A4S, S, ve S, yarigruplarinin bir semilatisidir. p,g € #S\S olsun. O
zaman lim p_, = p olacak sekilde bir < pa> c S agivardir. Her e/ igin p_ €S ve
ge PS\S oldugundan p,q9=¢q olur. Buradan ;) , surekli oldugundan
pq=p,(p)=limp, (p,)=limp, (p,)=lim(p,.q)=limg=g eclde edilir. Boylece
LS\S sag sifir yarigruptur.

X bir kiime ise (P(X)\{J},V) ikilisi U birlesim islemiyle bir yarigruptur bu

yarigrup semilatis olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.4 Eger S bir semilatis ise S\, AS nin bir alt yarigrubu degildir.
Ispat: S=(P(X) \{@},U), A4={x} ve B={X\{a}:ae X} olsun.

aeX icin x=X\{a} ise xeB ve x'.A={{a}UK:K € P(X)} olur. Bdylece
i=12,.,n 1¢in ae€X , x=X\{a} ve F={x,x,,...,x,} B ise

ﬂ(xil.A) ={{a,,a,,...,a,} WK : K € P(X)} sonsuz olur. Boylece SS\S, S nin

xeF
bir altgrubu degildir.

I,A iki kiime olsun. I xA ={(i,A):iel,Ae A} ve IxA de tanimh “.” ikili
islemini asagidaki gibi tanimlayalim:
Vi, A),(J, 1) € Ix A igin (i, 4).(j, p) = (i, 1)
O zaman (IxA,.) bir yangruptur ve bu yarigrup rectangular band olarak

adlandirlir.
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Teorem 4.1.5 S =7 x A bir rectangular band olsun. #S\S, A4S nin bir alt yarigrubu
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul / ya da A den birinin (yalnizca birinin) sonlu
olmasidir.

Ispat: (=) BS\S, £S nin bir alt yarigrubu olsun. / ve A nin sonsuz olduklarini
kabul edelim. Sabit bir iy ve A, €A igin 4A={(,,4,)} ve B={(i,,A):AeA}
olsun.

O zaman VxeB igin x'.A={(j,4,):jel} olur. Boylece VF e P,(B) igin

ﬂ(xil.A) ={(J,4,):jel} sonsuz olur. fS\S, S nin bir alt yarigrubu degildir.

xeF
Bu bir celigkidir dolayisiyla / yada A den biri sonludur.

(<) I sonlu olsun. O zaman A sonsuz olur, ¢linkii S=7xA sonsuzdur.
AeP,(S) ve B cS olsun. A={(i,,4):i, el,A, e AN k=12,.,n} ve
A, ={4, :k=12,..,n} olsun x=(j,A) € B alalim.

i) I sonlu oldugundan bir k=1,2,...,n igin j=i_ ise x . A={(,A):iel,} €A}
sonlu olur.

ity Vk=1,2,...,n igin j#i_ise x.A=0.

Eger A sonlu ve / sonsuz ise 3F € P, (B) oyleki Vk=1,2,...n i¢in x=(i,A) e F ve

i#i, dir. Her xeF i¢in x'.4=@ oldugundan [)(x".4)=@ dir. Béylece

xeF

PS\S, BS nin bir alt yarigrubu olur.
X,Y iki yarigrup olsun. X xY ={(x,y):xe X,y e Y} ye Xile Y nin kartezyen

¢arpimi denir. Her (x,,),(x,,»,) € XxY i¢in (x,,¥,).(x,,¥,) = (%x,,1,),) olarak

6

tanimlanan islemiyle X xY bir yarigruptur bu yarigruba X ile Y nin direkt
¢arpimi denir.

Sonu¢ 4.1.6 S rectangular band olsun. S\S, £S nin bir alt yarigrubu ise S\ S
de rectangular band olur.

Ispat: S=7xA rectangular band olsun. i.j =i Islemine gore L=1 ve Au=pu
islemine gore de R = A oldugunu g6z oniine alalim. Buradan L ve R nin sirayla sol

ve sag sifir yarigrup oldugu goriiliir. Ayrica S ile Lx R izomorfik olur. gS\S, AS
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nin bir altgrubu ise Teorem 4.1.5 den L ya da R sonludur. Eger R sonlu ise
PSS =L(LxR)=LLxR dir. Boylece fS\S=(LLxR)\(LxR)=(LL\L)xR olur.
Teorem 4.1.2 den, L sol sifir yarigrup oldugundan L\ L de sol sifir yarigruptur.
Boylece (SL\L)xR rectangular band olur. Benzer sekilde L sonlu ise
PS\S=(LxBR)\(LxR)=Lx(BR\R) ve BR\R sag sifir yarigrup oldugundan
LS\S de rectangular band olur.

L sonsuz sol sifir yarigrup ve R sonsuz sag sifir yarigrup ise S=LxR
rectangular band olur. fL\L ve SR\R sirayla L ve SR nin alt yarigrubu olur.
Ancak Teorem 4.1.4 den AS\S, AS nin bir altgrubu degildir ¢iinkii L ve R
sonsuzdur.

Boylece X ve Y sonsuz yarigruplar fX\ X ve Y \Y sirayla fX ve SY nin alt
yarigruplar1 olsa bile S(XxY)\(XxY) nin S(XxY) nin alt yarigrubu olmasi
gerekmez.

Sonu¢ 4.1.7 X ve Y iki yarigrup olsun. Eger X (ya da Y ) sonlu ve fY\Y ( ya da
PX\X) de Y (ya da X)) nin alt yangrubu ise (X xY)\ (X xY) de (X xY)

nin alt yarigrubudur.
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