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       Bu tezde bir S ayrık topolojik uzayının βS Stone-Čech kompaktlaması inşa edildi 

ve bazı özellikleri incelendi. S ayrık yarıgrubunun işlemi, S nin Stone-Čech 

kompaktlaması βS ye genişletilerek bu işlem altında βS nin sağ topolojik yarıgrup 

olduğu gösterildi. Son olarak bazı iyi bilinen S yarıgrupları için βS \S nin βS nin alt 

yarıgrubu olup olmadığı gösterildi. Ayrıca S bir rectangular band ve βS \S de βS nin 

bir alt yarıgrubu ise βS \S ninde bir rectangular band olduğu gösterilmiştir. 
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       In this thesis, the Stone-Čech compactification  βS of a discrete space S is 

constructed and some properties of  βS are drived. Extension of the binary 

operation on a discrete semigroup S is extension to its Stone-Čech 

compactification  βS and it is shown that with this operation βS is a rigt 

topological semigroup. In the end, it is shown that whether or not βS \S is a 

subsemigroup of  βS for some well known semigroup S. Also it is proved that if S 

is a rectangular band such that βS \S is a subsemigroup of βS then βS \S is a 

rectangular band too. 
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1.GİRİŞ 

 

1.1 Ultrafiltreler 

 

       Bu bölümde bundan sonra βD Stone-Čech kompaktlamasını inşa ederken 

kullanacağımız ultrafiltreleri tanıyacağız. D, bir küme ve A D⊆  olsun. A, D nin 

hem açık hem de kapalı bir alt kümesi ise A ya AK küme diyeceğiz. 

Tanım 1.1.1 D, herhangi bir küme olmak üzere, U ( )P D⊆  ailesi aşağıdaki koşulları 

sağlarsa U ailesine, D üzerinde bir filtre denir. 

       (i) ∅ ∉  U 

      (ii) A,B∈ U ise A ∩ B∈U 

       (iii) A∈U ve A ⊆ B ise B∈ U   

Örnek 1.1.2 (X,T ) bir topolojik uzay ve x∈X olsun. 

K(x)={K ⊆ X: x ∈U ⊆ K olacak şekilde U∈T vardır } kümesine x∈X in komşuluklar 

ailesi denir ve K(x), X üzerinde bir filtredir. 

Örnek 1.1.3 F, sonsuz bir küme olmak üzere, 

D ={ A ⊆ F:  F\A sonlu } şeklinde tanımlanan D kümesi F üzerinde bir filtredir. 

Tanım 1.1.4 U, D üzerinde bir filtre ve A ⊆ U olsun. Eğer her U∈U için A ⊆ U 

olacak şekilde bir A∈A varsa, A ya, U nun bir filtre bazı denir. 

Örnek 1.1.5 (X,T ) bir topolojik uzay ve x∈X olsun. 

U (x)={ U ∈T  : x ∈ U } kümesi, K(x) in filtre bazı olup, U (x) kümesine x in açık 

komşuluklarının ailesi denir. 

Tanım 1.1.6 U, V   D üzerinde iki filtre olsun U ⊆ V  ise U  filtresine V  filtresinden 

daha kabadır  veya V  filtresine U  filtresinden daha incedir denir. 

Tanım 1.1.7 Bir D kümesi üzerinde bir U filtresi verilsin. Eğer D üzerinde U  

filtresinden daha ince bir filtre yoksa, U  filtresine ultrafiltre denir. 

       Böylece D, bir küme ve U , V  D üzerinde iki ultrafiltre olsun. U  = V  ⇔  U ⊆ V   

Lemma 1.1.8 U, D üzerinde bir filtre ve A ⊆ D olsun. Aşağıdakilerden yalnız bir 

tanesi doğrudur. 

       (1) A ∩ B= ∅  olacak şekilde bir B∈U vardır. 
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       (2) T={C ⊆ D: bazı B∈U için  A ∩ B ⊆ C } kümesi D üzerinde bir filtredir. 

İspat: Her B∈U için A ∩ B ≠ ∅  olsun. T nin bir filtre olduğunu gösterelim. 

       (i) ∅ ∉T 

       (ii) 1 2,C C ∈T alalım. O zaman 1 2,B B∃ ∈U  vardır öyleki, 

1 1A B C∩ ⊆  ve 2 2A B C∩ ⊆  dir. 1 2 1 2A B B C C∅ ≠ ∩ ∩ ⊆ ∩   yazılır. Burada 

1 2B B∩ ∈U olmasına dikkat edilirse T nin tanımdan 1 2C C∩ ∈T olur. 

       (iii) 1C ∈T  ve 1C C D⊆ ⊆  olsun. 1C ∈T ise B∃ ∈U  için A ∩ B ⊆ 1C  olur.  

1A B C C∩ ⊆ ⊆  olup T nin tanımından C ∈T olur. 

Tanım 1.1.9 Bir A kümesi verilsin  ( )P A ile A nın kuvvet kümesini ( )fP A  ile A nın 

boş olmayan sonlu alt kümelerinin ailesini göstereceğiz. 

       ( )fP A ={F: F A∅ ≠ ⊆  ve F sonlu } dir. 

       D bir küme ( )P D⊆A  olsun, ( )fF P∀ ∈ A  için F ≠ ∅∩  oluyorsa A  ailesine 

sonlu kesişim özelliğine (S.K.Ö) sahiptir diyeceğiz. 

Teorem 1.1.10 D bir küme ve U ⊆ P(D) olsun. Aşağıdakiler birbirine denktir. 

       (a) U, D üzerinde bir ultrafiltredir. 

       (b) U sonlu kesişim özelliğine (S.K.Ö) sahip ve her A ∈P(D)\U  için A ∩ B= ∅  

olacak şekilde bir B∈U  vardır. 

(c) U, {V ⊆ P(D) : V , S.K.Ö sağlar } kümesinin maksimal elemanıdır. 

(d) U, D üzerinde bir filtre ve her F ∈  fP (P(D)) için eğer ∪ F ∈U  ise   

F ∩ U ≠  ∅ . 

       (e) U, D üzerinde bir filtre ve her A ⊆ D için ya A∈U veya D\A ∈ U 

İspat: (a)⇒ (b) U, D üzerinde bir ultrafiltre olsun. Filtre tanımından U, S.K.Ö sağlar. 

A∈P(D) \U alalım, V ={C ⊆ D: A ∩ B ⊆ C olacak şekilde bir B∈U vardır} olsun 

A∈V dir. A∉U olduğunu göz önüne alırsak U  V olur. Böylece V, D üzerinde bir 

filtre olamaz. Lemma 1.1.8 den B∈U gibi bir eleman vardır öyle ki A ∩ B= ∅  olur. 

       (b)⇒ (c) U, S.K.Ö sahip ve her A ∈P(D) \U  için A ∩ B= ∅  olacak şekilde bir 

B ∈ U olsun. Γ ={ V ⊆ P(D) : V  , S.K.Ö sağlar } olarak tanımlayalım. U ∈ Γ 

olduğundan Γ ≠ ∅  dir. Kabul edelimki U, Γ kümesinin maksimal elemanı olmasın 
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bu durumda U ⊂ G olacak şekilde bir G ∈ Γ vardır. O zaman ∃ G ∈ G , G ∉ U 

⇒ ∃ B∈U için G ∩ B= ∅  olur. Bu ise G nin S.K.Ö sağlaması ile çelişir. Dolayısıyla 

U, Γ kümesinin maksimal elemanıdır. 

       (c)⇒ (d) U ∪ {D}  S.K.Ö sağlar. U ⊆  U ∪ {D} olup, U,  maksimal 

olduğundan U = U ∪ {D}⇒  D∈U dir.  A,B∈U alalım. U, S.K.Ö sahip olduğundan 

A ∩ B∈U. A∈U ve A ⊆ B ⊆ D olsun, U ∪ {B}  S.K.Ö sağlar. U ⊆  U ∪ {B} olup,  

U,  maksimal olduğundan U = U ∪ {B}⇒  B∈U buradan U bir filtredir. 

F ∈  fP (P(D)) için ∪ F ∈U   olsun. Her A∈F   için A∉U  olduğunu varsayalım. 

Verilen bir A ∈ F   için, U ⊆  U ∪ {A} olup U,  S.K.Ö sahip maksimal aile 

olduğundan U ∪ {A} S.K.Ö sahip değildir. O halde bir A ∈G fP (U ) vardır öyle ki  

A ∩ ( ∩ AG ) = ∅  dir. A
A∈

= ∪
F

H G   Olsun, buradan { }∪ ∪ ⊆H F U  ve 

( ) ( )∪ ∩ ∩ = ∅F H   olup bu bir çelişkidir. O halde A∃ ∈F  için A∈ ⇒ ∩ ≠ ∅U F U  

dir. 

       (d)⇒ (e)  F = {A,A\D} alırsak A ∪ (D\A)=D∈U olduğundan A∈U yada  

D\A ∈ U  olur. 

       (e)⇒ (a)  U, D üzerinde bir filtre ve her A ⊆ D için ya A∈U  yada  D\A ∈ U 

olsun. U nun bir ultrafiltre olduğunu gösterelim. ⊂U G  ve G  bir filtre olsun.  

O zaman A∃ ∈G  vardır öyle ki A D∉ ⇒U \A ∈  U ⇒ D\A ∈G  olup A∈G  

olduğundan A∩ (D\A)= ∅  olur ki bu da G  nin filtre olmasıyla çelişir. O halde U  

ultrafiltredir. 

Tanım 1.1.11 a∈D, aF ={A ⊆ D : a∈A} olsun. aF , D üzerinde bir ultrafiltre olup bu 

ultrafiltreye “Sabit Ultrafiltre” denir. 

Teorem 1.1.12 D bir küme ve U, D de bir ultrafiltre olsun, aşağıdakiler birbirine 

denktir. 

      (a) U, sabit ultrafiltre 

       (b) F∈  U olacak şekilde bir F∈ fP (D) vardır. 

       (c) T={ A ⊆ D : D\A sonlu } kümesi U tarafından içerilemez. 

(d) ∩ U ≠ ∅  
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(e) ∩U ={x}, x∈D 

İspat: (a)⇒ (b) Aşikar 

       (b) ⇒ (c) F ∈ U ve F sonlu olsun. D\F=A diyelim. D\A=F olup F sonlu 

olduğundan A∈T olur. F∈U  olduğundan A=D\F ∉U  dur. Aksi halde A∩ F=∅  

olması  U  nun filtre olmasıyla çelişir. A∈T ve A∉U olduğundan T⊄  U olur. 

       (c)⇒ (d) T ⊄ U ise A T∃ ∈  öyle ki A∉U. Burada A∈T ise D\A sonludur. 

F=D\A alırsak U nun ultrafiltre olmasından ve A∉U olduğundan F∈U.  

F= { }
x F

x
∈

∈∪ U  şeklinde yazarsak ∃ {x} için {x}∈U olur. O halde her B∈ U için 

B∩ {x} ≠ ∅  olacağından x∈ ∩U  olup ∩U ≠ ∅  olur. 

       (d) ⇒ (e)  ∩U ≠ ∅  ise ∃ x∈ ∩U  ve D\{x}∉U olur çünkü x ∉D\{x}. U  nun 

ultrafiltre olması nedeniyle  D\{x}∉U   ise { }x ∈U  olur. Buradan ∩U ⊆ {x} ise 

∩U ={x} dir. 

Teorem 1.1.13 D bir küme ve A ⊆ P(D) S.K.Ö sahip olsun. O zaman A ⊆ U  olacak 

şekilde en az bir U  ultrafiltresi vardır. 

İspat: Γ ={ ⊆B P(D) : A ⊆ B  ve B  S.K.Ö sağlar } olarak tanımlayalım. A ∈ Γ  

olduğundan Γ ≠ ∅ . ⊆C  Γ  zincirini alalım A ⊆ ∪C  dir. ∪C  nin S.K.Ö sağladığını 

gösterelim. ( )fP∈ ∪CF  için ⊆F B olacak şekilde bir ∈CB  vardır. B ,  S.K.Ö 

sağladığından ∩ ≠ ∅F  buradan ∪C  S.K.Ö sağlar. Zorn Lemmasından Γ de bir U  

maksimal elamanı vardır öyle ki U , S.K.Ö sağlar. Teorem 1.1.10 daki (c) ⇒ (a) dan 

U , ultrafiltre dir ve U ∈Γ olduğundan A ⊆ U  dir. 

Sonuç 1.1.14 A , D üzerinde bir filtre ve A D⊆  olsun. O zaman 

A∉ A ⇔ {∪A D\A} ⊆ U  olacak şekilde bir U  ultrafiltresi vardır. 

İspat: (⇒ ) A D⊆  ve A ∉A olsun. A ∪ {D\A} nın S.K.Ö sağladığını gösterelim. 

F ∈  fP ( A ) alalım. A filtre olduğundan ∩ F ∈ A olur.( ∩ F ) ∩ (D\A) ≠ ∅  

olduğunu göstermek için aksini kabul edelim. 

(D\A) ∩ ( ∩ F ) = ∅  ⇒ ∩ F ⊆ A olup A filtre olduğundan ve ∩ F ∈  A olduğundan 

A∈  A çelişkisi elde edilir. O halde A ∪ {D\A} ⊆ U  olacak şekilde U  ultrafiltresi 

vardır. 
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       ( ⇐ ) A ∪ {D\A} ⊆ U  olacak şekilde U  ultrafiltresi verilsin, o zaman  

D\A∈U  ⇒  A ∉  U  olup A ∉A  olur. 

Tanım 1.1.15 ∅ ≠ ⊆R P(D) olsun. R , partition regülerdir ⇔ fP∀ ∈F (P(D)) ve 

∪ ∈F R ⇒ F∃ ∈F  ve A∈R  için A ⊆ F dir. 

       R ⊆ P(D)  partition regüler olsun, bir A∈R  seçelim. A kümesini 

i ∈ {1,2,…,n} iA A⊆  olmak üzere 1 2 ... nA A A A= ∪ ∪ ∪  şeklinde yazabiliriz. 

Burada iA  lerden en az biri R  içindeki en az bir kümeyi kapsar. 

Teorem 1.1.16 D, bir küme ve ∅ ≠ ⊆R P(D) olsun. ∅ ∉R  olduğunu kabul edelim. 
↑R ={ B∈P(D) : A∃ ∈R  için A ⊆ B } olarak tanımlayalım. Aşağıdakiler birbirine 

denktir. 

       (a) R  partition regülerdir. 

       (b) ⊆A P(D) nin sonlu her alt ailesinin kesişimi ↑R  nin bir elemanı oluyorsa 
↑⊆ ⊆A U R   olacak şekilde bir U  ultrafiltresi vardır. 

       (c) A∈R  oluyorsa A∈U ↑⊆ R  olacak şekilde bir U  ultrafiltresi vardır. 

İspat: (a⇒ b) R  partition regüler ve ⊆A P(D) olsun. 

B = { A ⊆ D : her B∈R  , A ∩ B ≠ ∅  } olarak tanımlayalım. D∈B  olduğundan 

≠ ∅B  dir. D ↑∈R  olduğundan {D} ⊆ A  olacak şekilde bir A  kümesi daima vardır 

ve A ≠ ∅ . C = ∪A B  alalım. C  nin S.K.Ö sağladığını göstermek için aksini kabul 

edelim. ( )fP∈F A  ve ( )fP∈G B  için ( ) ( )∩ ∩ ∩F G = ∅  olduğunu kabul edelim. 

( )fP∈F A  olduğundan ↑∩ ∈F R  olup B∃ ∈R  için B ⊆ ∩F  dir. O zaman 

B ( )∩ ∩ = ∅G
A

B= (B
∈

⇒ ∪
G

\ A) ∈R   ve  R  partition regüler olduğundan A∃ ∈G  ve 

C∈R  için C (B⊆ \A) A C=⇒ ∩ ∅ A⇒ ∉B    çelişkisi elde edilir. O halde C nin 

S.K.Ö sağlar. Teorem 1.1.14 e göre ∪ =A B  C ⊆ U  olacak şekilde bir U  

ultrafiltresi vardır. Şimdi ↑⊆U R  olduğunu gösterelim. 

U ∈ ⇒U  D\U ∉U                                  ……………..     “U  ultrafiltre olduğundan” 

⇒  D\U ∉B                                 ………………… “ ∪ ⊆A B U   olduğundan” 
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⇒ B∃ ∈R , (D\U) ∩ B =∅         ……………………… “B  nin tanımından “ 

⇒  B ⊆ U⇒  U ↑∈R  Böylece ↑⊆ ∪ ⊆ ⊆A A B U R  

       (b⇒ c) {A}=A  alırsak A ↑∈R  olup {A} ↑⊆ ⊆U R  olur. 
       (c⇒ a) A ∈R  ise ∃U  ultrafiltresi için A ↑∈ ⊆U R  olsun. (P(D))fP∈F  ve  

∪ ∈F R  olsun. ∃U  ultafiltresi için ↑∪ ∈ ⊆F U R  dir. U  ultrafiltre olduğundan 

∩ ≠ ∅F U  dir. Buradan F∃ ∈F  için F∈U  olur. ↑⊆U R  olduğundan F ↑∈R  dir. 
↑R  nin tanımından F ↑∈R  ise A∃ ∈R  vardır öyle ki A F⊆  dir. Buradan da R  

partition regüler olur. 

Tanım 1.1.17 D bir küme ve U , D üzerinde bir ultrafiltre olsun. U  nun normu  

U =min{ A  : A∈U  } olarak tanımlanır. 

Tanım 1.1.18 D bir küme ve K  bir sonsuz kardinal olsun. U , D üzerinde ≥U K  

olan bir ultrafiltre ise U  ya  D üzerinde uniform−K  ultrafiltre denir. 

U (D)K = { U  : U , D üzerinde uniform−K  ultrafiltre } diyelim. 

D = K  olacak şekildeki bir D kümesi üzerindeki uniform−K  ultrafiltreye, uniform 

ultrafiltre denir. 

Sonuç 1.1.19 D bir küme ve ( )P D⊆A  olsun, eğer her sonlu ⊆F A  için ∩F  

sonsuz ise o zaman A , D üzerinde bir U  ultrafiltresi tarafından içerilir öyle ki U  

nun tüm elemanları sonsuzdur. Daha genel olarak eğer K  bir sonsuz kardinal ve her 

sonlu ⊆F A  için ∩ ≥F K  ise A , D üzerinde bir uniform−K  ultrafiltre tarafından 

içerilir. 

İspat: K  sonsuz kardinali göstermek üzere D ≥ K  olsun. {E D : E }= ⊆ ≥R K  

1 2 nE E ... E {1,2,...,n}i∪ ∪ ∪ ∈ ⇒ ∃ ∈R  için iE ≥ K  olur. Aksi halde i∀  için  

iE < K  olursa maksimum iE < K  olurdu buradan iE∪ < K  olurdu. Bu ise R  nin 

tanımı ile çelişirdi. 

 ↑⊆A R ⇒  ∃U  ultrafiltresi vardır öyle ki ↑⊆ ⊆A U R  ve 
0

= ℵK  alırsak 

{ E : E sonsuz, E D}⊆R =  olur. 
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Tanım 1.1.20 D bir küme ve P(D)⊆A  olsun. Eğer A  nın sonlu her alt ailesinin 

kesişimi sonsuz ise A  ya sonsuz sonlu kesişim özelliğine (S.S.K.Ö) sahiptir denir. 

Sonuç 1.1.19 dan eğer A  (S.S.K.Ö) sahipse ⊆A U  olacak şekilde birU  ultrafiltresi 

vardır. 

 

1.2  βD Topolojik Uzayı 

 

Βu kısımda D üzerindeki ultrafiltreleri kullanarak bir topolojik uzay inşaa 

edeceğiz. 

Tanım 1.2.1 D ayrık topolojik uzay olsun. 

(a) βD = { p : p, D üzerinde bir ultrafiltredir. } 

(b) A D⊆ , lA { p D : A p }= ∈β ∈  

Tanım 1.2.2 D bir küme ve a∈D olsun. 

e(a) = { A D⊆  : a∈A } 

      Burada her a∈D için e(a) nın sabit ultrafiltre olduğuna dikkat ediniz. 

Lemma 1.2.3 D bir küme ve A,B D⊆  olsun. 

(a) n l lA B A B∩ = ∩  

(b) n l lA B A B∪ = ∪  

(c) nD\A D= β \ lA  

(d) lA A== ∅ ⇔ ∅  

(e) lA D A=D= β ⇔  

(f) l lA B A=B= ⇔  

İspat: (a) A B A∩ ⊆  ve A B B∩ ⊆  olup, p∈ βD için p ultrafiltre olduğundan 

A B p A p ve B p∩ ∈ ⇔ ∈ ∈  dir. 

n l lA B {p D : A B p } ={p D : A p ve B p }=A B∩ = ∈β ∩ ∈ ∈β ∈ ∈ ∩  

       (b) p bir ultrafiltre olduğundan A B A  veya Bp p p∪ ∈ ⇒ ∈ ∈  dir.  

n l lA B { p D : (A B) p }= {p D : A p veya B p }=A B∪ = ∈β ∪ ∈ ∈β ∈ ∈ ∪  
       (c) p bir ultrafiltre olduğundan A p D\A p ∈ ⇒ ∉ dir.  
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n lD\A { p D : D\A p }= { p D : A p }= D\A= ∈β ∈ ∈β ∉ β  

       (d) lA = ∅  olsun bu durumda her p D∈β için A p∉  dir. A ≠ ∅  kabul edersek 

her a A∈  için A e(a) D∈ ∈β  olup çelişki elde edilir. O halde A=∅  dir. Karşıt olarak 

A=∅  ise p D∀ ∈β  için p∅ ∉  olup lA = ∅  dir. 

       (e) ( ⇒ ) lA D= β  olsun. p D∀ ∈β  için A∈  p olur. A D≠  Olduğunu kabul 

edelim. p bir ultrafiltre ve A p p D∀ ∈ ⇒ ∀ ∈β  için D\A ≠ ∅  ve D\A p∉  olur. 

{ E D : D\A E }⊆ ⊆ kümesi S.K.Ö sahip olduğundan bir p D∈β  için 

 D\A ∈ { E D : D\A E }⊆ ⊆ p⊆ ⇒  D\A p∈  çelişkisi elde edilir buradan A=D dir. 

       ( ⇐ ) A=D olsun. lA D⊆ β  olduğu açık. p D∈β  alalım A=D lp p A∈ ⇒ ∈  

buradan lD Aβ ⊆  olup lA D= β . 

       (f) ( ⇒ )  l lA B=  olsun. A ≠ B olduğunu kabul edelim. A\B ≠ ∅  olur ve 
{ E D : A\B E }⊆ ⊆  kümesi S.K.Ö sağlar. p' D∈β  çin A\B 
∈ { E D : A\B E }⊆ ⊆ p'⊆  olur. A\B p'∈ A p'⇒ ∈  ve B p'∉  olur çünkü A\B ⊆ A 

ve (A\B) ∩ B = ∅   bu ise l lA B=  olması ile çelişir. Buradan A=B dir. 
       ( ⇐ ) A=B ise l lA B=  dir. 

Tanım 1.2.4 A herhangi bir küme olmak üzere e[A] = { e(a) : a∈A } dır. 

       l{ A : A D }⊆B =  kümesi Dβ  üzerinde bir topolojinin bazıdır çünkü Lemma  

1.2.3 (a) dan B  kümesi ∩  işlemine göre kapalı olduğundan her l lA, B∈B  için  

l C∃ ∈B  öyle ki l l lC A B⊆ ∩  olup buradan B  kümesi Dβ  üzerinde bir topolojinin 

bazıdır. 

Teorem 1.2.5 D herhangi bir küme olsun. 

       (a) Dβ , Hausdorff ve kopmakttır. 

       (b) Dβ  nin tüm AK  ( Hem açık hem kapalı küme.) kümeleri lA  formundadır. 

      (c) Her A D⊆  için lA = Dcl e[A]β  

       (d) Her A D⊆  için p∈ Dcl e[A]β ⇔ A∈p 

       (e) e : D →  e[D] gömmedir, e[D] Dβ  de yoğun ve e[D] nin tüm noktaları Dβ  

nin izole noktalarıdır. 
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       (f) U  Dβ  nin bir açık alt kümesi ise Dclβ U  de açıktır. 

İspat: (a) Dβ  nin Hausdorff olduğunu gösterelim: 

p,q ∈ Dβ  ve p ≠ q  olacak şekilde p ve q ultrafiltrelerini alalım. p ≠ q  ise 

A p\q A p  ve  A q ∃ ∈ ⇒ ∈ ∉  dir. A∈ p ⇒  p∈ lA  dir. A∉ q ⇒ D\A∈ q ⇒ q∈  nD\A  

burada nD\A ∩  lA = ∅  olduğundan Dβ  Hausdorff tur. Dβ  nin kompakt olduğunu 

gösterelim: 

       A ⊆ D, lA  formundaki kümeler aynı zamanda kapalıdır çünkü Dβ \ lA = nD\A dir. 

Dβ  nin kompakt olduğunu göstermek için kapalı kümelerden oluşan ve S.K.Ö sahip 

olan l={ A : A D }⊆A  kümesinin ∩A ≠ ∅  olduğunu gösterelim. B = { A ⊆ D : 

lA ∈ A } alalım. l
A

( ) p A için pfP
∈

∈ ⇒ ∀ ∈ ∩ ∈ ⇒ ∩ ≠ ∅∩
F

F B F F  Buradan B , 

S.K.Ö sağlar. Teorem 1.1.13 den sabit bir q D∈β  için q⊆B  vardır. Buradan 

q∈∩ ≠ ∅A  olur. 

       (b) AKG D⊆ β  alalım. l l= { A :  A D ve A  }G⊆ ⊆B  kümesi G nin açık bir 

örtüsüdür. KapalıG D⊆ β  ve Dβ , kompakt ise G kompakttır. Burada 

m
n

1 1

G = A  A
k k

i i
i i= =

=∪ ∪    yazılır. 

       (c) Her a∈A için e(a) ultrafiltredir ve A∈e(a) olup e(a) ∈ lA  dır. Yani her  

e(a) ∈e[A] için e(a) ∈ lA  dır. Buradan e[A] ⊆ lA  dır. lA  formundaki kümeler AK 

küme olduklarından lA  nın kapanışı kendine eşittir. e[A] ⊆ lA  ise Dcl e[A]β ⊆ lA  dır. 

p lA∈  alalım, p∈ Dcl e[A]β  olduğunu göstermek için p nin her açık komşuluğu ile e[A] 

nın kesişiminin boş olmayacağını gösterelim:  p lA∈  ve lB (p)η∈  alalım. 

A B∅ ≠ ∩ ∈p dir. a l lA B a A ve a B  e(a) A ve e(a) B∈ ∩ ⇒ ∈ ∈ ⇒ ∈ ∈ ⇒  

e(a) e[A]∈ lve e(a) B∈ ⇒ e(a) lB e[A]∈ ∩  olup, p∈ Dcl e[A]β  dır. Buradan 

lA ⊆ Dcl e[A]β  olur. 

       (d) Her A D⊆ , p ∈ Dcl e[A]β ⇔ p∈ lA ⇔ A∈p 
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      (e) e : D →  e[D] nin 1:1 olduğunu gösterelim: a,b ∈ D ve a ≠ b olsun. 

{a} ∈ e(a)\e(b) ⇒ e(a) ≠ e(b). e[D] nin Dβ  de yoğun olduğunu göstermek için 

kapanışının Dβ  ye eşit olduğunu gösterelim. Her a∈D için m{a}={e(a)} olduğundan 

e(a), Dβ  nin izole noktasıdır. 

       Tersine p∈ Dβ  nin bir izole noktası ise p∈ lA ⊆ {p}  buradan lA ={p} ⇒  

lA ∩ e[D] ≠ ∅ ⇒ {p} ∩ e[D] ≠ ∅ ⇒ p∈e[D] 

       (f) açık D⊆ βU , = ∅U  ise aşikar olarak Dclβ U  açık olacağından ≠ ∅U  olsun. 

A= -1e [ ]U  alalım. ⊆U Dcl e[A]β  dır. p∈U  ve lB (p)∈η  alalım lB ∩ ≠ ∅U , lp B∈  dir. 

açık D⊆ βU  ve e[D], Dβ  de yoğun olduğundan Dcl ( e[D])β ∩U = Dclβ U  

e[D]∩U =U =e[A] olduğundan Dcl e[A]β = Dclβ U ⇒ lA = Dclβ U  olup lA  formundaki 

kümeler açık olduğundan Dclβ U  açıktır.  

Tanım 1.2.6 D bir küme ve A , D üzerinde bir filtre olsun. lA ={ p D∈β : p⊆A  } 

Teorem 1.2.7 D, bir küme olsun. 

(a) A , D üzerinde bir filtre ise o zaman l kapalı( ) D⊆ βA  

(b) Eğer A D⊆ β  ve A= ∩A  ise o zaman A , D üzerinde bir filtredir ve lA = cl A  

İspat: (a) l ⊆A l
Dclβ A   olduğu açık. l lcl ⊆A A  olduğunu gösterirsek l

Dclβ A = lA  

olduğunu dolayısıyla lA  nın kapalı olduğunu göstermiş oluruz. p l∉ A  olsun. A∈ A \p 

alalım. A∉p olup p ultra filtre olduğundan D\A∈p dir. Buradan p∈  nD\A  ve  

nD\A  l∩ = ∅A ⇒ p∉ l
Dclβ A  dir. Buradan l lcl ⊆A A  dır. 

       (b) A= ∩A  nın filtre olduğunu gösterelim: 

p A∀ ∈  için p∅ ∉  olup ∅ ∉ A  dır.U,V D⊆  ve U,V∈ A  olsun p A∀ ∈  için U,V p∈  

olup U ∩ V p∈  dir. Buradan U ∩ V ∈ A  olur. U∈ A  ise p A∀ ∈  için U p∈ . 

U ⊆ V ⊆ D olsun. V∈p dir buradan V∈ A  dır. Buradan A  bir filtredir. p A∀ ∈  için 

A l lp p A⊆ ⇒ ∈ ⇒ ⊆ ⇒A A l lcl A cl⊆ =A A   ( lA  kapalı ) 
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Karşıt olarak p l∈ A  ve l (p)∈ηA  alalım. lB A=∩ ∅  kabul edelim 

 A ⊆ Dβ \ lB  = nD\B p A∀ ∈  için p∈ nD\B ⇒ D\B p∈ ⇒ D\B p∈ ⊆A  elde edilir ki bu 

bir çelişkidir. Dolayısıyla lB A∩ ≠ ∅ p⇒ ∈ clA  buradan l ⊆A cl A  

Tanım 1.2.8 D bir küme ve A ⊆ D olsun lA A∗ = \e[A]  dir. 

Teorem 1.2.9 p D∈β  ve U D⊆ β  olsun. Eğer U, p nin bir komşuluğu ise -1e [U] p∈  

İspat: p D∈β , l A∃  öyle ki  p lA U A p∈ ⊆ ⇒ ∈   A ⊆ 1e [U]−  olduğundan 1e [U]− p∈  

X, uzayı sıfır boyutludur ⇔ X, AK kümelerden oluşan bir baza sahiptir. 

Teorem 1.2.10 X, sıfır boyutlu uzay ve kompaktY X ⊆ olsun. Y nin AK kümeleri 
AKC X⊆  olmak üzere C Y∩  formundadır. D sonsuz bir küme ise D∗  ın boştan 

farklı her AK alt kümesi sonsuzA D⊆  olmak üzere *A  formundadır. 

İspat: AKC X⊆  için AKC Y Y∩ ⊆  dir. AKG Y⊆  olsun, 
       A ={ A Y∩  : AKA X⊆  ve A Y G∩ ⊆  } X, sıfır boyutlu olduğundan A , G için 

bir açık örtüdür. AKG Y⊆  ve Y kompakt ise G kompakttır. G, kompakt olduğundan  

1 1

G= (A Y)=Y A
k k

i i
i i= =

∩ ∩∪ ∪  

       i) Dβ  için l AK{ (A) :  A D }⊆  kümesi bir baz olduğundan Dβ  sıfır boyutludur. 

ii) e[D], Dβ  nin açık bir alt kümesidir. açık{ e(a) } D⊆ β ,  *D D= β \e[D], 

AK * *G D G=D { D, nin AK kümeleri }⊆ ⇔ ∩ β l* *D A = A∩  , A sonlu ise lA e[A]= , 
*A = ∅  dir. 

 

1.3 Stone-Čech Kompaktlaması 

 

       Bu kısımda βD nin D ayrık uzayının Stone-Čech kompaktlaması olduğunu 

göstereceğiz. X ve Z iki topolojik uzay olsun. : X Zϕ →  fonksiyonu X  [ X ]ϕ→  

bir homeomorfizma ise ϕ  bir gömmedir. 

        A X⊆  ve :f A B→  bir sürekli fonksiyon olsun. Sürekli bir :F X W→  

fonksiyonu her a A∈  için ( ) ( )F a f a=  koşulunu sağlıyorsa F ye f  nin bir 
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genişlemesi denir. X ve A iki uzay ve :i A X→  fonksiyonu, A dan ( )i A  ya bir 

homeomorfizm ise A ya X içine gömülebilir, ( )i A  ya A nın X içindeki bir kopyası 

ve i  ye bir gömme denir. :i A X→  bir gömme ve :f A W→  bir sürekli fonksiyon 

olsun. Eğer aşağıdaki diyagram değişmeli olacak şekilde bir F fonksiyonu varsa F ye 

f  nin bir genişlemesi denir. 

 

 
Tanım 1.3.1 X, topolojik uzay olsun. K kompakt uzayı için  : X Kϕ →  bir gömme 

ve  Kcl  ( X )ϕ =K oluyorsa K ya X in kompaktlaması denir ve bu kompaktlama 

(ϕ ,K) çifti ile gösterilir. 

Tanım 1.3.2 X, tamamen regüler uzay olsun 

(a) Z, kompakt bir uzay 

(b) : X Zϕ →  bir gömme 

(c) Zcl  ( X )ϕ = Z 

(d) Y, kompakt ve f : X →  Y  sürekli bir fonksiyon ise  g : Z  Y∃ →  sürekli 

fonksiyonu için g ϕ =D f  

 

 
Yukarıdaki koşullar sağlanıyorsa (  , Z )ϕ  ye X in Stone-Čech kompaktlaması denir. 

Not 1.3.3 X, tamamen regüler uzay ve (  , Z )ϕ , ( σ , W )  X in iki Stone-Čech 

kompaktlaması olsun. O zaman bir f : Z →  W homeomorfizması için  
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f ϕ σ=D                                                                                          g σ ϕ=D  

 
f  =   ( f g )  =   f Igϕ σ σ σ⇒ ⇒ =D D D D  

 

Teorem 1.3.4 D ayrık uzay ise ( e , D )β  D nin Stone-Čech kompaktlamasıdır. 

İspat: Dβ  kompakt, e[D], Dβ de yoğun ve e nin bir gömme dönüşümü olduğu daha 

önce gösterildi. e : D →  e[D] D⊆ β , a∈D alırsak açık{e(a)} D⊆ β  dir. Y kompakt 

ve f : D →  Y fonksiyonunu alalım. Her p∈ Dβ  için Y{cl f[A] : A  }p p∈=A  olarak 

tanımlayalım. pA  S.K.Ö sahiptir ayrıca Y kompakt olduğundan her p için  

p ≠ ∅∩A  dir. Bir g( p )∈ p∩A  alalım. 

 

 
Burada g, fonksiyonu Dβ  deki her ultrafiltreyi ultrafiltrenin içerdiği kümelerin f 

altındaki görüntülerinin kapanışlarının kesişimine götürdüğüne dikkat edelim. 

g nin sürekli ve diyagramın komutatif olduğunu gösterelim: 

       (a) ∀ x∈D için {x}∈e(x) ⇒ g( e(x) ) ∈ Ycl f [ {x}] Y= cl { f(x) } ={ f(x) } 

 g e = f⇒ D  
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       (b) g nin sürekli olduğunu gösterelim: 

p D∈β , U∈  g(p) )η (  olsun. Y regüler olduğundan V  ( g(p) )∃ ∈η  için Ycl V U⊆  

A= -1f [V] D⊆ ⇒  p, ultrafiltre olduğundan A∈p yada D\A∈p dir. Eğer ise D\A∈p 

ise g( p ) ∈  Ycl f [D\A]  ve V∈ g(p) )η (  olduğundan V f [ D\A ]∩ ≠ ∅  olur ki bu 

da  A = -1f [ V ]  olması ile çelişir. A∈p olduğundan p lA∈  dir.  g [ lA ] ⊆ U olduğunu  

iddia edelim. Ayrıca q∈ lA  olsun ve g(q) ∉ U olduğunu kabul edelim. O zaman 

YY \cl V  da g(q) nun komşuluğu olur ve q∈ lA  olduğundan A∈q buradan g(q) ∈  

Ycl f [A]  olur. Böylece (Y \ Ycl V ) f [A] ∩  ≠ ∅  olur ki bu da bir çelişkidir. O halde 

A = -1f [ V ]  dir. 

Teorem 1.3.5 D, sonsuz ayrık uzay olsun. 

(a) Dβ  kompakttır. 
(b) D ⊆ Dβ  

(c) D, Dβ  de yoğundur 

(d) Y kompakt uzay ve f : D →  Y  fonksiyonu için g : D  Y∃ β →  sürekli 

 f Dg = . 

Eğer T ⊆ S  ise βΤ  = { { A T :   A p∩ ∈  } : p lT∈ , p∈ Sβ  } ⊆ Sβ  
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2. βD 

 

2.1 βD nin Topolojisi 

 

X, tamamen regüler uzay ve Y, kompakt uzay olsun. f: X → Y sürekli bir 

fonksiyon ise o zaman f nin sürekli genişlemesini f� : βX → Y ile göstereceğiz. 

Herhangi iki genişleme yoğun bir küme üzerinde anlaştığı için bir tek sürekli 

genişlemenin olduğunu düşünebiliriz. 

Tanım 2.1.1 D, ayrık uzay ve Y kompakt olmak üzere f: D → Y bir fonksiyon olsun.  

O zaman f� : βD → Y sürekli fonksiyonu için D ff =�  dir. 

Lemma 2.1.2 D ve E ayrık iki uzay ve f:D → E ⊆ Eβ   bir fonksiyon olsun. ∀  p∈βD 

için f�( p ) = { A ⊆ E : -1f [A] p∈  } dir.  

Eğer A∈p⇒  f [A] ∈ f�( p ) ve eğer B∈ f�( p ) ⇒ -1f [B] p∈  

İspat: { A ⊆ E : -1f [A] p∈  }, E üzerinde bir ultrafiltredir. Gerçektende A ⊆ E olsun  

D = -1f [E] = -1 -1 -1f (A ( E A)) = f (A) f (E A) p∪ ∪ ∈  dir. 

∀ p∈βD için (p)g ={ A ⊆ E : -1f [A] p∈  } olsun.  

x∈D için g(x) = { A ⊆ E : f(x) ∈A }= e( f (x) ) = f�(x) yazabiliriz. x ile e(x) in ve f(x) 

ile e(f(x)) in özdeş olduğunu hatırlayınız. g nin sürekli olduğunu göstermek için Eβ  

de baza ait lA  açık kümesini alalım. 1g − [ lA ] = n-1f [A]  dir. g, f nin sürekli 

genişlemesi olduğundan g = f� dir. 

Lemma 2.1.3 D ve E  ayrık iki uzay, f, g : D → E  iki fonksiyon ve p∈βD için 

�f (p)=g(p)�  olsun. O zaman her A∈p için { x∈D : f(x) ∈g[A] }∈p dir. 

İspat: A∈p  ⇒ g [ A ]∈  �g(p)=f (p)� ⇒ -1f [g[A]] p∈  

Lemma 2.1.4 D herhangi bir ayrık uzay ve  f : D → D bir fonksiyon olsun.  

f�: βD → βD fonksiyonunun sabit noktaya sahip olması için gerek ve yeter koşul D 

nin her sonlu parçalanışına ait ∃ C elemanı için C ∩ f [ C ] ≠ ∅  olmasıdır. 
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İspat: (⇒ ) f� nin p gibi bir sabit noktası olsun. f�( p ) = p ve D sonlu bir parçalanışa 

sahip olsun. Bu parçalanışın her C elemanı için f [C] ∩ C = ∅  olduğunu varsayalım. 

f�( p ) = p ⇒ f�( p ) = Id( p ) ⇒ ∀ C∈p, -1f (Id[C]) p∈ ⇒ ∀ C∈p, -1f (C) p∈ C ∩  
-1f (C)  ≠ ∅ dir. 1 2 kC C ... C =D p∪ ∪ ∪ ∈  olsun p asal olduğundan iC p∃ ∈  için 

i if(C ) C =∩ ∅  çelişkisi elde edilir. Buradan f [C] ∩ C ≠  ∅  olur. 

      ( ⇐ ) f�, sabit noktaya sahip olmasın. Her p∈βD için pA∃ ∈p \ f�(p) ⇒ pA f (p)∉ �  

m
pf (p) A⇒ ∉� ⇒ f (p)∈� βD\ mpA  f�  sürekli olduğundan m

pB (p)∃ ∈η  vardır öyle ki 

f�[mpB ] ∩ m
pA =∅  dir. p p pC A B= ∩  alalım.{ mpC : p∈βD }, kümesi βD için bir açık 

örtü ve βD kompakt olduğundan βD = m
iP

k

i=1
C∪  dir.{ 

ipC : i = 1,2,…,k }, kümesi D yi 

örter ve böylece D nin sonlu bir F parçalanışını elde edebiliriz. Öyle ki C∀ ∈ F  

C F[C]=∩ ∅  dir. 

Lemma 2.1.5 D bir küme ve f : D → D sabit noktalara sahip olmayan bir fonksiyon 

olsun. O zaman D, 0 1 2A ,A ,A  olacak şekilde üç kümeye parçalanır öyle ki 

i iA f[A ]∩ = ∅ ,      i ∈{0,1,2} 

İspat: G ={ g : g:A → {0,1,2},   A ⊆ D , f[A] ⊆ A , her a∈A , g(f(a)) ≠ g(a)  }  

kümesini düşünelim. ∅ ∈  G olduğundan G ≠  ∅  dir. G  kısmi sıralıdır G  nin 

C zincirini alalım. ∪ C∈G  ve Zorn lemmasından G  nin g gibi br maksimal elemanı 

vardır. Şimdi domg=D olduğunu gösterelim: Karşıtını göz önüne alalım yani 

dom(g) ≠ D olduğunu kabul edelim ve b∈D\dom(g ) alalım. Şimdi g nin genişlemesi 

olan h fonksiyonunu şu şekilde tanımlayalım: C= dom(g ) ∪ { b , f(b) , 2f ( )b , … } 

dersek f(C) ⊆ C dir  h: C → {0,1,2} olmak üzere h = f ∪ { (b,0),(f(b),1),( 2f (b) ,0 ),… }   

Buradan g h⊆/  oldup g nin maksimal olması ile çelişkiye düşülür. Dolayısıyla 

dom(g)=D dir. Böylece her i∈{0,1,2} için 1[{ }]iA g i−=  kümelerini tanımlayabiliriz.  

Teorem 2.1.6 D ayrık uzay ve f : D D→ bir fonksiyon olsun. Eğer f nin sabit 

noktaları yoksa f�  nin de sabit noktaları yoktur. 
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Teorem 2.1.7 D bir küme ve f : D D→ bir fonksiyon olsun. f : D Dβ → β�  

ve p D∈β ise f (p) p { a D : f(a)=a } p= ⇔ ∈ ∈�  

İspat : (⇒ ) p D∈β  için f (p) p=�  olsun. 

E { a D: f(a)=a } p= ∈ ∈  olduğunu göstermeliyiz. Aksini kabul edelim. 

E p D∉ ⇒ \E∈p olur. b∈D\E alalım ve g:D → D fonksiyonunu  

f(a)   ,  a D\E
g(a)=  

b       ,  a E
∈⎧

⎨ ∈⎩
     olarak tanımlayalım. 

g sabit noktaya sahip değildir dolayısıyla g�  de sabit noktaya sahip değildir. 

a∈D\E için f(a)=g(a) dır. p∈cl(D\E) olduğundan. p=f(p)=g(p)� �  

olur bu ise g�  nin sabit noktaya sahip olmaması ile çelişir. Dolayısıyla E p∈  dir. 

       ( ⇐ ) E p∈  olsun. I:D → D birim fonksiyonunu alalım I(a)=f(a), a∈E  

ise p∈clE, p= I(p)=f(p)��  dir. 

Teorem 2.1.8 D herhangi bir sonsuz küme olsun. ∅ ≠ Gδ ⊆ *D  olacak şekildeki her 

Gδ  için Int Gδ ≠ ∅  dir. 

İspat : ∀ n∈`  için açık
nu ⊆ Dβ  olsun. ∅ ≠ *( D )n

n

u
∈

∩∩̀ = Gδ ⊆ *D  alalım. 

p∈ *( D )n
n

u
∈

∩∩̀  ⇒  ∀ ∈ `  için p∈ *
nA ⊆ nu  olacak şekilde A ⊆ D vardır. Burada 

her nA  sonsuzdur aksi halde *
nA =∅  olurdu.∀ ∈ `  için n na A∈  olacak şekilde na  

sonsuz dizisi elde edilebilir. A={ na : n∈` } kümesini düşünelim. Eğer q∈ *A  

ise A\ nA  sonlu olduğundan ∀ n∈`  için q∈m
nA  olur. Buradan *A ⊆ m

nA  ise  

*A ⊆ *
nA  olur ki buradan da ∅ ≠ *A açık ⊆ *D  için 

*A ∈ *

n=1

( D )nu
∞

∩∩ = Gδ ⊆ *D  olur. 

Sonuç 2.1.9 D herhangi bir küme olsun *D  ın hiçbir yerde yoğun olmayan alt 

kümelerinin sayılabilir birleşimi de, *D  ın hiçbir yerinde yoğun değildir. 
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İspat : ∀ n∈`  için nA  ler *D ın hiçbir yerinde yoğun olmasın. n
n

A
∈
∪̀  birleşiminin 

*D ın hiçbir yerinde yoğun olmadığını gösterelim. Bunun için n
n

B= clA
∈
∪̀  nin *D ın 

hiçbir yerinde yoğun olmadığını gösterelim: Int(clB)u = ≠ ∅  Olduğunu varsayalım. 
*D \B= *

n
n

(D \clA )
∈
∩̀  olur. Baire Categori Teoreminden  *D \B yoğundur. \Bu ≠ ∅  dir 

böylece n
n=1

\B= \clAu u
∞

≠ ∅∩  dir. \Bu  bir Gδ  kümedir. Buradan açıkH  için 

H∅ ≠ ⊆ \Bu ⇒ H clB= H u∩ ∅ ⇒ ⊆  çelişkisi elde edilir. 

Tanım 2.1.10 X bir topolojik uzay ve p X∈  olsun. Eğer p nin komşuluklarının 

sayılabilir herhangi bir ailesinin kesişimi p nin bir komşuluğu oluyorsa p ye X in  

P-noktası denir. 

Teorem 2.1.11 Continium Hipotezini doğru kabul edersek *` , P-noktalarını içerir. 

İspat: Continium hipotezi doğru olsun ` nin alt kümelerini 
1

C
wα α <

 olacak şekilde 

indeksleyelim ve 0C = `  alalım. 0 0{C }=A  alalım 0<σ < 0ℵ   ve her α σ<  için αA  

yı aşağıdaki gibi seçelim. 

(1) αA , sonsuz sonlu kesişim özelliğini sağlar. 

(2) Cα α∈ A  yada \Cα α∈` A  

(3) Eğer δ αδ α< ⇒ ⊆A A  

(4) 0α ≤ ℵA  

(5) Her F f ( )P α∈ A , 0A\ ∩ < ℵF  olacak şekilde A α∈ A  vardır. 

Böylece *p ∈`  ultrafiltresi *`  da bir p-pointtir ⇔ nA ⊆  p dizisi ve ∀ n∈ `  

 için nB\A < 0ℵ  olacak şekilde B∈p vardır. 

       nB α
α δ<

⊆∪ A  olsun. Eğer m 0
1

C B
n

m
δ

=

∩ < ℵ∩  olacak şekilde bir n varsa 

D = ` \ Cδ  olur. Aksi halde D= Cδ  olduğunu varsayarsak n∀ ∈`   için 
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n

m 0
m=1

D B∩ = ℵ∩  olup her 
n

m
m=1

D Bnx ∈ ∩∩  için birebir nX  dizisi oluşturulabilir. 

n={x : n }∈`A  ve 
<

A {D,A} Aδ α
α δ

= ∪∪  alırsak indiksiyon hipotezi sağlanır. 

p
0

δ
δ <ℵ

= ∪ A  alalım o zaman (1) ve (2) den *p ∈`  dir. nE p⊆  olsun. Bir 0δ < ℵ  için 

n{E : } {C : }n α α δ∈ ⊆ <`  dir. (5) hipotezinden dolayı n∀ ∈`  için n 0A\E < ℵ   

olacak şekilde A δ∈ ⊆A p vardır. 

Tanım 2.1.12 (X,T ) bir topolojik uzay olsun. Eğer her açıkG X⊆  için açık(clG) X⊆  

oluyorsa X e extremely bağlantısız uzay denir. 

βD  extremely bağlantısız uzaydır fakat, *D  extremely bağlantısız uzay değildir. 

Teorem 2.1.13 D ayrık uzay A,B ⊆ βD  ve A,B kümeleri βD nin δ -kompakt alt 

kümeleri olsun. Eğer A ∩ clB=clA ∩ B=∅   ise o zaman clA ∩ clB=∅  

İspat: n∀ ∈`  için n nA ,B  kümeleri βD nin kompakt alt kümeleri ve n
n

A= A∪ , 

n
n

B= B∪   dir. βD  normal ve nA clB=∩ ∅ , nclA B∩ = ∅  burada n nA ,  B , clA, clB 

kümeleri βD nin kapalı alt kümeleri olduğundan n n n nU , V , T ,  W∃ ⊆ βD  açık 

kümeleri vardır öyle ki n nA U ,⊆  nclB V ,⊆ n n U V∩ = ,∅ n nB T ,⊆ n clA W ,⊆  

n n T W∩ =∅  dir. 

      n∀ ∈`  için n n
1

G U W
n

k
k =

= ∩∩ , n n k
k 1

H T V
n

=

= ∩∩  alalım o zaman n∀ ∈`  için 

n nA G⊆ , n nB H⊆  dir. Ayrıca verilen herhangi ,n m∈`  için n mG H∩ = ∅  dir. 

nn=1
C= G∞∪ , nn=1

D= H∞∪  alalım. C ve D ayrık açık kümeler (Bu yüzden D ∩ clC=∅ ) 

C D=∩ ∅ , A ⊆ C ve B ⊆ D dir. Teorem 1.2.5 (f) den  clC  açık olduğundan 

clB clC=∩ ∅  dir. clA ⊆ clB olması ise clA ∩ clB=∅  olmasını gerektir. 

Sonuç 2.1.14 D ayrık uzay ve A,B βD  nin σ -kompakt alt kümeleri olsun. O zaman 

clA ∩ clB ⊆ cl(A ∩ clB) ∪ cl(B∩ clA) 
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İspat: p∈ clA ∩ clB için p∉  cl(A ∩ clB) ∪ cl(B ∩ clA) olduğunu varsayalım. p∉  

cl(A ∩ clB)  ve p ∉ cl(B ∩ clA) olur. H ∈ p için lH (A clB)=∩ ∩ ∅  ve 

lH (B clA)=∩ ∩ ∅  dir. lA' =A H∩   ve  lB' =B H∩  alırsak A'  ve  B'  ler βD  nin σ -

kompakt alt kümeleridir ve p clA' clB'∈ ∩  olup Teorem 2.1.13 ten genelliği 

bozmaksızın A' clB'∩ ≠ ∅  olduğunu düşünebiliriz. Böylece q∈ A' clB'∩  için 

q l(H A) clB∈ ∩ ∩  olup bu bir çelişkidir. Öyleyse p ∈ clA ∩ clB için p ∈  

cl(A ∩ clB) ∪ cl(B ∩ clA) dir. 

Sonuç 2.1.15 D ayrık uzay olsun. 
       a) A ve B, *D  da iki σ -kompakt alt küme olsun. Eğer A ∩ clB B clA= ∅ = ∩  

ise clA clB=∩ ∅  

       b) A ve B, βD nin sayılabilir alt kümeleri olsun. Eğer A ∩ clB = ∅ B clA= ∩  ise 

clA clB=∩ ∅  

       c) A ve B, *D  ın sayılabilir alt kümeleri olsun. Eğer A ∩ clB B clA= ∅ = ∩  ise  

clA clB=∩ ∅  

Tanım 2.1.16 X topolojik uzay ve A X⊆  olsun. O zaman  

A kuvvetli ayrık uzaydır ⇔ x A∀ ∈  ve açık
xx U X∈ ⊆  için x ≠ y olduğunda 

x yU U∩ = ∅  olacak şekilde x x A
U

∈
 X in açık kümelerinin ailesi vardır 

 

2.2 βX in Kardinalitesi 

 

      Bu bölümde X ayrık uzay ise βX  in kardinalitesini bulacağız. `  yi ayrık 

topolojiyle alalım. [0,1]A = ∩_  olsun A sayılabilir olduğundan : [0,1]f A→ ⊂`  

olacak şekilde 1:1 ve örten f fonksiyonu vardır. ` ayrık olduğundan f süreklidir. O 

zaman f nin i : [0,1]f β →`  sürekli genişlemesi vardır. 

[0,1] [0,1]cl A =  dir. i i i
[0,1] [0,1]( ) ( ) ( ) [0,1]f f cl cl f cl Aββ = ⊆ = =`` ` `  dir. ⇒ i( )f β`  

[0,1]=  olur. Böylece β ≥` C  dir. X ayrık uzay ise X üzerindeki her ultrafiltre bir Z-

ultrafiltredir. f, X üzerinde bir ultrafiltre ise ( ( ))f P P X⊆  dir. Xβ  in inşasından 

dolayı X üzerindeki ultrafiltrelerle Xβ  in noktaları arasında 1:1 ve örten bir ilişki 
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vardır dolayısıyla 2( ( )) 2
X

X P P Xβ ≤ =  olur. X bir ayrık uzay ise X üzerindeki 

bütün ultrafiltrelerin kümesinin kardinalitesi Xβ  in kardinalitesidir. 

Lemma 2.2.1 X, bir Hausdorff uzay ve D, X in yoğun bir alt kümesi ise  22
D

X =  

dir. 

İspat: : [ ( )]X P P D→T  fonksiyonunu 

( ) { : ,  in  de bir komşuluğudur}x U D U x X X= ∩ ∈T olarak tanımlayalım. 

T , 1:1 dir:  x y≠  ve ,x y X∈  olsun. X  Hausdorff olduğundan 

, ,x U y V U V∈ ∈ ∩ = ∅  olacak şekilde U,V komşulukları vardır. O zaman 

( )U D y∩ ∉T  dir. Çünkü eğer ( )U D y∩ ∈T  olsaydı y nin bir O komşuluğu için 

U D O D∩ = ∩  olurdu. O zaman ( )U V D∩ ∩ U D V= ∩ ∩ ( )O V D= ∩ ∩  

O D V= ∩ ∩ olur. O ve V y nin bir komşuluğu ise O V∩  de y  nin bir 

komşuluğudur. yoğunD X⊆  olduğundan ( ) ( )O V D U V D∅ ≠ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∅  

çelişkisi elde edilir. Böylece ( )U D y∩ ∉T  dir. ( )U D x∩ ∈T  ve ( )U D y∩ ∈/ T  

olduğundan ( ) ( )x y≠T T  ise T  , 1:1 dir buradan 2( ( )) 2
D

X P P D≤ =  dir. 

Teorem 2.2.2 X  sonsuz ayrık uzay ise 22
X

Xβ =  dir. 

İspat: Lemma 2.2.1 den 22
X

Xβ ≤   dir. Notasyonda kolaylık olsun diye m= 22
X

  

diyelim. Teoremi ispatlamak için Xβ  in inşasından dolayı X üzerinde en az m tane 

Z-ultrafiltre olduğunu gösterirsek 22
X

m Xβ= ≤  olur. ( X ayrık uzay oduğundan 

her ultrafiltre bir Z-ultrafiltredir.) 

 Şimdi notasyonu kısaltmak için bazı tanımlar yapalım: 

{ :  sonlu }, { :  sonlu }F X F Fφ ϕ ϕ= ⊂ = ⊂F  olsun. X sonsuz olduğundan 

Xφ× = =F F  dir. ( nX  ile X in  n  elemanlı kümelerinin kümesini gösterelim. 

nX X=  dir. 0
0 0

n

n n

X X X X X X
∞ ∞

= =

≤ ≤ = ≤ ℵ = ⇒ =∑ ∑F F  olur. Benzer 

şekilde Xφ = =F   dir. X X Xφ φ× = × = = =F F  ) Dolayısıyla φ×F  

üzerinde m  tane ultrafiltre inşa etmemiz yeterli olacaktır. S X⊂  olsun. 
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{( , ) : }S F S Fϕ φ ϕ= ∈ × ∩ ∈D F  olarak tanımlayalım. S φ⊂ ×D F  dir. Notasyonda 

kolaylık sağlamak amacıyla S Sφ× − = −F D D  olarak tanımlayalım. ( ( ))P P X=P  

diyelim. m=P  dir. Her ∈PA  için { : } { : }S SS S φ= ∈ ∪ − ∉ ⊂ ×D D FAB A A   

olarak tanımlayalım AB  nın S.K.Ö sağladığını göstereceğiz. ( O zaman AB  bir filtre 

tabanı ve dolayısıyla AB  yı içeren bir ultrafiltre olur.) 
1 1
,..., , ,...,

k k nS S S S+
− − − −D D D D  

ler AB  nın farklı elemenlerı olsun. 1,..., nS S  lerde X  in farklı alt kümeleridir. i j<  

için ijX  yi ,i jS S  lerden sadce birine ait olacak şekilde seçelim. 1 i j n≤ < ≤  için 

ijX elemanları X in sonlu F alt kümeleri formundadır. i j<  için ijX  ,i jS S  lerden 

sadece birine ait olduğundan i jS F S F∩ ≠ ∩  dir. Şimdi 1{ ,..., }kS F S Fϕ = ∩ ∩  

sonlu kümesini düşünelim. O zaman ϕ ∈∅  dir. Açık olarak i k≤  için iS F ϕ∩ ∈   

ve k j<  için jS F ϕ∩ ∉  dir. Böylece i k≤  için ( , )
iSF ϕ ∈D  ve k j<  için 

( , )
jSF ϕ ∈ −D  dir. Bu bize AB  nın S.K.Ö sağladığını gösterir. Böylece her AB  ailesi 

en az bir AU  ultrafiltresi içine gömülebilir. 

        Dahası farklı aileler aynı ultrafiltreler tarafından içerilemez. Gerçektende 

′≠A A  olsun o zaman bir S ′∈A-A  vardır. O zaman ′AB , S−D  yi içeren AB  da SD  yi 

içerir. Böylece m=P  olduğundan ∈PA  üzerinde m=AU  dir buradan 

22
X

Xβ ≥  olur. Böylece 22
X

Xβ =  olur. 

 

2.3 Düzgün Limitler 

 

Tanım 2.3.1 D ayrık uzay ve p ∈ Dβ  olsun. s s D
x X

∈
⊆  ve y ∈ X olsun. 

- lim ss D
p x y

∈
=  dir ancak ve ancak y nin her U  komşuluğu için { : }ss D x U p∈ ∈ ∈  

dir. 
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      Daha önceki bölümde A D∀ ⊆  için lA = Aβ  olduğu söylenmişti. Bu sebeple 

A p∈  ve s A∈  için sx  tanımlı ise \As D∈  olacak biçimde bir sx  değerinin 

olabileceğini hesaba katmaksızın - lim ss A
p x

∈
 yazabiliriz. 

Tanım 2.3.2 X  ve Y iki topolojik uzay olmak üzere A X⊆  ve :f A Y→  bir 

fonksiyon olsun. Xx cl A∈  ve y Y∈  olsun. lim ( )
a x

f a y
→

=  dir ancak ve ancak y nin her 

V komşuluğu için x in en az bir U komşuluğu vardır öyleki  [ ]f A U V∩ ⊆  dir. 

Eğer lim ( )
a x

f a
→

 değeri varsa tektir. 

Teorem 2.3.3 D ayrık uzay, Y topolojik uzay, p∈ Dβ  ve y Y∈  olsun. Eğer A p∈  

ve :f A Y→  fonksiyon olsun. O zaman lim ( ) lim ( )
a A a p

p f a y f a y
∈ →

− = ⇔ =  dir. 

İspat: ( ⇒ ) lim ( )
a A

p f a y
∈

− =  olsun. Eğer ( )V yη∈  ise 1[ ]f V p− ∈ olur. 1[ ]B f V−=  

olsun Teorem 1.2.5 ten lB  da p nin bir komşuluğu olup l[ ] [ ]f B A f B V∩ = ⊆  olur. 

       ( ⇐ ) lim ( )
a p

f a y
→

=  olsun. Eğer V, y nin bir komşuluğu ise Dβ  de p nin U gibi 

bir komuşuluğu vardır öyle ki [ ]f A U V∩ ⊆  dir. A U p∩ ∈  ve 1[ ]A U f V−∩ ⊆  

olacağından 1[ ]f V− p∈  dir. Böylece lim ( )
a A

p f a y
∈

− =  olur. 

Not 2.3.4 D ayrık uzay ve p∈ Dβ  olsun. 
s D

S
∈

⊆ Dβ   için lim lim
s D s p

p S S p
∈ →

− = =  

dir. 

Teorem 2.3.5 D ayrık uzay ve p∈ Dβ  ve 
s D

S
∈

⊆ X 

a) lim ss D
p x

∈
−   varsa tektir. 

b) Eğer X kompakt ise lim ss D
p x

∈
−   vardır. 

İspat: b) X kompakt olsun. lim ss D
p x

∈
−  in mevcut olmadığını kabul edelim. 
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y X∀ ∈  için yU , { : }s ys D x U p∈ ∈ ∉  olcak şekilde y nin bir açık komşuluğu olsun. 

O zaman { : }yU y X∈ , X in bir açık örtüdür ve sonlu bir F X⊆  için y
y F

X U
∈

=∪ dir. 

Böylece { : }s y
y F

D s D x U
∈

= ∈ ∈∪  dir. Sabit bir F∈  için { : }s ys D x U p∈ ∈ ∈   

çelişkisi elde edilir.  

Teorem 2.3.6 D  ayrık uzay p D∈β  ve ,X Y  iki topolojik uzay olsun. s s D
x X

∈
⊆  

ve :f X Y→  bir fonksiyon olsun. Eğer f  sürekli ve lim ss D
p x

∈
−  mevcut ise 

( lim ) lim ( )s ss D s D
f p x p f x

∈ ∈
− = −  dir. 

İspat: f  sürekli ve lim ss D
p x

∈
− = y  olsun. lim ( )ss D

p f x
∈

− ( )f y=  olduğunu gösterelim. 

( ( ))V f yη∈  olsun f  sürekli olduğundan ( )U yη∃ ∈  öyle ki ( )f U V⊆  dır. 

lim ss D
p x

∈
− = y  ve ( )U yη∈  olduğundan { : } { : ( ) }s ss D x U s D f x V p∈ ∈ ⊆ ∈ ∈ ∈  

olur. 

Tanım 2.3.7 Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa O , D  den kompakt uzaylara 

giden fonksiyon üzerinde bir uniform operatör denir. 

a) :f D Y→ , Y  kompakt ise ( )f Y∈O  

b) : , :kompakt kompaktg D Y f Y Z→ →  sürekli fonksiyonlar için  

         ( ( )) ( )f g f g= DO O  

Teorem 2.3.8 D  ayrık uzay ve O  bir uniform operatör olsun. Her KompaktY  uzayı ve 

her :f D Y→  fonksiyonu için ( ) lim ( )
s D

f p f s
∈

= −O  olacak şekilde bir tek p D∈β  

vardır. 

Teorem 2.3.9 X topolojik uzay olsun. 

  Kompakttır  s s D
X x X

∈
⇔ ⊆   ve p D∈β  için lim ss D

p x
∈

−  vardır. 

Teorem 2.3.10 X topolojik uzay A X⊆  ve y X∈  olsun. s s D
y clA x A

∈
∈ ⇔ ⊆  

öyle ki lim ss D
p x

∈
− = y  

Teorem 2.3.11 X ve Y  iki topolojik uzay ve :f X Y→  bir fonksiyon olsun. 
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f  süreklidir ⇔  s s D
x X

∈
⊆  ve p D∈β  için lim = y lim ( ) ( )s ss D s D

p x p f x f y
∈ ∈

− ⇒ − =  
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3. βS 

 

3.1 S deki İşlemin βS ye Genişlemesi  

 

       (S,.) bir yarıgrup ve S ayrık topolojik uzay ise Sβ  nin özelliklerinden 

faydalanarak Sβ  de Sβ  yarıgrup olacak şekilde bir “*” ikili işlemi tanımlayacağız. 

      Her ,s t S S∈ ⊆ β  için s t s t∗ = ⋅  olarak tanımlayalım. :sl S S→ Sβ⊆  
fonksiyonunu ise ( )sl t s t= ⋅  olarak tanımlayalım. O zaman her t S∈  için 

( ) ( ) .s st l t s tλ = =  olacak şekilde :s S Sλ β β→  sürekli fonksiyonu vardır. s S∈  ve 
q Sβ∈  için ( )s q s qλ = ∗  olarak tanımlayalım. Bu durumda her ,s t S∈  için 

.s t s t∗ =  dir. Bir q Sβ∈  ve s S∈  için ( )qr s s q= ∗  olarak tanımlanan :qr S Sβ→  
fonksiyonu süreklidir. O halde ( ) ( )q qt r t t qρ = = ∗   olacak şekilde :q S Sρ β β→  
sürekli fonksiyonu vardır.  

 

 
p Sβ∈  için ( ) *q p p qρ =  olarak tanımlanırsa :q S Sρ β β→  sürekli olur. 

Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 3.1.1 S ayrık uzay ve ⋅  S üzerinde bir ikili işlem olsun. Sβ  üzerinde 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir tek ∗  ikili işlemi vardır. 

       a) Her ,s t S∈  için s t s t∗ = ⋅   olarak tanımlayalım. 

       b) Her q ∈ Sβ   için ( )q p p qρ = ∗  şeklinde tanımlanan :q S Sρ β β→  

fonksiyonu süreklidir. 

       c) Her s S∈  için ( )s q s qλ = ∗  şeklinde tanımlanan :s S Sλ β β→  fonksiyonu 

süreklidir. 

       Bundan sonra Sβ  üzerindeki işlemi de “.” ile göstereceğiz. 

Not 3.1.2 a) s S∈  ve  q Sβ∈  olmak üzere ( ) . lim .s t q
q s q s tλ

→
= =  dir. 
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       b) ,p q Sβ∈  için ( ) . lim(lim . )q s p t q
p p q s tρ

→ →
= =  

İspat a) lim . lim ( ) ( lim ) ( )s s st q t S q S
s t q t q t qλ λ λ

→ ∈ ∈
= − = − =  

       b) lim(lim . ) lim . lim ( ) ( lim ) ( )q q qs p t q s p s p s S
s t s q s p s pρ ρ ρ

→ → → → ∈
= = = − =  

Not 3.1.3 S ayrık uzay, “.” bu küme üzerinde bir ikili işlem, ,p q Sβ∈ , P p∈  ve 

Q q∈  olsun. O zaman . lim( lim . )
s P t Q

p q p q s t
∈ ∈

= − −  

Teorem 3.1.4 S ayrık uzay ve  “ ⋅ ” S üzerinde birleşmeli ikili işlem olsun. O zaman 

Sβ  üzerinde tanımlanan ikili işlemde birleşmelidir. 

İspat: , ,p q r Sβ∈   olsun. , ,a b c S∈  için lim lim lim( . ).
a p b q c r

a b c
→ → →

 ifadesini göz önüne 

alalım. 

lim lim lim( . ).
a p b q c r

a b c
→ → →

lim lim( . ).
a p b q

a b r
→ →

=        ( .a bλ  sürekli) 

                             lim( . ).
a p

a q r
→

=             ( r aρ λD  sürekli) 

                             ( . ).p q r=                  ( r qρ ρD   sürekli) 

       Benzer şekilde: 

lim lim lim .( . ) lim lim .( . )
a p b q c r a p b q

a b c a b r
→ → → → →

=        ( a bλ λD   sürekli) 

                             lim .( . )
a p

a q r
→

=             ( a rλ ρD   sürekli) 

                             .( . )p q r=                   ( .q rρ   sürekli) 

       Böylece ( . ).p q r .( . )p q r=  

Teorem 3.1.5 ( ,.)S  bir semigrup, X bir topolojik uzay, s s S
x

∈
  X içinde bir indeks 

kümesi ve ,p q Sβ∈  olsun. Eğer tüm limitler mevcutsa ( . ) lim
S

p q xυυ∈
− = 

lim lim sts S t S
p q x

∈ ∈
− −  dir. 

İspat: ( . ) lim vv S
z p q x

∈
= −  , s S∀ ∈  için lims stt S

y q x
∈

= −  olsun. lim ss S
p y z

∈
− ≠   

Olduğunu varsayalım. lim ss S
p y U

∈
− ∈ , z V∈  için U V∩ = ∅  olsun.  

lim ss S
p y U

∈
− ∈ ⇒ { : }sA s S y U P= ∈ ∈ ∈  dir. 

{ : } . ( )v qz V B v S x V p q pρ∈ ⇒ = ∈ ∈ ∈ =   dir. 
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l.p q B∈   olduğundan lB , ( )q pρ  nin bir komşuluğudur. :q S Sρ β β→   sürekli p  

nin bir lC  komşuluğu için l l( )q C Bρ ⊂  dir. l l lA Ap C C C A p∈ ∩ = ∩ ⇔ ∩ ∈  ⇒  

C A∩ ≠ ∅  dir. s C A∈ ∩  olsun buradan s A∈  olup lims stt S
y q x U

∈
= − ∈  dir. 

{ : }stD t S x U q= ∈ ∈ ∈  olur. s C A∈ ∩ l l. . ( )ss C s q B B s q q Bλ⇒ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈  

sλ   Sürekli olduğundan l l( )s E Bλ ⊂   olacak şekilde q nun lE  komşuluğu vardır ve 

E q∈ D E q D E⇒ ∩ ∈ ⇒ ∩ ≠ ∅  dir. stt D E x U V∈ ∩ ⇒ ∈ ∩  elde edilir i bu da 

U V∩ = ∅  olması ile çelişir. Dolayısıyla ispat biter. 

       Eğer X  tamamen regüler uzay olsaydı ispat aşağıdaki gibi yapılırdı: :f S X→  

Fonksiyonu ( ) sf s x=  olarak tanımlansın. if , f  nin Sβ  ye genişlemesi olsun. O 

zaman i( . ) lim ( . ) lim ( )v vv S v S
p q x p q f x

∈ ∈
− = − i(( . ) lim )vv S

f p q x
∈

= − i( . )f p q=  

i( lim lim . )
s S t S

f p q s t
∈ ∈

= − − ilim lim ( . )
s S t S

p q f s t
∈ ∈

= − − lim lim sts S t S
p q x

∈ ∈
= − −  olur. 

Tanım 3.1.6 ( ,.)S  bir semigrup ve ( , )S T  bir topolojik uzay olsun.  

i) Eğer her x S∈  için :x S Sρ → , ( ) .x s s xρ =  sürekli ise ( ,., )S T  üçlüsüne 

sağ topolojik yarıgrup denir. 

ii) Eğer her x S∈  için :x S Sλ → , ( ) .x s x sλ =  sürekli ise ( ,., )S T  üçlüsüne 

sol topolojik yarıgrup denir. 

Tanım 3.1.7 S , sağ topolojik semigrup olsun. ( ) { :  sürekli}xS x S λΛ = ∈  kümesine S 

nin topolojik merkezi denir. 

       Şimdi S deki ikili işlemin Sβ  ye genişlemesini değişik bir şekilde ifade eden 

teoremi verelim. 

Teorem 3.1.8 S üzerindeki ayrık topolojisiyle bir yarıgrup olsun. O zaman S 

üzerindeki “.” işleminin Sβ  bir sağ topolojik yarıgrup ve ( )S Sβ⊆ Λ  olacak şekilde 

Sβ  ye bir tek genişlemesi vardır. 
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İspat: y S∈  ise S ayrık topoloji olduğundan :y S S Sλ β→ ⊆  sürekli fonksiyondur. 

O zaman yλ  nin birtek i :y S Sλ β β→  genişlemesi vardır. p Sβ∈ \S için p pα →  

olacak şekilde bir p Sα ⊆  ağı vardır. i yλ  sürekli olduğundan 

i i( ) ( ) ( )y yyp p pα αλ λ λ= → . i. ( ) lim ( ) lim( . )y yy p p p y pα αα α
λ λ= = =  olarak 

tanımlayalım. Böylece . : S S S× →  ikili işlemini 
( , ) .

 S S S  
y p y p
β β

→
× →  şeklinde 

genişletmiş olduk. p Sβ∈  için S ayrık olduğundan :p S Sρ β→  bir sürekli 

fonksiyondur. Bu nedenle pρ  birtek sürekli i :p S Sρ β β→  genişlemesine sahiptir. 

Benzer şekilde  \q S Sβ∈  ise q qβ →  olacak şekilde bir q Sβ ⊆  ağı vardır. i pρ  

sürekli olduğundan i i( ) ( ) ( )p ppq q qβ βρ ρ ρ= →  olur. 

i. ( ) lim . lim .lim lim.lim .pq p q q p q p q pβ β α β αβ β βα α
ρ= = = =  olarak tanımlayalım. 

Böylece yukarıdaki 
( , ) .

  S S S  
y p y p
β β

→
× → işlemi S Sβ β×  ye genişletilmiş oldu. 

Dolayısıyla 
( , ) .

 S S S  
y p y p
β β

→
× →  ( , ) . lim.lim .q p q p q pβ αβ α

→ =   Sβ  üzerinde bir ikili 

işlemdir. Şimdi Sβ  nin bu işlemle bir yarıgrup olduğunu gösterelim. , ,p q r Sβ∈  

olsun. O zaman ,p p q qα β→ →  ve r rγ →  olacak şekilde , ,p q r Sα β γ ⊆  

ağları vardır. Sβ  üzerindeki ikili işlemin tanımından dolayı  

( . ). lim.lim.lim( . ).p q r p q rα β γα β γ
=  ve .( . ) lim.lim.lim .( . )p q r p q rα β γα β γ

=  yazabiliriz. S 

semigrup olduğundan ( . ). .( . )p q r p q rα β γ α β γ=  ve limitin tekliğinden ( . ). .( . )p q r p q r=  

olur. Böylece tanımlanan işleme göre Sβ  yarıgruptur. Ayrıca bu işlem i yλ  ve i pρ  

nin tekliğinden dolayı tektir. i :p S Sρ β β→  ye sürekli olduğundan Sβ  sağ topolojik 

semigruptur. Ayrıca her y S∈  için i yλ  sürekli olduğundan ( )S Sβ⊆ Λ . 

Tanım 3.1.9 ( ,.)S  bir yarıgrup ve topolojik uzay, eğer T  kompakt sağ topolojik 

semigrup : Sϕ → T  sürekli homomorfizm [ ] ( )Sϕ ⊆ Λ T  ve [ ]Sϕ , T  de yoğun ise 

( , )ϕ T  ikilisine S nin yarıgrup kompaktlaması denir. 
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Teorem 3.1.10 ( ,.)S  ayrık yarıgrup ve :i S Sβ→  bir içerme dönüşümü olsun. 

       a) ( , ),i S Sβ  nin yarıgrup kompaktlamasıdır. 

       b) T  kompakt sağ topolojik yarıgrup, : Sϕ → T  sürekli homomorfizm, 

[ ] ( )Sϕ ⊆ Λ T  olsun. O zaman Sη ϕ=   olacak şekilde : Sη β → T  bir sürekli 

homomorfizm vardır. 

İspat: a) ,S Sβ  de yoğun ve her s S∈  için sλ  sürekli olduğundan ( ) ( )i S ⊆ Λ T  dir.  

Dolayısıyla ( , ),i S Sβ  nin yarıgrup kompaktlamasıdır. 
       b) Teorem 1.3.5den   Sη ϕ=   olacak şekilde : Sη β → T  sürekli fonksiyonunu 

seçebiliriz. Seçilen bu fonksiyonun homomorfizm olduğunu gösterelim. Teorem 

1.3.5 den ve Teorem 3.1.1 den ,S Sβ  de yoğun ve ( )S Sβ⊆ Λ  olup böylece η  

homomorfizmdir. 

Sonuç 3.1.11 S  herhangi bir yarıgrup ve topolojik uzay olsun. ( , )ϕ T  S nin herhangi 

bir yarıgrup kompaktlaması olmak üzere her ,p q ∈T  için 
( ) ( )
lim lim ( ) ( )
s p t q

pq s t
ϕ ϕ

ϕ ϕ
→ →

=  

dir. ,s t S∈  olmak üzere 
( )
lim ss p

x y
ϕ →

=  nin anlamı y  nin herhangi bir U komşuluğu 

için s S∈  ve ( )s Vϕ ∈  iken sx U∈  olacak şekilde p nin bir V komşuluğunun 

bulunmasıdır. 

Tanım 3.1.12 ( ,.)S  bir yarıgrup, ,s S A S∈ ⊆  

       a) 1 { : }s A t S st A− = ∈ ∈  

       b) 1 { : }As t S ts A− = ∈ ∈  

       Burada 1s A− , 1( )s Aλ −  nın yerine 1As−  de 1( )s Aρ −  nın yerine alternatif bir 

notasyon olarak kullanılmıştır. 

       ( , )S +  şeklinde ise { : }S A t S s t A− + = ∈ + ∈  ve { : }A S t S t s A− = ∈ + ∈  

şeklinde olur. 

Örnek.3.1.13 ( ,.)`  ve 2 1 {2 1: }A n n= + = + ∈` `  ise 12 { : 2 }A t t A− = ∈ ∈`  = ∅  

olur. 

Teorem 3.1.14 ( ,.)S  bir yarıgrup A S⊆  olsun. 

       a) s S∀ ∈ , q Sβ∈  için 1.A s q s A q−∈ ⇔ ∈  
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       b) ,p q Sβ∈ , 1. { : }A p q s S s A q p−∈ ⇔ ∈ ∈ ∈  

İspat: (a) (⇒ ) s S∈  ve q Sβ∈ , A sq∈  olsun. l. ( ) ( ) As sA s q q qλ λ∈ = ⇒ ∈  , sλ   

sürekli olduğundan l l(B) Asλ ⊆  olacak şekilde q  nun lB  komşuluğu vardır. B q∈ , 

1B s A−⊂  olduğundan 1s A q− ∈  olur. 

       ( ⇐ ) 1s A q− ∈  olsun. A sq∉  olduğunu varsayalım. S \ A .s q∈  olur. 1( \A) qs S− ∈  

olduğu gerek şartta ispatlandı. 1( \ ) { :  \  }s S A t S st S A− = ∈ ∈ q∈ , \S A sq∈  
1s A q−⇒ ∈  Buradan  1 1(  \A) qs A s S− −∅ = ∩ ∈   olur ki bu bir çelişkidir. 

       b) ,p q Sβ∈ , A pq∈  olsun. ( )qA pρ∈  ise ( ) [ ]q p e Aρ ∈  dır. ( [ ]) [ ]q e B e Aρ ⊆  

dir. 1{ : }B s S s A q−⊆ ∈ ∈  olduğu için 1{ : }s S s A q p−∈ ∈ ∈  dir. Tersine 
1{ : }s S s A q p−∈ ∈ ∈  olsun. .A p q∈  olduğunu göstermeliyiz. Aksini kabul edelim 

yani .A p q∉  olsun. \A p.qS ∈  olup gerek şarttan dolayı 1{ : ( \A) q} ps S s S−∈ ∈ ∈  dir. 

Dolayısıyla p∅ ∈  çelişkisi ortaya çıkar. 

Tanım 3.1.15 ( ,.)S  bir yarıgrup A S⊆  ve p Sβ∈  olsun. 1( ) { : }A p s A s A p−= ∈ ∈�  

dir. 

Lemma 3.1.16 ( ,.)S  yarıgrup, .p p p Sβ= ∈  idempotent A S⊆ , ( )s A p A∈ =� �  ise 
1 ( )s A p p− ∈�  dir. 

İspat: ( )s A p∈ �  ve 1B s A−=  olsun. O zaman B p∈  ve p bir idempotent olduğu 

için ( )B p p∈�  dir. 1( ) ( ( ))B p s A p−⊆� �   olduğunu göstermek yeterli. 
1( )t B p t B s A−∈ ⇒ ∈ =�  ve 1t B p− ∈ ,  1t B s A st A−∈ = ⇒ ∈ st A⇒ ∈  ve 

1 1( )t s A p− − ∈ ,  1 1 1( ) ( )t s B st A− − −=  olduğundan  1 1 1( ) ( )t s A st A p− − −= ∈ ,  ( )st A p∈ �  
1( ( ))t s A p−∈ �  dir. 

Lemma 3.1.17 ( ,.)S  yarı grup, ,p q Sβ∈  ve A S⊆  olsun. O zaman .A p q∈  olması 

için gerek ve yeter koşul s
s B

sC A
∈

⊆∪  olacak şekilde B p∈ , s s B
C q

∈
⊆   nun 

bulunmasıdır. 

İspat: .A p q∈  olsun. 1. { : }A p q s S s A q p−∈ ⇒ ∈ ∈ ∈  dir.  
1{ : }B s S s A q−= ∈ ∈  ve s B∈  için 1

sC s A−=  alalım. s
s B

sC A
∈

⊆∪  olduğunu  
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gösterelim: st A∈  ise 1t s A−∈  olmalı böylelikle hipotezin doğruluğu gösterildi. 

Lemma 3.1.18 ( ,.)S  yarıgrup, A S⊆ , q Sβ∈  

       a) .A q sA s q∈ ⇒ ∈  

       b) S sol sadeleşebilir ve .sA s q A q∈ ⇒ ∈  olur. 

İspat: a) A q∈  ve 1( )A s sA−⊆  olup 1( )s sA q− ∈ .sA s q⇒ ∈  olur. 

b) S sol sadeleşebilir 1( )s sA A A q−⇒ = ⇒ ∈  olur. 

Teorem 3.1.19 S ayrık yarıgrup ( , )ϕ T , S nin yarıgrup kompaktlaması A B S⊆ ⊆  

ve B, S nin alt yarıgrubu olsun. 

a) cl( (B))ϕ , T   nin alt yarıgrubudur. 

b) A, B nin sol ideali ise cl ( ( ))Aϕ , cl ( ( ))Bϕ  nin sol\sağ idealidir. 

İspat: a) T  , sağ topolojik yarıgrup, ( )S ⊂ Λ T , S yarıgrup  S , T de yarıgrup. 

 
b) BA A⊂ ⇒ cl ( )cl ( ) cl ( )B A Aϕ ϕ ϕ⊆  dir. cl ( )x Bϕ∈   ve  cl( ( ))y Aϕ∈  alalım. 

( ) ( )
lim lim ( ) ( )

s x t y
xy s t

ϕ ϕ
ϕ ϕ

→ →
= ⇒ cl ( )cl ( ) cl ( )B A Aϕ ϕ ϕ⊆  sağ için de benzer şekilde yapılır. 

Sonuç 3.1.20 S, ayrık yarıgrup ( , )i Sβ  S nin yarıgrup kompaktlaması olduğundan S 

nin her T  alt yarıgrubu için l( )i β= =T T T , Sβ  nin alt yarıgrubudur. 

Not 3.1.21 ,S T  ayrık yarıgrubun alt yarıgrup olduğunu varsayalım. Sβ  yi βT  nin 

alt yarıgrup olarak düşünebiliriz. 

Teorem 3.1.22 ( ,.)S  yarıgrup, ( )P S⊆A  S.K.Ö sahip, A x A∀ ∈ ∀ ∈A,  için 

,  B xB A∃ ∈ ⊆A l
A

A
∈

⇒ ∩
A

, Sβ  nin alt yarıgrubudur. 

İspat: l
A

A
∈

= ∩T
A

 olsun. ( )P S⊆A  S.K.Ö sahip olduğu için ≠ ∅T  dır. ,p q ∈T  ve 

A∈ A  olsun. x A∈  için xB A⊆  olacak şekilde B ∈ A  vardır. Böylece 1x A q− ∈  olur. 
1 1{ : } { : }A x S x A q x S x A q p− −⊆ ∈ ∈ ⇒ ∈ ∈ ∈  dir. Teorem 3.1.14 ten dolayı .A p q∈  

dur. 

Teorem 3.1.23 ( ,.)S  yarıgrup, ( )P S⊆A  S.K.Ö olsun. ( ,.)T  kompakt sağ topolojik 

yarıgrup ve : Sϕ → T  fonksiyonu [ ] ( )Sϕ ⊆ Λ T  koşulunu sağlasın. ϕ  fonksiyonu 
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A∈ A  ve B ∈ A  için  x A∈  ve y B∈  olduğunda ( . ) ( ). ( )x y x yϕ ϕ ϕ= koşulu 

sağlansın. O zaman her l, A
A

p q
∈

∈∩
A

 için i i i( . ) ( ). ( )p q p qϕ ϕ ϕ=  eşitliği sağlanır. 

İspat: l, A
A

p q
∈

∈∩
A

 olsun. x A∀ ∈  için  

i i( . ) ( .lim )
y q

x q x yϕ ϕ
→

=  

            lim ( . )
y q

x yϕ
→

=                     “ i xϕ λD  in sürekli olduğundan” 

            lim ( ). ( )
y q

x yϕ ϕ
→

=  “q nun bir elemanı üzerinde ( . ) ( ). ( )x y x yϕ ϕ ϕ=  old.” 

            ( ).lim ( )
y q

x yϕ ϕ
→

=      “ ( ) ( )x Tϕ ∈Λ  olduğundan “ 

            i( ). ( )x qϕ ϕ=  

A p∈  olduğu için  

i( . ) ((lim ). )
x p

p q x qϕ ϕ
→

=  

            ilim ( . )
x p

x qϕ
→

=       “ i qϕ ρD  sürekli olduğundan” 

            i(lim ( )). ( )
x p

x qϕ ϕ
→

=        “ i ( )qϕρ   sürekli olduğundan” 

            i i( ). ( )p qϕ ϕ=  

Sonuç 3.1.24 ( ,.)S  bir yarıgrup, ( ,.)T  kompakt sağ topolojik yarıgrup ve 

: ,  [ ] ( )S T S Tϕ ϕ→ ⊆ Λ  koşulunu sağlayan bir homomorfizm olsun. O zaman 

i : S Tϕ β →  de bir homomorfizmdir.   

 

3.2  βS nin Değişmeliliği 

 

       Bu kısımda Sβ  nin değişmeli olması ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Teorem 3.2.1 ( ,.)S  bir yarıgrup ise o zaman S , ( ,.)Sβ  nin merkezi tarafından 

içerilir. 

İspat: s S∈ ve p Sβ∈  olsun. O zaman  
 . lim lim

t p t p
s p st ts

→ →
= =  
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lim ( ) (lim ) ( )

.

s s st p t p
t t p

p s

ρ ρ ρ
→ →

= = =

=
 

Teorem 3.2.2 S ayrık uzay ve değişmeli bir yarıgrup olsun. O zaman  

   ( ) ( )S Z Sβ βΛ =  dir. 

İspat: ( )p Sβ∈ Λ  ve q Sβ∈  olsun. pλ  sürekli olduğu için  

       

. ( ) (lim )

     lim ( ) lim . lim .

    lim ( ) (lim ) ( )

    .

p p t q

pt q t q t q

p p pt q t q

p q q t

t p t t p

t t q

q p

λ λ

λ

ρ ρ ρ

→

→ → →

→ →

= =

= = =

= = =

=

 

       Böylece ,p Sβ  nin cebirsel merkezinin içindedir. Tersine ( )p Z Sβ∈  ise 

p pλ ρ=  olduğu için pλ  süreklidir. Böylece ( )p Sβ∈ Λ  dir. 

Teorem 3.2.3 ( ,.)S  değişmeli yarıgrup olsun. Aşağıdakiler birbirine denktir. 

 a) ( ,.)Sβ  değişmelidir. 

 b) ( ,.)Sβ  sol topololojik yarıgruptur. 

 c) ( ,.)Sβ  semitopolojik yarıgruptur. 

Lemma 3.2.4 ( ,.)S  yarıgrup, 
1n n

x ∞

=
 ve 

1n n
y ∞

=
  S , de iki dizi ve p,q Sβ∈  olsun. 

Eğer {{ : }: }nx n k k q> ∈ ⊆`  ve { : }ky k p∈ ∈`  ise { . : ,  ve } .k ny x k n k n p q∈ < ∈`  

olur. 

İspat: { : }kB y k p= ∈ ∈`  ve ky B∈  için { : }k nC x k n= <  alalım. O zaman  
{ . : ,  ve }k k k ny C y x k n k n⊆ ∈ <`∪ olup  

Lemma 3.1.17 den { . : ,  ve } .k ny x k n k n p q∈ < ∈`   koşulu sağlanır. 

Teorem 3.2.5 ( ,.)S   yarıgrup olsun. O zaman ( ,.)Sβ  nin değişmeli olması için 

 gerek ve yeter koşul 
1n n

x ∞

=
 ve 

1n n
y ∞

=
 dizileri için  

{ . : ,  ve } { . : ,  ve }k n k ny x k n k n x y k n k n∈ < ∩ ∈ < ≠ ∅` `  olmasıdır. 

İspat: ,p q Sβ∈  alalım öyle ki . .p q q p≠  olsun. A S⊆  alalım öyle ki .A p q∈  ve 

\A q.pS ∈  koşulu sağlansın. 
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 1{ : }B s S s A q−= ∈ ∈  ve 1{ : ( \A) p}C s S s S−= ∈ ∈   olsun. O zaman B p∈  ve 

C q∈  dur.  1x B∈  ve 1y C∈  seçelim. Verilen 1 2, ,..., nx x x  ve 1 2, ,..., ny y y  için 

1
1

1

.( \A)
n

n k
k

x B y S−
+

=

∈ ∩∩   ve  1
1

1

n

n k
k

y C x A−
+

=

∈ ∩∩   seçelim. O zaman  

{ . : ,  ve }k ny x k n k n∈ <` \AS⊆   ve  { . : ,  ve }k nx y k n k n A∈ < ⊆`  dır. 

Tersine {{ : }: }nx n k k> ∈`  S.K.Ö sahiptir böylece {{ : }: }nx n k k p> ∈ ⊆`  olacak 

şekilde p Sβ∈  seçelim. Benzer şekilde {{ : }: }ny n k k q> ∈ ⊆`   olacak şekilde 

q Sβ∈   seçelim. O zaman Lemma 3.2.4 den { . : ,  ve } .k ny x k n k n q p∈ < ∈`   ve 

{ . : ,  ve } .k nx y k n k n p q∈ < ∈`  olur. 

 Teorem 3.2.5 in sonucu olarak ( ,.)β`  ve ( , )β +`  değişmeli değillerdir. 

 

3.3 Bir Yarıgrup Olarak S ∗  

 

       S ∗ = Sβ \S nin cebirsel yapısı daima ilgi çekici olmuştur. Bu kısımda S ∗  ın 

cebirsel yapısı ile ilgili birkaç sonuç verilecektir. 

Teorem 3.3.1 S bir yarıgrup olsun. *S  ın  Sβ  nin alt yarıgrubu olması için gerek ve 

yeter koşul her ( )fA P S∈  ve her sonsuzB S⊆  için 1

x F

x A−

∈
∩  sonlu olacak şekilde 

( )fF P B∈  nin bulunmasıdır. 

İspat: ( )fA P S∈  ve B, S nin sonsuz alt kümesi olsun. Her ( )fF P B∈  için 1

x F

x A−

∈
∩  

nin sonsuz olduğunu varsayalım. O zaman 1{ : }x A x B− ∈  kümesinin sonlu 

kesişimlerinin tümü sonsuzdur. Sonuç 1.1.19  dan 1{ : }x A x B p− ∈ ⊆  olacak şekilde 
*p S∈  alabiliriz. B q∈  olacak şekilde *q S∈  alalım. O zaman .A q p∈  ve A 

sonludur. Böylece Teorem 1.1.12 den .q p S∈  çelişkisi elde edilir. Tersine *,q p S∈  

için .q p y S= ∈  olduğunu varsayalım. { }A y=  ve 1{ : }B x S x A p−= ∈ ∈  olsun.O 

zaman her ( )fF P B∈  için B q∈  olur. 1

x F

x A−

∈
∩ p∈  olup 1

x F

x A−

∈
∩  sonsuzdur. Bu bir 

çelişkidir. O halde *,q p S∈  için *.q p S∈  dır. 
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Sonuç 3.3.2 S yarıgrup olsun. S sağ ya da sol sadeleşebilir ise o zaman *,S Sβ  nin alt 

yarıgrubudur. 

İspat: Genelliği kaybetmeksizin S sağ sadeleşebilir olsun. *,S Sβ  nin alt yarıgrup 

olduğunu gösterelim. *,q p S∈  için *.q p S∈  olduğunu gösterelim. Öncelikle s S∈  

ve *q S∈  için *.s q S∈  olduğunu gösterelim. *. sonlus q S A S∉ ⇒ ⊆  için .A s q∈  ise 
1 *s A q S− ∈ ∈  dir. 1 { : }sonsuzs A t S st A S− = ∈ ∈ ⊆  olur ki bu 1{ : }t S t A q p−∈ ∈ = ∅ ∈  

çelişkisini doğurur. 
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4. ALT YARIGRUPLAR 

 

4.1 Bilinen Bazı Yarıgrupların Stone-Čech Kompaktlamalarının  

      Alt Yarıgrupları 

 

 Bu bölümde çok iyi bilinen bazı yarıgruplar için  *S  ın Sβ  nin alt yarıgrubu 

olup olmadığını göstereceğiz. Örneğin S bir rectangular band ve *S  bir altgrup 

oluyorsa *S  ında bir rectangular band olmak zorunda olduğunu göstereceğiz. Burada 

bütün yarıgrupları ayrık topolojisiyle düşüneceğiz. 

 A  boş olmayan bir küme olsun.( A ya alfabe diyeceğiz) A+  ile A dan 

üretilebilecek boş olmayan tüm sonlu kümelerin kümesi gösterilir. A+  üzerinde her 

1 2... ma a a  , 1 2, ,..., nb b b A+∈  ( , )i ia b A∈  için ( 1 2... ma a a ).( 1 2, ,..., nb b b ) 

1 2 1 2... . ...m na a a b b b=  ikili işlemi ile A+  bir yarıgrup olur. A+  ya A üzerindeki free 

yarıgrup denir. A bir alfabe ve R A A+ +⊆ ×   olsun. A R  ikilisine bir yarıgrp 

takdimi denir. 

, Rρ  tarafından doğrulmuş A+  da bir kongruans olsun. O zaman A+ \ ρ  bir 

yarıgruptur. Eğer ,S A+ / ρ  ye izomorfik ise A R  ye S nin bir yarıgrup takdimi 

denir. ,u v A+∈  için ,u v  özdeş kelimelerse u v≡  olarak gösterilir ve eğer 

( , )u v u vρ∈ ⇒ =  yazılır. 

 Bir A  kümesinin kardinalitesini A  ile göstereceğiz. 

 ( ,.)S  ve s.t notasyonlarının yerine eğer karışma durumu yoksa S ve st yi 

kullanacağız.  

Teorem 4.1.1 S, T sonsuz yarıgruplar ve \SSβ , Sβ  nin alt yarıgrubu olsun. Eğer 

: S Tφ →  bir örten homomorfizm ve her t T∈  için 1( )tφ −  sonlu ise  \T Tβ , Tβ  nin 

bir altyarıgrubudur. 

İspat:  A ( )fP T∈  ve sonsuzB T⊆  olsun. φ  nin örten ve t T∀ ∈  için 1( )tφ −  nin sonlu 

oluşundan, 1( )Bφ −  S nin sonsuz bir alt kümesidir. Ayrıca 1( ) ( )fA P Sφ −∅ ≠ ∈  dir. 
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 \SSβ  nin  Sβ nin altyarıgrubu oluşundan dolayı 1( ( ))fF P Bφ −∃ ∈  öyle ki 

1 1( . ( ))
x F

x Aφ− −

∈
∩  sonludur.  

 ,m n∈`  için  1 1
1( . ( )) { ,..., }n

x F

x A s sφ− −

∈

=∩  ve 1{ ,..., }mF x x=  olsun. O zaman 

1,2,...i n∀ = 1,2,...,j m=  için  1 1. ( )i js x Aφ− −∈  dır. Böylece her ,i j  için 

1. ( )j ix s Aφ −∈  dır.  Buradan her i,j için 1( . ) ( ). ( ) ( ( ))j i j ix s x x A Aφ φ φ φ φ −= ∈ =  dır. 

Böylece her i,j için -1( ) ( ) .i js t Aφ φ∈  dır. Bir t T∈  için ve her  i,j için 1( ) .jt t Aφ −∈   ve 

( )is tφ ≠   olduğunu kabul edelim. O zaman s S∃ ∈  öyle ki her i için ( )s tφ =  ve 

is s≠  ve her j için ( ). ( ) ( . )j jx s x s Aφ φ φ= ∈  

 Buradan her j  için 1. ( )jx s Aφ −∈  dır. Öyleyse her i için  1( . ( ))
x F

s x Aφ−

∈

∈∩  ve is s=  

olur ki bu bir çelişkidir. 

 Buradan ( ) ( )fF P Bφ ∈  ve \T Tβ , Tβ  nin bir altyarıgrubu olup 1

( ) ( )

( ( ) . )
x F

x A
φ φ

φ −

∈
∩ = 

1{ ( ),..., ( )}ns sφ φ  olur. 

 t T∀ ∈  için  1( )tφ −  sonsuz olsa bile \T Tβ , Tβ  nin bir altyarıgrubu olabilir. 

Örneğin 2 2{ \ } , ,T A R a b a a b b= = = =  ve S A+=  ise \ { : }T A a a Aρ ρ+ += = ∈  

{ , , , , , , ,...}a b ab ba aba abab baba=  \SSβ  ve \T Tβ  nin sırayla Sβ  ve Tβ  nin alt 

yarıgrupları oldukları kolaylıkla gösterilebilir. Eğer : S Tφ →  bir kanonik 

homomorfizm ise her a S A+∈ =  için ( )a aφ ρ=  dir. Böylece φ  örten homomorfizm 

ve her t T∈  için  1( )tφ −  sonsuzdur. 

 ρ  , A+  da R tarafından üretilmiş bir kongruans olsun a A+∀ ∈  için aρ  sonlu 

ve \S A R=  ise  \SSβ , Sβ  nin altyarıgrubudur. 

 L ≠ ∅  bir küme olsun L , .s t s=   olarak tanımlanan çarpma işlemine göre bir 

yarıgruptur ve bu yarıgrup sol sıfır yarıgrup olarak adlandırılır. Benzer şekilde sağ 

sıfır yarıgrupta tanımlanabilir. 

 S ayrık altyarıgrupların bir birleşimi şeklinde yazılırsa S ye yarıgrupların 

birleşimi denir. Ayrıca eğer bir Y bandı (semilatis) ve , Yα β∀ ∈  için S S Sα β αβ⊆  
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olacak şekilde bir ( ) YSα α∈  yarıgrup ailesi mevcut ise S ye ( ) YSα α∈  yarıgruplarının 

bandı (semilatisi) denir. 

Teorem 4.1.2 S bir sol (sağ) sıfır yarıgrup ise \SSβ  de Sβ  nin altyarıgrubudur. 

Ayrıca  \SSβ  sol (sağ) sıfır yarıgrup ve Sβ , \SSβ  ve S yarıgruplarının bandı dır. 

İspat: S sol sıfır yarıgrup olsun. Eğer ( )fA P S∈  ve sonsuzB S⊆  ise ( )fF P B∃ ∈  öyle 

ki A F∩ = ∅  dir. Buradan x F∀ ∈  ve y S∈  için xy x A= ∉ , ayrıca 1( )
x F

x A−

∈

= ∅∩  

böylece  \SSβ  , Sβ  nin altyarıgrubu olur. 

,  \p q S Sβ∈  olsun. O zaman bir p Sα ⊂  ağı vardır öyle ki :p S Sρ β→  sürekli 

olduğundan lim p pαα
=  dir. 

i. ( ) lim ( ) lim( ) limp qp q q p p q p pα α αα α α
ρ ρ= = = = =  olur. Böylece  \SSβ  sol sıfır 

yarıgruptur. 

 p S∈  ve  \q S Sβ∈  olsun. O zaman i pλ  nin sürekli oluşundan lim q qαα
=  

olacak şekilde bir 
I

q Sα α∈
⊂   ağı vardır. 

i i. ( ) lim ( ) lim ( ) lim( . ) limp p pp q q q q p q p pα α αα α α α
λ λ λ= = = = = =   Böylece 

.(  \ )S S S Sβ ⊆ . Benzer şekilde (  \ ).  \S S S S Sβ β⊆  dir. 

1S S=  , 2  \S S Sβ=  , {1,2}Y =  ve 2 21 1,  2 2,  1.2 1,  2.1 2= = = =  olacak şekilde bir 

band olsun o zaman Sβ , 1S  ve 2S  yarıgruplarının bandı olur. 

 S ,  “ ≤ ”  bağıntısıyla iyi sıralanmış bir küme olsun. S deki ikili işlemi 

,x y S∀ ∈  ve x y≤  için . .x y y x y= =  şeklinde tanımlarsak ( ,.)S  yarıgrubuna zincir 

denir. 

Teorem 4.1.3 S bir zincir olsun. O zaman \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu olur. 

Ayrıca \S Sβ  sağ sıfır yarıgrup ve Sβ  de \S Sβ  ve S yarıgruplarının bir 

semilatisidir. 

İspat: ( )fA P S∈  ve sonsuzB S⊆  olsun. B sonsuz olduğundan x B∃ ∈  öyle ki x A∉ . 

Eğer a A∀ ∈  için x a>  ise 1.x A− = ∅  dir. Eğer a A∀ ∈  için x a≤  ise 1.x A A− ⊆ . 
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Böylece { }F x=  kümesini alabiliriz. \q S Sβ∈  ve s S∈  olsun. O zaman 

I
q Sα α∈

⊂  olacak şekilde bir ağ vardır öleki lim q qαα
= dir. S bir zincir olduğundan 

0 Iα∃ ∈  öyle ki 0α α∀ >  için .s q qα α=  dir. i sλ  nin sürekli oluşundan 

i i. ( ) lim ( ) lim ( ) lim( . ) lims s ss q q q q s q q qα α α αα α α α
λ λ λ= = = = = = . 

       Böylece .( \ ) \S S S S Sβ β⊆  dir. Benzer şekilde ( \ ). \S S S S Sβ β⊆  

1 2, \S S S S Sβ= =  ve Y , {1,2}Y =  ve 2 21 1,2 2,1.2 2.1 2= = = =  olacak şekilde bir 

semilatis ise Sβ , 1S  ve 2S  yarıgruplarının bir semilatisidir. , \p q S Sβ∈  olsun. O 

zaman lim p pαα
=  olacak şekilde bir p Sα ⊆  ağı vardır. Her Iα ∈  için  p Sα ∈  ve 

q ∈ \S Sβ  olduğundan  .p q qα =  olur. Buradan i
qρ  sürekli olduğundan 

i i. ( ) lim ( ) lim ( ) lim( . ) limq q qp q p p p p q q qα α αα α α α
ρ ρ ρ= = = = = =  elde edilir. Böylece 

\S Sβ   sağ sıfır yarıgruptur. 

      X bir küme ise  ( ( ) \{ }, )P X ∅ ∪  ikilisi ∪  birleşim işlemiyle bir yarıgruptur bu 

yarıgrup semilatis olarak adlandırılır. 

Teorem 4.1.4 Eğer S bir semilatis ise \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu değildir. 

İspat: ( ( ) \{ }, )S P X= ∅ ∪ , { }A x=  ve { \{ }: }B X a a X= ∈  olsun. 

 a X∈  için \{ }x X a=  ise x B∈  ve 1. {{ } : ( )}x A a K K P X− = ∪ ∈  olur. Böylece 

1,2,...,i n=  için ia X∈ , \{ }i ix X a=  ve  1 2{ , ,..., }nF x x x B= ⊆  ise 

1
1 2( . ) {{ , ,..., } : ( )}n

x F

x A a a a K K P X−

∈

= ∪ ∈∩  sonsuz olur. Böylece \S Sβ , Sβ  nin 

bir altgrubu değildir. 

 ,I Λ  iki küme olsun. {( , ) : , }I i i Iλ λ× Λ = ∈ ∈ Λ  ve I × Λ  de tanımlı “.” İkili 

işlemini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

( , ), ( , )i j Iλ μ∀ ∈ × Λ  için ( , ).( , ) ( , )i j iλ μ μ=  

 O zaman ( ,.)I × Λ  bir yarıgruptur ve bu yarıgrup rectangular band olarak 

adlandırılır. 
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Teorem 4.1.5 S I= × Λ  bir rectangular band olsun. \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu 

olabilmesi için gerek ve yeter koşul I  ya da Λ  den birinin (yalnızca birinin) sonlu 

olmasıdır. 

İspat: (⇒ ) \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu olsun. I  ve Λ  nin sonsuz olduklarını 

kabul edelim. Sabit bir 0i I∈  ve 0λ ∈ Λ  için 0 0{( , )}A i λ=  ve 0{( , ) : }B i λ λ= ∈ Λ  

olsun.  

O zaman x B∀ ∈  için 1
0. {( , ) : }x A j j Iλ− = ∈  olur. Böylece ( )fF P B∀ ∈  için 

1
0( . ) {( , ) : }

x F

x A j j Iλ−

∈

= ∈∩  sonsuz olur. \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu değildir. 

Bu bir çelişkidir dolayısıyla I  ya da Λ  den biri sonludur. 

       ( )⇐  I sonlu olsun. O zaman Λ  sonsuz olur, çünkü S I= × Λ  sonsuzdur. 

( )fA P S∈  ve sonsuzB S⊆  olsun. {( , ) : , , 1, 2,..., }k k k kA i i I k nλ λ= ∈ ∈ Λ =  ve 

{ : 1,2,..., }kA k nλΛ = =  olsun ( , )x j Bλ= ∈  alalım. 

)i  I sonlu olduğundan bir 1, 2,...,k n=  için kj i=  ise 1. {( , ) : , }k kx A i i I Aλ λ−
Λ= ∈ ∈  

sonlu olur. 

ii) 1, 2,...,k n∀ =  için kj i≠  ise 1.x A− = ∅ . 

Eğer Λ  sonlu ve I sonsuz ise ( )fF P B∃ ∈  öyleki 1, 2,...,k n∀ =  için ( , )x i Fλ= ∈  ve 

ki i≠  dir. Her x F∈  için 1.x A− = ∅   olduğundan  1( . )
x F

x A−

∈

= ∅∩  dir. Böylece 

\S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu olur. 

 ,X Y  iki yarıgrup olsun. {( , ) : , }X Y x y x X y Y× = ∈ ∈  ye X ile Y nin kartezyen 

çarpımı denir. Her 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y X Y∈ ×  için 1 1 2 2 1 2 1 2( , ).( , ) ( , )x y x y x x y y= olarak 

tanımlanan “.” işlemiyle X Y× bir yarıgruptur bu yarıgruba X  ile Y nin direkt 

çarpımı denir. 

Sonuç 4.1.6 S rectangular band olsun. \S Sβ , Sβ  nin bir alt yarıgrubu ise \S Sβ  

de rectangular band olur. 

İspat: S I= × Λ  rectangular band olsun. .i j i=  İşlemine göre L I=  ve .λ μ μ=  

işlemine göre de  R = Λ  olduğunu göz önüne alalım. Buradan L ve R nin sırayla sol 

ve sağ sıfır yarıgrup olduğu görülür. Ayrıca S ile L R×  izomorfik olur. \S Sβ , Sβ  
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nin bir altgrubu ise Teorem 4.1.5 den L ya da R sonludur. Eğer R  sonlu ise 

( )S L R L Rβ β β= × = ×  dir. Böylece \ ( ) \ ( ) ( \ )S S L R L R L L Rβ β β= × × = ×   olur. 

Teorem 4.1.2 den, L sol sıfır yarıgrup olduğundan \L Lβ  de sol sıfır yarıgruptur.  

Böylece ( \ )L L Rβ ×  rectangular band olur. Benzer şekilde L sonlu ise 

\ ( ) \ ( ) ( \ )S S L R L R L R Rβ β β= × × = ×  ve \R Rβ  sağ sıfır yarıgrup olduğundan 

\S Sβ  de rectangular band olur. 

 L sonsuz sol sıfır yarıgrup ve R sonsuz sağ sıfır yarıgrup ise S L R= ×  

rectangular band olur. \L Lβ  ve \R Rβ  sırayla Lβ  ve Rβ  nin alt yarıgrubu olur. 

Ancak Teorem 4.1.4 den \S Sβ , Sβ  nin bir altgrubu değildir çünkü L ve R 

sonsuzdur. 

Böylece X ve Y sonsuz yarıgruplar \X Xβ  ve \Y Yβ  sırayla Xβ  ve Yβ  nin alt 

yarıgrupları olsa bile ( ) \ ( )X Y X Yβ × ×  nin ( )X Yβ ×  nin alt yarıgrubu olması 

gerekmez. 

Sonuç 4.1.7 X ve Y iki yarıgrup olsun. Eğer X (ya da Y ) sonlu ve \Y Yβ ( ya da 

\X Xβ ) de Yβ (ya da Xβ ) nin alt yarıgrubu ise ( ) \ ( )X Y X Yβ × ×  de ( )X Yβ ×  

nin alt yarıgrubudur. 
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