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OZET

(Yari-Riemann Manifoldunda Lightlike Hiperyiizeylerin Geometrisi

Uzerine)

Tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihi geligimi ifade edildi.

Ikinci boliimde, yar1-Oklid uzay, yar-Riemann manifoldlar, yari-Riemann manifoldlarin

lightlike altmanifoldlar: ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde, lightlike hiperyiizeyler tanitilarak, lightlike hiperytizeylerle ilgili teo-
remler verildi. Daha sonra, R 6”+2 Oklid uzayinin Riemann hiperyiizeyinin ikinci temel
formu ile R %2 yari-Oklid uzayin lightlike hiperyiizeyinin ikinci temel formu arasinda
bir baginti elde edildi. Bu bagint1 kullanilarak Riemann manifoldundaki hiperyiizeyler
icin iyi bilinen Euler ve Meusnier teoremlerinin lightlike hiperyiizeylerdeki karsiliklari

elde edildi.

Dordiincii boliimde, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun light-
like hiperyiizeyinin geometrisi ele alindi. Oncelikle, lightlike hiperyiizey iizerine indirge-
nen koneksiyonun, yari-simetrik oldugu fakat metrik olmadigi gosterildi. Boylece bu
koneksiyon goz oniine alinarak Gauss,Weingarten formiilleri, gsekil operatorii, egrilik
tensorii gibi geometrik kavramlar verilerek Gauss ve Codazzi denklemleri elde edildi.
Daha sonra yari-simetrik koneksiyonlu lightlike hiperyiizeyin Ricci tensoriiniin simetrik
olmasi i¢in gerek ve yeter gart verildi. Son olarak da yari-simetrik non-metrik koneksi

yonlu yari-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi i¢in benzer sonuglar elde edildi.

Son boliimde ise, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun light-
like altmanifoldlar1 ¢alisildi. Burada simetrik koneksiyon iizerinde yapilan teoremler

yari-simetrik koneksiyonlar icin ispat edilerek yeni sonuglar elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Yari-Riemann manifold, Lightlike hiperyiizey, Total
umbilik altmanifold, Yari-simetrik metrik koneksiyon, Coisotropik altmanifold, Ricci

egrilik tensorii.
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ABSTRACT

(On the Geometry of Lightlike Hypersurfaces of Semi-Riemannian
Manifold)

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the historical background of the subject has been considered.

In the second chapter, some fundamental definitions and theorems related to semi
Euclidean space, semi-Riemannian manifolds, lightlike submanifolds of semi-Riemannian

manifold, lightlike submanifold of semi-Riemannian manifold have been given.

In the third chapter, lightlike hypersurfaces have been introduced and theorems about
lightlike hypersurfaces have been given. Then the relation between the

RI"2 and the second

second fundemental form of a hypersurface of Euclidean space
fundemental form of a lightlike hypersurface of semi-Euclidean space R™? has been
obtained. Based on this relation, the Euler and Meusnier theorems have been proved

for lightlike hypersurfaces of pseudo-Riemannian manifolds.

In the fourth chapter, the geometry of a lightlike hypersurface of a semi-Riemannian
manifold with a semi-symmetric metric connection has been dealt with. Firstly, it has
been shown that the induced connection on lightlike hypersurface is semi-symmetric but
not metric. Thus considering this connection, geometric objects such as Gauss, Wein-
garten formulae, shape operator, curvature tensor, equations of Gauss and Codazzi have
been obtained. Later, the required conditions of Ricci tensor of lightlike hypersurface
with semi-symmetric connection to be symmetric have been given. Finally, similar
results for lightlike hypersurface of semi-Riemannian manifold with semi-symmetric

non-metric connection have been obtained.

In the last chapter, lightlike submanifolds of a semi-Riemannian manifold have been
studied. Then some basic theorems on symmetric connection have been studied in the

field of semi-symmetric connection and the new results have been found out.

KEY WORDS: Semi-Riemannian manifold, Lightlike hypersurface, Totally
umbilical submanifold, Semi-symmetric metric connection, Coisotropic submanifold,

Ricci curvature tensor.
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TESEKKUR

Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren, kiymetli tecrii-
belerinden ve bilgilerinden faydalandigim, ¢aligmamin her agamasinda beni destekleyen

damsman hocam Doc. Dr. A. Ceylan COKEN’e tesekkiirlerimi sunarim.
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Ricci egrilik tensorii
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Hiperyiizeyin normali
Sekil operatorii
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tr(TM) tizerindeki lineer koneksiyon
Xp € TpM dogrultusundaki normal egrilik
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M nin ortalama egriligi

Perde {izerindeki lineer koneksiyon
Transversal ekran vektor demeti

A nin izi

S(TM+) iizerindeki lineer koneksiyon

ltr(T'M) iizerindeki lineer koneksiyon

Yari-simetrik koneksiyon

Perde dagilimin sekil operatorii

Perde dagilimin ikinci temel formu

Bir 1-form

Skalar egrilik

Yari-simetrik koneksiyona gore lightlike hiperyiizeyinin ikinci
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1.GIRIS

Lightlike hiperyiizeylerle ilgili ilk calisma, 1961 yilinda R.Pensore tarafindan
yapildi. Bu calismada, spacetime da lightlike hiperyiizeyler i¢in baglangic deger
problemi verilerek konu fiziksel acgidan ele alindi. Minkowski space-time da

lightlike hiperyiizeylerin diferensiyel geometrisi iizerine ilk ¢aligmalar 1972 yilinda

Rosca ve Bonnor tarafindan yapildu.

Bir yari-Riemann manifoldunun iizerindeki metrik tensor alani, bu manifoldun
keyfi bir hiperyiizeyi iizerine her zaman non-dejenere bir metrik tensér indirgemez.
Yani yari-Riemann manifold iizerindeki metrik tensor, hiperyiizey iizerine sadece
simetrik bilineer bir doniisiim olarak indirgenir. KEger indirgenen bu simetrik
bilineer déniigiimiin ¢ekirdeginin boyutu 1 ise hiperyiizey, lightlike (null, dejenere)
hiperyiizey olarak adlandirilir. Bu alanda yapilan ¢aligsmalarda, D.N. Kiipeli ve
K.L.Duggal-A.Bejancu tarafindan gelistirilen iki yontem kullanilmaktadir. D.N.
Kiipeli tarafindan geligtirilen birinci yontemde; tanjant demetten boliim
uzayina olan izdiisiim kullanilarak non-dejenere bir metrik tensor alani elde edildi.
D.N.Kiipeli, 1987 yilindaki ¢alismasinda gelistirdirdigi yontemi kullanarak, yari-
Riemann manifoldunun dejenere altmanifoldlarimin Gauss ve Codazzi denklemleri

ile total umbilik dejenere altmanifoldlarini inceledi.

Lightlike hiperytiizeyin normal vektorii tanjant uzayda kalmaktadir. Boylece
temel problem, tanjant demete tiimleyen olan bir vektor alaninin dogal bir yolla
elde edilmemesidir. Boyle bir vektor alaninin varligi ilk defa A. Bejancu-K. L. Duggal
tarafindan gosterilerek ikinci yontem ortaya koyuldu. Lightlike hiperyiizeyi
tizerine indirgenmis koneksiyonun Ricci tensoriiniin simetrik olma sartlar:i 1996
yilinda A.Bejancu tarafindan bulundu. A.loan, 1997 yilinda yapmis oldugu ¢alig-
masinda dejenere manifoldlar i¢in Gauss ve Codazzi denklemlerini elde ederek
baz1 oérnekler verdi. Es boyutu iki olan yari-Riemann manifoldunda total umbilik
lightlike altmanifoldlarin diferensiyel geometrisi 1998 —1999 yillarinda A. Bejancu,
Duggal ve Jin tarafindan calisildi. Bu konuyla ilgili ¢caligmalara 2001 ve 2002
yillarinda Honda ve Ferrandez tarafindan devam edildi. K.L.Duggal 2002 yilinda
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yari-Riemann geometrisinin yontemlerini kullanarak lightlike geometrinin
problemlerini basite indirgeyen teknikleri buldu. 2003 yilinda ise Duggal ve Jin
ortak calismalarinda sabit egrilikli yari-Riemann manifoldunun total umbilik alt-
manifoldlarin  smifinda yeni sonuglar gosterdiler ve perde dagiliminin
integrallenebilme sartini ispatladilar. Aymni yil icerisinde, Sahin tarafindan light-
like hiperytiizeyin total geodezik olma gartlar1 ve bu yiizeyin Ricci egriligini simetrik
yapan bazi yeni sonuglar gosterildi. Sahin, 2004 yilinda yari-Riemann
manifoldunun total umbilik coisotropik altmanifoldlar1 hakkinda bazi yeni
teoremleri ispatladi. Lorentz manifoldunun lightlike hiperyiizeyi iizerinde
lightlike ortalama egriliginin 6zelligi ise 2005 yilinda Duggal ve Gimenez tarafin-

dan verildi.

Bu calismada, Duggal ve Bejancunun yontemleri kullanilarak lightlike hiperytizey
ler ve altmanifoldlar ele alindi. Ikinci boliimde konuyla ilgili tanim ve teoremler
verilerek Duggaln yontemi tamtildi. Ugtincii boliimde, Ry*? Oklid uzaymin
hiperyiizeyi kullanilarak R"*2  yari-Oklid uzaymm lightlike hiperyiize
yinin geometrisi ¢cahigildi. Burada, Ry *? nin hiperyiizeyinin normal vektor demeti
ile R™™2 niin lightlike hiperyiizeyin lightlike transversal vektor demeti arasimdaki
bagmt1 hesaplandi. Bu bagmt1 yardimyla Oklid uzayindaki hiperyiizeyler icin
iyi bilinen Euler ve Meusnier teoremlerinin lightlike hiperyiizeylerdeki karsiliklar
elde edildi. Dérdiincii boliimde, ilk defa Friedman ve Schouten’in tanimladig
daha sonra da Yano, Imai, Sharma ve Duggal tarafindan ¢aligilan yari-simetrik
metrik koneksiyon kullanilarak, metrik ve non-metrik koneksiyonlu yari-Riemann
manifoldunun lightlike hiperyiizeyinin geometrisi ¢alisildi. Son boéliimde ise yari-
simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldun lightlike hiperyiizeyin-
deki yapilar lightlike altmanifoldlara genellestirildi ve lightlike altmanifoldunun

geometrisi ile ilgili temel teoremler verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde yari-Riemann manifold ve lightlike altmanifoldlar tanitilarak,

calismamiza esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Yari-Oklid Uzaylar

Tanim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun.
g:VxV-R

doniisimii Va, b € R ve Yu, v, w € V i¢in

i) g(u,v) = g(v, u),

i) g(au + bv,w) = ag(u, w) + bg(v,w),
g(u, av + bw) = ag(u,v) + bg(u, w)

ozeliklerine sahip ise g doniigiimiine V' reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik

bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.2. V reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
i) Yv € V vev # 0icin g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimls,
it) Yv € V ve v # 0 igin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimls,
i1i) Yv € V igin g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yari-tanimls,
iv) Yv € V igin g(v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari-tanyml

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.3. V bir reel vektor uzayr ve g, V iizerinde simetrik bilineer form

olsun. 0 # £ € V olmak tizere Vv € V i¢in

g(&,v) =0

ise g simetrik bilineer formuna V iizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye

non-dejeneredir denir. Buradan goriiliir ki, g nin non-dejenere olmasi icin gerek



ve yeter sart Vu € V icin
g (u,v) =0 iken v =0

olmasidir (Duggal, 1996).

Tanim 2.1.4. V bir reel vektor uzayr ve g, V iizerinde simetrik bilineer form

olsun. V nin

RadV ={£ €V |g(&v)=0,Yv eV}

seklinde tanimhi altuzayina, g simetrik bilineer formuna gore V' uzaymin radikal

(veya null) uzayr denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.1.5. V bir reel vektor uzay1 ve g, V iizerinde simetrik bilineer form
olsun.

Iw W XW =R

negatif tanimh olacak sekildeki en biiylik boyutlu W altuzaymin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.6. V bir reel vektor uzayr ve V iizerinde simetrik bilineer form g

olsun. Bu durumda,

7’) g<ai7aj) = 07 { 7£.]

iit) g(ai, o) = =1, y +1<i <y +v

w) g(ap ) =0,y +v+1<i<n=y+v+up

olacak sekilde V' nin {ay, ..., @, } baz1 vardir (Duggal, 1996).

Tanim 2.1.7. V reel vektor uzay: lizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma
V' reel vektor uzayi tizerinde bir skalar carpim (yam—éklid metrigi) denir. V
tizerindeki bir skalar carpma ¢ ise (V) g) ikilisine de skalar ¢arpim uzay1 (yari-
Oklid uzay) denir.

Eger g pozitif tammli ise o zaman g bir i¢ ¢arpum (Oklid metrigi) olur ve (V, g)

4



de Oklid uzay olarak adlandirilir. Eger ¢ nin indeksi v = 1 ise g ye Lorentz
(Minkowski) metrigi ve (V,g) yede Lorentz (Minkowski) uzayr denir. Eger g
dejenere ise o zaman V' vektor uzayina g ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayr

denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.1.8. V bir lightlike vektor uzay1 ve RadV, V' vektor uzayimin radikali
olsun. Radikal uzaya tiimleyen olan non-dejenere altuzaya perde uzay denir ve

SV ile gosterilir (Duggal, 1996).

Tanmim 2.1.9. V bir reel vektor uzay1 ve W da V' nin altuzayi olsun. g, dejenere

ise W ya lightlike (dejenere) altuzay denir ve
Wnw+ #£{0}

dir. Burada,

WH={weV|gw) =0,Ywec W}
altuzayma W uzaymin diki denir (Duggal, 1996).

Teorem 2.1.10. V bir yari-Oklid uzay ve W, V nin bir altuzay1 olsun. O zaman,
RadW = RadW+ =W NW+

dir (Duggal, 1996).

Tanim 2.1.11. V bir yari-Oklid uzay olsun. Bu uzaym;

9(fi, f3) = 9(f55 f7) =0,  g(fi, f{) = 0i5, 4,5 €{1,...,u}

g(uaa fZ) = g(“owfz*) - 07 g(uaauﬂ) - 8a6aﬂ, aaﬁ € {17 --7t}75a - :F]-

olacak sekildeki {fi, ..., fu, fi,-, fi, w1,...,us} bazina yari-Oklid uzaym quasi-
ortonormal bazi denir (Duggal, 1996).



Teorem 2.1.12. V bir yari-Oklid uzay ve W da bu uzaym bir lightlike altuzay:
olsun. Bu durumda, W boyunca V uzaymin bir quasi-ortonormal bazi vardir

(Duggal, 1996).
2.2. Yari-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M bir C*° manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay 7, M

olmak tlizere

g9, T,MxT,M — R
(XP’Y;?) - g\p<X Y):g(XP’}/;’)

=P

bigiminde tamimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensor

alanma M {izerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.2. M bir C'° manifold olsun. M, bir g metrik tensorii ile do-

natilmigsa, M ye bir yari- Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3. Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin in-

deksine yari- Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0 ise Vp € M i¢in Gl
T,M fiizerinde pozitif tamiml bir i¢ carpim oldugundan, M bir Riemann mani-

foldu olur. v =1 ve n > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu

denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.2.4. M bir C*° n—boyutlu manifold olsun. M iizerinde

D: M — T,M
p — D,CcT,M

seklinde tanimli D doniisiimiine r—boyutlu dagilvm ve X € I'(T'M) i¢in X, € D,
ise X vektor alanina da D ye aittir denir. Eger her p € M noktasi icin D), de r tane

diferensiyellenebilir ~ lineer = bagimsiz ~ vektor  alan1  var ise D



dagilimina diferensiyellenebilirdir denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.2.5. M bir diferensiyellenebilir manifold ve K de M {izerinde herhangi
bir tensor alani olsun. Bu durumda p € M, t € I C R ve X € I'(T'M) olmak

uzere

Ly =Jim 3 (K(p) ~ (@K) (5)

ile tanimlanan L x diferensiyel operatoriine X vektor alanina gore Lie turevi denir.
Burada &,
O (t,x) € [—e,el xU — O(t,x) e M

seklinde taniml bir doniigiimdiir (Duggal, 1996).

Teorem 2.2.6. M bir diferensiyellenebilir manifold ve L£x de manifold tizerinde

tamimh Lie tiirevi olsun. O zaman VY, Z € T'(T'M) ve f € C* (M, R) i¢in

i) Lxf=X(f)
ii) LxY = [X,Y]

i11) ¥, M tzerinde (0,2) tipinde bir tensor alani olmak iizere
(Lx0) (Y, 2) = X (¥ (Y, 2)) - ¥ ([X,Y],2) = 0 (Y, [X, 2]

dir (Duggal, 1996).

Tanim 2.2.7. M bir C* n—boyutlu manifold ve D, M iizerinde r—boyutlu bir
dagihm olsun. Eger XY € I'(D) i¢in [X,Y] € T'(D) ise D dagilimina involu-
tivedir denir (Duggal, 1996).

Tanim.2.2.8. {u,,...,u,}, R} {izerinde dogal koordinatlar olsun. V ve

W = > W.0;, R! iizerinde vektor alanlar: iseler
VW =) V(W,)o;

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tirevi denir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.2.9. M bir C'"™ manifold olsun. M {izerindeki bir V koneksiyonu
i) VyW, V ye gore C*°(M,R) lineerdir,

it) Vy W, W ya gore R lineerdir,
iii) Yy (fIV) = V()W + f VyW, ¥f € C(M,R)

sartlarini saglayan ve
V:INTM)xT'(TM) — I'(TM)

seklinde tanimlanan bir fonksiyondur (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.10. Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde VXY, Z € I'(T M)
icin

i) [X,Y] = VyY — Vy X

it) Xg (Y, 2) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

olacak sekilde M nin bir tek V Levi-Civita koneksiyonu vardir ve bu koneksiyon

29(VxY,2) =Xg(Y,Z)+Yg(Z X)—Zg(X,)Y)
-9 (X7 [Yv Z]) —I—g(Y, [Zv X]) —I—g(Z, [Xa Y])

Kozsul formiilii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.11. M bir € manifold ve V, M iizerinde bir lineer koneksiyon
olsun. Eger X,Y € I'(D) igin

VxY €T (TM)

ise D dagilimina paraleldir denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.2.12. M, bir C°*° manifold ve %, M iizerinde bir lineer koneksiyon
olsun. Eger % nin torsiyon tensori VX, Y € I'(T'M) i¢in

T(X,Y)=n(Y)X — n(X)Y

8



egitligini saghyor ise V ya yari-simetrik koneksiyon denir. Burada m, bir

1-formdur (Yano, 1970).

Tanim 2.2.13. M, Levi-Civita koneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifoldu

olsun. VXY, Z € I'(T'M) i¢in

R: I(TM)xT(TM)xT(TM) — T(TM)
(X,Y, Z) — R(X,Y)Z:VXVYZ—vaXz—V[ny]Z

bigiminde tanimlanan M iizerinde (1, 3) tipindeki R fonksiyonuna M nin Riemann

egrilik tensori denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.14. M bir yari-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. O zaman VXY, Z W € I'(T' M) igin

i) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(Y,X)Z,W),

i) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z),

iti) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

i) g(R(X,Y)Z,W) =g(R(Z,W)X,Y)

dir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.15. Eger M manifoldu sabit bir ¢ egriligine sahipse M nin egrilik
tensorii VX,Y,Z € T'(T'M) igin

R(X,Y)Z = c{g(Y, 2)X - g(X, Z)Y}

seklindedir (Duggal, 1996).

Tanim 2.2.16. M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik

tensorii olsun. {e,,...,e,}, TpM nin bir ortonormal baz1 olmak iizere

Ric: TpM xT1pM — R
(Xp,Yp) — Ric(Xp,Yp) =} €,9(R(e, Xp)Yp,e,)
i=1



veya

RiC(Xp,Yp) == ZZ{ZP — R(ZP,XP)YP}

seklinde tanimli Ric tensoriine M yari-Riemann manifoldunun Ricci egrilik

tensori ve Ric(Xp,Yp) degerine de Ricci egriligi denir (Kiipeli, 1996).

Tanim 2.2.17. M bir yari-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik

tensori olsun. {e,,...,e,}, TpM nin bir ortonormal baz1 olmak iizere

p= Zei Ric(e,, e,)
i=1

degerine M yari-Riemann manifoldunun skalar egriligi denir (Kiipeli, 1996).

Tanim 2.2.18. M bir yari-Riemann manifold olsun. VX,Y, Z € I'(T' M) i¢in

C(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ S5{Ric(X,Z)Y — Ric(Y,Z)X + g(X, Z)QY

m

— 9(Y,2)QX} — mfm {9(X, 2)Y — g(Y, 2) X}

seklinde tamimlanan (1,3) tipindeki tensor alanina M nin Weyl konformal egrilik
tensorii denir. Burada Q, ¢(QX,Y) = Ric(X,Y) seklinde tanimh Ricci
operatoriidiir (Duggal, 1996).

Tanim 2.2.19. M bir yari-Riemann manifold olsun. Eger A € R i¢in
RiC<Xpa Y;J) = Ag(XP7 YZD)

ise M ye FEinstein manifoldu denir (Hacisalihoglu, H.H., 2003).

Tanim 2.2.20. M bir yari-Riemann manifold ve R de M nin egrilik tensorii olsun.
Eger, R = 0 ise M ye lokal flat ve VR = 0 ise M ye lokal simetrik uzay denir
(Hacisalihoglu,H.H. 2003).

2.3. Yari-Riemann Manifoldunun Lightlike Altmanifoldlari

Tanim 2.3.1. M yari-Riemann manifoldunun bir C* altmanifoldu M ve M deki
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metrik ¢ olsun.

—~

o: M — M
p — o)

inclusion(daldirma) déniigiimi igin p € M noktasidaki tiirev déniigiimii

oulp —

Ty M — TppM

ve ek doniigiimii de

* sD*|P * N*
T,M" — Tw(p)M

olmak iizere,

(" |5 91,)(Xp, Yp) = 9(0:(X5), 0u(Yp))] VX, ¥y € T,M

esitligi ile tanimh ¢* |, ( §|P), M fizerinde bir metrik ise M ye M nin bir yar-
Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.2. M , bir C'*°-manifold ve D, M iizerinde p-boyutlu bir dagihim
olsun. M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, eger M nin her p
noktasinda M manifoldunun tanjant uzay1 ile D, ayn ise M ye D dagilimininin

integral manifoldu denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.3.3. Eger D dagilimiminin M altmanifoldunu kapsayan basgka bir integ-
ral manifoldu yoksa bu manifolda distribiisyonun maksimal integral manifoldu

denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.3.4. M , bir C"*°-manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger
Vp € M igin D distribiisyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D ye integrallenebilir denir (Duggal, 1996).

Tanim 2.3.5. M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. Vp € M ic¢in
T,M~* uzaymm boyutuna M nin dik timleyeninin boyutu (es boyutu), T,M=* in
indeksine de M nin dik timleyenin indeksi denir (O’Neill, 1983).
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Tanmm 2.3.6. M , bir yari-Riemann manifold olsun. M nm dik tiimleyeninin
boyutu (eg boyutu) 1 olan yari-Riemann altmanifolduna, M nin bir yari-Riemann

hiperyiizeyi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.7. (m + n)—boyutlu bir yar-Riemann M manifoldunun es boyutu n

olan bir altmanifoldu M olsun. Vp € M igin
Rad : p € M — RadT,M

doniigiimii, M iizerinde ranki r > 0 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir dagihim

tanimliyorsa M ye r-lightlike altmanifold denir.

Bir r—lightlike altmanifold; boyutu, es boyutu ve rankina gore dort durumda

incelenebilir:

1. Durum. Eger 0 < r < min{m,n} ise M nin T'M tanjant demetinde RadT M
ye tiimleyen olan bir S(T'M) perde dagilimi vardir ve

TM = RadTM L S(TM)

seklinde yazilir. TM nin ortogonal demeti TM~* olmak iizere TM* de RadT M

ye tiimleyen olan non-dejenere bir S(T'M~) transversal vektor demeti vardir ve
TM* = RadTM 1 S(TM™)

seklinde ifade edilir. Ayrica, S(T'M) ve S(TM?1), sirasiyla, TM w ve S(TM)*+

nin non-dejenere alt vektor demetleri oldugundan
TM,, = S(TM) L S(TM)*
ve

S(TM)* = S(TM*) L S(TM*)*

12



dir.

2. Durum. Eger 1 < r = n < m ise Rad’M = TM~* dir. Boylece
S(TM+) = {0} oldugundan TM ve T M, srrasiyla,

TM = S(TM) L TM*
ve
TM =TM & ltr(TM) = S(TM) L (TM™* & ltr(TM))

dir. Bu durumdaki M ye coisotropik altmanifold denir.

3. Durum. Eger 1 < r =m < nise RadTM = TM dir. Buradan S(T'M) = {0}
oldugundan TM+* ve TM , sirasiyla,

TM* =TM 1 S(TM™*)

ve

TM = (TM & ltr(TM) L S(TM™"))

dir. Bu sekildeki M ye isotropik altmanifold denir.

4. Durum. Eger 1 < r = m = n ise RadTM = TM = TM+* dir. Buradan
S(TM) = S(TM*) = {0} oldugundan

TM =TM & ltr(TM)

dir. Bu durumda M ye tamamen lightlike altmanifold denir (Duggal, 1996).

Teorem 2.3.8. M. , yari-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu M olsun.
V, M de Levi-Civita koneksiyon ve (S(TM), S(TM4Y)) ciftine gore M nin transver-
sal vektér demeti t¢r(T'M) olmak iizere; VXY € T'(TM) ve
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V e I(ltr(TM)) igin Gauss ve Weingarten denklemleri, sirasiyla,
VxY = VxY + (X, Y) + h*(X,Y)
ve
VxV = —Ay X + D4 SV + DY LV
seklinde tanimlanir. Burada

L:tr(TM) — tr(TM), S :tr(TM) — S(TM?b),

RY(X,Y) = Lh(X,Y), h*(X,Y) = Sh(X,Y)

ve

DS: T(TM) x T(itr(TM)) — T(S(TM%))
(X,LV) — DLV

D': T(TM)xT(S(TM*)) — T(itr(TM))
(X,SV) — D4SV

dir (Duggal, 1996).

Teorem 2.3.9. M yari-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu M olsun.
Eger M coisotropik altmanifold ise VXY € T'(TM) ve N € T'(itr(TM)) igin

Gauss ve Weingarten denklemleri, sirasiyla,
VY = VyY + h(X,Y)
ve

VxN = —AxX + V4N

14



dir. (Duggal, 1996).

Tanim 2.3.10. M ,yari-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldu M olsun.

Eger X,Y € I'(TM) igin

RY(X,Y)=g(X,Y)H]
ve

R(X,Y) =g(X,Y)Hg

olacak sekilde Hy, € L(itr(TM)) ve Hg € T'(S(TM*)) vektor alanlar: var ise M
ye total umbilik denir (Ioan, 1997).

Teorem 2.3.11. M yari-Riemann manifoldunun lightlike veya coisotropik alt-
manifoldu M olsun. O zaman P, T'M tanjant demetinden perde dagilim {izerine

bir projeksiyon déniigiim olmak iizere; VX,Y € I'(T'M) ve £ € I'(Rad(TM)) igin
VxY =Vx Y4+ 1 (X,Y)
ve
* x 1
Vsz_A§X+VX§

* * * %1
dir. Burada {Vx Y, A X} ve {n (X,Y),Vy &}, swrasiyla, S(T'M) ve RadT M
nin elemanlaridir (Duggal, 1996).
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3. YARI-RIEMANN MANIFOLDUNUN LiGHTLIiKE
HIiPERYUZEYLERININ GEOMETRISI

Bu bolimde, Duggal ve Bejancu'nun yontemleri kullanilarak lightlike
hiperyiizeylerin geometrisi calisildi.  Burada lightlike hiperyiizeylerin total
umbilik, flat olma sartlar ve indirgenmis koneksiyonun Ricci tensoriiniin simetrik-

lik durumu ile ilgili teoremler verildi.

3.1. Lightlike Hiperyiizeyler

M (n+2)-boyutlu ve v, 1 < v < n+1, indeksli bir yar-Riemann manifold olsun.

M nin (n + 1)-boyutlu bir hiperyiizeyi M olmak iizere Vp € M igin
Rad :p € M — RadT,M

doniigiimii, M iizerinde ranki 1 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir dagihim

tanimliyorsa M ye lightlike hiperytizey denir.

M lightlike hiperyiizeyi i¢in S(TM), TM de TM~ in tiimleme vektér demeti
olmak tizere

TM = S(TM) L TM* (3.1.1)
dir. Burada S(T'M) non-dejenere oldugundan TM. ,

TM |y= S(TM) L S(TM)™* (3.1.2)

seklinde yazilabilir. Boylece tr(T'M), S(TM)* nin tiimleme vektér demetini
gostermek {iizere

S(TM)*t =TM* @ tr(TM) (3.1.3)

olur. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri gtz 6niine alinirsa
TM |y= S(TM) L (TM* & tr(TM)) = TM & tr(TM) (3.1.4)

dir.
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V ve V, sirasiyla, M ve M iizerindeki Levi-Civita ve lineer koneksiyonlar olsun.
VX,Y € T(M) icin VxY, AxV € I(TM) ve h(X,Y), VxV € I'(ltr(TM)) olmak

iizere Gauss ve Weingarten denklemleri, sirasiyla,

VxY = VxY +h(X,Y) (3.1.5)
ve

VxV = —AyX + ViV (3.1.6)
seklinde verilir.

{{, N}, M lightlike hiperyiizeyi iizerindeki kesitlerin bir parcasi olmak iizere B
bilineer ve 7 bir 1-formu VX,Y € I'(T' M) igin

B(X,Y) = §(h(X,Y),) (3.1.7)

ve

7(X) = g(VxV,¢€) (3.1.8)

seklinde tammmhidir. Boylece (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri (3.1.5) ve (3.1.6) de
yerine yazilirsa

VxY = VxY + B(X,Y)N (3.1.9)

ve

VxV = —AxV + 1(X)N (3.1.10)
elde edilir.

Teorem 3.1.1. (]Téf ,§) bir yari-Riemann manifold ve bu manifoldun lightlike
hiperyiizeyi (M, g, S (TM)) olsun. U koordinat komsulugunda ¢, T'(TM*) nin
bir bazi olmak iizere VW € I' (S (T'M)) igin tr (T'M) lightlike transversal vektor
demetinin

g(N,N):g(N,W):O
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ve

g(N, &) =1

olacak gekilde bir tek N diferensiyellenebilir kesiti vardir (Duggal, 1996).

Teorem 3.1.2. (M,g,S(TM)), (M,§) yar-Riemann manifoldunun lightlike
hiperyiizeyi olsun. O zaman VX,Y € I'(T'M) igin

(7) V lineer koneksiyonu metriktir.

(#7) V indirgenmis koneksiyonu, n (Z) = g(Z, N) olmak tizere
(Vxg) (Y, 2) = B(X,Y)n(2)+ B(X,2)n(Y), VX,Y,Z € ['(TM)

esitligini saglar (Duggal,1996).

Tanim 3.1.3. M bir (n + 1)-boyutlu lightlike hiperytizey ve S(T'M) M nin bir

perde dagilim olsun. {Ei, ..., E,}, S(T'M) nin bir ortanormal bazi olmak iizere

H = _ilB<Ea7Ea)

bigiminde tanmimlanan H ye M nin ortalama egriligi denir (Duggal, 2005).

Tanim 3.1.4. M, M nm bir lightlike hiperyiizeyi olmak tizere VX,Y € I'(T'M)
icin

B(X,Y) = Fg(X,Y)

olacak gekilde M de C*° F fonksiyonu varsa M hiperyiizeyine total umbilik denir
(Duggal, 1996).

Ornek 3.1.5 R3 deki null koni

A={z e R} —{0} | g(z,2) =0}

18



veya

A={(x1,29,23) €R? | f:R3 — R}

(z1,22,23) — f(x1,20,23) = -2+ 23 +23=0

seklinde tanimlanir. f nin gradienti,
gradf = (2x1, 2x9, 2x3)

olmak iizere Vp € A igin gradf| , 7 0 dir. Diger taraftan

g(gradf, gradf) =0

oldugundan gradf null koninin lightlike normal vektor alamidir. Boylece
TM = S(TM) L RadTM @ tr(TM)
oldugu goz 6niine alinirsa,
g(N,W;) = g(gradf, W;) =0, i € {1,2} ve g(N,gradf)=1
olacak gekilde N lightlike transversal ve W; perde vektor alanlar:

(1,79, 73) (0,23, —12)

N = le—W:w

2(2 + 22 + 22) Vit Rt

bigiminde bulunur. Buradan X = (0y,0,,03) € T, M igin Weingarten formiilii

goz oniine alinirsa Ay sekil operatorii

1 I
2(z% + 23 + 23)

Ay =

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.6. M yari-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi M olsun. O

zaman M, Einstein ise M nin Ricci tensorii simetriktir.
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Ispat. M lightlike hiperyiizeyi Einstein olsun. O zaman VX,Y € I'(TM) ve
S(TM) nin {Ei, ..., E,} ortonormal baz i¢gin M nin Ricci egrilik tensorii goz

oniine alinir ve Gauss formiilii kullanilirsa,
Ric(X,Y) — Ric(Y,X) = —=2d7(X,Y)
elde edilir. Ayrica, Einstein tanimindan
kg(X,Y) —kg(Y,X) = —2d7(X,Y)

dir. Boylece
dr(X,Y)=0

olur. Bu ise Ricci tensoriiniin simetrik oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.7. M yari-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi M olsun.
O zaman transversal vektor demeti tizerindeki V* lineer koneksiyonun flat olmasi
icin gerek ve yeter sart lightlike transversal vektor demeti N nin paralel ve M

nin total geodezik olmasidir.

Ispat. M, M yari-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. O halde
VX,Y € T(TM) ve N € T(tr(TM)) igin TM ve tr(TM) iizerindeki koneksiyon-

lar, sirasiyla, V ve V' olmak tizere

R(X,Y)N = —Vx(AnY)—h(X,ANY) — A y)n X
FVEVEN + Vy (A X) + h(Y, AvX) + AronY

dir. Boylece lightlike tranversal vektor demetinin egrilik tensorii

R(X,Y)N = V4ViN+VLVYN + Vi N
+ WY, AxX) — h(X, AyY)

olur. Buna gore, V* nin flat olmasi icin gerek ve yeter sart N nin paralel ve M

nin total geodezik olmasidir.
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Teorem 3.1.8. M (c), sabit kesitsel egrilige sahip bir yari-Riemann manifoldu
ve M de M (¢) nin lightlike hiperytizeyi olsun. O zaman V* koneksiyonunun flat

olmasi icin gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.

Ispat. E, M (¢) nin egrilik tensoriinii gostermek tizere VX,Y € I'(TM),
N eTl'(tr(TM)) ve £ € I'(RadT M) igin

- h(X, ANY) + T(X)ANY - T(Y)ANX
— AN[X,Y]+ R{X,Y)N

dir. M nin sabit kesitsel egriligi goz oniine alinir ve esitligin her iki tarafi £ ile

skalar carpilirsa
JR(X,Y)N,€) = g(R'(X,Y)N, &) + B(Y, Ay X) — B(X, AyY)
elde edilir. Boylece
g(RY(X,Y)N,¢) = B(X, AyY) — B(Y, AxX)

olur. Bu ise V' nin flat olmasi icin gerek ve yeter sartmn M nin total geodezik

olmasi gerektigini ifade eder.

Ornek 3.1.9. R4 de M hiperyiizeyi
g 1 1, w12 0
x® — §<COS.T +sinz)* =z
seklinde verilsin. O halde M igin

9(§,&) = g(&E, W) = g(N,W) =0

g(§,N) =1
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olacak sekilde radikal, transversal vektor alan1 ve perde uzayi

0 0 0 0
RadT' M = SP{@ + (cosz' + sinxl)@ — (cosz' + sinxl)@ + $},
tr(TM) = —2[1+(COSE}+SiMl)2] {% + (cos 2! + sin ggl)a%l

+(cosz! + sinz!) 5% — 25}

ve
S(TM) = {W) = 3% — (cosz! +sinz!)%
+ Wy =% + (cosz’ +sinal)
seklinde bulunur. Boylece M, R; de bir lightlike hiperyiizeydir.

Teorem 3.1.10. M. , flat koneksiyonlu bir yari-Riemann manifold ve M nin
lightlike hiperyiizeyi M olsun. O zaman M ve S(T'M) nin total umbilik olmas:

icin gerek ve yeter sart A nin

§A) = A(T(€) +¢) =0

diferensiyel denklemini saglamasidir.

Ispat. v, M nin Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere VXY, Z € T'(TM) ve
N e T'(tr(TM)) igin

J(R(X,Y)PZ,N) = (VxO)(Y,PZ)— (VyC)(X,PZ)
+7(Y)C(X,PZ) — 7(X)C(Y, PZ)

dir. O halde V nin flat olmasi goz Oniine alinirsa

0 = X(\g(Y,PZ)+{B(X,Y)n(PZ) + B(X,PZ)(Y)}
~Y(Ng(X, PZ) + {B(Y, X)n(PZ) + B(Y, PZ)n(Y)}
+7(Y)g(X, PZ) — 7(X)g(Y, PZ)

elde edilir. Boylece X = ¢ ve B = cg degerleri yerine yazilirsa

EA) = AT () +¢) =0

22



oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.11. M , sabit bir ¢ egrilige sahip yari-Riemann manifold ve M, M
nin total umbilik lightlike altmanifoldu olsun. O zaman perde dagilimi total

umbilik ise M sabit bir kesitsel egrilige sahiptir.

Ispat. H, M nin bir ortalama egriligi olsun. Buradan ¢ € T'(T'M) icin M nin ve

S(T'M) perde dagiliminin total umbilik olmasi gz niine alinirsa,
§(Ac X.Y) = B(X, PY) = §(h(X, PY).€) = Hg(X, PY)

C(X,PW) = kg(X, PW)

dir. Boylece

R(X,Y,Z,PW) = c{g(Y,2)9(X,PW) — g(X, Z)g(Y, PW)}
+ Hg(X,2)kg(Y,PW) — Hg(Y, Z)kg(X, PW)
= (c+Hk){g(X,2)g(Y,PW) — g(Y, Z)g(X, PW)}

elde edilir. Bu ise M nin sabit bir kesitsel egrilige sahip oldugunu gosterir.

3.2. Lightlike Hiperyiizeylerin Geometrisinin Transversal Vektor Alanina

Gore ifadesi

Ferrandez, 2005 yilindaki calismasinda R?*2 yar1-Oklid uzayin lightlike hiperytize-
yinin transversal vektor demeti ile R*? Oklid uzaym hiperyiizeyinin normal
vektor demetinin ayni oldugunu gosterdi. Daha sonra Gauss formiillerini kulla-
narak, R"™? de M nin lightlike ve Riemann immersiyonlar1 tarafindan indirgenen

geometrik objelerin arasinda bazi énemli bagintilar elde etti.

Bu baginti yardimiyla, hiperyiizeyler icin iyi bilinen Euler ve Meusnier gibi teo-

remlerin lightlike hiperyiizeyler igin karsiliklar: elde edildi.

R*+2 = (R"2,Gsp) ve R} = (R"2,Gg), (n + 2)-boyutlu yar-Oklid ve Oklid

uzaylar olsun. O zaman 1 < v < n + 1 indeksli ggz yar1-Oklid ve gz Oklid
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metrikleri, sirasiyla,

n+1
9se(z,y) Z Ty + Z x%y? (3.2.1)
a=v—+1
ve
n+1
gelz,y) =)y 'ty (3.2.2)
A=0

dir. R"*2 nin M hiperyiizeyi

denklemiyle verilsin. Burada F', U C M agik kiimesinde C'*° ve

!

Tank[F 0,...,Fn+1] :1

T T

dir. Buradan ggz yari-Oklid metrigi goz oniine almirsa, M nin normal vektdr

demeti
n+1

¢ = gradFsp = Z . 8Z + Y Fu 8 ; (3.2.3)

a=v+1
seklinde bulunur. Boylece M nin lightlike hiperytiizey olmasi igin gerek ve yeter

sart £ nin bir null vektor alan1 yani £’ nin

Z (Fa)’ =Y (F.)? (3.2.4)

diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii olmasidir.

Transversal vektor demetinin ve perde dagilhiminin elde edilmesi icin M ye teget

olmayan

1% Z . axi (3.2.5)
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vektor alanm gdz oniine alinirsa

14
/

Gsn(V,€) =) (Fu)* #0

=0
olur. Boylece
1 gV, V)
N == V- = 19 3.2.6
ol gyt (3:20)
lightlike transversal vektor demeti
1 v n+1 P
N =50 (™S Flas o (327)
i=0 A=0

bigiminde elde edilir.

No, gr Oklid metrigine gére M nin birim normal vektor alanimi gostermek iizere,

(3.2.5) ve (3.2.7) denklemleri kullanilirsa
N =a(z)Ny,  oz)=—=(> (F.)?) 2 (3.2.8)

bulunur.

%, R"*2 de gsp yar-Oklid ve g5 Oklid metriklerine gore Levi-Civita koneksiyonlar
olsunlar. O zaman (3.2.8) denklemi g6z 6niine ahmirsa, VX, Y € T'(TM) igin R*"2

de M lightlike hiperyiizeyinin Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,

VxY =VxY + B(X,Y)N = VxY + a(z)B(X,Y) N, (3.2.9)

ve

VxN = —AyX + 7(X)N = —AxX + a(z)7(X) N, (3.2.10)

dir. (3.2.8), (3.2.9) ve (3.2.10) denklemlerinden VX, Y € I'(T'M) i¢in
Bo(X,Y) = a(2)B(X,Y) (3.2.11)

ve

ANX == &(Z’)ANOX (3212)
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elde edilir (Ferrandez, 2005 ).

Ornek 3.2.1 Ornek 3.1.5 gz 6niine alimrsa Oklid uzaya gore f nin gradienti ve

birim normal vektor alani, sirasiyla,

d _
gradfp = (—2w1,2x,,223) ve Ny = gradfs _ (=21, 22, 23)

lgradfell — /22 + 23 + 2

dir. Boylece R? in null konisinin transversal vektor alani ve sekil operatorii

1
N = N,
2\/x? + 23 + 23
ve
1
Ay =

AN,
N ET T

seklinde elde edilir.

Teorem 3.2.2. R"*2 yar-Oklidyen uzaym M lightlike hiperyiizeyi, U C R"*+2

acgik ciimlesinde C'*° F' fonksiyonu igin

Rank l(‘?F 8F] =1

ozxl’ 7 Oz

olan F(z,, ..., Tpy1) = 0 denklemiyle verilsin. O zaman £ = VF' vektor alam, Ay

nin sifir 6zdegerine kargilik gelen bir 6zvektoriidiir.

Ispat. M, R?"*? yan-Oklidyen uzaym lightlike hiperyiizeyi olmak tizere
VX,Y € I'(T'M) igin M nin Gauss denklemi

VxY = VxY + B(X,Y)N
dir. £ € I'(T'M) igin Gauss denklemi kullanilirsa

Vxé = Vxé+ B(X, 6N
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elde edilir. Boylece bu esitligin her iki tarafi £ ile skalar carpilirsa

B(X,€) = gsu(VxE,€)

olur. Diger taraftan, gsg(&, &) = 0 oldugundan B(X,{) = 0 dir. O halde (3.2.11)
esitligi goz oniine alimirsa VX, Y € T'(T'M) igin

9B(Any€, X) =0

olur. Oyleyse, (3.2.12) esitliginden Ax¢ = 0 bulunur. Bu ise ¢ vektor alaninin

Ay m sifir 6zdegerine kargilik gelen bir 6zvektorii oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.3. {£, X1, ..., X,,}, An sekil operatoriiniin farkh dzdegerlerine kargihik

gelen 6z vektorler olsun. O zaman Ay 1n bu bazlara gore matrisi

Ky 0

Ay = af(x) (3.2.14)

dir. Burada 0, kq, ..., k, An, nin 6zdegerleridir.

Tanmim 3.2.4. M, R"*2 yan-Oklid uzaymm bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M

nin ]Rg+2 da X, dogrultusundaki normal egriligi k, olmak tizere,
Ky = a(x)k, (3.2.15)

ifadesine M nin R"*2 deki N transversal vektor alanina gore normal egriligi denir.

Teorem 3.2.5. M, R™""? yari-Oklid uzaymn bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M
nin RY*? daki sekil operatorii Ay, ve Ay, m farkh {0, ki, ..., k,} ozdegerlerine

karsilk gelen ozvektorlerin  bir ciimlesi {¢, X3,...,X,} olmak {izere bir
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X, € I(T'M) nin X, ..., X,, ile yaptig Oklid acilari, sirayla, 64, ..., 0, ise
kp = a(z) > k;cos® b; (3.2.16)
i=1

dir.

Ispat. R?*? yari-Oklid uzaymn lightlike hiperyiizeyi M ve M nin N lightlike
transversal vektor alanina gore normal egriligi de x, olsun. O zaman k,, M

hiperyiize-yinin normal egriligi olmak iizere

k, :Z k; cos® 0,
i=1

oldugu biliniyor. Boylece (3.2.15) esitligi gtz oniine alinirsa,

Ky = () Z k; cos® 0;
i=1

elde edilir.
Teorem 3.2.6. R"? yar1-Oklid uzaymm bir lightlike hiperytizeyi M ve M
tizerinde asimptotik olmayan bir egri

B:T—M

olsun. (8 nin bir p noktasi ile p deki tegetinden gecen ve M nin p deki birim normali
ile 0; (0 < 0; < %) acis1 yapan bir diizlem ile M nin arakesit egrisi 3; olsun. M
nin 3 ve 3, dogrultusundaki normal egriliklerinin p € 8 N 3, noktasindaki k ve

ko, degerleri i¢in N transversal vektore alanina gore x normal egriligi
k= a ! (x)ko, cos b

seklindedir.

Ispat. M, R"*+2 yar1-Oklid uzaymm bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M, R3™2 nin

hiperytizeyi olmak tizere, 3 egrisinin X, dogrultusundaki k£ normal egriligi goz
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Oniine alinirsa

k = ko, cos6;

oldugu agiktir. Boylece (3.2.11) denkleminden, N lightlike transversal vektor

alanina gére normal egrilik
K = a *(z)ko, cos 0

dir.
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4. YARI-SIMETRIK METRIK VE NON-METRIK KONEKSiYONLU
YARI-RIEMANN MANIFOLDUNUN LiGHTLIKE HiPERYUZEY1

Bu boliimde, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun
lightlike hiperyiizeyinin geometrisi ele alindi. Lightlike hiperyiizeyi {iizerine
indirgenen yari-simetrik metrik koneksiyonun, yari-simetrik fakat metrik olmadig
gosterildi. Bu koneksiyon goz oniine alimarak Gauss ve Weingarten formiilleri,
ikinci temel form ve sekil operatorii gibi geometrik kavramlar elde edildi. Boylece
lightlike hiperyiizeyin Gauss ve Codazzi denklemleri ile bunlarin konformal
geometrideki kargiliklar: verildi. Son olarak, lightlike hiperyiizeyin yari-simetrik

koneksiyonuna gore Ricci egrilik tensoriinii simetrik yapan sartlar elde edildi.

4.1 Yari-Simetrik Metrik Koneksiyonlu Yari-Riemann Manifoldunun
Lightlike Hiperyiizeyi

M, (n+ 2)-boyutlu C'* manifold ve M
oM — M

izometrik immersiyonu ile M icerisine daldirilmig (n + 1)-boyutlu bir lightlike
hiperyiizey olsun., v, 1 < v < n + 1, indeksli g metrik tensoriine sahip yari-
Riemann manifold M olmak tizere, VX,Y € I' (T'M) igin M lightlike hiperyiizeyi

tizerine indirgenen g metriginin ranki n ve
9(X,Y) =9 (X, ¢Y)
dir. Boylece VX,Y €T (TM ) icin yari-simetrik metrik koneksiyon
ViV = VY +7(Y)X - §(X,Y)Q (4.1.1)

seklinde tanimhdir. Burada %, M de Levi-Civita koneksiyon, 7 bir-form ve @,

9(Q, X) = 7(X)
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seklinde tanimlanan bir vektor alanidir. @ vektor alani,
TM = TM & tr(TM)

ortogonal olmayan direkt toplamindan dolayr Q € I' (TM), N € I' (tr (TM)) ve

p fonksiyonu igin

Q= ¢Q + uN (4.1.2)

seklinde yazilabilir.

(o)

V ve %, sirasiyla, V ve V den indirgenmis koneksiyonlar olsun. O halde
VoX,pY € I (TM)ve N € T (tr (TM)) i¢in V ve V koneksiyonlarina gore Gauss

formiilleri, sirasiyla,

VoxdY = ¢(VxY)+ B(X,Y)N (4.1.3)
ve

Vox 6Y = 6(Vx V) +m (X, V)N (4.1.4)

dir. Burada B ve m, sirasiyla, Levi-Civita ve yari-simetrik koneksiyonlaria gore

M nin ikinci temel formu ve (0,2) tipinde tensor alamdir. (4.1.1) esitliginden

Vix 6Y = Vox oY +7(¢Y)oX — G(6X, 6Y)Q (4.1.5)
elde edilir. O halde (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4) denklemleri (4.1.5) de yerine yazilirsa

S(Vx V) +m(X,Y)N = ¢(VxY)+B(X,Y)N+7(Y)sX

(4.1.6)
— 9(X,Y)(¢Q + puN)
bulunur. 7(¢Y) = 7 (Y) oldugu goz oniine alinirsa, (4.1.6) ifadesinden
Vi Y =VyY +7(Y)X - g(X,Y)Q (4.1.7)
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m(X,Y)=B(X,Y) - ug(X,Y) (4.1.8)

elde edilir.

Diger taraftan VX,Y,Z € I'(T'M) igin (4.1.7), (4.1.8) denklemleri kullanilir ve

Teorem 3.1.2 gozoniine alinirsa,

(Vx 9) (Y, 2) = {m(X,Y)+ pg (X,Y)}n(2)

(4.1.9)
+H{m (X, Z) + pg (X, 2)in (Y)
ve (4.1.7) denkleminden % indirgenmis koneksiyon i¢in torsiyon tensorii
TX,Y)=n(Y)X—-7(X)Y (4.1.10)

bigiminde bulunur. Boylece (4.1.9) ve (4.1.10) esitlikleri gz 6niine alinirsa, agagi-

daki teorem verilir.

Teorem 4.1.1. Yari-simetrik metrik koneksiyonlu M yari-Riemann manifoldunun
M lightlike hiperyiizeyi iizerine indirgenen koneksiyon, yari-simetrik fakat metrik
koneksiyon degildir.

V¢X € T(TM) ve N € I (tr(TM)) i¢in V Levi-Civita koneksiyonuna gore

Weingarten formiilii
VoxN = ¢(—AxX) +7(X)N (4.1.11)
dir. Burada Ay, M iizerinde indirgenmis koneksiyona gore sekil operatoriidiir

(Duggal, 1996).

Boylece (4.1.1) ve (4.1.11) denklemleri kullamlirsa, V yari-simetrik metrik konek-

siyonun Weingarten formiilii

!

%¢>X N = ¢((—Ay + ADX = N Q) + (7 (X) — p\)N (4.1.12)
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elde edilir. Burada
A=7(N) ve N = g(¢X,N)

dir.

Onerme 4.1.2. S(TM) ve S(TM) , M iizerinde iki perde dagilim olsun. m ve
m’ de V yari-simetrik koneksiyona gére M nin ikinci temel formu olmak iizere M

tizerindeki ikinci temel form, perde dagilimindan bagimsizdir.

Ispat. Vo X, Y € ' (TM) ve £ € T'(RadT M) igin (4.1.4) denklemi kullamilirsa,

m(X,Y) =§(Vox oY — ¢(Vy Y).€)
= §(Vox ¢Y,6) — g(¢(Vx Y), &)

= §(Vex ¢Y,€)
=m (X,Y)

elde edilir. Bu ise yari-simetrik koneksiyonuna gore ikinci temel formun perde

dagilimindan bagimsiz oldugunu gosterir.

Sonug 4.1.3. Yari-simetrik koneksiyonlu lightlike hiperyiizeyin ikinci temel

formu dejeneredir.

Ispat. VoX € I'(TM) ve ¢ € T'(Rad(TM)) igin (4.1.8) denklemi goz oniine

aliirsa

m<X7€) = B(X,ﬁ)—,ug(X,f)
= 0

bulunur. Boylece m dejeneredir.

P, I'(TM) den I'(S(TM)) ye tammlanan bir projeksiyon doniigiim olsun.

O halde V ve V, sirasiyla, V lineer ve V yari-simetrik koneksiyonlarindan perde
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tizerine indirgenmis koneksiyonlar olmak {izere
TM =S (TM) LTM*

esitliginden perde {izerindeki V lineer ve V yari-simetrik koneksiyonlarina gore

Gauss formiilleri
VixPoY = ¢(Vx PY)+C (X,PY)¢ (4.1.13)

ve

o

Vix POY = 6(Vx PY)+ D (X,PY)¢ (4.1.14)

dir. Boylece (4.1.7), (4.1.13) ve (4.1.14) denklemi kullanilir ve

PQ = PoQ + X¢
degeri yerine yazilirsa, sirasiyla,
D(X,PY)=C(X,PY)— g (X, PY) (4.1.15)
ve
%X PY =Vx PY +7(PY)X — ¢(X, PY) PQ (4.1.16)

elde edilir. Buradan VP¢X, P¢Y, ve P¢pZ € I' (S (T'M)) igin (4.1.16) denklemi

goz Oniine alinirsa

o

(%x 9) (PoY,P9Z) =0 (4.1.17)
ve
T (P$X, PoY) = n(P$Y)PéX — m(P$X)PpY (4.1.18)
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olur. Boylece agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.4. Yari-simetrik koneksiyonlu M lightlike hiperyiizeyin S (T'M)

dagilimi tizerindeki V lineer koneksiyonu bir yari-simetrik metrik koneksiyondur.

VoX € T(TM) ve € € T(TM*') icin V ve % koneksiyonlarmin Weingarten

formiilleri, sirasiyla,
Vexé=—Ac ¢X — 7 (0 X)E (4.1.19)

ve

Vix € = Vaxt +1(£)6X — g(6X,£)60Q (4.1.20)

dir.

o

Teorem 4.1.5. M yarl—Riem;inn manifoldunun V yarl-simetrik metrik konek-
siyonuna gore egrilik tensorii R ve M lightlike hiperyiizeyinin % yari-simetrik
koneksiyonuna gore egrilik tensorii ;2 olsun. O zaman V¢X, oY, ¢Z € I'(TM),
N € T(tr(TM)) ve £ € T(TM?1) igin M nin Gauss-Codazzi denklemleri

G(R (6X,0V)02,6) = (Ve m)(Y:Z) — (Vy m)(X. Z) + m(Y, Z)(r(X) — )
— m(X,2)7(Y) = pX) + m(x(Y)X -7 (X)Y, Z),
(4.1.21)

o
o

J(R (6X,6Y)$Z,N) = g(¢(R (X,Y)Z),N)+m(Y,Z) (~Ay + M) g(¢X, N)
— m(X, Z)(=Ax + M)g(6Y, N) + X'm(X, Z)g(¢Q, N)
— X'm(Y, Z)g(¢Q, N),
(4.1.22)
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(o)
o

J(R (¢X,¢Y)$Z, PW) = g(¢(R (X,Y)Z),PeW)
+ m(Y, Z)(—Ay + A)g(¢X, PeW)
— m(X, Z) (—~Ay + M) g(8Y, PW)
+ Nm(X, Z)g(¢Q, POW) — Xm (Y, Z) g(¢Q, PoW)
(4.1.23)

dir.
o) o)

Ispat. R ve ]o%, sirasiyla, v yari-simetrik metrik ve % yari-simetrik konek-
siyonlarina gore M ve M nin egrilik tensorleri olsunlar. Boylece Vo X, ¢Y,
¢Z € T ((TM)), N € T (tr (TM)) ve £ € T'(TM*) icin (4.1.4) ve (4.1.12) esit-

likleri kullanmlirsa

o
o

R(¢X,0Y)0Z = O(R(X,Y)Z)+m(Y,Z)¢(—Ax + A)X
— m(X,2)¢(~Ax + A Y + Xm(X, 2)Q — N m(Y, Z)Q
+ mE(Y)X —n(X)Y,Z)N +m(Y, Z)(7(X) — pX )N
+ {(Vxm) (Y, 2) — (Vy m)(X, 2)}N = m(X, Z)(r(Y) — uX)N
(4.1.24)

elde edilir. Buradan (4.1.24) denklemi ile £, N ve P¢W vektor demetleri skalar
carpilirsa (4.1.21)-(4.1.23) esitlikleri ile ifade edilen Gauss-Codazzi denklemleri

bulunur.

4.2. Gauss ve Codazzinin Konformal Denklemleri

) [e)

C ve 5, sua&yla,% ve V koneksiyonlarina gore M ve M nin konformal egrilik ten-
sorlerini  gostermek iizere M nin konformal egrilik tensorii, Vo¢X, oY

¢Z € T(TM) ve N € T(tr(TM)) igin

o o [e] o

C (¢X,9Y,0Z,N) = R (¢X,¢Y,0Z, N)+3(X,N) L (¢Y,¢Z) - §(Y,N) L ($X,¢Z)

o

+9(Y,Z) L (pX,N) — g(X,Z) L (¢Y,N)
(4.2.1)
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dir. Burada

2 _ Ric¢Y,02) P
L(¢Y.¢2) = - + 2(n+1)(n)

9, Z) (4.2.2)

dir.
Vo X, oY, 0Z € I'(TM) ve N € I'(tr(T'M)) igin M nin konformal egrilik tensorii

C (6X,0Y,6Z,N) = R($X,8Y,6Z,N)+ g(X,N) L (¢Y,6Z) — g(Y,N) L (¢X,$Z)

+ g(Y,2) L (¢X,N) —g(X,Z) L (¢Y, N)

(4.2.3)
dir. Burada
o _ Ric(9Y,92) p
dir. (4.1.18) denklemi goz oniine alinirsa
Ric(¢Y,0Z) = Ric(@Y,¢Z)+ R (9Y,€ $Z,N) 425

+ m(Y, Z)(—Ax + \])

elde edilir. Boylece VoY, ¢Z € I'(T'M) icin (4.2.1) denkleminde (4.2.2) degeri

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

o 2 (b5 3(%,2))
C(oY.6,02,N) = R(oY.€02,N) - Grfzal (42.6)
Ric(¢Y,0Z)~g(8Y,N) Ric(€,62)+3(Y,Z) Ric(€,N)

+

elde edilir. Ayrica (4.2.6) esitligindeki R nin degeri (4.2.5) de yerine yazilirsa

o

RictoY,07) = U= Ric(V,62)- C (Y. 6,67, N)

b0 a(VZ) _ gVN)Ric(6.62) | g(Y.Z)Ric(&.N) (4.2.7)
2n(n+1) n + n

—m(Y, Z)(—An + M)
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elde edilir. Burada
p= ——+ f(Anx — Al) (4.2.8)
ve
f=m(B, B) = iz A

dir. Boylece (4.2.4), (4.2.7) denklemlerinden
L(9Y.0Z) = L(9Y,6Z)+ 75 C (#Y,£,0Z.N)
+i59(Y, N) Ric(€, 2) + 5m(Y, Z)(—An + AD)

—I—mg(if, Z)f(An — M)

dir. (4.2.1) denkleminde (4.2.3), (4.2.9) denklemleri kullamlir ve yari-simetrik
koneksiyonlu lightlike hiperyiizeyin egrilik tensorii goz oniine alinirsa, Gauss

denkleminin konformal denklemleri

o o

C (¢X, Y, 62, PoW) = $(C(X, YZ PW)) — -5{9(X, PW) C (¢Y, &, ¢Z, P6W)
—g(Y, PW) C (¢X, €, $Z, PoW)

+9(Y, Z) C (¢X, &, PoW, PW)

O

—9(X, Z) C (¢Y, &, PoW, PoW )}
2 {g(Y, PW)g(X, Z) — g(X, PW)g(Y, Z)}
+ P {g(X, PW)g(Y, Z) — g(Y, PW)g(X, Z)}
+2=2(—An + N g(X, PW)m(Y, Z)
+22(— Ay + N)g(Y, PW)m(X, Z)
—9(Y, Z)ym(X, PW) — (X, Z)m(Y, PW)}

— L {g(X, PW)g(Y, Z) — g(Y, PW)g(X, Z)}

+Am(X, Z)g(Q, PW) — Xm(Y, Z)g(Q, PW)

)
)

(4.2.10)
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ve

[e] o

C (X, 9Y,0Z,N) = GC(X,Y,Z,N)) = 5 {n(6X) C (4Y.6,02.N)
—n(¢Y) C <¢X, §,0Z,N) +4(7,2) C (X,&,N,N)
—g(X, 2) C (6,6, N, N)} + Z{n(6Y)g(X, Z)
—n(6X)g(Y, 2)} + n—PW{an) (Y, 2)
—n(¢Y)g(X, Z)} + 22 (—Ax + Mn(6X)m(Y, Z)

+222(— Ay + (oY )m(X, Z)

— 2 {9(Y, Z)m(X,N) — g(X, Z)ym(Y, N)}

LSl (¢ X)g(Y, Z) = n(6Y )g(X, Z)}
+Am(X, Z)n(6Q) — X' m(Y, Z)n(6Q)
(4.2.11)

bigiminde bulunur. Benzer sekilde (4.2.1), (4.2.3) ve (4.2.11) denklemlerinden

Codazzinin konformal denklemi
C (¢X,0Y,67,¢) = $(C (X,Y, Z,€)) (4.2.12)

olur.
4.3. Yari-Simetrik Koneksiyonlu Lightlike Hiperyiizeyin Ricci Egriligi

M, yari-simetrik metrik koneksiyonlu M yari-Riemann manifoldunun lightlike
hiperytizeyi olsun. M lightlike hiperyiizeyinin indirgenmis V yari-simetrik konek-
siyonuna gore Riemann egrilik tensorii; Vo X, ¢Y € I'(T'M) igin (4.1.7), (4.1.23)

ve (4.1.24) denklemleri gozoniine alinirsa,

[e] o

R($X.0Y)E = Vv (A 6X) + C(8Y, Ae 9X)e— Vox (A 9Y) — C(@X, A¢ 9Y)e
+ g(Ae X, Q)0 — g(Ac Y, Q)dX + g(X, A¢ Y)6Q
— (Y, A X)6Q — 7 ($X) Ag 0Y +7(8Y) Ag 9X+ A¢ [6X, Y]
— 27 ($X,¢Y)E
(4.3.1)
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seklinde elde edilir.

VoX,9Y,¢Z € T'(TM) ve {wy, . w,, &} quasi-ortanormal bazi igin M lightlike

e]
hiperyiizeyinin V yari-simetrik koneksiyonuna gore Ricci tensorii

Ric (¢X,¢Y) = Zezg (6X, pwi) @Y, pw;) + g(R(6X,€)pY, N)  (4.3.2)

dir.

Teorem 4.3.1. , yari-simetrik metrik koneksiyonlu M yari-Riemann manifoldunun
lightlike hiperyiizeyi M olsun. O zaman indirgenmis koneksiyonun Ricci ten-
soriiniin simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart S (T'M) tarafindan indirgenen 7

bir formunun kapali, M nin total geodezik ve u fonksiyonunun sifir olmasidir.

Ispat. M, yar-simetrik metrik koneksiyonlu M yarl-Riemann manifoldunun

lightlike hiperyiizeyi olsun. V¢ X, ¢Y € I' (T’ M) igin (4.3.2) denklemi kullanilirsa

Ric(¢X,6Y) — Ric(4Y,¢X) = éagu‘% (6X, gw;) Y, dw;) + g(R (6X, E)6Y, N)
f:lsigu‘iz (8Y, dw;) 6 X, dw:) + g(R ($Y, )6 X, N)

olur. O zaman (4.3.1) denklemi ile pQ = PpQ + X esitligi kullanilhirsa

Ric(6X,9Y) — Ric(¢Y,0X) = C(0Y, A¢ 9X) — C(¢X, A¢ ¢Y) — 2d7 (X, 6Y)
+ {m(X, PQ) + pg(X, PQ)}n (¢Y)
= Am(Y, PQ) + pg(Y, PQ)}n (¢X)
elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Teorem 4.3.2 M , yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifold ve

M, M nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman agagidaki ifadeler denktir.
(i) Ae= 0, € € T (Rad (TM)),
(ii) TM~ paralel dagilimdir,

(ii1) TM* Killing dagihmdr.
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Ispat. (i)&(ii) VoX € T(TM) ve ¢ € (Rad(TM)) igin (4.1.1) denklemi

kullanilirsa

Vox €= — A X — 7 (9X) ¢

elde edilir. Bu ise ¢) ve 1) nin denkligini gosterir.

i) < i) VoZ,¢Y € I'(TM) ve £ € (Rad(TM)) igin Lie tiirevinin tanim

kullanilirsa

(Leg) (Y, 0Z) = &(g(Y,2)) —g([€, ¢Y], 9Z) — g(8Y, [§, 9Z])
= 9(Vay £,67) +9(Vys &,0Y)
= 9(Vay £+ ()Y — g(€, 6Y)Q, 62)
(Vor &+ ()07 — g(€,62)$Q, 6Y)
(Voy €,0Z) +9(Voz & 6Y)
(= Ag OY —7 (V) E,02) + g(— A 67 — 7 (6Z) €,6Y)

- 9

)
(
(
)

<lO <o

= 9
= g

I
o

bulunur.

Onerme 4.3.3. M (c), sabit kesitsel egrilige sahip yari-simetrik metrik konek-
siyonlu yari-Riemann manifold ve M, M (¢) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O
zaman Vo X, ¢Y € I' (T'M) igin

Ric(¢pX,9Y) = —ncg (X,Y)+e,(n—1)m (X, Y)(-Ay+ M), 1 <i<n+1
(4.3.3)

dir.
o

fspat. M (¢) nin yari-simetrik metrik koneksiyonuna gore egrilik tensorii R olmak

tizere Vo X, oY € I'(T'M) igin
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o

R (¢X,w)gY = ¢(R (X, w)Y) +m (w;,Y) (—Ay +AI) X
— m(X,Y)d(~Ay + M) dwi + A m (X,Y)6Q
— Am(w;,Y)¢Q +m (m (pw;) X — m (¢X) w;,Y)
+ {(Vox m) (wi, §Y) +m (w;, Z) (7 (6X) — pX )} N
— {(Vay m) (6X,6Y) +m (X,Y) (7 ($w;) — pA )} N

dir. Boylece M (¢) yar-Riemann manifoldunun c sabit egrilikli oldugu goz 6niine

alinir ve Ricci egrilik tensoriiniin tanimi kullanilirsa
Ric(X,Y)=—ncg(X,Y)+e;(n—1)m(X,Y) (—An + A])

elde edilir.

Teorem 4.3.4. M, (n + 2)-boyutlu M (¢) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O

zaman M nin Ricci tensorii dejeneredir.

Ispat. Ric, M nin Ricci egrilik tensorii olmak iizere Y¢X € TI(TM) ve
£ e T(TM*) igin (4.3.3) denklemi kullanmihirsa

Ric(9X,€) = —ncg(X,€) + e (n— 1) m(X,€)(— Ay +AI)
= 0

elde edilir. Bu ise M nin Ricci tensoriiniin dejenere oldugunu gosterir.

Teorem 4.3.5. M, vyarrsimetrik metrik koneksiyonlu M (¢) yari-Riemann
manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman lightlike hiperyiizeyin Ricci

tensorii simetriktir.

Ispat. VoX ve ¢Y € T'(TM) igin (4.3.3) denklemi kullanilirsa

Ric(X,Y) — Ric(Y,X) = —ncg(X,Y)+ (n—1)em (X,Y) (= Ay +AI)
+ neg (Y, X) — (n— 1) em (Y, X) (~ Ay +AI)
0
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elde edilir. Boylece M nin Ricci tensorii simetriktir.

Teorem 4.3.6. M, yari-simetrik metrik koneksiyonlu M (c¢) yari-Riemann
manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman M nin Ricci tensoriiniin
paralel olmasi icin gerek ve yeter sart M nin total geodezik ve p fonksiyonunun

sifir olmasidir.

Ispat. V, M iizerinde indirgenmis yari-simetrik koneksiyon olmak iizere VoX,

oY ,0Z € T'(TM) igin Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi kullanihirsa

(Vez Ric)(6X,0Y) = —nc( Vo7 g) (6X,6Y)
+ g (n—1)( Vz m) (¢X,dY) (—An + AI)

elde edilir. Boylece (4.1.9) denkleminden

(Vo2 Ric) ($X, 6Y)

_nc{(m(Z7 X) + ,ug(Z7 X))ﬁ (¢Y)
(m(Z,Y) + pg(Z,Y))n (¢ X)}
ei(n—1) (Voz m) (X, 9Y) (= Ay + AI)

olur. Bu ise ispati tamamlar.

4.4. Yar1-Simetrik Non-Metrik Koneksiyonlu Yari-Riemann Manifoldunun

Lightlike Hiperyiizeyi

Bu alt boliimde, yari-simetrik non-metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun
lightlike hiperyiizeyinin geometrisi incelendi. Boliim 4.1 ve 4.2 de yapilan tiim
caligmalarin yari-simetrik non-metrik koneksiyon igin karsiliklar1 elde edilerek

benzer ve farkli sonuclar verildi.

—~

M (n+2)-boyutlu C*° manifold ve M
¢: M — M

izometrik immersiyonu ile M icerisine daldirilmig (n + 1)-boyutlu bir lightlike

o

hiperyiizey olsun. O zaman %, M iizerinde yari-simetrik non-metrik bir
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koneksiyon olmak iizere Vo.X, ¢Y € T'(TM) icin
/v/(z,X QZ5Y = /VV¢X¢Y + 7'('(}7)? (441)

dir. Burada V, M de Levi-Civita koneksiyondur.

° o

V ve V, srasiyla, V ve V den indirgenmis koneksiyonlar olsun. O zaman
VoX,0Y € I'(TM)ve N €T (tr (TM)) igin V ve v koneksiyonlarina gore Gauss

formiilleri, sirasiyla,
Vex¢Y = ¢(VxY)+ B(X,Y)N (4.4.2)

ve

Vox 6V — 6(Vx V) +m (X, V)N (4.4.3)

dir. Boylece (4.4.1) esitliginden
Vox 6Y —Vix 6V + 7(6Y)6X (4.4.4)
olur. (4.4.2) ve (4.4.3) denklemleri (4.4.4) de yerine yazilirsa
S(Vx V) +m(X,Y)N = 6(VxY) + B(X,Y)N + 7(¢Y)oX  (4.4.5)
elde edilir. Boylece (4.4.5) denkleminden
VxY =VyY +7(Y)X (4.4.6)

ve

m(X,Y) = B(X,Y) (4.4.7)

olur. Diger taraftan Vo X, ¢Y,¢Z € I'(T'M) igin (4.4.6), (4.4.7) denklemleri ve

Teorem 3.1.2 g6z 6niine alinirsa
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(Vx 9)(Y,Z) =m(X,Y)n(Z) +m(X,2Z)n(Y)
—7(Y)g(X,2) - n(Z)g (X,Y)

(4.4.8)

elde edilir. Ayrica (4.4.6) denkleminden
T(X,Y) = n(Y)X — n(X)Y

olur. Boylece agagidaki teorem verilir.

Teorem 4.4.1. M , bir yari-simetrik non-metrik koneksiyonlu yari-Riemann
manifoldu ve M, M nin lightlike hiperytiizeyi olsun. O zaman M iizerindeki

indirgenmis V yari-simetrik koneksiyonu metrik koneksiyon degildir.

VoX € I'(TM) ve N € I'(tr(TM)) igin (4.1.11) ve (4.4.1) denklemleri kul-

lanilirsa, \v yari-simetrik non-metrik koneksiyonun Weingarten formiilii

Vox N = —6(iy X) +7(X)N (4.4.9)
seklinde elde edilir. Burada

#(N) = Xve Ay=(Ay— )

dir.

Teorem 4.4.2. S(TM) ve S(TM) , M iizerinde iki perde dagilm olsun. m
ve m', V yarr-simetrik non-metrik koneksiyonuna gore M nin ikinci temel formu

olmak {izere M tizerindeki ikinci temel form perde dagilimindan bagimsizdir.

Ispat. Vo X, Y € I'(TM) ve £ € T'(RadT M) igin (4.4.3) denklemi kullanihirsa

m(X,Y) = §(Vox ¢Y — ¢ (VxY),¢)
= §(Vox ¢Y,€)
= m (X,Y)
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elde edilir. Bu ise yari-simetrik non-metrik koneksiyonuna gore ikinci temel

formun ekran dagilimindan bagimsiz oldugunu gosterir.

P,T(TM) den I (S(TM)) ye tamimlanan bir projeksiyon olsun. O halde
TM = S(TM) L TM*
esitliginden, perde iizerindeki V ve % koneksiyonlarina gore Gauss formiilleri
VoxPoY = ¢(Vyx PY) +C (X, PY)¢ (4.4.10)

ve

o

Vix PoY = ¢(Vx PY)+ D (X, PY)¢ (4.4.11)

dir. Boylece (4.4.6), (4.4.10) ve (4.4.11) denklemleri kullanilirsa
D(X,PY) = C (X, PY) (4.4.12)

ve

o

Vx PY =Vyx PY + 7 (PY) X (4.4.13)

elde edilir. Buradan da (4.4.13) denklemi g6z 6niine alimirsa V ¢X € T'(T'M) ve
P@Y, P¢pZ € T (S (TM)) icin

*

(Vox 9) (POY, PoZ) = —m (P6Y) g (X, PZ) — 7 (P62) g (PY, X)  (44.14)
ve
T (PoX, PpY) = n(PoY)PpX — m(PpX)PpY (4.4.15)
olur. Boylece agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4.3. M bir lightlike hiperyiizey ve S (T'M), M nin perde dagilimi
olsun. O zaman S (T'M) iizerindeki V lineer koneksiyonu yari-simetrik fakat

metrik koneksiyon degildir.
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VoX e ' (TM)veé el (TM L) i¢in v koneksiyonun Weingarten formiilii

Vi € = Vxé+ (€)X (4.4.16)

dir.
(0]

Teorem 4.4.4. M , yari-Riemann manifoldunun v yari-simetrik non metrik
koneksiyonuna gore egrilik tensorii I% ve M lightlike hiperyiizeyinin % yari-simetrik
non-metrik koneksiyonuna gore egrilik tensorii _;% olsun. O zaman V¢X, @Y
¢Z € T(TM), N € T (tr (TM)) ve ¢ € T(TM*) i¢cin M nin Gauss-Codazzi

denklemleri

GR(6X,6Y)6Z,6) = (V)m (Y, Z) — (Vy)m (X, Z)
+m (Y, Z2)7(X)—m (X, Z)7(Y)

(4.4.17)
+m(r(Y)X —7n(X)Y, 2)
—Xe{m (X, Z) —m (Y, Z)},
J(R(¢X,¢Y)9Z, N) =g(¢(R(X,Y)Z),N) = m(Y,Z)N (4.4.18)

+am (X, Z) N,

G(R(6X,0Y)Z, PW) =g(¢(R(X,Y)Z),PW)—m(X,Z)PW
+m (Y, Z) PW +m(X, Z)D(Y, PW) (4.4.19)
—m(Y, Z)D(X, PW)

ve

HROX,0V)0Z,PW) =g@(RXY)Z),PW)—mX,2)PW

dir.
o o

ispat. R ve ;2, sirasiyla, V ve % koneksiyonlarina gore M ve M nin egri-
lik tensorleri olsunlar. Boylece VoX, Y, 0Z € I'(TM) N € I'(tr(T'M)) ve
£ e T(TM*4) igin (4.4.3) ve (4.4.9) denklemleri kullamlirsa
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o

R(6X,0Y)6Z = ¢(R(X,Y)Z)+(Vx)m(Y,Z)N — (Vy)m (X, Z) N
tm(r (V)X =7 (X)Y,Z)N —m(Y,Z) Ay 6X (4.4.21)
+m (X, Z) Ay Y + {m (Y, Z) 7 (X) —m (X, Z) 7 (Y)} N

elde edilir. Buradan (4.4.21) ile &, N ve P¢pW vektor demetleri skalar ¢arpilirsa
(4.4.17)-(4.4.20) esitlikleri ile ifade edilen Gauss ve Codazzi denklemleri bulunur.

Teorem 4.4.5. M , yari-simetrik non-metrik koneksiyonlu yari-Riemann mani-
fold ve M, M nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman indirgenmis koneksiy-
onun Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart S(7M) tarafindan

indirgenen 7 1-formunun kapali ve M nin total geodezik olmasidir.

Ispat. M, yari-simetrik non metrik koneksiyonlu M yarl-Riemann manifoldunun
lightlike hiperyiizeyi olsun. Vo X, ¢Y € I' (T'M) igin (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri

kullanilirsa

Ric (6, ¢Y) = Ric(¢Y,¢X) = D(Y,A¢ X) = D(X, A Y) +m(X, PQ)n (¢Y)
— m(Y, PQ)n (¢X) — 2d7 (¢X, ¢Y)
elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Teorem 4.4.6. M (¢), sabit kesitsel egrilige sahip yari-simetrik non metrik konek-
siyonlu yari-Riemann manifold ve M, M (¢) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O

zaman Vo X, ¢Y € I' (T'M) igin
Ric(¢X,9Y) = —ncg(X,Y)—(n—1)m(X,Y) (4.4.22)

dir.

o

Ispat. M (¢) nin yari-simetrik non-metrik koneksiyona goére egrilik tensorii R

olmak iizere, Vo X, ¢pY € I' (T'M) i¢in M nin Ricci tensorii tanimindan
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o

(6X,6w)Y = 9(R (X,w) Y) + (Vi m) (i, Y) N = (Vo m) (X,¥) N
+m (7 (w) X — 7 (X)w;, Y)N
—m (w;,Y) Ayo X + m (X,Y) Anow;
+{m(w;,Y)7(X) —m(X,Y) 7 (w;))} N

o

bulunur. Boylece M (¢) nin sabit kesitsel egrilikli oldugu goz oniine almir ve Ricci

egrilik tensoriiniin tanimi kullanilirsa
Ric($X,¢Y) = —neg (X,Y) — (n — 1)m (X, Y)

elde edilir.

Teorem 4.4.7. M, (n+ 2)-boyutlu M(c) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. O

zaman M nin Ricci tensorii dejeneredir.
Ispat. Ric, M nin Ricci egrilik tensorii olmak tizere VoX, Y € I'(TM) igin
(4.4.22) denklemi kullanilhirsa

Ric(¢X,€) = 0

olur. Bu ise Ricci tensoriiniin dejenere oldugunu gosterir.

Teorem 4.4.8. M, yari-simetrik non-metrik koneksiyonlu M (¢) yar-Riemann
manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman M nin Ricci tensorii simetrik-
tir.

Ispat. VX, ¢Y € I' (TM) icin (4.4.21) denklemi kullanilirsa

Ric(¢X,9Y) — Ric(¢Y,9pX) = —ncg(X,Y)+(n—1)m(X,Y)
+neg (Y, X) — (n = 1)m (Y, X)
—0

elde edilir. Boylece M nin Ricci tensorii simetriktir.

Teorem 4.4.9. M, yari-simetrik non-metrik koneksiyonlu M (¢) yar-Riemann
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manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman M nin Ricci tensoriiniin
paralel olmasi icin gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.

Ispat. OV, M tizerinde indirgenmis yari-simetrik non-metrik koneksiyon olmak
tizere Vo X,¢Y € T'(TM) igin Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi tamimi kul-

lanilirsa

(VozRic) (0X,9Y) = VyzRic(dX,dY) — Ric(Vyz6X,¢Y) — Ric(¢X, Vyz0Y)
= Vyz(—ncg (X,Y) + (n —1)m (X,Y))
+ncg(Vez X, Y) + (n — 1) m(Vyz0X, ¢Y)
+ncg(¢X, VzgY) + (n —1)m (X, VzY)
= —nc(Vyzg) (X, 0Y) — (n = 1) (Vgzm) (6X, ¢Y)

elde edilir. Boylece (4.1.9) ve (4.4.7) denklemleri g6z 6niine alinirsa

(VgzRic) (9X,9Y) = —nc{m(Z, X)n(¢Y) +m(Z,Y)n(¢X)}
—m(¢X)g(Z,Y) — m(¢Y)g(Z, X)
—(n —1)(Vyzm) (¢X, ¢Y)

olur. Bu ise ispati tamamlar.
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5. YARI-SIMETRIK METRIiK KONEKSIiYONLU YARI-RIEMANN
MANIFOLDUNUN LiGHTLIKE ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun
lightlike altmanifoldu iizerine indirgenmis koneksiyonun yari-simetrik fakat metrik
olmadig elde edildi. Boylece, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann
manifoldunun lightlike hiperyiizeyleri i¢in verilen teorem ve sonuclarin lightlike
altmanifoldlara genellemesi yapildi. Ayrica yari-simetrik metrik koneksiyonlu
yari-Riemann manifoldunun yari-simetrik koneksiyonlu lightlike altmanifoldlar:
i¢in elde edilen teorem ve sonuglar; benzer sekilde yari-simetrik non-metrik konek-

siyonlu yari-Riemann manifoldunun lightlike altmanifoldlar: i¢in de goriiliir.
5.1 Yari-Simetrik Koneksiyonlu Coisotropik Altmanifold.

M, (m + n)-boyutlu C* yari-Riemann manifold ve M,
¢: M — M

izometrik immersiyonu ile M icerisine daldirlmis m—boyutlu bir coisotropik
altmanifold olmak tizere, M deki V yari-simetrik koneksiyon VX,Y € I'(TM)
icin

ViV =ViY +7(V)X - 5(X,Y)Q (5.1.1)
seklinde tanimhdair.

P, TM den S(T'M) ye bir projektif doniigiim olsun. (3.1.1) ve (3.1.4) denklemleri

goz oniine alinirsa, ) ve ¢@) vektor alanlari, sirasiyla,

Q = ¢Q+ i i Ni, (5.1.2)
=1
ve
Q= PopQ+ > n,(¢Q)E;, (5.1.3)
i=1

seklinde yazlabilir.
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V, V Levi-Civita koneksiyonunun coisotropik altmanifold iizerine indirgenen bir
lineer koneksiyonu olsun. O halde V¢X,¢Y € I'(T'M) icin V koneksiyonuna gore

Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
VoxdY = ¢(VxY) +h(X,Y) (5.1.4)

ve

VoxN; = —¢(An,X) + VixN;, 1 < i <, (5.1.5)

dir. Burada ¢(VxY), ¢(An,X) € T(TM) ve h(X,Y), VyxN; € T(ltr(TM)),
1 <1< n,dir.

Q [e)

V yari-simetrik metrik koneksiyon ve V, V dan indirgenen bir koneksiyon olsun.
O halde Vo X, oY € I'(T'M) ve N; € I'(itr(TM)),1 < i <mn, igin (5.1.1) denklemi

kullamlrsa V koneksiyonuna gore Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
Vex oY = ¢(Vx V) +m(X,Y) (5.1.6)
ve

Vi N =3 ~0((An X ~n QX ~n(0)Q)+ (ThNimpun (6QN) (.17)
olur. Burada
() =32 m(6Q). FGX.N) =3 n(6%). 1< 5 <
dir.
Vo X, oY € I'(T'M) igin M nin U koordinat komsulugu iizerinde, B;, D; simetrik

bilineer formlar1 ve P;;, 1 < 4,5 < n, 1-formlar

D1<X7Y) - g(m(Xv Y):§Z)7
Pi(X) = g(VixNig) , 1<ij<n,
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seklinde tanimlanirsa,
n

WX,Y) =) Bi(X,Y)N;,
m(X,Y) :i D;(X,Y)N;,

=1

VaxN; = PyNj1<j<n

i=1

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

elde edilir. Burada B; ve D;, 1 <1 < n, sirasiyla, simetrik ve yari-simetrik konek-

siyonlu coisotropik altmanifoldlarin ikinci temel formlaridir. Béoylece (5.1.8),

(5.1.9) ve (5.1.10) denklemleri (5.1.4), (5.1.5), (5.1.6) ve (5.1.7) de yerine yazilirsa

n

VixoY = ¢(VxY)+ Y Bi(X,Y)N,,

i=1

n

/VV¢XN]- = —qb(ANiX)—l- Z Piij, 1<i:<n

— J— )

=1

§¢X Y = ¢(VxY)+ Zn: Di(X,Y)N;,

i=1
ve

Vox N =% {8((AnX = (6Q)DX = ni(X)6Q
+ (P (X)N; — pm; (9 X)Ni) }
elde edilir.

Vo X,0Y € I'(T'M) igin (5.1.1), (5.1.11) ve (5.1.13) denklemlerinden

G(Vx V)4 3 D(X.Y)N; = 9(VxY)+ & Bi(X.YV)N;

+7(9Y)¢X — §(0X, 0Y)Q.

dir. Boylece (5.1.2) ve (5.1.3) esitlikleri (5.1.15) de yerine yazilirsa

S(VxY)+ 3 Di(X, V)N, =¢(Vy Y +x(Y)X — g(X,Y)Q)

=1

¢ £ BOGY) - mo(K VN,

o3

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)



olur. Boylece (4.1.16) dan
Vi Y = VyY +7(Y)X — g(X,Y)Q, (5.1.17)

ve
Di(X,Y)=Bi(X,)Y) — pg(X,Y), 1 <i<n, (5.1.18)
elde edilir.

VoX € T(TM) ve & € T(TM*), 1 < i < mn, igin (5.1.12) denklemi goz 6niine

alinirsa
n

%wc &= 6(Vx £)+ Y. Di(X,6)N, 1<i<n, (5.1.19)

=1
bulunur. Buradan

Di(X,&) =0

ve

DZ(X7€]) + D](X7§z) =0

olur. Boylece (5.1.1), (5.1.6),(5.1.7) ve (5.1.10) denklemlerinden
Py(X) = -n;(Vx§;), 1 <i,j <n, (5.1.20)

elde edilir.

Vo X,0Y € I'(T'M) igin (5.1.17) ve (5.1.18) denklemleri gtz oniine alinirsa

(Vax 9) (6Y,62) =3 {(Di(X,Y) + pig(X.Y))ni(62)

(5.1.21)
—(Di(X, 2) + mig(X, Z))n,(9Y) }
olur. Ayrica (5.1.17) denkleminden
TX,Y)=nY)X —n(X)Y (5.1.22)

dir. Boylece (5.1.21) ve (5.1.22) den agagidaki teorem verilir.

Teorem 5.1.1 Yari-simetrik metrik koneksiyonlu M yarl-Riemann manifoldunun
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M coisotropik altmanifoldu {iizerine indirgenen koneksiyon yari-simetrik fakat

metrik koneksiyon degildir.
P, TM den S(T'M) ye projektif doniigiim olsun. V¢ X ,pY € I'(T'M) igin (3.1.1)

denklemi gz oniine alinirsa, perde dagilim tizerindeki V ve V koneksiyonlarina

gore Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
Vox PoY = 6(Vx PY)+ Jy (X, PY) (5.1.23)

ve
*

Vox POY = ¢(Vy PY)+ 1 (X, PY) (5.1.24)

dir.  Burada ¢(Vyx PY) , ¢(Vx PY) € D(S(TM)) ve h (X,PY)
m (X,PY) € I'(RadT M) dir. VoX,0Y € I'(TM) igin perde iizerindeki ikinci

temel formlar F; ve C;, sirasiyla,
E(X,PY) =9 (h (X, PY),N;) (5.1.25)

ve

Cy(X,PY) =g (m (X,PY),N;), 1 <i<n, (5.1.26)

seklinde tammlanirsa (5.1.23) ve (5.1.24) denklemleri

n

VoxPoY = ¢(Vx PY)+ S E(X, PY)E, (5.1.27)

=1

ve
*
n

Vix PoY = 6(Vy PY)+ S Ci(X, PY)E, (5.1.28)

i=1
olur. O halde (5.1.3), (5.1.27) ve (5.1.28) denklemleri goz oniine almirsa V¢.X,
oY e I(TM) ve & € T'(ltr(T'M)) igin
B(Vx PY)+ 3 GUX. PY)§ = 6(Vx PY)+ X E(X, PY)§ +7(P9Y)6Q
~ 90X, POY)(POQ+ 3 (6Q)E).
(5.1.29)
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bulunur. Boylece (5.1.29) denkleminden

ve
*

Vx PY =Vx PY + 7(PY)Q — g(X, PY)PQ (5.1.31)

olur. Diger taraftan Vo.X,¢Y € I'(T'M) igin (5.1.1) ve (5.1.31) denklemleri goz

Oniine alinirsa

*

Vox (9(PoY, PoZ)) = 0 (5.1.32)

ve
T (6X,0Y) = n(PoY)pX — n(PopX)oY) (5.1.33)
elde edilir. Boylece (5.1.32) ve (5.1.33) denklemlerinden asagidaki teorem yazilir.

Teorem 5.1.2. M, yari-simetrik metrik koneksiyonlu bir yari-Riemann manifoldu

ve M, M nin coisotropik altmanifoldu olsun. O zaman M nin S(T'M) perde

dagilimi tizerindeki V lineer koneksiyonu bir yari-simetrik metrik koneksiyondur.

VoX € T'(TM) ve &, € T'(RadTM), 1 < i < mn, igin (5.1.16) denklemi kullanilir
* x L
ve Tamm 2.6.2 goz oniine ahnirsa, Ag, ¢X € T'(S(TM)) ve Vi &; € T'(RadT M),

1 <4 < n, olmak iizere % koneksiyonuna gore Weingarten formiilii
o % % L
Vox & = — Ag, 0X+ Vix &, (5.1.34)

dir.

Simdi de Weingarten formiiliiniin 1-formlar cinsinden ifade edilebilecegini gostere-
lim. W;;(¢X) bir 1-formu, 1 <i,5 <mn,
_t

VVz(X) :5 (V¢X §¢7Nj),

seklinde tanimlanir ve (5.1.34) denkleminde yerine yazilirsa
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Vix &= — Ae, 06X+ S Wy(X)E,, 1<i<n, (5.1.35)

j=1

olur. Boylece (5.1.4), (5.1.5), (5.1.8), (5.1.10), (5.1.27) ve (5.1.35) denklemleri

kullanilirsa
Ei(X,PY) =g (An.¢X, P§Y), (5.1.36)
Bi(X,PY) =0 (A¢,6X, PgY), 1 <i<nmn, (5.1.37)
ve
Wii(X) = —F;(X), 1 <i<mn, (5.1.38)

elde edilir. Boylece (5.1.38) goz oniine alinirsa (5.1.35) esitligi ,

Vox &= — Ae, X = 3. Py(X)¢;, 1<i<n, (5.1.39)
j=1
olur. O halde YpX € I'(T'M) igin g*i: a;&; esitligi goz oniine alinirsa ](fi: LN,
ve

Py(6X) =Py (6X) + ¢X (Logay)

elde edilir. Burada P, ¢; € I'(RadT'M) ve P;; 1-formunun dig tiirevi
AP(6X,6Y) = L{X(P(6Y)) — 6Y (P(6X)) ~ P9X, Y]}, 1 i <,

seklinde tanimhdir.

Teorem 5.1.3. M, yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifold ve
M, M nin coisotropik altmanifoldu olsun. O zaman perde dagiliminin integral-
lenebilmesi icin gerek ve yeter sart perde dagihmi tizerindeki 7,
1 <1 < n, I-formlarin kapali olmasidir.

Ispat %, M iizerinde indirgenmis yari-simetrik koneksiyon olmak iizere VX,
oY € I'(T'M) igin (5.1.2), (5.1.3), (5.1.28) ve (5.1.37) denklemleri goz oniine

alinirsa
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* *

$X,6Y] = ¢(Vx PY) - ¢(Vy PX)+ 3 {GI(X. PY) = G(Y. PX)

£ OX((0Y) Y (n(@X)IEt 3 {m(6X) A, Y —1(6Y) Ag, 6X)

+ 3 {(OY)Py(6X) = 0,(6X) Py(@Y) e, + m(6X)pY — (6 )X
]’Z_
(5.1.40)
bulunur. Boylece (5.1.40) denklemi, lightlike transversal vektor demeti IV,

1 <@ < n, ile skalar carpilirsa

9 ([pX,¢Y],N;) zé (Ci(X, PY) — Cy(Y, PX)

+oX(10,(9Y)) — oY (n;(6X))}
+ 3 {0V )Py(6X) — mi(@X) Py(6Y)}

]Z—

+ 5 {r(6X)mi(6Y) - (0¥ Ini(6X))

(5.1.41)

olur. Boylece

NgE

2dn, (¢ X, 0Y) =¥ {Ci(X, PY) = Ci(Y, PX)

{n:(9Y) Py (0X) — n;(¢X) Py (6Y)} (5.1.42)

1

{m(0X)n,(¢Y) — m(¢Y )i (6 X)}

Il
—

7

<.
=
I

+
+

NgE!

Il
—

A

bilunur. O halde (5.1.3) ve (5.1.39) denklemlerinden

2dn,(6X, #Y) = Ci(X, PY) — C4(Y, PX), 1 <i<n, (5.1.43)

ve

n,([PoX, PoY]) = Cy(X, PY) — Ci(Y, PX), 1 <i<nmn, (5.1.44)
elde edilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

Simdi de yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldun coisotropik
altmanifoldunun Gauss ve Weingarten formiilleri elde edllecektlr V yari-simetrik
koneksiyonlu M yarl-Riemann manifoldunun egrilik tensorii R ve V indirgenmis

koneksiyonlu M coisotropik altmanifoldun egrilik tensorii R olsun. Boylece Vo X,
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oY, ¢Z, $W € T(TM) ve &, € T'(RadT M) icin (5.1.13), (5.1.14) ve (5.1.37)

denklemleri kullanilirsa,

o
[e]

R(6X,6Y)6Z = (R(X.Y)Z)+ X {(Vax D)@Y. 6Z)N; ~ (Vv D)(6X.0Z)N:}
+ % DY.Z){=0((Ax, ~ n(X)DX = 0,(X)Q)

+(Pj (¢ X)N;j — pim; (X )N;) }
— 5 DiX, 2){—((Ax, — m(X)DY = 1,(Y)Q)

+(Pz‘j(¢y>Nj — (Y )Ni) },
(5.1.45)

ROX.0Y)6 = 6(R(X.Y) &)+ & {(Vox D)6V, E)N: — (Vor D) (6X. 6N}
3 DYE)-0((Av, ~ n(X)DX ~n(X)Q)

+(Pi (¢ X)N; — pini(9X)Ni)
= 3 DiX.&){~d((Ax, = n(X)DY =0, (¥)Q)

i,j=
(5.1.46)

ve

o

R(6X.0Y)6 =Ver (Ag ¢X)+

o

3

{Ci(0Y, Ag, 6X) +1,(9Q)g(4Y, Ae, 6X)}E,

s L

*

— Vx (Ag, 0V)— X {CUOX. Ag, BY) +1(9Q)a(8X, g, 9Y)}E,
3 {Pa(Y) Ag, 60X — Pi(X) Ag, 0V +g(Ag, 6X,6Q)8Y
—9(Ae, B, 0Q)0X + g(6X, Ae, 6Y)0Q — g(8Y; Ae, 6X)$Q
—2dPy (X, 0Y)E,}, 1<k <n
(5.1.47)
elde edilir.

[e)

Teorem 5.1.4. M yari-Riemann manifoldunun v yari-simetrik metrik koneksi
yonuna gore egrilik tensorii ]OSL ve M coisotropik altmanifoldunun % yari-simetrik
koneksiyonuna gore egrilik tensorii }O% olsun. O zaman V¢X, ¢Y, ¢Z € I'(TM)
ve PoW € I'(S(T'M)) i¢in M nin Gauss ve Codazzi denklemleri

29



o

g(R

§(R

9(R

dir.

9(R

(¢X,9Y)¢Z, PoW)

o

o

— S ADUY, 2)Ci(X, PW) + n,(¢Q) Di(Y, Z)g(X, PW)

=1

— 1;(¢X)g(X, PW) — n;(¢X)g(Q, PW)
— (oY )g(Y, PW) — n,(8Y)g(Q, PW)},

(5.1.48)

=3 {(Vox D)(6Y,62) = (Voy D)(6X, 62)
+D(Y, Z)(Pu(¢X) — pmy(6X) (5.1.49)
_Di<X7 Z)(Pii(ng) - Mmi(cﬁY))},

_I_

S9(R (X,Y)Z, N:))
3 DY, 2){=ni(@X)m(6X) — m(6Qmi(6Q)}
3 DX, Z){=n (Y ) 8Y) = ni(0Qmi(6Q)},

(5.1.50)
=3 {Cu(Y: Ag, 0X) — Cu(6X. Ag, 6Y)
+(Di(¢X, POY) + p1,9(X, PY )1 (4Y)
+(Di(@Y, PoX) + g(Y, PX))j (¢ X) (5.1.51)
+(Di(oY, POX) + p,g(Y, PX))n;.(¢Q)
+(Dr(9X, POY) + p,9(X, PY ), (6Q) }

ispat. R ve ]%z, sirasiyla, v yari-simetrik metrik ve V yari-simetrik koneksi-

yonlarina gore M ve M nin egrilik tensorleri olsunlar. Buna gore Vo X, ¢Y, ¢Z,
oW € I'(TM) N; € T'(itr(TM)) ve &, € I'(RadT'M),1 < i < n, i¢gin (5.1.45)-
(5.1.47) egitlikleri kullanilirsa Gauss ve Codazzi denklemleri elde edilir.
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Teorem 5.1.5. M yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun
coisotropic altmanifoldu M olsun. O zaman M nin Ricci tensoriiniin simetrik
olmasi icin gerek ve yeter sart M nin total geodezik, p,, 1 < i < n, fonksiyonunun

sifir ve

> dPy, =0

k=1

olmasidir.

Ispat M, yar-simetrik metrik koneksiyonlu M yari-Riemann manifoldunun
coisotropik altmanifoldu olsun. Vo X, @Y, ¢Z, oW € T'(TM), N; € T'(itr(TM))
ve &, € I'(RadT M), 1 <i<mn,igin (4.2.2), (5.1.30), (5.1.36), (5.1.37) ve (5.1.45)

denklemleri kullanilir ve birinci Bianchi 6zdesligi g6z oniine alinirsa,

n

Ric(¢X, 0Y) = Ric(Y,0X) = = { (Ci(Y, Ag, 0X) = Ci(8X, Ag, 9Y)

((Di(¢X, PoQ) + p1;9(X, PQ))ny.(¢Y)

—((Di(¢Y, PoQ) + p1;9(Y, PQ))ny,(¢X)
+((Di(8Y, PoX) + p1;9(Y, PX));.(6Q)
—((Di(¢X, PoY) + 11;9(X, PY))1;,(6Q)
—2d P (¢ X, 9Y) }

_|_

(
(
(
(

(5.1.52)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Onerme 5.1.6. M(c), sabit kesitsel egrilige sahip yari-simetrik metrik koneksi-
yonlu yari-Riemann manifoldun bir coisotropik altmanifoldu M olsun. O zaman

Vo X, oY € I'(T'M) i¢in M nin Ricci tensorii

Ric(¢X,9Y) = —meg(X,Y)+ 3 {Di(&;, 9Y ) (1;(An, 0 X)

_77i(¢X)77j(¢X) - m((ﬁX)nj(qﬁQ)
+(Di(¢X, 9Y) + Di(¢ X, ¢Y )n;(6Q) }
=% il Ax, — m(w)) D¢ X, 6Y)

(5.1.53)
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dir.
o)

Ispat M (¢) nin yari-simetrik koneksiyona gore egrilik tensorii R olmak iizere Vo X
¢Y € I'(T'M) igin (5.1.45), (5.1.46),(5.1.50) denklemleri kullanilir ve Tamim 2.2.20

g6z oniine alinirsa,

Ric(9X,6Y) = —(m —n)eg(X.¥)= "5 3 ce(Ax, = n;(wi)) D¢ X, 6Y)
=neg(X,Y)+ 5 AD(E,6Y 1y (An6X) = mi(9X )y (9X)
~m(X)n;(6Q)}+ 3 {Di(6X, 6Y) + DiloX, 0¥ )n;(6Q))

elde edilir.

Teorem 5.1.7. M (¢) yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann uzay

formunun coisotropik altmanifoldu M olsun. O zaman radikal dagilim paraleldir.

Ispat %, M yari-Riemann manifoldunun bir yari-simetrik metrik koneksiyonu

olmak tizere, VX € I'(TM) ve {;,§; € [(RadT M), 1 <4,j <n, igin

§(Ve, &,0X) = —g(&;, Ve, ¢X)
dir. Boylece (5.1.13) denklemi kullanilir ve total umbilik tanimi gézoniine alinirsa

9(Ve, €, 0X) = =9(€;, 6(Ve, X)+ X Dil6X, &) N)
— - ¥ Di(X.¢&)
== 29 (90X, &) H;
=0
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

5.2. Yari1-Simetrik Koneksiyonlu Lightlike Altmanifoldlar

M , (m+mn)-boyutlu yari-simetrik koneksiyonlu yari-Riemann manifold ve M, M

nin m-boyutlu lightlike altmanifoldu olsun. Buradan V¢ X, ¢Y € I'(T'M) icin

Vex 0Y = Vox oY +7(Y )X — §(¢X, Y)Q (5.2.1)
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dir. Burada N,, € T(Itr(TM)),Ws € T(S(TM*1)),1 <a<n,r+1< 8 <n, igin

Teorem 2.3.8 goz 6niine alimirsa, Q vektor alam

Q = ¢Q+ Z Ao Nt Z AW (5.2.2)

B=r+1

° o

seklinde yazilabilir.  Boylece V ve V., sirasiyla, V ve V dan indirgenen
koneksiyonlar olmak iizere Vo X, ¢Y € I'(T'M) igin V ve % koneksiyonlaria gore

Gauss denklemleri, sirasiyla,

VxdY = Vyx oY + Z he (X, Y )N+ Z h5 (X, Y)W (5.2.3)
B=r+1
ve
V¢X oY V¢X oY + Z X Y N+ Z mﬂ X Y)W (524)
a=1 B=r+1

dir. Boylece (5.2.2), (5.2.3) denklemleri (5.2.4) de yerine yazilirsa

VxY =Vy ¥V +7(Y)X — g(X,Y)Q (5.2.5)
ve

ml = hf—)dag, 1<a <, (5.2.6)

my = hj—Agg, 7+1< 6 <n,

o

elde edilir. Diger taraftan (5.2.2), (5.2.3) ve (5.2.4) denklemleri kullanihr ve V

nin metrik koneksiyon oldugu g6z 6niine alinirsa

1

X, Z) + Aag(X, Z))n(¢Y )}

(Vex 90¥,62) = &AWV +hagXV0(07) )
4

o=
+ (m
olur. Bu ise coisotropik altmanifold iizerine indirgenen koneksiyonun metrik

olmadigin ifade eder.
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Simdi de coisotropik altmanifold icin Weingarten formiillerini elde edelim.
V¢pX € I'(TM), N, € T(ltr(TM)) ve W5 € T'(S(TM™)) igin (5.2.1) esitligi ile

Tanim 2.3.2 kullanilirsa % yarl-simetrik koneksiyonu i¢in Weingarten formiilleri
Vox No = (A, +€a)0X +10(6X)0Q + Vix N, + D*(X,N,)  (5.2.8)

ve

6¢X Ws = —AWﬁ¢X + D£<X, Wg) + VZXWﬁ + egAgp X (5.2.9)
dir. Boylece Vo X, oY, ¢0Z € T(TM), 1 < a <r,r+1 < < mn,icn (5.2.4),

(5.2.8) ve (5.2.9) denklemleri kullanilirsa, V koneksiyonuna sahip yari-Riemann

manifoldunun egrilik tensorleri;

R(6X,0Y)0Z = (R (X,Y)Z) —mi(Y, Z)An, 06X +mh(X, Z) Ay, oY

(
+m%(X, Z) Aw, 0 X — mi(Y, Z) Aw, 0 X + m4(Y, Z)earad X

—m(X, Z)eara®Y +my(Y, Z)ephsd X — mi(X, Z)ephapY
me (Y, Z)1a(6X)Q — mg (X, Z)n.(8Y)6Q +me, (Y, Z)Vix Na
Me(X, Z)V gy No +m3(Y, Z)D(X, Ws) — m(X, Z) D (Y, W)
~(Voym) (06X, 0Z) No + (Voxmg)(8Y, ¢ Z) N (5.2.10)
Mg (Y, Z)10(¢X)XaNo — mig (X, Z)1,(6Y ) XaNa

)@Y, 0Z)Ws — (Veymg)(¢X, 9Z)W,

+(Vexmp) (@Y, 92)Wp — (Vgymp) (9 X, ¢Z)W,
+mg (Y, Z)D*(X, Na) — mig (X, Z)D*(Y, Na) + mj(Y, Z)Vix W

+(V¢Xm

—my(X, Z)ViyWs + ma(Y, Z)no (6 X)AsWs — mb (X, Z)n, (oY) AsWp,

R (¢Xa ¢Y)Na - ¢(R€(Xa Y)Na) + mﬁ(Y, ANQX)Na - mﬁz(X7 ANQY)Na
+DX, D*(Y,N,))N, — DY, D*(X, N,)) N,
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+(Voy A)(No, X)) — (Vyx A)(Na, 9Y) + Aps(x n.)Y
—Apsw,Na) X + (Vox D*)(Y, No)W5 — (Vy D*) (X, No)Wp
+m? (Y, AN, X)Ws — m*(X, AN, Y ) W5 (5.2.11)
(@Y {Vx¢Q +me (X, Q)Na +mi (X, Q)Ws}
(0 X){ Vv ¢Q +mg (Y, Q) No + mi (Y, Q)Ws}

ve

R (¢X,¢YV)W5 = ¢(R (X, Y)W +mi (Y, Aw, X)Wy — mS (X, Aw,Y) W)
+D*(X, DY, W))W — D*(Y, DY(X, Wp))Wj
+H(Vay A) (W5, 6X) — (Vox A)(Wp, ¢Y) + D(X, W) Aw, Y
— DY, W5)Aw, X + (Vyx D) (Y, W) — (Vy D) (X, W)
+mi (Y, Aw, X )N, — m& (X, Aw, YN, (5.2.12)

bi¢iminde bulunur.

Teorem 5.2.1. M yari-simetrik metrik koneksiyonlu bir yari-Riemann mani-
foldunun lightlike altmanifoldu M olsun. O zaman 1% ve ]O{, sirastyla, M ve M nin
egrilik tensorlerini olmak iizere Vo X, Y, ¢Z, ¢U € T'(TM), N, € T'(ltr(TM)) ve
Ws € [(S(T'M™)) igin M nin yap1 denklemleri ;
§(R (6X,90Y)0Z. POU) = g(9(R (X.Y)Z), PU) = m{(Y, Z)§(An,6X, PU)
+m (X, Z)§(An,8Y, PU) + m(X, Z)§(Aw, Y, PU)
—m3(Y, 2)3(Aw, ¢ X, PU) + mg (Y, Z)earag(X, PU)
—m

X, Z)eghsg(Y, PU) + mj(Y, Z)egAgg(X, PU)
X7 Z)ga)\ag(Y, PU) + mﬁz (Y7 Z)na(¢X)g(Q7 PU)

—m

—~~ o~ o~ N

X, Z)na(0Y)g(Q, PU), (5.2.13)

—m

65



o

G(R ($X, Y )Na, POU) = g(Aps(x,na)8Y; PU) = g(Aps(y.n,) 6X, PU)
+9((Vy A)(Na, X), PU) = g((V2A)(Na, Y), PU)
+1,(0Y)9(VxQ, PU) — 1n,(¢X)g(VyQ, PU)

(5.2.14)

ve

o

J(R (¢X,0Y W5, PoU) = +g((VyA)(Ws, X), PU) — g((V,A)(Wp,Y), PU)
+D'(X, W3)g(Aw,Y, PU) — D'(Y, Wj)g(Aw, X, PU)
+9((Vx D)(Y, W), PU) = g((Vy D*)(X, Wp), PU)

(5.2.15)

dir.
o

Ispat. R ve _;'{, sirasiyla, yari-simetrik metrik koneksiyonlu M yari-Riemann
manifoldunun ve M lightlike altmanifoldunun egrilik tensorleri olmak iizere, Vo X,
Y, ¢Z,¢U € T(TM), N, € T(ltr(TM)) ve Wy € T(S(TM%1)) igin (5.2.10),
(5.2.11) ve (5.2.12) esitlikleri PoU vektor alam ile skalar carpilirsa (5.2.13),
(5.2.14) ve (5.2.15) denklemleri elde edilir.

Ornek 5.2.2. R4 nin M yiizeyi

5 ol +a? 4 log(14 (a' —22)?)

T’ = , x
NG 2

seklinde verilsin. Boylece M yiizeyi R nin bir lightlike altmanifoldudur ve
TM*+ = Sp{¢}, S(TM) = Sp{X}, S(TM*) = Sp{W} ve ltr(TM) = Sp{N}

dir. Buradan

£ =01+ 0y + /205,

X =V2+ (2! —a?)]0 + [L + (2" — 27)]0s — V2(z" — 2°)0,
W = 2(2? — )9, + V2(2? — 21)05 + [L + (2! — 22)?]0,
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N = —501 + 505 + 505
elde edilir. Boylece

TM = Sp{X} L Sp{€} L Sp{W}® Sp{N}

denklemi saglanir.
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