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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
S-KAPALI UZAYLAR

Esra YENIARAS

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Mustafa CICEK

Bu tez {i¢ boliimden olusmaktadir.
I1k, giris boliimiinde tezin amaci verilmistir.

Ikinci boliimde S-kapali uzaylari inceleyebilmemiz icin gerekli olan bazi temel
kavramlar verilmistir. Bu kavramlardan bazilari, yari-acik, yari-kapali, regiiler-acik,
regliler-kapali, regiiler-yari-agik ve o -climledir. Yine yari-i¢, yari-kapanis, yari-
komguluk kavramlar1  verilmistir. Ayrica zayif stirekli fonksiyonlar, yari-siirekli
fonksiyonlar, yari-kapali fonksiyonlar, kararsiz fonksiyonlar, 6n-yari-agik fonksiyonlar
ve Wilansky anlaminda hemen hemen acik fonksiyonlar da incelenmistir. Bu boliimiin
son kisminda ise yari-homeomorfizm tanimi verilmistir.

Ugiincii ve son boliimde S-kapali uzay kavrami tanitilmis ve herhangi bir topolojik
uzaya gore S-kapali olma tanimi da verilmistir. Yine S-kapali altuzaylar incelenmistir.
S-kapali uzaylarin, tamamen baglantisiz uzaylar, QHC uzaylar1 ve H-kapali uzaylarla
olan iliskileri incelenmistir. S-kapaliligin yari-topolojik  bir o6zellik oldugundan,
dolayisiyla da topolojik bir 6zellik oldugundan bahsedilmistir.

2007, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: S-kapali, tamamen baglantisiz, hemen hemen kompakt, yari-agik,
yari-kapali, regiiler-agik, regiiler-kapali, o -climle, yari-siirekli, kararsiz
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ABSTRACT
Master Thesis

S-CLOSED SPACES

Esra YENIARAS

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa CICEK

This thesis consists of three chapters.
In the first, introduction chapter the purpose of the thesis is given.

In the second chapter, some fundamental concepts which will be needed in order to
examine S-closed spaces, are given. Some of these fundamental concepts are, semi-
open, semi-closed, regular-open, regular-closed, reguler-semi-open and « -set.
Futhermore the concepts of semi-interior, semi-closure and semi-neighbourhood are
given. Also, the properties of weakly continuous functions, semi-continuous
functions, semi-closed functions, irresolute functions, pre-semi-open functions and
Wilansky’s almost-open functions, are examined. The description of semi-
homeomorphism is given as the the last part of this chapter.

In the third and the last chapter, the concept of S-closed space is introduced and the
description of being S-closed relative to some topological space, is also given.
Furthermore the S-closed subspaces are examined. The relationships among S-closed
spaces, extremally disconnected spaces, QHC spaces and H-closed spaces are
examined. It is also mentioned that S-closedness is a semi-topological property thus a
topological property.

2007, 75 pages

Key Words: S-closed, extremally disconnected, almost compact, semi-open, semi-
closed, regular-open, regular-closed, « -set, semi-continuous, irresolute
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SIMGELER DiZzZiNi

Topoloji

Kapali altciimleler ailesi

G altuzayimin acik altciimleler ailesi

x noktasinin komsguluklar ailesi

x noktasiin yari-komsuluklar ailesi

X in yari-agik altctimleler ailesi

X in yari-kapali altctimleler ailesi

X in regiiler-acik altciimleler ailesi

X in regiiler-kapali altciimleler ailesi

X in regiiler-yari-agik altctimleler ailesi
A cilimlesinin ici

A ciimlesinin yari-igi

A cilimlesinin kapanis

A ciimlesinin yari-kapanig

A ciimlesinin G altuzayma gore kapanigi
A climlesinin X uzayina gore tiimlemesi

A ciimlesinin sinir1



1. GIRIS

Kompakthgin hafif zayiflatilmig bigimi olan H-kapali uzay kavrami ilk defa 1924’de
Alexsandroff ve Urysohn tarafindan verilmigtir. Hausdorff olmayan H-kapali uza-
ylara ise literatiirde QHC (Quasi-H-closed space) adi verilir. QHC uzaylarimin bir
alt siifin1 olugturan S-kapali uzay kavrami matematige ilk defa 1976 yilinda Travis
Thompson tarafindan ithal edilmigtir. Bizim bu tezdeki amacimiz S-kapali uzay-
larla ilgili bilinen baz1 kuramsal temel bilgileri vermek suretiyle S-kapali uzaylarin

ozelliklerini incelemektir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1 Topolojik Uzaylarda Yari-agik ve Yari-kapali Altciimleler

Bu kesimde 1963’de N.Levine tarafindan verilen yari-acik ciimleler ve 1971°de Gene
Crossley ve S.K. Hildebrand tarafindan verilen yari-kapali ciimlelerin S-kapali uzay-

larla ilgili calismalarimizda yararlanacagimiz ozelliklerini inceledik.

Tanim 2.1.1 (Yari-agik Ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger
O C A C O olacak bicimde 30 € 7 varsa A’ya yari-acik ciimle denir (Levine 1963).

Ornek 2.1.1 (R,U) topolojik uzaymmda A=]0, 1] ciimlesini gozoniine alalim.

10,1 € ]0,1] € ]0,1[ wve ]|0,1] € U oldugundan A=]0, 1] ciimlesi yari-acik bir ctim-
ledir.

Tanim 2.1.2 (Yari-agik Altciimleler Ailesi) (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

{A C X | Ayan-agk} ailesine (X,7) topolojik uzayimin tiim yari-agik altctimlelerinin
ailesi denir ve S.0.(X) ile gosterilir (Levine 1963).

Teorem 2.1.1 (X ,7) topolojik bir uzay olsun. Asagidaki 6nermeler denktir:
(i) A e S.0.(X)

(i) AC A (Levine 1963)
Ispat. (i)==(ii) A € S.0.(X) olsun. Bu durumda,

O C A C O olacak bigimde 30 € 7 (2.1.1)

Buradan O € 7 <:>(3: O oldugu agikardir.

OCA=0=0CcA=0cC 4 (2.1.2)

2



(2.1.1) ve (2.1.2) den A C O C A buradan da A C A elde edilir.
(i)=(i) A C A olsun. Bu durumda O =A segelim=—= O —Ae 7 dur.

Her zaman igin

AC A (2.1.3)

dir.

Ayrica hipotezden
ACA (2.1.4)

olur.

O halde (2.1.3) ve (2.1.4)den O =A C A C A = O olacak bicimde 30 € 7 elde
edilir.

Lemma 2.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger (4;)ic; C P(X) ise U A; C
1€

U A; dir.
i€l

Ispat. Vz G,UI A; alahm. Bu durumda 3i, € I icin z € A;, olup
(S

Ji, € I veVV € V(z) igin VN A, #0 (2.1.5)
bulunur.

Buradan VN A4, C VN <'U1 A;) olup (2.1.5)’den VN (U A;) # Doldugundan = €
1€

(U A;)elde edilir.
iel

U
i€l

Uyar1 2.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve (A;);e; C P(X) olsun.

‘UI A; C‘UI A; onermesi genellikle dogru degildir.
1€ 1€

Ornek 2.1.2 (R,U) aligilmis topolojik uzaymda Y = |—o0,0] U {2 n=23.}

olmak tizere (Y, 7y) altuzaym ve A = {X | n =2,3,...} ciimlesini gozoniine alahm.

3



{1} =4AnYy =(Au{0})nY =Au{0}

A" = Au{o} (2.1.6)

bulunur.
Ote yandan

515 25 oa 2.1.7

G =U o= (2.1.7)
dir.

00 Y oo ——Y

O halde (2.1.6) ve (2.1.7)’den U {1} ¢ U {1} dir

Teorem 2.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve (4;)icr C S.0.(X) olsun. Bu durumda
U A; € S.0.(X) dir (Levine 1963).

el

Ispat.Vi € I icin A; € S.0.(X) olsun. Tamm 2.1.1’den Vi € I icin O; C A; C O;
olacak bicimde JO; € 7 dir.

O halde Lemma 2.1.1’den U O; CU A; CU O; C U O; olup
i€l i€l i€l i€l

O :‘UI O; segersek bu bize O € 7 oldugunu gosterir.
1€

Bu ise .UI A; € S.0.(X) oldugunu ispatlar.
1S

Teorem 2.1.3 (X, 7) bir topolojik uzay, A € X, A € S.0.(X)ve A C B C Aolsun.
Bu durumda B € S.0.(X) dir (Levine 1963).

Ispat. A € S.0.(X) oldugundan
U c A C U olacak bicimde 3U € 7 (2.1.8)

dir.



Ayrica hipotezden

AcCcBCA (2.1.9)
dir.
O halde (2.1.8) ve (2.1.9) 'dan
UcB (2.1.10)
dur.
(2.1.8)’den
AcCTU=AcU =0 (2.1.11)
dur.
(2.1.9) ve (2.1.11)’den
BcCU (2.1.12)

dur.
Sonugcta (2.1.10) ve (2.1.12)’den U C B C U olacak bicimde 3U € 7 elde edilir.

Bu ise B € S.0.(X) oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.4 (X, 7) bir topolojik uzay ve O € 7 olsun. Bu durumda O € S.0.(X)
dir.

Ispat.O € 7 <= O =0 ve OC O olup Teorem 2.1.1’den O € S.0.(X) dir.

Uyari1 2.1.2 Teorem 2.1.4%{in karsit1 her zaman dogru degildir.

Ornek 2.1.3 (R,U) ’da [1,2[ ciimlesini gozoniine alalim.

11,2[ C [1,2] C ]1,2[ = [1,2] olup [1,2] € S.O.(R) dir. Fakat [1,2][ ¢ U dur.

O halde agik her ciimle yari-agik olmasina ragmen, yari-acik her ctimle agik olmak

zorunda degildir.



Teorem 2.1.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C Y C X olmak iizere X’in (Y, 7y)
altuzaymi alalm. A € S.0.(X) olsun. Bu durumda A € S.O.(Y)

dir (Levine 1963).

Ispat. A € S.0.(X) oldugundan
O C A C O olacak bicimde 30 € 7 (2.1.13)

dir.
A C Y oldugundan O C Y dir. Bu ise bize
O =0nNY egitligini verir. Boylece O € 1y dir.

(2.1.13)den O =ONY C ANY CONY =0 elde edilirkibuda O c Ac O

demektir.
Ohalde O c AC O olacak bicimde 3 O € 7y bulundu.

Buise A € S.O.(Y) olmasi demektir.
Uyar: 2.1.3 Teorem 2.1.5’in kargiti1 her zaman dogru degildir.

Ornek 2.1.4 (R,U) topolojik uzaymda Y = {1 | n =1,2,3,...} ve A = {1} olsun.

A CY ve A € Uy oldugundan Teorem 2.1.4 geregi A € S.O.(Y) dir.

A~
Fakat A = {1} € {1} = 0 = 0 olup Teorem 2.1.2 geregi A ¢ S.0.(R) dir.

Uyar1 2.1.4 Genel olarak yari-agik bir ciimlenin tiimlemesi yari-acik olmak zorunda

degildir. Ayrica yari-acik iki kiimenin arakesiti de yari-agik olmak zorunda degildir.

Ornek 2.1.5 (i) (R, %) aligilmis topolojisinde A = |—oc, 0[U]0, oo] ciimlesini gézoniine
alahm. A € U olup Teorem 2.1.4’den A € S.O.(R) dir.
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A~ -
R—A = {0} olup {0} € {0} =0 = 0 oldugundan Teorem 2.1.1 geregi {0} yar-agik

degildir.

(i) X = {a,b,c} ve 7 = {0, X,{a}} olmak iizere (X,7) topolojik uzaymda {a}
yari-aciktir.

Fakat (X —{a}) = {b,c} olup {b,c} ¢ {b:)c} = () = () oldugundan (X —{a}) yari-acik
degildir.

(iii) (R,U)’da [0, 1] ve |—1, 0] ciimleleri yari-acik olmasina ragmen
{0} € {0} = 0 = 0 oldugundan {0} yari-acik degildir.
Tanim 2.1.3 (Yari-kapali Ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.

Eger X — A yari-agik oluyorsa A’ya yari-kapali ciimle denir (Crossley and Hildebrand
1971).

Ornek 2.1.6 (R,) ahsilmis topolojik uzaymmda A = ]—oo, 1] U[2, 00[ ne acik ne
kapali altciimlesini gozoniine alalim.

R—A = [1,2[ ve [1,2] € S.O.(R) dir. Buise A = |—00,1[ U [2,00[ ciimlesinin yar1-
kapali oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.4 (Yari-kapali Altciimleler Ailesi) (X, 7) bir topolojik uzay olsun.
{A C X | A yari-kapali} ailesine (X, 7) topolojik uzaymin tiim yari-kapali altciim-

leler ailesi denir ve S.C.(X) ile gosterilir.

Teorem 2.1.6 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.Asgagidaki énermeler denk-

tir:



(i) A € S.C.(X)

(i) FC AC F olacak bigimde 3F € F (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat. (i)==(ii) A € S.C.(X) olsun.Tanim 2.1.3’den X — A € S.0.(X) dir. Bu ise

O C X — A C O olacak bigimde 30 € 7 (2.1.14)

demektir. Ayrica O € 7 <= X — O € F oldugunu biliyoruz. (2.1.14)’den

OCX—-A<=ACX-0 (2.1.15)

elde edilir.Yine (2.1.14)’den

X—-ACO <= X-0 CA (2.1.16)
elde edilir.
Ote yandan
/—’0\\ —
X-0=X-0 (2.1.17)
dir.

o

——
Burada X — O = F dersek (2.1.15), (2.1.16) ve (2.1.17) den X —OC A C X — O
olacak bicimde 3F = X — O € F bulunur.

(ii)==(i) Hipotezden FC A C F olacak bicimde 3F € F vardir. Bu ise
X-FCX-ACX-F=X-F (2.1.18)

demektir. Ayrica F' € F <= X — F € 7 oldugu agikardir.

Burada X — F' = O dersek (2.1.18)’den



O C X — A C O olacak bicimde 30 = X — F € 7 bulmus olduk.

O halde X — A € S.0.(X) dir. Buise A € S.C.(X) oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.7 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.Agagidaki 6nermeler denk-
tir:

(i) Ae S.C(X)

(ii) AC A (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat. A € S.C.(X) olsun. Tamim 2.1.3’den X — A € S.0.(X) oldugunu biliyoruz.

O halde Teorem 2.1.1’den

— o
X—-—ACX—-A=X—-A olup, buradan

—(X—A) C X — (X — A) bulunur. Bu ise

S

AcC A oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.8 Bir (X, 7) topolojik uzayinda kapali her ciimle yari-kapalidir.

Ispat. F € X ve F € F alalm, F = F olup FC F = F oldugundan
Teorem 2.1.7 geregi F' € S.C.(X)

Teorem 2.1.9 (X, 7) bir topolojik uzay ve (F;);c; C S.C.(X) olsun. Bu durumda
N F; € S.C.(X) dir (Crossley and Hildebrand 1971).

el

Ispat. Vi € I'igin F; € S.C.(X) olsun. Tamim 2.1.3’den X —F; € S.0.(X) dir.Teorem
2.1.2’den %JI (X — F;) € S.O.(X) idi.

O halde X— (U(X — F))=n (X — (X — F)) =N F; € S.C.(X) elde edilir.
1€

icl el



Tanmim 2.1.5 (Yari-komsuluk) (X, 7) bir topolojik uzay ve z € X olsun.

Eger x € W, C V; olacak bigimde IW, € S.0.(X) bulunabiliyorsa V; ciimlesine x

noktasinin bir yari-komsulugu denir.

x noktasmin tiim yari-komsguluklarinin ailesi V(z) olarak gosterilir.

Tanim 2.1.6 (Yari-i¢) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.

A={U|U € S.0.(X),U C A} ile A'nin kapsadig1 tiim yari-aciklarin ailesi goster-

ilsin. Bu durumda A ciimlesinin yari-ici

A,=U U
UeA

seklinde tanimhdir (Crossley and Hildebrand 1971).

Tanim 2.1.7 (Yari-kapanis) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.

B={D|DeS.C.(X),AC D} ile A’yv1 kapsayan tiim yari-kapalilarin ailesi goster-

ilsin. Bu durumda A ciimlesinin yari-kapanisi

A=nNn D
DeB

seklinde tanimhidir (Crossley and Hildebrand 1971).

Teorem 2.1.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki ozellikler

vardir:

(i) Ae SO.(X)<= A, =A

(ii) A€ S.C.(X) <= A= A (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat. (i) A= {U | U € S.O0.(X),U C A} olmak iizere A, =Y, U seklinde tanimh
idi.

10



Vo € A, :ULEJAU alahm<— U, e A2z U, C A

— x € A oldugundan

A, C A (2.1.19)

Vx € A alahm, A € S.0.(X) oldugundan x € U, = A olacak bicimde

U, = A € S0O.(X) > A=U, C A Bu ise birlegim tanimindan z EUUA U=A4,
S
oldugunu gosterir. O halde
ACA, (2.1.20)

Sonugta (2.1.19) ve (2.1.20)’den A, = A oldugu goriiliir.
(i) B={D | D € S.C.(X),A C D} olmak iizere A :DF‘IB D seklinde tanimh idi.
€

Vee A =00, D alalm.A € S.C.(X) ve A C A oldugundan A € B dir. O halde
S

A=n DCA (2.1.21)
DeB

Ve € A alalm. VD e Bicmex e ACD = x € D.
OhaldeVDGBigianDﬁzeDﬂBD:Ayani

€

ACA (2.1.22)

Sonug olarak (2.1.21) ve (2.1.22)’den A = A elde edilir.

Teorem 2.1.11 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki ozellikler

vardir:

(i) A € S.C.(X)

11



(ii) A, € S.0.(X) (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat. (i) B={D|D € S.C.(X),A C D} olmak iizere A =, D ve VD € B igin
€

D e S.C.(X) dir. O halde Teorem 2.1.9’dan

A€ S.C.(X) elde edilir.

(i)A ={U | U € S.O.(X),U C A} olmak iizere A, =9, U ve VU € A igin
S
U € 5.0.(X) oldugundan Teorem 2.1.2 geregince

A, € S.0.(X) elde edilir.

Teorem 2.1.12 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asgagidaki 6nermeler
denktir:

i)zeA

(ii) YV, € V() igin V,NA# )

Ispat.(i)==(ii) Kabul edelim ki;

AV, € V() igin V; N A = () olsun.Yari-komguluk tanimimdan V; € V()
oldugundan x € W, C V; olacak bi¢imde W, € S.0.(X) dir.

Buradan W,NA C Vo,N A = olup W, N A = () bulunur.

Boylece A C (X —Ws) = D, € S.C.(X) dir.

O halde D, € B dir.

Ayrica D, = (X — W) ve x € W,

oldugundan = ¢ D, ve buradan da x §£DQB D dir.O halde Tanim 2.1.7 den = ¢ A dir.
(ii)==(i) Kabul edelim ki;

x ¢ A olsun. Bu durumda = ¢ A :DQB D dir.
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Buradan 3D € B i¢in « ¢ D elde ederiz.

Boylece 3D € B i¢in z € (X — D) dir.

Burada (X — D) = V; dersek V; € S.0.(X) oldugundan = € V; € V,(x) bulduk.
Oteyandan ACD = X-DC X -A<+=V,C X - A<+ V,NA =0 elde edilir
ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.13 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asgagidaki 6nermeler
denktir:

HA=X

(i) VO € S.O(X)50 £0icn ONA £ 0

Ispat. (i)==(ii) Teorem 2.1.12’den

A=X<=Vre X veVV, € Vs(z)igin V,NA# (2.1.23)

VO € S.0.(X) ve O # ) alahm— 3z € O € S.0.(X)
<= 0 € V() olup (2.1.23)’den O N A # () dir.

(i)=(1) Vi € Vs(x) <= x € W, C V; olacak bi¢imde W, € S.0.(X) ve z € W, #

() oldugu da goriiliir.

O halde hipotezden
W,NA#( (2.1.24)

Ayrica Wy ¢ V, = W, N A C VoN A olup (2.1.24) dan V, N A # () sonucuna
ulagilir.Yani A = X dir.

Teorem 2.1.14 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki 6nermeler
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Ispat. (i)==(ii) A = X olsun
YU € S.0.(X) alahm. Buradan O C U C O olacak bi¢imde 30 € 7 dir.

Hipotezden ve O € 7 ve A = X oldugundan

ONA#( (2.1.25)

O C U oldugundan ON A C UN A dir. O halde (2.1.25)’dan U N A # () ve Teorem
2.1.13’den

A= X dir.
(il)==(i).A = X olsun.
A C A oldugunu biliyoruz ve hipotezden A = X oldugundan

Xc4 (2.1.26)

Ayrica A C X oldugundan
ACcX=X (2.1.27)

O halde (2.1.26) ve (2.1.27)’den A = X elde edilir.

Teorem 2.1.15 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Bu durumda

fchocAcAcZ
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dir (Crossley and Hildebrand 1971).

ispat. (i) A={z |3V €V(@)>V C A} ve A= {U | U € S.0.(X),U C A} olmak
tizere bir A ctimlesinin yari-i¢gi A, :ULEJA U idi.

Vz €A alahm= 3V € V()sVCA

= x € U C V olacak bicimde 3U e 75V C A

— x € U C A olacak bi¢imde U € 7

Uer=Ue€ S.0.(X)dir. O halde z € U C A olacak bi¢imde 3U € S.0.(X)
<~z EULEJA U=A,

— AC 4,

(i)Vz € A, :ULEJA U alallm<— 33U, e As2c U, C A

=z cA

— A, C A

(ili)ve € A alalm. O halde VV; € V() i¢in V; N A #  oldugundan Teorem
2.1.12’den x € A dir.

(iv) Vo € A ve VV € V(x) alalim. Buradan

x € O C V olacak bi¢cimde 40 € 7 (2.1.28)

O € 1ise O € S.0.(X) oldugunu Teorem 2.1.4’den biliyoruz.
O halde x € O ve O € S.0.(X) <= O € V,(z) dir.

Hipotezden x € A idi . Teorem 2.1.12 den
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ONA+0 (2.1.29)

(2.1.28)’den
OCcV=0nNnACVNA (2.1.30)

dir. O halde (2.1.29) ve (2.1.30)’den V N A # ) bulundu. Bu ise 2 € A oldugunu

gosterir.

O halde A C A dir.

Teorem 2.1.16 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki 6zellikler vardir:

(i) (X — 4), = (X — A)

UCX-A<=ACX-U
UeS0.(X) <= (X-U)eSC.(X)
(X - (X—-4),)=(X- (ULEJA U)) :UQA (X -U) :(X_Q)EB (X — U) olup burada
(X —U)=Ddersek B={D | D € S.C.(X) ve A C D} seklinde tammlanir.
Buradan (X — (X — A),)=nN_D
DeB
= (X -(X-A4),)=4
<— (X —A), = (X — A) elde edilir.

i) X—A :DQB D>VD eBigin D € S.C.(X) ve (X —A) C D dir.
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D € S.0.(X) < (X — D) € S.0.(X) (2.1.31)

(X-A) cD+es(X-D)C A (2.1.32)

(X —(X-=-4)=(X- (DQB D)) :DLEJB (X — D) :(X_LLJ))eA (X — D) olup burada

(X — D) = U denirse 2.1.32’den U C A oldugundan A nin kapsadig: biitiin yari-
acgiklarn ailesi A = {U | U € S.O0.(X),U C A} ile gosterilirse 2.1.31 ve Tamm
2.1.6'dan

(X —(X—-A) :ULGJA U = A, oldugu goriiliir.Buradan (X — A) = X — A, sonucuna

ulagilir.

Teorem 2.1.17 (X, 7) bir topolojik uzay, A, B C X ve A € S.C.(X) olsun. Eger
AC BC Aise B € S.C.(X) dir (Crossley and Hildebrand 1971).

ispat.
A€ S.C(X) < (X — A) € S.0.(X) (2.1.33)

Hipotezden AOC BC A<=

X-ACX-BCX-A=X_4 (2.1.34)

O halde (2.1.33), (2.1.34) ve Teorem 2.1.3 geregi (X — B) € S.0.(X) dir. Bu ise
B € S.C.(X) oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.18 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger
A€ S0.(X) ise A,A,AA

climleleri de yari-agiktir (Crossley and Hildebrand 1971).
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ispat. AOG T olup ,agik her ciimle yari-acik oldugundan 2{6 S.0.(X) dir.
Teorem 2.1.11 ’den biliyoruz ki her zaman i¢in A, € S.0.(X) dir.

Teorem 2.1.15’den A C A C A oldugunu biliyoruz.O halde hipotezden A € S.0.(X)
oldugu da dikkate alinirsa Teorem 2.1.3 geregince A € S.0.(X) oldugu goriiliir.

Son olarak da A C A C A = A olup A € S.0.(X) oldugundan yine Teorem 2.1.3’den
A € S.0.(X) oldugu da goriiliir.

2.2 Topolojik Uzaylarda Regiiler-acik ve Regiiler-kapali Altciimleler

Bu kesimde S-kapali uzaylarla,S-kapali altciimle ve altuzaylarin karakterize edilmesinde
onemli rol oynayan ve 1937’de M.Stone tarafindan verilen regiiler-acik ciimlelerle,
1968’de Singal ve Singal tarafindan verilen regiiler-kapali ciimlelerin 6zelliklerini in-

celedik.

Tanmim 2.2.1 (Regiiler-agik Ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.
Eger A= A oluyorsa A’ya regiiler-acik ciimle denir (Stone 1937).

(X, 7) topolojik uzayimn tiim regiiler-agik altciimleler ailesini R.O.(X) ile gostere-

cegiz.

Ornek 2.2.1 (R,i{) aligilmis topolojik uzaymda A = ]0,1[ ciimlesini gozoniine
-2 ° /".L\ 2
alalm. A=]0,1[=[0,1]= ]0,1] = A olup, A= A oldugundan A ciimlesi regiiler-

aciktir.

Teorem 2.2.1 (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun.Eger A regiiler-agik ise A
aciktir.

Ispat. A regiiler-acik<=> A= A olup bir ciimlenin ici her zaman acik oldugundan

A € 7 oldugu asikardir.
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Uyar: 2.2.1 Teorem 2.2.1’nin karsit1 her zaman dogru olmak zorunda degildir. Yani

acik her ciimle regiiler-agik olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.2 (R, U) alisiimis topolojik uzaymda A = ]0, 1[U]1, 2[ ctimlesini gozoniine
alalim. Ikinci aciklar aksiyomundan biliyoruz ki A aciktir.

o
o o

o % AN o
Fakat A=]0,1[U]1,2[=[0,2]= ]0,2[ olup A ciimlesi a¢ik olmasmna ragmen A# A
oldugundan regiiler-acik degildir.

Tanmim 2.2.2 (Regiiler-kapali Ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve F' C X olsun.
Eger FO’ = F oluyorsa F’ye regiiler-kapali ciimle denir (Singal and Singal 1968).

X uzaymin tiim regiiler-kapali altciimleler ailesini R.C.(X) ile gosterecegiz.

Ornek 2.2.3 (R,U) aligilmis topolojik uzayinda F = [0,1] ciimlesini gozoniine
alalim. F'= 10, 1] olup F= [0,1] = F dir. O halde F regiiler-kapali bir ctimledir.

Teorem 2.2.2 (X, 1) bir topolojik uzay ve F' C X olsun. Eger F regiiler-kapali ise
F' kapaldir.

Ispat. F regiiler-kapali olsun. Bu durumda F = ]42 olup bir ciimlenin kapanis1 her

zaman kapali oldugundan F' de kapalhdir.

Uyar1 2.2.2 Teorem 2.2.2’nin kargiti her zaman dogru degildir. Yani kapali her

ciimle regiiler-kapali olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.4 (R, U) aligilmis topolojik uzayinda Vg € R alalm. {gq} tek nokta

o ] o

A~ A~ = A~
ciimlesi (R,/)’da kapaldir. {q} = () oldugundan {q} =0 = 0 olup {q} # {¢} dur.

Yani {q} regiiler-kapali degildir.

Teorem 2.2.3 (X, 7) bir topolojik uzay ve F© C X olsun. Asagidaki 6nermeler
denktir:
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(i) F € R.O.(X)

(i) X — F € R.C.(X)

Ispat. (i)==(ii) F regiiler-aclk<= F =F

o o

L A ——
e X - F=X-F=X-Fe=X-F=X-F+ X—FecRC.(X)

/—/o\ﬁ
(ii)==(i) X — F regiiler-kapall <= X — F = X — F

e (X (X -F)= (X - (X)) =X (X _F)

<= F=F

< F € R.O.(X)

Teorem 2.2.4 (X,7) bir topolojik uzay ve F' C X olsun. Asagidaki 6nermeler
dogrudur:

(i) F regiiler-agiktir

(ii) F regiiler-kapalhdir

Ispat. (i) Bir ciimlenin ici her zaman kapamis: tarafindan kapsanacagmdan

oo
e

(Y
gl

FcF—TFcC - (2.2.1)

BRI

(o]
—FC

BRI

0]
(0]
—FC

o

Fc (2.2.2)

[

O halde (2.2.1) ve (2.2.2)’den F=F olup F€ R.O.(X) oldugu goriiliir.

Q
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(ii) Her ciimle i¢ini kapsadigindan

o o J—

FCF=FCF=F (2.2.3)

Ayrica bir ciimlenin kapanisi o ciimlenin kendisini kapsayacagindan

o o o

o __ — — —

o

FCF=FCF=FCF— FCF (2.2.4)

o

O halde (2.2.3) ve (2.2.4)’den F=F olup Fe R.C.(X) dir.
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2.3 Topolojik Uzaylarda Regiiler-yari-acik Ciimleler ve a—Ciimleler

Bu kesimde S-kapali uzaylarin ifadesinde ve S-kapali altuzaylarla ilgili temel iglem-
lerde 6nemli rol oynayan ve 1968’de D.E.Cameron tarafindan verilen regiiler-yari-acik

ciimlelerle, 1965’de O.Njastad tarafindan verilen a—ciimleleri inceledik.

Tanim 2.3.1 (Regiiler-yari-agik Ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X
olsun. Eger U C A C U olacak bicimde 3U € R.O.(X) varsa A’ya regiiler-yari-acik

ciimle denir (Cameron 1978).

(X, 7) topolojik uzaymin tiim regiiler-yari-agik altciimlelerinin ailesini R.S.0.(X) ile

gosterecegiz.

Ornek 2.3.1 (R, U) ahsilmus topolojik uzaymda A = 0, 1[ ciimlesini gézoniine

alalim.

o
o

o ~ N o
A=]0,1[=]0,1]=[0,1] = A olup A= A oldugundan A € R.O.(X)dir.

O halde ]0,1[ = A € A C A = [0, 1] olacak bicimde 3A € R.O.(X) bulundugundan

A ciimlesi regiiler-yari-agiktir.

Teorem 2.3.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A regiiler-yari-agik
ise A yarr-aciktir (Cameron 1978).

Ispat. A € R.S.O.(X) <= U C A C U olacak bigimde 3U € R.O.(X) vardir. O
halde Teorem 2.2.1’den U € 7 oldugu asikardir. Bu ise yari-agik ctimle tanimindan

A € 5.0.(X) oldugunu gosterir.

Tanim 2.3.2 (a—ciimle) (X, 7) bir topolojik uzay A C X olsun. Eger A Cﬁl
oluyorsa A’ya bir a—ciimle denir (Njastad 1965).

Teorem 2.3.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A € 7 ise A
a—ciimledir (Njastad 1965).
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ispat.
Acres A=A=— ACA (2.3.1)

Ayrica her ciimle kapanigi tarafindan kapsanacagindan

o

AC A (2.3.2)

o o

(2.3.1) ve (2.3.2)den A C 4 = AC A= A C A= A a—ciimledir.

Teorem 2.3.3 (X, 1) bir topolojik uzay A C X olsun. Eger

A a — ciimle ise A € S.0.(X)

(Noiri 1978)

o

Ispat. A a—ciimle<= A CACA=—AC A Ac S5.0.(X)

Uyar: 2.3.1 Teorem 2.3.3’iin karsit1 genellikle dogru degildir.Yani her yari-acik

ciimle a—ciimle olmak zorunda degildir.

Ornek 2.3.2 (R, U) ahsilmis topolojik uzayinda ]0, 1] € S.O.(R) dir. Fakat;

LR
10, 1]=]0, 1[=[0, 1]=]0, 1[ olup ]0, 1] ¢ ]0,1[ oldugundan ]0, 1] bir a—ctimle degildir.

Teorem 2.3.4 (X, 7) bir topolojik uzay A C X, A bir a—ciimle ve B € 5.0.(X)
olsun. Bu durumda AN B € S.0.(X) (Njastad 1965).

o

. o
Ispat. ANBe€ S.0.(X) < AN B C AN B oldugunu gorelim.

Vx € AN B ve VU € V(x) alahm. Buradan x € A ve z € B
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]

rE€A a—cimle— ACA (2.3.3)

reBeSO.(X) = BCB (2.3.4)

O halde (2.3.3) ve (2.3.4)’den z € Avere B dir.

o o

x efle T :>1?1€ V(z) olup, U € V(z) oldugu da gozoniine alimrsa komsuluk

aksiyomlarindan
o

ANU € V() (2.3.5)
elde edilir

Ote yandan = € B<=VYV e V(x) igin VN Bgsé () dir. O halde (2.3.5)’den

o

(zmmmé¢® (2.3.6)
oldugu goriiliir
Diger taraftan )
A c_El:> ,fic_i:_i@ AN _51: A (2.3.7)

(2.3.6) ve (2.3.7)den (ANU)N B N A= (UM B)N (AN &) =N (BN A) £0

elde edilir ki bu da z € fi N é olmasi demektir.

o o

o 0~ . —~N = .
O halde x € AN B=ANB olup buise AN B C AN B olmas1 demektir. Sonucta
ANB e S.0.(X) dir.

Teorem 2.3.5 (X, 7) topolojik uzay, A C G C X olsun. Eger G € 7 ise agagidaki

onermeler denktir:
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(i) A € S.0.(G)

(ii) A = W NG olacak bicimde IW € S.0.(X)

Ispat. (i)==(ii) A € S.0.(G) olsun. Bu durumda

UgCAC U_GG olacak bicimde 3Ug € 7¢. (2.3.8)

Ug € T¢ <= Ug = U N G olacak bigimde JU € 7 dir. O halde (2.3.8)’den

UNGCACTNG =UNGNGCTNG (2.3.9)

Ote yandan G € 7 olup Teorem 2.3.2 geregi G a—ciimledir. O halde Teorem 2.3.4’den
UNG e S.0.(X) oldugu agikardir.

Boylece (2.3.9)’dan ve Teorem 2.1.3’den A € S.0.(X) oldugu goriiliir.

A C G oldugundan A = ANG olacak bigimde A € S.0.(X) bulunur ki bu da ispati

tamamlar.

(il)=(i) A =W NG olacak bi¢imde IW € S.0.(X) olsun.
G € 7 olup Teorem 2.3.2’den G a—ciimledir.

O halde Teorem 2.3.4’den A=W NG € S.0.(X) dir.

Buradan da Teorem 2.1.5 geregi A € S.0.(G) oldugu goriiliir.

Lemma 2.3.1 (X, 7) bir topolojik uzay A, B C X olsun. Eger A € 7 ise bu taktirde

ANBC ANB

dir.
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Ispat. Vo € AN B ve YV € V(z) alalm.

rx e Ave AeTise A€ V() dir. O halde komguluk aksiyomlarindan VN A € V()
dir.

Ayrica hipotezden z € B idi. O halde VN AN B # 0
—xe€ ANB
— ANBCANB

Sonug 2.3.1 (X, 7) bir topolojik uzay A C X, A € 7 ve B € S.0.(X) olsun. Bu
durumda AN B € S.0.(X)

Ispat. B € 5.0.(X) oldugundan Teorem 2.1.1’den B C B dir.

Buradan AN B C AN é olup Lemma 2.3.1’den AN B C AN é dir. O halde

}0

o

A € 7 oldugundan AN B C ,401 N B = AN B bulunur.

Bu ise Teorem 2.1.1’"den AN B € S.0.(X) oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.6 (X, 7) bir topolojik uzay, ACY C X ve Y € S.0.(X) olsun. Asagi-

daki onermeler denktir:
(i)A € S.O0.(X)

(i) A € S.0.(Y) (Noiri 1973)

Ispat. (i)==(ii) 4 € S.0.(X) oldugundan

O C A C O olacak bicimde 30 € 7 (2.3.10)
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OCACY =0CY<«~=0=0nY < 0 € 7y dir. Ayrica (2.3.10)’dan

0O=0NYCANYCcONY=0" (2.3.11)

ACY <= ANY = A oldugu da dikkate alinarak (2.3.11) ifadesi O C A C o

olacak bicimde 4O € 7y 6nermesine doniigiir. Bu ise
A € 5.0.(Y) olmasi demektir.

(ii)=(i) A € S.0.(Y) olsun. Bu durumda

AecSO.(Y)<=WCAC W' olacak bigimde IW € Ty (2.3.12)

W ety <= W =UNY olacak bi¢cimde 3U € 7 (2.3.13)

O halde (2.3.12) ve (2.3.13)’den

UNYCACUNY =0UnYNY cUNY (2.1.23)

Ayrica U € 7 veY € S.0.(X) oldugundan Sonug 2.3.1’"den U NY € S.0.(X) oldugu

goriiliir. O halde Teorem 2.1.3 ve (2.1.23) 6nermesinden

A € S.0.(X) oldugu sonucuna kolayca ulagilir.

Teorem 2.3.7 (X, 7) bir topolojik uzay A C X, A bir a—ciimle ve V' € S.0.(X) ise
ANV e S.0.(A) dir (Njastad 1965).

Ispat. A a—ciimle ve V € S.0.(X) olup Teorem 2.3.4’den ANV € S.0.(X) dir.

Ote yandan A a—ciimle olup Teorem 2.3.3 geregi

A€ S.O.(X)ve ANV C A oldugundan Teorem 2.3.6 geregi ANV € S.0.(A) oldugu
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goriiliir.

2.4 Topolojik Uzaylarda Siirekli Fonksiyonlarla Ac¢ik Fonksiyonlarin Bazi
Zayiflatilmis Bigimleri

Bu kesimde 1961 ve 1963’de N.Levine tarafindan siirekli fonksiyonlarin zayiflatilmig
bigimleri olarak tanimlanmig olan zayif siirekli fonksiyon ve yari-siirekli fonksiy-
onla, acik fonksiyonlarin zayiflatilmig bir bigimi olarak 1967’de Wilansky tarafindan
tanimlanmig olan hemen hemen agik fonksiyonun, ilerde S-kapali uzaylarda yarar-

lanacagimiz ozelliklerini inceledik.

Tanim 2.4.1 (Zayif Siirekli Fonksiyon) (X, 7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay, = € X
ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger

Vo € X veVV € V(f(z)) icin 3U € V(z) > f(U) CV

oluyorsa f fonksiyonuna zayif siireklidir denir (Levine 1961).

Teorem 2.4.1 (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

Asagidaki onermeler denktir:

(i) f zayif stireklidir

[

—
(ii) YU € 7" igin f~(U) C f~1(U) (Levine 1961)

Ispat. (i)==(ii) f: X — Y zayif siirekli olsun.

YU € 7" alahm= f~'(U) C X dir.Vz € f'(U) <= f(z) € U € 7 dur. O halde
f zayif siirekli oldugundan 30 € V(z) 3> f(O) c U

olur.

Bu durumda z € O C f~1(f(0)) c f~4(U) dur.
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o ) /_'/O\:
Ayrica O € T <= O =0 oldugunu da gozoniine alirsak x € O =0C f(U)

o o

— = — =
— zcf ' (U)= fY(U) cfYU) dir.

o

/
(ii)==(1) YU € 7'icin f~(U) C f(U) olsun= f ’in zayif siirekli oldugunu gore-

lim.

Ve € X ve YU € V(f(x)) alahm

flz) e U«=z¢c f1(U) (2.4.1)
Ayrica hipotez geregi
——
fHU) cfFH(O) (24.2)
/—/o\ﬁ

O halde (2.4.1) ve (2.4.2)’den z € f1(U)= O dersek O € 7 oldugu agiktir.

o o

— S —
fO)=f ( f/1 (U )dirve f1(U)c f~4(U) her zaman vardir

— f(0) C f(f~(U)) c U = f(O) C U sonucuna ulagilr ki bu da f’in zayif

stirekli oldugunu ispatlar.

Teorem 2.4.2 (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger f siirekli ise f zayif siireklidir.

Ispat. f siirekli olsun,Va € X ve VYV € V(f(z)) alalim, f siirekli oldugundan

U € V(z) 3 f(U) c V dir. Ayrica her ciimle kapanisi tarafindan kapsandigindan
dolay1

V C V dir.O halde
WeV(E)>fU)CVCV=fUCV
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elde edilir ki bu da f’in zayif siirekli oldugunu kanitlar.

Teorem 2.4.3 (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y zayif siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

YV e 7 icin f-1(V) c f~4(V) dir (Noiri 1974).

fspat. Kabul edelim ki f~1(V) ¢ (V) olsun<= 3z € X > z € f1(V) ve
z ¢ f7H(V) dir.

z€ f V)<= VU e V(r)icmh UN f (V) #0 (2.4.3)

2 ¢ fHV) <= f(x) ¢ V < IW € V(f(z)) >WNV =0 elde edilir.
Ayrica hipotezden V € 7' = VN W = 0 dir, soyle ki;

Kabul edelim ki VW # Q olsune= Jz € VNW # ) < z € V € V(z) ve
v €W <= VS € V(z) icin SNW # ) olup

V € V(z) oldugundan V N W # () elde edilir ki bu da hipotezle geligir. O halde

VAW =0 (2.4.4)

dir.
Ote yandan f zayif siirekli oldugundan 3U € V(z) > f(U) C W dir.

O halde (2.4.4)’den

VNfU)cVvnW=0=VnfU)=10 (2.4.5)

Ayrica f(UNf~HV)) C f(U)NV olup (2.4.3)'den f(U)NV # 0 olur ki bu da (2.4.5)
ile celigir. O halde kabuliimiiz yanlis olup
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f~YV) C f~YV) onermesi dogrudur.

Tanim 2.4.2 (Yari-siirekli Fonksiyon): (X,7) ve (Y,7) iki topolojik uzay ve

f: X—=Y

bir fonksiyon olsun. Eger

VYU € 7' icin f~1(U) € S.0.(X)

oluyorsa f fonksiyonuna yari-siirekli bir fonksiyon denir (Levine 1963).

Lemma 2.4.1 (X, ) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

Asagidaki onermeler denktir:
(i) f yari-siirekli

(i) VF € F'ise f1(F) € S.C.(X) (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat. (i)=(ii) VK € F' <= Y — K € 7’ ve f yar-siirekli olugundan

FUY —K)= X — fY(K) € S.0.(X)

dir. Buise f~}(K) € S.C.(X) oldugunu gosterir.
(ii)==(i) VU € 7’ alahm<=Y — U € F'.

O halde hipotezden f~'(Y —U) =X — f~1(U) € S.C.(X)
< fY(U) € S.O.(X) olup f yar-siireklidir.

Teorem 2.4.4 (X,7) ve (Y,7) iki topolojik uzay, A ¢ X ve f : X — Y bir

fonksiyon olsun. Asagidaki onermeler denktir:

31



(i) f yari-siirekli

(ii) VA C X i¢in f(A) C f(A) (Crossley and Hildebrand 1971)

Ispat.(i)==(ii) VA C X alalm. f(A) € F' oldugu asikardir.

O halde Lemma 2.4.1’den

O halde Teorem 2.1.10 dan

Buradan

AcC fTHf(A) C f7Hf(A)

= A C f7'(f(A)) olup buradan da

Ac f7(f(4)

O halde (2.4.6) ve (2.4.7)’den

FA) € f(ICF(A) = F(F7(f(A) € F(A)

dir. O halde

f(A) C f(A) oldugu goriiliir.

(i)=(i) VF € F' alahm= f~(F) C X ve (ii) hipotezinden
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FUTNE)) C f(FHF) ve f(fHF)) CF=F= f(f/(F))CF

= fHf(E)) C fHEF)

Buradan

) C f7HEF) (2.4.8)

dir. Ayrica her zaman

fUF) C U (2.4.9)

O halde (2.4.8) ve (2.4.9)dan f~1(F) = f~1(F) < f}(F) € S.C.(X)

Tanim 2.4.3 (Hemen Hemen Acik Fonksiyon) (X,7) ve (Y,7') iki topolojik

uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger

Vee X veVV € V(z) igin f(V) € V(f(z))

oluyorsa f fonksiyonuna hemen hemen agik fonksion denir (Wilansky 1967).

Teorem 2.4.5 Acik her fonksiyon hh-agiktir.

Ispat. (X,7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ,z € X ve f : X — Y acik bir fonksiyon
olsun. O halde VYV € V(x) i¢in f(V) € V(f(z)) dir. Ayrica

f(V) C f(V) olup komsguluk aksiyomlarindan f(V') € V(f(x)) oldugu kolayca goriiliir.

Bu ise f in hh-acik oldugunu gosterir.

Lemma 2.4.2 (X, 7) topolojik bir uzay A,B C X,B € 7 ve AN B = () olsun. Bu
durumda A N B = 0 dir.

Ispat. Kabul edelimki 3A € X ve 3B €73 ANB =0 ve AN B #  olsun.

ANB#0) < Jxrc ANB<=axc Avez € B
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r€ A= VYV eV(z)igin VNA#( (2.4.10)

r€BveBer= BeV(x) (2.4.11)

O halde (2.4.10) ve (2.4.11)’den BN A # () olup hipotezle geligir. O halde kabuliimiiz
yanlis olup AN B = () dir.

Lemma 2.4.3 (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y hh-acik bir fonksiyon
olsun.

Bu durumda VA € 7/ igin f~1(A4) C f~1(A) dir (Wilansky 1967).

Ispat. f hh-acik fakat f~(A) ¢ f~1(A) olsayds

Jz € fY(A) > 2 ¢ f~1(A) olurdu. Buradan

r€ f1A) = flx) € A (2.4.12)

Ayrnicaz ¢ f1(A) <= U eV(x)2UNf1HA) =0
= fUNfHA) =0ve f[UNf(A)=FU)NA
<~ f(U)NA=0ve A€ 7’olup Lemma 2.4.2 den

—

fOYNA=0 (2.4.13)
Ayrica f hh-acik oldugundan

fU) e V(f(x)) (2.4.14)
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O halde (2.4.13) ve (2.4.14) den f(x) ¢ A elde edilir ki bu ise (2.4.12) ile celisir.

O halde kabuliimiiz yanhs olup f~'(A4) C f~1(A) dir.

Teorem 2.4.6 (X, 1) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y zayf siirekli, hh-acik

bir fonksiyon olsun. Bu durumda
VFCY>FeRC(Y)= f'(F)€ RCO.(X)
(Singal and Singal 1968)

Ispat. VF c Y 3 F € R.C.(Y) alalm, her zaman Fer oldugunu biliyoruz. O
halde f zayif siirekli oldugundan Teorem 2.4.3’den

f-1 (1?) c fH(F) (2.4.15)

Ayrica hh-agik oldugundan Lemma 2.4.3’den

fYF) c f1 (1?) (2.4.16)

O halde F € R.C.(Y) <= F = F oldugu da dikkate almrsa (2.4.15) ve (2.4.16)’den

[

f! (}07’) = f‘l(lﬁ) = f~Y(F) ve her zaman igin f~! (F) € F oldugundan f~'(F) € F
s f~YF) = FI(F) dir.

Ote yandan;

/—"O\ﬁ /—’O\ﬁ
FUE)C ) =f1F) = f1(F) c fH(F) (2.4.17)

35



Ayrica f zayif siirekli ve Fo’e 7" olup Teorem 2.4.1’den

o

o "o /—"O‘ﬁ 0 /—’OR
fHF) C )= (F)= f1(F) C fI(F) (2.4.18)
O halde (2.4.16) ve (2.4.18) den
o /—"o‘ﬁ

olup buradan da

fYF) c fY(F) (2.4.19)

——
O halde (2.4.17) ve (2.4.19)’den f~}(F) = f'(F) <= f~}(F) € R.C.(X)

Tanim 2.4.4 (Yari-kapali Fonksiyon) (X, 7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay ve

f: X—=Y

bir fonksiyon olsun. Eger VF' € F icin f(F) € S.C.(X)

oluyorsa f fonksiyonuna yari-kapali fonksiyon denir (Noiri 1973).

Teorem 2.4.7 (X,7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay ve f : X — Y orten bir fonksiyon

olsun. Asagidaki onermeler denktir:

(i) f yari-kapah

(i) VB C Y ve f~}(B) C U kosulunu gergeklestiren YU € 7 i¢cin B C V olacak
bigimde 3V € S.0.(Y) > f~1(V) c U (Noiri 1973)

Ispat. (i)==(ii) f yari-kapah olsun,¥B C Y ve f~}(B) C U olacak bicimde YU € 7
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alahm ve V =Y — f(X — U) diyelim.

Uer<= X —-U e Fve f yar-kapal oldugundan

FX—U)eS8.C(Y) =V =Y — f(X —U) € S.0.(Y) (2.4.20)

X-UCffX-U)=X-f1f(X-U)cX-(X-U)=U
= Y- f(X-U)cU
olup buradan da
fH(v)ycu (2.4.21)

Ayrica hipotezden f~Y(B) cU = X -UcC X — f7Y(B)= f"Y(Y — B)
= f(X-U)Cc f(f'(Y-B)=Y-B

Y- (Y-B)CY—-f(X-U)<=BCV (2.4.22)
O halde (2.4.20),(2.4.21) ve (2.4.22)’den ispat tamamlanir.
(ii)=({) VF e F = f(F) € S.C.(Y) mi (?)
Y — f(F) € S.O.(Y) mi(?)
Vy € (Y — f(F)) alahm<= {y} C Y — f(F)
= [T ({yh) c [T = f(F)
= T {yh) Y = f(F) = X = fTHf(F))

— f{y}) ¢ X — fYf(F)) € X —F ve X — F € 7 olup (ii) hipotezinden
{y} C Vi olacak bi¢imde 3V{,y € S.O.(Y) > f"HV,)) CX — F

= f(f (Vi) = Vi) C F(X = F)
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—yeVy CY - f(F)
—=Y - f(F)= U V) olup Teorem 2.1.2’den

yeY —f(F)

Y — f(F) :yeyyf(F) Viy) € S.0.(Y) elde edilir.

— f(F) € S.C.(Y)

—> f yari-kapahdir.

2.5 Kararsiz Fonksiyon,On-yari-acik Fonksiyon ve Yari-homeomorfizm

Bu kesimde S-kapali uzaylarin yari-topolojik bir uzay olmasinda ¢nemli rol oynayan
ve 1971’de Gene Crossley ve S.K.Hildebrand tarafindan tanimlanan kararsiz fonksiy-
onlarla, 6n-yari-acik fonksiyonlarin ¢zelliklerini inceledik ve bunlardan yararlanarak

yari-homeomorfizm tanimini verdik.

Tanim 2.5.1 (Kararsiz Fonksiyon) (X, 7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay ve
f: X—=Y

bir fonksiyon olsun. EgerVsS € S.0.(Y) igin f~(S) € S.0.(X) oluyorsa

f fonksiyonuna kararsiz fonksiyon denir (Crossley and Hildebrand 1972).

Teorem 2.5.1 (X, 7) ve (Y, 1) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.

Asagidaki onermeler denktir:
(i) f kararsiz

(ii) VA € S.C.(Y) igin f*(A) € S.C.(X) (Crossley and Hildebrand 1972)

Ispat. (i)==(ii) VA € S.C.(Y) alahm<=Y — A € S.0.(Y) ve f kararsiz oldugun-
dan f7Y(Y — A) = X— f1(A) € S.0.(X)

e f1(A) € S.C.(X)
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(i))==(i) f kararsiz mu1 (?)<= VA € S.0.(Y) i¢gin f~*(A4) € S.0.(X) mi (?)

VA€ S.0.(Y) alaim<—=Y — A € S.C.(Y) ve (i) hipotezinden

Y — A) € S.C(X) < X— f1(A) € S.C.(X)

— f1(A) € S.0.(X)

—> f kararsizdir

Teorem 2.5.2 (X, 7) ve (Y, 1) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Asagidaki onermeler denktir:

(i) f kararsiz

(ii)) VA C X i¢in f(A) Cf(A) (Crossley and Hildebrand 1972)

Ispat. (i)==(ii) f kararsiz olsun ve YA C X alalim,Teorem 2.1.11’den

f(A)e S.C.(Y) oldugunu biliyoruz. O halde Teorem 2.5.1’den

FHf(A) € S.C(X) = fH(f(A) = [ (f(A)) (2.5.1)

Her ciimle yari-kapamgi tarafindan kapsandigindan f(A) Cf(A)

— [T f(A) C fTH(f(A)

= A C fH f(A) C fH(f(A)) ve (2.5.1)’den

AcC fHfA) < fFHAA) = F(f(4)

= f(4) C f(f7H(f(4)) cf(A)

= f(4) Cf(4)

(i))=(i) f kararsiz m1 (?)<= VA € S.C.(Y) i¢in f~*(A) € S.C.(X) mi (?)
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VA € S.C.(Y) alahm, (ii) hipotezinden f(f~1(A)) Cf( f1(A)) C A= A olup

fHA) C HAHA) 7 (A) (2.5.2)

Ayrica her zaman

FHA) C (4 (2.5.3)

O halde (2.5.2) ve (2.5.3)’den f~1(A) =f1(A)<= f~1(A) € S.C.(X)

— f kararsizdir.

Tanim 2.5.2 (On-yari-agik Fonksiyon) (X, 7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve
f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger VA € S.0.(X) icin f(A) € S.0.(Y) oluyorsa
f fonksiyonuna 6n-yari-agik fonksiyon denir (Crossley and Hildebrand 1972).

Teorem 2.5.3 (X, 7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay ve f : X — Y 1-1, érten, én-yari-

acik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f~!:Y — X kararsizdir.

Ispat. f~!kararsiz <= VS € S.0.(X)icin (f~')~%(9) € 5.0.(Y) oldugunu gostere-

cegiz.

VS € 5.0.(X) alahm, f 1-1, 6rten oldugundan (f~1)~1(S) = f(S) olup f on-yari-acik
oldugundan (f~1)71(S) = f(S) € S.O.(Y) dir. O halde f~! kararsizdir.

Tanim 2.5.3 (Yari-homeomorfizm) (X, 7) ve (Y, 7) iki topolojik uzay ve
f: X—=>Y

bir fonksiyon olsun. Eger f 1-1, ¢rten, kararsiz ve 6n-yari-acik ise f fonksiyonuna

yari-homeomorfizm denir (Crossley and Hildebrand 1972).

Lemma 2.5.1 (X, 7) ve (Y,7') iki topolojik uzay ve f : X — Y siirekli ve acik bir

40



fonksiyon olsun. Bu durumda f~'(A4) = f~1(A)

Lemma 2.5.2 (X, 7) ve (Y,7') iki topolojik uzay,O C X ve f : X — Y siirekli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f(O) C f(O) dir.

Lemma 2.5.3 (X,7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda ;

f siirekli ve agik ise f kararsiz ve én-yari-agiktir (Crossley and Hildebrand 1972).
Ispat. f siirekli ve acik olsun.VA € S.0.(Y) alam<= O C A C O olacak bicimde
0 e 1’

— f10) c fYA) c f74O) ve Lemma 2.5.1’den f siirekli ve acik oldugundan

f7H0) = £71(0)

olup buradan

fHO) C f7H(A) € f71(0) (2.5.4)
Ayrica O € 7/ ve f siirekli oldugundan

fHo)er (2.5.5)

Sonugta (2.5.4) ve (2.5.5)’den f~(A) € S.0.(X) elde edilir ki bu da f ’in kararsiz

oldugunu gosterir.

Simdi ise f’in 6n-yari-agik olup olmadigina bakalim:

f on-yari-agik m1 (7)<= VA € S.O0.(X) igin f(A) € S.O.(Y) mi (?)
VA € S.0.(X) alam<= O C A C O olacak bicimde 30 € 7

= [(0) C f(A) C f(O)

Ayrica O € 7 ve f acik oldugundan f(O) € 7 dur.
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Ote yandan f siirekli olup Lemma 2.5.2°den f(O) C f(O) oldugu da dikkate alinirsa
f(0O) C f(A) C f(O) c f(O) olacak bicimde 3f(O) € 7

= f(A) € S.0.(Y)

= f on-yari-agiktir.

Teorem 2.5.4 (X, 7) ve (Y,7) iki topolojik uzay ve f : X — Y bir homeomorfizm
olsun. Bu durumda f bir yari-homeomorfizmdir (Crossley and Hildebrand 1972).

Ispat. f homeomorfizm olsun<= f 1-1, orten, siirekli ve tersi de siireklidir.
Tersinin siirekliligi f’in acik olmasini gerektirir. f siirekli ve acik oldugundan Lemma

2.5.3’den f kararsiz ve on-yari-agiktir. O halde f bir yari-homeomorfizmdir.

Tanim 2.5.4 (Yari-topolojik C)zellikler) Yari-homeomorfizm altinda korunan

ozelliklere yari-topolojik zellikler denir (Crossley and Hildebrand 1972).

Uyar: 2.5.1 Teorem 2.5.4’tin kargiti her zaman dogru olmak zorunda degildir. Yani

her yari-homeomorfizm bir homeomorfizm olmak zorunda degildir.

Ornek 2.5.1 X = {a, b, ¢} kiimesi iizerinde tanimlanan 7 = {0, X, {a}, {a, b}, {a, c}}
ve 7 = {0, X,{a},{a,b}} olsun,

f: (X,7) — (X,7') fonksiyonu 1-1, &rten ve siireklidir. Ayrica S.0.(X,7) =
S.O.(X, 7))

r— f(x)=x

olup VA € S.0.(X,7') icin f~(A) = A € S.0.(X, 1) oldugundan f kararsizdir. Ote
yandan VA € S.O.(X,7) i¢in f(A) = A € S.O.(X,7’) olup f 6n-yari-agiktir. O
halde f bir yari-homeomorfizmdir.Fakat

3 {a,c} € 7 icin f({a,c}) = {a,c} ¢ 7 olup f agik degildir. Dolayisiyla homeomor-
fizm degildir.
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3. S-KAPALI UZAYLAR

3.1 S-Kapali Uzaylar,Uzaya Gore S-kapali Altciimleler ve S-kapal1 Altuza-
ylar

Bu kesimde ilk kez 1976’da T.Thompson tarafindan verilen S-kapali uzay kavrami ve
1977’de T.Noiri tarafindan verilen uzaya gore S-kapali altciimle kavramlar: incelenmis
ve S-kapali altuzaylarin ozellikleri tizerinde durulmustur.
Tanim 3.1.1 (S-kapali Uzay) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger
X =y U; olacak bigimdeki V(U;);e; C S.0.(X) igin (3J)(J C I) > (J sonlu) 3
1€
X :.LEJJ U; oluyorsa (X, 7)’ya S-kapal uzay denir (Thompson 1976).
Tanim 3.1.2 (Uzaya Goére S-kapali Altciimle) (X, 7) bir topolojik uzay ve
A C X olsun. Eger
A cy U; olacak bigimdeki V(U;);e; C S.0.(X) igin (3J)(J C I) > (J sonlu) >
A Cg; U; oluyorsa A X’e gore S-kapalidir denir (Noiri 1977).
Teorem 3.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve G C X olsun. Asagidaki 6nermeler
denktir:
(i) G X’e gore S-kapal
(i) G C,gl A; olacak bigimdeki V(A;);e; C R.C.(X) igin (3J)(J C I) > (J sonlu) >

G cy A; (Noiri 1977)

Ispat. (i)=(ii) G C.gl A; olacak bigimde V(A;);c; C R.C.(X) alahm.

Vieligin A; € RC.(X) <= A, = fiz = A, C f(iz olup

Teorem 2.1.1’den A; € S.0.(X) dir.
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G X’e gore S-kapali oldugundan (3.J)(J C I) > (J sonlu) 5 G C,UJ A; dir. Ayrica
1€
Vi e Iigin A; € R.C.(X) olup Teorem 2.2.2’den A; € F dir.

Vi € I icin A; € F <= A; = A; oldugu da gozoniine alinirsa G C.UJ A; elde edilir.
1€
(i) =({1) G C.LEJI U; olacak bicimde Y(U;);er C S.0.(X) alalim.

Vi € I i¢in U; € S.0.(X) olup Teorem 2.1.1’den

U, C [;i (311)
Ayrica her zaman o
U, c T, (3.1.2)

omm@ymmac%mg%&m.
1€ 1€

Ote yandan Teorem 2.2.4 geregi (U;)ic; C R.C.(X) olup hipotezden

(3J)J CI)>(Jsonlu)>G cy [Zdir.

Ayrica (3.1.2)den U U; cU U; = G CU U;
ieJ i€J i€J

— G X'e gore S-kapahdir.

Teorem 3.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve G € 7 olsun. Asagidaki tnermeler denk-
tir:

(i) (G,7¢g) S-kapaldir.

(ii) G X’e gore S-kapalidir (Noiri 1977)

Ispat. (i)=(ii) G C%JI U; olacak bi¢imde V(U;);e;r C S.0.(X) alalim.
Vi e Ii¢in U; € S.0.(X) ve G € 7 olup Sonug 2.3.1’"den G NU; € S.0.(X) dir.

Vieligin U;NG C G C X olup Teorem 2.1.5 geregi
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G;=U;,NG € S.0.(G) oldugu goriiliir.

G Cu U, — G =U U;N G+—G=U GZ ve (Gi)ig[ C SO(G) edildi. O halde

i€l i€l i€l
(G, T¢) S-kapal oldugundan

(3)(J C 1) > (J sonlu) 3 G = U G° = U Gidir.

Vi € I icin G; = U; NG C U; olup buradan G C.UJ U, elde edilir ki bu da G ’'nin X’e
1€

gore S-kapali oldugunu gosterir.

(i)=(@1) G =U U; olacak bigimde V(U;);cr C S.0.(G) alalim.
1€

G € 7 olup Teorem 2.1.4’den G € S.0.(X) dir.

Vi € Iigin U; € S.O.(G) ve U; C G C X olup Teorem 2.3.6 geregi U; € S.0.(X)

oldugu goriiliir.

Hipotezden G X’e gore S-kapali oldugundan (3.J)(J C I) 2 (J sonlu) > G Cc U U;

eJ
——~ G=UTNG=UT°

i€ i€

— (G, 7¢g) S-kapalidir.
Teorem 3.1.3 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki énermeler denktir:

(i) (X,7) S-kapal

(ii) VG € R.O.(X)i¢in (G, 7¢) S-kapalidir (Noiri 1977).

Ispat. (i)==(ii) VG € R.0.(X) alalim. Teorem 2.2.1’den G € 7 dur.
G C,LGJI U; olacak bicimde V(U;);er C S.0.(X) alahm.

Teorem 2.1.11 geregi G € R.O.(X) <= (X — G) € R.C.(X)

—_—
= (X-0)=(Xx-0)

——
— (X — @) C (X — G) olup Teorem 2.1.1’den (X — G) € S.0.(X)dir.

45



GCU U — GU((X-G))c (U U)U(X—G)

il i€l

— X C(UU)U(X —-G)

il

— X={(UU)U(X-G)}nX

U
el

= X = {(LEJI U)) U (X —G)} ve (X,7) S-kapali oldugundan (3J)(J C I) > (J

sonlu)
X={(UU)U(X-G)}=UTiU(X-G)=(UT)U(X-G)

— X=(U U)U(X— COJ) olup G € 7 oldugundan (X — COJ) = (X - Q)

— G C.UJ U, olup G X’e gore S-kapalidir.Ayrica G € 7 olup Teorem 3.1.2 geregi
1€
(G, T¢) S-kapahdir.

(ii)=({) X € X ve X =X olup X € R.O.(X) dir.O halde (ii) hipotezinden
(X,7) S-kapahdur.

Lemma 3.1.1 (X, 7) topolojik bir uzay, A, B C X, AN B # () olsun.

Eger B € R.O.(X) ve A X’e gore S-kapali ise AN B de X’e gore S-kapalidir

(Noiri 1978).

Ispat. ANB cy U; olacak bigimde V(U;);er C S.0.(X) alalm.
1€
BeRO.(X)«<= (X—B)e RC.(X)= (X — B) € 5.0.(X) dir.
(ANB)U(X —B) C (.LEJI U))U (X — B)
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— (AU(X - B))N(BU (X — B)) C (U U;) U(X — B)

el

— AC (AU(X —B))C (U U;)U(X — B) olup A X’e gire S-kapali oldugundan ,

el

(3J)(J 1) > (Jsonln) 3 A (U U;))U(X — B)
— A C (EJUZ) U (X— é) olup Be RO.(X)= Ber
« B=R oldugundan A C (.UJ U;) U (X — B)

1€

:>AHBC{(iL€JJE)U(X—B) }NB

:>Ach{(igJUi)mB}u{(X—B)mB}

— ANBC (.UJ U;N B) cy U; olup AN B X'e gore S-kapalidir.
1€ 1€

Lemma 3.1.2 (X, 7) topolojik bir uzay ve A C X olsun. Eger A X’e gore S-kapali

ise A ve A ciimleleri de X’e gore S-kapalidir (Noiri 1978).

Ispat. (i) A cy U; olacak bigimde V(U;)ier C S.0.(X) alalm.
1€

AcC A ve A X’e gore S-kapah oldugundan (3.J)(J C I) > (J sonlu) 3 A c U U;

e

:ZCU U, =U U
ieJ

ieJ
— A X’e gore S-kapalidir.
(ii) A X’e gore S-kapali olup (i)’den dolay1 A X’e gore S-kapaldir.
Teorem 2.2.4 geregi A € R.0.(X) dir.

Ote yandan A ¢ A «<=A NA =A oldugundan Lemma 3.1.1 geregi A de X’e gore
S-kapalidir.

Lemma 3.1.3 (X, 7) topolojik bir uzay ve J, sonlu elemanli bir indis ctimlesi olsun.

Eger VE € J, i¢in G X’e gore S-kapali ise

G= J Gy da X'e gore S-kapalidir (Noiri 1978).

kedo
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Ispat. G :keL‘J] G C,gl U; olacak bigimde V(U;);cr C S.O.(X) alalim.

Vk € J, i¢cin Gy, C G =, L‘J] Gy, C'UI U; olup G}, X’e gore S-kapali oldugundan
€ 1€

o

(3 Jk)(Jk C I) = (Jk SOIlhl) 5GLC U U

1€y

—G=U GpC U, olacak bi¢imde bir

U
kedo € U Ji
keJo
(3J =Y Ji)(J" € I) > (J sonlu) bulundu.
€Jo

O halde G :keL‘J] G X'e gore S-kapalidir.

Teorem 3.1.4 (X, 7) topolojik bir uzay olsun, J sonlu elemanlh bir indis ciimlesi

olmak {izere X = AUJ G; ve Vi € J icin
1€
(Gi,7¢;) S-kapali ve G; € 7 ise (X, 7) S-kapalidir (Noiri 1980).
Ispat. Vi € J icin G; € 7 ve (Gi,7¢g,) S-kapali oldugundan Teorem 3.1.2 geregi
Vi € J icin G; X'e gore S-kapahdir.

O halde Lemma 3.1.3’den X = AUJ G; de X’e gore S-kapalidir. Buise X € 7 oldugun-
1€
dan yine Teorem 3.1.2 geregi (X, 7) topolojik uzaymim S-kapali oldugunu kanitlar.

Teorem 3.1.5 (X, 7) topolojik bir uzay olsun.Asagidaki 6nermeler denktir:
(i) (X, 7) S-kapali

(ii) VF € R.C.(X) i¢gin F' X’e gore S-kapalidir (Noiri 1980).

Ispat.(i)==(ii) VF € R.C.(X) alalm.
FeRC(X)<—F = F=F=F olup Teorem 2.2.4 geregi Fe R.O.(X) dir.

o

Teorem 3.1.3 geregi (F, TFg) S-kapalidir.

Yine Teorem 3.1.2°den }7? X’e gore S-kapalidir. O halde Lemma 3.1.2 geregi }7? =F
X’e gore S-kapalidir.
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(ii))==(i) VF € R.C.(X) alalim. Hipotez geregi F' X’e gore S-kapalidur.
F € R.C.(X) olup regiiler-kapal her ciimle kapal oldugundan

FeFeF=F :>F0:f olup Lemma 3.1.2’den

FX'e gore S-kapalidir (3.1.3)

o

F=F olup Fe RO.(X) <= (X— FO) € R.C.(X) oldugundan hipotez geregi

(X— F) X e gore S-kapaldir (3.1.4)

(3.1.3), (3.1.4) ve Lemma 3.1.3’den X —F U(X— FO) X'e gore S-kapalidir.
O halde X € 7 oldugundan Teorem 3.1.2’den (X, 7) S-kapalidir.
Teorem 3.1.6 (X, 7) topolojik bir uzay olsun. Eger 3G € X 5 G = X ve G X'e
gore S-kapali ise (X, 7) S-kapalidir (Noiri 1980).
Ispat. X cy F; olacak bigimde V(F});cr C R.C.(X) alalim.
€

GCcX C,UI F; ve G X’e gore S-kapali oldugundan Teorem 3.1.1’den

1€

(3J)J CI)>(Jsonlu)>G cy F; olup buradan
1€

GCUFCUTE (3.1.5)

AyricaVi € I'igin F; € RC.(X) = F, € F < F;, = F; olup (3.1.5)’den5 C'UJ F;
1€
dir.

Burada hipotezden G = X ifadesi yerine konursa;

X C'UJ F; olup X, X’e gore S-kapalidir.
1€
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O halde X € 7 olmasi sebebiyle Teorem 3.1.2’den (X, 7) S-kapalidir.

Teorem 3.1.7 (X, 7) topolojik bir uzay, A C X ve A € F olsun. Eger A* X’e gore
S-kapali ise A X’e gore S-kapalidir (Noiri 1978).

fspat. Ac F«= A=A = A=Ac R.O.(X) olup Lemma 3.1.1 geregi

XN A=A X e gore S-kapali (3.1.6)
dur.
Hipotezden
A=A A X'e gore S-kapali (3.1.7)
idi.

(3.1.6),(3.1.7) ve Lemma 3.1.3’den

AU A= (A— AU A= A

olup A X’e gore S-kapalidir.

Teorem 3.1.8 (X, 7) topolojik bir uzay olsun. Asagidaki 6nermeler denktir:
(i) (X, 7)S-kapal
(i) X =Y U; olacak bigimde Y(U;);e; C R.S.0.(X) igin (3J)(J C I) 3 (Jsonlu) >

X =U U; (Cameron 1978)

i€J
Ispat. (i)=(ii) X =y U; olacak bigimde Y(U;);er C R.S.0.(X) alalim.
1€

Teorem 2.3.1 geregince Vi € [ igin U; € S.0.(X) dir. O halde (X, 7) S-kapali oldugun-

dan
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@N)(JcI)>(Jsonlu)> X =U T,

icJ

(ii)==(i) Kabul edelim ki (X, 7) S-kapali olmasin

— X :.LEJI U; olacak bigimde 3(U;);e; € S.O.(X) 3 (VJ)(J C I) > (J sonlu) igin

X #4U U; dir.
i€J

Vi € I igin U; € S.0.(X) olup

UiC[Z

dir.

Ayrica yine Vi € I igin her zaman

O halde (3.1.8) ve (3.1.9)’dan o
U, C [;i C U@
Ote yandan L
Ucy

—>(3.1.10) ve (3.1.11)’den U;CU; UU; C U; olacak bicimde 3 U;€ R.0.(X)
«—U; UU; € R.S.0.(X) dir.

X =UU; cUUl;) <= X :%@ ul;) N X ve

el iel

o

Vi € I icin (U; UU;) € X <= (U; UU;) NX = (U; UL;)
oldugu da dikkate alinirsa;

X =U (U; Ul;) olacak bicimde bir (U; UU;)ic; C R.S.0.(X) elde edildi.

el

o1

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)



O halde (ii) hipotezinden

o

3J)(J c I)> (J sonlu) 3 X = U (T; UU;) (3.1.12)

e

]

Ote yandan Vi € I icin U;C U; ve U; C U; =>(U; UU;) C U; olup (3.1.12)’den

XCculU

icJ

«— X =U (UinX)veVic IicinU; C X +<= U; N X = U, oldugu da dikkate

ieJ
aliirsa buradan

X :.LGJJ U; elde edilir ki bu da kabuliimiiz ile celisir.
O halde kabuliimiiz yanlis olup (X, 7) S-kapahdur.

Sonug 3.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay olsun.Tanim 3.1.1, Teorem 3.1.1,

Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.8’in direk bir sonucu olarak agagidaki onermelerin denk

oldugu agikardir:
(i) (X, 7) S-kapali

(il)) X :.LEJI U; olacak bigimdeki V(U;);e;r € S.O.(X) igin (3J)(J C I) >

Sl

(J sonlu) 5 X =U

ieJ
(iii) X :'LGJI U; olacak bigimdeki V(U;);e; C R.C.(X) igin (3J)(J C I) 5 (J sonlu)
X=UU
ieJ

(iv) X =U U; olacak bigimdeki V(U)ies € R.5.0.(X) (3J)(J € 1) 3 (J sonlu) 3

Teorem 3.1.9 (X, 7) bir topolojik uzay, A C X ve A bir a—ciimle olsun. Asagidaki

onermeler denktir:

(i) (A,74) S-kapali
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(ii)) A X’e gore S-kapal (Noiri 1978)

Ispat. (i)==(ii) A C%JI U; olacak bi¢imdeki V(U;);e; C S.0.(X) alalim.
A bir a—ciimle oldugundan Teorem 2.3.7 geregince Vi € [ igin ANU; € S.0.(A) dur.

A cy U< A =U (U;NA) olup (A, 74) S-kapali oldugundan
(S 1€

3J)(JCI)>(Jsonlu)> A=U (U;NA) (3.1.13)

icJ
Ayrica Vi € I igin ANU; C U; olup (3.1.13)’den A cy U;
1€

= A X’e gore S-kapali

(i)=(i) A =y U; olacak bigimdeki V(U;);er C S.O.(A) alahm. A a—ciimle olup
1€
Teorem 2.3.3’dan A € S.0.(X) dir.

Ayrica Vi € I i¢inU; € S.0.(A) oldugundan Teorem 2.3.6 geregince U; € S.0.(X)

oldugu kolayca goriilebilir.

—> A X’e gore S-kapali oldugundan (3.J)(J C I) > (J sonlu) 3 A c U U;

ieJ
— A=U (U;nA)
i€

—A
— A=UU;
icJ

= (A, 74) S-kapalidir

Teorem 3.1.10 (X, 7) bir topolojik uzay, A C Y C X ve Y bir a—ciimle olsun.

Asagidaki onermeler denktir:
(i) A (Y,7y) ’a gore S-kapali

(ii)) A (X, 7)’ya gore S-kapali (Noiri 1978)
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Ispat. (i)==(ii) A (Y,7y)’a gore S-kapal1 olsun

A C.LEJI U; olacak bigimdeki V(U;);e; C S.0.(X) (3.1.14)

alalim.

Y bir a—ciimle olup Teorem 2.3.7’den

VieIignU;NY € S.0.(Y) (3.1.15)

Ayrica hipotezden
ACy (3.1.16)

O halde (3.1.14) ve (3.1.16)’dan A C (.UI u)ny
S

— A C.LEJI U;NY)

Ayrica (3.1.15)’den (U; NY )ier € S.O.(Y) olup

A (Y, 7y) ’a gore S-kapali oldugundan

(3)(J C 1)3 (J sonl) 3 A € U (Ui Y)

:AC.EJ(UZ'QY)HY

— ACU (U;nY)
i€J

— ACU U;

icJ
— A (X, 7)’ya gore S-kapalidir.
(ii)==(i) A (X, 7)’ya gore S-kapal olsun

A cy U; olacak bigimde Y(U;);e; C S.O.(Y) alalim. Y bir a—ciimle olup
1€

—Teorem 2.3.3 den Y € S.0.(X) dir.O halde Teorem 2.3.6’dan
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Vi e I igin U; € S.0.(X) dir.

A (X, 7)ya gore S-kapali oldugundan (3J)(J C I) > (J sonlu) > A cy U; dir.
1€

Ayrica hipotezden A C Y oldugundan

AcU TnY)=UT, = AcuU T,
ied e e

= A (Y, 7y) ’a gore S-kapalidir

Teorem 3.1.11 (X, 7) topolojik bir uzay, A C Y C X ve Y € 7 olsun

onermeler denktir:
(i) (A,74) S-kapali

(ii) (A, (Ty)a) S-kapali (Noiri 1978)

Ispat. A € 7 olup Teorem 2.3.2 geregi A a—ciimledir.

(A, 74) S-kapali ve A a—ciimle oldugundan Teorem 3.1.9 ’dan

A X’e gore S-kapali

Ayrica Y € 7 olup yine Teorem 2.3.2 geregi

Y o — ciimledir

O halde (3.1.17), (3.1.18) ve Teorem 3.1.10 'dan

A (Y, Ty) uzayma gore S-kapahdir

Yine (3.1.19) ve Teorem 3.1.9 dan (A, (7y)a) S-kapalidir.

. Asagidaki

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

Teorem 3.1.12 (X, 1) topolojik bir uzay, A, B C X, A X’e gore S-kapal1 ve
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B € R.O.(X) olsun. Bu durumda agagidaki 6zellikler vardir:

(i) AN B B’ye gore S-kapali

(ii) B C Aise B X’e gore S-kapali

(iii) A € F ise A X'e gore S-kapali (Noiri 1978)

Ispat. (i) A X’e gore S-kapali ve B € R.O.(X) olsun ,bu durumda Lemma 3.1.1
geregi AN B X’e gore S-kapalidir.

B € R.O.(X) olup Teorem 2.2.1 geregi B € 7 dir. O halde Teorem 2.3.2 geregi

B a—ciimledir.

ANB C BC X,B a—ciimle ve AN B X’e gore S-kapali olup Teorem 3.1.10 geregi
AN B B’ye gore S-kapalidir.

(i) BC A<= AN B = B olup Lemma 3.1.1’'den AN B = B X’e gore S-kapaldur.
(i) A€ Fe= A=A = A=Ac RO.(X) olup A= AC A= A =
ANA= fi oldugu da gozoniine alinirsa,

:>/(1):ZE R.O.(X) olup hipotezden A X’e gore S-kapali oldugundan Lemma 3.1.1’den
ANA X’e gore S-kapalidir

o

<—ANA=A= /(1) X’e gore S-kapalidir.

Teorem 3.1.13 (X, 7) topolojik bir uzay A C X ve A X’e gore S-kapali olsun. Bu
durumda (A, TZO) S-kapalidir (Noiri 1978).

Ispat. Ae 7 olup Teorem 2.3.2 geregince A bir a—ciimledir. Ayrica A X’e gore S-
kapali olup Lemma 3.1.2 geregi A de X’e gore S-kapalidir. O halde Teorem 3.1.9’dan
(4, Tzo) S-kapalidir.

Teorem 3.1.14 (X, 7) topolojik bir uzay, A € 7 ve (A, 74) S-kapali olsun ise (A, 7)
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S-kapalidir (Noiri 1978).

Ispat. A :'gl U; olacak bicimde V(U;)ic; C S.0.(A) alalim.

AcTe= A=A— ACA (3.1.20)

Ayrica
AC A (3.1.21)

O halde (3.1.20) ve (3.1.21)den A C A <= A € S.0.(X) dir .

O halde Teorem 2.1.18den
A€ S0.(X) (3.1.22)

Vie IiginU; C AC X ve U; € S.0.(A) olup (3.1.22) ve Teorem 2.3.6 geregi

U; € S.0.(X) (3.1.23)

Ayrica A € 1 = A a—ciimledir. O halde (A, 74) S-kapali oldugundan Teorem
3.1.9 geregi A X’e gore S-kapalidir.

ACA :.LEJI U; ve (3.1.23)’den (U;);er € S.O.(X) olup A X'’e gore S-kapal oldugun-
dan (3J)(J CI)> (J sonlu) > ACU U;

icJ

(A, 7) S-kapahdr.
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3.2 S-kapali Uzaylarin Siirekli Fonksiyonlarla Ac¢ik Fonksiyonlarin Bazi
Zayiflatilmig Bigimleri ile Kararsiz ve On-yari-agik Fonksiyonlar Al-

tindaki Goriintii Ozellikleri

Bu kesimde tamamen baglantisiz uzay tanimindan ve 6zelliklerinden de yararlanilarak,
S-kapali uzaylarin hh-acik, zayif siirekli, yari-kapali, kararsiz ve 6n-yari-agik fonksiy-

onlarla, yari-homeomorfizmler altindaki goriintii 6zelliklerini inceledik.

Teorem 3.2.1 (X, 7) S-kapali, (Y,7’) herhangi bir topolojik uzay ve f : X — Y
kararsiz ve orten olsun ise (Y, 7’) S-kapalidir (Thompson 1977).
Ispat. Y =U V; olacak bi¢imde V(V;);e; € S.O.(Y) alalim.
1€
Vi € I i¢in V; € S.0.(Y) ve f kararsiz oldugundan f~*(V;) € S.0.(X) dir.

X = fUY) = X =U [(V) ve (f 1 (Vi))er € S.O.(X) olup (X, 7) Skapah

oldugundan (3J)(J C I) 3 (J sonlu) 3 X =U_f~1(V})

icJ

dir. Bu ise Teorem 2.1.14 ’den X =y f~Y(V;) oldugunu gosterir.
1€

Ayrica f orten oldugundan

Y =f(X)=f(U f(V) (3.2.1)

Ote yandan f kararsiz oldugundan Teorem 2.5.2 geregi

U FH0) € F(UFHV) = U F(0A) (322

e

Yine hipotezden f orten oldugundan f(f~(V;)) = V; oldugu da dikkate almrsa
) =1(y. c UV )
(3.2.2)’den f(iLGJJ (V) CiLGJJ ViC iLgJJ V; olup (3.2.1)’den

YCUVi=UVi<=Y=U (V,nY) (3.2.3)

ieJ ieJ ieJ
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VieIiginV; CY <= V;NY =V, oldugu da dikkate alinirsa (3.2.3)’den Y = Vi
1€

sonucuna ulagilir ki bu da (Y, 7’) uzaymin S-kapali oldugunu ispatlar.

Tanim 3.2.1 (Tamamen Baglantisiz Uzay) (X, 7) topolojik bir uzay olsun. Eger

VA € 7 icin A € 7 oluyorsa (X, 7)’ya tamamen baglantisiz uzay denir (Noiri 1980).

Teorem 3.2.2 (X, 1) topolojik bir uzay olsun. Agagidaki 6nermeler denktir:
(i) (X, 7) tamamen baglantisiz
(ii) AN B =  olacak bicimdeki YA, B € 7 icin AN B = ()

Ispat. (i)==(ii) (X, 7) tamamen baglantisiz olsun ve A N B = () olacak bicimdeki
VA, B € T alalim, Lemma 2.3.1’den

ANB=10 (3.2.4)

D

€ 7 ve (X, 7) tamamen baglantisiz=> A € 7 olup (3.2.4)’dan ve Lemma 2.3.1’den
NB =1

8N

(ii)==(i) (X, 7) tamamen baglantisiz<=> VA € 7 i¢gin A € 7 oldugunu gosterecegiz.

A = B diyelim. Bu durumda
X—-B=(X-A)er (3.2.5)

o

— AN(X -A)=An (X -A)CAN(X - A) =0

— AN (X —A4) = An (X — B) = 0 ayrica hipotezden A € 7 ve (3.2.5)'den

(X — B) € 7 olup (ii)’den AN (X — B) =)

o

<« AN(X-B)=10

«—=B=AC (X - (X~- é)) =B olup buradan
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BcB (3.2.6)

dir. Ayrica her zaman

BC B (3.2.7)

O halde (3.2.6) ve (3.2.7) den B= B

<= B = Ac 7olup (X,7) tamamen baglantisizdir.

Lemma 3.2.1 (X, 7) tamamen baglantisiz bir topolojik uzay olsun. Bu durumda
YU € S.0.(X) i¢in U=U
dir.

Ispat. Teorem 2.1.15 denVU C X icin

UcUcU=UcU (3.2.8)

Kabul edelim ki U Q Uolsune= 3z €U >z ¢ U dir. Teorem 2.1.12 den

r¢U<—= TV, eVs(z)5UNV; =10 (3.2.9)
dir.

Vs € Vs(x) <=z € V C V; olacak bigimde 3V € S.0.(X) dir. O halde (3.2.9) den

VNUCV.NU=0=VnNU=0

o 0 pmN——
=V Nu=VnNnUicVnU=»0

:>\/? N [?: () olup Teorem 3.2.2 ’dan VO N UO' = () dir.
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Ote yandan

o

UeSOX)=UclU=TUcCU=U (3.2.10)

o

Ayrica her zaman

UCU=UcCU (3.2.11)

O halde (3.2.10) ve (3.2.11)’den

T=0 (3.2.12)
dir. Benzer sekilde
VeESOX)=TV=V (3.2.13)
dir. Ote yandan
reV =1V (3.2.14)

dir. VN =0 oldugundan (3.2.12) ve (3.2.13) den U NV = §) dir. O halde
(3.2.14) den x ¢ U dur.

Bu ise 2 € U olmast ile celisir. O halde kabuliimiiz yanls olup

uctu (3.2.15)

Sonugcta (3.2.8) ve (3.2.15)’den U = U dur.

Teorem 3.2.3 (X, 7) tamamen baglantisiz ve (Y, 7’) herhangi bir topolojik olsun.

Ayrica f: X — Y kararsiz ve G C X 5 G X'e gore

S-kapali olsun. Bu durumda f(G) Y’ye gore S-kapalidir (Noiri 1980).

Ispat. f(G) cy V; olacak bigimde V(V;);er C S.0.(Y) alalim.
1€
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Vi € I 'igin V; € S.0.(Y) ve f kararsiz oldugundan f~(V;) € S.0.(X) dir.

GcC fYf(@G) c f_l(AUI Vi) =y f7Y(V;) olup G X e gore S-kapali oldugundan
1€ 1€

(3)(J € 1) 3 (J sonln) 5 G €U FI(V) = U F (V)

e

olup X tamamen baglantisiz oldugundan Lemma 3.2.2 geregi G CAUJ YV
1€

= f(G) C f (LGJJ f~1(V;)) dir. Buradan ise f kararsiz oldugundan Teorem 2.5.2
geregi

£(G) € J(U I V) €Y, FU (V)CU, Ve O Vi =U Vi olup [(G) ¥ ye gore
S-kapalidir.

e e

Teorem 3.2.4 (X,7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y zayif siirekli ve
hh-agik olsun. Eger G X ’e gore S-kapali ise f(G) Y’ ye gore S-kapalidir (Noiri 1980).

Ispat. f(G) cy F; olacak bicimde V(F;)ic;r C R.C.(Y) alalim. f zayif siirekli ve
1€

hh-agik oldugundan

= Teorem 2.4.6 geregi Vi € I i¢in f~!(F;) € R.C.(X) dir.

f(G) cU Fi= G C fHA(@) C Y F) =Y f(F) olup G X e gore
S-kapali oldugundan (3 J)(J C I) 3 (J sonlu) >
Gy fUE) = F(G) C AU FUE) =Y F(F(F)
== f(G) cy F;

= f(G) Y’ ye gore S-kapaldir.

Sonug 3.2.1 (X, 7) S-kapali bir topolojik uzay ve (Y, 7’) herhangi bir topolojik uzay

olsun ve f : X — Y orten, zayif siirekli, hh-acik

olsun ise (Y, 7') S-kapaldir.

Ispat.(X, 7) S-kapah<= X, X’ e gore S-kapalidir.
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O halde Teorem 3.2.4’dan f(X) =Y, Y ’ye gore S-kapahdir

< (Y,7') S-kapalidir.

Sonug 3.2.2 (X, 1) ve (Y, 7’) iki topolojik uzay, f : X — Y orten, siirekli ve agik

olsun.

(X, 7) S-kapali ise (Y, 7’) S-kapalidir.

Ispat.Teorem 2.4.2 geregi siirekli her fonksiyon zayif siirekli ve Teorem 2.4.5 geregi

acik her fonksiyon hh-acik oldugundan Sonug 3.2.1 geregi
(Y, 7") S-kapalidir.
Teorem 3.2.5 (X, 7) tamamen baglantisiz bir topolojik uzay

f: X—Y

yari-kapali, hh-agik, orten bir fonksiyon olsun. Ayrica
Vy € Y igin {f~(y)} X e gore S-kapali ve G C Y olsun.

Eger G Y ’ye gore S-kapali ise f~}(G) X ’e gore S-kapalidir.

ispat.
4G C,gl F; olacak bigimde V(F});er C R.C.(X) (3.2.16)

alalim.

Yy € G igin {y} C G oldugundan

FH ) c @) = {fW}tc (G (3.2.17)

O halde (3.2.16) ve (3.2.17) den {f~!(y)} cy F; olup {f~!(y)} X’ e gore S-kapali
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oldugundan

(FJW)(JI(y) € 1) > (J(y) sonlu ) > {f ()} Ceiy (3.2.18)

Vi € I i¢in Fye 7 ve (X, 7) tamamen baglantisiz oldugundan

Fer (3.2.19)

dur.
Vieligin F; € RC.(X) <= F, = I% olup (3.2.19) dan F; € T sonucuna ulagilir.
Simdi {f~'(y)} € U F;=U(y) diyelim.
i€J(y)
O halde (3.2 .18) ve agiklar aksiyomlarindan U(y) € T oldugu agikardr.

f orten ve yari-kapali oldugundan Teorem 2.4.7 geregince

Yy € G icin AV (y) € S.O.(Y) 2y € V(y) ve f1(V(y)) Cc U(y) (3.2.20)

Buradan G C Y, V(y) C S.0.(Y) olacak bi¢imde bir (V(y))yeq C S.0.(Y') vardur.
Yy

fHE) CFH0 Vi) (3.2.21)

o

N ~ =
Ote yandan Vj € {1,2,...n} i¢in V(y;) € S.0.(Y) < V(y;) C V(y;)

o o

~ =
= V(y;) C V(y;) = V(y;) olup (3.2.21)’den

[

n —
JHG) U (V) (3.2.22)
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dir. Ayrica f hh-agik olup Lemma 2.4.3 geregi

f71(V(y;)) olup (3.2.20)’den

N
I'Cs

3

) <O I V() € 0, Uly)

=1 =1

U Uly;) (3.2.23)

j=

olup

Vie{l,2,..,n}icin U(y;) € R.C.(X) = Ul(y;) € F <= U(y;) = U(y;) oldugu da
gozoniine alimirsa (3.2.22) ve (3.2.23) den

FYG) cU Uly;) -0 U F= U F, olup U J(y;) = J' dersek
]:1 ]:1 ZE(J(y])) ic G J(y]) ]:1
j=1

J' sonludur.

O halde f~1(G@) X’ e gore S-kapahdur.

Teorem 3.2.6 S-kapalilik yari-topolojik bir 6zelliktir. Dolayisiyla topolojik bir 6zel-
liktir (Crossley and Hildebrand 1972).

Ispat. S-kapalihgin yari-topolojik bir ézellik olup olmadigim géstermek icin bir yari-
homeomorfizm altinda korunup korunmadigina

bakacagiz. (X, 1) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f : X — Y bir yari-homeomorfizm

olsun.
(X,7) S-kapali=- (Y, 7') S-kapali m1 (7)
(:=) (X, 7) S-kapal olsun= (Y, 7’) S-kapal mu1 (?)

Y =y U; olacak bi¢imde V(U;);e;r C S.O.(Y) alahm.Vi € I i¢in U; € S.O.(Y) olup f
1€

bir yari-homeomorfizm oldugundan kararsizdir,bu nedenle

FHU) € 5.0.(X) (3.2.24)
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Y =U U= X=fYY)= f’l(,gl U) =U f1(U;) ve (3.2.24) ten

il
(f71(U;))ier € S.0.(X) olup (X, 7) S-kapali oldugundan
(3J)(J C I)> (J sonlu) 5 X :g] fH0) <= X = ,LGJJ f~YU;) olup

Teorem 2.1.14 geregi X = o YUy
1€

=Y = f(X) = f(@'LeJJ 1)) = f(f’l(ig] U;)) olup yine f kararsiz oldugundan

Teorem 2.5.2 geregi

— -1 ; -1 ))— — 1T — 771
Y=7{ (ng Ui)) C (ng Ui)) igJ vic igJ Ui iLGJJ Ui dir

—YCU U, «<—=Y=UUNY<<=Y=UT;
ieJ ieJ ieJ

—> (Y, 7') S-kapalidir.

(«<=:)(Y,7’) S-kapal olsun—= (X, 7) S-kapali m (?)

X :,gl U; olacak bicimde V(U;);er C S.0.(X) alalm.Vi € [ igin U; € S.0.(X) olup
f on-yari-agik oldugundan f(U;) € S.O.(Y) dir.

f orten oldugundan Y = f(X) = f(LeJI U;) =Y fU;) ve (f(U))ier C S.O(Y)
bulundu. O halde hipotezden (Y, 7’) S-kapali oldugundan

(3J)(J C I) > (J sonlu) 5 Y = fU;) = u f(U;) olup Teorem 2.1.14 geregi
1€ 1€
Y :igJ f(U;) dir.

f on-yari-acik ve 1-1, orten oldugundan Teorem 2.5.3 geregi f~! kararsizdir.

X=f7YV)=f"1VY f(U:) = ff(U Up)) dur.

e e

f~! kararsiz oldugundan Teorem 2.5.2 geregi

X = Y, U) CF (Y, U)=Y Uic O T =U, T

icJ ieJ ieJ

— XCUU+=X=UUnX)«<=X=UT,
i€ e ieJ

— (X, 7) S-kapaldir.
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Sonug olarak S-kapalilik yari-topolojik bir ozelliktir. Her homeomorfizm bir yari-

homeomorfizm oldugundan S-kapalilik ayn1 zamanda topolojik bir 6zelliktir.
3.3 S-kapali1 Uzaylarin QHC ve H-kapali Uzaylarla Iligkileri

Bu kesimde ilk defa 1924’de Alexandroff ve Urysohn tarafindan verilen QHC uzaylar

ve H-kapali uzaylarin S-kapali uzaylarla olan iligkileri incelenmigtir.

Tanim 3.3.1 (Quasi H-kapali Uzay) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger

X :.LEJI U; olacak bigimde Y(U;);e; C 7 igin

(3J)(J € I) > (J sonlu) 3 X = U; oluyorsa (X, 7)’ya Quasi-H-kapali uzay denir
1€

ve QHC ile gosterilir (Cameron 1978).

Teorem 3.3.1 (X, 7) S-kapali ise (X, 7) QHC uzayidir (Cameron 1978).

Ispat. X :‘UI U; olacak bigimde V(U;);e; C 7 alahim.
1€

Vielicin U, € 1= U, € S.0.(X) dir.

S

(X, 7) S-kapali oldugundan (3J)(J C I) 5 (J sonlu) 5 X =U

icJ
— (X, 7) QHC uzay:dir.
Teorem 3.3.2 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Agagidaki nermeler denktir:
(i) (X,7) QHC uzay:
(ii) X :.LEJI U; olacak bigimde V(U;);e; C R.O.(X) i¢in (3J)(J C I) 3 (J sonlu) >

X =U U; (Cameron 1978)

i€J
Ispat. (i)=(ii) X =y U; olacak bi¢imde V(U;);e; C R.O.(X) alalim.
1€

Vi € I igin U; € R.O.(X) olup Teorem 2.2.1 geregi U; € 7 dur.
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O halde X :,gl U; olacak bigimde bir V(U;);e; C 7 bulundu. Hipotezden (X, 7) QHC

uzay1 oldugundan |,
(3J)(J C I)>(J sonlu) 5 X :.UJE elde edilir.
1€

(i) =(1)
X =U U; olacak bigimde V(U;)ie;r C 7 (3.3.1)
1€

alalim
VielicinU; € 7<= U, :(}i olup her zaman U; C U; oldugundan U, :(}ZCE
— Vi € [ icin U; U, dir.

O halde (3.3.1)’den X =U U; CUT;

i€l icl
— X CUU;

i€l
— X = (,LEJIUi) Nnx
— X = (LEJIE) ve Teorem 2.2.4 geregi (U;)je; C R.O.(X) dir. O halde hipotezden
(3J)(J C I)> (J sonlu) > X =U U dir.

o

Ayrica Vi € iginEC U = U, C ﬁ = U; oldugundan X :.UJ U; dir.
1€

Sonug olarak (X, 7) QHC uzayidir.

Teorem 3.3.3 (X, 7) ve (Y, 7’) iki topolojik uzay,

f: X —Y

yari-kapali, hh-agik, 6rten bir fonksiyon olsun. Ayrica Vy € Y icin {f(y)}

(X, 7) uzayinda kompakt olsun.
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Eger (Y, 7’) S-kapali ise (X, 7) QHC uzayidir.

ispat.
X =y U; olacak bigimde V(U;)ie; C 7
1€

alalim

VyeYicdn{y} CY = f({yh) ={f"W}Cf¥)=X
O halde (3.3.2)'den {f}(y)} € X =U Ui ve (Ui)ier € 7 dur.
{f(y)} kompakt oldugundan

(3J(y)(J(y) € I) > (J(y) sonlu) > {f*(y)} Ciey(y) U; dir. Burada

Uy)= U U
(y) e

dersek ikinci agiklar aksiyomundan U(y) € 7 oldugu asikardir.

f yari-kapali oldugundan Teorem 2.4.7 geregi

WV (y) € S.O.(Y) 3 {y} C V(y) ve [ (V(y) C U(y)

V(y) € S.0.(Y) < G C V(y) C G olacak bigimde 3G € 7’

(3.3.5)’den

V) c fH(G)

f hh-acik olup Lemma 2.4.3 geregi

F7HG) c fHG)
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yine (3.3.5)’den

fHG) C A1 (V(y)) (3.3.8)

O halde (3.3.6), (3.3.7) ve (3.3.8)’den

V) C fH(V(y) (3.3.9)

Vy € Y igin {y} C V(y) elde edilmigti. Buradan Y C Y V(y) oldugu goriiliir.
ye

O halde (Y, 7’) S-kapal oldugundan

— X = 1Y) =U f(V(y,)) olup (3.3.9) dan

J=1

X =0 (Vi) 0 V() (3.3.10)

J=1

dir.

Ote yandan (3.3.4) den

71 V() cU(y) (3.3.11)

dir. O halde (3.3.10) ve (3.3.11) den

X0 V) <O Uly) = X c 0 Uly) (3.3.12)

Ayrica

O Ulyy) € X (3.3.13)

O halde (3.3.12) ve (3.3.13)'den X = U U(y;) elde edilir.

J=1
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Ohalde 333)den X =0 U U,=U U Ti= U T

el T e O ay)
j=1
olup J' = .61 J(y;) dersek, J' sonludur.Sonucta X = J U; elde edilir.
J= ieJ’!

Bu ise (X, 7)'nun bir QHC uzay1 oldugunu ispatlar.

Tanim 3.3.2 (Miikemmel Fonksiyon) (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay,
f: X—Y

siirekli, kapali ve orten olsun.Ayrica Vy € Y icin {f~!(y)} kompakt olsun. Bu

durumda f fonksiyonuna miikemmel fonksiyon denir (Noiri 1977).

Teorem 3.3.4 (X, 7) bir topolojik uzay, (Y,7’) S-kapali ve f : X — Y acik ve

miikemmel bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X, 7) QHC uzayidir.

Ispat. f acik ve Teorem 2.4.5 geregi acik her fonksiyon hh-acik oldugundan f hh-
agiktir. Ayrica f miikemmel bir fonksiyon oldugundan ¢rten ve kapalidir. Kapali her
fonksiyon yari-kapali oldugundan f yari-kapalidir. Ote yandan yine f miikemmel bir
fonksiyon oldugundan Vy € Y igin {f*(y)} (X,7) uzayinda kompakttir. O halde
Teorem 3.3.3 geregince (X, 7) bir QHC uzayidir.

Tanim 3.3.3 (H-kapal1 Uzay) (X, 7) bir Hausdorff uzay1 ve QHC uzayiise (X, 7)’ya
H-kapali uzay denir (Thompson 1976).

Teorem 3.3.5 (X, 7) S-kapali bir uzay, (Y, 7’) de bir Hausdorff uzayive f : X — Y
yari-siirekli ve orten olsun. Bu durumda (Y, 7’) H-kapalidir (Thompson 1977).

Ispat. (Y,7’) uzaymm bir H-uzay1 oldugunu biliyoruz. Simdi (Y, 7') 'nun QHC
uzay1 olup olmadigina bakalim.
Y :‘UI U; olacak bicimde Y (U;);er C 7 alalim.

1€
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X =fYYY) <= X = f’l(.LEJI U;) =y Y U;) ve Vi € I igin U; € T olup f
yari-siirekli oldugundan f~1(U;) € S.0.(X) dir. O halde

(X, 7) S-kapali oldugundan (3J)(J C I) 3 (Jsonlu) > X =U f~1(U;) = U f~YU;)

icJ i€l
olup

Buradan Teorem 2.1.14 geregi X :.UJ YUy
1€
— [(X) = (U (U dir

Buradan f orten oldugundan Y = f (.UJ F7HT,)) elde edilir.
1€

Ote yandan f yari-siirekli oldugundan Teorem 2.4.4 geregince Y C f(f *I(UJ U;))
1€

=Y =JF U )Ny

—=Y=ffY U U)=UU=U

ieJ icJ icJ

S

— (Y, 7") QHC uzayidir.

Sonugta (Y, 7') Hausdorff uzay1 olan bir QHC uzay1 oldugundan H-kapahdir.
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