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OZET

Bu ¢alismada Varyasyon Hesab1 ve Optimal Kontrol Teorisi’nde karsimiza

cikan “Kuadratik Fonksiyoneller” farkli yonlerden incelenmistir.

Varyasyon hesabinda direkt yontemlerin o6nemli bir yeri oldugu
bilinmektedir. Bu ¢alismada varyasyon hesabinin kuadratik fonksiyonelleri direkt
yontemlerle incelenmis, klasik Jacobi kosullar1 sonlu kuadratik formlarin {icgen

doniisiimii ile kanonik sekle getirilisinin bir sonucu olarak ortaya konmustur.

Tezde, Hilbert’in varyasyon hesabinda “Varlik Teoremi” ile ilgili verdigi bir
ornegin ¢ok genis bir genellemesi ele alinmig ve biitiin yonleriyle detayli olarak

incelenmistir.

Ayrica, idare edicisi sinirh varyasyonlu fonksiyonlar uzayindan olan dinamik
sistemler ele alinmig, bu sistemlerin ¢ozlimlerinin varligr incelendikten sonra
optimallik icin sartlar yazilmistir. Idare edicisi &- fonksiyonu olan sistemler,

ekstremal problemler teorisinin dualite yontemleriyle ¢oziilmiistiir.



SUMMARY

In this study, “Quadratic Functionals” are encountered in the “Calculus of

Variation and Optimal Control Theory” are examined in different perspectives.

It is known that, direct methods have important position in Calculus of
Variation. In this study Quadratic Functionals of Calculus of Variation are examined
by direct methods. Classical Jacobi conditions are put forward as a result of given

canonical form with triangel transformation of finite quadratic forms.

In this thesis, the generalization of the example related with the existence

theorem given by Hilbert, is investigated in detail.

Dynamic systems whose controller are from the space of functions of
bounded variation are also examined. After investigating the existence of the
system’s solutions the conditions of optimality are written. The systems whose

controller are ¢ - functions are solved by duality methods.



GIRIS

Insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklar problemlere en iyi ¢dziimii getirmek
gibi bir ihtiyagla karsilasmislardir. Matematikte de en iyi ¢Oziimiin arandigi
maksimum ve minimum problemlerinin incelenmesi ¢ok eski zamanlara
dayanmaktadir [54]. Asirlar boyunca, karsilasilan problemler kendilerine o6zgii
yontemlerle ¢ozililmiis ve tiim problemlerin ¢dziimiine yol gosterecek yaklagimlar
olusmamistir. Yaklasik olarak {igyliz yi1l 6nce, matematiksel analizin olusumu
doneminde, daha genel ¢6ziim metodlarinin ilk ornekleri ortaya konulmaya
baslanmistir. Bu oOnciiler Newton, Leibnitz, Kepler, Bernoulli, Fermat gibi biiyiik

doga bilimcileri ve matematikg¢ilerdi.

Ayn1 donemde ¢ok 6nemli bir sey daha anlasilmisti “Bircok doga yasasi
varyasyon prensipleriyle ifade edilebilir”. XVII. yiizyilin sonuna dogru
Brachistochrone ve Newton problemi gibi problemlerin ¢éziimii ile baslayan bu
girigim, sonralar1 geometride, fizikte, mekanikte ortaya ¢ikan benzer problemlerin
incelenmesi, matematigin yeni ve ¢ok onemli bir dalinin, “Varyasyon Hesab1’nin
olusumuna yol agmistir. Varyasyon hesabinin sonraki ikiyiiz yildaki giiclii gelisimi

sonucu konunun tiikkendigi isaretleri ortaya ¢ikmaya baglamistir.

Fakat son 50-60 yilda ekonominin, teknigin hizli gelisimi, bu zamana kadar
karsilagilmayan yeni, farkli yapida ekstremum problemlerinin ortaya c¢ikmasina
sebep oldu. Bu yeni problemler eski yontemlerle ¢coziillememekteydi. Ortaya ¢ikan bu
gereksinim sonucu klasik matematiksel analizin sinirlar1 genisletildi ve giiniimiizde
“Ekstremal Problemler” adiyla bilinen 6nemli bir dali olustu [2], [14], [25], [34],
[43], [44],[54],[55], [58]. Klasik analizin yanisira konveks kiimeler ve fonksiyonlarin

Ozelliklerini inceleyen yeni bir analiz “Konveks Analiz” ortaya ¢ikmis oldu.

Diger yandan teknik bilimlerin, &zellikle uzay teknolojisinin bir takim
ihtiyaclar1 klasik varyasyon hesab1 yontemleri ile karsilanamadigindan yeni

metodlarin gelistirilmesi gerekmistir. Bu gereksinim de iki biliyiik matematik¢inin



ortaya koydugu teorilerle karsilanmis oldu. Onlardan biri “Dinamik Programlama”
yaklagiminin mimar1 R. Bellman [5], digeri ise, “Optimal Kontrol Teorisi”nin
kurucusu L. Pontryagin’dir [41]. Boylece ekstremal problemler teorisinde gerek
soyut yaklasimlar agisindan gerekse de somut problemlerin ¢oziilebilmesi agisindan

yeni bir doneme girilmis oldu.

Ekstremal problemler teorisi, metodlari ve yapisi itibariyla olgun bir teori
olmakla birlikte bir takim problemlerin ¢6ziimiinde teorik ve pratik agidan zorluklar
bulunmaktadir. Ozellikle somut problemlerin ¢dziimii pratik agidan ¢ok onemli
olduklar1 i¢in yeni daha basit yaklasimlar gerektirmektedir. Ayrica Optimal Kontrol
ve Varyasyon Hesabimin klasik sonuglart belli kosullar altinda gegerlidir. Bu
kosullarin saglanmamasi problemin incelenmesini énemli Ol¢iide zorlastirmaktadir.
Bu calismamizda s6z konusu zorluklarin bir kagini agsmaya calistik ve ekstremal

problemlerin ¢6zlimlerini kolaylastiracak yaklasimlar sergiledik.

Temeli L. Euler tarafindan ortaya konan ve “Varyasyon Hesabinin Direkt
Yontemleri” adiyla bilinen ayriklagtirma yonteminin matematiksel analizde énemli
bir yeri vardir. Bu yontemin temel diisiincesi, verilen varyasyon problemini, sonlu
degiskenli fonksiyonlarin ekstremum problemine indirgemektir. Indirgenmis
problem, matematiksel analizin bilinen metodlar1 ile ¢oziiliir ve sonra limite
gecilerek varyasyon probleminin ¢oziimii elde edilir. Calismamizda bu yoOntem,

varyasyon hesabinin kuadratik;
b
J(x) = [(Px*+ R )t

fonksiyoneline uygulanmistir.

Varyasyon hesabinda giiclendirilmis Legendre kosulu ile ilgili iki onemli

ornek bulunmaktadir. Bunlardan birincisi Hilbert 6rnegidir [2], [11], [54].



L2
jﬁ 2(¢)dt — inf
0

x(0)=0, x(I)=1

1
probleminin ¢6ziimii x(¢#) =¢* fonksiyonudur. Bu fonksiyon mutlak siireklidir, fakat

varyasyon hesabinin problemlerinin geleneksel olarak incelendigi C'[0,1] uzaymdan

degildir. Bu drnek, varyasyon hesabinin problemlerini C' uzayimda incelemenin her

zaman dogal olmadigin1 gostermektedir.

Weierstrass ornegi ise,
1
[£% (t)dt — inf
0

x(0)=0, x(1)=1

bi¢cimindedir. Bu 6rnegi Weierstrass, matematiksel fizikte Dirichlet prensibi adi ile
bilinen 6nermenin Riemann tarafindan esaslandirilmasina itiraz olarak gdstermistir.

Bu 6rnekte ¢6ziim fonksiyonu mutlak siirekli fonksiyonlar uzayma ( AC[0,1]) bile ait

degildir. Her iki Ornekte ¢oziimlerin diizgiin olmamasimin nedeni aynidir:

Gilg¢lendirilmis Legendre sarti #=0 noktasinda saglanmamaktadir. Bu sartin
saglanmamasi ilk 6rnekte ¢dziimiin C'[0,1] uzayindan olmamasina, ikinci &rnekte
ise AC[0,1] uzayindan bile olmamasina sebep olmustur. Bu tip problemler

Varyasyon Hesabinin dejenere olmus problemleri olarak bilinmektedir. Bu konuda
Morse M. [37], Leighton W. [27], Hestenes M. R. [23], Taghiyev M. [52], [53] gibi

matematikgilerin 6nemli arastirmalart vardir.

Yukarida da adi gecen Hilbert ve Weierstrass 6rnekleri bizim ¢alismamizda

da genellestirilmis bir bigimde ele alinmistir. Biz Hilbert 6rnegini,

J(x() = j(t 5 = Al ) e



biciminde genellestirerek, Giiclendirilmis Legendre sartinin bir noktada bozulmasi

durumunu bu genellestirilmis 6rnek tizerinde detayl olarak inceledik.

Ayrica, c¢oziimleri olmayan klasik varyasyon hesabi ve optimal kontrol
problemlerinin  genisletilerek incelenmesi, sicrayigsla degisebilen sistemlerin
modellestirilmesi sonucu , optimizasyon teorisinde “Impuls Kontrol Teorisi” ortaya
cikmistir. Bu konuda [20], [38], [39], [56], [59], [63] gibi calismalar vardir. Klasik
optimal kontrol probleminde, U kontrol kiimesinin sinirsiz bir kiime oldugu
durumda, yoriingesi siirekli fonksiyon olan bir ¢dziim bulunamayabilir. Bu durum,
klasik optimal kontrol problemlerinin ¢éziimiinde temel gerek sart olan Pontryagin’in
“Maksimum Prensibi”nin klasik sekliyle gecerli olmamasindan kaynaklanmaktadir.
Ciinkii bu sart, optimal idare edicinin varliginin kabulii iizerine kurulmustur.

Ornegin;
1
J(u) = j x*(¢)dt — min
0
x=u, x(0)=-1, u(@®)=0
probleminde her idare edici i¢in J(u) >0 olacag: agiktir. x(¢) siirekli fonksiyon ise

J(u)=0 olabilmesi i¢in x(¢)=0 olmas1 gerekir. Fakat x(¢)=0 fonksiyonu

x(0) =—1 kosulunu saglamaz. Diger taraftan,

nt—1 , tel[0, 1/n]
x,(t)=
0 ,te(l/n,1]

seklinde tanimlanan yoriinge dizisine karsilik gelen idare ediciler,

n , tel0, 1/n]
u,(t) =
0 ,te(l/n, 1]



bigimindedir ve bu {x, (1)} dizisi noktasal olarak,

[T r=0
W20 e.1]

stireksiz fonksiyonuna yakinsaktir. Ayrica;

1
1
Ju)=|x@Odt=— >0
()= [xi(0ds =

0

olup {un} minimize eden dizidir. Bagka bir deyimle, J(u) fonksiyonelinin infimumu

sifirdir fakat bu alt sinir higbir idare edici ile elde edilememektedir. Fonksiyonelin
minimum degeri, genellestirilmis fonksiyonlar, & -fonksiyonlar {izerinden elde

edilmektedir. Siireksiz yoriingeleri ilk olarak arastiran Lowden’in incedigi

J(u) = j‘u(t)dt —> min

x=x+u, x(0)=0, x(1)=1, u(r)=0.

probleminde ise optimal idare edici yoktur. Minimum degeri gergeklestiren yoriinge
sinir kosullarini saglamamaktadir. Soyle ki; x=x+u denkleminden u c¢ekilip

fonksiyonelde yerine yazilirsa, problem

J(u) = j(x(z) —x(0)dt=1- j x(t)dt

1
bi¢imine doniigiir. O halde J(u) — min problemi ile J,(u)= Ix(t) dt — max
0

problemi birbirine denk problemlerdir. Boylece problem, yoriingenin altinda kalan

alanin maksimize edilmesi problemine indirgenmis olur. Son (1,1) noktasindan



geriye =0, X(t)=¢'"" yoriingesi ile hareket edilirse, X(0)=e"' #0 oldugundan
X(¢) smir sartinl saglamaz dolayisiyla kabul edilebilir bir yoriinge degildir. Fakat
(%,4) ikilisi igin J(#)=0 ve J,({i))=1-¢"' olup sartlar saglayan kabul edilebilir
her u(t) i¢in J,(u)<J, (&) dir, yani (x,u) ikilisi en iyi ¢oziimdiir. Bu ¢dziime

istenildigi kadar yaklasilabilir. Ger¢ekten de;

x ()= nte , te[0,1/n)
, tell/n, 1]

u,(t)= n(l—t)e(;flj , te[0,1/n)
0 , tell/n 1]

1
L
dizileri  igin, J(un>=%(z-l]e(" ) et ve Jw) =S ol = J @)
n

elde edilir. J, fonksiyoneli 1—e™' degerini yalniz %(z) yoriingesi iizerinde elde
edilebilir. x(¢) smir sartim1 saglamadigindan optimal idare edici yoktur. {x,}

yoriingeler dizisi;

fcn(t)={ 0 , te[0,1/n)

" tell/n 1]
stireksiz fonksiyonuna noktasal olarak yakinsamaktadir.

Bu Ornekler minimize eden yoOriingelerin siireksiz  fonksiyonlara
yaklasabilecegini gostermektedir. Benzer durumlari incelemek i¢in Optimal Kontrol
teorisinde farkli yontemler gelistirilmistir. Bu calismada bu yontemlerin ikisine
deginilmistir. Birinci yontem, ¢dziimii olmayan varyasyon problemlerini genigletip
gerek ve yeter sartlarin elde edilmesi ile ilgilidir. Bu konuyla ilgili [3], [10], [12],
[25], [30], [31], [32], [33] gibi c¢alismalar vardir. Bu sistemler i¢in 6nce varlik



teoremleri ispatlanmig, ardindan klasik kontrol teorisinde kullanilan Rozonoer
yontemiyle gerek sartin esasinit olusturan Maksimum Prensibi bu sistemler i¢in

ispatlanmugtir.

Ikinci ydntem ise Ekstremal problemler igin 6nemli bir yeri olan dualite
yontemiyle baghdir. Luapunov’un vektor Olgiilerle bagli giizel bir teoreminin
uygulamas1 sonucu faz degiskenlerine lineer bagli olan sistemler icin gerek ve yeter
bicimde teoremler ispatlanabilir [3], [4], [14], [21], [25], [34], [36], [44]. Bu

calismada, yukarida adi gecen Weierstrass 6rnegini

1 a|x
J(x()) = [# 2
(x() !t 5

.|ﬂ
dt

biciminde genellestirerek dualite metodlarinin  varyasyon hesabinda nasil
kullanilabilecegi bu ornekle gosterilmistir. Bu 6rnek, dualite yontemiyle, sonlu
sayida noktada gii¢lendirilmis Legendre kosulunu saglamayan (dejenere olmus) daha

genel problemlerin ¢oziilebilecegini gostermektedir.

Calismamizin biitiinliik arz etmesi agisindan, tezde soyut varlik teoremlerine
de yer verilmistir. Bu varlik teoremleri iki amagla ispatlanmistir. Birincisi, ele alinan
¢cOzlimsiiz optimizasyon problemlerine genel bir yaklagim sergilemek, ikincisi de
sonlu boyuta indirgeme diisiincesini soyut sekilde gostermektir. Sonlu boyuta
indirgeme Boliim1’de incelenmistir. Bolim 6’da kuadratik optimal kontrol problemi
icin ikinci mertebeden bir kosul belirlenmistir. Klasik varyasyon hesabinda kendine
eslenik nokta kavramininin biiyiik rol oynadigi bilinmektedir [1], [6], [7], [8], [15],
[16], [24], [62]. Eslenik nokta ikinci dereceden lineer homojen bir denklemin sifirlar
olarak tanimlanir. Eger Euler-Jacobi denkleminin trivyal olmayan ¢oziimii verilen
aralikta sonsuz kez sifir oluyorsa bu denkleme salinimli denklem denir. Tezde Euler-

Jacobi denkleminin salinimli olmasi i¢in yeter kosul belirlenmistir.



BOLUM 1

KUADRATIK FONKSIiYONELLERIN POZITiFLIiGININ SONLU
BOYUTLU FORMLARLA INCELENMESI

1.1. Kuadratik Fonksiyonelin Minimumunun Varligi Probleminin

Direkt Yontemle Ispat:

J(x) = j F(t,x,%)dt — min

4

seklinde wverilen klasik varyasyon hesabt probleminin ikinci varyasyonu,

P(t)= %(Fm (1) —%Fm. (t)j ve R(t)= %Fﬂ (t) olmak tizere;

52 = T[P(t)(ax)z + R(£)(5%)" | dt

4

biciminde bir kuadratik fonksiyoneldir ve varyasyon hesabindaki Onemi

bilinmektedir ([23], [25]). 6°J kuadratik fonksiyonelini negatif olmamasi igin gerek
sart R(¢) >0 (Legendre sart1) olmasidir.

Bu boliimde; matematik literatiiriinde genis sekilde yer alan ([2], [6], [7],
[11], [15], [16], [24]);

5 = T[P(t)nz +R(t)y” |dt (1.1.1)

4



kuadratik fonksiyonelinin negatif olmamasi probleminin R(¢) >0 (Giiclendirilmis

Legendre sart1) ve P(t),R(t)eC'[a,b] kosullar1 altinda incelenmesi, farkli bir

yontemle yapilacaktir.

°C' ={x()| x()) € C'[a,b],x(a) = x(b) = 0} Ve § = {x(.) e"C'|[x*dt = 1}

b
birim kiire olmak iizere, J ,(x)= j [ P()x* +R(O)x" |dt ve P(t),R(t)eC'[a,b],
R(t) > 0 olsun.
b b
Bu durumda m=min P(¢t), t €[a,b] ise J,,(x)> J‘mxz dt +IR(t) x?dt>m

oldugundan (1.1.1) fonksiyoneli S birim kiiresinde allttan sinirlidir.

Lemma1l.1.1.

K > 0 sabit bir say1 olmak tizere x,x,,...,x

n?’

xi+1

+x,-2x|<K (i=12,.,n-1) (1.1.2)

esitsizligini saglayan sayilar olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik gecerlidir;

(1.1.3)
0<r<s<gqg<T.

Ispat. (1.1.2) ile verilen esitlikler i = j+1 den i = s —1 e kadar taraf tarafa toplanirsa;
JH T

e =, = (= x, )| < K fs— =] (1.1.4)

ve bu esitlik de j=r den j=s-1 indisine kadar taraf tarafa toplanirsa ve

diizenlenirse;



5%y 1)| —(S r-1) (1.1.5)
s—r
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde,
X, —X _
s (x—x )| < g 4=5ED (1.1.6)
q--s C 2

olup (1.1.5) ve (1.1.6) esitsizliklerinden (1.1.3) esitsizligi elde edilir. o

Lemma 1.1.2.

[a,b] araliginda siirekli f(¢#) fonksiyonu, a<t <t,<t;<b kosuluna uyan her

t,t,, t; sayilari icin;

%f(ti):tf(tl)_f(ti):{(t2)§<K't3;tl (1.1.7)

esitsizligini sagliyorsa, f(¢) fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli tiirevi vardir.

Ispat. Bir t, noktasinda teoremin hiikmii gegerli olmasin. Bu durumda, ¢, noktasinin

|t - t0| < h civarinda,

S =) S-S

1, -1 t—l‘
| i

(1.1.8)

esitsizligini saglayan ¢, <t¢,, t <t, noktalar1 ve bir y >0 sayis1 vardur. ¢, i¢in,

t,—t . .
KM=% olsun ve % sayisi |t—t,|<h igin K

|t_t0| Y
2 2

<g esitsizligi saglanacak

kadar kiiciik secilsin. Bu durumda,



S-S =@ 7
t,—t L1, | 6

olur. (1.1.7) esitsizligi 6nce ¢, ¢,,t, ; sonra da ¢/, t,,#; i¢in yazilip diizenlenirse;

St =) @) -f@W)|_r [ -f@) f6)-sw)| 7

P = esitsizlikleri
t, -t t,—t, ‘ 2 ‘ -1 t,—t, ‘ 2

ve bu iki esitsizlikten;

f) - f0) &)~ f@)

<y
t2_t1 t;_tll ‘

elde edilir. Bu esitsizlik (1.1.8) esitsizligiyle celisir. O halde her ¢ €[a,b] igin f(¢)

fonksiyonunun stirekli tiirevi vardir.o

b
1.1.1. J,,(x) = j | P(t)x* + R(t)x" |dt kuadratik fonksiyonelinin S kiiresi

tizerindeki minimum degerinin direkt yontemle bulunmast:

b—a

b
J,(x)= j [ P(t)x* + R(t)x" |dt kuadratik fonksiyoneli #,=a+i At ve A= -

olmak tizere ayriklastirilirsa;

LN

n—

J= {P(t[)xf +R(ti)(%j }At

Il
(=]

i

olur. Ayrica S™ = { (%5200, ) | D X AL = 1} ve J" =inf J(x), xeS™ olsun.

Bu durumda J{" =miniJ(”) , Ooxi=1.



Lemma 1.1.3.

J, =infJ,(x), x€ S olsun. Bu durumda liminf J{" < J, dir.

n—»0

Ispat. J, =infJ ,(x), xS ise, her £>0 igin dyle x=x(t)e S fonksiyonu vardir

ki, J,(x)<J,+¢& esitsizligi saglanir. x(a)=x(b)=

0 oldugundan x=x(¢)

fonksiyonu, x,,x, =0 olmak {lizere, koseleri (a+i At,x;) i=0,1,..,n—1 olan

poligonlara yaklastirilabilir. Ayrica;

J(x)= Jm (xl,xz,...,xn_1 ) —-&

ve |77| < ¢ olmak iizere,

Sfot =1+7

i=1

_ X.
X = —— olsun. Bu durumda;

Ji+7

T (X, %y ees X, ) = ——T " (X, %, 5.

Ve

esitlikleri elde edilir. (1.1.12) esitliginden;

m (¥ ¥ - ()
J (xl,xz,...,xn_l)ZJO

olup (1.1.9), (1.1.10), (1.1.11) gdzoéniine alinirsa buradan;

(1.1.9)

(1.1.10)

2%,1) (1.1.11)

(1.1.12)



Jo=2J,(x)—¢
>J" (X, Xy, X, ) =26
=1+mJ" (%,%,5...X, ) —2¢

>(1+n)J" -2¢

bulunur. n—o0 igin limite gegilirse; J, > (1+7) liminf J{” —2¢ elde edilir.

n—>0

¢ ve n keyfisayilar oldugundan J, > liminf J{" olur. o

n—»0

O halde oyle n,n,,..,n,,.. dizisi vardir ki, lim inf Jé”") limiti vardir ve

ny —>00

lim inf J{"™) <J, dir. J{” sayisi iJ ™ formunun en kiigiik 6zdegeri oldugundan

Ny —>0 t
J" = A" yazilabilir. x,,x,,...,x,_,, kose noktalar1 (a+i At,x,) i=0,1,..,n—1 olan

P, poligonu olarak diisiiniiliirse J" , P poligonunun fonksiyonu olur. P (%)

n

poligonuna Euler direkt metodu ([16]) uygulanirsa,

X, —X, X, — X, 1
P(t)x. —{ R(t)=2—"L _R(t, )Z——=L b — 4 )Wy =0
(1) i { (1) At (1—1) At }At 0 1

elde edilirve R(t,))=R(t,_,)+AtR'(&) , t_, <& <t ve bdylece;

X —2x, =X
Xin1 xlle Xi — 1 P(tl )xi + /«l(gn)xi _Rr(gi) X =X
At R(t.) At
e P(t)+ max R'(f)
esitligine ulagilir. S = maxM ve T=% ___ olsun.

astsb R(t) max R(?)

as<t<b



O halde;

x1+l +x le _xi
<S|x, (1.1.
| |<S|x,|At+T—At 1.1.13)
A | At
ve buradan da i = j den i=s ya kadar toplamakla;
|xH—xj _xm— 1.1.14
‘ v SSZ|x At (1.1.14)

elde edilir. Diger taraftan Cauchy- Schwarz esitsizliginden ([50]);

D |x|Ar< \/ DX AL = \/fo Ay At
olup le.zAt =1 ve ZAt = b —a olduguna gore buradan;

Ylx|At<b-a (1.1.15)

bulunur. Lemma 1.1.3.°e goére, n sayisi yeteri kadar biiyiik se¢ildiginde minimum

veren P, poligonu igin;

_ ‘J(n)

|/, +1

‘ZP(t )X, At+ZR(t)( jAt

2
ve A = ;(V |+1+max P(t)) olmak tizere, Z i TN | Ar < 4% olur. Yine
min R(¢) ast<h At

ast<b

Cauchy-Schwarz esitsizliginden;



> At< Ab-a

X =X
t

elde edilir. (1.1.14) ve (1.1.15) kullanilirsa boylece her j , s igin,

%xHA; N XMA; ut < (S+TA)Vb—a

esitsizligine ulasilir. foAtzl oldugundan x, lerin hepsi birden sifir olamaz,

ayrica x, =x, =0 oldugundan x”lA; ali (s=1,2,...,n—1) ifadesi en azindan bir

defa pozitif, bir defa da negatif deger alacaktir. O halde,

Xia =%

<(S+TA)Vb—a =c, =sabit (1.1.16)

elde edilir. Bu esitsizlik j=1 den j=k<n—-1 degerine kadar taraf tarafa

toplanirsa,
I |<e, D Ar=c (b-a) (1.1.17)
olur ve bdylece (1.1.13) esitsizligi,

X, +X, .
I il Az <Sc](b—a)+Tc]:czzsab1t
t

biciminde yazilabilir. O halde Lemma 1.1.1.’den,

|x—x x—x

q_rm (1.1.18)
‘(s -r)At (g-— S)Al“




esitsizligi elde edilir. (1.1.16) ve (1.1.17) sartlariyla P, (¢),F, (¢),...,E, (¢),...
poligonlar dizisi, fonksiyonlar ailesi i¢in Hilbert’in belirledigi kompaktlik kosulunu
saglanmaktadir ([45]). Bu diziden diizgiin yakinsak P (¢), P (¢),..., P (¢),... dizisi
secilsin ve liilgP(”)(t) =x,(¢) olsun. x,(a)=1x,(b)=0 olup (1.1.18) esitsizliginden

her

t, <t, <t, say1sligin,

|x0(t2)—x0(t1) _xo(ts)_xo(t2)|< C L1
L=t =1, ‘

yazilabilir ve bu durumda Lemma 1.1.2.°ye gore x,(t) fonksiyonunun siirekli tiirevi

vardir ve PV (¢), PP (¢),...,PY(¢),... dizisi diizgiin yakinsak oldugundan,

b n

[xdr=1imY" xiai=1
“ i=1

olur, yani x,(¢) € § dir. Ayrica J(x,)=J, dir. Gergekten de, (1.1.18) esitsizliginden

P(n) (tk+1) B P(n) (tk)

A ve f, <t<t +At=t,, olmak iizere {¢, (r)} dizisinin
t

@, ()=

x,(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsadig1 sonucu ¢ikar. O halde,

n—»0

limJ(P") = j.(ng +Rx’ )dt =J(x,)

ve Lemma 1.1.3.°e gore lim J(P")=J, yani J(x,)=J, dir.



1.2. Jacobi Sartinin Sonlu Boyutlu Kuadratik Formlarla ispati

Bu kisimda ise P(¢) = %(Fxx (t) —%Ed (t)j ve R(t)= %Fm (¢) olmak tizere,

h(a) =h(b) =0 sart1 altinda;
J,(h)= J'(P(t)h2 +R()h'"*)dt (1.2.1)

kuadratik fonksiyoneli, sonlu degiskenli kuadratik formlar kullanilarak arastirilacak

ve klasik yontemle elde edilen sonuglar bu yontemle elde edilecektir.

Oncelikle (1.2.1) fonksiyoneline, ilk kez Legendre tarafindan uygulanan
([16]), asagidaki doniisiim uygulanacaktir:
w=w(t), C'[a,b] uzayindan herhangi bir fonksiyon olsun. O halde, h(a)=h(b)=0

oldugundan;

N

(2h'w+ W) dt = fd(whz) =0 (1.2.2)

olur ve bu ifadeyi fonksiyonele eklersek fonksiyonelin degeri degismez.

Bu durumda;

b
J ., (h)= j {(P+W)h* +2whi' + Rh" | dt (1.2.3)

dir. w(t)e C'[a,b] fonksiyonu integralalt: ifade tam kare olacak sekilde secilsin.

Bunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart;

(Fo+w) —F..(F,+w)=0 (1.2.4)

XX XX



esitliginin saglanmasidir. (1.2.4) denklemi birinci dereceden lineer olmayan bir
denklemdir. O halde bu denklemin [a,b] araliginda C'[a,b] smifindan bir ¢ziimii
varsa (1.2.1) integrali asagidaki sekilde yazilabilir;

b 2
J (b =[F., {h+u} dt (1.2.5)

Legendre, F.. >0 olmast durumunda (1.2.4) denkleminin [a,b] araliginda
taniml1 bir ¢oziimiiniin her zaman oldugunu varsayarak F..>0 sartinmm J, >0
olmasi i¢in yeterli oldugunu ileri slirmiistiir ([16]). Fakat F.. >0 oldugu halde

(1.2.4) denkleminin [a,b] araliginda tanimli bir ¢6ziimii olmayabilir. Legendre nin

bu hatas1 Jacobi tarafindan diizeltilmistir. Jacobi (1.2.4) denklemine;

!/

u

w=-F_—-F,, (1.2.6)
doniistimiinii uygulayarak asagidaki bigime getirmistir;
d d
F.——F_ . lu——(F.u')=0. 1.2.7
(RS p Y () 127)

(1.2.7) denklemi ikinci dereceden bir denklemdir ve varyasyon hesabinda “Jacobi

denklemi” olarak bilinir ([16]). Bu denklemin [a,b] araliginda sifira ¢evrilmeyen
¢Oziimii varsa, (1.2.4) denkleminin de [a,b] aralifinda tanimli ¢éziimii vardir ve
dolayistyla J,, fonksiyoneli negatif degildir. £, =0 olmas1 durumunda (1.2.7)

denklemi ikinci dereceden denklem olma niteligini kaybeder ve problemin

incelenmesi zorlasir. (1.2.6) doniistimii (1.2.5)’de yerine yazilirsa;

b )2
J,(h)=[F., (”hu—f‘h)dr (1.2.8)



elde edilir. Yapilan bu doniisiime de “Jacobi doniistimii” denir. Jacobi doniistimleri
diferansiyel denklemlerle bagli doniisiimlerdir. Bu boliimde uygulanacak yontem ise

sonlu kanonik formlarin kanonik sekle getirilmesi ile ilgilidir.

J,(x)= i[P(z)xZ + R(t)x"” | dt (1.2.9)

kuadratik fonksiyoneli
x(a)=x(b)=0, R()>0, tela,b] (1.2.10)

sartlar1 altinda ele alinacaktir. [a,b] aralif1 n esit parcaya ayrilsin ve x,, P, R,

sirastyla x(¢), P(¢), R(t) fonksiyonlarinin i. bolgii noktasindaki degeri olsun. Bu

durumda (1.2.9) fonksiyoneli x, =x, =0 ve At = b-a olmak tizere ayriklastirilirsa;
n
s x. . —x Y
I (Xs Xppeen X, ) = Z{Pixiz +R (Tj :lAz (1.2.11)
i=0

seklinde x,,x,,....x, , degiskenlerine bagli bir fonksiyonel elde edilir. Ayrica;

n-1

J(x(t))=limJ,  (x,,x,...,x, ) dir. J , sonlu degiskenli kuadratik formu;

R R
a, = B AH_L-FZ
At

a (1.2.12)

_ _ 1y
i = i =
At

al./:O Jj#Ei—1,i,i+1

olmak iizere J, , =Za[jxl.x . bigiminde yazilabilir. Az yeterince kugtik alinirsa
ij

R(t) > 0 esitsizligine gore;



a.>0, a. . =a

il i+1i

<0 (1.2.13)

i+l

olur. Sonlu kuadratik formlar teorisinden bilindigi gibi ([50]) J,_, kuadratik

formunun pozitif olmasi i¢in, A, determinantlar1 géstermek iizere;

Ay=1A,,...A (1.2.14)

19009 2y

dizisinin tiim elemanlarinin pozitif olmasi gerek ve yeter kosuldur (Sylvester kosulu

[50]). J,, kuadratik formunun Kkatsayilart (1.2.12) ve (1.2.13) sartlarmm
sagladigindan Sylvester kosulu farkli sekilde yazilabilir. a, =0 j#i—1,i,i+]

kosulunu  gozoniinde bulundurarak, x,, keyfi bir sayr olmak iizere, J, ,

n n

fonksiyonunun stasyoner noktalar1 bulunacaktir.

(1.2.15)
a

ii—1 i

X +ax+a,,x,=0 i=1L2..n —1}

e ) a
Bu durumda x, verildiginde bu sistemden ardigik olarak, x,=—L, x,,..,x

9 n—-1

a12
degerleri bulunabilir. IT , i. kosesi (iAt, xl.) olan poligon olsun. Il poligonunun ¢
ekseni ile kesistigi noktalarin sayisi, x,,x,,...,x, , dizisindeki isaret degisimi sayisina

esittir.

Lemma 1.2.1.

Xy, X,,...,%, , dizisindeki isaret degisimi, (1.2.14) dizisindeki isaret degisimine esittir.

Ispat. (1.2.15) lineer denklemler sisteminin katsayilarindan olusan matris;



bi¢imindedir. Simdi;

olsun. a,.,

yazilabilir. Diger taraftan (1.2.15) sistemi ¢oziiliirse; /.

a, a, 0 0 0 ...............
ay, a, a,, 0 0 ...............

0 a, a;; aj, 0 ...............

0O 0 0 O0wa_., ,a . .a

n—1n-2 “n—-ln—-1 “n—1ln

n—1

51'71 = (_l)i_l H ajoAi—l

J=1

<0 oldugundan;

S, = (_l)k K; |AH

1

k
, K, = | ”ajo
ji

X

5 6

x"l
=...=— veya,

0

n

ve K, ler pozitif oldugu i¢in (1.2.18) ile lemma ispatlanmuis olur. O

Boylece (1.2.18) esitliklerinden asagidaki sonug elde edilir,

(1.2.16)

(1.2.17)

(1.2.18)

Sonug: T1 poligonunun ¢ ekseni ile kesistigi noktalarin sayisi, (1.2.14) dizisindeki

isaret degisimi sayisina esittir.

(1.2.15) sisteminde a, degerlerinin ifadesi yerlerine yazilirsa;



Px _i(R,M—R. /A ) 0 i=1,2,..,n—1 (1.2.19)

elde edilir. n — o i¢in limite gecilirse yine; Px —%(Rx') =0 Jacobi denklemi elde

edilmis olur. » — o oldugunda IT  poligonu Jacobi denkleminin (a,0) noktasindan
gecen y integral egrisine yaklasir. ¥ egrisinin ¢ ekseni ile kesistigi noktalarin sayisi,
J , kuadratik formunun negatif 6zdegerlerinin sayisina esittir. Ozel durumda J ,
kuadratik formunun pozitif olabilmesi i¢in y egrisinin ¢ eksenini [a,b] kapali

araliginda kesmemesi yeterli, (a,b) acik araliginda kesmemesi ise gerekli sarttir.

1.3. Sonlu Kuadratik Formlarin Uggen Déniisiimii ile Kanonik

Bi¢imde Yazilis

Zay.xl.xj (1,7 =1,2,..n) bi¢cimindeki bir sonlu kuadratik formun “kareler

toplam1” bigiminde, bagka bir deyimle “kanonik” bigimde yazilisi Lineer Cebir’in
temel konularindandir. Lineer Cebir’de genelde iki yolla yapilir: Lagrange ve Jacobi
yontemiyle. Integral seklindeki kuadratik formlar, sonlu kuadratik formlarin limiti
olarak diistiniilebileceginden dolay1r integral bicimindeki kuadratik formlarin
isaretlerinin belirlenmesinde sonlu kuadratik formlardan yararlanilabilir. Bu boliimde

sonlu kuadratik formlara Jacobi doniisiimiiniin bir benzeri uygulanacaktir.

Tanim 1.3.1.

X,,X,,...,%, degiskenlerinin,

X, =y.a,, (1.3.1)
k=j

bigimdeki doniisiimiine bu degiskenlerin liggen dontistimii denir. (1.3.1) esitliginden

gorildugi gibi x; degiskeni yalmz y,,y ..y, degiskenlerine baghdir.

JISERS



O halde tiggen doniigiimil ile her x, =0 (j>k) seklindeki k£ — boyutlu alt

uzay, y,=0(j>k) seklindeki k — boyutlu uzaya donisecektir. (1.3.1)

n
donilisiimiiniin determinant1 ise Haﬁ dir. Zal.jxixj kuadratik formunun tiggen
i=1

dontisiimii ile z u,y; bigiminde yazilabildigi varsayilirsa;

a]l alZ aln
a a a n
_ % 22 2n 2 _
An - : H aii lul Iun
i=1
anl an2 ann

olur. x; =0 (j>k) kosulu ile kisaltilmis kuadratik form, y, =0 kosulunu saglayan

kisaltilmig kuadratik forma dontisiir ve

a, a, ... q,
a a .o a 1
N 22 2n 2
A, = : .Haﬁ = fh. -l
i=1
anl anz ann
O halde,
A
_“p 2
py =t (1.3.2)
p-1

olur. Eger o, =1 ise (1.3.1) doniisiimii;

X =ytany, tasys+..taq,y,
Xy = WV TQLY;+...+0,,,

X3 = Yyt...t0,,y,



bi¢iminde, Zaijxixj formu ise,

> (1.3.3)

seklinde yazilir. (1.3.3) esitliginden ve kuadratik formlar teorisinin eylemsizlik

kuralindan, negatif 6zdegerlerin sayisinin A, =1, A, A,,..., A, dizisindeki isaret

degisimi sayisina esit oldugu goriilmektedir. (1.3.2) ve (1.3.3) formiillerinin

uygulanmast A, A,,..., A | determinantlarinin sifirdan farkli olmasina baglidir. Bu

p-1
sebeple asagidaki islemlerde bu determinantlarin sifirdan farkli  oldugu

varsayilacaktir.

B,, B,,...,B, kuadratik formlar1 asagidaki sekilde tanimlansin;

BIZA s BnHl:Bm -
(1.3.4)
1B, &, 108,
" 20x, " ox, 2 ox

k,, x. nin B, dekikatsayisidir. A, # 0 ise k, #0 oldugu gosterilecektir.

Lemma 1.3.2.

B, kuadratik formlar (ve dolayisiyla z, ler de) yalmz x ,x ., X, degiskenlerine

m+12°*

baghdir.

Ispat. Lemma m=1 igin dogrudur. m=r igin gecerli olsun. Yani B, (ve z,)

x, degiskenlerine bagl olsun. (1.3.4) ‘e gore B, formu da aym

r+12°°09 7

X, X

degiskenlere bagldir. Fakat;



olduguna goére B

. » X degiskenine baglh degildir. Yani x x, degiskenlerine

JESEREE)

baghdir. O
Lemma 1.3.3.
x degiskeninden z degiskenine doniisiim, A formunu kanonik bi¢ime getiren bir

ticgen doniistimiidiir.

Ispat. B, formlarinin tanimina gore;

Z2 ZZ ZZ m ZZ

B = _Im — _Iml  Tm o 4N DL

m+1 m km m—1 km_l km 1221: kl-

ve boylece, A Z;—’ . esitligi elde edilir. Lemma 1.3.2.’den,
i=1
n Z?
A= Zk—’ (1.3.5)

=1

Lemma 1.3.4.

A E@—-Zayx} olsun. z, (i=12,...,n) degiskenlerinin her biri ,c, =1 olmak
X, o

tzere, 4,,4,,..., A degiskenleri ile asagidaki bigimde gosterilebilir;



1 04
=——— olur

Ispat. i=1 olsun. Bu durumda z, = 4, ,
X

olsun. (1.3.5) esitliginden,

z _ 1 aBmH
m+1 2 ame

m
=d . +Qcz
=

bulunur. ¢, (j<m) ler A4,4,,..,4

m

. Lemmanin i <m i¢in gegerli

Cj

degiskenlerine lineer bagimli oldugun

g6zoniinde bulundurulursa lemmanin i = m +1 i¢in de gecerli oldugu goriiliir. o

m
z de x,,x,,...,x, , degiskenlerinin katsayilar1 sifir oldugu i¢in, Zamial.k =0

i=1

(k=12,..,m—1) olur. Bu sistem ¢«,, degiskenlerine gore c¢oziiliirse; (/, oran

katsayist olmak iizere)

a, a5 a1y i a,.
a a a. a. a
12 22 i—12 i+12 m2
Qi =1, | . : . . ! (1.3.6)
alm 1 a2m—1 ai—lm—l ai+1m—l amm—l
ve bu ifade z,, de yerine yazilirsa;
A A2 Am
a a a
11 21 ml
Zy =l | : : (1.3.7)
alm—l aZm—l amm—l

olur. 4, = z a, x, oldugu hatirlanirsa;



& a
z, =1, > Avx, A= o (1.3.8)
k=m .

elde edilir. k<m ise AY =0 oldugu aciktir. 4, nin katsayilarm karsilastirirsak;

1=%x/ A, , veburadan /, ==+ dir.

L
Am—l
Yeni y,,»,,...,y, degiskenleri;

v, =ALZA’; X, (1.3.9)

m k=m

esitligi ile tanimlanirsa, orantili olduklarindan z, = A, v, ve boylece (1.3.9)

m—1

dontisiimii 4 formunu kanonik sekle doniistiiriir:

n 2 4 A ? 1
A=S Fn 2 | B | L 1.3.10
;km ;ﬂmym H, (A jk (1.3.10)

Diger taraftan, (1.3.9) doniistimiinde x, nin katsayis1 1 dir: A, =A” . O halde (1.3.3)

formiili uygulanabilir ve u, = AA - elde edilir. (1.3.10) daki ifade ile

m—1

karsilagtirilirsa;

A o1 .
k, =—2L ve bu esitlikten A, # 0 ise k, #0 oldugu goriiliir.

m
m



O halde 4 formunun son sekli asagidaki gibidir;

n

A o Y
AzzAJ yjz:zAA [ZA;XJ. (1.3.11)

J-1 J=L = /

(1.3.11) esitligi A nin kanonik bicimde yazilimidir.

Sonug: (1.3.11) formiiliinden kuadratik formlarin pozitifligi icin Sylvester teoreminin

([50]) kosullarinin yeterli oldugu goriilmektedir.

1.4. Jacobi Kosulunun Ucgen Déniisiimii ile Ispati

Sylvester teoremi kullanilarak J_, kuadratik fonksiyonelinin pozitifligi

kosulu elde edilmisti. Ayn1 sonug, sonlu kuadratik formlarin iicgen doniisiimii ile

kanonik bi¢ime getirilmesi yontemiyle de elde edilebilir.

a, a, 0 0
I L (1.4.1)
0 0 0 a

olsun. AV | A, den i. siitunun yerine j. siitunun yazilmasi ile elde edilen determinant
olsun. Aij)=0,j7fl',l.+l’i+2 Ve AEHI)ZQ A

i+l 71"

Bu durumda, J, kuadratik formu;

_ 1 D+ )
J,=> vy (> A7 x) (1.4.2)

bi¢ciminde yazilabilir.



O halde,

M>1y5-1,, (1.2.15) denkleminin trivyal olmayan bir ¢oziimii olsun. (1.2.16)
(1.2.17) ve (1.2.18) denklemlerinden;

2
J Z i 77,+1( _ 1 xi“j

77i+1

_ Z u+1 77:+1 I:x M~ 771) n; ( Xy — i)]z

1; 77”
2
X, i — 1 -7, X X
_ Z R : At At
771+1 77i

elde edilir. Eger Jacobi denkleminin ¢éziimii olan y egrisi [a,b] araliginda ¢

eksenini kesmiyorsa I1 (7,,7,,...,77,) poligonu da aynm: 6zellige sahiptir. Bu durumda

son esitligin sag tarafi tanimlidir. Az — 0 ise /B olup limite gecilirse;
77i+l

b r_ N2
jR(x” nx')

7 dt integraline ulasilir. Boylece, J,, kuadratik fonksiyoneli,

b
2= R (77 - "x A/ A/ L2 B (1.4.3)

biciminde yazilabilir.



BOLUM 2

GENELLESTIRILMIiS HILBERT ORNEGI

Hilbert, Legendre sartinin varyasyon hesabindaki roliinii incelerken asagidaki

ornegi vermistir;
1
j(ﬁxz +12x%)dt —> inf
0
x(0)=0, x(1)=1.

Bu problemin 0zelligi ¢#=0 noktasinda giiclendirilmis Legendre sartinin
saglanmamasidir. Bu bdliimde Hilbert’in bu 0Ornegi asagidaki genel halde ele

aliacaktir;

I
2.1. H(x)= J (t%%* — Ax*)dt — inf Probleminin Incelenmesi
0

1
H(x) = j (t“x3* — Ax*)dt — inf
0

(2.1.1)
x(0)=0, x(1)=¢.

(2.1.1) probleminde A <0 i¢in H(x) >0 oldugu aciktir, o halde A >0 olsun.

Teorem 2.1.1.
i) £=0 icin L= {x(.) e C[0,1]| x(0)=x(1) =0 ,t°%* € L, [0,1]} alt uzayinda

H(x)>0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart, & <2 ve



h=17L2-a) . (2.1.2)

olmak tizere A <4, olmasidir. Burada y,, , J, (.) Bessel fonksiyonunun birinci

1—
stfiridir ve v = |2_a| dir. H(x)=0 durumu a <1 ve A =4, i¢in agagidaki x(¢)

fonksiyonu iizerinde gerceklesir;

l-a 2—-a

x() = CtTJV(]/V’l t2), c=sabit
Diger durumlarda H(x)=0 esitligi x =0 durumunda saglanir.

i) &#0 icin L={x()eC[0,1]|x(0)=0, x(1)=¢ %’ € L,[0,1]} olmak iizere

inf H(x)=s>-00 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart A,, (2.1.2) esitligiyle

xel

tanimlanmak tlizere a<2 , A<A4, olmasidir. a<l ise H(x) fonksiyonelinin

mutlak minimumu asagidaki x(¢) fonksiyonu iizerinde gerceklesir;

P Y
x(t)J[mJt JV(2—at J

2—-a

ve minimum deger;

; (Mj

2—a

HE)=VIE ———2



olur. 1<a <2 durumunda ise (2.1.1) probleminin asagidaki sekilde tanimlanan

genellestirilmis bir ¢dziimii vardir;

0 , t=0
l-a 2—70(
x(t)= LNJV ﬂ12 , 0<t<1
J[zﬁJ 2—a

2—-a

ve minimum deger;

; [MJ

2—-a

H(Z() =& —2——2
; [M]

12—

1
olur. @ =2 durumunda (2.1.1) probleminin s=—,/|1—-4A4| olmak {izere, asagidaki
Q.11 p Sl=44 sag

sekilde tanimlanan genellestirilmis bir ¢oziimii vardir;

0 , t=0
x(t)= L

Er2, 0<t<l
ve minimum deger;
. 1 )
H(x(.))= _E+ s |&
olur.

jspat.
i) £=0 olsun.



i.1) a >2 ise inf H(x)=—o oldugu gosterilecektir:

2 1— . - . e ..
n° =g “ olmak iizere agagidaki minimize eden dizi ele alinacak olursa;

x,(t)=9—Q¢&-t), €¢<t<2¢
&£

buradan,

22¢

H(xn(.))z(ﬁj j[z“—/ltz]dﬁ(ﬁj [l =2@e-1y)ar
& 0 &

&

n 22¢ n 2 ¢
:(;J '([t"dt—z/i (Ej Itzdt

_ 21+a 282_(1

l+a 3

elde edilir. n° = &' oldugundan & — 0 < n— 0. O halde inf H(x(.)) =—o.
i.2) a <2 ise (2.1.1) probleminin Euler denklemi;

%(Zz%‘c) +2Ax=0 (2.1.3)

yani,

tF+at T + Ax=0 (2.1.4)



olur. a#2 ise, denklemi #*“ ile ¢arpmakla; ’¥+atx+At"“x=0 seklindeki

_lt=4

Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, y = 5
-a

lizere,

1;27(2ﬁ MJ (2.1.5)

bi¢imindedir. Burada Z (.) Bessel denkleminin genel ¢oziimidiir. ¢, ve ¢, sabit
sayilar olmak tizere Z,(.)=¢,J,()+¢,Y, () ve J,(.), Y,(.) sirasiyla birinci ve ikinci

mertebeden Bessel fonksiyonlaridir ([60]).

Diger taraftan « =2 ise (2.1.4) denklemi bir Euler diferansiyel denklemidir

1
ve s =—,/[l—41| olmak lizere ¢Oziimii asagidaki sekildedir;
2\/I | ¢ sagidaki

L L 1
ot 2 4ot ? , A<=
4
_1 1
x(t)= t 2 (¢, +c,Int) , /I:Z (2.1.6)
1 1
t 2(c,cos(slnt)+c,sin(slnt)) /1>Z

Bu asamada, Euler denklemi (2.1.3) esitligi ile verilen (2.1.1) problemi i¢in sirasiyla
a<l,1<a<2 ve a=2 olmak lizere lic durum ele alinacaktir:
i.2.1) a <1 olsun. Bu durumda, y,, , J,(.) Bessel fonksiyonunun birinci sifirini

2 (2-a) 2 (2-a)
gostermek lizere A < 7”(—) ve 4> 7”(—) durumlar1 s6z konusudur.



ise H(x(.))>0 oldugu gosterilecektir:

2 2_ 2
i2.1.1) A< M i

l-a / 2-a
Bunun i¢in x.(¢)=1* J, (;—iz‘ 2 J ve x.(0) =0 olmak iizere H(x(.))
-a

1 .
fonksiyonelinin H(x) = I t*(x —ﬁx)2 dt biciminde gosterilebilecegi ispatlanacaktir:
0 X

1-¢ . l1-¢ . :2
X . Xe . X
J. 1 (x—=x)dt = j (t"’x2 —=2t" —xx+1" = x’ Jdt
X

ve kismi integrasyon uygulanirsa;

l-¢

& &

l-¢ . 1-¢ - -2 .

. X . d X, Xx X,
jt“(x——x)zdt:J' e [ e e N e
’ X dt X X; X

ve (2.1.4) denkleminden,

. . . )
—ﬂ:t“ﬁmz“—‘ﬁ:i(ﬂﬁjm’c—’; (2.1.7)
X X dt\ x

elde edilir, dolayisiyla buradan;

l-¢ . 1-¢ . I-¢
are X N2 g, a2 2 _a K
!t (x—x—*x) dt = j(r WA )dt -t (2.1.8)

2
X

X

& &

. I-¢
yazilabilir. € - 0 ise t“ 2 5o oldugunu géstermek icin 8 =1, u(0) = x(¢)

X
&

doniisiimii yapilacak olursa; (2.1.3) denklemi asagidaki sekli alir;



d*u
d6?

+A(1-a)20"“u=0 (2.1.9)

du.,

ayrica, =" 50 , €50 ve u,()=x.(8), ul (&)= 0
o=¢

, u(&)=x(g)

olmak tlizere;

@ X:(8) 2y HE) o
“ (e)=( a)u*(g)u*(f) (2.1.10)

elde edilir. x.(¢)>0 , ¢ <€[0,1] oldugundan her € €[0,1] i¢in u,(€) >0 olur. O
halde (2.1.9) denkleminden, her 8 €[0,1] i¢in u!(8) <0 ve dolayisiyla u.(6)

fonksiyonu azalan oldugundan u.($) = w.(&)—u.(0) = Suc(n) > Su(&) >0.

Bu esitsizliklerden; 0 < &5; < &' yazilabilir. Dolayisiyla;
U,
0<% 2y < ), (2.1.11)
u.($)

£ 2 ¢
Diger taraftan Cauchy esitsizliginden u’ (&)= Uu' dHJ <& Iu'z dé olup
0

0

diizenlenirse & — 0 i¢in;

¢ £
') < [utdo = (1-a) [t" % dt>0.

0

O halde (2.1.11) esitsizliginden; %uz(é) — 0. Boylece (2.1.10) denkleminden;

Uy



L i(e) W@
1:1%{ v, (g>]_hm((1 @y (5)]

ve benzer sekilde £ — 0 icin (1-¢&)“ % x*(1—£) = 0 bulunur. Bdylece
(2.1.8) esitligine doniiliirse;

1 I-¢

[(e )dt =lim [ (%> - Ax> )dt

0 £—>0 g

:limj't (x— x) di +1im o
£ X,

&

1 .
. X
=jt“(x——x)2 dt
0 X

O halde H(x(.))=0. Ayrica H(x(.))=0 < x =0 , yani x=cx., c=sabit.
X

Sonug olarak, o <1 i¢in (2.1.2) esitliginden A, =

75,1 2-a) )
T olup;

A=A, ise,yani y, =

ise X =cx. fonksiyonu H(x) fonksiyoneline

mutlak minimum verir.

A <A, ise, x=0 fonksiyonu H(x) fonksiyoneline mutlak minimum verir.

7v1( - )

i.2.1.2) 1> ise inf H(x(.)) =—o oldugu gosterilecektir:

-a 2-a
x(t)—t s [yv,lt 2 J (2.1.12)



olmak iizere x, (¢) =n.X(¢) almrsa; H(x,(.))=n" 7 — o (7v,1 ) — —0,

yani inf H(x)=-o0

i.2.2) 1<a <2 olsun. Bu durumda;

75,1 (2- a)2
4

i.2.2.1) A< ise H(x(.))>0 ve esitlik durumu x=0 fonksiyonu

i¢in elde edilir. Bu durum 1.2.1) durumuna benzerdir. Fakat buradaki fark x,(0)=0

x(8) -

X (&

veya x.(0) belirsiz olmasidir. Bu sebeple € > 0 igin & (&) > 0 oldugu

gosterilmelidir. y —¢“2 olsun. Tiirev alimirsa ve (2.1.7) esitligi hatirlanirsa y(¢)
X.
fonksiyonunun y =-14—¢"“ y* Riccati denklemini sagladig1 goriiliir. O halde y <0
olup y(¢) fonksiyonu (0,1) araliginda azalandir ve lin(} y(t)=M olacak sekilde bir
t—>

2

. 1 t t
M sayist vardir. Dolayisiyla —lz:t‘“ +i —:j Iiz dt ve
Y Y 0 0V

buradan ¢ “eL[0,1] ve a<l elde edilir. Celiski. O halde ¢—0 igin,

a *() 2
x*(e) x“ (&) > 0 dir.

73,1 (2—0!)2
>—

i.2.2.2) 4 ise inf H(x(.)) =—oo oldugu gosterilecektir:

lta 2-a
(1) fonksiyonu (2.1.12) esitligiyle tammlanmak ve c=ng 2 J, [%,1 e? j

olmak tizere;

ct , 0<Zt<e¢
5.0=1



{xng} dizisi ve ¢ = 0 igin;

H(x,w>=c2[f:;—z%sjmi(mz_z)zZ)dani(tafcz_w)dH_oo |

yani inf H(x)=-o0.

i.2.3) o =2 olsun. Bu durumda A S% ve A >% olmak tizere iki durum s6z
konusudur:

i.2.3.1) 4 Si ise H(x(.))>0 ve esitlik durumu x =0 fonksiyonu i¢in elde
edilir. Bu durum 1.2.2.1) durumunun benzeridir.

i.2.3.2) 4 >% ise inf H(x(.)) =—o olup i.2.2.2) durumuna benzer, burada

3
¢ =n?Inn olmak iizere, minimize eden dizi olarak asagidaki dizi segilebilir;

ct , 0<t<—
n

x, ()= 1 .
—t2Int , —<t<l

n

ii) £ #0 olsun.

ii.1) a > 2 ise inf H(x(.)) =—o0 oldugu gosterilecektir:

c=En"7 ve l—a <2y <-1 olmak iizere;

1

ct , 0Zt<—

x,(t) = "
ctr, —<t<l]



dizisi igin ,n — 0o ise H(x,(.)) = —o0, yani inf H(x(.))=-o0.

ii.2) @ <2 durumu i.2) sikkindaki durumun benzeridir. Buradada e <1, 1<a <2 ve

o =2 olmak lizere ii¢ durum ele alinacaktir.

ii.2.1) a <1 olsun. Bu durumda ise , »,, , J,() Bessel fonksiyonunun birinci

7/5,1 (2—0[)2 > 75’1(2—61)2

sifirn1  gostermek lizere A< A durumlart soz

konusudur.
g [
2—a 1dus
_— oldugu
; (2& ]

75,1 (2 _Q')2

ii2.1.1) A< ise inf H(x(.)) =4 &

2—-«

gosterilecektir. Bunun i¢in x.(¢) =

¢ A
[2\/1)]7(2—0/
J

"2-a
%.(1)

1 .
fonksiyonelinin  H(x) = 0 E J.t“ (i-Xx)dr  biciminde gosterilebilecegi
X. ! X,

ispatlanmalidir. Bu ispat 1.2.1.1) sikkindaki ispatin aynisidir. Fakat x(1)=¢&

J olmak tizere H(x(.))

oldugundan & — 0 icin (1—&)” sz (1-&)— x*—(l)f ? olur.
(-2 %)

73,1 (2 _05)2
4

ii.2.1.2) 1> =], ise inf H(x(.)) =—co oldugu gosterilecektir:

{4}, 4 <4, A, = 4, olacak sekilde bir dizi olsun. Bu durumda;

1 1
H(x)= j (t“%° — Ax*)dt < j "5 =2 x)dt=H, (x) ,
0 0



(2 A, J
Jv—l 2
inf H(x) <inf H,(x) = [4, & —>—% > o ,

yani inf H(x(.)) =—-.

ii.2.2) 1< <2 olsun. Bu durumda ii.2.1) sikkindakine tamamen benzer sekilde;

! [2 J

v+l Z_a
ie—" 2 <,
inf H(x()= g J (2\//1] )

oldugu gosterilebilir.

ii.2.3) a =2 olsun. Bu durumda da yine 4 S% ve A >% olmak tizere iki durum s6z

konusudur:

ii.2.3.1) A< i ise inf H(x(.)) = (—%+ sjgz dir.

ii.2.3.2) 4 >% ise inf H(x(.)) =—o olup i.2.2.2) durumuna benzer, burada

3
¢ =& n? olmak lizere, minimize eden dizi olarak asagidaki dizi secilebilir;

ct OStSl
n

w0=1
ct? , —<t<l1



1
22. J(x())= J. (* ‘x‘ﬁ —i‘x‘ﬂ )dt — inf Probleminin Incelenmesi
0

Bu kisimda, (2.1.1) problemiyle verilen kuadratik Hilbert 6rneginin asagidaki

genel hali ele alinacaktir;

J(x()) = j(t"‘ %" = A|x|")dt — inf
2.2.1)
x(0)=0, x(1)=0.

Bu problem « ve [ parametrelerine gore irdelenecektir ve f>1 ve A >0 kosullari

altinda J(x(.)) fonksiyonelinin negatif olmama kosulu arastirilacaktir.

Teorem 2.2.1.
J(x(.)) fonksiyonelinin L, = {x(.) e C[0,11] x(0) = x(1) =0 || e L, [0, 1]} alt

uzayinda negatif olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul, x(¢,4) fonksiyonu

d{ .61 . . g1 . B
E(t |x| 81gnx)+/1|x| signx =0 (2.2.2)

Euler denkleminin ¢oziimii olmak {izere ve A,

B’ , a=f veya a<pfB=1
Ay =1 max {1 ¥(0,4)=0,%(t,A)£0,Vte (0.} , a<p-1
max {4 | ¥(t,A) 0,1 (0,]), ¥LA)=0} , f-l<a<p

bi¢iminde tanimlanmak tizere a < f ve A <A, olmasidir.



fspat.
Swrasiyla o > B, a<f=1l,a=4>1,a<f-1 ve f—1<a <] durumlar ele

alinacaktir.

i) a > f ise inf J(x(.)) = —oo oldugu gosterilecektir:

n” =" olmak iizere asagidaki minimize eden dizi ele alinacak olursa;

x,(0)=120e-1), e<t<2e
&

n— o < &—0 olup, buradan;

"y dt

x?‘l

T, () =[x, -2

n B 2¢ 3 n B e p
:(Ej !t dt—Z/I(;j jt dt

0

elde edilir. O halde inf J(x(.)) = —oo dur.

ii) a<pf=1 olsun. Bu durumda A<1 ve A>1 olmak iizere iki durum soz

konusudur:

ii.1) A<1 ise inf J(x(.)) =0 oldugu gosterilecektir:



Kismi integrasyon uygulanirsa;
1 1 1
I|x|dt = —jtxsignxdt < I ¢|%| dt
0 0 0

ve buradan,

J(x(.)) = j(r“ || - A]x])at zj'(t“ —12)|4] dt:j' t(t" = 2)|#] at

0

bulunur. #“'-21>1-1>0 oldugundan integralalti ifade negatif degildir.

Dolayisiyla J(x(.)) >0 ve J(0)=0 oldugundan inf J(x(.)) =0 elde edilir.

ii.2) A >1 ise inf J(x(.)) = —oco oldugu gosterilecektir:
A>1 ise 8yle bir 7 &(0,1) vardir ki, her ¢ €[z,1] i¢in t* =1 <0 sart1 saglanir (bu
durumda ¢+ t“" fonksiyonu monotondur). x,(t)# 0, Vte(z,1)ve x,(r)=x,(1)=0

olmak iizere x(¢) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin;

0 , 0<¢<
xX()= .
x(), =<t<l

Diger taraftan, o <1 oldugu da hatirlanirsa;

1
Je
0

1 1 1
X|dt = jt“ sign X dx Saﬂﬂt“‘l dt sj|y?| 7 dt
0 0 0

ve buradan;



1 1

|- Ax])de < [ (¢ = )| de= [ (¢ = 2)| (o)

0 T

J(F()) = j(

yani J(x(.))<0 elde edilir. Eger x (f)=nXx(¢#) olarak seg¢ilirse, n—c igin

J(x,(.))=nJ(x(.)) > —oo yani inf J(x(.)) = —oo dur.

iii) o= /£>1 olsun. Bu durumda ise A< 377 ve 4> 3" olmak iizere iki durum

sOz konusudur:

iii.1) 1< B/ ise inf J(x(.)) =0 oldugu gosterilecektir:

Kismi integrasyon uygulanirsa;

1 1 1
[Id" at==p|x]"" txsignxde < pf|"" t]4] at
0 0 0

ve buradan, Holder esitsizligi kullanilirsa, l + L, =1 olmak iizere,

1

1 1 % 1 E
[l dtsﬂ[“xv’ dt] (J' |5’ dtj
0 0

0

boylece,

1 1
[l ae<p?[ |5 at
0 0
bulunur. O halde, 4 < 7/ oldugundan;
1 1
TG = [ (¢ | = 2 Ve = [(¢/ 5 = 7 |+ )de = 0
0 0

elde edilir. Sonug olarak, J(x(.))>0 ve J(0)=0, dolayisiyla inf J(x(.))=0.



Not: a < B ise 0yle A, vardir ki, A <A, degerleri i¢in inf J(x(.)) = 0. Gergekten de
a < p ise her t €[0,1] igin t* >¢”. O halde A, = B olarak segilirse,
1

TGO = [ (1[5 =2 o> [(17 [ = 57 of )20

0

ve J(0) =0 oldugundan inf J(x(.))=0 dir.

iii.2) 1> B ise inf J(x(.)) =—oo oldugu gosterilecektir:

1
14+—
c=n ’Inn olmak iizere asagidaki minimize eden dizi ele almacak olursa;

ct , 0Z¢r<—
n
xn(t)_ _l
—tPInt , —<t<1
n
ve buradan;
1 s B
T, () = [, = 2], [ at
0
1/n L1 B
= [le" a7 de+ [ ||=tne=1| ' =afme" ¢ |ar
0 1/n ﬂ
_ -B
I el D Y ARy A Y T B WY LI
1+ 4 pg+1 p+1 p+1

bulunur. O halde n — o i¢in J(x,(.)) = —o , yani inf J(x(.)) = —oo dur.



iv) a < f—1 olsun. Bu durumda (2.2.2) Euler denkleminin x(0,4)=0 kosuluna
uyan x(z,A) ¢oziimi vardir. Soyle ki, <0 ise y=1t" |)'c|’371 sign X olmak iizere

asagidaki sistem elde edilir:
-1
x=t "|y[ssigny
(2.2.3)

y= —/1|x|ﬂ_] signx .

(2.2.3) sisteminin x(0)=0, p(0)=1 baslangic kosuluna uyan bir x(¢), y(¢)
¢Oziimii vardir ([49]). Dolayisiyla (2.2.2) denkleminin x(0)=0 kosuluna uyan bir

a

-—
x=x(¢) ¢oziimii de vardir. @ >0 ise, s=¢ 7", u(s)=x(t) olmak iizere (2.2.2)

denklemi asagidaki bi¢ime doniisiir;

U du a V' 5
signd—]+/1(1——j s 7 |u|ﬁ’1 signu=0 . (2.2.4)

B

i L
Bu durumda u' = % ve f(s)= (1 —%j s 7 igin (2.2.4) denklemi,
B _

!

u

d
.

- signu') + Af(s)|u|"" signu=0 (2.2.5)

olarak yazilabilir. Dolayisiyla v:|u'|'871 signu’ olmak iizere asagidaki sistem elde

edilir:
u' = |v|ﬁ signv
(2.2.6)
V' = —/If(s)|u|ﬁ_l signu .



(2.2.6) sisteminin u(0)=0, v(0)=1 baslangi¢ kosuluna uyan bir u(s), v(s)
¢Ozlimii vardir. Dolayisiyla (2.2.2) Euler denkleminin x(0)=0 x#0 kosullarina

uyan bir x = x(¢) ¢6zimii vardir ve x(¢) = (1 —%j tiﬁu'(s) #0.

Asagida A =max{1|x(0,4)=0,X(t,A)#0,Vt€(0,1)}  degerinin  varligi
gosterilecektir:

A, mevcut olmasm. Bu durumda Xx(0,4)=0,x(t,4)#0,Vte(0,1) kosulunu
saglayan A yoktur. Yani her A i¢in dyle 7 € (0,1) vardir ki x(7,4) =0,
x(t,A)#0,vte(0,7). O halde her te€(0,7) igin x(¢,4)>0 olsun. Bu durumda
J(x(.)) <0 olacak sekilde bir x(.) fonksiyonu vardir (¢eliski). Bunu gostermek i¢in

diferansiyel denklemler teorisinden bilinen Sturm teoreminin benzeri asagida lemma

olarak ispatlanacaktir. Bu lemma tek basina da ilging bir sonugtur.

Lemma 2.2.2.

x,(t) ve x,(t) (2.2.2) Euler denkleminin sifirdan farkli iki ¢6ziimii olsun. Bu
durumda x,(¢) fonksiyonunun 1iki komsu ¢ ve t, sifin arasinda x,(?)

fonksiyonunun en az bir sifir1 vardir veya x, =cx,(¢) dir.

Ispat. x,(t) fonksiyonunun [¢,z,] araliginda sifirnin olmadigini varsayalim. Bu

durumda, f:% ve P(f,x)=(B-D|f x| = Blf x| %sen(f %)+ %] olmak

2

lizere,
§{+(|xl|ﬂ-l sign x, |x2|ﬁ_l sign x, —|)'c2|ﬂ_l sign x, |x1|ﬂ_l signxl)} =t"Py(f,x)) (2.2.7)
t |x2| signx,

X

yazilabilir. ¢ =
fx

i¢in;




P (fox) 2 (B-D|f x| =Bl x|+ 5]
~|r s {[1+(e-1)] 1= Ble-1)}

>0
olup esitlik ¢ =1 durumunda saglanir, bu durumda f = S yani x, =cx, ().
XX
O halde w(t) = #(hl |’3_l sign x, |xz|ﬂ_1 sign x, —|)'c2|’3_l sign x, |xl|ﬁ_1 sign xl)

|x, |’/}_1 sign x,
fonksiyonu monoton artandir. Diger taraftan, x,(#,) = x,(¢,) =0 oldugundan

w(t,) =w(t,) =0 dir. Dolayistyla =0 olmalidir:

A A1 . = ) A1 .
|x1| 51gnx1|x2| 51gnx2—|x2| sign x, |x1| signx, =0 .

O halde x, =cx,(¢). O

Sonug: Eger X(0,4)=x(r,A)=0 olacak bi¢imde bir 7e€(0,1) varsa, (2.2.2)
denkleminin X(¢, 1) ile ¢akismayan her x(¢,4) ¢oziimiiniin [0, 7] araliginda bir sifir1
vardir. Bu nokta v olsun. ¥(t,,4)=0, )ic(t,/l) <0,Vie(r-&1+¢), 1<t,<T+¢&
olacak sekilde X(z,1) ¢oziimii ele alinacak olursa, x(z,4) fonksiyonu (7—é&,7+¢)
araliginda monoton azalandir ve X(z,1) >X(¢,,A) =0 dir. £ =v noktasinda
X(v,4)>0 ve t = noktasinda X(z,1) <0 dir. O halde dyle bir ¢, (v, r) vardir ki

X(t,,A)=x(t,,A) esitligi saglanir. Bu durumda;

X(tA) L, 0<t<t
x()=1%(t,A) 4 <t<t,
0 1, <t<l

fonksiyonu i¢in,



o - ]dt

J(x(.) = j(r x*\ﬂ -2/ )dt + j(t

ﬁ,

- 1 -
x(¢)| signxXx(¢)

= tla

- p-r . a
x(tl)‘ signx x(t,) ¢,

ve (2.2.7) denkleminde x, ve x, yerine X ve ¥ yazilacak olursa, her t € (v,z') igin,

%Uﬂﬂ_l sign );c|)=c|ﬂ71 signx — ‘)ic‘ﬂ_l sign )ic|)_c|ﬁ71 sign fj = —.T[ t“Py(f,X)dt
|f| sign X :

) _ . T . A
HO 1sign)?)_c(tl)—‘)?(tl) Sign X X(1) =~ [ "B, (f,¥)dt <0

Bu esitsizlikten, J(x(.))=—t“ j t"P,(f,X)dt <0 elde edilir. O halde, 4, yoksa,

]

J(x(.)) <0 olacak sekilde bir x(.) ve A vardir (¢eliski). O halde A, mevcuttur. o

Lemma 2.2.3.
A< A, 1se J(x(.)) =0 dir.

jspat.
1 1
T = [ @i = A" yde = [ @ o =4[+ e
0 0

olduguna gore,

Jy(x() = j(z“ 5" =2 [y >0

oldugunu gostermek yeterlidir. f = — olmak {izere, (2.2.2) Euler denkleminden,

= | =



%(r“ i signf)+(ﬂ—1)t“|f|ﬂ +A=0

Kismi integrasyon uygulanirsa,

1-n 1-n 1-n
[epy(foxyde= [ e|if" de+ [ (B=1)|7]" ¢ || e
n m

n

1-n
- J. ﬁ|f|ﬂ71 sign f't* |x|ﬂ71 sign x x dt
"

= [ ar+ | {(ﬂ—1)| Vid t”‘+%(t“| fI” " sign f)}|x|ﬁ dt

- [|f|ﬂ_1 sign f't* |x|q

1-n
n
olup bu esitlikten,

1-
n

1-n , 1-n
[ s =2 yar=[ | " sign gl | "+ [ By 0 e
n n

elde edilir. Bu esitligin sag tarfindaki terim 7 — 0 i¢in sifira yakinsar. Gergekten de,

B
X

sign X s |x|ﬂ
X

17| sign £ = o
sign x

ds|”
dt

p-1 .
| signiu’

u

(e Y E
(4] E

u
u

ta |M|ﬂ

signu

1 signu’ |u|ﬂ

signu

olup bu durumda 7 — 0 i¢in D f |ﬂ71 sign f't° |x|ﬂ} — 0 oldugunu gostermek i¢in

1-n
7



_
.. u signu’
& —0 icin {j £
u

1-¢
| | } — 0 oldugunu gostermek yeterlidir.

signu

| I|V€hj¢ﬂ_@—zr—jﬂjthfw

0

dir. Bu durumda u’ € I[0,1] olup,

1

|u(§)| Iu ds <I |u |ds<§ﬁ (I |u |’Bd5]

¢
ve boylece, [u(@)|" <&[|u|"ds olur. O halde & —0 icin & |u(&)]" - 0.
0

Lagrange formiiline gore 0<@<¢& olmak tizere, u(&)=u(E)—u(0)=~Eu'(0)

yazilabilir, bu durumda, [i7(&)|” " sign@ = &7 |i7'(0)| " sign@@'. (2.2.5) denkleminden

her s€(0,£) igin u(s)>0 ise —(u| 51gnLT)S0 olur. O halde |17'|ﬁ71 signit’

azalan fonksiyondur ve |L7 ) |’/}_l signut > &7 | u'(&) |ﬁ “sign’>0 dir. Bu

esitsizlikten,

N |@(&)|" signi’

> 10
|7(&)|" signa

elde edilir. Her s € (0,5 ) icin u(s) <0 ise de benzer sekilde ayni sonug elde edilir.

O halde, & — 0 igin;

|F(§)|ﬁ_lsignb7'|u |/3:|L_l'(r§)| signu’

- 1 ﬁllﬂw@ﬁ»o
|L7(§) |ﬂ signu |L7(§) |ﬁ sign | |




ve benzer olarak,

| u'(1-¢%) |ﬁf1 signu’
|@(1-&) " signi

u(1-&)” -0
oldugu goriiliir. Boylece;

n—0

1 1-n
[ | " = A" yae =1im [ @ o = A[x") at
0 ! n

1—
n

1-n
=tim| || sign £ [ | "+lim [ 1B, (.01
n
1
= [e“Py(f,x)dt =0
0

olur ve esitlik durumu x =cXx iken saglanir.

A> 4, ise J(x(.))<0 olacak sekilde bir x(.) vardwr. Zira 4, 1n tanimma gore

X(z,4) =0 olacak bigimde bir 7 €(0,1) vardir. O halde J(x(.)) <0 dur.

v) f—1<a <1 olsun. Bu durum iv) durumuna benzerdir. Sadece, 7 — 0 igin,

_a

n® |f(77)|ﬁ_l signf|x(77)|ﬁ —0 oldugu gosterilmelidir. s=¢ 7' —1 , u(s)=x(z)

@' (h) | signi’

| u(h) |ﬂ71 signiz

doniigiimii yapilirsa 2 — 0 igin |u(h)|ﬁ — 0 olur.

Benzer islemler

Q) " signaw o

< <1
|@(h) | signi




esitsizligi elde edili. 2 —0  igin A"’ u(h)|ﬁ —0 oldugunu gosterelim.
u' e I’ (0,0) oldugundan dolay1 yle /, >0 vardir ki, her &> 0 i¢in “ u'|ﬂ dt<eg.

hy
h > h, olsun. Bu durumda,

1

h s 1 41
()| < [ueChy)| + [ || ds <[uaChy )|+ (=, ﬁﬂ{“u|ﬁds} <|u(hy)|+&’h *

hO U

ve boylece '™ |u(h)|ﬂ <2¢ elde edilir. o



BOLUM 3

SINIRLI VARYASYONLU FONKSIYON ICEREN OPTIMAL
KONTROL PROBLEMI iCiN MAKSIMUM PRENSIBI

3.1. Smirl Varyasyonlu Fonksiyon Igeren Diferansiyel

Denklemlerin Coztimlerinin Varligi

VB (a,b); [a,b] araliginda sinirh varyasyonlu ve [a,b) araliginda soldan

sirekli fonksiyonlar kiimesini géstermek tizere ([40]), VB (a,b) uzayi,
O, =l Vi e

normu ile bir Banach uzayidir ([45]).

Tamm 3.1.1.
i) limu, (a)=u(a) , limu, (b)=u(b)

ve u(t) fonksiyonunun siireksizlik noktalar1 disindaki ¢ ler igin,
i) limu, (t)=u(t)

iii) sup Var’ u (t) <o

m

ise {um} dizisi u(t) fonksiyonuna zayif yakinsaktir denir. Bu yakisaklik C’(a,b)

uzayinda *-—zayif yakinsakliga esdegerdir.

Bu kisimda, f(x,?), n boyutlu vektdr fonksiyon, b(¢), mxn boyutlu matris

fonksiyon, u(¢) , m boyutlu ve sinirlt varyasyonlu vektor fonksiyon olmak {izere,



x=f(x,0)+b@u(?) x(t)=x,el" (3.1.1)
denklemi ele alinacaktir.
Tanim 3.1.2.

u(t)eVB, (,,t,) olmak lizere,

x(t)=x" +j £ (x(0), z-)dz'+jb(z') du(z) (3.1.2)

integral denklemini saglayan x(¢)eVB, (¢,,t,) vektor fonksiyonuna, (3.1.1)

denkleminin zay1f ¢6ziimii denir.

Boylece (3.1.1) denkleminin [f,,#,] aralifindaki zayif ¢oziimii, eger varsa,

(3.1.2) integral denkleminin ¢6zlimii olarak diisiiniilecektir.

Teorem 3.1.3.

(t,x)> f(t,x), t+—> b(t) siirekli fonksiyonlar olsun ve (¢,x)+— f(¢,x) lokal

Lipschitz kosulunu saglasin, yani x,,x, € S,(x") = {x e’

x—xOHSR} , t>t, icin

”f(xvt)_f(xzat)” < L(R)”xl —X,

sifir mertebeden u(¢) genellestirilmis fonksiyonu i¢in (3.1.1) denkleminin ¢oziimi

, (L(R) =sabit) esitsizligi saglansin. Bu durumda

vardir ve tektir.

Not: (3.1.1) denkleminin ¢Ozliimiinin tekligi sOyle anlagilmalidir; eger
x'(t)eVB, (t,,t})) ve x"(t)eVB, (t,,¢/) (3.1.1) denklemini iki zayif ¢oziimii ise,
X()=x"(t) Vtelt,t) , t=min{s,/} ; xX'@)=x"(t) /=1 ; eBer t] >1 ise

X"(t)=x'(t, +0)= tlirtn xX'(t).



Ispat. Bir T >t, noktasi sabit tutulsun. VartOT u(t)y=N max”b(t)” =N, ,R=2NN,

1y<t<T

. R 1
ve max f(t,x)”:Nf olsun. t, <t,+min< 7 —t,,——,——
xeSp (:O)telty,T] 2Nf 2L(R)

VB, (t,,t;) Banach uzayinda;
D(x)(1)=x"+ jf(x(t), 7)d7 + j.b(r) du(r) , telt,,t]

biciminde tanimlanan, lineer olmayan ®(x) operatorii ele alinacak olursa ®(x)

operatdriiniin BR(x°)={erB,, (t0:1)| () =x°| SR} kiiresini B, (x°) a

VB, (ty.t)

i
tasvir ettigi goriiliir. Gergekten de Vart;l u(t)= _[ ||du(t)|| oldugu gbzoniinde

fy

bulundurulursa, x(¢) € B,(x") c VB, (t,,t,) igin;

OB

VB, (ty.1y)

< [ G, 0 e+ [ o e
<N, (t,—t,)+N,N <R

elde edilir.  Ayrica  ®(x), B,(x’) kiiresinde biizen  operatordiir:

x,(t),x,(t) € B, (x") VB, (1,,t,) igin,

[oC) @), (o < I/ G, = £ (), )] de
SLR)(¢, - to)tnltajf ”xl(f) - xz(T)”

<q v —x|
=q % X VB, (to.)



ve qg=L(R)(t,—t)<l. Dolayistyla sabit nokta teoremine gore ([13]),

®: B,(x")— B,(x") biizen operatdriiniin bir tek sabit noktasi vardir. Bu noktanin

da (3.1.1) denkleminin zayif lokal ¢6ziimii oldugu agiktir. o

3.2. Smurli Varyasyonlu Fonksiyon Igeren Optimal Kontrol

Problemi i¢in Maksimum Prensibi

f(x,t), b(¢) siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar, x°e[1”, u(t)eVB,(t,.t,)

olsun. Teorem 3.1.3. ’de asagidaki denklemler sisteminin tek zayif ¢6zimi oldugu
ispatlanmisti;

K= f(e,0)+bO)ult) ,telt,t], x(t,)=x"el" (3.2.1)

Bu kisimda,

u(t) eVB, (1,1, ,

u(r)|<1 (3.2.2)

olmak tlizere,

J = p(x(¢,)) > min (3.2.3)
problemi ele alinacaktir.

J fonksiyoneli (3.2.1) sisteminin zayif c¢oziimleri {lizerinde tanimli bir

fonksiyoneldir. ¢(x) e C', ¢, =sabit , ¢, = sabit olsun.
(3.2.1)-(3.2.3) probleminin gerek kosullarini belirlemek i¢in ;

Hy(x, poust) = p" £, (6,0)b(0) = pb(0) Ju

fonksiyonu ve



pl==p' fu(x(0),0) ,t,<t<t,

(3.2.4)
P’ (1) =—0.(x(1,))
eslenik denklemler sisteminden yararlanilacaktir.
Teorem 3.2.1.
(x(2),u(?)) ikilisi (3.2.1)-(3.2.3) probleminin ¢dziimii olsun. Bu durumda;
max H,(x(2), p(t),u,t) = H,(x(t), p(t),u(t),t) ,t,<t=<t (3.2.5)

Ispat. (x(t), p(t)) ikilisi, (3.2.1) ve (3.2.4) denklemlerinin u(¢) idare edicisine gére,
(x(@®)+0x(t), p(t)+0p(t)) ise u(t)+ou(t) idare edicisine gore zayif ¢oziimleri

olsun. Bu durumda H(x, p,u,t) = p" f(x,t)+ p"b(t)u olmak iizere;
1(x(2), p(),u(t) = [ p"5(0) = Hx(0), p(0),t0), 1) |de =0 (3.2.6)

A=1(x(t)+0x(t), p(t)+ 0 p(t),u(t)+ou(t))—I1(x(), p(t),u(t))=0.

(3.2.6) esitliginden;

A=0= j[ pT(O)5x(t)+SpT () %(¢) |dt + tjla P’ (1) 8x(t)

1} f

- Il [H (x(t)+ 5x(2), p(t) + 8 p(t),u(t) + 5u(r)) — H (x(2), p(t),u(t))] dt

fy

olur. (3.2.1) ve (3.2.4) denklemleri gdzoniinde bulundurulursa, " :(xT ,p' ) ve

sOHGO O, _OH(y+0oy,utont) OHW.D 1 ook izere:

oy oy Oy



4

[P 85+6p" i) ]di=p" 53] +] OH(y@,u®.D) 5., 4

b oy
ve

1

1
+

jl Sp () Sx(t)dt = %5 p' (1) ox(t)

fy

1 OO0 5
2; oy

fy

' o (”5 y(t)
im
v 0legy 0 |83 (2)

elde edilir. Taylor a¢ilimini kullanilirsa ([18]); C['°"']) =0 olmak

Clt.4]

lizere,

4

f] [H (y(t)+ 8y(0),1(t) + Su(?),0) — H(y(t),u(1),1)]dt = J' [H (y(t),0(r) + Su(1), 1)

— H(y(1),u(t),1)]dt
+I'5H(y(t),it(t)af) Sydt

+0 (||5J’(t)”c[to 4] )

elde edilir. Buradan,;

]

A= { () +%5 pT(t)} Sx(Of! = [ [H((e),1i(0)+ 81(e), )~ H(p(0), (0), )] dt

fy

_l]‘ OH (y(1),u(t) +ou(r),1) _ OH (y(1),u(1),1)
oy oy

:| oydt+o (||5y(t)||c[to,f1] )

fy

=0

yazilabilir. Yukaridaki islemde;



L [5H(y(t) +Sp(O,1(t)+ 5u(0),0) _ OH (y(0), (1) + 5ii(1), 1)

2 ay ay :|5ydt: 0(||5y(t)||C[to,tl])

fy

dir. ox(¢,) =0, 0 p(t,) =0 oldugu gdzoniinde tutulursa buradan;

. ’j{aH(y(r),a(r) +8ii(e),0) _ OH(y(0).1i(0)1)

oydt
oy oy } g

1] ,
= —E;Eb(t) Siu(t) S p(t) dt
ve 1,=0 (||§y(t)||c[to’tl]) olmak iizere,

]

@, (x(1,)) ox(1)) = —j [H (@), 1(e) + Su(2),) — H (y(2),u(0), )] dt + 17, + 17,

)

esitligine ulasilir. Diger taraftan ¢(x) fonksiyonuna Taylor a¢ilimi uygulanirsa;
8J = p(x(t,)+x(1)) = p(x(1) = 9, (x(1)) 8x(5) + o (J6x(1))

== I [H (x(0),1(1) + S (2), 1) = H (x(2),1i(2), 1) ] dit

+17,+1, +0(|6x()])

ve === [1 030 5p@dr+o(|ox,,, )+ oy

i ’tl]) olmak tizere;

oJ = —II[HO (x(2), p(t),u(t) + Su(t),t)— H, (x(1), p(t),u(t),1)]
o (3.2.7)

~pO)bO)Su)]; +7



Asagida u(¢) idare edicisine uygulanacak olan varyasyon, optimal kontrol teorisinde
geometrik goriintiistinden dolayr “igne varyasyon” olarak adlandirilir ([25]).

[¢,t"1c[t,,t,] olmak iizere,

e, telt',t"]

5u0):{0, te[t',t"]

olsun. (3.1.2) esitliginden;

|6x(1)| < j | £ (x(2)+ x(2), 7) ~ f(x(2),7)|dr+

jb(r) dou(r)

<L, [|x(@ |z +]5@)] 5, Var! Su(z)

)

yazilabilir. Burada L, , f fonksiyonunun Lipschitz sabitidir. Bellman-Gronwell

egitsizligi ([25]) kullanilirsa;
[6x(0 <260, 0
ve benzer sekilde;
|5p0)],,,, <L
esitsizligi elde edilir. Bu esitliklerden 7 =o0(g) oldugu goriiliir. u(z) optimal idare
edici ise, 0J = @(x(t,)+0x(t,)) —@(x(¢,)) =2 0 esitsizligi saglanmalidir. (3.2.5) esitligi

bir 7, €(¢,,t,) noktasinda saglanmasin. u(¢), x(¢), p(t) fonksiyonlarinin soldan

sirekliligi  dolayisiyla  (3.2.5) esitligi  bir [7,,7,]<(¢,,¢,) aralifinda da



saglanmayacaktir ve H (t)=p’ f.(x,t)b(t)—p" 0] fonksiyonu bu aralikta isaretini
degistirmez. Zira H (z,)#0.

() = u(t)+esignH (z)), telr,,7,]
B u(t) , 12[r,,7]

olsun ve £>0 sayist u(¢) idare edicisi (3.2.2) esitsizligini saglayacak sekilde

se¢ilsin. Bu durumda (3.2.7)den;

5J = —le H ()Su(t)dt +n = —ng |H(0)] dt +o(e)

Ty 7y

olup £>0 sayisti o0J <0 olacak sekilde secilebilir. Bu u(z) idare edicisinin

optimalligi ile ¢elisir. O halde (3.2.5) esitsizligi her noktada saglanmalidir. O



BOLUM 4

GENELLESTIRILMIiS FONKSiYON iCEREN OPTiMAL
KONTROL PROBLEMININ DUALITE YONTEMIYLE
CcCOZUMU

4.1. Genellestirilmis Fonksiyon Igeren Optimal Kontrol

Probleminin Dualite Yontemiyle Coziimii

Bu boliimde dualite yontemlerinin dejenere olmus optimal kontrol
problemlerine uygulanmasi ele almacaktir. Oncelikle faz degiskenlerine gore lineer
olan optimal kontrol problemi, dualite yontemlerinin uygulanabilecegi bicime

getirilecektir.

x=(x,..,x,)ell” n boyutlu faz vektorl, u = (u,,...,u,)ell” idare etme
vektorii, A(f) nxn matris, b(t,u) n boyutlu vektor, a(t)=(q,(?),...,a, () n
boyutlu vektor, g(t,u) ¢t ve u degiskenlerine bagh bir fonksiyon, u(#)eU ve

x(¢,) = x,, x(¢,) =x, olmak lizere,

J(u)= ]-[(a(t),x) + g(t,u)] dt — min (4.1.1)
x=A(t)x+b(t,u) (4.1.2)
u(t)yeU (4.1.3)

x(t)=x, , x(t)=1x 4.1.4)



problemi ele alinsin. A(z), b(t,u), a(t) ve g(t,u) fonksiyonlarinin hangi
fonksiyonel 6zelliklere sahip olduklar1 [11], [58] referanslarinda aciklanmaktadir ve

bu kosullarla (4.1.1)-(4.1.4) problemi bir¢cok problemi kapsamaktadir.

t, <t <t olmak lizere u(t) idare edici bir fonksiyon ise (4.1.2) denkleminin
x(¢,) = x, kosulunu saglayan ¢6ziimii Cauchy formiilii ile elde edilebilir. Soyle ki;
F(t) matrisi  x(¢) = A(f)x denkleminin ¢6ziimii ise (4.1.2) denkleminin x(z,) = x,

kosulunu saglayan ¢6ziimii;

x(t)=F(t)x, + F(t)j F'(t)b(r,u(r))dr (4.1.5)

formiilii ile verilmektedir ([25]). Bu durumda (4.1.1)-(4.1.4) problemi;

B(t,u)=F~'(t)b(t,u) (4.1.6)
f(tu)= UFT(T) a(r)dr, B(t,u)} +(F" (1) a(t),x,)+g(t,u) (4.1.7)

(F"(¢), F(t) matrisinin transpozesi) ve
zy=F7'(t)x, —x, (4.1.8)
bi¢giminde tanimlanmak iizere;

z=B(t,u) (4.1.9)

J(u)zj. f(t,u)dt — min (4.1.10)

fy



2(t,)=0 , z(t,) =z, 4.1.11)

problemine dontistir. (4.1.9)-(4.1.11) problemi dualite yontemlerinin
uygulanabilecegi sekildedir. Bu yontemler matematik literatiiriinde genis olarak yer

almaktadir ([11], [25], [35], [44]).

t €[t,,t,] bir nokta, p=(p,,...,p,) €l" bir vektor olmak iizere,

h(t, p) =sup[(p,B(t,u))— [ (t,u)] (4.1.12)

uelU
biciminde tanimlanan A(z, p) fonksiyonunun +co degerini de alabilecegi gdzardi

edilmeden her 7 €[¢,,,] ve her p ell” i¢in bu sekilde A(¢, p) teskil edilirse,

h:[t,,t,1x0" > U+oo fonksiyonu elde edilir. Dualite yonteminin temel prensibi,

sup {( 2.2,) —]lh(t, p)dt} (4.1.13)

pel” T

supremumunun “hemen hemen” her z; icin (4.1.10) fonksiyonelinin minimumu ile

n

aynt oldugunu ifade eder ([44]). U " uzayinda,

E={zel |JFu@)eU, f(t,u(t)) e L(t,t]), (4.1.9)denkleminin z(z,) =0 kosulunu

saglayan z(¢) ¢Oziimii [#,,] aralifinda tanimlanmistir ve z(#,) =z, }

bi¢giminde tanimlanan E kiimesine (4.1.6)-(4.1.8), (4.1.2) probleminin efektif kiimesi
denir. £ kiimesinin énemli bir 6zelligi konveks olmasidir. Bu kiimenin konveksligi
Luapunov’un vektor Olgiileri hakkindaki 6nemli teoreminden elde edilir ([3]). O

halde asagidaki Teorem yazilabilir:



Teorem 4.1.1.
Eger z,noktas1 E efektif kiimesinin i¢ noktas1 ise (4.1.13) supremumu bir p e[l”

icin saglanir ve bu deger (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) probleminin minimumuna esittir.

(4.1.10) supremumunu bulma problemine (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2)
probleminin dual problemi denir. Dualite yontemiyle, (4.1.9)-(4.1.11) probleminde

J(u) fonksiyonelinin minimumu, optimal u(z) idare edicisini bulmadan elde

edilebilmektedir. Bunun i¢in sadece (4.1.13) supremumunu hesaplamak yeterlidir.

(4.1.13) dual probleminin ¢6ziimii p~ olmak iizere, P kiimesi

P={pel"|[h(t, p)dt <}

)

bigiminde tanimlansin ve (4.1.13) ifadesinin supremum degeri p icin elde ediliyor

gl
olsun (supremum sonlu ise jh(t, p)dt >—x0)

fy

Teorem 4.1.2.
Eger p noktas1 P kiimesinin i¢ noktasi ise, (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) probleminin

u’ (t) ¢oziimii vardir ve asagidaki iki esitlikle belirlenir;

jl B(t,u (t))dt =z, (4.1.14)

)

f(tu @O))+h(t,p)=(p ,B(t,u (1)) (4.1.15)

h(t, p) fonksiyonun tanimindan ve (4.1.15) esitliginden;



(P, B ()= f(t.u"O) =max [ (p", Btu) = f(L.w)]  (4.1.16)

elde edilir. Bu ise (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) problemi i¢in Pontryagin’in maksimum

prensibinin ifadesidir.

Gergekten de; u'(f) fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.4) probleminin ¢dziimii olsun.
Bu durumda (4.1.16) esitliginde B(¢,u) ve f(t,u) fonksiyonlarinin (4.1.6) ve

(4.1.7)’deki ifadeleri yerlerine konursa;

(p", Bt (1)~ f(tu’ (1) = nl}gj{(p* ,F'l(l)b(hu))—“FT(f)a(T)dT,B(f,u)J—g(f,u)}

+(F"(Ha().x,)

= n;gJX[[(F'I(t))Tp* () [FT(@a()de b(t,u)J —g(r,u)}

+(F"(Ha(1).x,)

elde edilir. w(¢) fonksiyonu;
p()=(F @) p' = (F ) [FT(t)a(r)dr (4.1.17)

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda F(¢) matrisinin x(¢) = A(¢)x denkleminin

¢oziimii oldugu da kullanilirsa;

w(t)=—-A"(Ow(t)+a(t) (4.1.18)
esitliginin saglandigi goriiliir. Ayrica (4.1.16) esitliginden;

(), b(t,u’ (1))~ g(t,u’(1)) = %x[(y/(t),b(t,u)—g(t,u)] (4.1.19)



olup (4.1.18) ve (4.1.19) esitlikleri (4.1.1)-(4.1.4) problemi i¢in Pontryagin’in
maksimum prensibinin ifadesidir. p* vektoriiniin P kiimesinin i¢ noktas1 olmadig

durumda (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) probleminde, genelde, optimal idare edicinin var
oldugu sdylenemez. Fakat bu durumda problem “genellesmis” fonksiyon olan ¢ -

fonksiyonunun yardimiyla ¢oziilebilir. B(z,u)= B(¢t)u olarak kabul edilecektir.

o(t—r1) fonksiyonu her ¢(¢) € C[a,b] icin asagidaki sekilde tanimlanir;

o(t) te€la,b]

! (p(t)ﬁ(t—r)dt:{ 0 relap

n .
VisVy,enVy €U 1,7, 7, €[1,,1,] olmak lizere,

V(t) = u(t) + Zk: vo(t—1) (4.1.20)

biciminde “genellestirilmis” idare edicileri ele alalim. Bu sekildeki her idare edici

(4.1.9) denkleminin;
z(t) = jB(t)v(t)dt

biciminde bir ¢ziimiinii belirler. (4.1.9) denkleminin u(¢) idare edicisine karsilik
gelen ¢oziimii siirekli bir fonksiyondur. Buna karsilik v(¢) genellestirilmis idare

edicisine karsilik gelen z(¢) fonksiyonu, 7,,7,,...,7, noktalarinda siireksiz olan ve

bu noktalarda sigrayislar v,,v,,...,v, olan bir fonksiyondur.
P kiimesi ve s, fonksiyonu asagidaki bigimde tanimlansin;

P ={pel"|h(, p) <o}



s, (v) =sup(p,v).

pep;

Bu durumda (4.1.10) fonksiyoneli (4.1.20) idare edicisi lizerinde tanimlanirsa;
k 4 k
JW)=J@)+) s, (v)= j f@u@)di+) s (v,) (4.1.21)
i=1 T i=1

J(v) <oo oldugu takdirde lim J(u, )= J(v) olacak bigimde {u, (¢)} idare ediciler

dizisi vardir ve her ¢ €[¢,,¢,] i¢in;
z ()= j B(z)u, (t)dr — z(t) = j B(r)v(t)dr

olur. Ayrica z, noktast (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) probleminin efektif kiimesinin i¢

noktast ve z(t,) =z, ise {u, (¢)} dizisi z, (¢,) = z, olacak bigimde segilebilir ([25]).

Boylece (4.1.9)-(4.1.11), (4.1.2) problemi (4.1.21) fonksiyonelinin agagidaki

kosula uyan v(¢) fonksiyonlar1 tizerindeki minimum problemine esdeger olur;
4 il k
j B(t)v(t)dt = j B(tyu()dt + > B(z,)v, =z, (4.1.22)
I I i=1

Teorem 4.1.3.

(4.1.13) supremum ifadesinde supremum p° noktasinda gerceklesiyorsa;
k

V()= u*(t)+2v: o(t—r;) idare edicisinin (4.1.20) - (4.1.22) probleminde optimal
i=1

olabilmesi igin gerek ve yeter sart v (¢f) fonksiyonunun (4.1.22) esitligini ve

asagidaki kosullar1 saglamasidir;



ftu” @) +h(t,p)=(p", BO)u (1) (4.1.23)

(p".B(r)v)=2(p",B(z,)v) , YeP, i=1,...k (4.1.24)

T,

(4.1.18) kosulunda v, #0 ise p~ gint P, olur ve p’ eint P ise Teorem 4.1.3.

Teorem 4.1.2.°ye indirgenmis olur. p” ¢ int P. kosulunu saglayan 7, noktalar1 kritik

anlar olarak adlandirilacaktir.

4.2. Genellestirilmis Weierstrass Ornegi

Asagidaki problem ele alinacaktir;

J(u):jt“wdt a>0, >0
0 P ’

(4.2.1)
z=u, z(0)=0, z()=z,, uell

Bu problemde efektif kiime [J ile ¢akistigindan Teorem 4.1.1. kullanilabilir. ( z, i¢
noktadir). A(¢, p) fonksiyonu hesaplanirsa;

a Vs
i Pl

g B P

h(t,p) =t

elde edilir. p#0 ise A(¢, p) fonksiyonunun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul & < f—1 olmasidir.

1) a< f—1 ise;

p-1 |

.([h(t,p)dtzﬁ_l_a 7



p-1 |Zo|ﬂ

mgx(pzo —jh(t,p)dt]z(’b;l__laj 5

olur ve maksimum deger;

f-1
" —1- .
P :[%|Zo|j Slgl’lZO

noktasinda elde edilir. Bu durumda P kiimesi reel dogru ile cakistigindan p°

noktasi i¢i nokta olur ve Teorem 4.1.2.°ye gore u (¢) optimal idare edici;
1
[w@di=z, , pu'@®)-ft.u"®)=htp)
0

esitliklerinden belirlenebilir ki bu idare edici;

* L * '~ * _1_ L
u@)y=t"" ‘p ‘ﬁ 1signp :zo%tlﬂ

fonksiyonudur.

il) ¢ > -1 ise bu durumda A(¢, p) fonksiyonunun integrallenebilir oldugu

bir tek p =0 noktas1 vardir:

1 0 ,p=0
[ e, pydi =
0 o ,p#0

Teorem 4.1.1.°e gore fonksiyonelin infimumu (4.1.13) supremumuna esittir ve her z

icin sifirdir, p* =0. P kiimesi ise tek bir noktadan olusmaktadir: P = {0} )



Bu durumda Teorem 4.1.3. uygulanirsa, her 70 igin P.=P , F,={0}.0
halde 7=0 olmak tizere tek kritik nokta vardir ve optimal idare edici;
Vi(t)=u (1)+V'5(¢) biciminde aranir. (4.1.23) esitliginden f(z,u’ (£))=0 elde
edilir ve u (£)=0 olur. (4.1.24) kosulu da saglanmaktadir. (4.1.22) esitliginden

v =z, ve bdylece v (t)=z,5(¢) genellestirilmis idare edicisi (4.2.1) probleminin

¢Ozliimiidiir.



BOLUM 5

BANACH UZAYLARINDA MINIMUM PROBLEMINE SONLU
BOYUTLU YAKLASIM

5.1. Banach Uzaylarinda Minimum Problemine Sonlu Boyutlu

Yaklasim

X bir Banach uzay1, X~ bu uzaym eslenigi, yani X uzayinda tanimli siirekli

lineer fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzay olsun. f € X~ olmak iizere,

| /] =sup | f(x)]| (5.1.1)

[t

biciminde tanimlanan || . || fonksiyoneli X~ eslenik uzaymda bir norm tanimlar ve

X" bu norma gore bir Banach uzayidir.

X bir lineer uzay, X ise bu uzaym cebirsel duali, yani X uzaymda tanimli
tiim lineer fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzay olsun. X lineer uzaymn
cebirsel duali de benzer sekilde olusturulabilir. X~ =(X")" uzayma da X lineer
uzaymin ikinci cebirsel duali denir. X ve X~ uzaylar1 arasinda dogal bir baglanti

vardir. Soyle ki; xe X, f e X, ge X" olmak iizere;

g =g.(fH=r(x) (5.1.2)



esitliginde x e X sabit tutulup f e X ise degisken olarak diisiiniiliirse her x € X
elemam X~ uzaymm bir g € X elemam ile eslestirilebilir. TT: X — X,
I1(x) =g, veya x+> g _olmak lizere Il tasviri her zaman birebirdir. Bu tasvir ayni

zamanda lizerine ise, yani IT(X)= X" ise X uzayma “cebirsel refleksif (yansimal)

uzay” denir. Tiim sonlu boyutlu uzaylar refleksiftir.

X uzayr bir normlu uzay ise cebirsel refleksifligin yanisira topolojik

refleksiflik de s6z konusudur. X~ normlu uzaymnin eslenigi, X~ =(X") uzayma da

X normlu uzayinmn ikinci duali denir. x € X sabit tutulmak iizere ve f € X~ icin

=

esitligi saglamir. T1: X — X, TI(x) = g, olmak iizere bu IT tasvirine X uzaymndan

g.:X =0, g.(f)=f(x) fonksiyoneli lineer ve siireklidir. Ayrica

&

X" uzayina “kanonik tasvir” denir. IT tasviri X normlu uzayindan I1(X) goriintii

kiimesine bir izomorfizmdir.

Tanim 5.1.1.
X bir normlu uzay, X~ bu uzaymn ikinci duali ve T1: X — X kanonik tasvir

olmak iizere IT(X) =X ise X uzayma “refleksif uzay” denir.

Tim sonlu boyutlu uzaylar, Hilbert uzaylari, 1 < p <oo olmak tizere L,

uzaylan refleksiftir. Refleksif uzaylarda B ={x e X | ||x|| <1} birim kiiresi zay1f

topolojiye gore kompakttir. Ayrica her sinirh dizinin zayif yakinsak bir alt dizisi

vardir.
X refleksif bir Banach uzayi, U < X bos olmayan, kapali konveks bir alt

kiime, F:U —[] fonksiyoneli konveks ve alttan yar1 siirekli olsun. Her x e U igin

F(x)# —oo olmak lizere agagidaki minimizasyon problemi ele alinacaktir:

Fu)—inf , uelU (5.1.3)



F(u)= inlt; F(v) esitligine uyan her u €U (5.1.3) probleminin ¢ézimiidiir. (5.1.3)

problemi yerine, F:X >0 fonksiyoneli;

~ [Fu) ueU
F= (5.1.4)
+00 uglU
bigiminde tanimlanmak iizere,
Fu)—inf , ueX (5.1.5)

problemi ele alinabilir. Bu iki problem esdegerdir, yani her iki problemin ¢dziim

kiimeleri ve infimum degerleri aymidir. (5.1.4) ile tanimlanan F fonksiyoneli de

konveks ve alttan yar1 siireklidir.

Teorem 5.1.2.

U kiimesi smirh veya wueU, F fonksiyoneli i¢in; uelU,

|u||—>+oo ise
lim F(u) =+ (coercive) olsun. Bu durumda (5.1.3) probleminin en az bir ¢éziimii

vardir. Eger F' fonksiyoneli kesin konveks ise bu ¢ozlim tektir.

Ispat. {u,}cU minimize eden bir dizi , yani F(u,)—> inLt[" F(v)=a olsun.

a e[—o,o]| fakat a#-o oldugu gosterilecektir. Eger U kiimesi simrl ise
{u,} cU dizisi de smrhdir. Eger U kiimesi sinirli degil ancak F fonksiyoneli
coercive ise, F'(u,) dizisinin ustten simirliligindan {u, } c U dizisi yine sinirh olur.
X refleksif uzay oldugundan {u,} dizisinin bir u € U elemanina zay1f yakinsak bir
{u, } alt dizisi vardir. Konveks ve alttan yari siirekli / ayni zamanda X uzayinn

zay1f topolojisine gére de alttan yar siireklidir. O halde F(u)<lim F(u, )=« olur.



Yani u ¢oziimdiir ve a # —o. Eger F fonksiyoneli kesin konveks ve u,,u, €U iki

farkli ¢ozim ise (yani F(u,)=F(u,)=a) 4

eU da ¢oziimdiir, fakat ayni

zamanda,
F(%(ul+u2)j<%(F(ul)+F(u2))=a (5.1.6)

esitsizligi gecerli oldugundan celiskiye ulasilir. O halde F fonksiyoneli kesin

konveks ise bu ¢ozlim tektir. o

Asagidaki lemma, sonlu buyutlu uzaylarda kolaylikla ispatlanabilen bir

sonucun Banach uzaylarina genellemesidir:

Lemma5.1.3.

X bir Banach uzayi, 4 < X konveks bir kiime, int A=J, y, int A olsun. Eger
yed ise, vy, ) =1zlz=(1A-t)y+1ty, ,t €(0,1)} agik araliginin her noktas: , A

kiimesinin i¢ noktasidir.

Ispat. z, (y,,) agik arahi@min herhangi bir noktasi olsun. Bu durumda;

z=(=0y+ty,=y+t(y,—y) , 1€(0,) (5.1.7)
f:X > X olmakiizere g f(g) fonksiyonu asagidaki bicimde tanimlansin,

t

f(g)=Z+/1(g—Z),/’t=—: (5.1.8)

Bu fonksiyon siireklidir, tersi vardir ve asagidaki sekildedir;



ny%y):%(w(z—l)z).

Bu ters fonksiyon da stireklidir. g+ f(g) fonksiyonunun hem kendisi hem
de tersi siirekli oldugundan f:X — X bir homomorfizmdir . Ayrica (5.1.7) ve
(5.1.8) esitliklerinden, f(y,)=y oldugu gorilir. f:X — X bir homomorfizm
oldugundan y, € Q c 4 bir acik kiime ise f(Q) kiimesi de X uzayinda bir agik
kiimedir ([13]). ye€ f(Q) ve Oyle bir heQ bulunabilir ki f(h)e A olsun.
Gergekten de, y yeterince kiigiik pozitif bir sayr ise (5.1.7) esitliginden;
g=y+y(y,—y)e f(Q), geA. O halde h=f"(¢q) ahnabilir. (5.1.8) esitligi de

g6zoniinde bulundurulursa;

JW)=z=Ah=z)=Ah—f (M) +A(f (")~ z) (5.1.9)

ve buradan,

z=f(h)+%(h—f(h)) (5.1.10)

elde edilir. ¢ tasviri asagidaki bigimde tanimlansin;

gH(p(g)=f(h)+%(g—f(h)) (5.1.11)

Bu durumda (5.1.10) esitligi gozoniine alinirsa z, & fonksiyonun ¢ tasviri altindaki

goriintiistidiir. Ayrica 4 <0 oldugundan,

0<—2 <1 (5.1.12)

A-1

olur. O halde g+ ¢(g) fonksiyonu X uzaymdan X uzayina bir homomorfidir ve
p(Q)c X acik kimedir ve heQ icin ze@(Q)dir. g€ Q herhangi bir nokta
olsun. f(h)e A ve A konveks oldugundan, (5.1.11) ve (5.1.12) ifadelerinden



p(g)e A ve dolayisiyla @(Q)c A elde edilir. O halde z, A kiimesinin i¢

noktasidir. O

Sonlu Boyutlu Yaklagim:

X refleksif, ayrilabilir bir Banach uzayi olsun. Ayrica X uzayinda her w € X i¢in,

lim inf |ju—w], =0 (5.1.13)

n—o ueX,

sartni saglayan {X,} sonlu boyutlu alt uzaylar dizisi var olsun.

n

J(v)—>inf , veU,

problemi yerine,

u,eX,NU, , Ju,)= inf J(v) (5.1.14)

veX,NU,

problemi ele alinsin.

Teorem 5.1.4.
X refleksif, ayrilabilir bir Banach uzayi, {Xn} (5.1.13) kosulunu saglayan sonlu

boyutlu alt uzaylar dizisi ve intU,#< olsun. Lemma 5.1.3.’ln kosullari

saglantyorsa, yeterince biiyiik n sayisi i¢in (5.1.14) probleminin u, ¢ozlimii vardir ve

lim J (u,) = inf J(v) (5.1.15)

olur.

Ispat. ueU yani ueU, ve J(u)= inf J(v) olsun. {t}~,, ,€(0,]) ve lims, =0

i—0

alinacak olursa Lemma 5.1.3.”e gore,



z,=u+t(g—u)eintU, , lim|z —ul, =0 (5.1.16)

yazilabilir. O halde her &>0 sabit sayis: i¢in asagidaki esitsizligi saglayan bazi

i =i, vardir;

|2, —u”ég (5.1.17)

z, €intU, oldugundan,

d(}/,zl,ﬁ)z{v|veX, v—ziﬁuﬁy} (5.1.18)
olmak {izere baz1 y >0 sabit sayilar1 i¢in
O<}/S§ , d(r,z,)c U, (5.1.19)

olur. (5.1.7) kosuluna goére 3/ >0 vardir ki, her n>/ i¢in

g,-z|<7 (5.1.20)

esitsizligini saglayan g, € X, elemam vardir. (5.1.17) ve (5.1.20) esitsizliklerinden

I

her n>/ igin;

g, —u|<|g,—z |+|7 —u<e
ve dolayistyla g e U, elde edilir. O halde dyle { gn} dizisi vardir ki;

g, €eX,NnU, , lim”gn—u”:O (5.1.21)



limJ(g,) = J(u) = inf J(v) (5.1.22)

saglanir. n>/ icin X, NU,#O ayrica X, n"U, kompakt, vi> J(v) sirekli
oldugundan (5.1.14) probleminin ¢6ziimii vardir ([25]). Bu ¢6ziim u, olsun. Bu

durumda;
J(g,)=J(u,)=J(u) (5.1.23)

(5.1.22) ve (5.1.23) den ise (5.1.15) esitligi elde edilir. o



BOLUM 6

KUADRATIK OPTIMAL KONTROL PROBLEMI iCiN
IKINCI MERTEBEDEN BIR KOSUL

6.1. Kuadratik Optimal Kontrol Problemi I¢in Ikinci Mertebeden
Bir Kosul

Bu béliimde xel[1” , u 1™ siitun vektdrler olmak iizere x = (x,,x,,...,x,)" ,
U= (ul,uz,...,um)r biciminde kullanilacaktir. 4,B,C,Q veR t degiskenine bagh
matrisler, S, sabit matris ve bu matrislerden Q,R,S . simetrik matris olsun. Ayrica
t A(t), t Q(t), t = R(t), matris fonksiyonlar1 C'[¢,,#,] uzaymndan, ¢+~ B(t),

t = C(t), matris fonksiyonlar1 C*[¢,,t,] uzaymdan olsun.

. . - 1 2 1 2 T
Gosterim  kolayligi agisindan; o =(¢,,¢;,....a ,0,,a;,...,a)) €1"™"
vektdrii a =(a/ |a)) bigiminde gosterilecektir. nxn boyutlu X matrisi, nxm

boyutlu Y matrisi, mxn boyutlu Z matrisi ve mxn boyutlu 7" matrisinden olusan

XY
birlestirilmis matris B :(7‘?j biciminde ve bu matrisin dogurdugu kuadratik

XY
form (a |a; )[7‘?] (¢, |a,) olarak gosterilecektir. Bu kabuller altinda, asagidaki

problem ele alinacaktir:

J= J-{%xTijLuTCx+%urRu}dt+%xT(tl)Sfx(tl) (6.1.1)
lo



X = Ax+ Bu (6.1.2)

x(t,)=0 (6.1.3)

Teorem 6.1.1.

(6.1.1) esitligi ile verilen J fonksiyonelinin negatif olmamasi icin yeterli sart,

stirekli tiirevlenebilir, simetrik ve her ¢ €[z,,¢,] i¢in;

P+Q+PA+A"P B'P)’
Q R Y 6.1.4)
C+B'P R
Ve
S, —P(t)>0 (6.1.5)

kosullarini saglayan bir ¢ — P(¢) matris fonksiyonunun varhigidir.

Ispat. (6.1.2) esitliginden %xT P(Ax+ Bu—x)=0 dir. Dolayistyla bu ifade (6.1.1)

fonksiyoneline eklenirse degeri degismez. O halde;

J=J= j{%xTQx+uTCx+%uTRu +%xTP(Ax+Bu —)'c)}dt+%xT(tl)Sfx(tl) .
lo

x" Px terimine kismi integrasyon uygulanir ve diizenlenirse;

J= le P+Q+PA+ A" P)x+u" (C+B"P x+luTRu dt+let S.—P(t,))x(¢
[{7¥'(P+0 )x+u’( pre 3 (0)(8, = P(1))x(1)

elde edilir. Bu ifadenin negatif olmamasi i¢in ise (6.1.4) ve (6.1.5) esitsizliklerinin

saglanmasi yeterlidir.o



Teorem 6.1.2.

Her teft,,t;] i¢in R(#)>0 olsun. Bu durumda (6.1.1) esitligi ile verilen J

fonksiyonelinin negatif olmamasi icin yeterli sart, siirekli tiirevlenebilir, simetrik ve

her ¢ €[t,,¢,] i¢in;

—S=0+84+A"S—(C+B"S)' R (C+B"P), (6.1.6)
Ve

S,=8@#)=0 (6.1.7)
kosullarin1 saglayan bir ¢ — S(¢) matris fonksiyonunun varligidir.

Ispat. (6.1.6) ve (6.1.7) kosullarim saglayan ¢+ S(f) matris fonksiyonunun
varligindan yola c¢ikilarak Teorem 6.1.1.°in kosullarinin saglandigi gosterilirse
Teorem 6.1.2. ispatlanmis olur. Bu amagla « = (¢ |} ) vektériiniin ¢, bileseni sabit

tutularak,

S+0+84+A'S|(C+B'S)
c+B'S | R

(o s )( (o |a,) (6.1.8)

kuadratik formunun o, degiskenine gbre minimum problemi ele alinirsa, minimum
a,=-R'(C+B'S)a, degeri igin elde edilir ve (6.1.8) kuadratik formunun

minimum degeri de buradan;
o [S+Q+84+A4"S—(C+B"S) R'(C+B"P)]¢,

olarak bulunur. (6.1.6) esitligi saglaniyorsa bu kuadratik formun minimum degeri

her ¢, icin sifir olmalidir. O halde,



0

S+0+S4+4"S|(C+B'S) s
c+B’s | R |

olup (6.1.7) kosuluyla birlikte 7Teorem 6.1.1.°in kosullar1 saglanmis olur. Yani J
fonksiyoneli negatif degildir. O



BOLUM 7

KUADRATIK FONKSIYONELLERIN KENDINE ESLENIK
NOKTALARI

7.1. Kuadratik Fonksiyonellerin Kendine Eslenik Noktalar1
b
J= j (R(t) x> — P(t)x*) dt
0

kuadratik fonksiyonelinin Euler-Jacobi denklemi olan
d :
E(R(l‘)x(t))—l—P(t)x:O (7.1.1)

denklemini, R(z), P(t)e C(0,0) ve R(t)>0, xe(0,00) sartlar1 altinda 7=0

noktasi etrafinda sonsuz salinimli olmasi aragtirilacaktir.

Tamm 7.1.1
(7.1.1) denkleminin ¢ =0 noktasi etrafinda sonsuz kez sifira ¢evrilen ¢oziimii varsa,

t = 0 noktasina kendine eslenik denir.

Kendine eslenik noktanin varligi verilen kuadratik fonksiyonelin minimum
problemi ile ¢ok yakindan ilgilidir. Eger [a,b] parcasi verilen fonksiyonelin kendine
eslenik noktasini igeriyorsa, bu fonksiyonelin minimum degeri —oo olacaktir. O
halde bir kuadratik fonksiyonelin kendine eslenik noktasinin varligini belirlemek, bu
fonksiyonelin minimum degerinin bulunmasi agisindan biiyiik 6nemi vardir. Bu
boliimde kuadratik fonksiyonelin kendine eslenik noktasi i¢in bir yeter sart ortaya

konmustur.



(7.1.1) denkleminde P(z) fonksiyonu ¢ =0 noktasi etrafinda pozitif olsun:
F36>0 P(t)>0 , 0<t<o (7.1.2)

Bu durumda (7.1.1) denkleminin singular oldugu durum ele alinirsa,

1 1
Ay [ Py dx =40, (7.1.3)
()R(t) 0

asagidaki teorem yazilabilir:

Teorem 7.1.2
(7.1.1) denklemi (7.1.2) ve (7.1.3) sartlarim1 sagliyorsa, bu denklemin her ¢oziimii

(0,1) araliginda sonsuz kez sifira cevrilir ve ¢ =0 kendine eslenik noktadir.

Ispat. Teoremin hiikmii gegerli olmasin. Soyle ki, dyle bir 6 >0 olsun ki (0,5)
araliginda x(¢) >0. (7.1.1) denkleminin her iki tarafi x(¢) ile boliiniirse; 0 <t <o
i¢in,

(R(t)x')

o) +P()=0

ve (t,0) araliginda integrallenirse;

TROX) T
! O dt+J;P(t)dt—0

ve kismi integrasyon uygulanirsa;



RO _ (5 X) j R(t)

"0 o) ] ) D i+ j P(t)dt

esitligi elde edilir.

t=0 noktas1 etrafinda; —(R(t) x'(t))’ =P(t)x(t) >0 olur. Bu durumda,

(R() x'(t)), <0, dolayisiyla; J‘(R(t) x’(t))' dt<0 , yani R(5)x'(6)-R()x'(t)<0

t

esitsizligi saglanir. Buradan;

R(S8) X'(5)

xX'(t) > RO

bulunur. Bu esitsizlik integrallenirse;

Ix(t)dt>IM s x(8)- x(z)>R(5)x(5)j RO

)
ve t—0" iken j Rd—t—>+oo olacagindan son esitsizlikle ¢elisir. O halde (0,0)
t

araliginda x(¢) >0 olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 yoktur. =0 kendine eslenik

noktadir. O

Ornegin, )'c'+%x:0 denklemi ele alinacak olursa R(f)=1 , P(t):%
t t
olup ‘[ Rd—tt:1<+oo dur ve (7.1.2) sart1 saglanmaz. Fakat bu denklemin lineer

bagimsiz ¢oziimleri x,(¢) = Jt sin (logt) ve x,(t)= Jt cos (logt) fonksiyonlaridir ve

bu ¢oziimlerin herbiri # = 0 noktasi etrafinda sonsuz kez sifira ¢evrilir.



Dolayisiyla # =0 kendine eslenik noktadir. O halde (7.1.2) kosulu ¢#=0

noktasinin kendine eslenik nokta olabilmesi i¢in yeter kosuldur.



SONUC

b
Bu calismada direkt yontemler, J(x)= I(sz + Ry’ ) dt  fonksiyoneline

uygulanarak once ¢ok degiskenli;

fonksiyonu olusturulmus ve J, , kuadratik formu 6zel bir yontemle kareler toplami

biciminde yazilmistir. Daha sonra J(x) kuadratik formu,

J(x):jR@dt

biciminde gosterilmistir. Boylece Varyasyon hesabinin temel kosulu olan Jacobi
kosulu direkt yontemlerin yardimiyla ispatlanmistir. Sergiledigimiz bu yaklasimin

varyasyon probleminin pratik ¢6ziimii agisindan 6nemi agiktir.

Genellestirilmis 6rneklerin detayli olarak incelenmesiyle elde edilen sonuglar,
1
J(x) = [(Px* + R ) dt
0

biciminde olan genel fonksiyonelin incelenmesinde 6nemli rol oynayabilir.

Ayrica dualite yontemiyle ¢oziilen 6rnek, sonlu sayida noktada giiclendirilmis
Legendre kosulunu saglamayan (dejenere olmus) daha genel problemlerin ¢oziimiine

katk1 saglayabilir.
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