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ÖZET 

 

Bu çalışmada Fibonacci ve Lucas sayılarının dördüncü basamaktan 

genelleştirilmeleri  tanımlandı ve bu tanımlardan yararlanarak genelleştirilmiş 

Fibonacci ve Lucas sayıları için bazı özellikler elde edildi. Ayrıca 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için üreteç fonksiyonları, bazı 

özdeşlikler ve kombinatoryal gösterimler elde edildi. Son olarak bu diziler için 

üreteç matrisleri verildi.  
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In this study, the generalized fourth order Fibonacci and Lucas numbers were 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

{ }nF      Fibonacci dizisi 

{ }nL      Lucas dizisi 

{ }nP      Pell dizisi 

{ }nR      Pell-Lucas dizisi 

nF      n .ci Fibonacci sayısı  

nL      n .ci Lucas sayısı 

nP    n .ci Pell sayısı 

nR      n .ci Pell-Lucas sayısı 

{ }nu      Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

{ }nv                                                    Genelleştirilmiş Lucas dizisi                                               

( )xF                                                  Fibonacci sayılarının üreteç fonksiyonu 

( )xg                                                   Genelleştirilmiş    Fibonacci    sayılarının üreteç    
                                                           fonksiyonu 

( )xh                 Genelleştirilmiş      Lucas     sayılarının     üreteç     
                                                           fonksiyonu 
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1.GİRİŞ   

  

Fibonacci sayıları, her 1≥n  için 00 =F  ve 11 =F  olmak üzere  

 

11 −+ += nnn FFF  

 

bağıntısı ile tanımlanır. Burada nF  ’e n . ci Fibonacci sayısı denir.  

 

Fibonacci ve benzer diziler aşağıdaki gibi genelleştirilebilir:  

 

{ }nx  dizisi; ax =0 , bx =1  başlangıç koşulları ile birlikte, her 1≥n  için 

 

11 −+ += nnn xkxx  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlansın [1-11]. { }nx  dizisinin bazı özel durumlarını göz 

önüne alalım.   

 

Eğer 1=k , 00 =x  ve 11 =x  ise { }nx  dizisi { }nF  Fibonacci dizisidir. 

  

Eğer 1=k , 20 =x  ve 11 =x  ise { }nx  dizisi { }nL  Lucas dizisidir.  

 

Eğer 2=k , 00 =x  ve 11 =x  ise { }nx  dizisi { }nP  Pell dizisidir.  

 

Eğer 2=k , 20 =x  ve 21 =x  ise { }nx  dizisi { }nR  Pell-Lucas dizisidir.  

 

Şimdi Fransız matematikçi Binet tarafından Fibonacci sayıları için verilen Binet 

formülünü vereceğiz [1-6]. 
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1.1. Teorem 

 

nF ; n .ci Fibonacci sayısı olmak üzere  

 

βα
βα

−
−

=
nn

nF  

 

olup burada ( )51
2
1

+=α , ( )51
2
1

−=β  ’dir.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. O halde  

 

1
11

1 =
−
−

=
βα
βαF  

 

olup 1=n  için ifade doğrudur. Şimdi eşitliğin n  için doğru olduğunu kabul edelim. 

Buna göre ( )1+n  için doğru olduğunu gösterelim. Fibonacci sayılarının tanımından 

ve kabulümüzden 

 

11 −+ += nnn FFF  

        
βα
βα

βα
βα

−
−

+
−
−

=
−− 11 nnnn

 

        ( ) ( )
βα

ββαα
−

+−+
=

−− 11 11 nn

                                                                           (1.1) 

                                

yazarız. Burada 12 += αα  ve 12 += ββ  olduğundan Eş. 1.1 ’i 

 

βα
βα

−
−

=
++

+

11

1

nn

nF  
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olarak elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Benzer şekilde Lucas sayıları için Binet formülü ( )51
2
1

+=α , ( )51
2
1

−=β  

olmak üzere nn
nL βα +=  ’dir [1-10].  

 

Yukarıda bahsettiğimiz ( )
2

51+  sayısına altın oran denir. Ayrıca Altın oran  

 

α=+

∞→
n

n

n F
F 1lim  

 

eşitliği ile de verilir [12-13].  

 

Pell ve Pell-Lucas sayıları için Binet formülleri sırasıyla 
φγ
φγ

−
−

=
nn

nP  ve 

nn
nR φγ +=  ’dir. Burada 21+=γ  , 21−=φ  ’dir.  

                                                                                                                                                                 

Fibonacci sayılarının indirgeme bağıntısı yardımıyla, negatif indisli Fibonacci 

sayılarının ilk birkaç terimi 

 

011 FFF −=− , K,102 −− −= FFF .  

 

şeklinde elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

 

.532110

.543210
K

K

−−−nF
n

 

 

ve bunu genelleştirerek aşağıdaki Teoremi elde ederiz:  
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1.2. Teorem 

 

{ }nF  Fibonacci dizisi ve her n  tamsayısı için  

 

( ) n
n

n FF 11 +
− −=  

 

dir [1]. 

 

İspat  

 

Bu eşitliğin ispatı için Fibonacci sayılarının Binet formülünü göz önüne alalım. O 

halde  

 

βα
βα

−
−

=
−−

−

nn

nF
βα
βα

−

−
=

nn

11
( )

βα
αβ

αβ

−

−

=
n

nn

 

 

yazarız. 1−=αβ  olduğundan  

 

( )
βα

αβ

−
−
−

=−

n

nn

nF 1
( )
( )

βα

βα

−
−
−−

=
n

nn

1 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−= +

βα
βα nn

n 11 ( ) n
n F11 +−=  

 

bulunur. 

  

Benzer şekilde Lucas sayılarının tanımından ilk birkaç Lucas sayıları için aşağıdaki 

tabloyu göz önüne alarak   

 

.1174312

.543210
K

K

nL
n
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ve bu sayıların tanımını kullanarak, negatif indisli terimleri elde etmek için  Lucas 

sayılarının indirgeme bağıntısını geriye doğru genişleterek 

 

.1174312

.543210
K

K

−−−−nL
n

 

 

elde ederiz. Böylece genel olarak ( ) n
n

n LL 1−=−  ’dir. 

  

Benzer şekilde Pell ve Pell-Lucas sayılarının negatif indisli terimleri sırasıyla ; 

( ) n
n

n PP 11 +
− −=  ve ( ) n

n
n RR 1−=−  eşitliklerini sağlar [12-13]. 

  

Şimdi Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki bazı ilişkiler için aşağıdaki formülleri 

verelim [1-14]. 

 

1) 11 −+ += nnn FFL  

 

2) 115 −+ += nnn LLF  

 

3) nnn LFF =2  

 

4) 22 −+ −= nnn FFL  

 

5) nnn LFF +=+12  

 

Bu eşitliklerin sağlandığı kolayca gösterilebilir. Örneğin nnn LFF =2  eşitliğini göz 

önüne alalım. Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet formülünü kullanarak  

 

( )( )
βα

βαβα
−

+−
=

nnnn

nn LF
βα
βα

−
−

=
nn 22

nF2=  
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olduğu kolayca elde edilebilir. 

  

Benzer şekilde Pell ve Pell-Lucas sayıları için aşağıdaki bazı özdeşlikleri verebiliriz 

[7-10, 12-13].  

 

1) 11 −+ += nnn PPR  

 

2) 118 −+ += nnn RRP   

 

3) nnn RPP =2  

 

4) 114 ++ += nnn RRP  

 

Fibonacci sayıları kendi aralarında bazı ilginç özelliklere sahiptir. Bu özelliklerden 

bir tanesini aşağıdaki Teorem ile hatırlatalım. 

 

1.3. Teorem 

 

Her 1≥n  tamsayısı için ardışık Fibonacci sayıları aralarında asaldır. Yani 

( ) 1,1 =+ nn FF  ’dir. 

  

İspat 

 

Kabul edelim ki ( ) dFF nn =+ ,1  ve 1>d  olsun. O halde en büyük ortak bölen 

tanımından dolayı 1/ +nFd  ve nFd /  yazarız. Ayrıca tamsayılarda bölünebilme 

tanımından biliyoruz ki d  sayısı bunların farkı olan 11 −+ =− nnn FFF  sayısını da 

böler, yani 1/ −nFd  ’dir. Benzer şekilde nFd /  ve 1/ −nFd  olduğundan bunların farkı 

olan 21 −− =− nnn FFF  ’de d  tarafından bölünür, yani 2/ −nFd  ’dir. Bu işlemler ( )1−n  
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defa yapılarak 1/ Fd  bulunur. Fakat 11 =F  olduğundan bu 1>d  seçilmesi ile bir 

çelişkidir. O halde ( ) 1,1 =+ nn FF  olup ispat tamamlanır. 

  

Fibonacci ve Lucas sayılarının polinomları tanımlanarak bunların değişik özellikleri 

de elde edilmiştir [15-18]. Bu özelliklerinin yanı sıra bu sayıların bazı kombinatoryal 

özelliklerini de burada hatırlatacağız. 

 

1) ∑
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
n

n
i FF

i
n2

0
22 5

2
 

 

2) ∑
+

=
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +12

0
122 5

12n

i
n

n
i LF

i
n

 

 

3) ∑
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
n

n
i LL

i
n2

0
22 5

2
 

 

4) ∑
+

=
+

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +12

0
12

1
2 5

12n

i
n

n
i FL

i
n

 

 

Fibonacci sayıları aşağıdaki 22×  K  matrisinin kuvvetleri alınmasıyla elde 

edilebilir.  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01
11

K  

 

için  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

+

1

1

nn

nnn

FF
FF

K  
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olduğu bilinmektedir [2]. Buradaki K  matrisine Fibonacci sayılarının üreteç matrisi 

denir. Benzer şekilde Pell sayıları için üreteç matrisi; 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01
12

M  

 

ve 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

+

1

1

nn

nnn

PP
PP

M  

 

olduğu bilinmektedir [2].  

 

Üreteç fonksiyonları sabit katsayılı lineer indirgeme dizileri ve bu dizilerin çeşitli 

formüllerini elde etmekte çok kullanışlıdır [21]. Örneğin Fibonacci sayılarının üreteç 

fonksiyonu 21
1)(

xx
xF

−−
=  ile verilir. 

 

Yukarıda bahsedilen tüm dizilerin tanımında esas olan her terimin kendinden önceki 

ilk iki terimin toplanmasıyla tanımlanmasıdır. Bunlardan başka olarak Fibonacci ve 

Lucas sayılarının daha farklı genelleştirilmeleri yapılmıştır. Bu genelleştirmelerde ki 

esas ise dizinin her teriminin kendinden önceki üç ya da daha fazla elemanın 

toplanmasıyla tanımlanmasıdır. Örneğin, Tribonacci dizisi ismi verilen 

genelleştirilmiş Fibonacci dizisinde ise her terim kendinden önceki ilk üç terimin 

toplamı olarak aşağıda ki bağıntı ile tanımlanır: 2n ≥ , 

 

1 1 2n n n nT T T T+ − −= + +  

 

burada başlangıç terimleri ise 0 10, 1T T= =  ve 2 1T =  ’dir [19-20].   
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2.DÖRDÜNCÜ   BASAMAKTAN   GENELLEŞTİRİLMİŞ   FİBONACCİ   VE    

   LUCAS   DİZİLERİ         

      

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas dizilerinin 4-basamak genelleştirmelerini ve 

bunların bazı özelliklerini inceleyeceğiz.  

 

2.1. Tanım 

 

Her ≥n 4  tamsayısı için genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  ’nin n .ci terimi 

 

n
u 42 −− −= nn upu  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada 1≥a  tamsayı olmak üzere başlangıç 

koşulları auuu === 210 ,1,0  ve  13 −= pu  ’dir. 

 

2.2. Tanım 

 

Her 4≥n  tamsayısı için genelleştirilmiş Lucas dizisi { }nv  ’nin n .ci terimi 

 

42 −− −= nnn vpvv  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada 1≥a  tamsayı olmak üzere başlangıç 

koşulları pvavv === 210 ,,2  ve ( )13 += pav  'dir. 

 

Eğer 3=p  ve 1=a  alınırsa, nun ; .ci Fibonacci sayısı ve nv n; .ci Lucas sayısıdır. 

Eğer 6=p  ve 2=a  alınırsa, nun ; .ci Pell sayısı ve nvn ; .ci Pell-Lucas sayısıdır. 

 

Şimdi { }nu  ve { }nv  terimleri için bazı formüller elde edeceğiz. İlk olarak { }nu  

dizisinin terimlerini kullanarak aşağıdaki fonksiyonu tanımlayacağız.   
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.xuxuxuxuxu)x(g i

i
i L++++== ∑

∞

=

3
3

2
21

0
0

0
               (2.1) 

 

olsun. Başlangıç koşulları 1,,1,0 3210 −==== puauuu  için  

 

∑
∞

=

=−−−−
4

32 )1()(
i

i
i xuxpaxxxg  

 

yazabiliriz. Burada { }nu  dizisinin indirgeme bağıntısından dolayı  

 

32 )1()( xpaxxxg −−−− [ ] i

i
ii xupu∑

∞

=
−− −=

4
42  

 

yazarız. Böylece gerekli düzenlemeleri yaparak    

 

32 )1()( xpaxxxg −−−− ∑∑
∞

=
−

∞

=
− −=

4
4

4
2

i

i
i

i

i
i xuxup  

      ∑ ∑
∞

=

∞

=

−−=
0 0

432

i i

i
i

i
i xuxpxxupx  

 

elde ederiz. Eş. 2.1 ’i kullanarak 

 
32 )1()( xpaxxxg −−−− 342 )()( pxxgxxgpx −−=  

 

eşitliğini elde ederiz. Buradan  

 

( ) 32421)( xaxxxpxxg −+=+−                                                                     

 

42

32

1
)(

xpx
xaxxxg

+−
−+

=                                                                                                 (2.2)  

 



 11

olarak elde ederiz. Ayrıca  

 

( )( )( )( )σσττ +−+−=+− xxxxxpx 421                                                   (2.3) 

 

olduğu görülür. Burada  

 

2
42 −+

=
pp

τ                                                                                            (2.4) 

 

ve 

 

2
42 −−

=
pp

σ                                                                                                     (2.5) 

 

dir. Aşağıdaki eşitlikler kolayca görülür. 

 

p=+στ                                                                                                                 (2.6) 

 

42 −=− pστ                                                                                                      (2.7) 

 

1=στ                                                                                                                     (2.8) 

 

Şimdi Eş. 2.3 ’ü kullanarak Eş. 2.2 ’yi  

 

σσττ +
+

−
+

+
+

−
=

x
D

x
C

x
B

x
A)x(g                                                         (2.9) 

 

olarak yazabiliriz. Eş. 2.9 ’da gerekli düzenlemeler yapılır ve Eş. 2.2 ’i göz önüne 

alınırsa  
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( )
( )σττ

τττ
−
+−

=
2

1 aA  , ( )
)(2

1
σττ
τττ

−
−−

=
aB  

( )
( )στσ

σσσ
−
−−

=
2

1 aC  , ( )
( )στσ

σσ
−
+−

=
2

1 aD  

 

olduğu görülür. Böylece 

 

( )σττ
τ
−

−
=−

aAB                                                                                                 (2.10) 

 

( )στσ
σ
−

=−
aCD                                                                                                (2.11) 

 

στ
τ

−
−

=+
1BA                                                                                                        (2.12) 

 

στ
σ
−
−

=+
1DC                                                                                                        (2.13) 

 

olarak elde ederiz. Eş. 2.9 ’u aşağıdaki gibi yazabiliriz.  

 

σ
σ

σ
σ

τ
τ

τ
τ x

D
x

C
x

B
x

Axg
+

⋅+
−

⋅−
+

⋅+
−

⋅−=
1

1

1

1

1

1

1

1)(  

 

Eğer 

τ
x

±1

1  ve 

σ
x

±1

1  ifadelerinin seri açılımını kullanırsak  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−+−+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++++−= LL 3

3

2

2

3

3

2

2
11)(

ττττττττ
xxxBxxxAxg  
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           ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−+−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++++− LL 3

3

2

2

3

3

2

2

11
σσσσσσσσ
xxxDxxxC  

        ( ) ( ) ( ) ( )
2

3322 xCDABxDCBACDAB
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
+

+
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=

στστστ
 

          
( ) ( ) L+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
+

+
− 3

44 xDCBA

στ
. 

 

olarak buluruz. Ayrıca Eş. 2.10, Eş. 2.11, Eş. 2.12 ve Eş. 2.13 göz önüne alınırsa  

 

( ) ( ) xaa)x(g ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
−
−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+

−
−

=
στσ
σ

σττ
τ

στστ
11

( ) ( )
2xaa

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−
−

+
στσσττ

 

          ( ) ( )
3

22

11 x⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+

−
−

+
στσ

σ
σττ

τ
L+ .  

 

olduğu görülür. Böylece 

   

∑ ∑
∞

=

∞

=

+
++ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
−

−
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +
−

−
=

0 0

12
11

2 11111)(
n n

n
nn

n
nn xxaxg

σ
σ

τ
τ

στστστ
 

 

yazabiliriz. Burada Eş. 2.1 ’i göz önüne alırsak 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
−

−
= nnn

au
στστ
11

2                          (2.14) 

 

ve 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
−

−
= +++ 1112

111
nnnu

σ
σ

τ
τ

στ
                 (2.15) 

 

olarak elde ederiz. Buradan Eş. 2.8 ’i göz önüne alırsak  
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[ ]nn
n

au στ
στ

−
−

=2                   (2.16) 

 

ve 

 

( ) ( )[ ]σττσ
στ

−+−
−

= ++
+ 111 11

12
nn

nu                        (2.17)  

 

eşitliklerini yazarız. Diğer taraftan Eş. 2.4 ve Eş. 2.5 ’i kullanırsak 

 

2
42

1
2 −+−

=−
pp

τ                         (2.18) 

 

2
42

1
2 −+−

=−
pp

σ                        (2.19) 

 
2

2
22
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−
=

pp
τ                        (2.20) 

 

ve 

 
2

2
22
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
=

pp
σ                                                                                       (2.21) 

 

buluruz.  

 

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  için Binet formülünü vereceğiz.  
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2.1. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  için  

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

−
=

nn

n

pppp

p
au

22

22 2
22

2
22

4
                          (2.22) 

 

ve 

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

+
=

++

+

1212

12 2
22

2
22

2
1

nn

n

pppp
p

u                      (2.23) 

 

dir.  

 

İspat   

 

Eş. 2.7, Eş. 2.20 ve Eş. 2.21 ’in Eş. 2.16 ’da kullanılması ile 

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

−
=

nn

n

pppp

p
au

22

22 2
22

2
22

4
 

 

eşitliğini elde ederiz. Benzer şekilde Eş. 2.17 ’de Eş. 2.7, Eş. 2.18, Eş. 2.19,  Eş. 2.20 

ve Eş. 2.21 ’i kullanarak  

 

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−

−
=

+

+ 2
42

2
22

4
1 222

212

pppp

p
u

n

n  

            
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−
+

+

2
42

2
22 222

pppp
n
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elde ederiz. Buradan gerekli düzenlemeler yapılarak   

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

+
=

++

+

1212

12 2
22

2
22

2
1

nn

n

pppp
p

u  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Benzer şekilde { }nv ; genelleştirilmiş Lucas dizisi için Binet formüllerini elde 

edeceğiz. 

 

Katsayıları { }nv  dizisinin terimlerinden oluşan  

 

.xvxvxvxvxv)x(h i

i
i L++++== ∑

∞

=

3
3

2
21

0
0

0
                                                  

 

fonksiyonunu tanımlayalım. { }nv  dizisinin başlangıç koşulları pvavv === 210 ,,2  

ve ( )13 += pav  için  

 

( ) i

i
i xvxaappxaxxh ∑

∞

=

=+−−−−
4

322)(  

 

olur. Burada { }nv  dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

( ) [ ] i

i
ii xvpvxaappxaxxh ∑

∞

=
−− −=+−−−−

4
42

322)(  

 

yazarız. Böylece gerekli düzenlemeleri yaparak  

 

( ) ∑∑
∞

=
−

∞

=
− −=+−−−−

4
4

4
2

322)(
i

i
i

i

i
i xvxvpxaappxaxxh  
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                                ∑∑
∞

=

∞

=

−−−=
0

432

0

2 2
i

i
i

i

i
i xvxapxpxxvpx  

 

buluruz. Burada ( )xh  fonksiyonunun tanımını kullanarak 

 

( ) 324232 2)()(2)( apxpxxhxxhpxxaappxaxxh −−−=+−−−−  

 

yazarız. Böylece 

 

( ) 3242 21)( axpxaxxpxxh +−+=−−  

 

42

32

1
2)(

xpx
axpxaxxh

−−
+−+

=                                                                                      (2.24)  

 

elde ederiz. Şimdi Eş. 2.3 ’ü kullanarak  

 

σσττ +
+

−
+

+
+

−
=

x
H

x
G

x
F

x
Exh )(                                                         (2.25) 

 

olarak yazabiliriz. Eş. 2.25 ’de gerekli düzenlemeleri yapar ve Eş. 2.24 ’ü göz önüne 

alırsak 

 

( ) ( )
( )σττ

τττ
−

−−+
=

21 paE ,  ( ) ( )
( )σττ

τττ
−

−++
=

21 paF  

( ) ( )
( )στσ

σσσ
−

−++−
=

21 paG , ( ) ( )
( )στσ

σσσ
−

−−+−
=

21 paH  

 

elde ederiz. Buradan aşağıdaki eşitlikler sağlanır.  

 

( )σττ
τ
−
−

=−
2pEF                                                                                                (2.26) 
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( )στσ
σ
−

−
=−

pGH 2                                                                                               (2.27) 

 

( )
στ

τ
−
+

=+
1aFE                                                                                                     (2.28)  

 

( )
στ

σ
−
+−

=+
1aHG                                                                                                (2.29) 

 

Böylece 

 

σ
σ

σ
σ

τ
τ

τ
τ x

H
x

G
x

F
x

E)x(h
+

⋅+
−

⋅−
+

⋅+
−

⋅−=
1

1

1

1

1

1

1

1  

 

olarak yazabiliriz. Eğer 

στ
x

,
x

±± 1

1

1

1  ifadelerinin seri açılımları göz önüne 

alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−+−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++++−= LL 3

3

2

2

3

3

2

2

11
ττττττττ
xxxFxxxE)x(h  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−+−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++++− LL 3

3

2

2

3

3

2

2

11
σσσσσσσσ
xxxHxxxG  

       
( ) ( ) ( ) ( )

2
3322 xGHEFxHGFEGHEF
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
+

+
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=

στστστ
                        

         
( ) ( ) L+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
+

+
− 3

44 xFGFE

στ
. 

 

elde edilir. Burada Eş. 2.26, Eş. 2.27, Eş. 2.28 ve Eş. 2.29 kullanılırsa  
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( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2
22

221122)( xppxaappxh ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

−
−
+

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

=
στσ

σ
σττ

τ
στσ

σ
σττ

τ
στσ

σ
σττ

τ  

( )
( )

( )
( ) L+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

−
−
+

− 3
22

11 xaa
στσ

σ
σττ

τ . 

 

yazılabilir. Böylece  

 

∑ ∑
∞

=

∞

=

+
++++ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+

−
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

−
−

−
=

0 0

12
11

2
11

11221)(
n n

n
nn

n
nn xaxppxh

τ
τ

σ
σ

στσ
σ

τ
τ

στ
 

 

dir. Burada ( )xh  fonksiyonunun tanımı ve Eş. 2.8 göz önüne alınırsa  

 

( ) ( )[ ]ττσσ
στ

221
2 −−−

−
= ppv nn

n                                                                   (2.30) 

 

ve 

                                                                                                                                                                 

( ) ( )[ ]τσστ
στ

+−+
−

= ++
+ 11 11

12
nn

n
av                                                                   (2.31) 

 

elde edilir. Ayrıca Eş. 2.4, Eş. 2.5 ve Eş. 2.7 ’yi göz önüne alırsak =− σ2p στ −                        

ve τ2−p ( )στ −−=  olarak yazabiliriz. Buradan Eş.2.30 ’u  

 
nn

nv στ +=2                                                                                                         (2.32) 

 

yazabiliriz.  

 

2.2. Teorem 

 

{ }nv  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi için Binet formülleri  
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nn

n
pppp

v
22

2 2
22

2
22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−
=                                             (2.33) 

 

ve 

 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

−
=

++

+

1212

12 2
22

2
22

2

nn

n

pppp
p
av                      (2.34) 

 

dir.  

 

İspat 

 

Eş. 2.32 ’de Eş. 2.20 ve Eş. 2.21 ’i kullanarak  

 
nn

n

pppp
v

22

2 2
22

2
22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−
=  

 

elde ederiz.  

 

Eş. 2.4 ’ü kullanarak 
2

42
1

2 −++
=+

pp
τ  ve Eş.2.5 ’i kullanarak 

2
42

1
2 −−+

=+
pp

σ  eşitliklerini elde ederiz. Daha sonra bu eşitlikler ve Eş. 

2.20, Eş. 2.21 ’i Eş. 2.31 ’de kullanırsak  

 

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−+
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

−
=

+

+ 2
42

2
22

4

222

212

pppp

p
av

n

n  

           
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −++
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
−

+

2
42

2
22 222

pppp
n
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++−

−
=

++ 1212

2
22

2
22

2

nn
pppp

p
a  

 

olup ispat biter.  

 

2.3. Teorem 

 

Her 1≥n  tamsayısı ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  için  

 

22122 −− += nnn uauu  

 

eşitliği sağlanır.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Başlangıç koşulları 00 =u  ve 

11 =u  için auauu =+= 012  ’dir. Şimdi herhangi bir 1>n  sayısı için eşitliğin doğru 

olduğunu, yani 22122 −− += nnn uauu  kabul edelim. Buna göre eşitliğin ( )1+n  için 

doğru, yani ( ) nnn uauu 21212 += ++  olduğunu gösterelim. Burada { }nu  dizisinin 

indirgeme bağıntısı gereği 22222 −+ −= nnn upuu  yazabiliriz. Kabulümüz ve indirgeme 

bağıntısından  

 

( ) ( )4232221222 −−−−+ +−+= nnnnn uauuaupu  

        ( ) ( )42223212 −−−− −+−= nnnn upuupua  

        nn uau 212 += +  

 

eşitliği sağlanır. Böylece ispat tamamlanır.  
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2.4. Teorem 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ve her 1≥n  tamsayısı için  

 

( ) 12212 2 −+ +−= nnn auupau  

 

dir.  

 

İspat 

 

Teorem 2.3 ’den nnn uuau 22212 −= ++  yazabiliriz. { }nu  dizisinin tanımını kullanarak 

( ) nnnn uupuau 222212 −−= −+  elde ederiz. Böylece gerekli düzenlemeleri yapar ve 

Teorem 2.3 ’ü göz önüne alırsak  

 

( ) ( )122212 1 −+ −−−= nnnn auuupau  

       ( ) 1222 −+−= nn auup  

 

sonucunu elde ederiz.  

 

2.5. Teorem 

 

{ }nv  ; genelleştirilmiş Lucas dizisi olmak üzere her 1≥n  tamsayısı için 

 

12212 −+ += nnn vavv  

 

eşitliği geçerlidir.   
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İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. O halde av =1  ve pv =2  

başlangıç koşulları için ( )1123 +=+= pavavv  olup 1=n  için iddia doğrudur. 

Kabul edelim ki 1>n  için iddia doğru olsun, yani 12212 −+ += nnn vavv . Buna göre 

eşitliğin ( )1+n  için doğru olduğunu gösterelim. { }nv  dizisinin indirgeme 

bağıntısından dolayı 121232 −++ −= nnn vpvv  yazarız. Kabulümüzden 

   

( ) ( )322212232 −−−+ +−+= nnnnn vavvavpv  

 

eşitliği sağlanır. Burada gerekli düzenlemeleri yapar ve { }nv  dizisinin indirgeme 

bağıntısını kullanırsak 

 

( ) ( )321222232 −−−+ −+−= nnnnn vpvvpvav 1222 ++ += nn vav  

 

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır.  

 

2.6. Teorem 

 

Her 1≥n  tamsayısı ve genelleştirilmiş Lucas dizisi { }nv  için  

 

( ) 22122 2 −− +−= nnn avvpav  

 

dir.  

 

İspat 

 

Teorem 2.5 ’den 12122 −+ −= nnn vvav  eşitliğine sahibiz. { }nv  dizisinin indirgeme 

bağıntısından 
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( ) 1232122 −−− −−= nnnn vvpvav ( ) 32121 −− −−= nn vvp  

 

yazabiliriz. Teorem 2.5 ’i kullanarak 

 

( ) ( )2212122 1 −−− −−−= nnnn avvvpav ( ) 22122 −− +−= nn avvp  

 

elde ederiz.  

 

2.7. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için  

 

11 −+ += nnn uuv  

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  için iddianın doğruluğunu 

araştıralım. Başlangıç koşulları 00 =u  ve au =2  için auuv =+= 021 olup 1=n  

için iddia doğrudur. Şimdi herhangi bir 1>n  sayısı için eşitliğin doğruluğunu kabul 

edelim. Buna göre eşitliğin ( )1+n  için doğru olduğunu gösterelim. Burada { }nv  

dizisinin tanımı gereği 311 −−+ −= nnn vpvv  olup kabulümüz gereği  

 

( ) ( )4221 −−−+ +−+= nnnnn uuuupv  

 

yazabiliriz. Gerekli düzenlemeleri yaparak ve { }nv  dizisinin indirgeme bağıntısından 

 

( ) ( )4221 −−−+ −+−= nnnnn upuupuv nn uu += +2  
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elde ederiz. Bu da  ispatı tamamlar.  

 

2.8.Teorem 

 

Genelleştirilmiş  Fibonacci ve Lucas sayıları için  

 

nnn vuu =2  

 

dir.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. 11 =u  ve av =1  başlangıç 

koşulları için avuu == 112  eşitliği sağlanır. Kabul edelim ki ( )1−n  için iddia doğru 

olsun, yani 1122 −−− = nnn vuu . Buna göre eşitliğin n  için doğru olduğunu gösterelim. 

Teorem 2.7 ’den ( )11 −+ += nnnnn uuuvu  ’dir. { }nu  dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

( ) ( )42131 −−−−− −+−= nnnnnnnn upuuupuuvu  

         ( ) 41321 −−−−− −−+= nnnnnnn uuuuuupu  

 

elde ederiz. Teorem 2.7 ’den  

 

41311 −−−−− −−= nnnnnnnn uuuuvpuvu                                                                       (2.35) 

 

olur. 

 

Eğer n  çift sayı ise ( )2−n  ’de çift sayı olur. Buna göre Teorem 2.3 ’den  

21 −− += nnn uauu , 432 −−− += nnn uauu  eşitliklerini yazabiliriz. Bu eşitlikleri Eş. 2.35 

’de kullanarak 
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( ) ( )32121311 −−−−−−−− −−+−= nnnnnnnnnn auuuuauuvpuvu  

        212311 −−−−−− −−= nnnnnn uuuuvpu  

        ( )13211 −−−−− +−= nnnnn uuuvpu  

 

elde ederiz. Teorem 2.7 ’den 2211 −−−− −= nnnnnn vuvpuvu  bulunur. Kabulümüzden ve 

{ }nu  dizisinin indirgeme bağıntısından 4222 −− −= nnnn upuvu nu2=  elde ederiz.  

 

Eğer n  tek sayı ise ( )2−n  ’de tek sayı olur. Buna göre Teorem 2.4 ’den 

( ) 212 −− +−= nnn auupau , ( ) 432 2 −−− +−= nnn auupau  eşitliklerini yazabiliriz. 

Burada Tanım 2.1 de kabul ettiğimiz başlangıç koşullardan biri olan 1≥a  tamsayısı 

ile Eş. 2.35 ’in her iki tarafını çarpar ve yukarıda bulduğumuz iki eşitliği kullanırsak  

 

( )( ) ( )( )32121311 22 −−−−−−−− −−−+−−= nnnnnnnnnn upauuauupuvpauvau  

          ( )13211 −−−−− +−= nnnnn uuauvpau  

 

elde ederiz. Teorem 2.7 ’den 2211 −−−− −= nnnnnn vauvpauvau  yazabiliriz.Kabulümüz 

ve { }nu  dizisinin tanımından 4222 −− −= nnnn aupauvau nau2=  olur. Şimdi eşitliğin 

iki tarafını a  ’ya bölersek nnn uvu 2=  elde ederiz. Böylece her n  pozitif tamsayısı 

için ispat tamamlanır.  

 

2.9. Teorem 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi olmak üzere her 1≥n  tamsayısı için 

 

( ) 1, 1 =+nn uu  

 

dir.  
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İspat 

 

Kabul edelim ki ( ) duu nn =+1,  ve 1>d  olsun. En büyük ortak bölen tanımından 

dolayı 1/ +nud  ve nud /  ’dir. Genelliği bozmayacağı için n  tek sayı olsun, o zaman 

( )1+n  çift sayı olur. Teorem 2.3 ’den 11 −+ += nnn uauu  yazabiliriz. Bu ifadeyi 

düzenlersek 11 −+ =− nnn uauu  elde ederiz. Burada 1/ +nud  ve nud /  olduğundan d  

sayısı 11 −+ =− nnn uauu  sayısını da böler, yani 1/ −nud  ’dir. Benzer şekilde n  tek 

olduğundan ve Teorem 2.4 ’den ( ) 212 −− +−= nnn auupau  yazabiliriz. nud /  ve 

1/ −nud  olduğundan ve bölünebilme özelliklerinden ( ) 212 −− +−= nnn auupau  sayısı 

da d  tarafından  bölünür, yani 2/ −naud  ’dir. Bu şekilde devam edilerek 3/ −nud , 

4/ −naud  vs. olduğu görülür ve böylece 1/ ud  bulunur. Fakat 11 =u  olduğundan bu 

1/ ud  olması ile bir çelişkidir. Çünkü kabulümüz gereği 1>d  idi. O halde 

( ) 1, 1 =+nn uu  olup ispat tamamlanır.  

 

2.1. Önerme 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci sayıları ve her n  tamsayısı sayısı için  

 

( ) n
n

n uu 11 +
− −=  

 

eşitliği sağlanır.   

 

İspat 

 

Öncelikle kn 2=  olsun. O halde kk uu 22 −=−  olduğunu göstermemiz yeterlidir. Eş. 

2.16 ’dan [ ]kk
k

au −−
− −

−
= στ

στ2 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

= k

kka
τσ

τσ
στ

 elde ederiz. Eş. 2.8 ’den  

[ ]kk
k

au στ
στ

−
−
−

=−2  olur. Böylece Eş. 2.16 ’dan kk uu 22 −=−  olarak buluruz.  
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Şimdi 12 += kn  olsun. Bu durumda 1212 +−− = kk uu  olduğunu göstermeliyiz. Eş. 2.17 

’den  

 

( ) ( ) ( )[ ]σττσ
στ

−+−
−

== +−−+−−
+−−−− 111 1111

11212
kk

kk uu  

                           ( ) ( )[ ]σττσ
στ

−+−
−

= −− 111 kk  

                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
−

−
= kk τ

σ
σ
τ

στ
111  

                           ( ) ( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+−
−

= k

kk

τσ
σσττ

στ
111  

 

dir. Eş. 2.8 ’i kullanarak gerekli düzenlemeleri yaparsak   

 

( ) ( )[ ]σσττ
στ

−+−
−

=−− 111
12

kk
ku  

          ( ) ( )[ ]στσστσττ
στ

−+−
−

= kk1  

          ( ) ( )[ ]111 11 −+−
−

= ++ τσστ
στ

kk  

          12 += ku  

 

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. 

 

2.2. Önerme 

 

Genelleştirilmiş Lucas sayıları ve her n  tamsayısı sayısı için 

 

( ) n
n

n vv 1−=−  

 

eşitliği sağlanır.  
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İspat 

 

Öncelikle kn 2=  olsun. Bu durumda kk vv 22 =−  olduğunu göstermeliyiz. Eş. 2.32 ’yi 

kullanarak kk
kv −−

− += στ2 ( )k

kk

τσ
τσ +

=  buluruz. Eş. 2.8 ’den kk
kv στ +=−2 kv2=  

eşitliği sağlanır. Şimdi 12 += kn  olsun. O halde 1212 +−− −= kk vv  olduğunu 

göstermeliyiz. Eş. 2.31 ’den  

 

( ) ( ) ( )[ ]τσστ
στ

+−+
−

== +−−+−−
+−−−− 11 1111

11212
kk

kk
avv  

                          ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+

−
= kk

a
σ
τ

τ
σ

στ
11  

                          ( ) ( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−+
−

= k

kka
τσ

ττσσ
στ

11  

 

elde ederiz. Eş. 2.8 ’den  

 

( ) ( )[ ]ττστστσσ
στ

+−+
−

=−−
kk

k
av 12  

          ( ) ( )[ ]11 11 +−+
−

= ++ σττσ
στ

kka  

          ( ) ( )[ ]11 11 +−+
−
−

= ++ τσστ
στ

kka  

          12 +−= kv  

 

dir. Bu da ispatı tamamlar.  

 

2.10. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için  
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( ) nnn upvv 211 +=+ +−  

 

sağlanır.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Başlangıç koşulları 20 =v  , 

pv =2  için 220 +=+ pvv ( ) 12 up +=  eşitliği sağlanır. Şimdi herhangi bir 1>n  

sayısı için eşitliğin doğru olduğunu  kabul edelim. Buna göre eşitliğin ( )1+n  için 

doğru olduğunu gösterelim. Burada { }nv  dizisinin indirgeme bağıntısı gereği  

 

( ) ( )2422 −−−+ −+−=+ nnnnnn vpvvvpvv  

 

dir. Gerekli düzenlemeleri yaparak ve kabulümüzü kullanarak  

 

( ) ( )4222 −−−+ +−+=+ nnnnnn vvvvpvv  

               ( ) ( ) 31 22 −− +−+= nn upupp  

               ( )( )312 −− −+= nn upup        

 

ifadesi elde edilir. { }nv  dizisinin tanımından ( ) 12 2 ++ +=+ nnn upvv  olup ispat 

tamamlanır. 

 

2.3. Önerme 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi için 

 

24 ++ =+ nnn puuu  

 

eşitliği sağlanır.  
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İspat  

 

{ }nu  dizisinin tanımından nnn upuu −= ++ 24  olur ve bu eşitliğin her iki tarafına nu  

eklersek ( )nnnnn upuuuu −+=+ ++ 24 2+= npu  ifadesini elde ederiz.  

 

2.4. Önerme 

 

{ }nv  genelleştirilmiş Lucas dizisi için  

 

24 ++ =+ nnn pvvv  

 

eşitliği sağlanır.  

 

İspat 

 

{ }nv  dizisinden nnn vpvv −= ++ 24  yazarız. Burada eşitliğin her iki tarafına nv  

eklersek ( )nnnnn vpvvvv −+=+ ++ 24 2+= npv  olarak elde ederiz.   

 

2.5. Önerme 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci ve { }nv  genelleştirilmiş Lucas dizileri olmak üzere  

 

( ) nnn vpuu 133 −=+ +−  

 

dir.  
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İspat 

 

{ }nu  dizisinin tanımından 113 −++ −= nnn upuu  ve 311 −−+ −= nnn upuu  yazabiliriz. 

Buradan 113 +−+ =+ nnn puuu  ve 131 −−+ =+ nnn puuu  ’dir. Bu eşitlikleri taraf tarafa 

toplarsak  

 

113113 −+−+−+ +=+++ nnnnnn pupuuuuu  

( ) ( ) ( )111133 −++−−+ +=+++ nnnnnn uupuuuu  

 

elde ederiz. Böylece Teorem 2.7 ’den ( ) nnnn pvvuu =++ −+ 33  ve 

( ) ( ) nnn vpuu 133 −=+ −+ eşitliği sağlanır.   

 

2.11. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları için  

 

nnnnn vuvuau −= +++ 1112  

 

eşitliği sağlanır.  

 

İspat 

 

Teorem 2.8 ’den dolayı nnnnnn uuvuvu 22211 −=− +++  ’dir. Teorem2.3 ’den  

( ) nnnnnnn uuauvuvu 221211 −+=− +++ 12 += nau  denklemini elde ederiz. 

   

2.12. Teorem 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci ve { }nv  genelleştirilmiş Lucas dizileri olmak üzere  
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nnnnn vuvuv += +++ 1112  

 

eşitliği sağlanır.   

 

İspat 

 

Teorem 2.8 ’i göz önüne alırsak nnnnnn uuvuvu 22211 +=+ +++  yazarız. Teorem 2.7 

’den 1211 +++ =+ nnnnn vvuvu  olduğu görülür.   

 

2.13. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  için  

 

( ) 1
213 1 +

+++ −=− n
nnnn auuuu  

 

dir.   

 

İspat 

 

İspatta genelliği bozmayacağı için n  ’i tek kabul edelim. Kabulümüzden ( )3+n  ve 

( )1+n  çift sayı olur. Böylece Teorem 2.3 ’den  

 

( ) ( ) ( )1212213 −++++++ +−+=− nnnnnnnnnn uauuauauuauuuua ( )121 ++− −−= nnnn uuuua  

 

olarak bulunur. Kabulümüz ve Teorem 2.4 ’den  

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ]21111213 22 −−++−+++ +−−+−−=− nnnnnnnnnn auupuauupuuuuua  

 

dir. Gerekli düzenlemeleri yapar ve benzer şekilde devam edersek  
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( ) ( ) ( )nnnnnnnn uuuuauuuua 112
2

213 1 −+−+++ −−=−  

                                 M  

                                 ( ) ( )1021
11 uuuua n −−= −
+  

                                 ( ) 12 1 +−= na  

 

elde ederiz. Eşitliğin her iki tarafı a  ’ya bölünürse ispat hemen görülür. 

  

2.14. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Lucas dizisi { }nv  için 

 

( )( ) n
nnnn pavvvv 12213 −+=− +++  

 

sağlanır.  

 

İspat 

 

İspatta genelliği bozmayacağı için n  ’i çift kabul edelim. Kabulümüzden ( )3+n  ve 

( )1+n  tek sayı olur. Buradan hareketle Teorem 2.5 ’den  

 

( ) ( ) ( )1212213 −++++++ +−+=− nnnnnnnnnn vavavvavavvvvva ( )121 ++− −−= nnnn vvvva  

 

elde ederiz. Kabulümüz ve Teorem 2.6 ’dan dolayı  

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ]21111213 22 −−++−+++ +−−+−−=− nnnnnnnnnn avvpvavvpvvvvva  

 

yazarız. Gerekli düzenlemeler yapılır benzer şekilde devam edilirse       

 

( ) ( )[ ]nnnnnnnn vvvvavvvva 112213 −+−+++ −−−=−  
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                                ( ) ( )nnnn vvvva 112
21 −+− −−=  

                                M  

          ( ) ( )21301 vvvva n −−=  

                                ( ) ( )( )papaa n −+−= 121  

                                ( )( ) naapa 12 −+=  

 

olduğu görülür. Böylece eşitliğin her iki tarafı a  ’ya bölünürse, istenilen elde edilir. 

 

2.15. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  için  

 

22222 −++ −= nmnmnm uuuuau  

 

dir.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. O halde 

1212212 −++ −= uuuuau mmm  olduğunu gösterelim. 11 =u , 11 =−u  ve Teorem 2.3 ’den 

mmmm uuuuuu 22212122 −=− +−+ 12 += mau  elde edilir ve 1=n  için eşitliğin doğruluğu 

gösterilmiş olur. Şimdi kn ,,3,2,1 L=  için eşitliğin doğru olduğunu kabul edelim. 

Böylece  

 

22222 −++ −= kmkmkm uuuuau                                                                                   (2.36) 

 

ve 

 

3212212 −−+−+ −= kmkmkm uuuuau                                                                              (2.37) 
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eşitliklerine sahibiz. Buna göre eşitliğin 1+= kn  için doğru olduğunu gösterelim. 

 

Eğer k  tek sayı ise Eş. 2.36 ’yı a  ile çarpar ve Eş. 2.37 ile taraf tarafa toplarsak  

 

( ) ( ) ( )322122122 −−−+−++ +−+=+ kkmkkmkmkm uauuuauuuaua  

 

olarak buluruz. Burada Teorem 2.3 ’den 1212212 −++++ −= kmkmkm uuuuau  elde ederiz.  

 

Eğer k  çift sayı ise Eş. 2.36 ’yı ( )2−p  ve Eş. 2.37 ’yi a  ile çarpar ve taraf tarafa 

toplarsak  

 

( )[ ] ( )( ) ( )( )322122122 222 −−−+−++ +−−+−=+− kkmkkmkmkm auupuauupuauupa  

 

olarak elde ederiz. Teorem 2.4 ’den ( ) ( )1212212 −++++ −= kmkmkm uuuuaaua  olup, 

burada eşitliğin her iki tarafı a  ’ya bölünürse sonuç elde edilir. Böylece her n  için 

ifadenin doğruluğu gösterilmiş olur.  

 

2.16. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları için 

 

( )( ) nnn uvu 6
2

22 1 =−  

 

dir.  

 

İspat 

 

Teorem 2.15 ’den ( )224224246 −++ −== nnnnnnn uuuuauau  ’dir. Teorem 2.8 ’den  

( ) ( )nnnnnnn vuuvuuau 2222121226 −++ −=  yazarız. Teorem 2.7 ’den  
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( ) ( )[ ]1212222221226 −+−++ +−+= nnnnnnnn uuuuuuuau  

 

elde ederiz. Teorem 2.3 ’i kullanarak gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 

( ) ( )( )[ ]12121222121226 2 −+−++ +−−+= nnnnnnnnn uuauuuauuuau  

        ( ) ( )( )[ ]2
121212122122122

2
122 2 −+−−+++ −−+−+= nnnnnnnnnnn uauauuuuuuuuau  

        ( ) ( )[ 122122
2

12
2

122 −+−+ −++= nnnnnnn uuuuuauau ]1212 +−+ nn uau        

        ( ) ( ) ( )[ 122122212
2

12
2

122 −+−−−+ −+++= nnnnnnnn uuuuauuauau   ]1212 +−+ nn uau                 

        ( ( ) ( ) )[ 12221212
2

12
2

122 2 +−−+−+ +++= nnnnnnn uuuuuuau ]122 −− nnuu  

        ( )[ ]1221222
2

12122 −+−−+ −++= nnnnnnn uuuuuuau  

 

ifadesi elde edilir. Böylece Teorem 2.7 ve Teorem 2.13 ’den 

( ) ( )[ ]1222
226 1 +−−−= n

nnn avauau  yazarız. Burada eşitliğin her iki tarafını a  ’ya 

bölersek ( )[ ]12
226 −= nnn vuu  elde ederiz. 

 

2.17. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci sayıları için  

 

aKu n =2  

 

olacak şekilde bir K  tamsayısı vardır.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. Başlangıç koşulu au =2  için 

1=K  olur. Böylece 1=n  için iddia doğrulanır. Şimdi 1>n  için iddia doğru olsun, 
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yani aKu n =2 . Buna göre eşitliğin ( )1+n  için doğru olduğunu gösterelim. Teorem 

2.3 ’den ( ) nnnn uauuu 2122212 +== +++  olup, kabulümüzden  

 

aKauu nn += ++ 1222 ( )Kua n += +12  

 

şeklinde yazabiliriz. Burada MKu n =++12  olsun. O halde aMu n =+22  yazarız. 

Böylece ( )1+n  için aMu n =+22  olacak şekilde bir M  tamsayısı bulunur. Buda 

ispatı tamamlar. 

  

2.18. Teorem 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi olmak üzere her mn ,  tamsayısı için 

 

mnm uu 22 /  

 

dir.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. mm uu 22 /  eşitliği sağlanır. O 

halde 1=n  için iddia doğrudur. Şimdi kabul edelim ki kn ,,3,2,1 L=  için iddia 

doğru olsun, yani mkm uu 22 / . Buna göre eşitliğin 1+= kn  için doğru olduğunu 

gösterelim. Teorem 2.15 ’den ( ) 22222212 −++ −= mmkmmkkm uuuuau  şeklinde yazabiliriz. 

Teorem 2.17 ’den ( ) mkmkm aMuaKuau 2212 −=+  buluruz. Bu eşitliği a  ’ya bölersek  

( ) mkmkm MuKuu 2212 −=+  elde ederiz. Kabulümüzden mkm uu 22 /  ve mm uu 22 /  

olduğundan ( )122 / +kmm uu  olarak elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır.  
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3.GENELLEŞTİRİLMİŞ   FİBONACCİ   VE   LUCAS   DİZİLERİNİN   BAZI  

   KOMBİNATORYAL  ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin bazı kombinatoryal 

gösterimlerini elde edeceğiz. 

 

3.1. Teorem 

 

{ }nu  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi için 

 

( )∑
=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
n

n
i upu

i
n2

0
22 2

2
 

 

eşitliği sağlanır.  

 

İspat 

 

Eş. 2.16 ’dan 

 

[ ]∑ ∑
= =

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i

n

i

ii
i

a
i
n

u
i
n2

0

2

0
2

22
στ

στ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ∑ ∑
= =

n

i

n

i

ii

i
n

i
na 2

0

2

0

22
στ

στ
 

 

olup, burada Binom açılımını kullanarak  

 

( ) ( )[ ]∑
=

+−+
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i

nn
i

au
i
n2

0

22
2 11

2
στ

στ
 

 

şeklinde yazabiliriz. Eş. 2.4 ve Eş. 2.5 ’den  

 

ττ 2
2

42
1

2

+=
−++

=+ p
pp

                                                                     (3.1) 
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σσ 2
2

42
1

2

+−=
−−+

=+ p
pp

                                                                 (3.2) 

 

eşitliklerini elde edebiliriz. Buradan hareketle  

 

( ) ( )∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−+

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i

nn

i ppau
i
n2

0

22

2 22
2

στ
στ

( ) [ ]nn
npa στ

στ
−

−
+

=
2  

 

yazarız. Böylece Eş. 2.16 ’dan ( )∑
=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
n

n
i upu

i
n2

0
22 2

2
 olduğu görülür.  

 

3.2. Teorem 

 

{ }nv  genelleştirilmiş Lucas dizisi için  

 

( )∑
=

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

i
n

n
i vpv

i
n2

0
22 2

2
 

 

dir.  

 

İspat 

 

Eş.2. 32 den  
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ifadesi elde edilir. Burada Binom açılımını göz önüne alırsak  

 

( ) ( )∑
=

+++=⎟⎟
⎠

⎞
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yazabiliriz. Eş. 3.1 ve Eş. 3.2 ’den  
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bulunur. Eş. 3.1 ve Eş. 3.2 ’u kullanarak gerekli hesaplamaları yaparsak                                
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Şimdi nu  ve nv  terimleri için bazı kombinatoryal ifadeler vereceğiz. Bunun 
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3.4. Teorem 

 

nu ; n .ci genelleştirilmiş Fibonacci sayısı olsun. O halde 1≥n  için   
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dir. Burada ⎣ ⎦n ; n  ’yi geçmeyen en büyük tamsayıyı göstermektedir.  
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elde edilir. Şimdi Eş. 3.4 ’ün doğru olduğunu göstermek için Eş. 3.6 ’nın doğru 
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olup 1=n  için iddia doğrudur. Kabul edelim ki 1>n  için iddia doğru olsun. O halde  
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elde ederiz. Bu son eşitlikten ispat kolayca görülür. Benzer şekilde Eş. 3.5 ’in de 

doğruluğu gösterilebilir. 

  

Burada nv  ’ ler için ispatını yapmayacağımız bir teorem vereceğiz.  

 

 

 



 46

3.5. Teorem 

 

nv ; n .ci genelleştirilmiş Lucas sayısı olsun. O halde 1≥n  için  
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şeklinde yazılır.  
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4.ÜRETEÇ MATRİSLERİ 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için üreteç matrisleri 

vereceğiz. 

 

4.1. Teorem  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−

0100
0010
0001
100 p

Z  ve nX
( )

( )⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
−+

−+

=

22020

02202
20220
02022

1

nunu
nunu

nunu
nunu

a
 44×  mertebeli matrisler 

olmak üzere her n  pozitif tamsayısı için  

 

n
n XZ =2  

 

dir.  

 

İspat 

 

İspatı n  üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  olsun. O halde 00 =u , au =2 , 

pau =4  başlangıç koşulları için 1
2 XZ =  olup 1=n  için iddia doğrudur. Şimdi 

kabul edelim ki n  için iddia doğru olsun. Buna göre eşitliğin ( )1+n  için doğru 

olduğunu gösterelim. Bu durumda tümevarım hipotezi ve kabulümüzden 

 
( )

n
nn XXZZZ 1

2212 ==+  

            =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

0020
0002

2040
0204

1

u
u

uu
uu

a ( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

−−

−−
−+

−+

22020

02202
20220
02022

1

nunu
nunu

nunu
nunu

a
 

           
( )

( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−+
−+

−−−+−−++

−−−+−−++

nuunuu
nuunuu

nuunuunuunuu
nuunuunuunuu

a

2202220
0220222

222240222240

022224022224

2
1  



 48

buluruz. Daha sonra 00 =u , au =2 , pau =4  başlangıç koşulları, ( ) n
n

n uu 11 +
− −=  

eşitliği ve { }nu  dizisinin tanımı göz önüne alınıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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elde edilir. Böylece her n  pozitif tamsayısı için ispat tamamlanır.  
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edelim ki eşitlik 1>n  için doğru olsun. Buna göre ( )1+n  için eşitliğin doğru 

olduğunu gösterelim. Kabulümüz ve Teorem 4.1 ’den 
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olarak bulunur. Burada 00 =u , au =2 , pau =4 , ( ) n
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n uu 11 +
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dizisinin indirgeme bağıntısı göz önüne alınırsa 
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elde edilir.  Böylece her n  pozitif tamsayısı için ispat tamamlanır.  
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