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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.
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Aciklama

Fibonacci dizisi

Lucas dizisi

Pell dizisi

Pell-Lucas dizisi

n .ci Fibonacci sayisi

n.ci Lucas sayisi

n.ci Pell sayist

n .ci Pell-Lucas sayist
Genellestirilmis Fibonacci dizisi
Genellestirilmis Lucas dizisi
Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

Genellestirilmis Fibonacci sayilariin iireteg
fonksiyonu

Genellestirilmis  Lucas sayilarinin  iireteg
fonksiyonu



1.GIRiS
Fibonacci sayilari, her n>1 i¢in F; =0 ve F| =1 olmak iizere

F

i =, F

bagintisi ile tanimlanir. Burada F, ’e n. ci Fibonacci say1s: denir.
Fibonacci ve benzer diziler agagidaki gibi genellestirilebilir:

{x,} dizisi; x, = a, x, = b baslangi¢ kosullari ile birlikte, her n >1 icin

xn+1 = kxn + ‘xn—l

indirgeme bagintisi ile tanimlansin [1-11]. {xn} dizisinin baz1 6zel durumlarin1 géz

Onune alalim.

Eger k=1, x, =0 ve x, =1 ise {x,} dizisi {F,} Fibonacci dizisidir.

Eger k=1, x, =2 ve x, =1 ise {x,} dizisi { L,} Lucas dizisidir.

Eger k=2, x, =0 ve x, =1 ise {x, } dizisi { P,} Pell dizisidir.

Eger k=2, x, =2 ve x, =2 ise {x,} dizisi {R,} Pell-Lucas dizisidir.

Simdi Fransiz matematik¢i Binet tarafindan Fibonacci sayilari i¢in verilen Binet

formiiliinii verecegiz [1-6].



1.1. Teorem

F .

n?o

n .ci Fibonacci sayist olmak iizere

olup burada o =%(1+\/§), p =%(1_\/§) “dir.

jspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. O halde

olup n =1 i¢in ifade dogrudur. Simdi esitligin » i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
Buna gore (n + 1) icin dogru oldugunu gosterelim. Fibonacci sayilarinin tanimindan

ve kabulimiizden

F,,=F +F,
=an ~B" +an—l _IBn—l
a—-p a—-p
_a"'(l+a)-p"(p+1) (LD)
a—-pf .

yazariz. Burada o> =a +1 ve f° = f+1 oldugundan Es. 1.1 i



olarak elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.

Benzer sekilde Lucas sayilart i¢in Binet formiili o = %(1 +/5 ), p= %(1 -5 )

olmak iizere L =a" + " *dir [1-10].
Yukarida bahsettigimiz ﬁHT\/g) sayisina altin oran denir. Ayrica Altin oran

n+l

lim—= =«
n—o I
n

esitligi ile de verilir [12-13].

Pell ve Pell-Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilleri sirasiyla P, :% ve
7/_

Rn :7/"+¢’1 ’dir_ Burada ]/=1+\/E , ¢=1_\/§ ,dir.

Fibonacci sayilarinin indirgeme bagintis1 yardimiyla, negatif indisli Fibonacci

sayilarinin ilk birkag¢ terimi
F,=F-F,F,=F,-F,, ...
seklinde elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

n 0 1 2 3 4 5.
F 0 1 -1 2 =3 5.

ve bunu genellestirerek asagidaki Teoremi elde ederiz:



1.2. Teorem

{F,} Fibonacci dizisi ve her n tamsays1 igin

dir [1].
fspat

Bu esitligin ispati i¢in Fibonacci sayilarinin Binet formiiliinii géz oniine alalim. O

halde

1 1 p-a
po_a =B _a’ P (ap)
T ap T a-p a-p

yazariz. aff = —1 oldugundan

bulunur.

Benzer sekilde Lucas sayilarinin tanimindan ilk birka¢ Lucas sayilari i¢in agsagidaki

tabloyu goz Oniine alarak



ve bu sayilarin tanimini kullanarak, negatif indisli terimleri elde etmek i¢in Lucas

sayilarinin indirgeme bagintisini geriye dogru genisleterek

L 2 -1 3 -4 7 —11

elde ederiz. Boylece genel olarak L_, =(—1)"L, ’dir.

Benzer sekilde Pell ve Pell-Lucas sayilarinin negatif indisli terimleri sirasiyla ;
P,=(-1)""P, ve R, =(~1)"R, esitliklerini saglar [12-13].

—n

Simdi Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki baz iligkiler i¢in asagidaki formiilleri

verelim [1-14].

1) Ln :Fn+1+Fn—1
2) 5Fn = Ln+1 + Ln—l
3) F2n = FnLn

4) Ln :Fn+2_F—2

n

5)2F. =F +L

Bu esitliklerin saglandigi kolayca gosterilebilir. Ornegin F,, = F, L, esitli§ini goz

Oniine alalim. Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiiliinii kullanarak

ol :(an_ﬂn)(an+ﬂn):a2n_ﬂ2n _

nkin oy pry



oldugu kolayca elde edilebilir.

Benzer sekilde Pell ve Pell-Lucas sayilari i¢in asagidaki baz1 6zdeslikleri verebiliriz

[7-10, 12-13].

1) Rn:Pn+1+Pn—l
2) Sf)n = Rn+l + Rn—l
3) P2n = Pan

4)4P . =R +R

n+l

Fibonacci sayilar1 kendi aralarinda bazi ilging 6zelliklere sahiptir. Bu 6zelliklerden

bir tanesini asagidaki Teorem ile hatirlatalim.
1.3. Teorem

Her n>1 tamsayis1 i¢in ardisik Fibonacci sayilari aralarinda asaldir. Yani

(F,.,F )=1 dir.

n+l>* n
fspat

Kabul edelim ki (F

n+l12

F,)=d ve d>1 olsun. O halde en biiyiikk ortak bolen
tanimindan dolayr d/F,,, ve d/F, yazanz. Ayrica tamsayilarda boliinebilme
tanimindan biliyoruz ki d sayisi bunlarin farki olan F, —F, =F, , sayisim da

boler, yani d/F, , ’dir. Benzer sekilde d/F,

n

ve d/F,_, oldugundan bunlarin farki

olan F, - F _, =F, , ’de d tarafindan boliiniir, yani d/F, , ’dir. Bu islemler (n—l)



defa yapilarak d/F, bulunur. Fakat F; =1 oldugundan bu d >1 se¢ilmesi ile bir
geliskidir. O halde (F,,,,F,)=1 olup ispat tamamlanur.

n+1>% n

Fibonacci ve Lucas sayilariin polinomlar1 tanimlanarak bunlarin degisik 6zellikleri
de elde edilmistir [15-18]. Bu 6zelliklerinin yan1 sira bu sayilarin bazi kombinatoryal

Ozelliklerini de burada hatirlatacagiz.
2n 2n

1) Z( . ]Fb‘ :5”F2n
=0\ !

2n+1(2n +1
2)

; jFZi =5 nL2n+1
i=0

2n 2n
3) Z( ; ]in =5"L,,
i=0

2n+1 2 +1
4 Z( ; jLz,:S"“F

2n+1
1

Fibonacci sayilar1 asagidaki 2x2 K matrisinin kuvvetleri almmasiyla elde

edilebilir.

Kn _ Fn+1 El
- El El—l



oldugu bilinmektedir [2]. Buradaki K matrisine Fibonacci sayilariin iirete¢c matrisi

denir. Benzer sekilde Pell sayilari i¢in {irete¢ matrisi,

veE
Mn f)nJrl n
- Pn Pn—l

oldugu bilinmektedir [2].

Ureteg fonksiyonlar1 sabit katsayili lineer indirgeme dizileri ve bu dizilerin ¢esitli

formiillerini elde etmekte ¢cok kullanishdir [21]. Ornegin Fibonacci sayilarinin iireteg

fonksiyonu F(x) = ;2 ile verilir.
l-x—x

Yukarida bahsedilen tiim dizilerin taniminda esas olan her terimin kendinden 6nceki
ilk iki terimin toplanmasiyla tanimlanmasidir. Bunlardan baska olarak Fibonacci ve
Lucas sayilarinin daha farkli genellestirilmeleri yapilmistir. Bu genellestirmelerde ki
esas ise dizinin her teriminin kendinden onceki {i¢ ya da daha fazla elemanin
toplanmastyla tanimlanmasidir.  Ornegin, Tribonacci dizisi ismi verilen
genellestirilmis Fibonacci dizisinde ise her terim kendinden onceki ilk ii¢ terimin

toplamu olarak asagida ki baginti ile tanimlanir: n>2,

T

n+l

:7:1+7:1—1+7:1—2

burada baslangic terimleri ise 7, =0,7, =1 ve T, =1 ’dir [19-20].



2.DORDUNCU BASAMAKTAN GENELLESTIRILMIS FiBONACCIi VE
LUCAS DIiZILERI

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas dizilerinin 4-basamak genellestirmelerini ve

bunlarin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.
2.1. Tanim

Her n > 4 tamsayisi igin genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} ‘nin 7 .ci terimi

un = pun—Z _un—4

indirgeme bagintis1 ile tanimlanir. Burada a >1 tamsayr olmak {izere baslangic

kosullart u, =0, u, =L, u, =a ve u, = p—1"dir.

2.2. Tamim

Her n > 4 tamsayisi i¢in genellestirilmis Lucas dizisi {vn} ‘nin 7 .ci terimi

vn = an_2 - Vn—4

indirgeme bagintis1 ile tanimlanir. Burada @ >1 tamsayi olmak iizere baslangic

kosullart v, =2,v, =a,v, = p ve v, =a(p +1) dir.

Eger p=3 ve a=1 alinirsa, u,; n.ci Fibonacci sayist ve v, ;n.ci Lucas sayisidir.

Eger p =6 ve a =2 aliirsa, u, ;n.ci Pell sayis1t ve v, ;n.ci Pell-Lucas sayisidir.

Simdi {u,} ve {v,} terimleri i¢in baz1 formiiller elde edecegiz. ilk olarak {u, }

dizisinin terimlerini kullanarak asagidaki fonksiyonu tanimlayacagiz.
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g(x):Zul.xi =uyx” F U X+ U XT AU e (2.1)
i=0

olsun. Baslangi¢ kosullart uy, =0, 4, =1, u, =a, u; = p—1 i¢in

g(x)—x—ax’ —(p-Dx’ = Zuixi

i=4
yazabiliriz. Burada {un} dizisinin indirgeme bagintisindan dolay1

00

g)—x—ax’ —(p-Dx’ = [ pu_, —u,_,]x’

i=4

yazariz. BOylece gerekli diizenlemeleri yaparak

g(x)—x—ax’* —(p-x’ = pZui_zxi - Zui_4xi

i=4 i=4

= pxzzuixi - px’ —x42uix‘
i=0 i=0
elde ederiz. Es. 2.1 ’1 kullanarak
g(¥)-x—ax’ —(p-Dx’ = px’g(x) - x*g(x) - px’
esitligini elde ederiz. Buradan

g(x)(l—px2 +x4)= x+ax® —x°

g)=———7 (2.2)



olarak elde ederiz. Ayrica
1—px? +x* = (x—\/;)(x+\/;)(x—\/;)(x+\/;)

oldugu goriiliir. Burada

p+qp -4
T=——"—
2
ve
p—p’ -4
o =
2

dir. Asagidaki esitlikler kolayca goriiliir.

T+o=p
T—o=4p -4
To=1

Simdi Es. 2.3 ’i kullanarak Es. 2.2 ’yi

A B C D

L i Y Y

11

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

olarak yazabiliriz. Es. 2.9 ’da gerekli diizenlemeler yapilir ve Es. 2.2 ’i gbz Oniine

alinirsa



_\/;(1—2')4-612' _\/?(l—z')—ar
4= 2\/;(r—a) 5= 2\/;(2'—0')
_\/E(O'—l)—aa \/E(G—l)-l-a

2\/5(7 - O') ’

oldugu goriiliir. Boylece

—AarvT
B—-A4=
Vr(r-o)
ao
D-C=
Vo(r-o)
A+B=1"7
T—0O
C+D= o-1
T—0O

2\/;(2' - 0')

—_

12

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

—

g(x)—_i.;_F_.
Jo o x At
1 1+
Jr
. 1
Eger . ve .
1+ = 1+ ——
Jr o

X
+

A
g(X)__ﬁ 1+$ (

L+L+..}+£[l_
MO I

N

1

X

1

ifadelerinin seri a¢ilimini kullanirsak

2 3

X X



g(x)= L__aa = a} *L(Zila) ' GEJ —Ga)}x *L(T_ oot - G)}cz

i izal

oldugu goriiliir. Boylece

gx) =) — [;}JF ln}x2”+z _lo_[r;lJrl—”f}sz

o =T T o

yazabiliriz. Burada Es. 2.1 ’1 goz Oniine alirsak

13

Uy, =— {_n1+ ln} (2.14)
T—O | T (o2
veE
1 -1 l-0o
u2n+1 = [ n+1 + n+l :l (215)
T—-0o| 1 o

olarak elde ederiz. Buradan Es. 2.8 ’i g6z Oniine alirsak
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U,, = a [T”—o"’ (2.16)
-0

ve
_ 1 n+l _ n+l (1 _

uzm——[a (r 1)+r (1 0)] (2.17)
T—0O

esitliklerini yazariz. Diger taraftan Es. 2.4 ve Es. 2.5 i kullanirsak

—2+,4/p° -4
1= P (2.18)

2

T —

2—p++p> -4
_ZTPTND (2.19)

2

l-o

2

T:[\/p—2+\/p+2J (2.20)

ve

2

0=[Jp—2—¢p+2j 2.21)

buluruz.

Simdi genellestirilmis Fibonacci dizisi {un } icin Binet formiiliinii verecegiz.
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2.1. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} i¢cin

2n o0
p’ -4 2 2
ve
1 Jp—2+p+2 2ntl [p=2-Jpi2 2041
Uy = - (2.23)
ﬂp—i—Z 2 2
dir.
jspat

Es. 2.7, Es. 2.20 ve Es. 2.21 ’in Es. 2.16 ’da kullanilmasi ile

2 2

Uy, = e [JP2+JP+2JM_[JPZJP+2T”

esitligini elde ederiz. Benzer sekilde Es. 2.17 °de Es. 2.7, Es. 2.18, Es. 2.19, Es. 2.20
ve Es. 2.21 ’i kullanarak

un+_
2n+l p2_4 > 5

1 (p2 e (p2efpi -4
St

2 2

+{Jp2+¢p+2J””{2p+V;7_ZJ



elde ederiz. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak

2n+l1 2n+1
Lo ] Jp-2+yp+2]  (Jp-2-yp+2
2n+l (p+2 2 2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Benzer sekilde {vn }; genellestirilmis Lucas dizisi i¢in Binet formiillerini elde

edecegiz.

Katsayilart {v, } dizisinin terimlerinden olusan

0
h(x)zZvix’ =X’ + v x+v,x° + vt +eee
i=0

fonksiyonunu tanimlayalim. {vn } dizisinin baslangi¢ kosullar1 v, = 2,v,

ve v, =a(p +1) igin

o0

h(x)—2—ax— px* — (ap + a)x3 = Zvixi

i=4
olur. Burada {v, } dizisinin indirgeme bagintisindan

0

h(x)—2—ax— px2 - (ap + a)x3 = Z:[pvl._2 - vl._4]x"

i=4

yazariz. BOylece gerekli diizenlemeleri yaparak

h(x)—2—ax— px* — (ap + a)x3 = pivi_zxi — ivi_4xi
i=4 i=4

=a,v,
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0 0
_ 2 i 2 2 3 _ 4 i
= px Vl-x pX apx X Vl-x

i=0 i-0
buluruz. Burada h(x) fonksiyonunun tanimini kullanarak
h(x)—2—ax— px* — (ap + a))c3 = px’h(x)— x*h(x) -2 px* —apx’
yazariz. Boylece

h(x)(l — px’ — x4): 2+ax— px” +ax’

2+ax— px* +ax’

h(x) = — (2.24)
l-px” —x
elde ederiz. Simdi Es. 2.3 i kullanarak
E F G H
h(x) = + + + (2.25)
x-t x+dt x-Jo x+o

olarak yazabiliriz. Es. 2.25 *de gerekli diizenlemeleri yapar ve Es. 2.24 *{i g6z Oniine

alirsak

a\/;(r—i-l)—(pr—Z) a\/;(r+1)+(pr—2)

E: F:

lemo) T o)

:—a\/g(c7+1)+(p0'—2) :—a\/;(a—kl)—(pa—Z)
Jo(r-o) Jolr-o)

G

, H

elde ederiz. Buradan asagidaki esitlikler saglanir.

pr—2

F-E= (2.26)
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2—-po
H-G=—-—7— (2.27)
Jolc—o)
POy ) (2.28)
T—0O
Gar=—drD) (2.29)
-0
Boylece
hxj=-to. L G 1 A1
Vo X oo, x No _x Vo, X
7 = N Vo
olarak yazabiliriz. Eger ! , ! ifadelerinin seri agilimlart géz Oniine
X X
I+— 1+—
= s
alinirsa

h(x —£[1+i+x—2+x—3+--}+£1 i x - x +]
Y @

{F—E HG}[E+F G+H] {FE HG}Z
= - + X+ + X

o TR o)

[E+F G+F] 5
- + X+

o) (o)’

elde edilir. Burada Es. 2.26, Es. 2.27, Es. 2.28 ve Es. 2.29 kullanilirsa
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yazilabilir. Boylece

o-§ et s e [t et

n=0 T o} n=0 T

dir. Burada h(x) fonksiyonunun tanimi ve Es. 2.8 g6z Oniine alinirsa

V,, = ! [6"(p—26)—r”(p—27)] (2.30)
T—0

A%~

vyy =—— [ 1+ o) 0" (14 7)) 2.31)
T—0O

elde edilir. Ayrica Es. 2.4, Es. 2.5 ve Es. 2.7 ’yi gbz online alirsak p-2c=7—-0

ve p—27 = —(r - a) olarak yazabiliriz. Buradan Es.2.30 "u

v,, =7"+0" (2.32)

yazabiliriz.

2.2. Teorem

{vn} genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilleri
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2n 2n
VM=[JP_2+JP+2] +[Jp—2_Jp+2] (2.33)
2 2
ve
\/ 2 \/ 2 2n+l \/ 2 \/ 2 2n+l
Vyp = —— [ PEETNPE } +{ Pmo VP } (2.34)
p-2 2 2
dir.
jspat

Es. 2.32 ’de Es. 2.20 ve Es. 2.21 ’i kullanarak

%n:[Jp—2+¢p+2]”+(¢p—2—¢p+2J”

2 2

elde ederiz.

+2+4/p° -4
Es. 2.4 ’i kullanarak 7 +1= P 5 P ve Es.2.5 ’1 kullanarak
- p+2—+p’ -4
- 2

2.20, Es. 2.21 ’1 Es. 2.31 ’de kullanirsak

o+ esitliklerini elde ederiz. Daha sonra bu esitlikler ve Es.

v2n+1

pl—4

a [Jp—2;¢p+2J””[p+2—jZTfZJ

2 2

_{JP2JP+2Jh”[p+2+J;7_ZJ
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olup ispat biter.

2.3. Teorem

Her n >1 tamsayisi ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} igin
U, =au, ,+u, ,

esitligi saglanir.

jspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. Baslangi¢ kosullar1 u, =0 ve
u, =1 i¢in u, = au, +u, = a ’dir. $Simdi herhangi bir n >1 sayis1 i¢in esitligin dogru
oldugunu, yani u,, = au,, , +u,, , kabul edelim. Buna gore esitligin (n+1) icin
dogru, yani u,,,,) =au,,, +u,, oldugunu gosterelim. Burada {un} dizisinin
indirgeme bagntis1 geregi u,, ., = pu,, —u,, , yazabiliriz. Kabuliimiiz ve indirgeme

bagintisindan

Uypr = p(au2n71 tu,,, )_ (auZn—3 TUy, )
= a(pu2n—l —Ujus )"’ (puZn—Z ~Upug )

= aquH—l + Z'th

esitligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
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2.4. Teorem

{un} genellestirilmis Fibonacci dizisi ve her n >1 tamsayisi i¢in

au,,, = (p - 2)”2n +au,,
dir.
fspat

Teorem 2.3 °den au,,,, =u,,,, —u,, yazabiliriz. {un} dizisinin tanimini kullanarak

au,, ., :(pu2n —uZH)—uZn elde ederiz. Boylece gerekli diizenlemeleri yapar ve

Teorem 2.3 ’{i g6z Oniine alirsak

au2n+l = (p - 1)”211 - (u2n - auZn—l)

= (p - 2)“2n +au,,
sonucunu elde ederiz.

2.5. Teorem

{vn} ; genellestirilmis Lucas dizisi olmak iizere her » > 1 tamsayisi i¢gin
v2n+1 = avZn + V2n—l

esitligi gecerlidir.
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fspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n=1 olsun. O halde v, =a ve v, =p
baslangic kosullar1 i¢in v, =av, +v, = a(p+1) olup n=1 i¢in iddia dogrudur.
Kabul edelim ki n >1 i¢in iddia dogru olsun, yani v, ,, =av,, +v,, . Buna gore
esitligin (n+1) icin dogru oldugunu gdsterelim. {vn} dizisinin indirgeme

bagintisindan dolay1 v,, ., = pv,,., —V,,, yazariz. Kabuliimiizden

Vonizs = p(aVZn TV )_ (avznfz V53 )

esitligi saglanir. Burada gerekli diizenlemeleri yapar ve {vn} dizisinin indirgeme

bagintisini1 kullanirsak

Vanes = a(pVZn Vo )+ (pVZn—l Va3 ) =aVy,n TV
elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.
2.6. Teorem

Her n >1 tamsayis1 ve genellestirilmis Lucas dizisi {vn} i¢cin

av,, = (p - 2)"2;1—1 +av,,,
dir.
fspat

Teorem 2.5 ’den av,, =v,,,, —Vv,, esitligine sahibiz. {vn} dizisinin indirgeme

bagintisindan
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av,, = (pvzn_1 — V5,3 )— Vo = (p — 1)v2n_1 —V,,3
yazabiliriz. Teorem 2.5 ’i kullanarak

av,, = (p - 1)v2n—1 - (Vzn—l —aVy, ) = (p - 2)"2;1—1 Tav,,
elde ederiz.

2.7. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin

vV, =u

+ un—l

n+l
esitligi saglanir.
jspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n=1 icin iddianmn dogrulugunu
arastiralim. Baslangi¢ kosullant u, =0 ve u, =a i¢in v, =u, +u, =aolup n=1
i¢in iddia dogrudur. Simdi herhangi bir n > 1 sayis1 i¢in esitligin dogrulugunu kabul
edelim. Buna gore esitligin (n+1) icin dogru oldugunu gosterelim. Burada {vn}

dizisinin tanimu1 geregi v,,, = pv, , — v, 5 olup kabulliimiiz geregi

vn+1 = p(un + un—Z )_ (un—z + un—4)

yazabiliriz. Gerekli diizenlemeleri yaparak ve {vn } dizisinin indirgeme bagintisindan

vn+1 = (pun _un—z )+ (pun—z - un—4) = un+2 + un
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elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.
2.8. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in

dir.
fspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n=1 olsun. u, =1 ve v, =a baslangig
kosullar1 i¢in u, =u,v, = a esitligi saglanir. Kabul edelim ki (n - 1) i¢in iddia dogru
olsun, yani u,, , =u, v, ,. Buna gore esitligin n i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

Teorem 2.7 ’den u,v, = un(un+1 + uH) dir. {un} dizisinin indirgeme bagintisindan

unvn = un ( pun—l - un—3 )+ unfl ( pun—Z - Z’ln—4)

=pu,, ( u,+u,, )_ Uu, s —U, U, 4
elde ederiz. Teorem 2.7 *den
uy,=pu, vV, —uu, 3 —u, U, 4 (2.35)
olur.

Eger n ¢ift say1ise (n - 2) ’de ¢ift say1 olur. Buna gore Teorem 2.3 ’den

u,=au,  +u,,, u, ,=au, ,+u, , esitliklerini yazabiliriz. Bu esitlikleri Es. 2.35

n—

’de kullanarak
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unvn = pun—lvn—l - un—3 ( aun—l + un—2 )_ un—l (un—Z - aun—3 )
= pun—lvn—l - un—3un—2 - un—lun—Z

= pun—l vn—l - un—2 ( un—3 + un—l )

elde ederiz. Teorem 2.7 ’den u,v, = pu, v, , —u, ,v, , bulunur. Kabuliimiizden ve

{un} dizisinin indirgeme bagmtisindan u v, = pu,, , —u,, , =u,, elde ederiz.

Eger n tek say1 ise (n - 2) ’de tek say1 olur. Buna gore Teorem 2.4 *den
au, =(p-2)u, , +au, ,, au,,=(p-2)u,,+au,, esitliklerini yazabiliriz.
Burada Tanim 2.1 de kabul ettigimiz baslangic kosullardan biri olan a >1 tamsayisi

ile Es. 2.35 ’in her iki tarafin1 ¢arpar ve yukarida buldugumuz iki esitligi kullanirsak

aunvn = paun—lvnfl _un—3 ((p _2)un71 + aun72)_un—1 (aun—Z _(p —2)1/[”73)

= paun—lvn—l - aun—Z ( un—3 + un—l )

elde ederiz. Teorem 2.7 ’den au,v, = pau, v, , —au, ,v, , yazabiliriz.Kabuliimiiz

n-1
ve {un} dizisinin tammmindan au,v, = pau,, , —au,, , = au,, olur. Simdi esitligin
iki tarafin1 a ’ya bolersek u,v, =u,, elde ederiz. Boylece her n pozitif tamsayisi

icin ispat tamamlanir.
2.9. Teorem

{un} genellestirilmis Fibonacci dizisi olmak iizere her » > 1 tamsayisi igin

(un ’un+l):1

dir.
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fspat

Kabul edelim ki (u,,u,,,)=d ve d >1 olsun. En biiyiik ortak bélen tanimindan
dolayr d/u,, ve d/u, ’dir. Genelligi bozmayacagi i¢in n tek say1 olsun, o zaman
(n+1) cift say1 olur. Teorem 2.3 ’den u

=au, +u, , yazabiliriz. Bu ifadeyi

n+l n—1

diizenlersek u,,, —au, =u, , elde ederiz. Burada d/u,,, ve d/u, oldugundan d

sayist u au, =u, , sayisin da boler, yani d/u, , ’dir. Benzer sekilde n tek

n+l n

oldugundan ve Teorem 2.4 ’den au, :(p—Z)uH +au, , yazabiliriz. d/u, ve
d/u, , oldugundan ve boliinebilme ozelliklerinden au, =(p—2)u, , +au, , sayisi
da d tarafindan boliniir, yani d/au, , ’dir. Bu sekilde devam edilerek d/u, ,,
d/au, , vs. oldugu goriiliir ve boylece d/u, bulunur. Fakat u, =1 oldugundan bu

d/u, olmast ile bir ¢eliskidir. Ciinkii kabuliimiiz geregi d >1 idi. O halde

(u,,u,, )=1 olup ispat tamamlanr.

2.1. Onerme

Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 ve her n tamsayisi sayisi igin

esitligi saglanir.
jspat

Oncelikle n =2k olsun. O halde u_,, =-u,, oldugunu gdstermemiz yeterlidir. Es.

k k
2.16°dan u_,, = [z'"‘ —0'"‘] -4 |° Z elde ederiz. Es. 2.8 *den
T—0O T—0O (z‘o‘)
—a

U, = [z-k —O'k] olur. Béylece Es. 2.16 °dan u_,, = —u,, olarak buluruz.
r-o
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Simdi n =2k +1 olsun. Bu durumda u_,, , =u,,,, oldugunu gostermeliyiz. Es. 2.17

’den
1 —k—1+ —k—1+

U 1 = Up(cporyr = T—G[G ! 1(7_1)+T = 1(1_0-)]
= ! [G_k(r—l)+r_k(1—a)]
T—0
1 _r—1+1—0}
r—o| b 1f
_ 1 rk(r—1)+0'k(l—0')
r-o| (ro )"

dir. Es. 2.8 ’1 kullanarak gerekli diizenlemeleri yaparsak

:%[z-"(r—l)+ o (1-0o)]

U sk g
- [e-r0)+ ot (ro-0)]

-0
b [z'k”(1—0')+ak”(r—l)]

-0

= Uppn

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

2.2. Onerme

Genellestirilmis Lucas sayilar1 ve her n tamsayisi sayisi igin

esitligi saglanir.
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fspat

Oncelikle n = 2k olsun. Bu durumda v_,, =v,, oldugunu gostermeliyiz. Es. 2.32 ’yi

k k
kullanarak v, =7 " +07* = O-(;)z buluruz. Es. 2.8 *den v_,, =7" +5* =v,,
o
esitligi saglanir. Simdi n=2k+1 olsun. O halde v, ,=-v,,, oldugunu
gostermeliyiz. Es. 2.31 den
Vook1 = Va(ak-1)11 = ? I:T_k_1+1 (1 + O-)_ o (l + T)]
T-0
_a _(1+0')_(1+2')}
r-o| o

_ Tiza_a"(1+c(;r)a—)krk(1+r)}

elde ederiz. Es. 2.8 den

YV i =ﬁ[0'k(2'0+0)—2'k(70+2')]

= %[o"‘+1 (r+1)-7"" (o + 1)]

= i [z"‘” (c+1)-c"'(c+ 1)]

= "Vora
dir. Bu da ispat1 tamamlar.
2.10. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin
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Vit TV = (p + 2)”;1
saglanir.
jspat

Ispati n {izerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. Baslangi¢ kosullar1 v, =2 ,
v, =p i¢in v, +v, =p+2= (p+2)u1 esitligi saglanir. Simdi herhangi bir n >1
sayisi icin esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Buna gore esitligin (n +1) icin

dogru oldugunu gdsterelim. Burada {vn} dizisinin indirgeme bagintis1 geregi

vn + vn+2 = (p Vn—2 - Vn—4 )+ (pvn - vn—2)
dir. Gerekli diizenlemeleri yaparak ve kabuliimiizii kullanarak

vn + vn+2 =p ( vn + vn—2 )_ (vn—Z + vn—4 )
= p(p + 2)“1171 - (p + 2)”/1—3

= (p + 2)(p”n—1 _un—s)

ifadesi elde edilir. {v,} dizisinin tanmmndan v, +v, , =(p+2)u,, olup ispat

tamamlanir.

2.3. Onerme

{un } genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in
U, +u, . =pu,,

esitligi saglanir.



31

fspat

{u,} dizisinin tammundan u,,, = pu,, —u, olur ve bu esitligin her iki tarafina u,

eklersek u, +u, ., =u, +(pun+2 —un) = pu, ., 1fadesini elde ederiz.
2.4. Onerme

{vn} genellestirilmis Lucas dizisi i¢in

Vo T Vaia = PViia

esitligi saglanir.

fspat

{vn} dizisinden v, ,, = pv,,, —v, yazariz. Burada esitligin her iki tarafina v,

eklersek v, +v,., =v, +( pv,,, —v,) = pv,., olarak elde ederiz.

2.5. Onerme

{un} genellestirilmis Fibonacci ve {vn } genellestirilmis Lucas dizileri olmak iizere

un—S +un+3 = (p_l)vn

dir.



fspat

{un} dizisinin tanimindan u, ., = pu,, —u

n—1 n

32

ve u,, =pu,, —u,, yazabiliriz.

Buradan u,,, +u, ,=pu,, ve u,, +u,,=pu,, ’dir. Bu esitlikleri taraf tarafa

toplarsak

un+3 + un—l + un+1 + un—3 = pun+1 + pun—l

(un+3 + un—3 )+ (un—l + un+1 ) = p( Z’anrl + Z’ln—l)

elde ederiz. Boylece Teorem 2.7 *den (u”+3 +u, , )+ v, =pv, Ve

(un+3 +u, , ) = (p - l)vn esitligi saglanir.

2.11. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in
auy,, =U, V., —U,V,
esitligi saglanir.

jspat

’ _ IS b
Teorem 2.8 den dolay1 u,,,v,,, —u,v, =u,,,, —u,, 'dir. Teorem2.3 *den

UV, —U,V, = (aqu1 +u,, )— u,, = au,,,, denklemini elde ederiz.

2.12. Teorem

{un} genellestirilmis Fibonacci ve {vn } genellestirilmis Lucas dizileri olmak iizere
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n+l vn+l + un Vn

v2n+1 =u
esitligi saglanir.
jspat

Teorem 2.8 ’i goz Oniine alirsak u,, v, +u,v, =u,, ,+u, yazariz. Teorem 2.7

n+l

2 _ ~ IRIE K2
denu, v, +u,v, =v,,  oldugu gorilir.

2.13. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} i¢in

n+l
unun+3 - un+lun+2 = a(_ 1)
dir.

fspat

Ispatta genelligi bozmayacagi igin 7 ’i tek kabul edelim. Kabuliimiizden (n + 3) ve
(n+1) gift say1 olur. Boylece Teorem 2.3 den
a(u un+3 _un+1un+2): aun(au +un+l)_aun+2(aun +un—1) = _a(uiz—lun+2 —u,u )

n n+2 n’n+l

olarak bulunur. Kabuliimiiz ve Teorem 2.4 ’den

a( unun+3 - un+1un+2 ) = _[un—l ((p - 2)un+1 + aun )_ un+1 ((p - 2)un—1 + aun—Z )]

dir. Gerekli diizenlemeleri yapar ve benzer sekilde devam edersek



34

2
Cl( unun+3 - un+1un+2 ) = Cl(— 1) (un—ZunH - un—lun )

= a(_ 1)n+1(”—1u2 - uoul)

—a 2 (_ 1) n+l
elde ederiz. Esitligin her iki tarafi a ’ya boliiniirse ispat hemen goriiliir.
2.14. Teorem

Genellestirilmis Lucas dizisi {vn} i¢in

v}zvn+3 - Vn+lvn+2 = a(p + 2)(_ 1)”
saglanir.
fspat

Ispatta genelligi bozmayacag icin n ’i ¢ift kabul edelim. Kabuliimiizden (1 + 3) ve

(n+1) tek say1 olur. Buradan hareketle Teorem 2.5 *den

a( ViVuss = Vi1 Varo ) =av, ( av,.; TV )_ av,., ( av, +v, ) = _a( ViatVar2 = VaVan )
elde ederiz. Kabuliimiiz ve Teorem 2.6 ’dan dolay1

(v, =V,v,n) = s (P =2, +av, )=y, (P2, +av,,)]

yazariz. Gerekli diizenlemeler yapilir benzer sekilde devam edilirse

a( Vn vn+3 - vn+lvn+2 ) = _[_ a( vn—Zvn-H - vn—lvn )]
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a1 (5 =)

= a(_ l)n ( VoVs — Vlvz)
a(-1)"(2a(p+1)-ap)

alap +2a)(-1)"

oldugu goriiliir. Boylece esitligin her iki tarafi @ ’ya boliiniirse, istenilen elde edilir.

2.15. Teorem
Genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} i¢in

au2m+n = u2m+2 un - uZm un—z

dir.
jspat

Ispati  n  iizerinden tiimevarimla yapalm. n=1 olsun. O halde

au,, ., =u,, ., u, —u, u_, oldugunu goésterelim. u, =1, u_, =1 ve Teorem 2.3 ’den
Uy g Uy — Uy, U =U,, ., —U, =al, . clde edilir ve n=1 i¢in esitligin dogrulugu
gosterilmis olur. Simdi » =1,2,3,---,k i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim.
Boylece

AUy = Uppyip Uy —Upy Uy (2.36)

veE

AUy = Uppip Uy — Uy Up 3 (2.37)
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esitliklerine sahibiz. Buna gore esitligin n = k +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
Eger k tek say1ise Es. 2.36 *y1 a ile carpar ve Es. 2.37 ile taraf tarafa toplarsak
alau,,,, +u,, )=, (au, +u, )—u,, (au, , +u,_)
olarak buluruz. Burada Teorem 2.3 °den au,, ,,., =u,,., U,,, —U,, 4, , elde ederiz.

Eger k cift say1 ise Es. 2.36 ’y1 (p —2) ve Es. 2.37 ’yi a ile carpar ve taraf tarafa

toplarsak
a[(p - 2)u2m+k Tauy, ] = Uy ((p - 2)”k +au, )_ Uy, ((p - Z)Mk—z + a”k—3)

. , B
olarak elde ederiz. Teorem 2.4 ’den a(au2m+k+1)—a(u2m+2uk+l—uzmuk_l) olup,

burada esitligin her iki tarafi a ’ya boéliiniirse sonug elde edilir. Boylece her #n i¢in

ifadenin dogrulugu gosterilmis olur.
2.16. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar i¢in

uZn ((VZn )2 - 1): u6n
dir.
jspat

) _ _ I H b
Teorem 2.15 *den au,, = au,,,,, = (u,,,,u,, —t,u,, ,) *dir. Teorem 2.8 *den

—_ 2
aug, =U,, ( Uy Vonst )— Uy, 5 ( Uy, Vs, ) yazariz. Teorem 2.7 *den
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au6n = u2n [u2n+l ( u2n+2 + u2n )_ u2n—2 ( u2n+1 + Z’l2n—l )]

elde ederiz. Teorem 2.3 ’1 kullanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

aUg, = Uy, [”2n+1 ( au,,,, +2u,, )_(u2n —au,, )(u2n+l + u2n—l)]
2 2
=Uu,, _a(“2n+1) + 2uy,uy,,, — (u2nu2n+l TU, Uy, — AUy, Uy, — a(uZn—l) )J
=y, |a(uy,,)" +alu,, )" + - + ]
=Uy, A\ Uypp a\u,, Uy Uppg Uy Uy, T AUy, Uy,
=1y, |a(uy,,)" +aluy, )" +( ) ]
=Uy, (a\U,,,, ) ta\u,, ) tlau,, , Tu,, Uy, —Uy) U, +au,, U,,,

= u2n a( (u2n+1) (u2n—1)2 + 2u2n+lu2n—l )+u2n—2u2n+l _u2nu2n—1 ]

2
:uZn a( u2n+l +u2n 1 ) +u2n—2u2n+l _u2nu2n—1 ]

ifadesi elde edilir. Boylece Teorem 2.7 ve Teorem 2.13 ’den

aug, =u2n[a(v2n)2 —a(— 1)2”_2“] yazariz. Burada esitligin her iki tarafin1 a ’ya

bolersek u,, =u,, l(vz,z ) - IJ elde ederiz.

2.17. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci sayilari i¢in

olacak sekilde bir K tamsayis1 vardir.
fspat

Ispati n {izerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. Baslangi¢ kosulu u, = a igin

K =1 olur. Béylece n =1 i¢in iddia dogrulanir. Simdi » >1 i¢in iddia dogru olsun,
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yani u,, =aK . Buna gére esitligin (n+1) i¢in dogru oldugunu gosterelim. Teorem

2.3 7den uy(,,) = uy,,, = au,,,, +u,, olup, kabulimiizden

Uy,,y =AUy, +aK = a(”2n+1 + K)

seklinde yazabiliriz. Burada u,,,, + K =M olsun. O halde u,,  , =aM yazanz.
Boylece (n+1) igin u,,,, =aM olacak sekilde bir M tamsayisi bulunur. Buda

ispat1 tamamlar.

2.18. Teorem

{un} genellestirilmis Fibonacci dizisi olmak iizere her n, m tamsayisi i¢in

u2m / uZmn
dir.
jSpat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. u,, /u,, esitligi saglanir. O
halde n=1 i¢in iddia dogrudur. Simdi kabul edelim ki n=12,3,---,k icin iddia
dogru olsun, yani u,, /u, . Buna gore esitligin »=k+1 i¢in dogru oldugunu
gosterelim. Teorem 2.15 *den au,,, .1y = Uy,p,0Us, —Usyls,, seklinde yazabiliriz.
Teorem 2.17 *den au,,,) = aKu,, —aMu,,, buluruz. Bu esitligi a ’ya bdlersek
Us,(e1) = Kuty,, —Mu,,, elde ederiz. Kabulimiizden u,,, /u,,, ve u,, /u,,

oldugundan u,, /u,,., olarak elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.
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3.GENELLESTIRILMIiS FIiBONACCi VE LUCAS DIZILERININ BAZI
KOMBINATORYAL OZELLIKLERIi

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin bazi kombinatoryal

gosterimlerini elde edecegiz.

3.1. Teorem

{un} genellestirilmis Fibonacci dizisi igin

i(z.njuz,- =(p+2) u,,

esitligi saglanir.
jspat

Es. 2.16 ’dan

olup, burada Binom ag¢ilimini kullanarak

S o = fe -0

i=0 \_ !

seklinde yazabiliriz. Es. 2.4 ve Es. 2.5 den

l1+7

=p+2+2“p L o Y 3.1)
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2 p s
l+o=2T : —_Jp+2o 3.2)

esitliklerini elde edebiliriz. Buradan harecketle

3 = o2 ) v 2de) ] - A o)

=\ T—0 T—0O

2 2n n - s a0 g es
yazariz. Boylece Es. 2.16 ’dan Z( ] Ju% = (p + 2) u,, oldugu goriliir.
1

i=0
3.2. Teorem

{vn} genellestirilmig Lucas dizisi i¢in

2n 2n ;
Z( ; JVZi :(p+2) Vou
i=0
dir.

jspat

Es.2. 32 den

i(zﬂvﬁ _ i(zn](f . Gi): iﬁn]{i . g(zﬂai

i=0 \_ ! i=0 \ ! i=0

ifadesi elde edilir. Burada Binom agilimini goz oniine alirsak

i(z‘n}% =(1+7)" +(1+0)™

i=0 \_ !



yazabiliriz. Es. 3.1 ve Es. 3.2 ’den

2n

3% (e 2 ) o pea i)

i=0

(p+2)"r" +(p+2)"6"

(p+2)"[r"+a"]

s (20 . :
olarak bulabiliriz. Es. 2.32 *den Z( . Jvzl. =(p+2)"v,, elde ederiz.
i

i=0
3.3. Teorem

Genellestirilmis Lucas dizisi {vn} icin

saglanir.
jspat

Es. 2.32 ’den

w49 +1 (2 +1 . . w892+ 1) . 24 2p+1 )
i=0 l i=0 l i=0 1 i=0 l

yazariz. Binom agilimdan

2n+1(2n +1

i

iji :(1+T)2n+l +(1+O_)2n+1

i=0
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bulunur. Es. 3.1 ve Es. 3.2 "u kullanarak gerekli hesaplamalar1 yaparsak

2

2n+l 2n+l
2n+l(2n+1j [p+2+1/p2 —4J +{p+2—1/p2 —4J
Vo =
2

2 2

N (= g =y

2n+1

. . 2” + 1 n+l
elde ederiz. Boylece Es. 2.23 *den Z v, =(p+2)"u,,,, olarak bulunur.
i

i=0

Simdi u, ve v, terimleri i¢in bazi kombinatoryal ifadeler verecegiz. Bunun

n

oncesinde u, ve v, terimlerinin ilk birkag terimi i¢in asagidaki tabloyu verelim.

ul’l vn
u, =1 Vo =
u, =1 v, =a
u, =a V, =D
uy=p-1 v, =a(p+1)
u, =ap v, =p° -2
u,=p>-p-1 vsza(p2+p—1)
uy =alp* -1) ve=p =3p
3 2 3 2
u, =p —p -2p+l1 v7:a(p +p —2p—l)
us=a(p3—2p) vy =pt—4p’+2
=p4—p3—3p2+2p+1 v9=a(p4+p3—3p2—2p+1)
U =a(p4 -3p* +1) vip=p  =5p’ +5p

Simdi daha sonra kullanacagimiz bir esitlik verelim.

AL o9



3.4. Teorem

u, ; n.ci genellestirilmis Fibonacci sayist olsun. O halden >1 i¢in
. [(n— l)/ZJ(n 1- k] . I—Zk(_ l)k
k=0
ve

L2l (n—1-k ~2—k
uzn = n-— n -1-2k n pn—2—2k (_ l)k
k=0 k

dir. Burada |_nJ, n ’yi gegcmeyen en biiyiik tamsayiy1 gostermektedir.

jspat

Es. 3.4 ’de n > n+1 olarak alinirsa

|_n/2J _
W ( "jpn—% 1)t

o\ k

bulunur ve bu ifadede n — 2n olarak alinirsa

Uppn =4a n [2” kj 22 (_ l)k
k=0

43

(3.4)

(3.5)

(3.6)

elde edilir. Simdi Es. 3.4 ’lin dogru oldugunu gostermek i¢in Es. 3.6 'nin dogru

oldugunu gosterelim. Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. n=1 olsun. Bu

durumda
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U = ai{z_k]pz("”(—l)k E a(szz ~ap’ =a(p* -1)

olup n =1 i¢in iddia dogrudur. Kabul edelim ki » > 1 i¢in iddia dogru olsun. O halde

2n-2—-k

n—1
Uy, , =a Z( ]p ke () (3.7)
k=0 k

ifadesine sahibiz. Buna gore esitligin (n +1) icin dogru oldugunu gosterelim. {un}

dizisinin indirgeme bagintisindan

Uppie = PUspia —Uspi
= p( Pl — Uy, )_ Upyin

= (p2 - 1)"’4n+2 — DUy,
ve
Ugpin = PUy, —Uyy oy
esitliklerini yazabiliriz. Bu son iki esitligi kullanarak
Ugpie = (p2 - 1)”4n+2 - ( Uiy T U, ) = (p2 - 2)“4n+2 Uy

bulabiliriz. Kabuliimiizden Es. 3.6 ve Es. 3.7 ’yi g6z Oniine alirsak

w — n—1 __
U, . = (pz B Z)a {Zn k]p -2k (_ l)k 3 az(zn k2 ka ks (_ 1)k



e P
_ 2n0 2}} KZ 3}+2(2112_2]_(2”1_3}}@2”_4+_“
Lo o (ror b
L U(H
ezt
S
+(Zi;]ap6(—l)”‘2 +(Zil3jap4(—l)"_l +(”;Z]apz(_ )" +a(-1)

—a§(2n+2 kj 2n-2ks2 (1)

/_\

elde ederiz. Bu son esitlikten ispat kolayca goriiliir. Benzer sekilde Es. 3.5 ’in de

dogrulugu gosterilebilir.

S e g . ..
Burada v, ’ ler i¢in ispatin1 yapmayacagimiz bir teorem verecegiz.
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3.5. Teorem

v ; n.ci genellestirilmis Lucas sayisi olsun. O halde » >1 i¢in

n?o

L2l (n—1-k n—-2-k
v,, = Z |:( . jpn—Zk _ 2( . Jpn—Z—Zk (_ l)k
k=0

Ve

L2l (n—k n—k-1
Vz””:az[( k jp n_zk{ k ]pn_w -
=0

seklinde yazilir.
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4.URETEC MATRISLERI

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri icin iirete¢ matrisleri

verecegiz.

4.1. Teorem

0 p 0 -l “2n+2 0 “_on 0

100 10w 0 u_ . .
Z= ve X, =— n+2 " | 4x4 mertebeli matrisler

010 "oal My “_(2n-2)

0010 0 “on 0 “_(2n-2)

dir.
fspat

Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 olsun. O halde u, =0, u, =a,
u, = pa baslangic kosullar1 icin Z*> = X, olup n =1 igin iddia dogrudur. Simdi
kabul edelim ki # i¢in iddia dogru olsun. Buna gore esitligin (n + 1) i¢in dogru

oldugunu gosterelim. Bu durumda tiimevarim hipotezi ve kabuliimiizden

Zz(n+1) — ZZzZrl — Xan

uy 0 u_, 0 “nr2 O “n 0
_ 10wy 0w, 0 Uy 0 U 2p
Cafuy 00 0 | al ¥y, 0w, gy 0

0 ) 0 0 0 Yan 0 u—(2n—2)

Ugoni2 T 2y, 0 Ugh ot g¥ (2p-2) 0
-1 0 UglynyatH gty 0 U gt M (2n-2)

a? U242 0 Ut _op 0
0 I 0 UM o



48

buluruz. Daha sonra u, =0, u, =a, u, = pa baslangic kosullar, u_, = (— l)mun

n

esitligi ve {un} dizisinin tanim1 goz Oniine alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

“(p”2n+2 “2n) 0 “(p”—zn‘”—(zn—z)) 0
ZZ(n+1) = LZ 0 a pu2n+2_u2n) 0 a(pu—Zn_u—(Zn—Z))
a amy o 0 au_, 0
0 Wonyd 0 Wy
“nra O Upr2) O
0wy 0w,
“luypy 0 Uy 0
0 40 0 “_2n
= Xn+1

elde edilir. Boylece her n pozitif tamsayisi i¢in ispat tamamlanir.

4.2. Teorem

O g 0 M (040
.. . g 1|u 0 u 0 .
Z matrisi Teorem 4.1 deki gibi ve ¥, =—| 212 o olmak iizere
¢ “2n+2 “—2n
Y O M ug) O

her n pozitif tamsayisi i¢in

Z 2n+l1 — Yn
dir.

fspat

Ispati n {izerinden tiimevarimla yapalim. n=1 olsun. u, =0, u, =a, u, = pa,

U, = a(p2 —1) oldugundan Z° = Y, ’dir. O halde n =1 i¢in iddia dogrudur. Kabul
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edelim ki esitlik »>1 i¢in dogru olsun. Buna gore (n+1) icin esitligin dogru

oldugunu gosterelim. Kabuliimiiz ve Teorem 4.1 ’den

Zz(n+1)+1 _ g3 _ 72l XY,

uy 0 u_, 0 R L LA P
:l 0 Uy 0 U_y 1 Uy 0 U_5, 0
alu, 0 0 a 0 Uy 1o 0 U_n,
0 Uy 0 Uy, 0 u7(2n72) 0
0 Ughrps gt %2012 0 gt (2n+2) M 22n
_ L g0t gty 0 Ugh ot g¥ (2p-2) 0
a? 0 U3 ns4 0 UM (2n+2)
“aMons2 0 Uyt o 0

olarak bulunur. Burada u, =0, u, =a, u, = pa, u_, =(-1)"u, esitlikleri ve {u, }

dizisinin indirgeme bagintis1 gdz oniine alinirsa

0 Pty g1, 0 a(pu—(2n+2)7”—2n)
B PR R S R
a 0 g 0 W_(3p42)
auy 0 au_, 0
0 46 0 “_(2n+4)
_ U pa O M op) O
a0y 0 g
Y2 0 oy 0
=Y

n+l

elde edilir. Bdylece her n pozitif tamsayisi i¢in ispat tamamlanir.
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