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OZET

YUKSEK LIiSANS TEZI

SINIRLANDIRILMIS FERMIi GAZININ FiZiKSEL OZELLIiKLERI

Melek YAGCILAR

Selcuk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dah

Damsman: Yrd. Do¢. Dr. Berna GULVEREN
2011, 67 Sayfa

Jiiri
Yrd. Do¢. Dr. Berna GULVEREN
Prof. Dr. Ulfet ATAV
Yrd. Do¢. Dr. Ilkay Hilal GUBBUK

Bu calismada, Fermi sisteminin fiziksel 6zellikleri teorik olarak incelenmistir. Bu amagcla, ilk
olarak serbest (siurlandirilmamis) gazin 1s1 sigast basinct gibi temel 6zellikleri yiiksek sicaklik ve diisiik
yogunluk gibi baz1 6zel durumlar igin agiklanmistir. Daha sonra n boyutta tuzaklandirilnus Fermi gazinin
fiziksel 6zellikleri agiklanmugtir. Thomas-Fermi modeli ve relativistik sekli gosterilmektedir. Kuvvet-
kanun potansiyelinde zayif etkilesen Fermi gazinin davransi, uzaydaki parcacik degisimi ve momentumu
incelenmigtir. Sonunda kuvvet kanun potansiyelinde sirlandirilnus iki boyutlu Fermi sistemi igin
Thomas-Fermi yaklasim kullanilarak hesaplamalar yapilmustir. Sayisal hesaplamalarda sonlu farklar
yontemi kullamlmugtir. Sistemin fiziksel 6zelliklerinde sicaklik degisimi, stirlandirma sekli, Coulomb
etkilesimlerinin etkileri de ele alinmustir. Thomas-Fermi yaklasimimin etkinligi literatiirde bilinen
sonuclar ile karsilastirilarak kontrol edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fermi Sistemler, Thomas-Fermi Yaklagim

v



ABSTRACT

M.Sc. THESIS

THERMODYNAMICS PROPERTIES OF CONFINED FERMI GAS

Melek YAGCILAR

The Graduate School of Natural and Applied Science of Selcuk University
The Degree of Master of Science
in Department of Physics

Advisor: Asst. Prof. Dr. Berna GULVEREN
2011, 67 Pages

Jury
Asst. Prof. Dr. Berna GULVEREN
Prof. Dr. Ulfet ATAV
Asst. Prof. Dr. Tlkay Hilal GUBBUK

In this study, the physical properties of fermi systems have been investigated theoretically. For

this purpose, firstly some simple properties like pressure, heat capasity of a free(non-confined) gas are
described for some special conditions like high temperature and low densities. Then the physical
properties of trapped fermi gas in n dimension are explained. The Thomas-Fermi model and it’s
relativistic form is presented. The behavior of weakly interacting fermi gas in a power law potential and
the variation of the particles in the space and their momentums are also described. At last, calculations
have been performed by using the Thomas-Fermi approximation for two dimensional fermi system
confined in a power law potential. In numerical calculations finite difference method has been used. The
effects of Coulomb interactions, type of confinement, variations of temperature on the physical properties
of the system have also been discussed. The efficiency of Thomas-Fermi approximation is also checked

by comparing known results given in the literature.

Key words: Fermi systems, Thomas- Fermi approximation.
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1. GIRiS

Son yillarda, atomlan tuzaklama ve sogutma tekniklerinin gelismesi sonucunda
1995 yilinda Bose-Einstein yogusmasi deneysel olarak gozlenmigtir. Bu, tim fizik
dinyasinda sansasyona yol a¢gmistir. Dig potansiyelin, dejenere atomik gazlar kontrol
etmek ve onlarin performansini nicel olarak incelemek i¢in elverigli kosullar yarattig
soylenebilir. Bose gazindan farkli olarak, ideal Fermi gazi, dis potansiyellerin kisitli
kosullar1 altinda ve ¢ok diisiikk sicakliklarda, faz gegisine maruz kalmaz. Bununla
beraber, dogal diinyadaki iki tip kuantum siteminin birisi olarak, Fermi gazi, ¢ok
disiuk sicakliklarda ve fermiyonlarin Fermi ¢iftleri olusturabilecegi uygun kosullar
altinda baz1 egsiz kuantum karakteristikleri gostermektir ve bir Bose sistemi
olusturmaktadir. Bu nedenle, Fermi gazinin karakteristik oOzelliklerini  dig

potansiyellerde incelemek 6nemlidir.

Fermi sistemlerini farkli boyutlarda sinirlandirarak incelemek, kuantum
istatistiksel olarak analiz etme imkamim saglar. Ornegin, Hore ve Frankerl (2003) zayif
bir manyetik alan i¢inde iki ve Ug¢ boyutta simrlandinlmis  fermiyon gazim
incelemiglerdir. Yan (2006), termodinamik ozellikler ve sinirlandirma bigiminin Fermi

sistemlerinin parcacik dagilimint nasil degistirdigi tizerinde galigmigtir.

Atomik gazlar i¢in dig potansiyelin sinirlandirma ¢esidi, gazlarin davranigini
degistirebilir. Birgok durumda, harmonik olarak sinirlandirilmis olan Fermi sistemi,
gergek sistemleri modellemek igin iyi bir yaklasgimdir. Omegin Van Zyl (1990), n
boyutlu uzayda harmonik olarak sinirlandirilmig Fermi sistemi igin analitik bir ifade
ortaya koymustur. Harmonik bir potansiyelde hapsedilmig birbiriyle etkilesmeyen iki
Fermi gazinin sicaklik davranigt Kohl (1991) tarafindan analiz edilmistir. Yoshimoto
ve Kurihara (2003), keyfi boyutlarda izotropik harmonik bir tuzaktaki etkilesen Fermi
gazinin normal durum o6zelliklerini incelemislerdir. Kimyasal potansiyel ve taban durum
enerjisindeki birinci dereceden pertiirbasyon terimini tam olarak hesaplamiglardir.

Kimyasal potansiyel ve toplam enerjinin basit analitik ifadelerini elde etmistir.

Birgok durumda, elektronlar ideal Fermi gazi gibi ele alinmistir. Sozgelimi,
harmonik bir potansiyel i¢cinde hapsedilmis olan birbiriyle etkilesmeyen Fermi gazinin

termodinamik ozellikleri, pargacik sayist etkilerini goz o6niine almak suretiyle, Su



(1998) tarafindan incelenmistir. Herhangi bir boyutta kuvvet yasasi potansiyeli (u= br")
icinde hapsedilen, ideal Fermi gazinin toplam pargacik sayisi, kimyasal potansiyeli ve
1s1 sigast gibi ozellikleri, T-F yontemini kullanarak incelemistir. Bu calismada, yazar,

cogunlukla, kimyasal potansiyelin ve 1s1 sigasinin davranisi izerinde durmustur.

Sinirlandirilmis Fermi gazinin termodinamik 6zelliklerini incelemek oldukga ilgi
cekici olmustur. Su ve Men (2003), zayif etkilesen Fermi gazlart i¢in termodinamik
nicelikleri analitik olarak ifade etmislerdir. Su, kuvvet-yasast  potansiyelinde
tuzaklandirilmis zayif etkilegsen Fermi gazinin diigiik sicakliktaki davranigini, bolgesel
yogunluk yaklagimina (LDA) ve sézde hacim metoduna dayanarak incelemisgtir.
Kimyasal potansiyel, toplam enerji, entropi ve 1s1 sigast olmak iizere birkag
termodinamik niceliklerin ifadelerini analitik olarak tiiretmigtir. Parcaciklar arasindaki
etkilesmeleri goz oniinde bulundurarak termodinamik niceliklere diizeltme terimleri
getirmiglerdir. Men (2006), zayif manyetik alan i¢inde zayif olarak etkilesen Fermi gazi
icin kuguk r parametresinin 1s1 sigasi, kimyasal potansiyel ve i¢ enerjisinin analitiksel
ifadeleri topluluk teorisi ve sozde potansiyel metodu kullanarak tiretmistir. Turetilen
ifadelere dayanarak yuksek ve dusiik sicakliklarda zayif manyetik alan igerisinde zayif
olarak etkilesen Fermi gazinin termodinamik ozelliklerini vermistir. Parcaciklar arasi
etkilesimlerin ve manyetik alanin termodinamik ozelliklere etkileri tartigilmigtir.
Manyetik tuzak ve t¢ boyutlu harmonik tuzagin farkliliklarinin sistemin 6zellikleri
tizerine etkileri ve bu etkilerin sebeplerini incelemistir. n boyutlu uzayda yine genel bir
kuvvet-yasasi potansiyelinde tuzaklanmis ideal gaz sisteminin termodinamik o6zellikleri
ve durum yogunlugu Yan (1999) tarafindan incelenmistir. Sami M. Al-Jaber (1999), ise
D-boyutlu uzayda Fermi gazini ele alip sistemin fiziksel 6zelliklerinin D-boyutunun bir
fonksiyonu olarak nasil davrandigini gostermistir. Ozellikle durum yogunlugu, Fermi
enerjisi ve Fermi kiresinin yarigapt goéz ontine almigtir. Harmonik osilator
potansiyellerindeki Fermi gazi i¢in Yi ve Su (1999), Buyik kanonik istatistiginin
gecerliligini varsayarak, harmonik olarak tuzaklandirilmis kutuplanmig spinli fermi
gazinin ozelliklerini incelemisglerdir. Tuzaklandirilmis Fermi gazinin pargacik bagina 1st
sigast, i¢ enerjisi U, Fermi sicakligt Tr evrensel bi¢imlerde pargacik sayisinin bir
fonksiyonu olarak hesaplanmis ve sonuglar sonsuz sayida pargacik durumundaki
sonuglar ile karsilagtirmigtir. Toms (2005) ise hapsedici harmonik osilator
potansiyelindeki ideal bir fermiyon gazinin termodinamik 6zelliklerini incelemistir. Bu

problemle Haas-van Alphen etkisi arasindaki paralellik tartigilmis ve hem izotropik hem



de izotropik olmayan potansiyellerde kimyasal potansiyel ve 1s1 sigast i¢in analitik
sonuglar elde etmede kullanmistir. Ilk defa sayisal ¢alismalarda gozlemlenen kimyasal
potansiyelin merdiven benzeri davranigi analitik olarak elde edip parcacik sayisi
degistirildiginde bunun 1s1 si8asinin salimm yapmasina yol agtigini gostermistir. Bu
salimmmlarin  kokeni termodinamik potansiyelin bir kismimin Haas-van Alphen
etkisinden sorumlu olmasidir. Digiikk sicakliklarda 1s1 sigasinda beklenen dogrusal
sicaklik bagimliligindan, yine termodinamik potansiyelin Haas-van Alphen kismindan
kaynaklanan, ciddi miktarda sapmalar oldugunu analitik olarak gostermistir. Sonuglari
bir, iki ve ti¢ uzay boyutu igin vermistir. Izotropik olmayan durumda salingag

sikliklarinin orani degistikce 1s1 sigasinin nasil atlamalar yaptigini géstermistir.

Thomas-Fermi (T-F) modeli, dogrudan elektrik potansiyelini elektron
yogunlugu ile iligkilendirerek Fermi gazinin fiziksel 6zelliklerinin aragtirilmasini saglar.
T-F yontemi, orijinalinde elektronlar ile termal etkiler arasindaki degisim kuvvetlerini
hesaba katmaz. Ancak, zaman i¢inde modele gelen ek terimler sebebiyle degis tokus ve
korelasyon etkileri de goz ontinde bulundurularak daha disik parcacikli sistemler
incelenebilmektedir. Bu anlamda yogunluk fonksiyonel teoreminin temelini
olusturmaktadir. Yontem, yillardir atomlar ve iyonlar gibi Fermi sistemlerini analiz
etmek i¢in kullanilmaktadir (Lieb, 1981; Pino, 1998; Sinha, 2000). Son yillarda
yontemin nanoyapilara da uygulamalart s6z konusudur (Puente ve ark., 2000; Giilveren
ve ark., 2005, 2009,2010; Su ve ark., 2003; Bethe ve ark., 1940). Ornegin, kuantum
nokta yapilar gibi.

Literatirdeki bir¢ok makaledeki T-F ¢ozimleri, Fermi-Dirac dagilim
fonksiyonunun seri agilimindan faydalanilabilmesi sebebiyle disik ve yiksek
sicakliklarla sinirlidir (Su ve ark., 2004). Ayni zamanda, bazt durumlarda problem, sifir
sicakliga gelen pertitbasyonlar olarak ele alinmigtir (Li ve ark., 1998). Schneider ve
Wallis (1998) harmonik potansiyelde sinirlandirilmis olduk¢a sogutulmus atomlari
mesoskopik yaklagimlar kullanarak sistemi Fermi gazi gibi ele almis ve termodinamik
ozelliklerini incelemistir. Kimyasal potansiyel, 1s1 sigast ve yogunluk dagiliminin
sicaklik ve pargacik sayisina baghiligi elde etmistir. Izotropik ve izotropik olmayan
tuzaklart kargilagtirmigtir. Olasi deneysel durumlar tartisilmigtir. Butts ve ark. (1997),
ise Thomas—Fermi yaklagimi kullanarak harmonik olarak tuzaklandirilmis spin-polarize
Fermi gazinin 6zellikleri tizerinde ¢aligmiglardir. Uzaysal ve momentum dagilimlarinin

genel bi¢imleri hesaplanmig ve sonuglar seyretilmis bose gazinin ilgili 6zellikleri ile



karsilastirilmiglardir. Fan (2010), genel bir dig potansiyelde tuzaklandirilmis Fermi
gazinin termodinamik niceliklerine dayanarak kuantum istatistigi ve sayisal benzetmeler
kullanilarak, relavistik Fermi sisteminin 1s1 si8ast ve enerjisinin analitik ifadelerini
veren ve enetji ve 181 kapasitesi Uizerinde relativistik etkisi incelenen sert bir kiire i¢inde
tuzaklandirilmis Fermi gazinin termodinamik 6&zelliklerini ele almistir. Sonuglar
relavistik Fermi sisteminin 1s1 sigast ve enerjisinin relavistik olmayan durumdan daha

buyiik oldugunu gostermistir.

Bu tez calismasindaki asil amag¢ simirlandirilmig Fermi gazinin fiziksel
ozelliklerini teorik olarak arastirilmasi ve incelenmesidir. Ikinci bolimde, ilk olarak
fermiyonlar ve bozonlarin temel 6zelliklerinden bahsedilmis ve dagilim fonksiyonlari
gosterilmistir. Ugiinci boliimde, ideal Fermi gazimin termo-istatistiksel ozellikleri
incelenmistir. Biytiik kanonik dagilim yardimiyla ideal Fermi gazinin disiik ve yuksek
sicakliktaki davranigt ele alinmistir. Dérdinci  boluimde n-boyutlu uzayda
tuzaklandirilmig ideal bir Fermi sisteminin termodinamik ozellikleri incelenmigtir.
Durum yogunlugu igin genel ifadeler tiretilmistir. Besinci boliimde sonlu sicakliklarda
relativistik Thomas-Fermi modelinin sicakliga bagli ifadelerinden bahsedilmistir.
Altinci bolumde Kuvvet-kanun potansiyelinde tuzaklandirilmig zayif etkilesen Fermi
gazinin digik sicaklikta davranisi incelenmigtir. Zayif etkilesen Fermi gazi i¢in 6nemli
bazi termodinamik niceliklerin analitik ifadeleri tiretilmistir. Yedinci bolimde dig
potansiyelde tuzaklandirilmis Fermi gazinin uzay ve momentum dagilimi incelenmistir.
Son bolumde ise v(r) potansiyelinde sinirlandirilmis Fermi gazinin taban durum ve

termodinamik oOzellikleri etkilegen ve etkilegsmeyen sistemler i¢in tartigtlmistir.



2. FERMI SISTEMLER
2.1. Giris

Bu boélumde fermiyon sistemlerinin fiziksel ozellikleri yuksek sicaklik, diigik

yogunluk; disiik sicaklik, yiksek yogunluk gibi durumlarda incelenecektir.
2.2. ideal Fermi Gazinin Durum Denklemi

Spinsiz ideal Fermi gazinin durum denklemi,
3

A J—
—=f32(2) (2.1)

Esitligi cinsinden ifade edilebilir. Burada v =V /N, A =./2mh?/mkT 1sil dalga

boyudur ve f3/,(z) Fermi-Dirac fonksiyonudur;

2

f32(2) = \/—f Tz-l—l (2.2)

Ifadesinden faydalanilarak kiigiik z degeri igin kuvvet serisi agilimi,

z2  zz ozt
fa2(2) = z - 2 T wrt (2.3)
ve biyiik z degerleri igin Sommerfeld metoduyla asimptotik bir agilim yapilabilir.
u
=1 = 2.4
y =logz == (2.4)

esitligi kullanilarak f3,,(z) fonksiyonu

\/— 3/2 y—v
f3/2(Z) —\/—f exz_v_l_l \/—f ey—v 4+ 1 3\/— (ey v+1)2 (2 5)




3/2

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyon yolu ile y*/= terimi v civarinda Taylor serisine

agtlmasi sonucu f3,,(z) fonksiyonu

(z) = 4 food e¥~v X[ 3/2+3 1/2( )+3 _1/2( )2+ ]
N R S Vel L LA A R

3 3
V32 + =y 24— V22 4

Y L ( ) 26
C3vml)., (et +1)? 2 8 (2:6)
seklinde yazilabilir.

Bu integral,

0 +o0 -V
-f—v_ -f—oo —f—OO ’
seklinde yazilir.

Ikinci integral e ¥ nin mertebesidir. Boylece f3,,(z) integrali

fa/2(2) = irwdte—t<v3/2 +Ev1/2t +§v‘1/2t2 + ) +0(e™)
3/2 Wi (el +1)2 2 8

4 3 3
= —(1gv¥? + 2 L2 + = Ly V22 4 ) +0(e™ 2.7
3\/E< 0 2 1 38 2 ( ) ( )

seklinde ifade edilebilir. Burada [,, integrali asagidaki gibi tanimlanabilir:

+o0 tnet
In = j‘_oo dtm (28)

t" faktorunden bagka integre edilmis t’nin ¢ift bir fonksiyonudur. Bundan dolayi

tek ni¢in I, = 0 dir. n = 0 i¢in [ integrali agagidaki gibi bulunur:
*od 1

Iy = —2f dt————==1 (2.9)
0 e

n > 0 degerleri i¢in I, integralinin ¢6ziimi asagidaki gibidir:

0 o tn—l o un—l
L, =-2|— dt ——— =2 d
b 6/1]; e'1t+1L=1 nj; RPT

=(n—1D!'2n)(1 - 21"™)¢&(n) (2.10)



Burada ¢(n) Riemann zeta fonksiyonudur ve farkli n degerleri i¢in asagidaki degerleri

alir:

2 4 6

T T
{2 =—=. ¢4 =55 §(6) =

Boylece f3/,(z) fonksiyonu,

4 i
f3/2(2) = e (logz)3/? + g(logz)‘l/2 + | +0(z7YH (2.11)
T
seklinde yazilabilir.

l
I
|
4

Sekil 2.1. f; ,(z) fonksiyonunun z degerlerine bagh degisimi (Huang,1987)
f3/2(2) fonksiyonunun z ile degisimi sekil 2.1 de gosterilmistir. A3 /v ifadesinin
herhangi bir pozitif degeri i¢in (2.1) denklemi ile belirlenen z’nin degeri grafikteki gibi

okunabilir. A3/v degerinin artmasiyla beraber z degeri diizenli bir sekilde artmaktadir.

v sabit tutuldugu i¢in z, sicaklik azaldikga diizglin bir sekilde artar.



2.3. Yiiksek sicaklik ve diisiik yogunlukta Fermi gazi

(A3 /v) « 1 durumunda, parcaciklar arasindaki ortalama uzaklik (v'/3), 1 1s1l
dalga boyundan ¢ok daha buytktir. Bu durumda, pargaciklar arasindaki kuantum etkisi

thmal edilebilir. (2.1) ve (2.3) denklemlerinden yararlanilarak

A3 z2
?:Z—W-l—...

bagintist elde edilir. Bu esitlik asagidaki bagintinin verilmesiyle ¢oziilebilir:

JERE RO
Z:?:W<?> + .- (212)

Boylece A3 - 0 (T — ) limitinde z degeri, Boltzmann gazinin z degerine

indirgenmisg olur. Ortalama isgal sayist,

1+ 10 ze Pép
n,) == ) ZV E nye Frerm = —— —Jog7 = ————
o ZNZ;, & Bog, 00 17 ze P
- 12

Maxwell-Boltzmann gazi formuna asagidaki sekilde indirgenir:
13
(np) ~ —e7Fe (2.13)

Bu yaklagim sonucunda durum denklemi agsagidaki sekli alir:

Pv v z? _ 1 1 23
ﬁ—ﬁ Z_W-'_”' = +ﬁ?+"' (214)
Bu denklem wvirial ac¢ilimi formundadir. Klasik ideal gaz yasasindaki duzeltmeler
molekuller arast etkilesimlerden dolay:r degildir fakat kuantum etkisinden dolayidir.

Yukanidaki seride ikinci virial katsayist agagidaki gibidir:

2B 1/ mh2\*?
P (—ka) (2.15)



2.4. Diisiik sicaklik ve yiiksek yogunlukta Fermi gazi

(23/v) > 1 durumunda, sistemdeki bir parcacigin de Broglie dalga boyu,
parcaciklar arast ortalama uzakliktan ¢ok daha buyiiktir. Bundan dolayr kuantum etkisi

ve ozellikle Pauli digsarlama ilkesinin etkisi ¢ok fazladir.

Mutlak sifir civarinda (2.1) ve (2.11) denklemlerinden yararlanilarak

1(2mh2\*?

- ~ —=(logz)®/? 2.16
v(ka) 577 (1097 (216)
esitligi elde edilir. Buradan hareketle

z ~ ePer (2.17)

seklinde tanimlanabilir. Burada mutlak sicaklikta kimyasal potansiyel Fermi enerjisi

olarak isimlendirilir ve & simgesi ile gosterilir:

_hz 6m2\*? 218
F T om\ v (2.18)

Mutlak sifir civarinda ortalama pargacik sayist ise

(2.19)

seklinde ifade edilir.

T - 0 (f — ) durumunda, eger &, < & ise paydadaki ustel terim kaybolur.

Yani (n,) = 1dir. Eger &, > ¢ ise (n,) = 0 dir. Boylece ortalama pargacik sayis,

1 (& <ep)

(np)r=0 = (2.20)
0 (& > e¢p)

seklinde ifade edilebilir. Bu bagintinin fiziksel anlami ¢ok agiktir. Pauli disarlama
ilkesinden dolayt ayn1 kuantum enerji durumunda iki pargacik bulunamaz. Bu ylizden
sistemin taban durumunda parcgaciklar olasi en dugiik enerji seviyesinde bulunurlar ve

sonlu enerji seviyelerinin yukart seviyelerini doldururlar. Boylece €z, N tam durumu
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olan tek pargacik enerji seviyesidir. Momentum uzayinda pargaciklar pr yarigapli bir

kiireyi doldururlar. Bu kiirenin ytizeyine Fermi yiizeyi denir.

Fermi enerjisi daha genel sartlar altinda bagimsiz olarak hesaplanabilir. Tim tek
pargacik enerji seviyelerinin g-kat dejenere oldugunu farz edelim. Ornegin s spinli
parcacik i¢in g=2s+1 olur. Bu sartlar altinda, toplam parcacik sayist asagidaki gibi

yazilabilir:
gz<np)T=o =N (2.21)
P

Bu bakis agisiyla (2.20) esitliginden, Fermi enerjisi altinda N tane enerji durumu oldugu

soylenebilir. &5 = p2/2m esitligi yerine konularak

g 4m , N
22 3 PPy (2.22)
esitligi bulunur.

Buradan ¢akigiklik sayisinin g=1 oldugu durumda Fermi enerjisi asagidaki sekilde elde

edilir:
hZ 67'[2 2/3
& = % (g—v> (223)

Ayrica (2.21) esitligt asagidaki gibi yorumlanabilir. Farkli kuantum numarali
parcaciklar, onlarin durumlarindaki i¢ degisimlerle ilgili olarak, herhangi bir simetri

tarafindan zorlanmazlar.

Dugtk sicakliklar ve yuksek yogunluklarda, kimyasal potansiyel igin
termodinamik fonksiyonlar1 elde etmek i¢in ilk olarak (2.1) ve (2.11) denklemlerinden

asagidaki seri agilim elde edilir:

2 (kT\?
kTv = kTlogz = ep |1 — —<—> + - (2.24)
12 \ &g

Burada (kT /ep) seri agilim parametresidir. Fermi sicakligi olan T,
kTp = &g (2.25)

ifadesi ile yogunluk fonksiyonu olarak tanimlanir.
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Dustik sicaklik ve yiiksek yogunluklarda, yani T <« Tp limit durumundaki gaz
icin cakisik (dejenere) oldugu soylenebilir. Cinki parcaciklar digiik enerji seviyelerine
gecme egilimi gosterirler. Bu nedenle Tr Fermi sicakligi dejenere sicaklik olarak da

adlandinlir.

Ortalama pargacik sayisi asagidaki gibi olur:

1
(np) oo 1 1 (2.26)
Buradaki v ifadesi (2.24) denkleminde verilmistir.
(m)
A
> € P

Sekil 2.2. ideal Fermi gazinda ortalama pargacik sayist (Huang, 1987)

& = p*/2m oldugunda n,, p* den dolay: sadece p’ye baglidir. n, nin grafigi sekil
2.2’de gosterilmistir.

I¢ enerji,
V 4w [
U= Z & (ny) = CE= i dp p* (ny)
P

ifadesi ile gosterilir. Kismi integralden sonra asagidaki ifade elde edilir:



12

v=—0"V food p5< 9 ))— v food P’ 2.27
~amzmid ), P 5\ ap ) T 20mZmans |, p(eﬁep—v+1)2 (227)

Sekil 2.2°den 0(n,)/dp ifadesinin p = pr de keskin olarak tepe noktasina
ulagtigi gorilmektedir. Gergekte mutlak sifirda p = pr de 6 fonksiyonudur. Boylece
(2.27) denklemindeki integral p® faktoriiniin agilmasiyla hesaplanabilir. Yontem elde
edilen (2.11) denklemindeki kullanilan yontem ile aynidir. (2.24) denkleminden v

eklendikten sonra agagidaki asimptotik agilim elde edilir:

U—3N 1+5 2<kT>2+ 2.28
DR T L (228)
Ilk terim verilen yogunluktaki Fermi gazinin taban durum enerjisidir. Asagidaki verilen

ifade ile dogrulanabilir:

S L2y 229
Zm - 5 gF ( . )
Ipl<pr

Sabit hacimde 1s1 sigast (2.28) denkleminden dogrudan elde edilebilir:
—_— (2.30)

Burada C,, T — 0 gittikge dogrusal olarak sifira gider. Bu da termodinamigin
tgiincl yasasint saglamaktadir. T — oo giderken C,/Nk degeri 3/2 degerine yaklagir.
T > 0 sicakhiginda (ny,), T = 0 sicakligindan farklilik gosterir. Cunkii par¢acik sayisi
&p > &p enerji seviyelerine uyanlmistir. Kabaca soylemek gerekirse, €g seviyesi altinda
kT enerjili parcaciklar, &r seviyesi Uzerine kT enerjilerine uyarilir. Boylece pargacik
sayisi (kT /eg)N mertebesine uyarilir. Béylece taban durumu iizerinde uyarilmis toplam
enerji, C, ~ (kT /er)Nk ifadesinden yola ¢ikilarak AU ~ (kT /ez)NkT seklinde ifade
edilebilir.
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3. HERHANGI BiR BOYUTTA TUZAKLANDIRILMIS IDEAL BiR SISTEMIN
TERMODINAMIK OZELLIKLERI VE DURUM YOGUNLUGU

3.1. Giris

Bu bolimde, n-boyutlu wuzayda genel kuvvet-kanun potansiyelinde
tuzaklandirilmig ideal bir gaz disinilmistir. Durum yogunlugu igin genel ifadeler
tiretilmigtir. Sistemin biyiik potansiyelinden baglayarak dejenere ve dejenere olmayan
fermi sistemlerin termodinamik ozellikleri i¢in birlestirilmig ifadeleri verilmigtir (Yan
ve ark., 1999).

Bu bolum asagidaki gibi organize edilmistir. Bolum 3.2 de ideal bir sistemin
buyik potansiyeli ve durum yogunluklarinin genel ifadeleri tiretilmistir. Sistemin
termodinamik nicelikleri biiyiikk potansiyelin terimleri i¢inde verilmistir. Bolim 3.3’te
dejenere Fermi sistemlerin termodinamik o6zellikleri analiz edilmistir. Bolim 3.4’te
zayif dejenere ve dejenere olmayan sistemlerin termodinamik o6zellikleri yukaridaki
sonuglardan basit¢e tiretilmistir. Bolim 3.5’te faz donisimi ve durum yogunlugu

arasindaki iligki saptanmugtir.

3.2. ideal Bir Sistemin Termodinamik Nicelikleri ve Durum Yogunlugu

]

PV O, T
H =g, (—) + Z U, |— 3.1)
Po — Ly
i=1
(3.1) esitligindeki gibi tek pargacik Hamiltonian ile n boyutlu uzayda genel
kuvvet-kanunu potansiyelinde tuzaklandirilmig ideal bir sistem distinelim; Burada &,

Po, Ui, L; ve t; hepsi pozitif sabitlerdir ve p momentum, 7; ise pargacigin koordinat

bilesenleridir.

Sistemin pargacik sayilart ¢ok buylik ve bir tuzak igindeki pargaciklarin
potansiyel enerjileri, kinetik enerjilerinden ¢ok kugik oldugunda Thomas-Fermi

yaklagimi gegerlidir (Chou ve ark., 1996). Boylece kuantum durumlan tizerinden
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toplamlar faz uzayindaki integraller ile yer degistirebilirr H < ¢ igin kuantum

durumlarinin toplam sayist,

Y@= [ Jr a0 (32)
=€=1

esitlik (3.2)’de ki gibi ifade edilebilir. Burada h Plank sabiti ve g spin dejenere
faktoridiir. n boyutsal kirenin V(n,R) = C,R™ = [n™2/I'(n/2 + 1)]R™ hacim

ifadesinden
dV(n,R) = S(n,R)dR = nC,R" 1dR (3.3)
denklem (3.3) elde edilebilir.

Burada S(n, R) n boyutlu kiirenin yiizey alanidir. Denklem (3.3) ve

1 OO
B(x,y) = j; t* (1 — )Y dt = %

Beta fonksiyonu kullanilarak denklem (3.2),

n n
g P1 _ gC
Z(e) =h—nfndnf nCyp"'dp =h—1f’fn(p1)"dn
i=1 0 i=1
n/s n
C,P? L e/t

oo (] [ - 2| s

h"e, ¢
9GP (T L o f/stD s
= el l—[Ulm (b ) = @7y 8 (34)

i=1
denklem(3.4) seklinde ifade edilebilir. Burada ;

g2"c, PU ﬁLjru/ti +1)

a= (3.5)
n n/s 1/t;
R g i=1 U;
n
a=2y Z ! (3.6)
s Lt '

r=J,y “y!=le=¥dy ifadesi Gama fonksiyonudur. & ifadesine bagli olarak (3.4)

denkleminin tiiretiminden durum yogunlugu,
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2>.(¢) _ 'n/s+1) -1

Rley=—g, — = (A

(3.7)

ifadesi gibi yazilabilir.

Kiresel simetrik potansiyellerdeki durum ig¢in tek parcacik Hamiltonian,
H = eo(p/po)® + Uy(r/Ly)t ifadesi ile verilir. Yukarida bahsedilen benzer metot

kullanilarak kuantum durumlarinin toplam sayist ve durum yogunlugu sirastyla;

rn/s+1) ,
_ 0 3.8
Z(S) T +D ¢ (38)
rn/s+1) , |
— —_ M
D(e) = ay I (Ao) (3.9)
(3.8) ve (3.9) denklemleri ile verilir.
Burada;
2 pn n
gCn™ Py Lo
o = = 7 Un/tF(n/t +1) (3.10)
o Yo
ve
Ao =n/s+n/t (3.11)

ifadeleri ile gosterilir. Bu ¢ok agik bir ifade degildir. n=1, t; = 2 veya t; — « kaydiyla
(3.7) denklemi (3.9) denklemine indirgenebilir. n ve t; nin diger degerleri igin (3.9)
denklemi (3.7) denkleminden ¢ikartilamaz.

Sistemi buytik kanonik topluluk ile tanimlandiginda, biiyiik potansiyel;
1 o0
q(z,B,a) = qy + Ef In (1 + bze"ﬁg)D(e)de (3.12)
0

(3.12) denklemi ile verilebilir. Burada f = 1/kT, k Boltzmann sabiti, T mutlak
sicaklik, z = exp(u/kT) fugasite, pu kimyasal potansiyel, b ise Fermi ve klasik
sistemler igin sirasiyla 1 ve 0 a esittir. Ve qo = (1/b)In(1 + bz) ifadesine esittir. (3.7)

denklemi, (3.12) denkleminde yerine konularak;
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al'(n/s+1) [~

———— | In(1+ bze Fe)de? 3.13
b T J, M Hbre)de (3.13)

q(z,B,a) = qo +

(3.13) esitligi elde edilir.
Pargalar halinde integral alinarak denklem(3.13) asagidaki gibi ifade edilebilir;

I'n/s+1) (* 1

A
d
FA+1) J, 2 tePetb. ¢

q=dqo+af
f141(2), Fermi sistem

=qo+ al'(n/s + 1) (kT)* x {
zZ, Klasik sistem

=qo+ NB (3.14)

Burada N sistemin toplam pargacik sayisidir ve

dq f1(2), Fermi sistem
N=z [—] = Ny + al'(n/s + D(kT)* x (3.15)
0zlpq z, Klasik sistem
(3.15) esitligi ile ifade edilir.
aqo z
Ny =z |— = 3.16
0 Z[Oz ga 1+bz ( )

(3.16) esitligi ise iggal edilen taban durumunu ifade etmektedir. Bose sistemlerinde z=1

durumu haricinde N ile karsilagtirlldiginda sifira esittir.

(2), Fermi sistem
B - {f,1+1/f,1 (3.17)
1, Klasik sistem
ve
1 (* y*ldy — 7)
= = — 3.18
5= 755 ), o1 . (519
]=
1 (* y*ldy - 2
e e —1)/-1—
]=

(3.18) ve (3.19) denklemleri sirastyla Bose ve Fermi integralleridir.
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Termodinamik niceliklerin istatistiksel ifadeleri kullanilarak, (3.14) esitliginden
termodinamik niceliklerden biri kolaylikla elde edilebilir. Ornegin sistemin toplam

enerjisi E ve entropisi sirasiyla;

__[99] _
E=- [ﬁ]w = NkTAB (3.20)
ve
S=k(q—NInz + BE) = Nk[B(1 + 1) — Inz] (3.21)

(3.20) ve (3.21) denklemleriyle verilmistir.

3.3. Dejenere Fermi Gazinin Termodinamik Ozellikleri

Fermi sistemlerinde fugasite (z) sinirlandirilamaz. Disiik sicakliklarda ¢ok
buyiik degere sahip olabilir. Fermi integrallerinin hizli yakinsayan serilerini elde etmek
icin z nin yerine Inz = p/(kT) degiskenini tantmlanabilir ve Fermi integrallerini

seriye agmak i¢in Sommerfeld yaklagimini kullanilir (Pathria, 1977);

 Unz) ) 2 1 Tt 1
f(2) = m + x(x — 1);@ +x(x — Dx(x — 2)(x — 3)%(1712)4
N l (3.31)

Duguk sicakliklarda, (3.15), (3.20) ve (3.21) denklemlerine, (3.31)

denklemindeki ilk iki terim yerine konulursa asagidaki denklemleri verir;

2 (kT\?
=i, [1 —(A- 1)%(5) ] (3.32)
E— A 1 A+1 LATLIAY 3.33
ﬁ_/1+1”°[ T )?<E>l (3.33)
ve
S A’
— = kT (3.34)
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Burada Fermi enerjisi,

B [ Nr(a+ 1) 1%

Moo= [orm/s v D (3.35)

sistemin uzaysal boyutuna, dis potansiyelin sekline, pargaciklarin kinematik

karakteristiklerine baglidir. (3.33) ve (3.34) denklemlerinden 1s1 sigast,

C —Ansz 336
Nk 3u, (3:36)

(3.36) esitligi gibi elde edilir.

(3.34) ve (3.36) denklemlerinden Fermi sisteminin 1s1 sigasi ve entropisinin
dusuk sicakliklarda ayni oldugu goriilmektedir. Bu sicaklikla orantili olduklarini ifade
eder. Oranti katsayisi bu parametrelere bagli iken, sistemin uzaysal boyutundan,
parcaciklarin kinematik karakteristiklerinden ve dig potansiyelin seklinden bagimsiz

olmasinin ortak 6zelligidir.

3.4. Dejenere Olmayan ve Zayif Dejenere Ideal Sistemlerin Termodinamik

Ozellikleri

Sistemin sicakligr yiikseldiginde z degeri diiser ve ¢ok kiigiik degere sahip olur.

(3.17) denklemine, (3.18) ve (3.19) denklemlerindeki ilk iki terim yerine konuldugunda

VA

Bz1$2/1+1

(3.37)

denklem (3.37) elde edilir.

(3.14), (3.20) ve (3.21) denklemlerine (3.37) esitligi yerine konularak, zayif
dejenere Fermi ve Bose sistemlerinin termodinamik fonksiyonlarini asagidaki gibi elde

edilir:

1=N(1%575) (339)
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E _ Z
~ = AT (1F 5) (3.39)
Ve
S _ Z
= A+ D(1F 55) — Inz (3.40)

(3.37)-(3.40) arasindaki denklemlerdeki negatif isaret Bose sistemleri igin
gecerli iken pozitif isaret ise Fermi sistemleri i¢in gecerlidir. Yiksek sicaklik limitinde

(3.37) denklem,
Brermi = Bpose = Briasik = 1 (3.41)
(3.41) denklemi olarak ifade edilir.

Boyle bir durumda, bir kuantum sistemi klasik bir sistem egilimindedir. Bu nedenle

yukaridaki sonuglar kullanilarak, klasik sistemin termodinamik 6zelliklerini

q=N (3.42)
E

5 = AKT (3.43)
ve

S
mzﬂ-l-l—an (344)

(3.42), (3.43) ve (3.44) esitliklerinde oldugu gibi turetilebilir.

Burada;

_ N
Z= al'(n/s + 1)(kT)*

(3.45)

(3.45) esitligl, (3.15) denkleminden tiretilmistir.
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3.5. Faz Doniisiimii ve Durum Yogunlugu

Denklem (3.7) ve (3.9) dan da goraldugi gibi parcaciklar ister kiiresel simetride
isterse simetrik olmayan dis potansiyelde zorlandirilsin, durum yogunlugu pargaciklarin

dagilim karakteristiklerinden bagimsiz iken sadece Hamiltonian baglidir.

n boyutta relativistik olmayan ideal sistemler i¢in pargaciklarin durum

yogunlugu dis potansiyel sinirlandirmast olmaksizin (3.7) denkleminden tiiretilebilir;

A0S

D(e) = YD) gn/2-1 (3.46)

Burada V,, n boyutlu kabin hacmi, m ise parcacigin kitlesidir. Denklem (3.46)’da
gorildugt gibi diger sartlar aynit oldugunda dusik enerjili uyarilmig durumlarin
yogunlugu uzaysal boyuta baghdir. U¢ boyutlu sistem igin, D(e) x e/2. &£—0
durumunda D(e) — . Boylece distik sicaklikta 1sil dalgalanmalar ¢ok kuguktir.
Bundan dolay1 sistem uzun menzilli dizende tutulabilir. Sadece 1s1l dalgalanmalarin
uzun menzilli diizeni yok ettigi durumlarda sicaklik yukselir ve faz doniisimu olusur.
Bir boyutlu sistemler i¢in diisik enerjili uyarilmis durum yogunlugu D(e) o £1/2.
€ - 0 durumunda D(e) — . Boylece sicaklik ne kadar azalirsa 1sil-uyarmadan
kaynaklanan dalgalanmalarin hepsi ¢ok gii¢cli olur. Bundan dolayr sistem diizende
tutunamaz ve faz doniisiimii olusmaz. Iki boyutlu sistem igin, durum yogunlugu sabittir
ve burada her zaman belli bir 1s1l dalgalanma vardir. Boylece, genel olarak uzun
menzilli dizen yoktur ve iki boyutlu sistemler i¢in sadece yart uzun menzilli diizen
vardir. Bu farkli uzaysal boyutlardaki pargaciklarinin durum yogunluklarinin her birinin
digerinden farkli oldugunu gosterir. Bundan dolay1 farkli boyutlu sistemlerin ¢zellikleri
farklidir. Omegin BEC, {i¢ boyutlu serbest Bose sistemlerinde olusur fakat, bir ve iki

boyutlu serbest Bose sistemlerinde olusamaz.

Dis potansiyelin varlhiginda, D(e)~e iliskisi degistirilebilecek. Ornegin bir
kiiresel simetrik harmonik dig potansiyeli i¢in, denklem (3.9) kullanilarak, n boyutta

relativistik olmayan ideal bir sistem i¢in durum yogunlugu

g n-—1

PO Gyt

(3.47)
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ifadesi ile tanimlanabilir. Burada w harmonik dig potansiyelin frekansidir. Denklem
(3.47)y den de gorildugu gibi g ve iki boyutlu sistemler i¢in durum yogunlugu sirasiyla

82

ve ¢ ile orantilidir. € > 0 durumunda D(e) = 0 gider. Bundan dolayt 1sil
dalgalanmalar diguk sicakliklarda ¢ok kiigiktir, sistem uzun menzilli dizende
tutunabilir. Boylece BEC, harmonik dig potansiyelde tuzaklandirilmig iki ve i¢ boyutlu
Bose sistemlerinde olusacagr agiktir. Bu (3.25) denklemi ile uyumludur. Ayrica (3.46)
ve (3.47) denklemlerinden de goriilebildigi gibi durum yogunlugu sadece uzaysal
boyuttan degil ayrica dis potansiyelin sinirlandirmasinda da etkilenir. Ug boyutlu sistem
icin, € = 0 durumunda, dis potansiyelin varligit D(&) nun ¢ok daha hizli sifira
yakinsamasint saglar. Bu, dis potansiyel ile sinirlandirilan sistemin serbest bir sistemden
daha kolay uzun menzilli diizene tutunabildigini gosterir. Oyle ki faz déniisiimii, oyle

bir sistem i¢in daha yiksek sicakliklarda olugabilir. Bu sonuglar deneyler tarafindan

desteklenmisgtir.
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4. SONLU SICAKLIKLARDA RELATIVISTIK THOMAS-FERMI MODELI

4.1. Giris

Thomas-Fermi istatistiksel modeli, farkl: fiziksel kosullar altinda (Lundqvist ve
ark., 1983), atomlarin ve katilarin elektronik yapilarini hesaplamak ig¢in 1927 den beri
yaygin olarak kullanilmaktadir (Thomas, 1927 ve Fermi 1928). Daha Onceki
caligmalarda bu model soguk beyaz ciicelerin denge durumlarint ve durum
denklemlerini hesaplamak amaciyla relativistik olarak kullanilmistir. ( Bertone ve ark.,
2000; Ruffini ve ark., 1981; Ferreirinho ve ark., 1980). Bu bolimde durum sonlu
sicakligin durum denklemi tzerindeki etkisi ve relativistik Thomas-Fermi modelinin

sicakliga bagli formiilii hakkinda bilgi verilecektir (Bertone, 2001).

4.2. Klasik Thomas-Fermi Modeli

Z elektronlu tamamen dejenere bir gaz ile etkilesen Z protonlart ve A

nitkleonlar ile bir ¢ekirdegin kiiresel simetrik problemi Poisson denklemi
AV (r) = 4men,(r) (4.1)

araciligi ile ¢ozilebilir. Bu ifadede V (r) elektrostatik potansiyel ve n,(r) elektronlarin

durum yogunlugudur.
Elektrostatik potansiyel Fermi momentumu
p2(r)/2m — eV (r) = sabit = Ep (4.2)

aracilig ile iliskilendirilebilir. Burada Er Thomas-Fermi kimyasal potansiyel veya

elektronlarin Fermi enerjisi olarak isimlendirilebilir. @(r) fonksiyonu
®(r)=V(r)+ Eg/e (4.3)

ve boyutsal fonksiyon ¥,
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(4.4)

Ayrica yeni bagimsiz x degiskeni, r = bx ifadesi ile verilen r yarigapi ile iligkilendirilir.

Burada b ifadesi asagidaki gibi tanimlanmistir.

I |
= 2/3__ ___
b (37‘[) me227/3 71/3

Thomas-Fermi denkleminin klasik boyutsal sekli olan

A2y 32
dx?  x1/2

ifadesinden denklem (4.1)’in yazilabilecegini gostermek kolaydir.

Bu denklem ig¢in ilk baslangi¢ durumu ¢ekirdege dogru gittikce

x(0) =1
kosulunu saglamasidir.

Ikinci kosulda normalizasyon durumu
To

N = f Amtn,r?dr
0

ifadesinden gelir. Bu ifade

N = Z[xox (x0) — x(x0) + 1]

(4.9) denklemini verir. Notr atomlar igin (N=2),
xoX' (%) = x(%0)

ifadesi yazilabilir.

(4.5)

(4.6)

4.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)
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4.3. Sicakhiga Bagh Relativistik olmayan Model

T sicakliginda elektron gazin yogunlugu,

ﬁmg/z e \/E ﬁm3/2 I
Ne = — de = (KT)3/?1, (4.11)
€ m2hd J, e% 11 m2h3 (kT)
seklinde verilebilir. Burada /; asagidaki sekilde tanimlanir:
L(x) = f o + S 1Y (4.12)
Bolum 4.2°deki boyutsuz degiskenler kullanilarak ve 7,
_b KT 4.13)
T = 7o2 (4.
sicaklik parametresi olarak ifade edildiginde elektron yogunlugu,
ﬁm§/223/2e3r3/2 X
ne = 1 (£) (4.14)

esitligi ile yeniden yazilabilir. Boylece asagidaki elektrostatik denklem yeni degiskenler
cinsinden ifade edilir:
d’y 3

—h =20, (Z;) (4.15)

Bu denklem tamamen dejenere olan durumda elde edilenden formiil olarak farklidir.
Yinede kugiik sicakliklar i¢in (4.11) denkleminde gorilen integral gelistirilirse

asagidaki formiilde birinci mertebeyi alacagi kolaylikla gorilebilir.

Az 32 72 1252
dx?  x1/2 8 X2

e (4.16)

Burada 0(7*) mertebesinin terimleri ihmal edilir.
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4.4. T=0’ da Relativistik Model

Bu modelin relativistik ac¢ilimi  duastntldiginde merkezdeki 1raksamadan
sakinmak igin cekirdegin sonlu biytkliigii hesaba alinabilir. Bu durumda n,(r)
cekirdeginin i¢ kismindaki pozitif yik dagilimim temsil eden elektrostatigin temel

denklemine yeni bir terim eklenir ve agsagidaki denklem elde edilir:
AV(r) = 4men,(r) — 4meny(r) (4.17)

Bu durumda V () ve n(r) nicelikleri

c ’p% +m2c? — eV (r) = sabit = Eg (4.18)

ifadesi ile iligkilendirilir.
Denklem (4.3) kullanilarak

2

2 _ & 42
PF =7 ®P“ + 2med (4.19)

ifadesine (4.18) denklemini koymak mumkiindir. (4.4) denklemi kullanilarak Fermi

momentumu agagidaki sekli alir:

= 2me ()
Pr = 24mc 7.

2/3 4/3

1/2
X 1/2 < VA > X
= 1+ (— = 4.20
(x) [ * Zer X ( )
Burada Z, ifadesi asagidaki sekilde tanimlanabilir.

1/2

Zo = ()" ()" < 21624 w21
cr — 4 e2 ~ ' ( )

Fermiyon gazinin yogunluk sayist ve Fermi momentumu arasindaki iligki,

= _p,? 4.22
ne - 37T2fl3 ( . )

hatirlanilarak agagidaki ifade elde edilebilir:
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3/2
7 xn\3/? 7 4/3X
= - 1 — - 4.23
e = 4mb3 (x) [ * <ZCT> x (4:23)

Ayrica (4.1) denkleminin sag tarafindaki ikinci terimi boyutsal nicelikler agisindan ifade

edilebilir: Burada

Teek = 1L.2AY3 fm (4.24)

yaklagik formili ile verilen bir yarigap ile homojen kiiresel ¢ekirdeklerin oldugu

varsayilir. Boylece protonlarin yogunluk sayist

3Z
n, = —— Q(xgek — x) (4.25)

P = 3
4mrgy

ifadesi ile verilir.
Sonug olarak (4.17) denklemi agagidaki sekilde yazilabilir:

4/3 13/2

a?x  x3/* VA X 3x
W = m [1 + <Z_CT.> ;l — xTQ(xgek — X) (426)

Burada x.., ¢ekirdegin boyutsal buyukligudur.

Denklem (4.26) genellestirilmis boyutsal Thomas-Fermi denklemi olarak
adlandinilabilir. 1lk baslangi¢ durumu x o r@ ifadesi ile orantili oldugundan r — 0 ‘a

gittikge x — 0’a gittigi kosuludur:
x(0)=0 (4.27)
Ikinci kosul, ry = bx, atom buyiikligi ile

3/2 4/3

3/2
N = fro Angridr = Z fxox— 1+ <£> A yax (4.28)
0 € o x1/2 Zo) X

(4.28) denkleminde verilen normalizasyon kosulundan gelir. Bu formiil gelistirilerek

asagidaki ifade elde edilir:

Xcek 37 Xcek Xo
N = Zf xx'dx +— f x%dx + Zf xy''dx (4.29)
0 0

x(,‘ek Xcek

Buifade
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N = Z[xox'(x0) — x(x0) + 1] (4.30)
iligkisini verir.
Coulomb potansiyeli ve elektron yogunlugu gibi fiziksel niceliklerin, ¥

fonksiyonuna ve ilk tiretimine bagli olarak ne g¢ekirdegin kenarinda ne de merkezde
herhangi bir tekillilik gostermeyecegi soylenebilir. Sadece homojen kiiresel ¢ekirdegin

kabaca varsayimindan kaynaklanan x nin ikinci tiiretiminde siireksizlik ortaya ¢ikar.

Bu durumda klasik Thomas-Fermi denkleminin ol¢eklendirilmis o6zelliklerinin
kayboldugu kanmitlanmigtir. Burada sikistirilmig farkli durumlar i¢in xy’in farkli
degerlert ve Z’nin her bir degeri i¢in ayrt ayri boyutsal denklem integre edilmek

zorundadir.

4.5. Sicakhiga Bagh Relativistik Model

T sicakliginda pozitif yuklenmis ¢ekirdekle kusatilmis relativistik ve dejenere

elektron gazinin yogunlugu

1 J“’O g2 —m2cie . (KT)3 (u ) (431)
By = —de =——-==L\{-—= ;
¢ w2(ch)? ), T 11 w2(ch)3 2 \kT
esitligi ile verilebilir. Bu verilen ifadede I,(x) asagidaki gibi tanimlanir:
_ [TyVyr—a?
L(x) = fo Tl (4.32)

a sabitlesmis parametredir ve a = mc? /kT ifadesine esittir.

Boyutsuz degiskenler ve t sicaklik parametresi eklenerek yogunluk sayisi

asagidaki gibi yazilabilir:

173 (e?\’ X
_ 3
ne =37 (Th) vl (=) (4.33)

Onceden tammlanan nicelik (Z,,.) eklenerek
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32 [ Z\* X
_ 2N 3 (L
e = 4nb3 <ZCT> vk (Tx) (439

ifadesi bulunur. Bunun sonucu olarak Thomas-Fermi denkleminin ¢ok genel ve son

ifadesi asagidaki sekilde bulunur:

d?y X 3x

7 2
W = 3T3x <Z—CT> 12 (E) — Eg(xgek - .X') (4‘35)
ce
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5. KUVVET-KANUN POTANSIYELINDE TUZAKLANDIRILMIS ZAYIF
ETKILESEN FERMI GAZININ DUSUK SICAKLIKLARDA DAVRANISI

5.1. Giris

Bu bolimde LDA altinda tuzaklandirilmig etkilesen Fermi gazinin dugik
sicakliktaki davranigt hakkinda bilgi verilecektir (Su ve ark., 2003). Bolim 5.2°de genel
bir kuvvet-kanun potansiyelinde tuzaklandirilmig zayif etkilesen Fermi gazi igin;
kimyasal potansiyel, toplam enerji, entropi ve 1s1 sigast da dahil olmak tlizere bazi
onemli termodinamik niceliklerin analitik ifadeleri verilecektir. Atomlar arasi
etkilesimlerinden dolay1 termodinamik niceliklerdeki diizeltmeler agik bir gekilde
gosterilmigtir. Bolum 5.3’te ¢esitli dig potansiyeller i¢in bu termodinamik niceliklerin
sicakliga bagliligr incelenmistir. Sistemin davranigindaki atomlar arasi etkilesimler ve

dis potansiyelin etkileri katilarak tartigilmigtir.
5.2. Teoriksel Degerlendirme

Kuvvet-kanun potansiyelinde tuzaklandirilmig zayif etkilesen bir Fermi gazi ele

alalim;

3

V(r) = Zek DLC—z

k=1

9%

(5.1)

Burada x;, kth parcacigin koordinatidir, t;, &, ve L pozitif sabitlerdir. ¢, &, ve Ly
farkli degerlere bagli gesitli pargacik potansiyelleri de dahil olmak tizere potansiyelin

cok genel oldugu goriilmektedir.

Pargacik sayist buyik olan sistemler i¢in gergekte Thomas-Fermi metoduna
uyarlanan LDA nin iyi bir yaklagim oldugu kanitlanmistir. LDA da, dengedeki homojen

olmayan sistemin kimyasal potansiyeli,

p=fnr]+Vr) (5.2)
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(5.2) esitligi ile ifade edilmistir. Sistemin enerji ve entropi yogunluklari
u(r) = un(r)] + n(r)V(r) (5.3)

s(r) = 5[n(r)] (5.4)
sirastyla (5.3) ve (5.4) denklemleriyle verilmistir.

Burada n(r), r noktasinda pargacigin yerel yogunlugudur. g[n(r)], z[n(r)] ve s[n(r)]
sirastyla kimyasal potansiyel, enerji yogunlugu ve n(r) pargacik yogunlugu ile homojen

sisteme bagli entropi yogunlugudur.

Zay1f sert kiiresel ylzeyde etkilesen Fermi sistemi i¢in p ve daha yiiksek kismi
dalgalarin etkilesimi s dalgalariyla karsilagtirildiginda daha kiigiktir. Bu nedenle
sadece s-dalga etkilesimleri ele alinmigtir. s-dalga i¢in iki cisimli sozde potansiyel
kullanilarak zayif etkilesen homojen Fermi sistemi igin sabit hacimde kimyasal

potansiyel, toplam enerji, entropi ve 1s1 sigasinin ifadeleri turetilebilir. Boylece

gn()], u[n(r)] ve s[n(r)] sirasiyla;

R = kaT{Inzo[n()] + a2?n(r) (55)

_ 3 _ 1

7n()] = koT {5 fop o) + 5 a2} (56)
5

§[n(r)] = kg {FfS/z{Z_o [n(r)]} — n(r)In{z, [n(r)]}} (5.7)

ifadeleri gibi elde edilebilir. Burada m tek parcacigin kiitlesi, T sistemin sicakligy, , a s-
dalga sa¢ilma uzunlugudur ve |a|[n(r)]*/® « 1 ve |a|/A « 1 iliskisi saglandig1 farz
edilebilir. Z[n(r)],

2
n(r) = Ffs/z{z_o [n(r)]} (5.8)
esitligine bagli olan etkilesmeyen sisteme bagli fugasitedir.

Fermi integrali,

1 rotllgr c
i) _F(l)ofx‘let+1 (59)
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ve I'(l) gamma fonksiyonudur. x < 1 oldugu durumda f;(x) ifadesini,

xi
= (5.10)

fiw) = ) (-1t
i=1
seklinde agabiliriz.

(5.2)-(5.8) denklemlerine gore parcacik yogunlugu, enerji ve entropi homojen

olmayan etkilesen Fermi sistemler i¢in;

2 2
n(r) ~ = f2{zexp[-BV ()]} {1 — = fualzexp [—ﬂV(r)]}} (511)

kgT
u(r) ~ =5 (3fs2lzexp[=BV (N1} + 2BV (1) f3 2 {zexp [~V (N1}

— 2 [4f2,  {zexp[-BV ()]}

+ 4BV (r)fz/2{zexp[=BV (r)]}f1/2{zexp [—ﬁV(T)]}} (5.12)

k
S() = ﬁ{SfS/z{zexp[—ﬁV<r>]} + 208V (r) = Inz) o zexpl—BV (T}
= 21617, , zexp[—BV ()]}

+4[BV (r) — Inz]f3 2{zexp[=BV (r)1}f12{zexp [—ﬁV(T)]}} (5.13)

ifadeleri tiretilebilir. Yukaridaki tiretimde istel fonksiyon ve a/A kigiik parametre ile

ilgili Fermi integrali genisletildi ve sadece a/A min en diigik derecesi alindi.

(5.11)-(5.13) denklemlerinde sirastyla parcacik yogunlugu, enerji ve entropinin
uzaysal dagilimlan tanimlanmistir. (5.11)-(5.13) denklemlerinde V(r) ifadesini yerine
koyarak ve uzay koordinati tizerinden n(r), u(r) ve s(r) ifadelerini entegre ederek
sistemin parcacik sayisini, toplam enerjisini ve entropisini agagidaki ifadeler gibi elde
edilebilir:

20 2
N = fn(r)dr = e [fn+3/2(2) - TaFS/Z,l/Z,n(Z)] (5.14)

kgT2"
U= fu(r)dr = 3/13 [(277 + 3)fy+5,2(2) —%(477 + 8)F3/2,1/2,n+1(Z)] (5.15)




kpf®
= [ s03dr = (@0 + Dfya52() ~ 22

a
7 [(41 + 8)F3 /21 /29+1(2) — 4InzF5,5 1 /2y (Z)]}

- 1 kg T\ Y/t
o =] [ (F+1)(F)

ifadeleri sistemin sdzde hacmi olarak alinabilir.

Fimn () = 7 f fi (xe™) fuCxe™)em 1t

ifadesi x < 1 oldugu durumda

*® (_1)1+jxi+j
Fl,m,n(x) = z Tmr T
et B )

(5.20) denklemi gibi genisletilebilir.

Yukandaki turetimlere agsagidaki integraller katilmaktadir:

F(n + )" (kgTH"
rm

| v fitzexpl-pverar franin(@)

[ v fitzexpl-pv (I tzexpl-pY IDer

T+ m)0(kgT)"
- r(m

fimn+n(2)
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(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Atomlar arasi etkilesmelerden dolay1 termodinamik niceliklerdeki duzeltmeleri

acik bir sekilde ifade etmek igin

20"
N = ?fms/z(zo)

(5.23)
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denkleminde konu edilen “etkilesmeyen fugasite” zytamtilir. (5.14) ve (5.23)

denklemlerinden

2_aF3/2,1/2,n (zo)

T Fyeaa(zo) .24

Z=Zy|l+

ifadesi bulunabilir. (5.15), (5.16), (5.23) ve (5.24) denklemleri kullanilarak sistemin
kimyasal potansiyeli, toplam enerjisi ve entropisi zy ‘in bir fonksiyonu olarak ifade

edilebilir. Sonuglar sirasiyla

2a F3/2 1/27;(20)
= kgT |Inzyg + —————— 5.25
3 ? l ° 2 fn+1/2(Zo) ( )
3\ fy+5/2(Z0)
U = NkgT ( +—>"—
7 {77 fn+3/2(Zo)
[(2 +3) F3/2,1/27(20) —(2n+4) F3/21/2m+1(Z o)l} (5.26)
fn+1/2( Zy) fn+3/2(Zo) '
5\ fy+5/2(Z0)
S = Nk ( +—>"——1nz
B{ 1 2 fn+3/2(Zo) 0
[(2 +3) F3/2,1/27(20) — (20 +6) F3/21/2m+1(Z o)l} (5.27)
fn+1/2( Zy) fn+3/2(Zo) '
ifadeleri ile verilmigtir. Verilen dis potansiyel ve pargacik sayisi igin 1s1 sigast
_du <6U> +<6U> dz, 528
~ar oT /,, 0zy/, dT (5.28)
(5.28) denklemi ile hesaplanabilir. (5.23), (5.24) ve (5.28) denklemlerinden,
3 f+5/2(Zo) 3 2fn+3/2(zo)
v+ - (et
B\ 2 1 fn+3/2(Zo) 7 2 fn+1/2(Zo)
a 3 7 F3/21/2n(Zo)
+ 242 (n+5) (n+5) 222
/1{ 1 2 1 2 fn+1/2(Zo)
/2, 1/27;+1(Zo)
—2+ 2D +3) 5
7 1 fn+3/2(Zo)
3\2 fir z Zy) | F: _1(z
_2<TI +_> fn 1/22( o)fn+3/2( 0) 3/2,1/2, 1(20) (5.29)
2 f n+1/2(zo) fn+1/2(Zo)
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ifadesi bulunabilir. t;, = 2 ve ¢ /LZ‘ = mwi/2 secilirse, wy frekans: ile harmonik
potansiyelde tuzaklandirilmis etkilesen Fermi gazinin 6zellikleri elde edilebilir. Eger
t = oo, yani |xi| > L, ve |xi| <Ly bolgelerinde V(r) = oo ve V(r) = 0 giderse
kth kenarli 2L, wuzunlugunda sert bir kutu i¢inde simirlandirilmis etkilesen Fermi
gazinin Ozellikleri tiretilebilir. Gergekte t; — oo oldugu durum ig¢in (5.17), (5.18) ve
(5.20) denklemlerinden

3
n=0, 2= HZLR =1, F3/2,1/2,n—1(Zo) = le/z(ZO)fS/Z(ZO)f—l/Z(ZO):
k=1

fzg/z(ZO)

F3/2,1/2,n(Zo) = f3/2(Zo)g1/2(Zo): F3/2,1/2,n+1(Zo) = — 5

yukaridaki esitlikler bulunabilir.

(5.25)-(5.27) ve (5.29) denklemleri ayrica ideal (etkilesmeyen) Fermi
sistemlerinin ozelliklerini incelemek icin de kullamlabilir. Ornegin, a=0 oldugunda

(5.25)-(5.27) ve (5.29) denklemlerinden

u=kgTinz, (5.30)
_ fn+5/2(Zo)

U= NkBTm (5.31)
_ [ 5 fn+5/2(Zo)

S = NkB _<T] + E)m - Inzol (532)

(5.33)

c=elln+ (D702

ifadeleri elde edilir.

t, — oo segilirse, sert bir kutu igindeki ideal Fermi gazinin 6zellikleri yukaridaki

sonuglardan dogrudan tiiretilebilir.

Agirt diistik sicakliklarda zo > 1 dir. Bundan dolay1, f;(z,) , Sommerfeld teorisine gore

(Inzy)! 2

T+ 1) 1+10-1D3 Unzg)?

fi(zo) =

(5.34)
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(5.34) denklemi gibi genisletilebilir. Sonugta F; ,,, (o) fonksiyonu,

1
T+ DI(m + DI(n)

Inzg

l4+m T 1
X f (Inzy — t) l1+l(l—1)?(lnzo—_t)2+...l
0

° 1
) 6 (Inzy —t)?

Fl,m,n(Zo) =

X|1+m(m—1

+ l t"de

B I+ m+ D) (Inzy) ™+
T+ DI(m+DI'l+m+n+1)
" HMl-1D+mim-D]l+m+n)l+m+n-1Dn?* 1
% { * d+m)(I+m-1) ?(lnzo)2

+ } (6.35)

(5.35) denklemi gibi ifade edilir.

(5.23), (5.25)-(5.27) ve (5.29) denklemlerine (5.34) ve (5.35) denklemlerini
yerine konulursa, sicakligin bir fonksiyonu olarak u,U,S ve C ifade edilir. Sonuglar

sirastyla,

et <+3)“2<T)2
‘Ll— B1FO n 2 6 TFO

32I'(n+3/2) a 2/ T \?
3 T(n+3) Ar ll n(n+1)—<—> l}

TFO
= Wi {32 () (T
— MBI s 2 T\ 2) 6 Ty

32T(n+5/2) a [ /T )2”

EECET I (”+3)_<E

(5.36)

2

(5.37)

S =Nk <+3>1T !
— N\ )6 Try

81Tn(n+3)l"(n+5/2)il (538)
3 In+4) Aro Tro .
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C =Nk ( + 3)“ !
— NI\ S) 3T,
81Tn(n+3)l"(n+5/2)il (539
3 In+4) Aro Tro '
denklemleri ile verilmistir.
Burada
1/(n+3/2)
1 [/2mn2\*/? NT(n +5/2)
Tpo = -\ "m 0 (5.40)
B 2113, LT (1 /4 + 1)/g,

(5.40) denklemi etkilesmeyen Fermi sistemine bagli Fermi sicakligidir. Yukaridaki
taretimlerde, T/Tgq 1n ikinci kuvveti kadar terimler sabit tutulmustur. Fermi enerjisi ve

taban durum enerjisi (5.36) ve (5.37) denklemlerinden sirasiyla,

Ep = kgT 1+32F(n+3/2) 2 5.41
F—="BIFO 3m T(n+3) Apo (541)
n+3/2 32T'(n+5/2) a
Uy = NkgTpo |—e + ————L 2 .
0 BIFO ln+5/2 3n T(n+4) Aro (542)

(5.41) ve (5.42) denklemleri tiretilir. ty — oo ve ty = 2 durumlan igin (5.41) ve (5.42)

denklemleri sirastyla,

d
Er = kgTro [1 ey 7\F0] (5.43)
d
Uy = NkgTro [5 7 7\F0] (5.44)
Ve
Er = kyTro |1+ o2 5.45
P = kalro |1+ 33577, (545)
Uy = NkgT, 3 2048 a] 5.46
0 = NKelro |2 ¥ 452 20 (5:46)

yukaridaki esitliklere indirgenir.
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Sicakliga karst bu termodinamik niceliklerin egrileri sadece dig potansiyelden
degil ayrica atomlar arast kuvvetlerden de etkilenmistir. Sert bir kutu iginde
sinirlandirilmig etkilesen Fermi gazi igin, itici etkilesimler kimyasal potansiyeli ve
toplam enerjiyi artirir ¢ekici etkilesimler ise azaltir fakat sistemin entropisi ve 1st
sigasint degistirmezler. Etkilesimlerden dolayr u ve U deki degisiklikler sicakliktan
bagimsizdir. Sonuglar beklenildigi gibidir. Ciinkii etkilesimlerin etkileri sadece pargacik
yogunlugu (n) ve s-dalga sagilma uzunlugu (a) ile ilgilidir. Sert kutuda sinirlandirilmig

sert kiirede etkilesen fermiyonlarin sistemde verilen sayilart degismeden kalmigtir.

Harmonik potansiyelde tuzaklandirilmis etkilesen Fermi sistemi igin,
etkilesimler ¢ ve U kadar S ve C nin degerlerini de etkiler. Bu nicelikler tizerinde
etkilesim etkilerine yuksek sicakliklardan daha ¢ok, diisiik sicakliklar onemlidir. Sonug
tiziksel olarak da agiklanabilir. Dugiik sicakliklarda pargaciklar potansiyelin merkezi
etrafina daha yogun toplanmistir. Bundan dolay1 parcacik yogunluguna orantili olan
atomlar arast kuvvetlerden dolay1 etkileri daha kuvvetli olacaktir. Ancak yiksek
sicakliklarda parcaciklarin 1s1l hareketi yogunlasan parcaciklar i¢inde harmonik

potansiyeli zayiflatir ve sonug olarak etkilesimin etkileri kiigiik olacaktir.
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6. BIR DIS POTANSIYELDE TUZAKLANDIRILMIS ZAYIF ETKIiLESEN
FERMI GAZININ UZAY VE MOMENTUM DAGILIMI

6.1. Giris

Fermiyon gazlarinin yogunluk profilleri genig olarak agiklanmistir (Cai ve ark.,,
2008). Ornegin iyi tammlanmis bir elektron yogunlugu, parabolik potansiyel ile
sinirlandirilmig iki boyutlu elektron gazi i¢in esik yogunlugu ile bulunmustur (Nelissen

ve ark., 2000).

6.2. T=0K Durumunda Fermi Gazin Uzay ve Momentum Dagilimi

Kiresel simetrik potansiyelde tuzaklandirnlmig zayif etkilesen Fermi gazi

distinilsiin (Cai ve ark., 2008):

V(r) =g <ri>t (6.1)

0

Bu ifade de r parcacigin koordinatidir. &gy, 1y ve t pozitif sabitlerdir. &y, 5 ve t’nin farkli
degerleri segilirse ¢esitli pargacik potansiyelleri de dahil olmak tizere potansiyel

ifadesinin ¢ok genel oldugu goriilmektedir.

Ortalama alan yaklagiminda tek parcacik Hamiltonian ifadesi asagidaki gibi

ifade edilir:

2 2
p p
H= - + Verr(r) = - + V() + Vi (r) (6.2)

p ve m sirastyla momentum ve tek pargacik kutlesidir. Vo rr(r) = V(1) + Vip (r) etkin
potansiyel ve Vi,:(r) atomlar arasi etkilesim katkisidir. Zayif sert kiirede etkilesen

Fermi sistem i¢in s-dalgasi igin iki cisimli sézde potansiyel kullanilarak V. (),

Vine (1) = aA?kgTn, (6.3)
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denklem (6.3) gibi turetilebilir.

Burada n,, 7r de pargacigin yerel yogunlugu, a iki atom arasindaki etkilesim

uzunlugunu tanimlayan s-dalga sagilma uzunlugudur ve burada zayif etkilesim

dugtnaldigi igin Ialn,l,/ > & 1ve|a|/A « 1 sagladig farz edilir.

Sistemin pargacik sayisi buiyiikk oldugunda ve enerji seviye arasi pargacigin
kinetik enerjisinden ¢ok kiigiik oldugunda yan klasik yaklagim gecerlidir. Bu durumda
parcacik enerjisi (6.2) denklemi ile verilen Hamiltonian ile ifade edilebilir ve toplam
tizerinden durum denklemi faz uzay1 tizerinden integral ile yerine konulabilir. Bundan

dolay1 hacim bagina parcacik sayist r ve p’de sirasiyla agagidaki gibi ifade edilebilir:

2
n, = ﬁf 0(ep — H)d®p (6.4)
np =3 0(er — H)d3r (6.5)

Burada &p sistemin Fermi enerjisidir. (6.4) ve (6.5) denklemleri igine (6.1)-(6.3)

denklemleri yerine konuldugunda

nT'
8 2 8 i 2 32
B I (ST PR R
0 (r>rg)
8rrg p? 4p3 P
n, =4 3p3clt ISF “om ¢ 3mhl (p <pr) (6.7)
0 (p > pr)

ifadeleri bulunur. Burada 1z = 15(er/eg)Yt  ve  pp = (2mep)Y/? ifadeleri ile

tanimlanabilir.
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Sekil 6.1. a/Az, = 0.05(uzun ¢izgi), a/Ax, = —0.05(kisa ¢izgi) ve a/Apo = 0(diiz ¢izgi) i¢cin T = 0K
ve t = 2 durumunda uzaysal ve momentum dagilim egrileri. Ekli kiiiik resimler sekillerin bolgesel

biyiitillmiis kistmlandir (Nelissen ve ark., 2006).

Sekil 6.2. t = 2(diiz ¢izgi), ¢ = 4(uzun ¢izgi), t = 8(kisa ¢izgi) ve t — co(noktali ¢izgi) icin T = 0 K ve
a/Aro = 0.05 durumunda uzaysal ve momentum dagilim egrileri (Nelissen ve ark., 2006).

Denklem (6.6) veya (6.7) kullanilarak, etkilesim nedeniyle sadece birinci

dereceden dlizeltme diisiiniiliirse parcacigin toplam sayist agagidaki gibi elde edilebilir:

N = fnr(r)d3r = fnp(r)d3p
_ 20 1 32 1 a .
A [F(5/2+3/t)_§1*(3+3/t)ﬂ (6.8)
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Burada I'(x) = fooo e 't*"1dt Gamma fonksiyonudur ve

anrd (kT
R <

3/t
—> I'(1+3/t) (6.9)
€o

ifadesi sistemin so6zde hacmi olarak verilebilir.

(6.8) denkleminden sistemin Fermi enerjisi asagidaki gibi elde edilebilir:

= [1+32 ! a] 6.10
P | T3 T3 + 3/0) An (6.10)
Burada

1/(3/2+3/t)

[N r(s/2+3/0) (2nh2\? a ‘11

0 = (Br/3)r2r (1 + 3/ \ m Aro (6.11)

ifadesi etkilesmeyen Fermi sisteme bagli Fermi enerjisidir ve Apy = \/ 2mh? fmkgTr

ifadesi ile tanimlanir.

(6.6) ve (6.7) denklemleri kullanilarak, 6.1 ve 6.2 sekillerinden gorildigu gibi
T=0K de farkli dis potansiyel sekilleri ve farkli etkilesim kuvvetleri i¢in n,~r uzaysal

dagilim ve n,~p momentum dagilimlan ifade edilebilir. Burada n,., =N/V,._,

Npp, = N/‘/ppoa V}po = (4/3)7”"1?0; ‘/ppo = (4/3)”191%"0: Tro = (SFo/go)l/t ve

Pro = (2mego)'/% .

6.1ve 6.2 sekillerinden asagidaki gibi bazi 6nemli sonuglar elde edilir (Cai ve ark.,

2008):

(1) Sirastyla 1 ve pr de hem uzaysal hem de momentum dagilimlarin keskin egikler
gosterdigi sekil 6.1’den goriilmektedir. Momentum uzayindaki esik yogunlugu iki
boyutlu parabolik potansiyelde sinirlandirilmig yikli parcaciklar i¢in bulunmustur. Bu
T=0K’ de sirasiyla her bir uzayda Fermi kuresi olarak isimlendirilen koordinat
uzayindaki 1 yarigapli kiire veya momentum uzayindaki pr yarigaph kiire i¢inde tiim
parcacik dagilimini isaret eder. Fermi kiiresi ve Fermi yulzeyi; kati hal fiziksel
elektronikte, elektronlarin arastirilmasinda ki kullanislhiliginda ve yogun katt maddenin
optik ozelliklerinde onemli kavramlar oldugu bilinmektedir (Gaitanos ve ark., 2004;

Shein ve ark., 2006; Hussain ve ark., 2005; Mizutani ve ark., 2004). Ancak referanslarin
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birgogu Fermi kure kavramini temel olarak momentum uzayiyla simirlandirmistir.
Burada hem momentum uzayinda hem de koordinat uzayini i¢eren Fermi kiire kavrami

verilecektir.

(6.6) ve (6.7) denklemlerinden r ve p uzayinda Fermi kiirelerinin yarigapt

asagidaki gibi elde edilebilir:

[, 321G/2+3/D) a 1

TFETR RT3 TG +3/0) A (612)
4 4 I'(3/2+3/0

Pr = Pro [1 T 312 [1 7172 T(3+3/0) AFO (6.13)

Koordinat uzayinda itici etkilesimler Ferni kiresini buyttirken c¢ekici etkilesimler
Fermi kiiresini ktgulttiigini, fakat momentum uzayinda Fermi kuresinin buyuklugini,
itici etkilesimlerin kugulttigi cekici etkilesimlerin buyuttigi gorilmektedir. Bu da
sekil 6.1’in bolgesel kismindan gorilmektedir. Sonuglar fiziksel olarak asagidaki gibi
aciklanabilir: Fermi momentumu, koordinat uzayinda Fermi kiiresi i¢indeki distrilen
parcacik yogunlugundan dolay1 kiigiilmiistiir. Sonug olarak Fermi kiiresinin buyikligi
koordinat uzayinda genislemis ve momentum uzayinda itici etkilesimlerin varligindan

dolay1 kiigtilmustiir. Cekici etkilesim ters sonug verecektir.

(2) Sert bir kutu igerisindeki ideal Fermi gaza benzemeyen, r ve p uzaylarinda Fermi
kiiresi i¢indeki pargacik yogunlugunun sabit olmadig sekil 6.1°de gorilmektedir. Bu
birgok ders kitaplarinda tartigilmistir (Pathria, 1977; Huang, 1987). r ve p ile degisen n,
ve n, degerleri dig potansiyele ve atomlar arasi etkilesimlere baglidir.

(3) Itici etkilesimler rnin kiigik degerinde n,’nin degerini azalthd cekigi
etkilesimlerin arttirdig1 fakat p’nin kigik degerinde itici etkilesimler n,’nin degerini
artirir, gekici etkilesimler azalttigi sekil 6.1°de goriilmektedir. Ozellikle denklem (6.6),
(6.7) ve (6.10)’a gore Fermi kuresinin merkezindeki parcacik yogunlugunu asagidaki

ifadeler gibi bulunabilir:

8r {1_l 4  16T(3/2+3/0) i} 6.14)
AFO

—0) = — - 2
n(r=0)=s5m0 T2 7 T(3+3/0)
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(6.15)

nAp=0):8ﬂ@<amfﬂl 32I(3/2+3/t) a

33 \gy mt I'(3+3/t) Arg

(4) T=0K’de uzay ve momentum dagilimi iizerindeki dig potansiyelin etkisinin ayni
oldugu sekil 6.2°den gozlenmistir. Fermi kiiresinin kenarina yakin yogunluk t degerinin
artmasi ile artarken her bir Fermi kiresinin merkez yakinindaki yogunluk t
parametresinin artmasi ile azalir. Ozellikle t — o durumunda pargacik yogunlugu iki
Fermi kuresinde sabittir. Sonuglar beklenildigi gibidir. Cinkii ¢t — oo durumunda

r <1y, ver > ry bolgelerinde sirasiyla V(r) — 0 ve 0@ gider.

6.3. T + OK Durumunda Fermi gazin Uzay ve Momentum Dagilimi

T # 0K oldugu durumda r ve p uzayinda birim hacim bagina parcacik sayist

sirastyla agsagidaki gibi ifade edilmistir:

n —ifoo ! d3 (6.16)
"TR )y expBH-l+1° F |

2 (® 1
n, =— d>r 6.17
P ), explBH -l + 1 (617)

Denklem (6.16) ve (6.17) de (6.1)-(6.3) denklemlerini yerine koyarak,

ne~ ot e |- (2) J

2 t
28 e [0 (2) ];} (6.18)
8urd r 1\*"( /3 Bp?
o~ () {7 @)oo (-5
2 oo 2 2
- Ta . f¢ lz"lexp (gim + J’>l fa2lzexp(—y)]zexp [_ (gim
3
+ y)l y?'ldy} (6.19)

ifadeleri bulunur.
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Fermi integrali asagidaki gibi tanimlanur:

1 (® t"ldt
filx) = F(l)fo oy (6.20)

x < 1 oldugu durumda f;(x),

= - xt

filx) = Z(—l)l‘ll.—l (6.21)
i=1

seklinde agilabilir.

n, koordinat uzay1 tizerinden integre edilerek toplam parcacik sayist,

3 20" 2a
N = fnr (ryd°r = FE {fs/z +f3/t(Z) —7F3/2,1/2,3/t(2)} (6.22)
elde edilir.
Burada

1 [o0]

_ —t —typn—1

Funa() = g | fiee™ fnCoe e (6:23)
seklinde ifade edilir.

x < 1 oldugu durumda ise

o (_1)i+jxi+j

Fl,m,n(x) = Timrr L n
ez i+ )

(6.24)

seklinde ifade edilebilir.
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Sekil 6.3. T /Tr, = 0 K(diiz ¢izgi), T /Try = 0.25 K(uzun gizgi), T /Try = 0.5 K(kisa ¢izgi), T /Try =
1.0 K(noktal1 ¢izgi) icin t = 2 ve a/Agy, = 0.05 durumunda uzaysal ve momentum dagilim egrileri

(Nelissen ve ark., 2006).

T # 0K oldugu durumda etkilesen Fermi gazinin uzaysal ve momentum
dagilimlart (6.18) ve (6.19) denklemleri ile verilmistir. Burada z (6.22) denklemi ile
belirlenmigtir. Daha agik bir gekilde yukaridaki sonuglart gostermek igin, 6.3-6.5
sekillerinde gosterildigi gibi farkli sicakliklar, farkli etkilesim kuvvetleri ve dig

potansiyelin farkl sekilleri i¢in n,.~7 ve n,~p nin egrileri gizilir.

Sekil 6.3’ten gortldugu gibi T # 0 oldugu durumda n,.~r ve n,~p egrilerinde
ki esik bulunmaz ve yogunluk dagilimlarn r ve p uzay1 boyunca diizdiir. Daha yitksek
sicakliklarda fermiyonlar Fermi kiiresinden daha uzakta bulunurlar. Ayrica n, ve n,
tizerinde sicakligin etkisi harmonik potansiyel (t=2) durumunda aym oldugu

kesfedilmisgtir.

Dagilim uzerindeki atomlar arasi etkilesimlerin etkisi yiiksek yogunluklarda
olduk¢ca onemli oldugu sekil 6.4’te gosterilmistir. Fakat disik yogunluklarda ¢ok
kiicuktiir. Sonug fiziksel olarak agiktir. Yiksek yogunluklarda pargacik yogunluguna
orant olan atomlar arasi kuvvetlerden dolay1 etkiler daha kuvvetli olacaktir. Ancak

disik yogunluklarda, etkilesim etkileri kiigiik olacaktir.

Sekil 6.5’te T # 0K durumunda uzaysal ve momentum dagilimi tzerine dig
potansiyelin etkileri gosterilir. Uzaysal dagilim t’nin artan degeri ile potansiyelin

merkezine yakin tek tip olmast bulunmustur ve t — co durumda r < rpy bolgesinde
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sicakligindaki durum ile aynidir. Ancak sonug

tamamen tek tip olur. Bu T # 0K
momentum dagilimina uygulanmayabilir.

1.0 ; ; 0. :
g PPy,

FO

Sekil 6.4. a/Az, = 0.05(uzun ¢izgi), a/Azy = —0.05(kisa ¢izgi) ve a/Ap, = 0(diiz ¢izgi) icin T /Ty =
0.5 K ve ¢t = 2 durumunda uzaysal ve momentum dagilim egrileri (Nelissen ve ark., 2006).

164 16
1247 12
£ TV i g
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Sekil 6.5. ¢ = 2(diiz ¢izgi), ¢ = 4(uzun ¢izgi), t = 8(kisa ¢izgi) ve t — co(noktal ¢izgi) icin T /Ty, =
0.5 K ve a /A, = 0.05 durumunda uzaysal ve momentum dagilim egrileri (Nelissen ve ark., 2006).
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7. V(r) POTANSIYELINDE SINIRLANDIRILMIS ELEKTRON GAZININ
TABAN DURUM OZELLIKLERI

7.1. Giris

v(r) = ar! potansiyelinde simirlandirilmis sistemin elektron yogunlugu,
kimyasal potansiyel, enerji gibi fiziksel taban durum 6zellikleri etkilesen ve

etkilesmeyen sistemler i¢in karsilagtirilmigtir.
7.2. Teori

Sonlu sicaklikta v(r) potansiyeliyle sinirlandirilmig N tane etkilesen elektron
iceren iki boyutta siirlandirilmig sistemin elektron yogunlugu Fermi integralleri

cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

*

kT
e (r) = = Fo(n) (7.1

Burada m”* elektronlarin etkin kiitlesi, k Boltzman sabiti, Fy(n) sifirinct mertebeden

Fermi integralidir ve logaritmik fonksiyon cinsinden
Fo(m) =In(1+e) (7.2)
(7.2) esitligi gibi ifade edilebilir.

u=v(1)=Ve(r)

— ifadesine esittir. V,(r) elektrostatik potansiyel, p kimyasal

Burada 7 =
potansiyeldir. Toplam parcacik sayist elektron yogunlugu cinsinden

To To

2m kT
N = f 2nrn.(r)dr = f rin(1+e™")dr (7.3)
0 0

h2m
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esitligi ile ifade edilebilir. Ifadede 1y, yogunlugun sifir degerini aldigi noktadir. Bu
noktada elektrostatik potansiyel sifir olarak kabul edilir. Elektron yogunlugu Poisson

denklemi yardimiyla V, (r) ile iliskilendirilirse iki boyutlu Thomas-Fermi denklemi

vy, = R en 7.4
€ & Rhm n ¢ (7.4)
seklinde elde edilir.

(7.4) denklemi T ~ 0 K sicaklig1 i¢in asagidaki denkleme indirgenir:

72y 2rm kT
€ e R?m

n (7.5)

Sonsuz sinirlandirma igin:

0 r<rp
v(r) = (7.6)

(o] r > o
(7.5) esitligi yogunluk fonksiyonu n(r) cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

0*n(p) N 1on(p)
dp> p Op

—2*n(p) =0 (7.7)

Burada p =7/ry ve A=./2m*r#/e ifadelerine esittir. (7.7) denkleminin ¢oziimii

sifirinct mertebeden Bessel fonksiyonu cinsinden,

n(p) = Aly(Ap) (7.8)

esitligi gibi verilebilir ve A sabiti toplam parcacik sayisindan asagidaki gibi

belirlenebilir:

_ 11 Nm
mwAel(A)

(7.9)

Burada I;(A) birinci mertebeden Bessel fonksiyonudur. Son olarak sistemin toplam
enerjisi,
|r —r'l

E = fdzrr(r) +fv(r)n(r)d2r —2—1gfn(r)n(r’)1an2rd2r’ (7.10)
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(7.10) esitliginden hesaplanabilir. Burada TF yaklasimi igerisinde kinetik enerji

T

yogunlugu 7(r) = —n(r)? olarak verilir.

2m*

Pino, harmonik potansiyelde sinirlandirilmig iki boyutlu kuantum nokta
sistemler i¢in Thomas-Fermi denkleminin ¢ézimini T=0K’de analitik olarak ifade
etmistir. Fakat (7.5) denkleminin, sinirlandirma potansiyelinin harmonik olmadigi
durumda bilinen bir analitik ¢6ziimii yoktur. Bu durumda problem sayisal olarak ele
alinmast gerekir. Bu problemi ¢ozmek igin kullanilan sayisal yontem su sekilde

Ozetlenebilir;

Burada literatirde benzer durumlar i¢in analitik ifadelerden faydalanilarak [ = 3
icin kimyasal potansiyelin ilk tahmini ile baglanir. Bu zaman kaybint azaltir. Tahmini p
degeri (7.5) denkleminde kullanilarak V, degeri belirlenir. Toplam parcacik sayist
kullanilarak yeni u degeri belirlenir. Bu islem bir onceki kimyasal potansiyel ve yeni
bulunan deger arasindaki fark onceden belirlenen tolerans degerinden kii¢iik olana

kadar devam eder. | = 4,5,6 .... degerleri i¢in adimlar tekrarlanir.

Sekil 7.1 de T/Tr = 0.01 sicakliginda etkilesmeyen (a) ve etkilesen (b)
sistemler icin yogunlugun radyal uzaklikla degisimi gorilmektedir. Genel olarak
etkilesmeyen sistem etkilesen sisteme gore daha yiiksek elektron yogunluguna sahiptir.
Parcaciklar / degeri artik¢a uzayda esit sekilde dagilmaya baslamistir. Her iki sistem
icin de /=4 potansiyelinde sinirlandirilmis Fermi gazi en buyuk elektron yogunlugu
degerine sahiptir. Etkilesmeyen sistemde ry degeri arttikga /=2 ve /=4 degerlerinde
elektron yogunlugu siirekli azalirken, /=10 ve /=100 degerlerinde yaklasik olarak belli
bir degere kadar sabitken belirli bir degerden sonra hizli bir sekilde azalma gosterir.
Etkilesen sistem igin /=4, /=10 ve /=100 degerleri i¢in elektron yogunlugu, 1, degeri

arttik¢a belirli bir degere kadar yavas yavas artar. Belirli bir degerden sonra azalir.

Sekil 7.2° de etkilesen ve etkilesmeyen sistemler i¢in kimyasal potansiyelin /
katsayisina bagli degisimi gosterilmektedir. Sekilde de goruldugi gibi / katsayist
arttikga kimyasal potansiyel degeri azalmaktadir. Sabit bir / degeri i¢in etkilesen
sistemin enerjisi etkilesmeyen sisteme gore daha biyiik oldugu soylenebilir. Enerji

degerleri her iki sistem i¢in / katsayisina bagli olarak paralel davranig gosterir.

Sekil 7.3’de sinirlandirmadan kaynaklanan enerjinin / katsayisina bagli degisimi

etkilesen ve etkilesmeyen sistemler i¢in gosterilmektedir. /’nin artan degeri ile birlikte
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her iki sistemin enerjisi azalmaktadir. Etkilesen sistemin enerjisi etkilesmeyen sisteme

gore daha buyuktir.

Kinetik enerjinin / katsayisina bagli degisimi etkilesen ve etkilesmeyen sistemler
icin gekil 7.4’de gosterilmistir. Baglangicta /’nin artan degeri ile birlikte her iki sistem
icin de enerji degerinde ¢ok az bir artig gorilmektedir. Fakat belli bir degerden sonra
kinetik enerji degeri / katsayisinin artmasiyla birlikte azalma gostermektedir.
Etkilesemeyen sistemin enerjisi etkilesen sisteme gore daha biyiik degere sahiptir. Her
iki sistemin de enerji degeri yaklagik birbirleriyle paralel olarak degisme

gostermektedir.

Sekil 7.5°te etkilesimden kaynaklanan enerjinin / katsayisina bagli degisimi
gosterilmektedir. Belli bir degere kadar / degeri arttikga azalma parabolik bir bigimde

degisirken belirli bir / degerinden sonra enerji degerindeki degisim ¢ok az degisir.

Sekil 7.6’da toplam enerjinin / katsayisina bagli degisimi goOsterilmektedir.
etkilesen sistemin toplam enerjisi etkilesmeyen sisteme gore daha buyiktir. Genel
olarak / degeri arttik¢a enerji degeri azalmaktadir. Fakat belirli bir / degerine kadar artig
hizli iken belirli bir / degerinden sonra azalma ¢ok az degismektedir. Her iki sistem de

birbirine paralel degisim gostermektedir.

Kimyasal potansiyelin sicakliga bagli degisimi etkilesen ve etkilesmeyen
sistemler i¢in sekil 7.7°de analiz edilmistir. Beklenildigi gibi Fermi sisteminin temel
ozellikleri simirlandirmanin  sekline bagli degildir. Ozellikle sistemin kimyasal
potansiyeli sicaklikla azalir. Sinirlandirma seklinden bagimsizdir. Tum sicakliklarda
etkilesen ve etkilesmeyen durum ig¢in /=4 potansiyelinde sinirlandirilmig sistemin
kimyasal potansiyeli diger tim potansiyeller i¢in en biyuk degere sahiptir. /=2
potansiyelinde sinirlandirilmis sistemin kimyasal potansiyeli her iki sistem i¢in de
disik ve orta sicakliklarda yiksek degere sahipken yiiksek sicakliklarda daha disik
degere sahiptir. /=10 ve /=100 potansiyellerinde sinirlandirilmig sistemlerin ise etkilegen
ve etkilesmeyen durum i¢in paralel davranig gosterdigi sekilde goriilmektedir. Etkilesen
sistemin kimyasal potansiyeli etkilesmeyen sisteme goére tiim potansiyellerde daha

buyiik degere sahiptir.

Sekil 7.8’de dort farklt / degeri i¢in (/=2,4,10,100) etkilesen ve etkilesmeyen

sistemler icin 1y degeri ile elektron yogunlugunun degisimi incelenmistir. Sekilde
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etkilesmeyen sistem i¢in / degeri buyidikce elektron yogunlugunun dizlestigi
gorilmektedir. Fakat belirli bir degere ulastiktan sonra elektron yogunlugu hizli bir
sekilde azalma gostermektedir. Sicaklik arttikca merkezdeki yogunluk tiim / degeri i¢in
de azalmaktadir. En hizli yogunluk azalmasi /=2 (duz ¢izgi) potansiyelinde
sintrlandirtlmis sistemde goralmektedir. Ayrica sicakligin artmasiyla birlikte ry degeri

yayilarak artmaktadir.

Etkilesen sistem i¢in 1y ile yogunluk incelendiginde /=2 potansiyelinde
sinirlandirilmig sistem harig diger potansiyellerde merkezdeki elektron yogunlugu yavas
yavag artarken daha sonra hizli bir gekilde azalma gosterir. Bu davranig /’nin artan

degerleri i¢in daha net olur.

Etkilesmeyen sistem ile etkilesen sistem karsilagtirilacak olursa etkilesmeyen
sistemin merkez yogunlugu etkilesen sisteme gore daha buyuktir. Her iki sistemde de
sicaklik artigt ile birlikte merkez yogunlugunda azalma goralir. Bu azalma

etkilesmeyen sistemde daha belirgindir.
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Sekil 7.1. T /T, = 0.01 sicakliginda V (r) = ar' potansiyelinde sinirlandirilmig Fermi gazi igin
yogunlugunun radyal uzaklikla degisimi. [a¢ = % (=2, diiz ¢izgi; /=4, nokta; /=10, kisa ¢izgi; /=100,
noktali ¢izgi)] (a) etkilesmeyen sistem, (b) etkilesen sistem
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Sekil 7.2. Etkilesen (nokta) ve etkilesmeyen (diiz ¢izgi) sistemlerde kimyasal potansiyelin / katsayisina
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Sekil 7.6. Toplam enerjinin / katsayisina bagl degisimi
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Sekil 7.7. Kimyasal potansiyelin sicaklikla degisimi. (/=2, diiz ¢izgi; /=4, nokta; /=10, kisa ¢izgi; /=100,
noktal1 ¢izgi) (a) etkilesmeyen sistem, (b) etkilesen sistem
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Sekil 7.8. V(r) = ar' potansiyelinde stirlandinlmis Fermi gazmin etkilesen ve etkilesmeyen sistemler
i¢inT /T, =0.01,T /T, = 0.5, T/Tr = 1.0 sicakliklar i¢in yogunlugun radyal degisimi [(/=2, diiz
¢izgi; /=4, nokta; /=10, kisa ¢izgi; /=100, noktal1 ¢izgi)



60

SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda, Fermi gazinin termodinamik 6zellikleri, sinirlandirma sekli
ve sicaklik ile degisimi incelenmistir. Oncelikle Fermi gazinin davranis1 yiiksek sicaklik
ve dusiik yogunluk gibi bazi 6zel durumlar igin 1s1 sigast, basinct gibi temel 6zellikleri
incelenmistir. Daha sonar n boyutta tuzaklandirilmig Fermi gazinin fiziksel ozellikleri
aciklanmigtir. Relativistik Thomas-Fermi modelinin gsekli gosterilmigtir. Kuvvet kanun
potansiyelinde tuzaklandirilmis Fermi gazimin dusik sicakliklarda 6zellikleri
incelenmigtir. Sistemin fiziksel ozelliklerinde sicaklik degisimi, sinirlandirma gekli,
Coulomb etkilesimlerinin etkileri de ele alinmistir. Thomas-Fermi yaklagiminin

etkinligi literatiirde bilinen sonuglar ile kargilastirilarak kontrol edilmistir.

Sinirlandirilan  uzay igerisindeki pargacik sayist arttirildiginda geleneksel
yontemlerle hesaplama yapmak oldukg¢a zor hale gelir. Bu nedenle ¢ok sayida pargacik
iceren nokta yapilarin elektronik 6zelliklerini aragtirmak igin istatistiksel yontemlerden

biri olan T-F yontemi secilmisgtir.

T-F modeli elektrik potansiyelini elektrik yogunlugu ile iliskilendirerek Fermi
gazimin fiziksel ozelliklerinin arastirilmasim  saglar. Bu amagla v(r) = ar!
potansiyelinde sinirlandirilmig Fermi gazinin farkli / degerleri i¢in T=0K sicakliginda
etkilesen ve etkilesmeyen sistemler i¢in elektron yogunlugu, kimyasal potansiyel, enerji
gibi fiziksel ozelliklerin degisimi gosterilmistir. Ayrica farkli sicakliklar igin elektron
yogunlugunun radyal yarigap ile degisimi dort farkli / degeri igin incelenmistir.
Kimyasal potansiyelin sicaklikla degisimine etkilesen ve etkilesmeyen sistemler
kargilagtirilarak bakilmigtir. Etkilegen ve etkilesmeyen sistemler igin pargacik sayist ve
sicakligin sistemin fiziksel ozelliklerinin belirlenmesindeki etkisi arastirilmigtir.

Hesaplamalar farkli pargacik sayillarn ve farkli sinirlandirma giddetleri igin

tekrarlanmugtir.

Cok iyt biliniyor ki, T-F yaklasimi yan klasik bir yaklagimdir ve
hesaplamalardaki etkinligi pargacik sayisinin artmasi ile artar. Bununla birlikte pek ¢ok
caligma T-F yaklagiminin ¢ok kiigiik sayida elektrondan olusan sistemlerde de iyi sonug
verdigini gostermektedir (Bhaduri vd. 1996; Bruun ve Brunett 1998; Vignolo vd. 2000;
Yoshimoto 2003).
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Sonug olarak, iki boyutlu sistemin fiziksel 6zellikleri gesitli analitik, nimerik ve
istatistiksel yontemler kullanilarak arastirilmistir. Bu tez ¢aligmasindaki elde edilen
sonuglar, ¢cok sayida pargacik igeren sistemlere uygulanabilir. Bununla birlikte manyetik
alan, elektrik alan gibi etkilerin, iki boyutta sinirlandirilmig sistemin fiziksel

ozelliklerinin belirlenmesindeki roli T-F yaklagimi ile belirlenebilir.

Sinirlandirilmig Fermi sistemleri astronomi, atom fizigi , yaniletken fizigi gibi
pek ¢ok alanda teorik ve deneysel olarak incelenmektedir. Guintimiizde lazer diyotlar,
hafizalama sistemleri, kuantum bilgisayarlar1 gibi pek ¢ok sistem sinirlandirilmig Fermi
sistemi gibi kabul edilmekte bu istemlerin fiziksel ozellikleri istatistiksel yontemler
araciligl ile arastirilmaktadir. Burada teorik olarak elde edilen sonuglar, daha sonra

deneysel olarak olusturulacak yapilarin fiziksel 6zelliklerini incelemede 151k tutacaktir.
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