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CIFT CEKIRDEKLI SINGULER INTEGRALLER VE MAKSIMAL
INTEGRAL OPERATORLER ICIN KESTIRIMLER

Giilhan UNAY
Matematik Boliimii Yiiksek Lisans Tezi, 2011
Tez Damgmanit: Do¢. Dr. Ismail EKINCIOGLU

OZET

Bu tezde, T* f maksimal singiiler integralin sinirlanma problemi T'f singiiler integralyardiyla
¢oziilmiistiir. Burada T*f in L?(R™) normuna gore sinirliligini gosterilmistir. Riesz déniisiim-
leri singiiler integral operatoér oldugu icin 7T ¢ift yiiksek mertebeli Riesz doniigiimii ise bu

durumda

T f(z) < CM(T[)(x)

egitsizliginin varoldugu gosterilmigtir. Burada C, sabit ve M de Hardy-Littlewood maksimal
operatordiir. Ayrica T™ f ve M (T) arasindaki esitsizligi elde etmek i¢in ve diizgiin ¢ift homojen
Calderon-Zygmund operatdrii icin 7' ile T nin kestirimlerinin denk oldugu incelendi. Esas
amac sonuclar1 T operatériiniin cekirdegine ve cebirsel kosullara gore esitsizlikleri ve L? uzayina
karakterize elde etmektir. P;, j mnc1 mertebeden kiiresel harmonik olmak tizere cift ¢ekirdekli

klasik Riesz doéniigiimii icin kestirimler incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Calderon-Zygmund Singiiler Operator, Riesz Doniigiimii.



ESTIMATES FOR THE MAKSIMAL SINGULAR INTEGRAL IN TERMS OF
THE SINGULAR INTEGRAL: THE CASE OF EVEN KERNELS

Giilhan UNAY
Department of Mathematics, M.S. Thesis, 2011
Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Ismail EKINCIOGLU

SUMMARY

In this thesis we study the problem of controlling the maximal singular integral T* f by the
singular integral T'f. The most basic form of control one may consider is the estimate of the
L?*(R™) norm of Tf. We show that if T' is an even higher order Riesz transform, then one has
the stronger pointwise inequality 7% f(z) < CM (T f)(x), where C' is a constant and M is the
Hardy-Littlewood maximal operator. We prove that L? estimate of T* by T is equivalent, for
even smooth homogeneous Calderon-Zygmund operators, to the pointwise inequality between
T* and M(T). Our main result characterizes the L? and pointwise inequalities in terms of an
algebraic condition expressed in terms of the kernel of T'. Let (2 = X P; the expansion of ) in
spherical harmonics P; of degree j. Then our characterizing condition states that 7" is of the
form R o U, where U is an invertible operator in A and R is a higher order Riesz transform
associated with a homogeneous harmonic polynomial P which divides each P; in the ring of

polynomials in n variables with real coefficients.

Key Words: Calderon-Zygmund Singular Operator, Riesz Transform.
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1 BOLUM

1.1 Giris
T, R™ de gekirdegi

|

K(z) =

xz € R"\{0} (1)

olan diizgiin, homojen, Calderon-Zygmund singiiler operatérii olsun. Burada €, C*°S"!

smifindan S™~! birim kiire iizerine kisitlanmg

/ Q(w)do(z) = 0
|z|=1

sartini saglayan sifirinct dereceden reel degerli homojen fonksiyondur.

o, 8" L in yiizey dlciisiidiir.

Tf(z) = pov. / f(z - ) K (y)dy ()

= lime—oT  f(x)

T* maksimal singiiler integral olsun.
T* f(x) = supeso|Tf ()] xeR"
John Mateu, Joan Orobitg, Joan Verdera [14] calismasinda f € L%(R") icin
T fll2 < C[ITfl]2 (3)

esitsizliginin var oldugunu gostermislerdir. Ayrica Riesz doéniigiimleri singiiler integral operator

oldugu icin T ¢ift, yiiksek mertebeli Riesz doéniigiimii ise bu durumda
T°f <CM(Tf)(z), xR (4)

dir. Burada Csabit ve M, Hardy-Littlewood maksimal operatérdiir. Klasik Cotlar egitsi-

zliginin geligtirilmig bir versiyonu x € R™ icin

T*f < C(M(Tf)(z) + Mf(z))



dir. Eger T, cift, yiiksek mertebeli Riesz Doniigiimii ise (4) esitsizliginin gegerli oldugunu
gostermeliyiz.

Cekirdegi
P(x)
jz|4

olan T yiiksek mertebeli Riesz doniisiimiidiir. Burada P, derecesi d > 1 olan homojen,harmonik

Qz) =

z € R™\ {0}

polinomdur. Eger P(x) = z; ise R;. Riesz déniiglimiinii elde edilir. Eger P homojen polinomu
harmonik degil fakat P(z)dz = 0 ise T operatoriine polinom opearatorii denir. Boylece

Sn—l
eger T' = R cift, yiiksek mertebeli Riesz doniligiimii

IR* fll1,00 < ClIRf|I1 ()

egitsizligini saglar ve
1B fll100 < ClIflI

ile birlegtirirsek buradan

1B fll1.00 < Crind[|Rf[[1, | f]]1}

elde edilir.

Buradaki asil amac cift ¢ekirdekli operatérler igin cebirsel kogullar altinda € fonksiyonunun
kiirsel harmonik agilimi yapilmast durumunda (3) ve (4) esitsizliklerinin birbirine denk oldugunu
gostermektir. Ornegin (3) esitsizligi ile verilen ¢ift polinom opeartorler icin gecerli iken (4)
esitsizligi gecerli degildir. Bu tiir operatorler (7% f), (T'f) ile simirhligin bildigimiz anlamda
bunu yapamayiz. Bu nedenlede birka¢ notasyon tanimlamaya ihtiyacimiz var. €2 nin kiiresel

harmonik acilimina sahip olugundan

o

Qz) = Z‘Pj(x) ze s (6)

yazilabilir. Burada P;, j mnc1 dereceden homojen, harmonik bir polinomdur. Eger €2 cift ise

bu durumda j. dereceden P; sifirlanmayabilir. Bu ¢alismada diger énemli bir konu
M+ S

biciminde tanimlanan L?(R") iizerinde sinirli operatdrler iceren bir A cebirinin olmasidir.
Burada A reel say1 ve S diizgiin, homojen, Calderom-Zygmund operatoriidiir. Simdi ana teo-

remimizi verelim.



Teorem : T, gekirdegi
Q)

[

K(x) = xz € R"\{0}

seklinde tanimlanan cift, homojen Calderon-Zygmund operatorii ve z € S" ! icin
oo
Qz) =) _ Pj(x)
j=1
kiiresel harmonik acilimina sahip olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) x e R" icin T* f(z) < CM (T f)(x)
(i) fe L*(R") icin ||T*f|l2 < C||Tfl]2

(iii) T operatorii T'= RoU alalim. Burada U, A cebiri ile terslenebilir opearatér ve reel kat-
sayili n degiskenli polinomlar halkasinda her P; yi bélen homojen, harmonik polinomla

ilgili olan bir yiiksek mertebeli Riesz doniigiimiidiir.
(iV) V_] igin ng = PQjOQQj_QjO ve

D 19jQaj2(§) 0 e s

Jj=Jo
olacak gekilde bir 2j — 2jo mc1 dereceden (Q2j_2j, homojen polinomu vardir. Burada her

7 tamsayisi i¢in

v =i7n? ~ (7)

dir. 7;, gekirdegi homojen, harmonik polinomu ile verilen yiiksek mertebeli bir Riesz

doniisiimiiniin Fourier katsayisidir.

Ri©) =250 rer@

7 el

o0
Caligmamizda Z Y2 Q2j—2j, () serisi C>°(S"1) uzayinda yakinsaktir. Eger U, A cebirinde
J=Jjo
tanimli operator ise

T=RoU



olur. A # 0 baz reel sayilar i¢in

P = APy,

oldugunu gostermeliyiz. Kabiil edelim ki P boler Pyj, dir. Kabiiliimiizden P nin derecesi olan
d nin 2jo oldugunu gostermeliyiz. M (§), U nun Fourier carpanini olsun. & € S"~! icin T nin

Fourier ¢arpani

> 725 Qaj-2jo (&) = 1aP(&)u(&),
J=Jo
dir. Eger d < 2jg ise P L 25 ve

/ P(&)2p(€)de = 0
|€]=1

dir. Buradan daP(&) = 0, [{| = 1 elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde kabiiliimiiz yan-
ligtar.

Galigmamizin {i¢linci béliimiinde ¢ift gekirdekli, yiiksek mertebeli Riesz doéniigiimlerinin teo-
remin (7) kosulunu sagladigi gosterildi. Dérdiicii boliimiin birinci kisminda polinomlar igin
(iii) — (i) in ispat1 yapildi. Tkinci kisminda ise polinomlar icin (#4) — (#ii) iin ispat1 yapildi.
Besinci boliimiim birinci kisminda genel durum igin (i74) — (¢) in ispat1 yapildi ve ikinci kis-
minda genel durum icin (44) — (i42) tin ispat1 yapildi. Altinci béliimde ise boliim dért ve
boliim begteki bazi lemmalarin ispatlarina yer verildi. Son boliimiimiiz ise ¢caligmamizla ilgili

orneklere ve bir probleme yer verildi.



2 BOLUM

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniigtiiren déniigiimlere operator

denir.

Tanim 2.1.2 Eger bir f(z) fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde

Tf(x) > 0ise T operatoriine pozitif operator denir.

Tanmim 2.1.3 (Destek-Support) Bir f fonksiyonunun destegi

Suppf = {x : f(x) # 0}

olarak tanmimlanir.

Tanim 2.1.4 (Gamma Fonksiyonu) I'(n) sembolii ile gésterilen ve

oo
I'(n) :/ 2" e dx
0

bagintisiyla tanimlanan fonksiyona gamma fonksiyonu denir.

Tanim 2.1.5 (Harmonik Fonksiyon ) R™ nin U agik kiimesi tizerinde

f U — R seklinde tanimli, Laplace denklemini

82f  6%f 52 f
51’%+5a:§+ +6x%

saglayan iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

Tanim 2.1.6 Her A > 0 ve z € R" icin
K(A\x) = \*K(x)

ise K(z) ¢ekirdegine a. dereceden homojendir, denir.



Tamum 2.1.7 (Radyal Fonksiyon) Eger, n-degigkenli bir g(z) fonksiyonu herhangi bir tek
degigkenli f(z) fonksiyonunun yardimiyla g(z) = f(|z|) seklinde gosterilebiliyorsa g ye radyal

fonksiyon denir.

g(x1, 29, m) =f(\/w%+x%+---+:v,%)

Tanim 2.1.8 (Dirac-Delta Fonksiyonu)

00, T = X,

0, =z +# xo.

d(x —x0) =

seklinde tanmlanan ¢ fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir.

Tanim 2.1.9 (Fourier Doniigiimii) L1 (R™) uzaymdaki bir f fonksiyonunun Fourier déniigiimii
f veya F'f ile gosterilir ve

(Ff)x) = f = (2m) 5 / e~ f(¢)de

RTL

seklinde tanimlanir. Burada

(x€) = x1&1 + 2280+ ... + Tpg,

dir.

Tanim 2.1.10 f ve K R" de tanimh ve 6lgiilebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda
ha) = (7 + K)(a) = [ F@)K (@~ )iy
R’ﬂ

bi¢imindeki h(x) fonksiyonuna f ve K nin konvoliisyonu denir. Eger a = n ise h(z) integraline

singiiler integral denir. Burada «, K nin homojenlik mertebesi ve n uzayin boyutudur.

Tanim 2.1.11 (Karakteristik Fonksiyon) A C R" i¢in,

1, ze A

0, z¢A.

xa(z) =



ise x4(x) e karakteristik fonksiyondur denir.

Tanim 2.1.12 (Riesz Doniigiimii) 1 < p < oo, f € LP(R") igin

Bif(a) =pven | ety 1<is
Burada
on = -
2
dir.

Tanmim 2.1.13 (Calderon-Zygmund Singiiler Integral Operatorii)
Varsayalun ki K(z) € Lj, R™\{0} dir.

[K ()] < Blz[™"
/ K(x)dx =0 0<r<R<o
r<lz|<R

/ |K(x —y) — K(x)|de < B y#0
|z[>2]y|

yukaridaki sartlar saglayan cekirdege Calderon-Zygmund c¢ekirdegi denir. Burada B, x ve y
den bagimsiz bir sabittir.
Kabul edelim K, Calderon-Zygmund cekirdegi
€e>0,1<p<oo, feLP(R") icin
Tef(z) = flz —y)K(y)dy
ly|>e

agagidaki sartlar: saglar.

(1) [|Tellp < Apllf]lp burada Ay, € ve f den bagimsizdir.
(i) 1 <p<oo, feLP(R") igin
Tf(z) = pv. A flz —y)K(y)dy

olacak gekilde bir T vardir.



(i) [T < Apl[fllp

Tanim 2.1.14 (Dagilim Fonksiyonu) p > 0, (X, p) 6lgiilebilir bir uzay ve f, X iizerinde

p Olciilebilir bir fonksiyon olsun. Her o > 0 igin
E,=FE.(f)={ze X :|f(x)| >0}

dlgiilebilir ve RT den R ya tammlanan fi(a) = p(E,) fonksiyonuna f in dagihm fonksiyonu

denir.

Tamim 2.1.15 (LP Uzay1) f, integrallenebilir bir fonksiyon olmak {izere,

LP=LP(R") ={f: /|f(:1:)|pdx< 00,1 <p < oo}
Rn

111y = ER / f(ﬂf)!”d:z>

dir.

Tanim 2.1.16 f, R™ de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda herhangi = € R" icin

f in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

1
Mf(z) = supr>o—. |f(x —y)|dy
T Jyl<r



3 BOLUM

3.1 Cift Cekirdekli Yiiksek Mertebeli Riesz Doniistimleri
Bu kisimda sunu gosterecegiz. Eger T, ¢ift, yliksek mertebeli Riesz Déniigiimii ise bu durumda
T*f(z) <CM(Tf)(z), x€R" (8)

dir. B, merkezi 0, yaricap: 1 birim olan acik yuvar olsun. 0B bu yuvarin simir1 ve B da bu
yuvarmn kapamigi olsun. (1) i kamtlamak icin agagidaki durumlarn g6zoniine alacagiz. B ve
R™ \ B iizerinde farkl bir ¢ fonksiyonu verelim. Bu ¢ fonksiyonu, B U (R™ \ B) iizerinde
N. inc1 mertebeye kadar diferansiyellenebilir ve (N — 1) mertebeye kadar tiirevleri 0B simirina
siirekli genisletilebilir olsun. Soru, N mertebeli dagilim tiirevleri ile B ve (R™ \ B) de adi

tiirevleri elde edilen ifadeleri kargilagtirmaktir.

Lemma 3.1.1 ¢ , OB smirna siirekli genisletilebilir, B U (R™ \ B) iizerinde siirekli difer-

ansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlik

9jp = 0jp(x)xB(x) + 9j0() Xgn 5(T)

vardir. Burada sol taraf j inc1 mertebeden ¢ fonksiyonunun dagilim tiirevidir.

Ispat v bir test fonksiyon olsun.

<8j<p,w>:—/<p8j¢=—/B<P3j¢—/Rn\B<P8j¢

Simdi Green-Stokes teoremini ¢ den ¢ ye kadar tiirevleri elde etmek icin B ve R™\ B bdl-
gelerine uygulayalim. 0B lizerindeki ¢ fonksiyonunun siirekliliginden sinir terimleri acik olarak

iptal edilebilir ve agagidakini elde edebiliriz.

< 0pitp >— / (X800 + Xge\5 0y il

Ikinci mertebeden tiirevler ve radial fonksiyonlar icin bir 6nceki ifadenin benzerini verelim.

Sonug 3.1.2 Kabul edelim ki ¢ radial fonksiyon olsun.

p(x) = pr(lz))xs (@) + va(l2]) Xpa\5(2)
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Burada ¢, [0,1) iizerinde siirekli diferansiyellenebilir ve @5 de [1, 00) tizerinde siirekli diferan-
sivellenebilirdir. L, sabit katsayili ikinci mertebeden diferansiyellenebilir operator olsun. Bu

durumda L, dagilimi
p1(1) = pa(1), (1) = @y(1)

kogulu ve 1, w2, 1,2 1 noktasina kadar siirekliligi genigletilmesi sartlar1 altinda

Ly = Lo(z)xB(z) + Lo(x)Xxpn\5(2)

esgitligi saglanir.

Ispat Bu kamt, Lemma (3.1.1) in iki kez uygulanmasiyla sonuclandirilabilir. Tkinci uygu-
lamadan 6nce hipotezden

¢1(1) = pa(1)
ifadesinden ¢ nin birinci mertebeden tiim kismi tiirevlerinin 1 noktasinda siirekliligini sdyleye-
biliriz.
Simdi (1) in kanit1 igin esas tartigmamizin detaylarini belirleyelim. (1) in kanitini 6teleme ve

genisleme yaparak
T £(0)] < C M(Tf)(0) (9)
(9) un ispatina indirgenebilir. Burada

TV f(0) = / F) K (5)dy
ly|>1

birinci seviyeden kesik integraldir. Bizim singiiler integralimizin ¢ekirdegini tekrar g6zo6iiniine

alirsak

Ko~ 22 _ P

- ‘x|n - ‘x|n+d

Burada P,derecesi d > 2 olan ¢ift, homojen, harmonik polinomdur. Bu fikir, B iizerinde

olciilebilir, sinirli ve destekli b fonksiyonu i¢in

K(z)xgm\p(2) = T(b)(2) (10)

ozdesligine karsihk gelir. f € LP(R™) ve 1 < p < o0 i¢in
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T'f(0) = /an\B(y)K(y)f(y)dy

- / b(y)T f (y)dy
B

olur. Boylelikle (2) yi elde etmis olduk. Burada C = V,,||b]||| , Vi, ile R™ birim yuvarinin hacmi
gosterilmektedir. Simdi (10) un ispatina tekrar dénersek d = 2N ve E, N mc1 mertebeden

AN Laplace denkleminin standart temel ¢éziimii olsun.
p(x) = B(x)X p\5(x) + (Ao + Atz + - + Ag 12> *)xp(2) (11)

fonksiyonunu gozoniine alalim. Burada Ag, A1, ..., Ag_1 sabitleri agagidaki gibi secilsin. ¢(z)
radial fonksiyon oldugundan AJ¢ her j pozitif tamsayisi icin dogrudur. Béylece énceki sonucu
buraya N kez uygulamak i¢in 2N = d kogul sarti gerekli ve Ag, Ay,...,Ag_1 sabitlerinin

gosterilmesi gerekir. Bu nedenle oy, g, ..., an—1 sabitleri icin
ANp = (o1 + aolz? + - + an_1 |22V V)xs(2) = b(z) (12)
dir. Burada son egitlik b nin tanimidir.
o=ExANyp
oldugundan iki tarafinda tiirevlerini alirsak
P(d)p = P(O)E ANy (13)

elde edilir. P(9)p yi hesaplamak igin Fourier doniigiimlerini alalim.

— ~ P
PRIEE) = PUOB(E) = 1
dir. Diger taraftan iyi bilinmektedir ki
oy PO) P(g)

|$|n+d (5) = ’YdW
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r'(3)

n+j
=

dir. Her porzitif jtamsayisi icin 7; = iIns de 74 nin degerini tahmin etmek su an bizim

i¢in 6nemli degildir. Biz sonug olarak d ye bagl baz ¢4 sabiteleri igin

P(x)
Boylelikle
P(zx) N
P(0)p = cqP.V. * AN = cqT(b)

|x|n+d

sol taraf P(0)p nin hesaplanmasidir. Sonug (3.1.2) den suna sahibiz.
P(9)p = cgK (2)xga\5 + P(0)(Ao + Ar|z|* + - - + Aq_1]z[**7?)(2)xB(2)
béylece (3) tn ispati tamamlanmig oldu, bizim sadece
PO)(|z*)=0, 1<j<d-1 (14)

ifadesini gdstermemiz gerekir. P nin derecesi |2|% nin derecesinden ¢ok daha kiigiik olduguna

dikkat edersek bu yiizden 6nceki egitlik agikar olmaz. Fourier doniistimlerini alirsak
P(@)(|al*) = ¢;P(§) A,

elde ederiz. Burada ¢, orjinde Dirac delta fonksiyonudur ve c¢; j ye bagh bir sabittir. ) bir
test fonksiyon olsun. Buradan P harmonik fonksiyon oldugundan
< PN, o> = <A PE)p(€) >
= < ATI62VP(Ve(€) + P(E)Ap(E) >

Onceki hesaplamalar: itere edersek de sunu elde ederiz.
< P(§)AN6, o >=<§,D(§) >= D(0)

Burada D, 0%p(£)0° P(€) bicimindeki uzunlugu |8] < j < d — 1 carpimlarin bir lineer kombi-
nasyonudur. Bu nedenle 9% P(¢), derecesi d—j > 1 homojen polinom ve 3° P(0) = 0 dir. Bu da
bizi D(0) = 0 olmasina gotiiriir. Boylece (7) nin ispati dolayisiyla (3) iin ispati tamamlanmisg

oldu.
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4 BOLUM

4.1 Yeterlilik Kogulunun Ispat1 : Polinom Durumu

Bu kisimda T nin ¢ift polinom operatér oldugunu varsayalim. 2N ¢ift tamsayilar igin (N > 1),

2|2V Q(z), 2N inci dereceden homojen polinomdur. Béyle bir polinomu
2|2V Q(x) = Py(a)|z)?N 2+ - + PQj(x)|x|2N_2j + -+ Pyy(x)

seklinde yazabiliriz. Burada Py, derecesi 2j (1 < j < N) olan homojen harmonik polinomdur.

Diger bir deyisle kiiresel harmoniklerdeki €2 nin agihimi
Qx) = Po(x) + Py(z) + - + Pon(z), |z|]=1

dir. Onceki kisimda oldugu gibi B birim yuvarmin digindaki K (z) cekirdegi icin bir ifade elde

etmek istiyoruz. Bunun icin
Q(z) = 12Po(@) "M% 4 4 a; Py () 2PN TH 4 4 oy P2N (2)

polinomu ile tamimlanan diferansiyellenebilir Q(0) operatériine ihtiyacimiz var.

Eger E,AN nin standart temel ¢oziimii ise
Q(0)E = P.V.K(x)

tir. Bu iki tarafin Fourier déniigiimii alinarak kolayca saglandigi gosterilebilir. Simdi 6nceki

kisimdaki ¢ fonksiyonunu gozoniine alahim. ¢ = E « AN ifadesini elde ederiz ve boylece
Q) =QI)ExANp = PV.K(z)xb="T(b)
dir. Burada b, AN deki gibi tamimlandi. Diger bir deyisle sonug (3.1.2) den
QD) = K(2)xgm\5 + Q(D)(Ao + Ar]a]* + - + Aoy 1] 7?) (2)xp() (15)
tir. Onceki kismdaki ortaya cikanin tersine
S(x) = —Q(8) (Ao + Ar|z[* + -+ + Aan |2 "V 72) ()

teriminin @ nun harmonik olmast gerekmediginden sifir olmasina gerek yoktur. Amacimiz,

C
B(z)] < Pk |z =2 (16)
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ve

S(x)xs(x) = T(B)(x) (17)

kestirimini saglayan 8 € L>(R™) fonksiyonunu bulmaktir. Bu ikinci kisimda verilen teoremin

(i) sartiun ispatim verir. (15), (17), ve S(x) tammindan

K(@)xp5(@) = Tb(e) + T(8) ) (18)
v =b+ f olsun. (9) u agagidaki gibi gosterelim. Her f € LP(R™) ve 1 < p < oo i¢in
T'0) = [ Xena @KW )y
= /T(v)(y)f(y)dy
~ [2wrswiy
= [ T [ ATy

R”\2B

ve boylece (16) esitsizliginde f ile v yer degistirdiginde agagidaki elde edilir.

T0) 1< Cllallgg [ 1w+ [ )
< CMT)0)

(16) ve (17) yi saglayan § y1 belirlemek i¢in hipotezimizi ve teoremdeki (iii) sartin1 gézoniine
alalm. Buradan T = R o U oldugunu sdyleyebiliriz. Burada R, yiiksek mertebeli bir Riesz
doniisiimii; U, A cebirinde terslenebilir bir operatér ve P, n degigkenli polinomlar halkasinda
(1 <j < N)R béler P»; olan polinomdur.

Iki adunda § y1 tammlayalim. Birinci adim

S(x)xp(x) = R(B1)(x) (19)

olacak gekilde L°°(/3) da birinci mertebeden Lipschitz gartim saglayan L*°(5) da bir fonksiy-

onun varligini ve
/ Bi(x)dz =0

kosunu gercekleyen 5y fonksiyonunun varhigini géstermektir. Daha sonra (1 {izerinde Lipschitz

sartinin nasil kullanildigr daha acgik olacaktir. (19) u kamtlamak ve S(x) igin acik bir formiile
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ihtiyacimiz var ve bu yuzden de agagidaki [8] formiiliinii kullanacagz.

Lemma 4.1.1 L, mertebesi [ olan bir homojen polinom ve f bir degigkenli, diizgiin bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

L) = 3 g A L) () () 7= ol
v>0

Lemma (4.1.1) in sonucu olarak agagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 4.1.2 P; derecesi 2j olan homojen, harmonik bir polinom olsun ve k£ negatif ol-

mayan bir tamsay1 olsun. Bu durumda eger 25 < k ise

R N
Py (9)(|z|**) = 2. !-sz(l“)|$’2(k 2)

(k —2j)
ve eger 27 > k ise

P2;(9) (") = 0

dir. Diger taraftan agagidaki

' LR
A (|z]2) = 49, L s 20
(o) = 4/ = k> (20)
ve
A (|z]*) =0 (21)

kolayca elde edilir. Lemma (4.1.2), (20) ve (21) den baz c;;, sabitleri igin Q(x) ve S(x) in baz

tanimlart gézoniine alindiginda

S(x) = cjiPoj(z)|x 2D (22)
; .

Il
—
B
Il
~

elde ederiz. Bu nedenle negatif olmayan her bir £k ve 1 < j < N icin S(z) ile Ppj(z) yer

degistirdiginde (19) u ispat etmek yeterlidir. Bu fikir

PO)y(z) = Pyj(x)|z[** x5 (@) (23)
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olacak sekilde bir v fonksiyonu i¢in aragtirmak gerekir. Aslinda eger (23) saglanir ve 2d P nin
derecesi ise bu durumda E nin A? nin temel ¢oziimii olmas: ve 1) fonksiyonunun yeterince iyi
olmasi sartiyla

Y =E A%
olur. Buradan eger 31 = cA%) ise

P(x)

P(0)¢ = P(O)E x A™4p = cP.V. =T

* AN = R(By).

Bu sonug,(23) iin ¢oziimiinii verir. Burada A%, B fizerinde destekli ve Lipschitz sartini saglar

ve aym zamanda integrali sifira egittir. (23) iin Fourier déniigiimiinii alirsak

(—1)2P(E)(E) = (—1)* Pyjo) A* (x5 (€)) (24)
elde edilir. m = n/2 i¢in
O =GR

vardir. Burada J,,, m inc1 mertebeden Bessel fonksiyonudur.

_ Ir()
€1

alalim. (24) {in sag tarafinl hesaplamak i¢in Lemma (4.1.1) i L(z) = P;(z)|z|?* ve f(r) =

GA(§) £eR", A>0

G (1) ye 4 uygularsak

—

P(Y() = (—1)7 >~

v>0

(

—1V¥
A PP ) Gk (6),

elde ederiz. Bilinen formdan

1d
;JG)\(T)Z—G)\+1<7’), r>0, A>0

olur. P;j(&) 2jmc1 dereceden homojen oldugundan VPy;(§)€ = 25 Py;(€) olur ve buradan baz
i, sabitleri i¢in

A (Pyy(©I€[*) = ajuu Pay(€) €24~

elde edilir. Boylece diger a,, sabitleri i¢in

P(£)d(€) = > a4 Poj ()PP ™) g (€) (25)

v>0
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elde ederiz.
Hipotezlerden n degiskenli polinomlar halkasinda P, P; yi boler ve béylece 25 —2d inc1 derece-

den homojen polinomlar icin
Py;(§) = P(§)Q2j-24(¢)

olur. (25) te P(£) garpani gikardigimizda

V(€)= Qaj2alé Zajku\ﬂz 'Grajron—v(§)

bu sonug elde edilir.
(1= 12R)xB(2))(€) = AGmir(€)

dan sonug olarak

1/}( QQJ 2d Za]kuAk u o ‘$‘2>2j+2k_VXB($)>

elde edilir.

1 nin B ya kisitlanmasi bir polinomdur ve bu polinom 0B de 2d mertebeye kadar ve 1, B nin
diginda sifir olur. Bundan dolay1 A%, B de desteklidir ve B ile arakesitinin integrali sifir olan
bir polinomdur. Bu g nin elde edilmesinin ilk adimini tamamlar.

Ikinci adim asagidaki gibi gosterilebilir. T = Ro U ve U nun A cebirinde terslenebilir olmasi

hipotezinden
R(B1) =T(U'51)

elde edilir.

B=U"5 (26)
alalim.

g e L*([R") (27)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bazi pozitif C sabitleri icin
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dir. Boylece U™1 € A, X reel sayilar1 ve baz diizgiin homojen Calderon-Zygmund V operatorii
icin

Ul=)\+V

olur. Boylece

B=AB+V(B)

yazilabilir. Simdi 1, B de destekli ve B {izerinde integrali 0 olsun. Bu (28) kestirimini elde

etmek i¢in yeterlidir. Gergekten, L(x), V nin ¢ekirdegi ve |z| > 2 olsun. Bu durumda

V(B)(@) = / Lz - )51 (v)dy
- / Lz —y) — L())Bi (v)dy (20)

ve buradan
V(B)()| < /IL(ﬂﬂ—y)—L(x)llﬁl(y)ldy,
< cof s (30)
C
= W

B nin siurhhig: hassas bir konudur. V' operatorii ve 8y fonksiyonuna daha sonraki lemmay:
uygularsak bu hemen goriiliir. Burada f; in Lipchitz kogulunu sagladigini kullandik. K (x) =

Q(x)/|x|™ ¢ekirdekli T diizgiin, homojen Calderon-Zygmund operatoriiniin sabiti

TNz = 1Kllez = [9Qloo + [[[2[VE(2)]| oo (31)

B iizerindeki Lipschitz fonksiyonu minimal Lipschitz sabiti icin standart notasyonlari kul-

lanacagiz. Yani su sekilde alacagiz.

‘f‘Lip(l,B)_Sup{W:x7yer x#y}<oo
— =)

Lemma 4.1.3: T, ¢ekirdegi K(x) = olan homojen singiiler operator olsun. Burada

|z
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Q, ¢ift cekirdekli 0 mnc1 dereceden homojen fonksiyon, siirekli diferansiyellenebilir ve birim

kiire iizerindeki integrali 0 dir. Bu durumda

IT(fxB)lLe@ny < ClEllez([fllem) + [1f]Lip,5)

dir. Burada C yalnizca n e bagh pozitif bir sabittir.

Ispat: Birim kiire iizerindeki T(fxp) davramsim acgiklayarak ise baglayahm. Iddia ediyoruz
ki
ITe(fxB)(@)| < ClIK||lcz(fllem) + IfllLip,B)y, lal =1, €>0

dir. Gergekten eger iddianin ispatindaki detaylar goriiliirse, T'(fx ) (<) integralinin esas degeri

kiire {izerindeki tiim a lar i¢in vardir ve istenen esitsizligi saglar.

T = [ wieKe e |

1/2<|z—al

= I.+1I
Acgik olarak

Qlr —a n
1] < /1/2 IRCEEE @ = o B |l e )
<|lx—a

|z —al

I terimine gére yazarsak

L - / x5(@)(F(@) — F(a) K(a — z)da
e<|z—al<1/2
+(a) / o BEK @)

— I+ f(a)IV,
ve agagidaki gsekildeki kestirim kolayca elde edilebilir.

(L] < |l ip,B) /B |z — al|[K(a — z)|dz < Cl|Q|co | Lipa,B)

1/2 dr
1V, :/€ (/A(r) Q(w)da(w)) - (32)
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olur. Burada

A(r) =A{w : |w| =1, la+ rw| < 1}.

H, a noktasinda S = {w : |w| = 1} olacak sekilde tanjant hiper diizlemi olsun. V ile burada

orjini iceren H simirini igine alan yari uzay olmak iizere A(r) C SNV dir. Q ¢ift oldugundan

0= /SQ(w)da(w) =2 vaQ(w)da(w)

olur. Boylece

/ Q(w)do(w) = —/ Q(w)do(w)
A(r) (SNV)\A(r)

/ Q(w)do(w)
A(r)

H, S ye a noktasinda teget oldugundan

dir ve buradan

< [[9Qlooo (SN VINA(r))

a((SNV)\A(r)) <Cr
elde ederiz. (32) den
[IVe| < Cl19Q|oo

yazariz. |a| < 1 oldugunu kabul edelim. I, ve I1I terimlerini aym yolla elde etmeden 6nce
IV, nun sol tarafini tekrar ele alahm. Genelligi bozmadan ¢y < 1/4 oldugunu kabul edelim.

a, = a/|al alahm. Bu durumda
A={x€ B:e < |r—a|l <1/2}

ve

Ay={reB:e<|r—a|l<1/2}

olur. I'V, ifadesini elde etmek igin ¢ ile € ve a ile ag 1 yer degigtirelim. € < ¢q icin

/ (@)K (o - a)do = [ y(2)K (@ — 2)ds
e<|z—al<1/2 eo<|r—al<1/2

olur. Bu durumda

/ XB(x)K(a—x)d:c—/ xB(z)K(ap — x)dz
e<|z—al<1/2 eo<|r—ag|<1/2
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/ K(a — x)dx — K(ap — x)dx
A Ao

IN

/ |K(a—z)| — K(ap — x)dx|
ANAp

+| xB(r)K(a — z)dz| + | xB(z)K (ag — z)dz|
A/AO AO/A

= Ji+J2+ J3

elde edilir. Eger z € AN A ise

la — ao
K (o) ~ K(ao )| < ClIKlex "
olur. Buradan
dzx
Ji1 < C|[K||cz|a — aol o1 < ClIKllez
|z—al>eo |3j - (l|

olur. Js kestirimi igin
A\Ap = (AN B(ag,€)) U (AN (R"\B(ap,1/2)))

Simdi eger |x — ag| > 1/2 ise |[x —a| > 1/4 ve

d
T2 < (19l / ff+/ 4dz | < C)|Q||e
|zt—ag|<eo €0 B

elde edilir. J3 i¢in de benzer tartigma yapilabilir. |a| > 1 durumu benzer yolla tamamlanabilir.
[ nin ingaasi tamamlanmig olur ve Teoremin polinom operatérler icin ispati tamamlanmig olur.
Lemma(4.1.3) iin bir cesidi aym ispat yontemleri ile R™\B ile B yer degistirildiginde gecerli
oldugu dikkate alinabilir. Yani Lemma (4.1.3) iin kabulleri altinda

IT( X @22y < ClIKloz (11l ooz + 11 lipamm )

elde edilir.
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4.2 Gereklilik Kogulunun Ispati: Polinom Durumu

Bu kisimda T, cekirdegi

Qz)  Po(x)  Py(x) Pyn(x)
K(z) = — R S
(z) [ 2 T [zt | [N x #0,

burada P,j, 2j mnc1 dereceden homojen harmonik polinomdur. @,
Q(x) = 2 Po() |22 - o g Py () [N - 4 oy Pan (2).

seklinde tanimlanan 2N 1nc1 dereceden homojen polinom olsun. Bu durumda

PVE(© = 2y, €70

dir. Boylece birinci mertebeden T parcali operatorii
Ja @i < [ @ <o @i
acik olarak elde edilir. T in cekirdegi
K(2)xgn 5 (2) = T(b)(2) + S(2)x5(2), (33)
dir. Burada b, (12) de verilmistir ve
—S(z) = Q(8)(Ao + Ar|z|* + -+ + Aon—1|z[*N ) (z), xeR"
dir. (33) e gore f € L?(R") igin

1Sx5 * flla < CIT fll2 + |lb* T £l

C (T 112 + |1Blloc| T f1l2)
= CIITSll2

IN

elde edilir. Placherel e gore yukaridaki L? esitsizligini Fourier déniisiimii arasindaki bir nok-

tasal egitsizlik dontigimiidiir. Yani

rﬁﬁm§cmﬁmQ=c%§‘ (34)

dir. Amacimiz (34) iin @ sifir climlesi ile P arasindaki bagintinin saglandigini géstermektir.

R™ deki her f fonksiyonu icin Z(f) = {x € R": f(x) = 0} dur.
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Lemma 4.2.1

Ispat S nin (22) de verilen agihmindan

2N—-1 [-N

= > Pyy(a) N

I=N+1 j=1

seklinde yazabiliriz. xg = G, m = n/2 oldugundan Lemma (4.1.1) den
Sxs(&) = S0)xz(E)

= > clj<—1>l—NP §(5)ANIG, (¢) (36)
=N+

_N—
Z ek Poj (O)1€XNTRG o _on— 1 (€)
I=N+1 j=1 k=0

elde edilir. Vp > 0 icin Gp(€) tam fonksiyonu pozitif reel eksenine kisitlamasi olan bir radyal

fonksiyondur 4. £ = réy, || =1, r > 0 alahm. Bu durumda
SxB(€)(r&) = Z azp(&o)r (37)

olur ve kuvvet serisi, V £y i¢in sonlu yakinsaklik yarigapina sahiptir. Kabul edelim ki Q(&y) = 0
olsun. (34) den Vr > 0 i¢in STX\B(f)(réO) = 0 ve buradan Vp > 1 icin agp(§p) = 0 dir. p=1
icin a2(&p) = P2(&p)C2 olur. Burada

2N—-1

Cy = Z c11,0-N-1Gmy1-~n+1(0)
I=N+1

dir. Daha sonra Cy # 0 oldugu kabul edilecektir ve bu durumda P5(§) = 0 dir. Py(&) =
- = Py(j_1)(0) = 0 hipotezini alalm. Bu durumda
J < N — 1 ise agj(fo) = ng(fQ)CQj olur. Burada

2N—-1

Coj= Y cji-N—jGmii-n+;(0) (38)
I=N+1



24
dir. Cy; # 0 oldugundan 1 < j < N — 1 i¢in P5;(§o) = 0 oldugunu gosterecegiz. Boylece

N
0=Q(%) = 72 P2(%)
1

j=

olur ve Py (&) = 0 elde edilir.

Lemma 4.2.2

. (1)

C': T s - 5
TV, TR ) A T2+ )

1<j<N-1.

dir.

Lemma (4.2.2) nin ispat1 uzun ve karmagik oldugundan kisim 6 ya ertelendi.

Lemma 4.2.3 Eger f, R" de isareti degisen reel degerli siirekli bir fonksiyon ise bu du-
rumda H" 1 (Z(f)), H" ', n — 1 boyutlu Hausdorff 6lciisiidiir. Ozellikle Z(f) in Hausdorff

mertebesi en az n — 1 dir.

Ispat Genelligi bozmadan kabul edelim ki f(0) > 0 ve f(p) < 0 dir. Burada p = (0,...,0,1)
dir. Yeterince kiigiik € > 0 icin |z| < € ise f(z) > 0 ve |[x — p| < € ise f(z) < O dur.
B ={x € R" : 2, = 0 ve || < €} kiimesini alahm. Bolzano teoreminden Vz € B i¢in
0 <t <1 olacak gekilde f nin parcalanigindaki bazi noktalarin (z1, ..., x,—1,t) sifir oldugunu
soyleriz. Boylece Z(f) kiimesinin {z : z, = 0} hiperdiizlemi tizerindeki dik izdiigiimi B

kiimesini igerir ve boylece H" ! (Z(f)) > H" Y(B) > 0 dur.

Lemma 4.2.4 F ve G , R[zy,...,z,] de polinomlar olsunlar. Varsayalim ki G indirgene-
mez ve H" "1 (Z(F) N Z(G)) > 0 olsun. Bu durumda F = GH olacak sekilde R[x1, ..., z,] de

bir H polinomu vardir.

Ispat V(P) ile {z € C" : P(z) = 0 polinomlarimn kompleks hiper diizlemini gosterelim.
Hipotezden V(F) N V(G) bostan farklidir. Eger V(F), V(G) nin iginde degilse V(F) NV (G)
nin kompleks boyutu n — 2 den biiyiik degildir. Reel boyutu, kompleks boyutundan kiiciik esit
oldugundan sonug olarak Z(G)NZ(F) nin reel boyutu n— 2 den biiyiik olmadigin elde ederiz.
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Bu ger¢cek n — 1 Hausdorf pozitif dl¢ii boyutuna geligkidir. Bu ylizden V(G) C V(F) dir ve
buradan da bazn H € Clx1,x2,...,2,] i¢in F = G H olur. Boylece F' ve G reel katsayilara
sahip olacaktir, aynist H da da olacaktir. Simdi gerek sartin ispatini verelim.

Jo, Paj, # 0 olacak gekilde birinci pozitif indeks olsun. jo < j < N i¢in Py, béler P; oldugunu
gostermek istiyoruz. R[z1,x2,...,xy] tek carpanlama bolgesi oldugundan Pj, 1 indirgenemez
carpanlarin ¢arpimi seklinde ifade edebiliriz. Yani Ry < k < M ki ayn1 zamanda homojen

oldugundan agik¢a Z(Paj,) = U Z(Ry,) ve

=J@z@ nz@&)

k
vazariz. () nun integrali kiire iizerinde 0 oldugundan () nun isareti degisgir ve bdylece Lemma
(4.2.3) den en az bir k vardir dyle ki H" 1 (Z(Q) N Z(Rg)) > 0 dir. k = 1 olmas igin
notasyon degistirirsek bu durumda Lemma (4.2.4) e gore Ry boler @ dur. jo < j < N igin
ayni zamanda R; ve P»; ye Lemma (4.2.4) i uygulayabiliriz; ciinkii Lemma (4.2.1) e gére
Z(Q)NZ(Ry) C Z(P2j) N Z(Ry) dir. Boylece jo < j < N igin Ry boler Py; olur. Q1 ve Pajq
belli homojen polinomlar: icin

Q= R1Q

ve

Py =Ry Poj1, jo<j<N

alahm. M = 1 oldugunda yapmigtik. (34) il yeniden yazmak icin (37) y1 su formda kullanalim.

D az()r®| < ClQ(G), 0<r (39)
p=1
dir. ag), katsayisimn tamm ve (36) dan

azp(§o) = Z 115 (p) P (§0)

Jj=jo

ve

azp(€o) = Ri(%) Zﬂg )P2j.1(6o) (40)

J=jo

= Ri(o)azp,1(%o)
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olacak gekilde bir reel p;(p)vardir. Burada son esitlik agp 1(§o) sayilarinin tanimini saglar. (39)

daki Ry (§p) ortak carpanini basitlegtirmek icin

S asy (€)™ < ClQi(&)l, 0 < (41)

p=1
seklinde yazabiliriz. (41) tamamlamak i¢in bolme siirecinde ikinci adima baglamaliyiz. Vp > 1

icin Q1(&o) = 0 ise agp1(&o) = 0 dir. Boylece Lemma (4.2.1) in ispati gibi
Z(Q1) C Z(Pja), jo<j<N

olur. Bélme lemmasini uygulamak igin ()1 sifir kiimesinin yeterince biiyiik oldugunu belirlemek
ve bolme lemmasinda (1 nin igareti degistigini kabul etmek gerekir. M > 1 ve R; in derecesinin
2jo dan daha kii¢lik oldugunu kabul edelim. R; ve @ agilimlarini gézoéniinde bulundurursak

bunlarin L?(do) da ortogonal oldugunu goriiriiz. Boylece

0= / Ry(€)Q(€)do(€) = / R2(6)Q1(6)do(e)

olur bu da bize )1 in isaretinin degistigini verir. Pyj 1 = H,Q/[ZQ oldugundan jg < j < N icin
Ry, min birini, Ro nin P5; 1 i boldiigi sonucuna variriz. jo < j < N i¢in P02 1n, P yi boldiigi

ortaya gikti. k nc1 adimda Q@ = HleRle ve

k k
0= [ Y R©Qu©do©) = [ S H© Qule) do(e)
=1 =1
yazilir. Dolayisiyla Qp nin igareti degismis olur.
N—1
agpi(€0) = Y 1;(p) Pojw(60), 1<k<M
J=jo
elde ederiz. Boylece M 1nc1 adimda p = jg igin
azjo,nm (&) = Cojy # 0. (42)
olur. Derecesi 2j — 2jp olan homojen Q2;_2j, polinomlar1 i¢in P; = P5j,(Q2j-2j, alalim.

Boylece

N
QE) = Z'YZ]’ Py;(&) €PN

J=jo

N
= (&) Z Voj Q2j—2jo(€) €PN

Jj=Jjo
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olur. (39) dan ve |§5] =1 ve 0 < r< i¢in agy p(&o) katsayilariin tanimindan

oo N
> agp ()P < C |7 va5 Qojajp(&)|, 0<r

p=Jjo J=Jo
elde ederiz. (42) gozoniine alinirsa

N

S s Qa2 (60) # 0, 16| = 1

Jj=jo

sonucu yazilir. Béylece polinom durumu gereklilik sartinin ispati tamamlanmig olur.
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5 BOLUM

5.1 Yeterlilik Kosulunun Ispati:Genel Durum

(6) serisinin yakinsakligi hakkinda cegitli gercekleri aciklayarak igse baglayalim. €, integrali
0 olan C*(S™!) uzayinda bir fonksiyon olsun. Bu durumda € kiiresel harmoniklerle (6)
seklinde yazlabilir. Herhangi bir pozitif r tamsayis: igin

S+ =2 IBIE = (1) [ s500d0 (43)
i>1 s

esitsizligi yazilabilir. Burada Ag kiiresel koordinatlarda Laplace operatériiniin gdsterimidir.

Bu durumda

> GG+ =2)) 1Pl = 25012192
i1

olur. Burada L? normu do ya gore alinmistir. Boylece Schwarz Esitsizliginden, her pozitif M

tamsayist i¢in

> iMIPill2 < o0 (44)
Jj=1

olur. Ayni zamanda
> iMIPille < o0 (45)
j>1

esitsizligini elde etmek istiyoruz. Burada S™~! {izerinden supremum normu alinmistir. Bu

daha sonraki lemmadan kolayca goriiliir. Bu ispat Fulvio Ricci tarafindan yapilmigtir.

Lemma 5.1.1 Tim ¢ inc1 dereceden homojen polinomlar icin

n—1
1Qlloe < Cq = 7[|Q]I2

dir. Burada C yalnizca n e bagh pozitif bir sabittir.
ispat Q1,Q2, . ..,Qq ortonormal bazi ¢ dereceli tiim homojen polinomlarmn S”~! e kisitlan-

masini iceren L? nin bir alt uzay: olarak alalim.

d
S() =D Q(a)?, w e sm
=1
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fonksiyonunun goz oniine alalim. Iddiamiz S, dénme altinda invaryanttir ve béylece sabittir.
do ihtimal 6l¢iimii oldugundan bu sabit E?Zl [ Qj(x)*do(x) = d olmak zorundadir. Simdi Q,

derecesi ¢ olan homojen polinom ve QQ = Z?Zl)\ij alalim. Bu durumda

N

d 2 (4
1 _
Q@) < | D () > Qi) =1Qlld?, we 5"
j=1 j=1

olur. Buda d = (”+g_1) ~ ¢"! oldugundan lemmann ispatini verir. Iddiay: gostermek icin

p yu rotasyon alalim. Bu durumda
d
Qjlo(x))® =) Qj(x)? we s
j=1

yazariz. @;(p(x)) o rotasyon invaryantina gére bir ortonormal baz geklinde yazilabilir.
Boylece T', K(z) = Q(x)/|z|™ cekirdekli ¢ift, diizgiin,homojen, Calderon-Zygmund operatorii

ve 2 nmin kiiresel harmonik acilimi
o0
Qz) =Y Poj(a) (46)
j=1

dir. Hipotezden her bir P»; yi derecesi 2d olan bir homojen harmonik polinomu béler. Diger
bir deyisle Ppj = PQgj_24 dir. Burada (Q2;_24 derecesi 2j — 2d olan bir homojen polinomdur.
¥;Q2j—24(z) serisinin C*°S"~1 de yakinsak oldugunu gostermek istiyoruz. Yani her pozitif M
tamsayist i¢in
> iM1Qaj-2alle < o0 (47)
j=d
oldugunu géstermeliyiz. Daha sonraki lemma ifade ediyor ki S"~! iizerinden supremum normu

alinarak iki homojen polinomun boliimii sinirli kalir.

Lemma 5.1.2 P, 6zdeg olarak sifir olmayan bir homojen polinom olsun. Bu durumda her

q dereceli () homojen polinomlari igin
1Qllo0 < C¢*™ /|| PQ||oc

olacak sekilde bir pozitif € ve bir C' = C(n, P) pozitif sabiti vardir.

ispat Bazi porzitif € sayilar: i¢in

1
/x|1 7|P(x)\€dg($) < 00 (48)
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oldugu ispat edilebilir. Bu durumda Lemma (5.1.1) ve Schwarz esitsizliginden

N

Qllo] < Cq™V2)|Q]|2

. 1/4 1/4
(n=1)/2 ——  _do(z 2)||Q[ do (x
Cq ( |, e >) ( | IP@ralin ))

1/4
< CIPPQIL! ( / . |Q|4—€da<:c>>

< Cq"VRIPQILTIQNE T,

IN

elde edilir. Bu da lemmanin ispatini tamamlar. (48) i ispat edelim. d, P nin derecesi olsun.

Ricei ve Stein den iyi bilindigi tizere |P(z)|, A% smifinda bir agirhiktir. Gergekten eger ed < 1

1 —e
/w|<1 ‘P(x)fsd(x) =cled </Ix<1 P(de) =

dur. P, homojen polinom oldugundan (48) kiiresel koordinatlar alarak kolayca gosterilebilir.

1se

Simdi (47), lemma (5.1.2) ve (45) ten ispat edilebilir. Gercekten My = 2(n — 1)/e alindiginda
1Q25-2dlloe < C(n, P)(21)"°]| Pojlloc

ve

> iMIQzj-2alloo < C(n, P) Y (25)M M| Pyl o < o0

j>d jzl
elde edilir. Bu kismin geri kalani da kestirim ve kompaktlig: elde etmeye ayrilmigtir. Hipotez-

den T'= Ro U burada R, tiim Pjpolinomlar: bolen 2d dereceli PP harmonik polinom ile ilgili

yiiksek mertebeli Riesz doniigiimiidiir ve U, A cebirinde terslenebilirdir. T nin Fourier katsayis

i R = S L))

Y2d
27 = e 2 g PR

Béylece U nun Fourier katsayisi

i Z V2j Q|?,2j2d2d (49)

j>d

ve bu seri C®(S"!) de yakinsaktir; ¢iinkii y2; ~ (2§)™™?2 dir. N > d igin

lz 2 € e v o), (50)
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alalm. Eger

Kn(z) = Z;ijv']; Tij(ﬁ z € RM\{0}

ve Tx, Ky ¢ekirdekli polinom operatorii ise Ty = R o Uy dir. Burada Uyx un(§) Fourier
carpanli A cebirinde bir operatérdiir. Simdi N iizerinden uy(£) S™! de sifir olmayacak
sekilde yeterince biiyiik oldugunu kabul edelim. Gercekten daha sonra su egitsizligi gézdniine

alacagiz.
Ut (O <C, =1, 0<]al<n+3, (51)

ki bu esitsizlik C°°(S™~!) de yakinsak olmasindan dolay1 almabilir. 51 de C, sadece n ve u ye
bagh pozitif bir sabitir.
T ile Ty yer degistirirse T, teoremimizin (iii) sartin sagladigindan pn(§) # 0,1 =1,

ve bu da dérdiincii kismin sonuclarini aciklar. Ozellikle

KN (@) xgn/p(2) = T (bn)(2) + Tn (BN) ()

dir. Burada by ve By sirasiyla b, 8 (18) de tamimlandi. by nin T ye bagh olmadigini hatir-
lamak dnemlidir. (12) de goriildiigii gibi by fonksiyonu A operatériiniin temel ¢oziimii N e

baghdir.

Lemma 4.3
(1) py() <C, EeR”
(2) [bn][Loe() < C(2N)?H2
(3) 1IVbN||poe(p) < C(2N)?H4

olacak sekilde bir pozitif C sabiti vardir.
Ispat Once (1) i ispatlayalim. hy, ho,...hq, L?(do) tiim 2N inci dereceden homojen harmonik
polinomlari iceren altuzayinin ortonormal bir bazi olsun. Lemma (5.1.1) deki gibi S"~! de

h3 4+ h3 +...h3 = d alalm.

(x), zeR"
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ve Sy, cekirdegi K (x) = Hj(x)/|z|*N+™ olan yiiksek mertebeli Riesz doniigiimii olsun. SJZ nin

Fourier ¢arpani

1 hy(€)?
- 0 R"
ve buradan 4
2 _
Y Si=1
j=1

dir. (10) dan

ve boylece

by = > 85 (K (@)xgn (@) (52)

olur.

Lemma 5.1.4 K, yiiksek mertebeli bir Riesz doniisiimiiniin ¢ekirdegi ise yalnizca n e bagh

baz1 C' sabitleri i¢in

K (2)Xgn5(8)] < CI(P.V.K(2))(§)], &€ R™{0}

dar.

(52) ve 6nceki lemmadan

NG

AN
(]~
~

<
i
2
o™
=
O
=
Eel

3
~
U/:JL
o
o

IN

elde edilir. Simdi Lemma (5.1.3) deki (2) nin ispatina donelim. (52) deki acgiklamaya gére by
icin lemma (4.1.3) teki S; operatérlerini K operatorlerine uygulayaim. Kj;(z), R"\B de

Lipschitz kosulunu saglar ve

Ibn]loo < Cdmazi<j<dl|Kjlloz (HKjHLoomn\E) + HK’jHLip(l,R"\E)) (53)



33

elde ederiz. d ~ (2N)"~2 oldugu bilinmektedir. Diger bir deyisle
1Klloz < [[Hjlloo + [V Hjlloo
burada S™ ! iizerinden supremum normu alindi. Dolayistyla
1 hj 1
L oo € —— ~ (2N)V/?
’YQNH\/gHOO S (2N)

yazilabilir. H; nin gradiyentinin kestirimleri i¢in

|1 Hjlloo =

IVHjlloo < C2N)™2H|Hjl2 (54)

esitligini kullanalim. Burada L? normu do ya gére alimmustir. h; ortonormal sistem oldugun-

dan
1 N (2N)n/2

Vivey QN2

olur. Yukaridaki egitsizligi gézoniine alirsak

~ 2N

[1Hjll2 =

1Kjllez < C(2N)"/>+2
elde edilir. Diger taraftan dogrudan hesap yardimiyla
G o)+ WKl iz ) < ONIH lloo + [V Hjlloo < C@N)™?+
esitsizligi elde edilir ve buradan
o]l Lo () < C(2N)"2(2N)"*F2(2N)"/342 = C(2N) "+

bulunur. Simdi lemma (5.1.3) deki (3) iin ispatin1 yapalim. (12) deki b nin tanimini hatirlarsak

0 <j < N — 1 olacak gekilde baz reel «; katsayilar icin

‘2N—2

bv(z) =g+ oq|z)> + ... + an_1|z lz| <1,

seklindedir. ¢ reel degiskenli p(t) polinomunun tanimindan by(x) = p(|z|), || < 1 olacak
sekilde

p(t) = ag+ aqt? + ... 4 ay_ V2

olsun. Lemmanin ikinci kistmindan

supo<i<1|p(t)| < C(2N)*"+?



34

ve boylece Markov egitsizliginden
supose<alp' (1)) < (2N = 2) supo<e<alp(t)] < C2N)™

elde edilir. Simdi (3), ‘?71\_’ = p’(|$])% esitsizliginden goriiliir ve bu da |[Voy (2)| < p'(|z]), |z| <
J J
1 egitsizligini verir.

Amacimiz teoremimizin (7iz) sart1 altinda

K(2)xgn 5 () = T(7)(2),  xeR" (55)

olacak gekilde L*°(R"™) uzayinda bir v fonksiyonu bulmaktir. Eger bir 7" polinom operatorii
ise bu 6nceki béliimdeki b + 5 seklindeki bir v icin ispat edilebilir.

Q kiiresel harmoniklere gore (36) agilimima sahip oldugundan
Pyj(x
K(x)XRn\E(x) = Z ‘x|2j+nXR"\B

= ZTxb )(@)
i>1
Burada Tj gekirdegi Pyj(x)/|z|* ™ olan yiiksek mertebeli Riesz doniisiimii ve b; (2) inci

kisimda elde edilen fonksiyondur. T nin Fourier ¢arpani

N Py (§) . P(§) 25 Q2j—24(£)
TP T PP €

£ € R"\{0}

T; = Ro S; olacak sekilde S; operatoriiniin Fourier ¢arpani

25 Q2j72d(£)

Yoa [§[P72

§eR™\{0} (56)

dir. Bu durumda

K(2)yn () = > (RoS;)(b;)
j>d
= Y T((U0S))(by))

j>d

= T[> (U "0S))(b))

jzd
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dir. Son esitlik ¥;54(U10S;)(b;) serisinin L?(R™) de mutlak yakinsak olmasini saglar. Bu da

DTSz < Y 11Q2j—2dllocl b5 2 (my

i>d i>d
< D 11Qaj-adlloolbj] oo (m)
i>d
< Y @2N)PQs; 24l < 0
i>d

kestiriminden goriiliir.

Simdi iddia ediyoruz ki 3,5, (U ~105;)(b;) serisi R"™ de bir v fonksiyonuna diizgiin yakinsar
ki bu (55) de ispat edilecektir. U*105’j operatoriiniin bir Calderon- Zygmund operatérii ol-
masi gerekmez; ¢iinkii bu operatoriin ¢arpaninin kiire iizerinde integrali sifir olmasi gerekmez.
Bununla birlikte U_IOSJ' = ¢;1 + Vj olarak yazilabilir. Burada

_ 2 -1
¢ =— (&)™ Q2j—24(§)do(§)
Y2d Jsn—1

dir. Burada V; Calderon- Zygmund operatdriiniin Fourier ¢arpani

1725 Q2j—24(§)

Toa €T o0

Simdi

D (U T0Si)(b) =D b+ > Vilby)

jzd jzd jzd

yazilabilir. Burada ilk seri ¢ok zor degildir ¢linkii Lemma (5.1.3) {in (2) kosulu ve (47) den

D lellbsllzoe(my < €Y (25)"2(25)°" 2| Qaj-2alle < 00

j=d j=d

dur. Ikinci seri daha zordur. Lemma (4.1.3) ve Lemma (5.1.3) iin (2) ve (3) kosulundan

1V (o)l Loo (rr)

IN

ClIVillez (11bsll ey + |Vbj | Lo ()
C(25)*" | Vjlloz

N

dir. Vj operatoriiniin ¢ekirdeginin Calderon-Zygmund sabitini sinirlamak kolay degildir; ¢iinkii
cekirdegi icin acik bir ifadeye sahip degiliz. Carpana gore ¢ekirdegin sabitini sinirlamanin bir

yoluna ihtiyacimiz vardir ve bu daha sonraki lemmanin neyi gerektirdigini gosterecektir.
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Lemma 5.1.5 V', Fourier carpan1 m olan diizgiin, homojen, Calderon-Zygmund operatorii

olsun. Bu durumda n e bagh bazi C' sabiti i¢in
1/2 1/2
IVllez < ClIAE mI |y |lml |,

dir. Burada Ag, do ya gére L? normuna gore kiiresel Laplace operatériiniin gosterimidir.
Ispat w, C>(S" Ysmifindan ve kiire iizerinde integrali sifir olamayan sifirinci dereceden ho-
mojen fonksiyon olacak sekilde V' nin cekirdegi w(x)/|z|™ olsun. w nin kiiresel harmonik
agiimini diigiiniirsek w(z) = $;>1pj(z), |z| = 1 V nin gekirdegi S;>1p;(z)/|z[™, =z €
R"\{0} ve Fourier ¢arpamm(&) = ¥;>1v;p;(§), [£] = 1 (31) in tamimindan bir Calderon-
Zygmund operatoriiniin ¢ekirdeginin sabiti
IVllez < € Gllpilloo + 11VP)]00,)

j>1

dur. Burada S"~! {izerinden supremum normu alindi. (refeq54) te Hj, p; ile yer degistirdiginde

ve Lemma (5.1.1) den

Wliez < &3 (i0=D2llpylla + 5772+ ;112
Jj=1
< oY (I nslle)
i>1
v =g —/2 pldugundan yukaridaki toplami smirlandirmaliyiz. Schwarz esitsizliginden ve (33)

de m ile Q ve P; ile v;p; yer degistirirsek
1/2

ZjnHH’Yij‘HQ < C ZjQ"JrGH%PjH%
i>1 izl

1/2

< | S66+n—2)"3 3
j=1

1/2
= C <(—1)"/ ALB3mom dU)
Sn—1

1/2 1/2
< C||ATBm| [y m][y .

elde edilir.

Lemma (5.1.5), 0 < k < n+3 i¢in V; nin kestirimi L?(do) normuna gére V*Qa;_o4 kestirimine
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indirgenebilir. Tlk olarak k& = 1 durumunu gézoniine alalim.

ng = Png_Qd oldugundan
VP = VPQ2j — 2d + PVQ2j — 2d,

ve boylece Lemma (5.1.2) ve (54) de H; ile P; yer degistirilirse

IVQ2j —2d||j.c < CjM[|PVQ2) — 2d|||
< CiM (VP ljoe + 11Q2 — 24| )
< M (€ Pygllz + €M1 Pyl o)
< CiM||Py]l2

olacak gekilde biiyiik bir pozitif M = M (n, P) tamsayisi vardir. Burada son esitsizlikteki M
notasyonu degigtirmeksizin artirilabilir. Tiimevarim yontemiyle yeterince biiyiik M = M (n, P)
tamsayilar: icin

IVFQ2j — 2d| |00 < CiM[|Pyjll2, 0<k<n+3

elde ederiz. Son olarak V; nin ¢ekirdeginin sabiti i¢in
Villoz < C3M||Pajll2,

elde edilir ve bdylece

Vi)l ooy < C3M[| P2,

olur. Burada yine M = M (n, P) sayisi pozitif bir tamsayidir. Bu yiizden X5 > d(U~10S;)(b;)
serisi R de diizgiin yakinsak olur. (45) in ispati tamamlanmig olur.

Simdi kompaktlik durumunun gosterildigi teoremin ispatinin yeterlilik gart1 da ispat edile-
cektir. Cekirdegi Ky olan T operatorii ve Lemma (5.1.3) de verilen Uy operatorlerinin

tamimindan

KN (@) xgn 5 (2) = T (b)) (2) + T (Bn) (2) (58)

dir. Diger taraftan v nin elde edilmesinden

N

EN (@) g 5 (@) = Tn () (@), v =Y _(U"085)(b)) (59)
j>d
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elde ederiz. Dikkat edilirse R™ nin tamami {izerinde v nin supremum normu kestirimini (41)

garantilemektedir. Boylelikle ||yn||poc®ny, N de diizgiindiir. Ty injektif oldugundan (58) ve

(59) dan

by + BN =N

sonucuna variriz. Ozellikle by + By, L°(R™) nin smirinda diizgiindiir.
(59) ve (56) da verilen Uy ve S; garpanlarinin agihimina gore
N

. 1 75 Q2 — 24() =
WO= 2 @ g O

dir. Bu da M =0 i¢in Lemma (5.1.3) ve (37) den

IN

N
AN ()| oo mmy O 11025 — 2d||w
J=d

< O 1102 — 2d|[w
J=d
< C

(60)

sonucunu verir. Burada C, N e bagh degildir. Hatirlarsak kisim 3, (26) dan [ 31 y(x)dz =0

kogulunu saglayan B tizerinde sinirh destekli bir fonksiyondur.

By =Ux*(B1N)

Boylece

—

BN = unBN = un (AN — by)
dir. Lemma(5.1.3) den

1B1,8|] oo (m)n < C.

Buradan N — icin

bN — agveﬁLN — a1

zayif * L>°(R)" de oldugunu kabul edelim. Boylece

by = o = F lagve fry = D1 =1 'a
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dir. Burada f ~! Fourier doniigiimiiniin tersidir. Ozellikle ®q ve ®1, B da destekli dagilimlardir

ve
(@1,1) = lim_ [ Brv()ds =0 (62)
N—00
dir. Simdi By dizisinin yakinsaklik 6zelliklerini anlamak istiyoruz. Boylece
BN (&) = iy’ (©)BLn ()

ve iyt (€), T H(€)R)"/{0} da noktasal siurli yakinsakligina sahibiz. Buradan LR)" nin zayif

* topolojisinde Sy — p~*

ap dir. Boylece

By = U™ (1)
dir. (60) da N — oo alalim. Buradan
Do+ U HDy) =

C
@) < e lol 22 (63)

dir. ®¢ ve ®1, B de destekli ve U1 (®1) = APy + v(®1) oldugundan ve V diizgiin homojen
Calderon-Zygmund operatorii B(0,2) yuvarinda V(®1) nin davramgini gérmemiz i¢in yeter-

lidir. L, V nin ¢ekirdegi olsun. |X| > 2 sabitlersek

V(®1)(x) = (@1, L(x—y))

= (@1, L(z—y) — L(x)) (64)
®, fonksiyonu B de destekli dagilimli fonksiyon oldugundan

|<(I)1790>’ < Csup\a|§u3up|y\§3/2|6a90(y)‘7 (65)

olacak gekilde R™ de sonsuz mertebeden diferansiyelenebilir her ¢ fonksiyonu i¢in bir pozitif v
ve bir C' sabiti vardir. L cekirdegi

o Ca

S — ) — < e <

5 (P =)~ L) | € e ol <372
saglar ve (64) ve (65) ten

[V(®1)(x) || > 2,

|§W>

ki buda (63) iin ispatidir. Genel durumun yeterlilik sart1 ispatlanmig olur.
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5.2 Gereklilik Kogulunun Ispat1 : Genel Durum

Bu kisimda cekirdegi kiire iizerindeki integrali sifir olmayan homojen ve C°°(S™~1) siifina
ait K(z) = Q(x)/|z|™ dir. Bu durumda Q(z) = E;?%lpgj(x)/|x|2j dir. Burada P»; derecesi
2j olan homojen harmonik polinomdur. Polinom durumunu genellegtirirsek yukaridaki serinin
ksimi toplamlar serisine goz atmamiz gerekir. N > 1 i¢in Kn(z) = Qn(z)/|z|" dir. Burada

Qn(z) = Eé\leng (x)/|z|?, ve Ty operatériiniin cekirdegi Ky dir.
ITNfll2 < ClTw fll2s f € L*(R™) (66)
egitsizligini elde etmek kolay degildir. Hipotezden, yani
IT* fll2 < CIITfll2,  f e L*(R")

dir. Bunun yerine (66) y1 elde etmek icin asagidaki esitsizlikteki sag tarafa eklenen ||Tw f||2

ile ||Tf||2 yer degistirilirse N — oo a giderken eklenen terim kiigiiliir.

Al < \|T1f\|2+|rT}—T}VfH2
< Il + 1Y s+
j>N
dir. (10) dan
mXRn\B( ) = V’Jf‘;ﬁi * b

olacak gekilde B de destekli simrh bir b; fonksiyonu vardir. Lemma (5.1.3) (1)den HbAjH Loo(R7)

jinc1 dereceden diizgiin sinirli ise bu durumda Plancherel in agiklamasindan

PQJ P2j
Z ’a:\QJJrn Xen\5 * f - Z PV \QHn *bj* f
>N 9 >N 9

< C ZHPQj”oo ”f”27

>N

Burada kiire iizerinde supremum normu alindi. (56) y1 Ty e uygularsak

T]{[f:KNXRn\E*f:KN*bN*f+SNXB*f
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elde ederiz. Buradan Vf € L?(R") igin

ISnxs * foll2 < IITNfllz + | K+ f * bll2

IN

CITfll2+C | D I1Pslloe | [1fll2+ 1 KN % f 5 bull2
>N

IN

CITfllz + I Tf *bwll2+C [ D I Palloc | 11S1l2
J>N

IN

CITfllz+C [ D 1Pslloo | 1112

>N

olur. Burada son esitsizlikte Lemma (5.1.3) (1) kullanildi.

SnxE(E)] < CIPVEE)|+C | Y 1Pyl |, €20 (67)
>N

a doniigtiiriir. Simdi esitsizlikteki sol tarafin nasil yakinsak oldugunu gosterelim. |{o| = 1 ve

r > 0 olacak sekilde § = 7§y alalim. (60) da S ile Sy nin ve ag, ile aé\; nin yerleri degigtirilirse
Snxs(réo) = Zaé\;(ﬁo)ﬂp
p=1

dir.

Lemma 5.2.1 p+1 < N ise aé\; = ag]"fl dir.

p>1lvep+1<Niseag, = aé\; alalim. aé\; icin bir kestirim kisim 6 da ispatlanacaktir.

Lemma 5.2.2 n e bagh baz1 C sabitleri i¢in

C
‘aQP‘ < (

p
[ [Pjlloc 1<p<N-—1, (68)
4

ve

1

N
C(24+N-1
N |2 .
’a2p’ S 4]7( N -1 > ' HPQJHOO (69)

J=1
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ispat edecegimiz kiire {izerindeki V¢p i¢in SyxB(r&) nin 0 < r < 1 igin diizgiin yakinsak
oldugunu kabul edelim. 1 < N < M igin

M-1
Snxs(réo) _SMXB(T&))‘ < Z |agy 1P + Z |ady | + Z |agy|r?P
p=N

p>N p>M
1 (L+N-1 1 -
< I P, oo
s ¢ 4N< N-1 >+Z(p—1)!4p ZH 2|
p>N J=1
Burada N — oo a giderken ifademizde 0 a gider. (67) de N — oo a giderken
S an ()| < CIPVE(&),  0<r<1, |&=1 (70)

p=1

elde ederiz.
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6 Lemmalarin Ispatlar:

Bu kisimda 6nceki kisimlarda kullanilan Lemma (4.2.2), Lemma (5.2.1) ve Lemma (5.2.2) nin
ispat1 yapilacaktir. (11) deki A; katsayilari icin yeni bir formiil elde ederek baglayalim; ¢linkii

R" deki AN nin Ey = E% temel ¢oziimii igin bir ifade elde etmek gerekir. Ik olarak

En (a(n, N) + B(n, N)loglz[*),

= |z[n—2N

yvazariz. Burada a ve 8, n ve N e bagh sabitlerdir. « ve 8 nin kapali formlarin1 yazmak i¢in
farkli durumlari gézéniine alalim. w,, S"~! nin yiizey 6l¢iisii olsun.

Birinci Durum : n tek olsun. Bu durumda

B re-1%)
a(n,N) = 4N—1(N — 1)IT(N +21 — g)(Q —N)wn
B(n;N)=0
dir.

Ikinci Durum: n cift, n # 2 ve N < 5 — 1 olsun. Bu durumda

a(n,N) =

ve

dar.

Uciincii Durum : n ¢ift , n # 2 ve N > 5 olsun. Bu durumda

1
(—1)2 (N — UV LN — D)I(2 - 2)I(2 — n)wy,

B(n,N) =

ve

dir. Burada Sg = 0 ve
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Dordiincli Durum : n = 2 olsun

1 1
2,N)=—
5( ’ ) 24N71(N — 1)!20.}2
ve
04(2, N) = 2/8(2> N)SN—I
dir.
Ag, Ay, ..., Aon_1 katsayilarimi gézdniine alalim.

p(a) = E(@)XR™B(z) + (Ao + At|z[* + - + Agy 1|2V )xB(x) (71)

vazariz ve tim kismi tiirevleri 4N — 1 den biiyiik olmak lizere 6B sir iizerinde siirekli
genisletlebilirdir.
Lemma 6.1 L=N+1,...,2N — 1 icin

(_1)N+L(N+§—1)

N—-1

Ar =
PTVAN(L+ 2 = N)2N — L - 1)L

burada V,, birim ¢emberin hacmidir.

ispat
Ef(z) = E(t) =tV "2 (a + Blog(t)) (72)
s _ 2 _ \2N-1 L
olmasi i¢in t = |z|* alalm. P(t) = > 7", Art" olsun. Sonug (2.1.2) den

PP(1)=EM1), 0<k<2N-1

yazabiliriz. Taylor aglhmindan P(t) = Z?ivofl Eii)!(l) (t —1)* dir. (¢t —1)* e binom formiiliinii
uygularsak
2N-1 . .
EDQ) (i
AL:; (=1 <L> 0<L<2N -1

olur. Simdi EY(M i hesaplamak istiyoruz. Ack olarak

(4Y 5= (x-2). (v E-iwr)e

(72) deki logaritmik terime dikkat edilirse n boyutu ¢ift oldugunda goriiliir. Bu durumda
Vi > N + 1 icin

O T T
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dir. Bu yiizden Vi > N + 1 igin

EYD = on,N) (N—g) (N— g —i~|—1>
+B(n, N) (N _ g)!(—w‘—f”%—l (z ~ N4+ % - 1)!
Sonuc olarak
2N—1

n 2N—-1 n (z)
_1)L-N+3-1 — ) — S T Y 75
+o(—1)ENE B(n,N)(N 2)2 (z N+ 1).@,!
1=
n = 2 ya da n nin tek ve N > § durumlarmi hatirlarsak (73) teki ilk terimin sifira esittir; n nin
cift ya da n nin tek ve N < § — 1 oldugunda ise ikinci terim sifira esittir; ¢linkii 5(n, N) =0
dir. Birinci terim icgin
2N—1

S (v-2) (=2 i) (ﬂl)i (2) = (—1)L<HLZ> <§n+_]\1[_i>

1=

(74)
oldugunu gosterelim. Gergekten (74) {in sol tarafi, k =i — L i¢in
IN—1-L
1 n n (—1)L+F
g or (Vo) (VoG -bokn) i
k=0
N-\ "KL N+k—1
= (-1F 2) > (2 * *
L k
k=0
L 2N —1—-L
olur. Burada son esitlik [GKP| den geldi.
Ikinci terimi hesaplamak icin
2N-1
n 1/i\ (L-N+2-1)1/N+2_1
N4z 1) () = 2 2
; (i-N+5-1)4 <L> Il ON —1-— L) (75)

oldugunu gosterelim. Onceki gibi k& = i — L alalim ve [GKP] ye uygulayalim. (75) nin sol

taraf

Ll! 3 (L+k—N+g—1>%
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n N Ntk
- (L—N+§—1)! S <2 )

k
k=0
 L-N+g-DI/N+%-1
a L ON —-1-1L)°

Lemmanin ispatini tamamlamak icin 4 durumu inceleyelim.
Birinci Durum : n tek olsun.
B(n, N) = 0 oldugundan (73) teki a(n, N) yerdegistirilirse ve (74) i kullanirsak basit aritmetik

iglemler ve nV,, = w, esitliginden

(-Dfr2 -2 N-2\/24+N—-1
Ar = 4N—1(N—1)!F(N—|—1—zg)(Q—n)wn(_l)L< L2><22N—1—L>

(-DNTE(N + -1)...(34+1)
ANV, LI(2N —1— L)(L+ % — N)(N —1)!
()N
ANV, LI(2N =1 - L)(L+ 2 — N)’

Ikinci Durum : n cift, n # 2 ve N < 5 — 1 icin birinci durumdaki gibi B(n, N) = 0 ve (74)

gosterimindekine benzer olarak

(—DL(=D)N-1(2 - N —1)! N-2\/24N—1
a0 = ey ez e )

_ (_1)N+L( NEI )7! :
(2N — 1 — L)ILUN=1(2 — n)w, (2 — 2)I(2 — N + L)!

EONMEEYD CDLE - N+ L-1)
ANV, LI2N — 1 — L)! (Z-N+1L)
(71)N+L(N+

%
ANV, LI2N —1—-L)(L+ 2 = N)

elde edilir.
Ugiincii Durum : n ¢ift, n # 2 ve N > 2 icin (73) deki a(n, N) ve B(n, N) yer degistirilirse



ve (75) kullanilarak

AL =

elde ederiz.

Dordiincii Durum :

AL =

elde edilir.

Lemma 4.2.2 nin

—
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n n 2Vt n 1/4
B(n, N)(N — 5)!(—1)N+rl+L ; (i— N+ 5 1)!5 <L>
(DL -N+2-1)! N+2%2-1
LUN-1(Z —2)I(N — 1)I(2 — n)wy, (2N —1- L>
(—1)ENZ(2 1) (N +2 - 1>
AN-1(2 —n)w, /2N — 1 - L)(2 -~ N+L)\ N-1

(~)NHEEE

ANLIV,2N —1-L)I(2 =N+ L)

n = 2 igin
n n 2Nt n 1/
Bln, N)(N — D)(-1)NF2~1+E ; ((=N+5 -1 <L>
(~1)N+EN! Z
2wpAN-ILI(N —1)!{(2N —1 - L)(L +1— N)
(_1)L+N(N]i1)

VoANLI(2n —1— L)(L+1—N)

ispatl
2N—-1

Coj= D cji-N—iGzyi-n4;(0).
I=N+1

SxB(&) icin (59) da verilen ifadedeki ¢ ; i, sabitlerini hesaplayabiliriz. S(x) icin (22) de verilen

c1,j sabitlerine ihtiyacimiz var. Pa;(0)AN77(|z|*) hesaplayarak baglayalim. (20) den ve lemma

(4.1.2) den eger [ — N —j > 0 ise

_; ANIWN =) 1—1+12 e
Py (a) = oG =D () Ptaler

({—N—-j)!\ N—j

_1)k )
Py(6)ANTIGa () = (—1)2“—”2( 2, AF(Pyj ()N NG s o n)-k(€)

2k
k>0

B lgfj(—l)’f4k (-N-§)!  (3+i+1-N-1
B L MK (I-N—j -k k

X Pa;(€) ‘§|2(17N7j7k)G%+2(17N)7k(§)-
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Q(x) ve S(x) in tammlarina gore

2N—1 2N—1 ]
S(x) = —Q(5) (Z Al!x\”) = Z Alzmpgj N=d (|22
=0 j=
2N—-1 N—j

ANI(N = (1—1+ o
= -2 ZAW% ( .) ( , >P2j($)|f€|2(l N=9)
I=N+1 j=1 ~N=EN N =
j=
2N—1 N—j

= Y aPy(a)|xN)

I=N+1 j=1

Burada son esitlik ¢; ; nin tanimdir. (59) da

SxB(€) = S()XB(E)
11—

Sonuc olarak

N (=DF I-N—j)! [(24j+l-N-1
ik = cl,j(—l)l N )4k ( J) (2 J )

ok T U—N_—j— k) k
ANIN =) (1 —14 2
(1 \HNAR Y 2
( ) 1725 (l—N—j)‘ N—]

b (=N =) (B4j+l-N-1
(—N—j—k) k

(1 (R 2O = (Y

Vi (+2-N)@N-I-DII-N—j—k)!

Cl7j7k =



elde edilir. Son olarak Cs; yi hesaplayalim.

2N—-1
CQj = Z Clajal—N—jG%J,-l—N_t,_j(O)

I=N+1
= 1 d—N— TR N :

I=N+1 2: HENHD(2 41— N +j+1)

~ N+5-1)9l-N—j Ay I=TH 2N (B jH—N-1
B 1 =0 i 1L G
S Ve (3NN - 1D)RFTNEL(G 41— N+ +1)

- I4+N (=145 (5 +i+H-N-1
% 2%:1 (—=1)"* (N_jz)(z lJ—N—j )
I=N+1 (l+%_N)(QN—Z—I)!F(%+1_N+j_|_1)

N-1-j i+j (i+N+j—1+5\ (2+2j+i—1
P e ke [l
S ((+j+5)(N—i—j DTG +i+2j+1)

(~1ir3T(G) (Vi) (N - )]
2 +

VoL(j+ %) 3 2jF(2j+ g)
N-1—j (—1)i (z’+N;j_—jl+g) (%—k?g{f—i—l)

= (i g+ PN —i—j = D Tip(5 +2j +i— k)

(1T () (A ) - )! (N— 1> r(j+ 1)
929+

VI G+ 3) 1) D

Lemma 6.1.2V;=1,...,N — 1 igin
N—1—j (_1)i(i+N—|—j—1+%) (%-&-Qj'-‘ri—l)

E N—j i

(i i+ N —i— = DITo(B + 25 +i— k)

(Vo))
J

j—1

49
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dir.
ispat
i+ N4+j—142y (242j4i—1
(TN TCETETT)TW + 5)
i+ +5) Ih=o(5 +2/ +i=K)T( +3)
_(N+i+j+5-1 N4+3 -1 \WN—i—j-D/S+i+j—-1
N N—-j—1 N—i—j—1 N—j i ’
ve boylece
. N-1-j Nidio® 1IN/ N1 \ /D aiti_l
e SO
(j__ll)(N_j) — N—-j—-1 N—-i—j5—-1 i

i

_ i J(_l)i<N+i—i—j.+§—1>< Nfg.—l ><_g-_j>
(]J\'f:ll)(N_j) i=0 N—-j—=1 N—-i—-j5-1 i

e (TG )

SO0 (0)

dir. Burada m ve n negatif olmayan tamsayilardir.

elde edilir.

Yeni gorevimiz Lemma (5.2.1) ve Lemma (5.2.2) yi ispatlamaktir. & = r&p, |{p| = 1 alalm.

(59) dan

n—1 [-NI-N—j
SvxB(réo) = Y > > agrby(éo)lréol TNV iy ok (ro)
I=N+1j=1 k=0
N-1 s s—j
= 33N e P )Gy o (1)
s=1 j=1 k=0
N—-1N—-1s—j

= DD D Ntk TG o i (r)

=1 s=j5 k=0

= Z aé\;(ﬁo)r%.
p=1
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a2p katsayilarini hesaplamak icin G4(r) nin kuvvet serisinin agihmina uygulayalim. Yani,

Gy =3 =V (78)
! il (q + i+ 1) 22i+a

i=0
Lemma 5.2.1 in ispatl
p—j N—1 '
a2p ZPQJ o) Z Z CNts,j,5—(p—i) X G%+s+p_i(r) den r? katsayilari
J=1 1=0 s=p—1
(78) e gore
Sh e (=)
N
— P N G
% Z () ;S—ZP_ZCNW’S P SR8 s £ p 1 1)
p—j N-1 i+1 —(p—i)
(=1 (=1
= P2] 50
Z ;S:ZP:ZMH 2P (R 4 s+ p+1) Vn
N+2 N+s—1+3y (3+i+s—1
72]( N— )28 ( Z)(N_j)'( ]f/ -7 )(23—(1)—2'))
(s+5)(N—=s—1lp—i-—7j)
i (N+Z-1
= p+1z y —1)/ w21 )(N—])!pzf Ca2)
i VF( +j)22 % Zil(p—i—j)!
ISP [
S (5+5)N=-s=DI(G+s+p+1)
dir.
| P (NJF%—l)
o p+1z 1irsL(j)(N — j)! Z N-1
v VF( +5)22 +2p o illp—i—j)!

()P (N —p =DV

(N = )ID(N + 5)51 (37771

X

elde edilir. Binom katsayilarindan

N+**1 N —1 1 1
N —p—1)! =
( N1 >( P )< p >P<N+;> PTG + 1)
elde edilir.

p P J i
N _ —m? P2a ) =D
Ay IO (79)
P V22+2pplr ng ;Z' _Z_])|]|(2+p jZ*H 1)
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elde edilir.

Lemma 5.2.2 nin ispati: 1 < p < N — 1 igin, (68) egitsizligini kanitlayarak baglayalim.
(79) da mutlak deger igindeki toplamda ag), yerine aé\]f) yazalim. (79) da gosterilen toplamdaki
her bir terimin mutlak degerinin 1 den biilyilik olmadig: en gok p terimli oldugu agiktir. Ps;(&o)
in 6niindeki ¢carpanin da mutlak degeri 1 den biiyiik olmadigr agiktir. Sadece n e bagh olan C

terimleriyle istenilen (68) egitsizligi elde ederiz. Simdi (69) esitsizliginin ispatina geri donelim.

—1s5—j
SnxB(réo) Zazp Eo)r?? = Z Z D OnyajkP2j(0)r* MG + 25 — k(r)
J1 s=j k=0

- (78) de verilen ifade ile Gz + 2s — k(r) yer degistirirsek dort indeksli bir toplam elde ederiz.

Simdi s — k + ¢ = p kullanalim. Bd&ylece

N-1 N—-1s—j
aé\; = Z Ps;(o) Z ZCN+S7j7k£UG% + 25 — k(r) den 72P~*+%) pin katsayilar
s=3 k=0
N-1 N-1s—j etk
(_Dp s+
= Ps;(&o) CN+s,j,k m
; 2 k=0 (p—s+E)IT(S +p+s—1)22Fstk
N-1 N-1-5 N-1 —s+k
(-1t
= P (o) CN+s.5,k T
2 2 X N TG 4 p s D2ER
N-1 N-1-j N-1
(—1)P <N+ 5 - 1> Z
= x Py(&0) Y
VndP2> N-—1 1 k=0 s=j+k
N 24jts—1
(—1* (N =T G

st R +ptst s+ (N—s—1)l(s—j—k)

basit elemanter iglemlerden

(N — ! N+s—14+3\/(5+j+s—-1)  T(s+5+N)
J N k T ET(s+2+j—Fk)
yazariz. Boylece
1—F N— s Ny (N+s—1+2\ (Z4j+s—
Nzlj N-1 § (_1) (N—j)!( +N71j+2)(2+j]—: 1)
, p—s+k)(G+p+s+1)(s+5)(N—-s5s—1)(s—j—k)!
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N
<> w
k=0

N-1 1
Xs%r(swﬂ'— A — st M +pt )0+ DA —s— Dls —j — b

burada birinci esitsilkikte N < p icin,

I'(s+5+N) - 1
TC+p+s+l) ~Z+p+s

(69) un ispati tamamlandi.

Lemma 6.1.3 N —1> L > j > k > 0 tamsayilar olsun. Bu durumda

Nl <—1> ( N ThHETE

(s+2 — DI +s+L+1)

J
_ J(N=L=1)! [N—1 1

ispat

I G G A (G

s+ PN -s-1)T(2+s+L+1)
alalim. Toplamin indeksini i = s—j degigtirip ve tekrar I'(z+1) = 2I'(x) esitliginde kullanirsak

N—1—j i (Z4N—+iti—1\ (2 +k+itj—1
e ML i
F(2+j+1L) +J+L i+ DWW —i— - DYIo(B+i+j+L—p)}

(—1)
NCES TN

elde ederiz. Burada son egitlik B nin tanimidir. B y1 daha uygun terimlere gore yeniden

yazmamiz gerekiyor.

(TENFI(E (N L - D)Lk (2 4+ N+i+j—1\/2+j+L—1
(I —o(5+iti+L-p)} iW(N —k)! N-L-1 L—k
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oldugunu gozoniine alalim. Bdéylece

N—1—j , o .
B (—1){(N — L — DL — k)! Dy N4it+j—1\(2+j+L—1
B_'EZiKN—kWN—i—j—m@+j+@<2 N-L-1 )(2 L—k )

=0
yazilir. Buradan
L'+ N) 1 <g+N—1)<g+j+z’—1>,|
= 2!,
T(2+j) (+j+2(N—i—j—1)1 \N-j—i-1 i

oldugundan B su gekilde yazilabilir.

B I'(§+J)(N—-L-1I(L—k)! g+j+L-1
T(Z + N)(N — k)! L—k
N—1—j n noo n S
x Y (-1 o .
= N—-j—i—1 1 N-L-1

Hg+ﬁUV—L—1WL—kﬂ<g+j+L—1>C
T(2 + N)(N — k) Lk

Burada son egitlik C' nin tanimidir. L = m + j alalim. Burada 0 < m < L — j dir. Elementer

esitligi kullanirsak

5+N-1 SHi+ -1\ _ (N —j)! L4+N-1
N—-j—i—1 i NN —i—j—1DY 5 +i+7)\ N—j

buradan

N—1—j i (24 N+itj—1
o <Z +N — 1) (N ) ZJ (_1)7'(2N—j—m—1 )
N—j — N —i—j -1 5 +i+7)
elde edilir. Son igimiz ise
—1—j i (BAN+itj—1
D(j,m) = NZU VGV
P AN i - (G it )

toplamini hesaplamaktir.

1 1 1 1
4i+j L+ Dtitj
egitliginin ifadesinden

N—1—j

4 (—1)¢ S4+i+j+N-1
D — 2
(,m) ; E+)il(N—i—j—DI\ N—j—m—1
_N—l—j (—1) (g +i+j+N— 1)
— (GG + + )N —i—j DI\ N—j-m~1



29

D(j,m) nin yukandaki ifadesindeki ilk toplam sifirdir. Ciinkii

N

Ei] (—1)ii <g+i+j+JV—1)

— (FH)IN—i—j I\ N—j-m—1

, ‘M+ﬂ (N -dTy (B it N1
(N—j—DI(5+1) ; B i N—j—m-—1

=0

Burada son esitlik [GKP]| de ispatlandi. s =¢ — 1 alalin.

N—1—j

. (-1)4 S+it+j+N-1
D = —
(G m) Z;ﬂ@+4+wmhw—j—nl N—j—m—1
N—(j+1)—1 SA(G+1)+N+s—1
AN (=1)° (NG m 1))

1
T4 2 SZ+s+(G+1) N—j—m—1)

% s=0
- 1 pi+im-1)
(5 +7) ’
. 1
D(j,m) = D(L,0)

GHNG+i+D-—(Gri+tm—1)

basit elemanter iglemler kullanarak D(L,0) 1 hesaplayalim.

1 _S!(N—L—s—l)!f‘(%—i—[,) %+L+5_1 %—FN—l
(5+L+s) I'(3+N) s N-L-s-1)’
buradan
b - S L DEAD) (B L oLy N1 (3L N 451
7 - s=0 F(%+N) S N—-L—-s—-1 N—-L-—-1
_ TG+ D) (5L 5+N-1 2+L+N+s—1
- F(%+N) pord s N—-L—-s-1 N—-L-1
_ IGE+L)(N-1
I'(53+N) L

n=N-L-1m=0,r=5+N+Il-1ves=N —1igin

' I(2+L) (N-1 1
Dim) F(+N)< L >(g+j)-~(§+L—1)
F@H)(N—l)
r2+nN\ L )
Bovlece
Oy o n 4 N-1 N .'Hg+ﬁ N -1
(3 e e ()
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'< +]+L—1><§+Nf1>

s _ TG+ (N—L-1)
(§+N) (N k’ N—j
T+N-1 I'(5+L)
X<2N—j >(N‘”r<§ N>< L )

Sonug olarak

"1

7 Ornekler ve Sorular
Ornek 1 R? de cekirdegi
3 3
x Yy —x
Oz, y) = y2 4 yiély’
2| 2]
T = T, polinom operatérii diisiinelim. Burada z = z+iy dir. ||T5 f||2 < C||T\f|l2, f € L*(R?)

gerek ve yeter kogul |A| < 2 olmasidir.

Ornek 2 B, Beurling déniisiimii olsun ve

T\=B-\B%* \ecC
operatoriinii diigtinelim. s »
Boylece carpanimiz - . - _
L) e

Ornek 3 T = RoU biciminde verilen T polinom operatériiniin érnegini verelim. Burada
R, yiiksek mertebeli Riesz doniigiimii ve U terslenebilir; fakat L? ||T*f||s < C||TF||2, f € R®

esitsizligini saglamasin. T, 8 inci dereceden homojen polinomlarin bilegkesi bir operatér olsun

P(z,y) iPz(x y) (@ +y°)? — ¢ (714134(9673/)(%2 +1%)? - $Ps(w y)))



o7

burada

Py(z,y) = xy

Py(z,y) = a*—6ay* +y*,

Py(x,y) = 24 y® —282%2 — 282%° + 702%y*

yeterince kiiciik € i¢in harmonik polinomlardir. Dikkat edilirse P, ne P, ii ne de Pg i bdler.
Diger taraftan Py ve Py, Py(&1,&)[€[* — Ps(€1, &) Py tarafindan béliinecek sekilde secilmistir.
Boylece T carpam

Py(&1,&2) Py(&1,62)  Pe(&1,&)\  Pa(&1,62) Q(&1,&)
7 T¢€ i 8 = 2 1+e 6
€] € € €l €l
burada @, 6 imnc1 dereceden homojen polinomdur. R, % carpanli yiiksek mertebeli Riesz

doniigtimii ve U 1 +e% carpanl bir operatordiir. Yeterince kiiciik € igin U terslenebilirdir.

Ornek 4
Q) = Zaj sin(256)
jz1
Boéylece P»j harmonik polinomlar:
, 22— 7%
Pyj(2) = aj———

21

Ornek 5
Q(x’yv Z) =Y Z 6]’@2]'(553 Y, Z)

J>0

burada (€;) dizisi C°°(S?) den segildi ve Q2 ise su sekilde tanimlandi.

2j

2% _2j—2

Q2j($7yaz) = E CLY kZ i=2k
k=0

2k (2k + 1)
2j — 2k +1)(2j — 2k + 2)’

Ck:—ck—l( 1<k<y,



Soru

T fll1,00 < CIT fl11
va da LP egitsizligi 1 <p < oo, p#2
T fllp < CIITfllp,  f € LP(R"),

buda L? esitsizligi
IT*flla < CITfll2,  f € L*(R™)
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