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Tez Dan�³man�: Doç. Dr. �smail EK�NC�O�LU

ÖZET

Bu tezde, T ∗f maksimal singüler integralin s�n�rlanma problemi Tf singüler integralyard�yla

çözülmü³tür. Burada T ∗f in L2(Rn) normuna göre s�n�rl�l�§�n� gösterilmi³tir. Riesz dönü³üm-

leri singüler integral operatör oldu§u için T çift yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü ise bu

durumda

T ∗f(x) ≤ CM(Tf)(x)

e³itsizli§inin varoldu§u gösterilmi³tir. Burada C, sabit ve M de Hardy-Littlewood maksimal

operatördür. Ayr�ca T ∗f veM(T ) aras�ndaki e³itsizli§i elde etmek için ve düzgün çift homojen

Calderon-Zygmund operatörü için T ile T ∗ nin kestirimlerinin denk oldu§u incelendi. Esas

amaç sonuçlar� T operatörünün çekirde§ine ve cebirsel ko³ullara göre e³itsizlikleri ve L2 uzay�na

karakterize elde etmektir. Pj , j �nc� mertebeden küresel harmonik olmak üzere çift çekirdekli

klasik Riesz dönü³ümü için kestirimler incelenmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Calderon-Zygmund Singüler Operatör, Riesz Dönü³ümü.
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ESTIMATES FOR THE MAKSIMAL SINGULAR INTEGRAL IN TERMS OF

THE SINGULAR INTEGRAL: THE CASE OF EVEN KERNELS

Gülhan UNAY

Department of Mathematics, M.S. Thesis, 2011

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. �smail EK�NC�O�LU

SUMMARY

In this thesis we study the problem of controlling the maximal singular integral T ∗f by the

singular integral Tf . The most basic form of control one may consider is the estimate of the

L2(Rn) norm of Tf . We show that if T is an even higher order Riesz transform, then one has

the stronger pointwise inequality T ∗f(x) ≤ CM(Tf)(x), where C is a constant and M is the

Hardy-Littlewood maximal operator. We prove that L2 estimate of T ∗ by T is equivalent, for

even smooth homogeneous Calderon-Zygmund operators, to the pointwise inequality between

T ∗ and M(T ). Our main result characterizes the L2 and pointwise inequalities in terms of an

algebraic condition expressed in terms of the kernel of T . Let Ω = ΣPj the expansion of Ω in

spherical harmonics Pj of degree j. Then our characterizing condition states that T is of the

form R ◦ U , where U is an invertible operator in A and R is a higher order Riesz transform

associated with a homogeneous harmonic polynomial P which divides each Pj in the ring of

polynomials in n variables with real coe�cients.

Key Words: Calderon-Zygmund Singular Operator, Riesz Transform.
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1 BÖLÜM

1.1 Giri³

T , Rn de çekirde§i

K(x) =
Ω(x)

|x|n
, x ∈ Rn\{0} (1)

olan düzgün, homojen, Calderon-Zygmund singüler operatörü olsun. Burada Ω, C∞Sn−1

s�n�f�ndan Sn−1 birim küre üzerine k�s�tlanm�³∫
|x|=1

Ω(x)dσ(x) = 0

³art�n� sa§layan s�f�r�nc� dereceden reel de§erli homojen fonksiyondur.

σ, Sn−1 in yüzey ölçüsüdür.

Tf(x) = p.v.

∫
f(x− y)K(y)dy (2)

≡ limε→0T
εf(x)

T ∗ maksimal singüler integral olsun.

T ∗f(x) = supε>0|T εf(x)| x ∈ Rn

John Mateu, Joan Orobitg, Joan Verdera [14] çal�³mas�nda f ∈ L2(Rn) için

||T ∗f ||2 ≤ C||Tf ||2 (3)

e³itsizli§inin var oldu§unu göstermi³lerdir. Ayr�ca Riesz dönü³ümleri singüler integral operatör

oldu§u için T çift, yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü ise bu durumda

T ∗f ≤ CM(Tf)(x), x ∈ Rn (4)

dir. Burada Csabit ve M , Hardy-Littlewood maksimal operatördür. Klasik Cotlar e³itsi-

zli§inin geli³tirilmi³ bir versiyonu x ∈ Rn için

T ∗f ≤ C(M(Tf)(x) +Mf(x))
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dir. E§er T , çift, yüksek mertebeli Riesz Dönü³ümü ise (4) e³itsizli§inin geçerli oldu§unu

göstermeliyiz.

Çekirde§i

Ω(x) =
P (x)

|x|d
, x ∈ Rn\{0}

olan T yüksek mertebeli Riesz dönü³ümüdür. Burada P, derecesi d ≥ 1 olan homojen,harmonik

polinomdur. E§er P (x) = xj ise Rj . Riesz dönü³ümünü elde edilir. E§er P homojen polinomu

harmonik de§il fakat
∫
Sn−1

P (x)dx = 0 ise T operatörüne polinom opearatörü denir. Böylece

e§er T = R çift, yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü

||R∗f ||1,∞ ≤ C||Rf ||1 (5)

e³itsizli§ini sa§lar ve

||R∗f ||1,∞ ≤ C||f ||1

ile birle³tirirsek buradan

||R∗f ||1,∞ ≤ Cmin{||Rf ||1, ||f ||1}

elde edilir.

Buradaki as�l amaç çift çekirdekli operatörler için cebirsel ko³ullar alt�nda Ω fonksiyonunun

kürsel harmonik aç�l�m� yap�lmas� durumunda (3) ve (4) e³itsizliklerinin birbirine denk oldu§unu

göstermektir. Örne§in (3) e³itsizli§i ile verilen çift polinom opeartörler için geçerli iken (4)

e³itsizli§i geçerli de§ildir. Bu tür operatörler (T ∗f), (Tf) ile s�n�rl�l�§�n� bildi§imiz anlamda

bunu yapamay�z. Bu nedenlede birkaç notasyon tan�mlamaya ihtiyac�m�z var. Ω n�n küresel

harmonik aç�l�m�na sahip olu§undan

Ω(x) =
∞∑
j=1

Pj(x) x ∈ Sn−1 (6)

yaz�labilir. Burada Pj , j �nc� dereceden homojen, harmonik bir polinomdur. E§er Ω çift ise

bu durumda j. dereceden Pj s�f�rlanmayabilir. Bu çal�³mada di§er önemli bir konu

λI + S

biçiminde tan�mlanan L2(Rn) üzerinde s�n�rl� operatörler içeren bir A cebirinin olmas�d�r.

Burada λ reel say� ve S düzgün, homojen, Calderom-Zygmund operatörüdür. �imdi ana teo-

remimizi verelim.
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Teorem : T , çekirde§i

K(x) =
Ω(x)

|x|n
x ∈ Rn\{0}

³eklinde tan�mlanan çift, homojen Calderon-Zygmund operatörü ve x ∈ Sn−1 için

Ω(x) =

∞∑
j=1

Pj(x)

küresel harmonik aç�l�m�na sahip olsun. Bu durumda a³a§�daki ifadeler birbirine denktir.

(i) x ∈ Rn için T ∗f(x) ≤ CM(Tf)(x)

(ii) f ∈ L2(Rn) için ||T ∗f ||2 ≤ C||Tf ||2

(iii) T operatörü T = R◦U alal�m. Burada U , A cebiri ile terslenebilir opearatör ve reel kat-

say�l� n de§i³kenli polinomlar halkas�nda her Pj yi bölen homojen, harmonik polinomla

ilgili olan bir yüksek mertebeli Riesz dönü³ümüdür.

(iv) ∀j için P2j = P2j0Q2j−2j0 ve

∞∑
j=j0

γ2jQ2j−2j0(ξ) 6= 0 ξ ∈ Sn−1

olacak ³ekilde bir 2j− 2j0 �nc� dereceden Q2j−2j0 homojen polinomu vard�r. Burada her

j tamsay�s� için

γj = i−jπ
n
2

Γ( j2)

Γ(n+j
2 )

(7)

d�r. γj , çekirde§i homojen, harmonik polinomu ile verilen yüksek mertebeli bir Riesz

dönü³ümünün Fourier katsay�s�d�r.

R̂f(ξ) = γj
P (ξ)

|ξ|j
f̂(ξ) f ∈ L2(Rn)

Çal�³mam�zda
∞∑
j=j0

γ2jQ2j−2j0(x) serisi C∞(Sn−1) uzay�nda yak�nsakt�r. E§er U , A cebirinde

tan�ml� operatör ise

T = R ◦ U
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olur. λ 6= 0 baz� reel say�lar için

P = λP2j0

oldu§unu göstermeliyiz. Kabül edelim ki P böler P2j0 d�r. Kabülümüzden P nin derecesi olan

d nin 2j0 oldu§unu göstermeliyiz. M(ξ), U nun Fourier çarpan�n� olsun. ξ ∈ Sn−1 için T nin

Fourier çarpan�
∞∑
j=j0

γ2jQ2j−2j0(ξ) = γdP (ξ)µ(ξ),

dir. E§er d < 2j0 ise P ⊥ 2j ve ∫
|ξ|=1

P (ξ)2µ(ξ)dξ = 0

dir. Buradan daP (ξ) = 0, |ξ| = 1 elde edilir. Bu ise bir çeli³kidir. O halde kabülümüz yan-

l�³t�r.

Çal�³mam�z�n üçüncü bölümünde çift çekirdekli, yüksek mertebeli Riesz dönü³ümlerinin teo-

remin (i) ko³ulunu sa§lad�§� gösterildi. Dördücü bölümün birinci k�sm�nda polinomlar için

(iii) → (i) in ispat� yap�ld�. �kinci k�sm�nda ise polinomlar için (ii) → (iii) ün ispat� yap�ld�.

Be³inci bölümüm birinci k�sm�nda genel durum için (iii) → (i) in ispat� yap�ld� ve ikinci k�s-

m�nda genel durum için (ii) → (iii) ün ispat� yap�ld�. Alt�nc� bölümde ise bölüm dört ve

bölüm be³teki baz� lemmalar�n ispatlar�na yer verildi. Son bölümümüz ise çal�³mam�zla ilgili

örneklere ve bir probleme yer verildi.
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2 BÖLÜM

2.1 Temel Kavramlar

Tan�m 2.1.1 Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönü³türen dönü³ümlere operatör

denir.

Tan�m 2.1.2 E§er bir f(x) fonksiyonu için hemen hemen her yerde

Tf(x) ≥ 0 ise T operatörüne pozitif operatör denir.

Tan�m 2.1.3 (Destek-Support) Bir f fonksiyonunun deste§i

Suppf = {x : f(x) 6= 0}

olarak tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.4 (Gamma Fonksiyonu) Γ(n) sembolü ile gösterilen ve

Γ(n) =

∫ ∞
0

xn−1e−xdx

ba§�nt�s�yla tan�mlanan fonksiyona gamma fonksiyonu denir.

Tan�m 2.1.5 (Harmonik Fonksiyon ) Rn nin U aç�k kümesi üzerinde

f : U → R ³eklinde tan�ml�, Laplace denklemini

δ2f

δx2
1

+
δ2f

δx2
2

+ · · ·+ δ2f

δx2
n

= 0

sa§layan iki kere türevlenebilir bir fonksiyondur.

Tan�m 2.1.6 Her λ > 0 ve x ∈ Rn için

K(λx) = λαK(x)

ise K(x) çekirde§ine α. dereceden homojendir, denir.
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Tan�m 2.1.7 (Radyal Fonksiyon) E§er, n-de§i³kenli bir g(x) fonksiyonu herhangi bir tek

de§i³kenli f(x) fonksiyonunun yard�m�yla g(x) = f(|x|) ³eklinde gösterilebiliyorsa g ye radyal

fonksiyon denir.

g(x1, x2, . . . , xn) = f(
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n)

Tan�m 2.1.8 (Dirac-Delta Fonksiyonu)

δ(x− x0) =

 ∞, x = x0,

0, x 6= x0.

³eklinde tanmlanan δ fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir.

Tan�m 2.1.9 (Fourier Dönü³ümü) L1(Rn) uzay�ndaki bir f fonksiyonunun Fourier dönü³ümü

f̂ veya Ff ile gösterilir ve

(Ff)(x) = f̂ = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i(x.ξ)f(ξ)dξ

³eklinde tan�mlan�r. Burada

(xξ) = x1ξ1 + x2ξ2 + . . .+ xnξn

dir.

Tan�m 2.1.10 f ve K Rn de tan�ml� ve ölçülebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda

h(x) = (f ∗K)(x) =

∫
Rn

f(y)K(x− y)dy

biçimindeki h(x) fonksiyonuna f ve K n�n konvolüsyonu denir. E§er α = n ise h(x) integraline

singüler integral denir. Burada α, K n�n homojenlik mertebesi ve n uzay�n boyutudur.

Tan�m 2.1.11 (Karakteristik Fonksiyon) A ⊂ Rn için,

χA(x) =

 1, x ∈ A;

0, x /∈ A.
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ise χA(x) e karakteristik fonksiyondur denir.

Tan�m 2.1.12 (Riesz Dönü³ümü) 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rn) için

Rjf(x) = p.v.cn

∫
Rn

xj − yj
|x− y|n+1f(y)dy

1 ≤ j ≤ n

Burada

cn = π−(n+1
2

)Γ(
n+ 1

2
)

dir.

Tan�m 2.1.13 (Calderon-Zygmund Singüler �ntegral Operatörü)

Varsayal�m ki K(x) ∈ L1
locRn\{0} d�r.

|K(x)| ≤ B|x|−n∫
r≤|x|≤R

K(x)dx = 0 0 < r < R <∞∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx ≤ B y 6= 0

yukar�daki ³artlar� sa§layan çekirde§e Calderon-Zygmund çekirde§i denir. Burada B, x ve y

den ba§�ms�z bir sabittir.

Kabul edelim K, Calderon-Zygmund çekirde§i

ε > 0, 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rn) için

Tεf(x) =

∫
|y|≥ε

f(x− y)K(y)dy

a³a§�daki ³artlar� sa§lar.

(i) ||Tε||p ≤ Ap||f ||p burada Ap, ε ve f den ba§�ms�zd�r.

(ii) 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rn) için

Tf(x) = p.v.

∫
Rn

f(x− y)K(y)dy

olacak ³ekilde bir T vard�r.
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(iii) ||Tf ||p ≤ Ap||f ||p

Tan�m 2.1.14 (Da§�l�m Fonksiyonu) µ > 0, (X,µ) ölçülebilir bir uzay ve f , X üzerinde

µ ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her α > 0 için

Eα = Eα(f) = {x ∈ X : |f(x)| > 0}

ölçülebilir ve R+ den R+ ya tan�mlanan f∗(α) = µ(Eα) fonksiyonuna f in da§�l�m fonksiyonu

denir.

Tan�m 2.1.15 (Lp Uzay�) f , integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

Lp = Lp(Rn) = {f :

∫
Rn

|f(x)|pdx <∞, 1 ≤ p <∞}

||f ||p =
(∫
Rn

|f(x)|pdx
) 1

p

dir.

Tan�m 2.1.16 f , Rn de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda herhangi x ∈ Rn için

f in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = supr>0
1

rn

∫
|y|<r

|f(x− y)|dy
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3 BÖLÜM

3.1 Çift Çekirdekli Yüksek Mertebeli Riesz Dönü³ümleri

Bu k�s�mda ³unu gösterece§iz. E§er T, çift, yüksek mertebeli Riesz Dönü³ümü ise bu durumda

T ∗f(x) ≤ CM(Tf)(x), x ∈ Rn (8)

dir. B, merkezi 0, yar�çap� 1 birim olan aç�k yuvar olsun. ∂B bu yuvar�n s�n�r� ve B da bu

yuvar�n kapan�³� olsun. (1) i kan�tlamak için a³a§�daki durumlar� gözönüne alaca§�z. B ve

Rn \ B üzerinde farkl� bir ϕ fonksiyonu verelim. Bu ϕ fonksiyonu, B ∪ (Rn \ B) üzerinde

N. �nc� mertebeye kadar diferansiyellenebilir ve (N − 1) mertebeye kadar türevleri ∂B s�n�r�na

sürekli geni³letilebilir olsun. Soru, N mertebeli da§�l�m türevleri ile B ve (Rn \ B) de adi

türevleri elde edilen ifadeleri kar³�la³t�rmakt�r.

Lemma 3.1.1 ϕ , ∂B s�n�r�na sürekli geni³letilebilir, B ∪ (Rn \ B) üzerinde sürekli difer-

ansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki e³itsizlik

∂jϕ = ∂jϕ(x)χB(x) + ∂jϕ(x)χRn B(x)

vard�r. Burada sol taraf j �nc� mertebeden ϕ fonksiyonunun da§�l�m türevidir.

�spat ψ bir test fonksiyon olsun.

< ∂jϕ,ψ >= −
∫
ϕ ∂jψ = −

∫
B
ϕ ∂jψ −

∫
Rn\B

ϕ ∂jψ

�imdi Green-Stokes teoremini ψ den ϕ ye kadar türevleri elde etmek için B ve Rn\ B böl-

gelerine uygulayal�m. ∂B üzerindeki ϕ fonksiyonunun süreklili§inden s�n�r terimleri aç�k olarak

iptal edilebilir ve a³a§�dakini elde edebiliriz.

< ∂jϕ,ψ >=

∫
(χB∂jϕ+ χRn\B∂jϕ)ψdx

�kinci mertebeden türevler ve radial fonksiyonlar için bir önceki ifadenin benzerini verelim.

Sonuç 3.1.2 Kabul edelim ki ϕ radial fonksiyon olsun.

ϕ(x) = ϕ1(|x|)χB(x) + ϕ2(|x|)χRn\B(x)
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Burada ϕ1, [0, 1) üzerinde sürekli diferansiyellenebilir ve ϕ2 de [1,∞) üzerinde sürekli diferan-

siyellenebilirdir. L, sabit katsay�l� ikinci mertebeden diferansiyellenebilir operatör olsun. Bu

durumda Lϕ da§�l�m�

ϕ1(1) = ϕ2(1), ϕ
′
1(1) = ϕ

′
2(1)

ko³ulu ve ϕ1, ϕ2, ϕ1, ϕ2 1 noktas�na kadar süreklili§i geni³letilmesi ³artlar� alt�nda

Lϕ = Lϕ(x)χB(x) + Lϕ(x)χRn\B(x)

e³itli§i sa§lan�r.

�spat Bu kan�t, Lemma (3.1.1) in iki kez uygulanmas�yla sonuçland�r�labilir. �kinci uygu-

lamadan önce hipotezden

ϕ
′
1(1) = ϕ

′
2(1)

ifadesinden ϕ nin birinci mertebeden tüm k�smi türevlerinin 1 noktas�nda süreklili§ini söyleye-

biliriz.

�imdi (1) in kan�t� için esas tart�³mam�z�n detaylar�n� belirleyelim. (1) in kan�t�n� öteleme ve

geni³leme yaparak

|T 1f(0)| ≤ C M(Tf)(0) (9)

(9) un ispat�na indirgenebilir. Burada

T 1f(0) =

∫
|y|>1

f(y)K(y)dy

birinci seviyeden kesik integraldir. Bizim singüler integralimizin çekirde§ini tekrar gözöününe

al�rsak

K(x) =
Ω(x)

|x|n
=

P (x)

|x|n+d

Burada P,derecesi d ≥ 2 olan çift, homojen, harmonik polinomdur. Bu �kir, B üzerinde

ölçülebilir, s�n�rl� ve destekli b fonksiyonu için

K(x)χRn\B(x) = T (b)(x) (10)

özde³li§ine kar³�l�k gelir. f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p <∞ için
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T 1f(0) =

∫
χRn\B(y)K(y)f(y)dy

=

∫
T (b)(y)f(y)dy

=

∫
B
b(y)Tf(y)dy

olur. Böylelikle (2) yi elde etmi³ olduk. Burada C = Vn‖b‖‖∞ , Vn ile Rn birim yuvar�n�n hacmi

gösterilmektedir. �imdi (10) un ispat�na tekrar dönersek d = 2N ve E, N �nc� mertebeden

4N Laplace denkleminin standart temel çözümü olsun.

ϕ(x) = E(x)χRn\B(x) + (A0 +A1|x|2 + · · ·+Ad−1|x|2d−2)χB(x) (11)

fonksiyonunu gözönüne alal�m. Burada A0, A1, . . . , Ad−1 sabitleri a³a§�daki gibi seçilsin. ϕ(x)

radial fonksiyon oldu§undan ∆jϕ her j pozitif tamsay�s� için do§rudur. Böylece önceki sonucu

buraya N kez uygulamak için 2N = d ko³ul ³art� gerekli ve A0, A1, . . . , Ad−1 sabitlerinin

gösterilmesi gerekir. Bu nedenle α1, α2, . . . , αN−1 sabitleri için

∆Nϕ = (α1 + α2|x|2 + · · ·+ αN−1|x|2(N−1))χB(x) = b(x) (12)

dir. Burada son e³itlik b nin tan�m�d�r.

ϕ = E ?∆Nϕ

oldu§undan iki taraf�nda türevlerini al�rsak

P (∂)ϕ = P (∂)E ?∆Nϕ (13)

elde edilir. P (∂)ϕ yi hesaplamak için Fourier dönü³ümlerini alal�m.

̂P (∂)E(ξ) = P (iξ)Ê(ξ) =
P (ξ)

|ξ|d

dir. Di§er taraftan iyi bilinmektedir ki

̂
P.V.

P (x)

|x|n+d
(ξ) = γd

P (ξ)

|ξ|d
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dir. Her pozitif jtamsay�s� için γj = i−jπ
n
2

Γ(n
2

)

Γn+j
2

de γd nin de§erini tahmin etmek ³u an bizim

için önemli de§ildir. Biz sonuç olarak d ye ba§l� baz� cd sabiteleri için

P (∂)E = cdP.V.
P (x)

|x|n+d

Böylelikle

P (∂)ϕ = cdP.V.
P (x)

|x|n+d
?∆Nϕ = cdT (b)

sol taraf P (∂)ϕ nin hesaplanmas�d�r. Sonuç (3.1.2) den ³una sahibiz.

P (∂)ϕ = cdK(x)χRn\B + P (∂)(A0 +A1|x|2 + · · ·+Ad−1|x|2d−2)(x)χB(x)

böylece (3) ün ispat� tamamlanm�³ oldu, bizim sadece

P (∂)(|x|2j) = 0, 1 ≤ j ≤ d− 1 (14)

ifadesini göstermemiz gerekir. P nin derecesi |x|2j nin derecesinden çok daha küçük oldu§una

dikkat edersek bu yüzden önceki e³itlik a³ikar olmaz. Fourier dönü³ümlerini al�rsak

̂P (∂)(|x|2j) = cjP (ξ)∆jδ,

elde ederiz. Burada δ, orjinde Dirac delta fonksiyonudur ve cj j ye ba§l� bir sabittir. ψ bir

test fonksiyon olsun. Buradan P harmonik fonksiyon oldu§undan

< P (ξ)∆jδ, ϕ > = < ∆jδ, P (ξ)ϕ(ξ) >

= < ∆j−1δ, 2∇P (ξ)∇ϕ(ξ) + P (ξ)∆ϕ(ξ) >

Önceki hesaplamalar� itere edersek de ³unu elde ederiz.

< P (ξ)∆jδ, ϕ >=< δ,D(ξ) >= D(0)

Burada D, ∂αϕ(ξ)∂βP (ξ) biçimindeki uzunlu§u |β| ≤ j ≤ d− 1 çarp�mlar�n bir lineer kombi-

nasyonudur. Bu nedenle ∂βP (ξ), derecesi d−j ≥ 1 homojen polinom ve ∂βP (0) = 0 d�r. Bu da

bizi D(0) = 0 olmas�na götürür. Böylece (7) nin ispat� dolay�s�yla (3) ün ispat� tamamlanm�³

oldu.
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4 BÖLÜM

4.1 Yeterlilik Ko³ulunun �spat� : Polinom Durumu

Bu k�s�mda T nin çift polinom operatör oldu§unu varsayal�m. 2N çift tamsay�lar� için (N ≥ 1),

|x|2NΩ(x), 2N inci dereceden homojen polinomdur. Böyle bir polinomu

|x|2NΩ(x) = P2(x)|x|2N−2 + · · ·+ P2j(x)|x|2N−2j + · · ·+ P2N (x)

³eklinde yazabiliriz. Burada P2j , derecesi 2j (1 ≤ j ≤ N) olan homojen harmonik polinomdur.

Di§er bir deyi³le küresel harmoniklerdeki Ω n�n aç�l�m�

Ω(x) = P2(x) + P4(x) + · · ·+ P2N (x), |x| = 1

dir. Önceki k�s�mda oldu§u gibi B birim yuvar�n�n d�³�ndaki K(x) çekirde§i için bir ifade elde

etmek istiyoruz. Bunun için

Q(x) = γ2P2(x)|x|2N−2 + · · ·+ γ2jP2j(x)|x|2N−2j + · · ·+ γ2NP2N(x)

polinomu ile tan�mlanan diferansiyellenebilir Q(∂) operatörüne ihtiyac�m�z var.

E§er E,∆N n�n standart temel çözümü ise

Q(∂)E = P.V.K(x)

tir. Bu iki taraf�n Fourier dönü³ümü al�narak kolayca sa§land�§� gösterilebilir. �imdi önceki

k�s�mdaki ϕ fonksiyonunu gözönüne alal�m. ϕ = E ?∆Nϕ ifadesini elde ederiz ve böylece

Q(∂)ϕ = Q(∂)E ?∆Nϕ = P.V.K(x) ? b = T (b)

dir. Burada b, ∆Nϕ deki gibi tan�mland�. Di§er bir deyi³le sonuç (3.1.2) den

Q(∂)ϕ = K(x)χRn\B +Q(∂)(A0 +A1|x|2 + · · ·+A2N−1|x|4N−2)(x)χB(x) (15)

tir. Önceki k�smdaki ortaya ç�kan�n tersine

S(x) := −Q(δ)(A0 +A1|x|2 + · · ·+A2N−1|x|4N−2)(x)

teriminin Q nun harmonik olmas� gerekmedi§inden s�f�r olmas�na gerek yoktur. Amac�m�z,

|β(x)| ≤ C

|x|n+1
, |x| ≥ 2 (16)
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ve

S(x)χB(x) = T (β)(x) (17)

kestirimini sa§layan β ∈ L∞(Rn) fonksiyonunu bulmakt�r. Bu ikinci k�s�mda verilen teoremin

(i) ³art�n�n ispat�n� verir. (15), (17), ve S(x) tan�m�ndan

K(x)χRn\B(x) = Tb(x) + T (β)(x) (18)

γ = b+ β olsun. (9) u a³a§�daki gibi gösterelim. Her f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p <∞ için

T 1f(0) =

∫
χRn\B(y)K(y)f(y)dy

=

∫
T (γ)(y)f(y)dy

=

∫
γ(y)Tf(y)dy

=

∫
2B
γ(y)Tf(y)dy +

∫
Rn\2B

γ(y)Tf(y)dy

ve böylece (16) e³itsizli§inde β ile γ yer de§i³tirdi§inde a³a§�daki elde edilir.

|T 1f(0) | ≤ C(‖γ‖∞
1

2B

∫
2B
|Tf(y)|dy +

∫
Rn\2B

|Tf(y)|
|y|n+1

dy)

≤ CM(Tf)(0)

(16) ve (17) yi sa§layan β y� belirlemek için hipotezimizi ve teoremdeki (iii) ³art�n� gözönüne

alal�m. Buradan T = R ◦ U oldu§unu söyleyebiliriz. Burada R, yüksek mertebeli bir Riesz

dönü³ümü; U, A cebirinde terslenebilir bir operatör ve P, n de§i³kenli polinomlar halkas�nda

(1 ≤ j ≤ N) R böler P2J olan polinomdur.

�ki ad�mda β y� tan�mlayal�m. Birinci ad�m

S(x)χB(x) = R(β1)(x) (19)

olacak ³ekilde L∞(β) da birinci mertebeden Lipschitz ³art�n� sa§layan L∞(β) da bir fonksiy-

onun varl�§�n� ve ∫
β1(x)dx = 0

ko³unu gerçekleyen β1 fonksiyonunun varl�§�n� göstermektir. Daha sonra β1 üzerinde Lipschitz

³art�n�n nas�l kullan�ld�§� daha aç�k olacakt�r. (19) u kan�tlamak ve S(x) için aç�k bir formüle
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ihtiyac�m�z var ve bu yuzden de a³a§�daki [8] formülünü kullanaca§�z.

Lemma 4.1.1 L, mertebesi l olan bir homojen polinom ve f bir de§i³kenli, düzgün bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

L(∂)f(r) =
∑
ν≥0

1

2ν .ν!
.∆ν .L(x)(

1

r
.
∂

∂r
)l−ν .f(r) r = |x|.

Lemma (4.1.1) in sonucu olarak a³a§�daki lemmay� verebiliriz.

Lemma 4.1.2 P2j derecesi 2j olan homojen, harmonik bir polinom olsun ve k negatif ol-

mayan bir tamsay� olsun. Bu durumda e§er 2j ≤ k ise

P2j(∂)(|x|2k) = 22j .
k!

(k − 2j)!
.P2j(x)|x|2(k−2j)

ve e§er 2j > k ise

P2j(∂)(|x|2k) = 0

d�r. Di§er taraftan a³a§�daki

∆j(|x|2k) = 4j .
j!.k!

(k − j)!
, k ≥ j (20)

ve

∆j(|x|2k) = 0 (21)

kolayca elde edilir. Lemma (4.1.2), (20) ve (21) den baz� cjk sabitleri için Q(x) ve S(x) in baz�

tan�mlar� gözönüne al�nd�§�nda

S(x) =

N−1∑
j=1

N−1∑
k=j

cjkP2j(x)|x|2(k−j) (22)

elde ederiz. Bu nedenle negatif olmayan her bir k ve 1 ≤ j ≤ N için S(x) ile P2j(x) yer

de§i³tirdi§inde (19) u ispat etmek yeterlidir. Bu �kir

P (∂)ψ(x) = P2j(x)|x|2kχB(x) (23)
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olacak ³ekilde bir ψ fonksiyonu için ara³t�rmak gerekir. Asl�nda e§er (23) sa§lan�r ve 2d P nin

derecesi ise bu durumda E nin ∆d n�n temel çözümü olmas� ve ψ fonksiyonunun yeterince iyi

olmas� ³art�yla

ψ = E ?∆dψ

olur. Buradan e§er β1 = c∆dψ ise

P (∂)ψ = P (∂)E ?∆dψ = cP.V.
P (x)

|x|n+2d
?∆dψ = R(β1).

Bu sonuç,(23) ün çözümünü verir. Burada ∆dψ, B üzerinde destekli ve Lipschitz ³art�n� sa§lar

ve ayn� zamanda integrali s�f�ra e³ittir. (23) ün Fourier dönü³ümünü al�rsak

(−1)dP (ξ)ψ̂(ξ) = (−1)j+kP2j(∂)∆
k(χ̂B(ξ)) (24)

elde edilir. m = n/2 için

χ̂B(ξ) =
Jm(ξ)

|ξ|m
, ξ ∈ Rn

vard�r. Burada Jm, m �nc� mertebeden Bessel fonksiyonudur.

Gλ(ξ) =
Jλ(ξ)

|ξ|λ
ξ ∈ Rn, λ > 0

alal�m. (24) ün sa§ taraf�n� hesaplamak için Lemma (4.1.1) i L(x) = P2j(x)|x|2k ve f(r) =

Gm(r) ye 4 uygularsak

P (ξ)ψ̂(ξ) = (−1)j+k+d
∑
ν≥0

(−1)ν

2νν!
∆ν(P2j(ξ)|ξ|2k)Gm+2j+2k−ν(ξ),

elde ederiz. Bilinen formdan

1

r

d

dr
Gλ(r) = −Gλ+1(r), r > 0, λ > 0

olur. P2j(ξ) 2j�nc� dereceden homojen oldu§undan ∇P2j(ξ)ξ = 2jP2j(ξ) olur ve buradan baz�

ajkν sabitleri için

∆ν(P2j(ξ)|ξ|2k) = ajkνP2j(ξ)|ξ|2(k−ν)

elde edilir. Böylece di§er ajkν sabitleri için

P (ξ)ψ̂(ξ) =
∑
ν≥0

ajkνP2j(ξ)|ξ|2(k−ν)Gm+2j+2k−ν(ξ) (25)
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elde ederiz.

Hipotezlerden n de§i³kenli polinomlar halkas�nda P, P2j yi böler ve böylece 2j−2d �nc� derece-

den homojen polinomlar için

P2j(ξ) = P (ξ)Q2j−2d(ξ)

olur. (25) te P (ξ) çarpan�n� ç�kard�§�m�zda

ψ̂(ξ) = Q2j−2d(ξ)
k∑
ν=0

ajkν |ξ|2(k−ν)Gm+2j+2k−ν(ξ)

bu sonuç elde edilir.

( ̂(1− |x|2)λχB(x))(ξ) = cλGm+λ(ξ)

dan sonuç olarak

ψ(x) = Q2j−2d(∂)
k∑
ν=0

ajkν∆k−ν((1− |x|2)2j+2k−νχB(x))

elde edilir.

ψ nin β ya k�s�tlanmas� bir polinomdur ve bu polinom ∂B de 2d mertebeye kadar ve ψ, B nin

d�³�nda s�f�r olur. Bundan dolay� ∆dψ, B de desteklidir ve B ile arakesitinin integrali s�f�r olan

bir polinomdur. Bu β n�n elde edilmesinin ilk ad�m�n� tamamlar.

�kinci ad�m a³a§�daki gibi gösterilebilir. T = R ◦ U ve U nun A cebirinde terslenebilir olmas�

hipotezinden

R(β1) = T (U−1β1)

elde edilir.

β = U−1β1 (26)

alal�m.

β ∈ L∞(Rn) (27)

oldu§unu göstermek yeterlidir. Baz� pozitif C sabitleri için

|β(x)| ≤ C

|x|n+1
|x| ≥ 2 (28)
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dir. Böylece U−1 ∈ A, λ reel say�lar� ve baz� düzgün homojen Calderon-Zygmund V operatörü

için

U−1 = λI + V

olur. Böylece

β = λβ1 + V (β1)

yaz�labilir. �imdi β1, B de destekli ve B üzerinde integrali 0 olsun. Bu (28) kestirimini elde

etmek için yeterlidir. Gerçekten, L(x), V nin çekirde§i ve |x| ≥ 2 olsun. Bu durumda

V (β1)(x) =

∫
L(x− y)β1(y)dy

=

∫
(L(x− y)− L(x))β1(y)dy (29)

ve buradan

|V (β1)(x)| ≤
∫
|L(x− y)− L(x)||β1(y)|dy,

≤ C

∫
C

|y|
|x|n+1

|β1(y)|dy, (30)

=
C

|x|n+1
.

β n�n s�n�rl�l�§� hassas bir konudur. V operatörü ve β1 fonksiyonuna daha sonraki lemmay�

uygularsak bu hemen görülür. Burada β1 in Lipchitz ko³ulunu sa§lad�§�n� kulland�k. K(x) =

Ω(x)/|x|n çekirdekli T düzgün, homojen Calderon-Zygmund operatörünün sabiti

‖T‖CZ ≡ ‖K‖CZ = ‖Ω‖∞ + ‖|x|∇Ω(x)‖∞ (31)

B üzerindeki Lipschitz fonksiyonu minimal Lipschitz sabiti için standart notasyonlar� kul-

lanaca§�z. Yani ³u ³ekilde alaca§�z.

|f |Lip(1,B) = sup

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|

: x, y ∈ B, x 6= y

}
<∞

Lemma 4.1.3: T, çekirde§i K(x) = Ω(x)
|x|n olan homojen singüler operatör olsun. Burada
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Ω, çift çekirdekli 0 �nc� dereceden homojen fonksiyon, sürekli diferansiyellenebilir ve birim

küre üzerindeki integrali 0 d�r. Bu durumda

‖T (fχB)‖L∞(Rn) ≤ C‖K‖CZ(||f ||L∞(B) + ||f ||Lip(1,B))

dir. Burada C yaln�zca n e ba§l� pozitif bir sabittir.

�spat: Birim küre üzerindeki T (fχB) davran�³�n� aç�klayarak i³e ba³layal�m. �ddia ediyoruz

ki

|Tε(fχB)(α)| ≤ C||K||CZ(||f ||L∞(B) + ||f ||Lip(1,B), |a| = 1, ε > 0

d�r. Gerçekten e§er iddian�n ispat�ndaki detaylar görülürse, T (fχB)(α) integralinin esas de§eri

küre üzerindeki tüm a lar için vard�r ve istenen e³itsizli§i sa§lar.

Tε(fχB)(a) =

∫
ε<|x−a|<1/2

χB(x)f(x)K(a− x)dx+

∫
1/2<|x−a|

· · ·

= Iε + II

Aç�k olarak

|II| ≤
∫

1/2<|x−a|
χB(x)|f(x)| |Ω(x− a)|

|x− a|n
dx ≤ 2n|B|‖Ω‖∞‖f‖L∞(B).

Iε terimine göre yazarsak

Iε =

∫
ε<|x−a|<1/2

χB(x)(f(x)− f(a))K(a− x)dx

+f(a)

∫
ε<|x−a|<1/2

χB(x)K(a− x)dx

= IIIε + f(a)IVε,

ve a³a§�daki ³ekildeki kestirim kolayca elde edilebilir.

|IIIε| ≤ ||f ||Lip(1,B)

∫
B
|x− a||K(a− x)|dx ≤ C||Ω||∞||f ||Lip(1,B)

IVε =

∫ 1/2

ε

(∫
A(r)

Ω(w)dσ(w)

)
dr

r
(32)
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olur. Burada

A(r) = {w : |w| = 1, |a+ rw| < 1}.

H, a noktas�nda S = {w : |w| = 1} olacak ³ekilde tanjant hiper düzlemi olsun. V ile burada

orjini içeren H s�n�r�n� içine alan yar� uzay olmak üzere A(r) ⊂ S ∩ V dir. Ω çift oldu§undan

0 =

∫
S

Ω(w)dσ(w) = 2

∫
S∩V

Ω(w)dσ(w)

olur. Böylece ∫
A(r)

Ω(w)dσ(w) = −
∫

(S∩V )\A(r)
Ω(w)dσ(w)

dir ve buradan ∣∣∣∣∣
∫
A(r)

Ω(w)dσ(w)

∣∣∣∣∣ ≤ ||Ω||∞σ((S ∩ V )\A(r))

H, S ye a noktas�nda te§et oldu§undan

σ((S ∩ V )\A(r)) ≤ Cr

elde ederiz. (32) den

|IVε| ≤ C||Ω||∞

yazar�z. |a| < 1 oldu§unu kabul edelim. II, ve III terimlerini ayn� yolla elde etmeden önce

IVε nun sol taraf�n� tekrar ele alal�m. Genelli§i bozmadan ε0 < 1/4 oldu§unu kabul edelim.

ao = a/|a| alal�m. Bu durumda

A = {x ∈ B : ε0 < |x− a| < 1/2}

ve

A0 = {x ∈ B : ε0 < |x− a| < 1/2}

olur. IVε ifadesini elde etmek için ε0 ile ε ve a ile a0 � yer de§i³tirelim. ε ≤ ε0 için∫
ε<|x−a|<1/2

χB(x)K(a− x)dx =

∫
ε0<|x−a|<1/2

χB(x)K(a− x)dx

olur. Bu durumda∣∣∣∣∣
∫
ε<|x−a|<1/2

χB(x)K(a− x)dx−
∫
ε0<|x−a0|<1/2

χB(x)K(a0 − x)dx

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∫
A
K(a− x)dx−

∫
A0

K(a0 − x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
A∩A0

|K(a− x)| −K(a0 − x)dx|

+|
∫
A/A0

χB(x)K(a− x)dx|+ |
∫
A0/A

χB(x)K(a0 − x)dx|

= J1 + J2 + J3

elde edilir. E§er x ∈ A ∩A0 ise

|K(a− x)−K(a0 − x)| ≤ C||K||CZ
|a− a0|
|x− a|n+1

olur. Buradan

J1 ≤ C||K||CZ |a− a0|
∫
|x−a|>ε0

dx

|x− a|n+1
≤ C||K||CZ

olur. J2 kestirimi için

A\A0 = (A ∩B(a0, ε0)) ∪ (A ∩ (Rn\B(a0, 1/2)))

�imdi e§er |x− a0| ≥ 1/2 ise |x− a| ≥ 1/4 ve

J2 ≤ ||Ω||∞

(∫
|x−a0|<ε0

dx

εn0
+

∫
B

4ndx

)
≤ C||Ω||∞

elde edilir. J3 için de benzer tart�³ma yap�labilir. |a| > 1 durumu benzer yolla tamamlanabilir.

β n�n in³aas� tamamlanm�³ olur ve Teoremin polinom operatörler için ispat� tamamlanm�³ olur.

Lemma(4.1.3) ün bir çe³idi ayn� ispat yöntemleri ile Rn\B ile B yer de§i³tirildi§inde geçerli

oldu§u dikkate al�nabilir. Yani Lemma (4.1.3) ün kabulleri alt�nda

||T (fχRn\B)||L∞(Rn) ≤ C||K||CZ
(
||f ||L∞(Rn\B) + ||f ||Lip(1,Rn\B)

)
elde edilir.
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4.2 Gereklilik Ko³ulunun �spat�: Polinom Durumu

Bu k�s�mda T, çekirde§i

K(x) =
Ω(x)

|x|n
=
P2(x)

|x|2+n
+
P4(x)

|x|4+n
+ · · ·+ P2N (x)

|x|2N+n
, x 6= 0,

burada P2j , 2j �nc� dereceden homojen harmonik polinomdur. Q,

Q(x) = γ2P2(x)|x|2N−2 + · · ·+ γ2jP2j(x)|x|2N−2j + · · ·+ γ2NP2N (x).

³eklinde tan�mlanan 2N �nc� dereceden homojen polinom olsun. Bu durumda

P̂.V.K(ξ) =
Q(ξ)

|x|2N
, ξ 6= 0

d�r. Böylece birinci mertebeden T 1 parçal� operatörü∫
(T 1f)2(x)dx ≤

∫
(T ∗f)2(x)dx ≤ C

∫
(Tf)2(x)dx

aç�k olarak elde edilir. T 1 in çekirde§i

K(x)χRn\B
(x) = T (b)(x) + S(x)χB(x), (33)

dir. Burada b, (12) de verilmi³tir ve

−S(x) = Q(δ)(A0 +A1|x|2 + · · ·+A2N−1|x|4N−2)(x), x ∈ Rn

dir. (33) e göre f ∈ L2(Rn) için

||SχB ∗ f ||2 ≤ C||T 1f ||2 + ||b ∗ Tf ||2

≤ C
(
||Tf ||2 + ||̂b||∞||Tf ||2

)
= C||Tf ||2

elde edilir. Placherel e göre yukar�daki L2 e³itsizli§ini Fourier dönü³ümü aras�ndaki bir nok-

tasal e³itsizlik dönü³ümüdür. Yani

|ŜχB(ξ)| ≤ C|P̂.V.K(ξ)| = C
|Q(ξ)|
|ξ|2N

(34)

dir. Amac�m�z (34) ün Q s�f�r cümlesi ile P2j aras�ndaki ba§�nt�n�n sa§land�§�n� göstermektir.

Rn deki her f fonksiyonu için Z(f) = {x ∈ Rn : f(x) = 0} d�r.
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Lemma 4.2.1

Z(Q) ⊂ Z(P2j), 1 ≤ j ≤ N. (35)

�spat S nin (22) de verilen aç�l�m�ndan

S(x) =
2N−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

cljP2j(x)|x|2(l−N−j)

³eklinde yazabiliriz. χ̂B = Gm, m = n/2 oldu§undan Lemma (4.1.1) den

ŜχB(ξ) = S(lδ)χB (ξ)

=

2N−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

clj(−1)l−NP2j(δ)4(l−N−j)Gm(ξ) (36)

=

2N−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

l−N−j∑
k=0

cl,j,kP2j(ξ)|ξ|2(l−N−j−k)Gm+2l−2N−k(ξ)

elde edilir. ∀p ≥ 0 için Gp(ξ) tam fonksiyonu pozitif reel eksenine k�s�tlamas� olan bir radyal

fonksiyondur 4. ξ = rξ0, |ξ0| = 1, r ≥ 0 alal�m. Bu durumda

ŜχB(ξ)(rξ0) =
∞∑
p=1

a2p(ξ0)r2p, (37)

olur ve kuvvet serisi, ∀ ξ0 için sonlu yak�nsakl�k yar�çap�na sahiptir. Kabul edelim ki Q(ξ0) = 0

olsun. (34) den ∀r ≥ 0 için ŜχB(ξ)(rξ0) = 0 ve buradan ∀p ≥ 1 için a2p(ξ0) = 0 d�r. p = 1

için a2(ξ0) = P2(ξ0)C2 olur. Burada

C2 =

2N−1∑
l=N+1

cl,1,l−N−1Gm+l−N+1(0)

d�r. Daha sonra C2 6= 0 oldu§u kabul edilecektir ve bu durumda P2(ξ0) = 0 d�r. P2(ξ0) =

· · · = P2(j−1)(ξ0) = 0 hipotezini alal�m. Bu durumda

J ≤ N − 1 ise a2j(ξ0) = P2j(ξ0)C2j olur. Burada

C2j =

2N−1∑
l=N+1

cl,j,l−N−jGm+l−N+j(0) (38)
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d�r. C2j 6= 0 oldu§undan 1 ≤ j ≤ N − 1 için P2j(ξ0) = 0 oldu§unu gösterece§iz. Böylece

0 = Q(ξ0) =

N∑
j=1

γ2jP2j(ξ0)

olur ve PN (ξ0) = 0 elde edilir.

Lemma 4.2.2

C2j =
−π

n
2

Vn 2
n
2 Γ(n2 + 1)

(−1)j

j 4j Γ(2j + n
2 )
, 1 ≤ j ≤ N − 1.

dir.

Lemma (4.2.2) nin ispat� uzun ve karma³�k oldu§undan k�s�m 6 ya ertelendi.

Lemma 4.2.3 E§er f , Rn de i³areti de§i³en reel de§erli sürekli bir fonksiyon ise bu du-

rumda Hn−1 (Z(f)) , Hn−1, n− 1 boyutlu Hausdor� ölçüsüdür. Özellikle Z(f) in Hausdor�

mertebesi en az n− 1 dir.

�spat Genelli§i bozmadan kabul edelim ki f(0) > 0 ve f(p) < 0 d�r. Burada p = (0, . . . , 0, 1)

dir. Yeterince küçük ε > 0 için |x| < ε ise f(x) > 0 ve |x − p| < ε ise f(x) < 0 d�r.

B = {x ∈ Rn : xn = 0 ve |x| < ε} kümesini alal�m. Bolzano teoreminden ∀x ∈ B için

0 ≤ t ≤ 1 olacak ³ekilde f nin parçalan�³�ndaki baz� noktalar�n (x1, . . . , xn−1, t) s�f�r oldu§unu

söyleriz. Böylece Z(f) kümesinin {x : xn = 0} hiperdüzlemi üzerindeki dik izdü³ümü B

kümesini içerir ve böylece Hn−1 (Z(f)) > Hn−1(B) > 0 d�r.

Lemma 4.2.4 F ve G , R[x1, . . . , xn] de polinomlar olsunlar. Varsayal�m ki G indirgene-

mez ve Hn−1 (Z(F ) ∩ Z(G)) > 0 olsun. Bu durumda F = GH olacak ³ekilde R[x1, . . . , xn] de

bir H polinomu vard�r.

�spat V(P) ile {z ∈ Cn : P (z) = 0 polinomlar�n�n kompleks hiper düzlemini gösterelim.

Hipotezden V (F ) ∩ V (G) bo³tan farkl�d�r. E§er V (F ), V (G) nin içinde de§ilse V (F ) ∩ V (G)

n�n kompleks boyutu n−2 den büyük de§ildir. Reel boyutu, kompleks boyutundan küçük e³it

oldu§undan sonuç olarak Z(G)∩Z(F ) nin reel boyutu n−2 den büyük olmad�§�n� elde ederiz.
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Bu gerçek n − 1 Hausdorf pozitif ölçü boyutuna çeli³kidir. Bu yüzden V (G) ⊂ V (F ) dir ve

buradan da baz� H ∈ C[x1, x2, . . . , xn] için F = G H olur. Böylece F ve G reel katsay�lara

sahip olacakt�r, ayn�s� H da da olacakt�r. �imdi gerek ³art�n ispat�n� verelim.

j0, P2j0 6= 0 olacak ³ekilde birinci pozitif indeks olsun. j0 ≤ j ≤ N için P2j0 böler P2j oldu§unu

göstermek istiyoruz. R[x1, x2, . . . , xn] tek çarpanlama bölgesi oldu§undan P2j0 � indirgenemez

çarpanlar�n çarp�m� ³eklinde ifade edebiliriz. Yani Rk,1 ≤ k ≤ M ki ayn� zamanda homojen

oldu§undan aç�kça Z(P2j0) = ∪kZ(Rk) ve

Z(Q) =
⋃
k

(Z(Q) ∩ Z(Rk))

yazar�z. Q nun integrali küre üzerinde 0 oldu§undan Q nun i³areti de§i³ir ve böylece Lemma

(4.2.3) den en az bir k vard�r öyle ki Hn−1 (Z(Q) ∩ Z(Rk)) > 0 d�r. k = 1 olmas� için

notasyon de§i³tirirsek bu durumda Lemma (4.2.4) e göre R1 böler Q dur. j0 ≤ j ≤ N için

ayn� zamanda R1 ve P2j ye Lemma (4.2.4) ü uygulayabiliriz; çünkü Lemma (4.2.1) e göre

Z(Q) ∩ Z(R1) ⊂ Z(P2j) ∩ Z(R1) dir. Böylece j0 ≤ j ≤ N için R1 böler P2j olur. Q1 ve P2j,1

belli homojen polinomlar� için

Q = R1Q1

ve

P2j = R1 P2j,1, j0 ≤ j ≤ N

alal�m. M = 1 oldu§unda yapm�³t�k. (34) ü yeniden yazmak için (37) y� ³u formda kullanal�m.∣∣∣∣∣∣
∞∑
p=1

a2p(ξ0)r2p

∣∣∣∣∣∣ ≤ C|Q(ξ0)|, 0 < r (39)

dir. a2p katsay�s�n�n tan�m� ve (36) dan

a2p(ξ0) =

N−1∑
j=j0

µj(p)P2j(ξ0)

ve

a2p(ξ0) = R1(ξ0)

N−1∑
j=j0

µj(p)P2j,1(ξ0) (40)

= R1(ξ0)a2p,1(ξ0)
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olacak ³ekilde bir reel µj(p)vard�r. Burada son e³itlik a2p,1(ξ0) say�lar�n�n tan�m�n� sa§lar. (39)

daki R1(ξ0) ortak çarpan�n� basitle³tirmek için

∞∑
p=1

a2p(ξ0)r2p ≤ C|Q1(ξ0)|, 0 < r (41)

³eklinde yazabiliriz. (41) tamamlamak için bölme sürecinde ikinci ad�ma ba³lamal�y�z. ∀p ≥ 1

için Q1(ξ0) = 0 ise a2p,1(ξ0) = 0 d�r. Böylece Lemma (4.2.1) in ispat� gibi

Z(Q1) ⊂ Z(P2j,1), j0 ≤ j ≤ N

olur. Bölme lemmas�n� uygulamak için Q1 s�f�r kümesinin yeterince büyük oldu§unu belirlemek

ve bölme lemmas�ndaQ1 nin i³areti de§i³ti§ini kabul etmek gerekir. M > 1 veR1 in derecesinin

2j0 dan daha küçük oldu§unu kabul edelim. R1 ve Q aç�l�mlar�n� gözönünde bulundurursak

bunlar�n L2(dσ) da ortogonal oldu§unu görürüz. Böylece

0 =

∫
R1(ξ)Q(ξ)dσ(ξ) =

∫
R2

1(ξ)Q1(ξ)dσ(ξ)

olur bu da bize Q1 in i³aretinin de§i³ti§ini verir. P2j0,1 = ΠM
k=2 oldu§undan j0 ≤ j ≤ N için

Rk n�n birini, R2 nin P2j,1 i böldü§ü sonucuna var�r�z. j0 ≤ j ≤ N için P2jo2 �n, P2j yi böldü§ü

ortaya ç�kt�. k �nc� ad�mda Q = Πk
l=1R1Qk ve

0 =

∫ k∑
l=1

R1(ξ)Qk(ξ)dσ(ξ) =

∫ k∑
l=1

R2
1(ξ) Qk(ξ) dσ(ξ)

yaz�l�r. Dolay�s�yla Qk n�n i³areti de§i³mi³ olur.

a2p,k(ξ0) =
N−1∑
j=j0

µj(p) P2j,k(ξ0), 1 ≤ k ≤M

elde ederiz. Böylece M �nc� ad�mda p = j0 için

a2j0,M (ξ0) = C2j0 6= 0. (42)

olur. Derecesi 2j − 2j0 olan homojen Q2j−2j0 polinomlar� için P2j = P2j0Q2j−2j0 alal�m.

Böylece

Q(ξ) =
N∑
j=j0

γ2j P2j(ξ) |ξ|2N−2j

= P2j0(ξ)
N∑
j=j0

γ2j Q2j−2j0(ξ) |ξ|2N−2j
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olur. (39) dan ve |ξ0| = 1 ve 0 < r< için a2p,M (ξ0) katsay�lar�n�n tan�m�ndan∣∣∣∣∣∣
∞∑
p=j0

a2p,M (ξ0)rp

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣∣∣
N∑
j=j0

γ2j Q2j−2j0(ξ0)

∣∣∣∣∣∣ , 0 < r

elde ederiz. (42) gözönüne al�n�rsa

N∑
j=j0

γ2j Q2j−2j0(ξ0) 6= 0, |ξ0| = 1

sonucu yaz�l�r. Böylece polinom durumu gereklilik ³art�n�n ispat� tamamlanm�³ olur.
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5 BÖLÜM

5.1 Yeterlilik Ko³ulunun �spat�:Genel Durum

(6) serisinin yak�nsakl�§� hakk�nda çe³itli gerçekleri aç�klayarak i³e ba³layal�m. Ω, integrali

0 olan C∞(Sn−1) uzay�nda bir fonksiyon olsun. Bu durumda Ω küresel harmoniklerle (6)

³eklinde yaz�labilir. Herhangi bir pozitif r tamsay�s� için∑
j≥1

(j(j + n− 2))r||Pj ||22 = (−1)r
∫
Sn−1

4r
SΩΩdσ (43)

e³itsizli§i yaz�labilir. Burada 4S küresel koordinatlarda Laplace operatörünün gösterimidir.

Bu durumda ∑
j≥1

(j(j + n− 2))r||Pj ||22 = ‖4r
SΩ‖2‖Ω‖2

olur. Burada L2 normu dσ ya göre al�nm�³t�r. Böylece Schwarz E³itsizli§inden, her pozitif M

tamsay�s� için ∑
j≥1

jM‖Pj‖2 <∞ (44)

olur. Ayn� zamanda ∑
j≥1

jM‖Pj‖∞ <∞ (45)

e³itsizli§ini elde etmek istiyoruz. Burada Sn−1 üzerinden supremum normu al�nm�³t�r. Bu

daha sonraki lemmadan kolayca görülür. Bu ispat Fulvio Ricci taraf�ndan yap�lm�³t�r.

Lemma 5.1.1 Tüm q �nc� dereceden homojen polinomlar için

||Q||∞ ≤ Cq
n−1
2 ||Q||2

dir. Burada C yaln�zca n e ba§l� pozitif bir sabittir.

�spat Q1, Q2, . . . , Qd ortonormal baz� q dereceli tüm homojen polinomlar�n Sn−1 e k�s�tlan-

mas�n� içeren L2 nin bir alt uzay� olarak alal�m.

S(x) =
d∑
j=1

Qj(x)2, x ε Sn−1
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fonksiyonunun göz önüne alal�m. �ddiam�z S, dönme alt�nda invaryantt�r ve böylece sabittir.

dσ ihtimal ölçümü oldu§undan bu sabit Σd
j=1

∫
Qj(x)2dσ(x) = d olmak zorundad�r. �imdi Q,

derecesi q olan homojen polinom ve Q = Σd
j=1λjQj alal�m. Bu durumda

|Q(x)| ≤

 d∑
j=1

(λj)
2

 1
2
 d∑
j=1

Qj(x)2

 1
2

= ||Q||2d
1
2 , xε Sn−1

olur. Bu da d =
(
n+q−1

q

)
' qn−1 oldu§undan lemman�n ispat�n� verir. �ddiay� göstermek için

ρ yu rotasyon alal�m. Bu durumda

Qj(%(x))2 =

d∑
j=1

Qj(x)2, x ε Sn−1

yazar�z. Qj(p(x)) σ rotasyon invaryant�na göre bir ortonormal baz ³eklinde yaz�labilir.

Böylece T , K(x) = Ω(x)/|x|n çekirdekli çift, düzgün,homojen, Calderon-Zygmund operatörü

ve Ω n�n küresel harmonik aç�l�m�

Ω(x) =

∞∑
j=1

P2j(x) (46)

dir. Hipotezden her bir P2j yi derecesi 2d olan bir homojen harmonik polinomu böler. Di§er

bir deyi³le P2j = PQ2j−2d dir. Burada Q2j−2d derecesi 2j − 2d olan bir homojen polinomdur.

ΣjQ2j−2d(x) serisinin C∞Sn−1 de yak�nsak oldu§unu göstermek istiyoruz. Yani her pozitif M

tamsay�s� için ∑
j≥d

jM ||Q2j−2d||∞ <∞ (47)

oldu§unu göstermeliyiz. Daha sonraki lemma ifade ediyor ki Sn−1 üzerinden supremum normu

al�narak iki homojen polinomun bölümü s�n�rl� kal�r.

Lemma 5.1.2 P, özde³ olarak s�f�r olmayan bir homojen polinom olsun. Bu durumda her

q dereceli Q homojen polinomlar� için

||Q||∞ ≤ Cq2(n−1)/ε||PQ||∞

olacak ³ekilde bir pozitif ε ve bir C = C(n, P ) pozitif sabiti vard�r.

�spat Baz� pozitif ε say�lar� için∫
|x|=1

1

|P (x)|ε
dσ(x) <∞ (48)
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oldu§u ispat edilebilir. Bu durumda Lemma (5.1.1) ve Schwarz e³itsizli§inden

|Q||∞| ≤ Cq(n−1)/2||Q||2

≤ Cq(n−1)/2

(∫
|x|=1

1

|P (x)|ε
dσ(x)

)1/4(∫
|x|=1

|P (x)|ε|Q|4dσ(x)

)1/4

≤ Cq(n−1)/2||PQ||ε/4∞

(∫
|x|=1

|Q|4−εdσ(x)

)1/4

≤ Cq(n−1)/2||PQ||ε/4∞ ||Q||1−ε/4∞ ,

elde edilir. Bu da lemman�n ispat�n� tamamlar. (48) i ispat edelim. d, P nin derecesi olsun.

Ricci ve Stein den iyi bilindi§i üzere |P (x)|, A∞ s�n�f�nda bir a§�rl�kt�r. Gerçekten e§er εd < 1

ise ∫
|x|<1

1

|P (x)|ε
d(x) ≤ C(ε, d)

(∫
|x|<1

|P (x)|dx

)−ε
<∞

dur. P , homojen polinom oldu§undan (48) küresel koordinatlar alarak kolayca gösterilebilir.

�imdi (47), lemma (5.1.2) ve (45) ten ispat edilebilir. Gerçekten M0 = 2(n− 1)/ε al�nd�§�nda

||Q2j−2d||∞ ≤ C(n, P )(2j)M0 ||P2j ||∞

ve ∑
j≥d

jM ||Q2j−2d||∞ ≤ C(n, P )
∑
j≥1

(2j)M+M0 ||P2j ||∞ <∞

elde edilir. Bu k�sm�n geri kalan� da kestirim ve kompaktl�§� elde etmeye ayr�lm�³t�r. Hipotez-

den T = R ◦ U burada R, tüm P2jpolinomlar� bölen 2d dereceli P harmonik polinom ile ilgili

yüksek mertebeli Riesz dönü³ümüdür ve U , A cebirinde terslenebilirdir. T nin Fourier katsay�s�

∞∑
j=d

γ2j
P2j(ξ)

|ξ|2j
= γ2d

P (ξ)

|ξ|2d
∑
j≥d

γ2j

γ2d

Q2j−2d

|ξ|2j−2d
, ξ ε Rn/{0}.

Böylece U nun Fourier katsay�s�

µ(ξ) = γ−1
2d

∑
j≥d

γ2j
Q2j−2d(ξ)

|ξ|2j−2d
(49)

ve bu seri C∞(Sn−1) de yak�nsakt�r; çünkü γ2j ' (2j)−n/2 dir. N ≥ d için

µN (ξ) = γ−1
2d

N∑
j=d

γ2j
Q2j−2d(ξ)

|ξ|2j−2d
, ξ ∈ Rn/{0}. (50)
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alal�m. E§er

KN (x) =
∑
j=d

N
P2j(x)

|x|2j+n
, x ∈ Rn\{0}

ve TN , KN çekirdekli polinom operatörü ise TN = R ◦ UN dir. Burada UN µN (ξ) Fourier

çarpanl� A cebirinde bir operatördür. �imdi N üzerinden µN (ξ) Sn−1 de s�f�r olmayacak

³ekilde yeterince büyük oldu§unu kabul edelim. Gerçekten daha sonra ³u e³itsizli§i gözönüne

alaca§�z.

|∂αµ−1
N (ξ)| ≤ C, |ξ| = 1, 0 ≤ |α| ≤ n+ 3, (51)

ki bu e³itsizlik C∞(Sn−1) de yak�nsak olmas�ndan dolay� al�nabilir. 51 de C, sadece n ve µ ye

ba§l� pozitif bir sabitir.

T ile TN yer de§i³tirirse TN , teoremimizin (iii) ³art�n� sa§lad�§�ndan µN (ξ) 6= 0, |ξ| = 1 ,

ve bu da dördüncü k�sm�n sonuçlar�n� aç�klar. Özellikle

KN (x)χRn/B(x) = TN (bN )(x) + TN (βN )(x)

dir. Burada bN ve βN s�ras�yla b, β (18) de tan�mland�. bN nin T ye ba§l� olmad�§�n� hat�r-

lamak önemlidir. (12) de görüldü§ü gibi bN fonksiyonu ∆N operatörünün temel çözümü N e

ba§l�d�r.

Lemma 4.3

(1) |b̂N (ξ)| ≤ C, ξ ∈ Rn

(2) ||bN ||L∞(B) ≤ C(2N)2n+2

(3) ||∇bN ||L∞(B) ≤ C(2N)2n+4

olacak ³ekilde bir pozitif C sabiti vard�r.

�spat Önce (1) i ispatlayal�m. h1, h2, . . . hd, L2(dσ) tüm 2N inci dereceden homojen harmonik

polinomlar� içeren altuzay�n�n ortonormal bir baz� olsun. Lemma (5.1.1) deki gibi Sn−1 de

h2
1 + h2

2 + . . . h2
d = d alal�m.

Hj(x) =
1

γ2N

√
d
hj(x), x ∈ Rn
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ve SJ , çekirde§i K(x) = Hj(x)/|x|2N+n olan yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü olsun. S2
j nin

Fourier çarpan�
1

d

hj(ξ)
2

|ξ|4N
, 0 6= ξ ∈ Rn

ve buradan
d∑
j=1

S2
j = I

d�r. (10) dan

Kj(x)χRn/B(x) = Sj(bN )(x), x ∈ Rn, 1 ≤ j ≤ d

ve böylece

bN =

d∑
j=1

Sj

(
Kj(x)χRn/B(x)

)
(52)

olur.

Lemma 5.1.4 K, yüksek mertebeli bir Riesz dönü³ümünün çekirde§i ise yaln�zca n e ba§l�

baz� C sabitleri için

|K(x)χRn/B(ξ)| ≤ C|(P.V.K(x))(ξ)|, ξ ∈ Rn\{0}

d�r.

(52) ve önceki lemmadan

|b̂N (ξ)| ≤
d∑
j=0

|P̂.V.K(x)(ξ)||Kj(x)χRn/B(x)(ξ)|

≤ C

d∑
j=0

|P̂.V.Kj(x)(ξ)|2

= C

elde edilir. �imdi Lemma (5.1.3) deki (2) nin ispat�na dönelim. (52) deki aç�klamaya göre bN

için lemma (4.1.3) teki Sj operatörlerini Kj operatörlerine uygulayal�m. Kj(x), Rn\B de

Lipschitz ko³ulunu sa§lar ve

||bN ||∞ ≤ Cdmax1≤j≤d||Kj ||CZ
(
||Kj ||L∞(Rn\B) + ||K|j ||Lip(1,Rn\B)

)
(53)
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elde ederiz. d ' (2N)n−2 oldu§u bilinmektedir. Di§er bir deyi³le

||Kj ||CZ ≤ ||Hj ||∞ + ||∇Hj ||∞

burada Sn−1 üzerinden supremum normu al�nd�. Dolay�s�yla

||Hj ||∞ =
1

γ2N
|| hj√

d
||∞ ≤

1

γ2N
' (2N)n/2

yaz�labilir. Hj nin gradiyentinin kestirimleri için

||∇Hj ||∞ ≤ C(2N)n/2+1||Hj ||2 (54)

e³itli§ini kullanal�m. Burada L2 normu dσ ya göre al�nm�³t�r. hj ortonormal sistem oldu§un-

dan

||Hj ||2 =
1√
dγ2N

' (2N)n/2

(2N)(n−2)/2
' 2N

olur. Yukar�daki e³itsizli§i gözönüne al�rsak

||Kj ||CZ ≤ C(2N)n/2+2

elde edilir. Di§er taraftan do§rudan hesap yard�m�yla

||Kj ||L∞(Rn\B) + ||Kj ||Lip(1,Rn\B) ≤ CN ||Hj ||∞ + ||∇Hj ||∞ ≤ C(2N)n/2+2

e³itsizli§i elde edilir ve buradan

||bN ||L∞(B) ≤ C(2N)n−2(2N)n/2+2(2N)n/2+2 = C(2N)2n+2

bulunur. Simdi lemma (5.1.3) deki (3) ün ispat�n� yapal�m. (12) deki b nin tan�m�n� hat�rlarsak

0 ≤ j ≤ N − 1 olacak ³ekilde baz� reel αj katsay�lar� için

bN (x) = α0 + α1|x|2 + . . .+ αN−1|x|2N−2 |x| < 1,

³eklindedir. t reel de§i³kenli p(t) polinomunun tan�m�ndan bN (x) = p(|x|), |x| < 1 olacak

³ekilde

p(t) = α0 + α1t
2 + . . .+ αN−1t

2N−2

olsun. Lemman�n ikinci k�sm�ndan

sup0≤t≤1|p(t)| ≤ C(2N)2n+2
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ve böylece Markov e³itsizli§inden

sup0≤t≤1|p′(t)| ≤ (2N − 2)2sup0≤t≤1|p(t)| ≤ C(2N)2n+4

elde edilir. �imdi (3), δbNδxj = p′(|x|) δ|x|δxj
e³itsizli§inden görülür ve bu da |∇bN (x)| ≤ p′(|x|), |x| <

1 e³itsizli§ini verir.

Amac�m�z teoremimizin (iii) ³art� alt�nda

K(x)χRn\B
(x) = T (γ)(x), xεRn (55)

olacak ³ekilde L∞(Rn) uzay�nda bir γ fonksiyonu bulmakt�r. E§er bir T polinom operatörü

ise bu önceki bölümdeki b+ β ³eklindeki bir γ için ispat edilebilir.

Ω küresel harmoniklere göre (36) aç�l�m�na sahip oldu§undan

K(x)χRn\B
(x) =

∑
j≥1

P2j(x)

|x|2j+n
χRn\B

=
∑
j≥1

Tj(bj)(x),

Burada Tj çekirde§i P2j(x)/|x|2j+n olan yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü ve bj (2) inci

k�s�mda elde edilen fonksiyondur. Tj nin Fourier çarpan�

γ2j
P2j(ξ)

|ξ|2j
= γ2d

P (ξ)

|ξ|2d
γ2j

γ2d

Q2j−2d(ξ)

|ξ|2j−2d
ξ ∈ Rn\{0}

Tj = R ◦ Sj olacak ³ekilde Sj operatörünün Fourier çarpan�

γ2j

γ2d

Q2j−2d(ξ)

|ξ|2j−2d
, ξεRn\{0} (56)

d�r. Bu durumda

K(x)χRn\B
(x) =

∑
j≥d

(RoSj)(bj)

=
∑
j≥d

T
(
(U−1oSj)(bj)

)

= T

∑
j≥d

(U−1oSj)(bj)

 .
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dir. Son e³itlik Σj≥d(U
−1oSj)(bj) serisinin L2(Rn) de mutlak yak�nsak olmas�n� sa§lar. Bu da∑

j≥d
||(U−1oSj)(bj)||2 ≤

∑
j≥d
||Q2j−2d||∞||bj ||L2(Rn)

≤
∑
j≥d
||Q2j−2d||∞||bj ||L∞(B)

≤
∑
j≥d

(2N)2n+2||Q2j−2d||∞ <∞

kestiriminden görülür.

�imdi iddia ediyoruz ki
∑

j≥d(U
−1oSj)(bj) serisi Rn de bir γ fonksiyonuna düzgün yak�nsar

ki bu (55) de ispat edilecektir. U−1oSj operatörünün bir Calderon- Zygmund operatörü ol-

mas� gerekmez; çünkü bu operatörün çarpan�n�n küre üzerinde integrali s�f�r olmas� gerekmez.

Bununla birlikte U−1oSj = cjI + Vj olarak yaz�labilir. Burada

cj =
γ2j

γ2d

∫
Sn−1

µ(ξ)−1Q2j−2d(ξ)dσ(ξ)

d�r. Burada Vj Calderon- Zygmund operatörünün Fourier çarpan�

µ(ξ)−1 γ2j

γ2d

Q2j−2d(ξ)

|ξ|2j−2d
− cj (57)

�imdi ∑
j≥d

(U−1oSj)(bj) =
∑
j≥d

cjbj +
∑
j≥d

Vj(bj)

yaz�labilir. Burada ilk seri çok zor de§ildir çünkü Lemma (5.1.3) ün (2) ko³ulu ve (47) den∑
j≥d
|cj |||bj ||L∞(B) ≤ C

∑
j≥d

(2j)−n/2(2j)2n+2||Q2j−2d||∞ <∞

dur. �kinci seri daha zordur. Lemma (4.1.3) ve Lemma (5.1.3) ün (2) ve (3) ko³ulundan

||Vj(bj)||L∞(Rn) ≤ C||Vj ||CZ
(
||bj ||L∞(B) + ||∇bj ||L∞(B)

)
≤ C(2j)2n+4||Vj ||CZ

d�r. Vj operatörünün çekirde§inin Calderon-Zygmund sabitini s�n�rlamak kolay de§ildir; çünkü

çekirde§i için aç�k bir ifadeye sahip de§iliz. Çarpana göre çekirde§in sabitini s�n�rlaman�n bir

yoluna ihtiyac�m�z vard�r ve bu daha sonraki lemman�n neyi gerektirdi§ini gösterecektir.
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Lemma 5.1.5 V , Fourier çarpan� m olan düzgün, homojen, Calderon-Zygmund operatörü

olsun. Bu durumda n e ba§l� baz� C sabiti için

||V ||CZ ≤ C||4n+3
S m||1/22 ||m||

1/2
2

dir. Burada 4S , dσ ya göre L2 normuna göre küresel Laplace operatörünün gösterimidir.

�spat ω, C∞(Sn−1)s�n�f�ndan ve küre üzerinde integrali s�f�r olamayan s�f�r�nc� dereceden ho-

mojen fonksiyon olacak ³ekilde V nin çekirde§i ω(x)/|x|n olsun. ω n�n küresel harmonik

aç�l�m�n� dü³ünürsek ω(x) = Σj≥1pj(x), |x| = 1 V nin çekirde§i Σj≥1pj(x)/|x|j+n, x ∈

Rn\{0} ve Fourier çarpan�m(ξ) = Σj≥1γjpj(ξ), |ξ| = 1 (31) in tan�m�ndan bir Calderon-

Zygmund operatörünün çekirde§inin sabiti

||V ||CZ ≤ C
∑
j≥1

(j||pj ||∞ + ||∇pj ||∞, )

dur. Burada Sn−1 üzerinden supremum normu al�nd�. (refeq54) teHj , pj ile yer de§i³tirdi§inde

ve Lemma (5.1.1) den

||V ||CZ ≤ C
∑
j≥1

(
j1+(n−1)/2||pj ||2 + jn/2+1||pj ||2

)
≤ C

∑
j≥1

(
jn/2+2||pj ||2

)
γj ' j−n/2 oldu§undan yukar�daki toplam� s�n�rland�rmal�y�z. Schwarz e³itsizli§inden ve (33)

de m ile Ω ve Pj ile γjpj yer de§i³tirirsek

∑
j≥1

jn+2||γjpj ||2 ≤ C

∑
j≥1

j2n+6||γjpj ||22

1/2

≤ C

∑
j≥1

(j(j + n− 2))n+3||γjpj ||22

1/2

= C

(
(−1)n

∫
Sn−1

4n+3
S m m dσ

)1/2

≤ C||4n+3
S m||1/22 ||m||

1/2
2 .

elde edilir.

Lemma (5.1.5), 0 ≤ k ≤ n+3 için Vj nin kestirimi L2(dσ) normuna göre ∇kQ2j−2d kestirimine
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indirgenebilir. �lk olarak k = 1 durumunu gözönüne alal�m.

P2j = PQ2j−2d oldu§undan

∇P2j = ∇PQ2j − 2d+ P∇Q2j − 2d,

ve böylece Lemma (5.1.2) ve (54) de Hj ile P2j yer de§i³tirilirse

||∇Q2j − 2d|||∞ ≤ CjM ||P∇Q2j − 2d|||∞

≤ CjM
(
||∇P2j |||∞ + ||Q2j − 2d|||∞

)
≤ CjM

(
Cjn/2+1||P2j ||2 + CjM ||P2j |||∞

)
≤ CjM ||P2j ||2

olacak ³ekilde büyük bir pozitif M = M(n, P ) tamsay�s� vard�r. Burada son e³itsizlikteki M

notasyonu de§i³tirmeksizin art�r�labilir. Tümevar�m yöntemiyle yeterince büyükM = M(n, P )

tamsay�lar� için

||∇kQ2j − 2d|||∞ ≤ CjM ||P2j ||2, 0 ≤ k ≤ n+ 3

elde ederiz. Son olarak Vj nin çekirde§inin sabiti için

||Vj ||CZ ≤ CjM ||P2j ||2,

elde edilir ve böylece

||Vj(bj)||L∞(Rn) ≤ CjM ||P2j ||2,

olur. Burada yineM = M(n, P ) say�s� pozitif bir tamsay�d�r. Bu yüzden Σj ≥ d(U−1oSj)(bj)

serisi Rn de düzgün yak�nsak olur. (45) in ispat� tamamlanm�³ olur.

�imdi kompaktl�k durumunun gösterildi§i teoremin ispat�n�n yeterlilik ³art� da ispat edile-

cektir. Çekirde§i KN olan TN operatörü ve Lemma (5.1.3) de verilen UN operatörlerinin

tan�m�ndan

KN (x)χRn\B
(x) = TN (bN )(x) + TN (βN )(x) (58)

dir. Di§er taraftan γ n�n elde edilmesinden

KN (x)χRn\B
(x) = TN (γN )(x), γN =

N∑
j≥d

(U−1oSj)(bj) (59)
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elde ederiz. Dikkat edilirse Rn nin tamam� üzerinde γ n�n supremum normu kestirimini (41)

garantilemektedir. Böylelikle ||γN ||L∞(Rn), N de düzgündür. TN injektif oldu§undan (58) ve

(59) dan

bN + βN = γN (60)

sonucuna var�r�z. Özellikle bN + βN , L∞(Rn) nin s�n�r�nda düzgündür.

(59) ve (56) da verilen UN ve Sj çarpanlar�n�n aç�l�m�na göre

γ̂N (ξ) =

N∑
j=d

1

µN (ξ)

γ2j

γ2d

Q2j − 2d(ξ)

|ξ|2j−2d
b̂j(ξ)

dir. Bu da M = 0 için Lemma (5.1.3) ve (37) den

||γ̂N (ξ)||L∞(Rn) ≤ C
N∑
J=d

||Q2j − 2d||∞

≤ C
∞∑
J=d

||Q2j − 2d||∞ (61)

≤ C

sonucunu verir. Burada C, N e ba§l� de§ildir. Hat�rlarsak k�s�m 3, (26) dan
∫
β1,N (x)dx = 0

ko³ulunu sa§layan B üzerinde s�n�rl� destekli bir fonksiyondur.

βN = U−1
N (β1,N )

Böylece

β̂1,N = µN β̂N = µN (γ̂N − b̂N )

dir. Lemma(5.1.3) den

||β1,N ||L∞(R)n ≤ C.

Buradan N → için

b̂N → a0veβ̂1,N → a1

zay�f * L∞(R)n de oldu§unu kabul edelim. Böylece

bN → Φ0 = z−1a0ve β1,N → Φ1 = z−1a1
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dir. Burada z−1 Fourier dönü³ümünün tersidir. Özellikle Φ0 ve Φ1, B da destekli da§�l�mlard�r

ve

〈Φ1, 1〉 = lim
N→∞

∫
β1,N (x)dx = 0 (62)

d�r. �imdi βN dizisinin yak�nsakl�k özelliklerini anlamak istiyoruz. Böylece

β̂N (ξ) = µ−1
N (ξ)β̂1,N (ξ)

ve µ−1
N (ξ), µ−1(ξ)R)n/{0} da noktasal s�n�rl� yak�nsakl�§�na sahibiz. Buradan L∞R)n nin zay�f

* topolojisinde βN → µ−1a1 dir. Böylece

βN → U−1(Φ1)

dir. (60) da N →∞ alal�m. Buradan

Φ0 + U−1(Φ1) = γ

|γ(x)| ≤ C

|x|n+1
, |x| ≥ 2 (63)

dir. Φ0 ve Φ1, B de destekli ve U−1(Φ1) = λΦ1 + v(Φ1) oldu§undan ve V düzgün homojen

Calderon-Zygmund operatörü B(0, 2) yuvar�nda V (Φ1) nin davran�³�n� görmemiz için yeter-

lidir. L, V nin çekirde§i olsun. |X| ≥ 2 sabitlersek

V (Φ1)(x) = 〈Φ1, L(x− y)〉

= 〈Φ1, L(x− y)− L(x)〉 (64)

Φ1 fonksiyonu B de destekli da§�l�ml� fonksiyon oldu§undan

|〈Φ1, ϕ〉| ≤ Csup|α|≤νsup|y|≤3/2|δαϕ(y)|, (65)

olacak ³ekilde Rn de sonsuz mertebeden diferansiyelenebilir her ϕ fonksiyonu için bir pozitif ν

ve bir C sabiti vard�r. L çekirde§i

| δ
α

δyα
(L(x− y)− L(x)) | ≤ Cα

|x|n+1+|α| , |y| ≤ 3/2,

sa§lar ve (64) ve (65) ten

|V (Φ1)(x)| ≤ C

|x|n+1
, |x| ≥ 2,

ki buda (63) ün ispat�d�r. Genel durumun yeterlilik ³art� ispatlanm�³ olur.
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5.2 Gereklilik Ko³ulunun �spat� : Genel Durum

Bu k�s�mda çekirde§i küre üzerindeki integrali s�f�r olmayan homojen ve C∞(Sn−1) s�n�f�na

ait K(x) = Ω(x)/|x|n d�r. Bu durumda Ω(x) = Σ∞j≥1P2j(x)/|x|2j dir. Burada P2j derecesi

2j olan homojen harmonik polinomdur. Polinom durumunu genelle³tirirsek yukar�daki serinin

ks�mi toplamlar serisine göz atmam�z gerekir. N ≥ 1 için KN (x) = ΩN (x)/|x|n dir. Burada

ΩN (x) = ΣN
j=1P2j(x)/|x|2j , ve TN operatörünün çekirde§i KN dir.

||T ∗Nf ||2 ≤ C||TNf ||2, f ∈ L2(Rn) (66)

e³itsizli§ini elde etmek kolay de§ildir. Hipotezden, yani

||T ∗f ||2 ≤ C||Tf ||2, f ∈ L2(Rn)

dir. Bunun yerine (66) y� elde etmek için a³a§�daki e³itsizlikteki sa§ tarafa eklenen ||TNf ||2

ile ||Tf ||2 yer de§i³tirilirse N → ∞ a giderken eklenen terim küçülür.

||T 1
Nf ||2 ≤ ||T 1f ||2 + ||T 1

f − T 1
Nf ||2

≤ C||Tf ||2 + ||
∑
j≥N

P2j(x)

|x|2j+n
χRn\B ∗ f ||2

d�r. (10) dan
P2j(x)

|x|2j+n
χRn\B(x) = P.V

P2j(x)

|x|2j+n
∗ bj

olacak ³ekilde B de destekli s�n�rl� bir bj fonksiyonu vard�r. Lemma (5.1.3) (1)den ||b̂j ||L∞(Rn)

j�nc� dereceden düzgün s�n�rl� ise bu durumda Plancherel in aç�klamas�ndan∥∥∥∥∥∥
∑
j>N

P2j(x)

|x|2j+n
χRn\B ∗ f

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j>N

P.V.
P2j(x)

|x|2j+n
∗ bj ∗ f

∥∥∥∥∥∥
2

≤ C

∑
j>N

||P2j ||∞

 ||f ||2,
Burada küre üzerinde supremum normu al�nd�. (56) y� TN e uygularsak

T 1
Nf = KNχRn\B ∗ f = KN ∗ bN ∗ f + SNχB ∗ f
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elde ederiz. Buradan ∀f ∈ L2(Rn) için

‖SNχB ∗ f2‖2 ≤ ‖T 1
Nf‖2 + ‖KN ∗ f ∗ bN‖2

≤ C‖Tf‖2 + C

∑
j>N

||P2j ||∞

 ||f ||2 + ‖KN ∗ f ∗ bN‖2

≤ C‖Tf‖2 + ‖Tf ∗ bN‖2 + C

∑
j>N

||P2j ||∞

 ||f ||2
≤ C‖Tf‖2 + C

∑
j>N

||P2j ||∞

 ||f ||2
olur. Burada son e³itsizlikte Lemma (5.1.3) (1) kullan�ld�.

|ŜNχB(ξ)| ≤ C|P̂.V.K(ξ)|+ C

∑
j>N

||P2j ||∞

 , ξ 6= 0 (67)

a dönü³türür. �imdi e³itsizlikteki sol taraf�n nas�l yak�nsak oldu§unu gösterelim. |ξ0| = 1 ve

r > 0 olacak ³ekilde ξ = rξ0 alal�m. (60) da S ile SN nin ve a2p ile aN2p nin yerleri de§i³tirilirse

ŜNχB(rξ0) =

∞∑
p=1

aN2p(ξ0)r2p

dir.

Lemma 5.2.1 p+ 1 ≤ N ise aN2p = ap+1
2p dir.

p ≥ 1 ve p+ 1 ≤ N ise a2p = aN2p alal�m. aN2p için bir kestirim k�s�m 6 da ispatlanacakt�r.

Lemma 5.2.2 n e ba§l� baz� C sabitleri için

|a2p| ≤
C

(p− 1)!4p

p∑
j=1

‖P2j‖∞ 1 ≤ p ≤ N − 1, (68)

ve

|aN2p| ≤
C

4p

(n
2 +N − 1

N − 1

)N−1∑
j=1

||P2j ||∞ (69)
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ispat edece§imiz küre üzerindeki ∀ξ0 için SNχB(rξ0) n�n 0 ≤ r ≤ 1 için düzgün yak�nsak

oldu§unu kabul edelim. 1 ≤ N ≤M için

∣∣∣ŜNχB(rξ0)− ŜMχB(rξ0)
∣∣∣ ≤ ∑

p≥N
|aN2p|r2p +

M−1∑
p=N

|aN2p|r2p +
∑
p≥M
|aM2p |r2p

≤ C

 1

4N

(n
2 +N − 1

N − 1

)
+
∑
p≥N

1

(p− 1)!4p

 ∞∑
j=1

||P2j ||∞

Burada N →∞ a giderken ifademizde 0 a gider. (67) de N →∞ a giderken∣∣∣∣∣∣
∞∑
p=1

a2p(ξ0)r2p

∣∣∣∣∣∣ ≤ C|P̂.V.K(ξ0)|, 0 ≤ r ≤ 1, |ξ0| = 1 (70)

elde ederiz.
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6 Lemmalar�n �spatlar�

Bu k�s�mda önceki k�s�mlarda kullan�lan Lemma (4.2.2), Lemma (5.2.1) ve Lemma (5.2.2) nin

ispat� yap�lacakt�r. (11) deki Al katsay�lar� için yeni bir formül elde ederek ba³layal�m; çünkü

Rn deki 4N nin EN = EnN temel çözümü için bir ifade elde etmek gerekir. �lk olarak

EN =
1

|x|n−2N
(α(n,N) + β(n,N)log|x|2),

yazar�z. Burada α ve β, n ve N e ba§l� sabitlerdir. α ve β n�n kapal� formlar�n� yazmak için

farkl� durumlar� gözönüne alal�m. ωn, Sn−1 nin yüzey ölçüsü olsun.

Birinci Durum : n tek olsun. Bu durumda

α(n,N) =
Γ(2− n

2 )

4N−1(N − 1)!Γ(N + 1− n
2 )(2− n)ωn

ve

β(n;N) = 0

d�r.

�kinci Durum: n çift, n 6= 2 ve N ≤ n
2 − 1 olsun. Bu durumda

α(n,N) =
(−1)N−1(n2 −N − 1)!

4N−1(N − 1)!(n2 − 2)!(2− n)ωn

ve

β(n;N) = 0

d�r.

Üçüncü Durum : n çift , n 6= 2 ve N ≥ n
2 olsun. Bu durumda

β(n,N) =
1

(−1)
n
2

+1(N − n
2 )!4N−1(N − 1)!(n2 − 2)!(2− n)ωn

ve

α(n,N) = 2β(n,N)SN−n
2

dir. Burada S0 = 0 ve

SL =
L∑
k=1

1

2k
+

L+n
2
−1∑

k=n
2

1

2k
, 1 ≤ L.
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Dördüncü Durum : n = 2 olsun

β(2, N) =
1

2

1

4N−1(N − 1)!2ω2

ve

α(2, N) = 2β(2, N)SN−1

dir.

A0, A1, . . . , A2N−1 katsay�lar�n� gözönüne alal�m.

ϕ(x) = E(x)χRn\B(x) + (A0 +A1|x|2 + · · ·+A2N−1|x|4N−2)χB(x) (71)

yazar�z ve tüm k�smi türevleri 4N − 1 den büyük olmak üzere δB s�n�r üzerinde sürekli

geni³letlebilirdir.

Lemma 6.1 L = N + 1, . . . , 2N − 1 için

AL =
(−1)N+L

(N+n
2
−1

N−1

)
Vn4N (L+ n

2 −N)(2N − L− 1)!L!

burada Vn birim çemberin hacmidir.

�spat

EnN (x) ≡ E(t) = tN−
n
2 (α+ βlog(t)) (72)

olmas� için t = |x|2 alal�m. P (t) =
∑2N−1

L=0 ALt
L olsun. Sonuç (2.1.2) den

P k)(1) = Ek)(1), 0 ≤ k ≤ 2N − 1

yazabiliriz. Taylor aç�l�m�ndan P (t) =
∑2N−1

i=0
Ei)(1)

i! (t − 1)i dir. (t − 1)i e binom formülünü

uygularsak

AL =
2N−1∑
i=L

Ei)(1)

i!
(−1)i−L

(
i

L

)
, 0 ≤ L ≤ 2N − 1

olur. �imdi Ei)(1) i hesaplamak istiyoruz. Aç�k olarak(
d

dt

)i
(tN−

n
2 ) =

(
N − n

2

)
. . .
(
N − n

2
− i+ 1

)
tN−

n
2
−i

(72) deki logaritmik terime dikkat edilirse n boyutu çift oldu§unda görülür. Bu durumda

∀i ≥ N + 1 için(
d

dt

)i
(tN−

n
2 logt) =

(
N − n

2

)
!(−1)i−N+n

2
−1
(
i−N +

n

2
− 1
)

!t−i+N−
n
2
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dir. Bu yüzden ∀i ≥ N + 1 için

Ei)(1) = α(n,N)
(
N − n

2

)
. . .
(
N − n

2
− i+ 1

)
+β(n,N)

(
N − n

2

)
!(−1)i−N+n

2
−1
(
i−N +

n

2
− 1
)

!

Sonuç olarak

AL = (−1)Lα(n,N)

2N−1∑
i=L

(
N − n

2

)(
N − n

2
− i+ 1

) (−1)i

i!

(
i

L

)
(73)

+ (−1)L−N+n
2
−1β(n,N)

(
N − n

2

)
!

2N−1∑
i=L

(
i−N +

n

2
− 1
)

!

(
i
L

)
i!

n = 2 ya da n nin tek ve N ≥ n
2 durumlar�n� hat�rlarsak (73) teki ilk terimin s�f�ra e³ittir; n nin

çift ya da n nin tek ve N ≤ n
2 − 1 oldu§unda ise ikinci terim s�f�ra e³ittir; çünkü β(n,N) = 0

d�r. Birinci terim için

2N−1∑
i=L

(
N − n

2

)
. . .
(
N − n

2
− i+ 1

) (−1)i

i!

(
i

L

)
= (−1)L

(
n− n

2

L

)( n
2 +N − 1

2n− 1− L

)
(74)

oldu§unu gösterelim. Gerçekten (74) ün sol taraf�, k = i− L için

1

L!

2N−1−L∑
k=0

(
N − n

2

)
. . .
(
N − n

2
− L− k + 1

) (−1)L+k

k!

= (−1)L
(
N − n

2

L

) 2N−1−L∑
k=0

(n
2 + L−N + k − 1

k

)
= (−1)L

(
N − n

2

L

)(
N + n

2 − 1

2N − 1− L

)
olur. Burada son e³itlik [GKP] den geldi.

�kinci terimi hesaplamak için

2N−1∑
i=L

(
i−N +

n

2
− 1
)

!
1

i!

(
i

L

)
=

(L−N + n
2 − 1)!

L!

(
N + n

2 − 1

2N − 1− L

)
(75)

oldu§unu gösterelim. Önceki gibi k = i − L alal�m ve [GKP] ye uygulayal�m. (75) nin sol

taraf�
1

L!

2N−1−L∑
k=0

(
L+ k −N +

n

2
− 1
)

!
1

k!
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=
(
L−N +

n

2
− 1
)

!
2N−1−L∑
k=0

(n
2 + L−N + k − 1

k

)
=

(L−N + n
2 − 1)!

L!

(
N + n

2 − 1

2N − 1− L

)
.

Lemman�n ispat�n� tamamlamak için 4 durumu inceleyelim.

Birinci Durum : n tek olsun.

β(n,N) = 0 oldu§undan (73) teki α(n,N) yerde§i³tirilirse ve (74) ü kullan�rsak basit aritmetik

i³lemler ve nVn = ωn e³itli§inden

AL =
(−1)LΓ(2− n

2 )

4N−1(N − 1)!Γ(N + 1− n
2 )(2− n)ωn

(−1)L
(
N − n

2

L

)( n
2 +N − 1

2N − 1− L

)
=

(−1)N+L(N + n
2 − 1) . . . (n2 + 1)

4NVnL!(2N − 1− L)!(L+ n
2 −N)(N − 1)!

=
(−1)N+L

(N+n
2
−1

N−1

)
4NVnL!(2N − 1− L)!(L+ n

2 −N)
.

�kinci Durum : n çift, n 6= 2 ve N ≤ n
2 − 1 için birinci durumdaki gibi β(n,N) = 0 ve (74)

gösterimindekine benzer olarak

Al =
(−1)L(−1)N−1(n2 −N − 1)!

4N−1(N − 1)!(n2 − 2)!(2− n)ωn
(−1)L

(
N − n

2

L

)( n
2 +N − 1

2N − 1− L

)

=
(−1)N+L

(N+n
2
−1

N−1

)
n
2 !(n2 −N − 1)!{(N − n

2 ) . . . (N − n
2 − L+ 1)}

(2N − 1− L)!L!4N−1(2− n)ωn(n2 − 2)!(n2 −N + L)!

=
(−1)N

(N+n
2
−1

N−1

)
4NVnL!(2N − 1− L)!

(−1)L(n2 −N + L− 1)!

(n2 −N + L)!

=
(−1)N+L

(N+n
2
−1

N−1

)
4NVnL!(2N − 1− L)!(L+ n

2 −N)

elde edilir.

Üçüncü Durum : n çift, n 6= 2 ve N ≥ n
2 için (73) deki α(n,N) ve β(n,N) yer de§i³tirilirse
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ve (75) kullan�larak

AL = β(n,N)(N − n

2
)!(−1)N+n

2
−1+L

2N−1∑
i=L

(i−N +
n

2
− 1)!

1

i!

(
i

L

)

=
(−1)N+L(L−N + n

2 − 1)!

L!4N−1(n2 − 2)!(N − 1)!(2− n)ωn

(
N + n

2 − 1

2N − 1− L

)
=

(−1)L+N n
2 (n2 − 1)

4N−1(2− n)ωnL!(2N − 1− L)!(n2 −N + L)

(
N + n

2 − 1

N − 1

)

=
(−1)N+L

(N+n
2
−1

N−1

)
4NL!Vn(2N − 1− L)!(n2 −N + L)

elde ederiz.

Dördüncü Durum : n = 2 için

AL = β(n,N)(N − n

2
)!(−1)N+n

2
−1+L

2N−1∑
i=L

(i−N +
n

2
− 1)!

1

i!

(
i

L

)
=

(−1)N+LN !

2ω24N−1L!(N − 1)!(2N − 1− L)!(L+ 1−N)

=
(−1)L+N

(
N
N−1

)
V24NL!(2n− 1− L)!(L+ 1−N)

elde edilir.

Lemma 4.2.2 nin �spat�

C2j =

2N−1∑
l=N+1

cl,j,l−N−jGn
2

+l−N+j(0).

ŜχB(ξ) için (59) da verilen ifadedeki cl,j,k sabitlerini hesaplayabiliriz. S(x) için (22) de verilen

cl,j sabitlerine ihtiyac�m�z var. P2j(δ)4N−j(|x|2l) hesaplayarak ba³layal�m. (20) den ve lemma

(4.1.2) den e§er l −N − j ≥ 0 ise

P2j(δ)4N−j(|x|2l) =
4N l!(N − j)!
(l −N − j)!

(
l − 1 + n

2

N − j

)
P2j(x)|x|2(l−N−j)

P2j(δ)4l−N−jGn
2
(ξ) = (−1)2(l−N)

∑
k≥0

(−1)k

2kk!
∆k(P2j(x)|x|2(l−N−j))Gn

2
+2(l−N)−k(ξ)

=

l−N−j∑
k=0

(−1)k

2kk!
4k

(l −N − j)!
(l −N − j − k)!

k!

(n
2 + j + l −N − 1

k

)
×P2j(ξ)|ξ|2(l−N−j−k)Gn

2
+2(l−N)−k(ξ).
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Q(x) ve S(x) in tan�mlar�na göre

S(x) = −Q(δ)

(
2N−1∑
l=0

Al|x|2l
)

= −
2N−1∑
l=0

Al

N∑
j=1

γ2jP2j(δ)4N−j(|x|2l)

= −
2N−1∑
l=N+1

N−j∑
j=1

Alγ2j
4N l!(N − j)!
(l −N − j)!

(
l − 1 + n

2

N − j

)
P2j(x)|x|2(l−N−j)

=

2N−1∑
l=N+1

N−j∑
j=1

cl,jP2j(x)|x|2(l−N−j)

Burada son e³itlik cl,j nin tan�m�d�r. (59) da

ŜχB(ξ) = S(ιδ)χ̂B(ξ)

=

2N−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

clj(−1)l−NP2j(δ)4l−N−jGn
2
(ξ)

=

2N−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

l−N−j∑
k=0

cl,j,kP2j(ξ)|ξ|2(l−N−j−k)Gn
2

+2(l−N)−k(ξ).

Sonuç olarak

cl,j,k = cl,j(−1)l−N
(−1)k

2k
4k

(l −N − j)!
(l −N − j − k)!

(n
2 + j + l −N − 1

k

)
= −(−1)l+N+kAlγ2j

4N l!(N − j)!
(l −N − j)!

(
l − 1 + n

2

N − j

)
×2k

(l −N − j)!
(l −N − j − k)!

(n
2 + j + l −N − 1

k

)

cl,j,k = −(−1)k

Vn

γ2j

(N+n
2
−1

N−1

)
2k(N − j)!

(l−1+n
2

N−j
)(n

2
+j+l−N−1

k

)
(l + n

2 −N)(2N − l − 1)!(l −N − j − k)!
. (76)
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elde edilir. Son olarak C2j yi hesaplayal�m.

C2j =
2N−1∑
l=N+1

cl,j,l−N−jGn
2

+l−N+j(0)

=
2N−1∑
l=N+1

cl,j,l−N−j
1

2
n
2

+l−N+jΓ(n2 + l −N + j + 1)

= −
2N−1∑
l=N+1

(−1)l−N−j

Vn

γ2j

(N+n
2
−1

N−1

)
2l−N−j(N − j)!

(l−1+n
2

N−j
)(n

2
+j+l−N−1

k

)
(l + n

2 −N)(2N − l − 1)!2
n
2

+l−N+jΓ(n2 + l −N + j + 1)

= −
π

n
2 Γ(j)

(N+n
2
−1

N−1

)
(N − j)!

VnΓ(j + n
2 )2

n
2

+2j

×
2N−1∑
l=N+1

(−1)l+N
(l−1+n

2
N−j

)(n
2

+j+l−N−1

l−N−j
)

(l + n
2 −N)(2N − l − 1)!Γ(n2 + l −N + j + 1)

= −
π

n
2 Γ(j)

(N+n
2
−1

N−1

)
(N − j)!

VnΓ(j + n
2 )2

n
2

+2j

×
N−1−j∑
i=0

(−1)i+j
(i+N+j−1+n

2
N−j

)(n
2

+2j+i−1
i

)
(i+ j + n

2 )(N − i− j − 1)!Γ(n2 + i+ 2j + 1)

= −
(−1)jπ

n
2 Γ(j)

(N+n
2
−1

N−1

)
(N − j)!

VnΓ(j + n
2 )2

n
2

+2jΓ(2j + n
2 )

×
N−1−j∑
i=0

(−1)i
(i+N+j−1+n

2
N−j

)(n
2

+2j+i−1
i

)
(i+ j + n

2 )(N − i− j − 1)!
∏i
k=0(n2 + 2j + i− k)

= −
(−1)jπ

n
2 Γ(j)

(N+n
2
−1

N−1

)
(N − j)!

VnΓ(j + n
2 )2

n
2

+2jΓ(2j + n
2 )

(
N − 1

j − 1

)
Γ(j + n

2 )

jΓ(N + n
2 )

=
−π

n
2

Vn2
n
2 Γ(n2 + 1)

(−1)j

j4jΓ(2j + n
2 )
.

Lemma 6.1.2 ∀j = 1, . . . , N − 1 için

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(i+N+j−1+n

2
N−j

)(n
2

+2j+i−1
i

)
(i+ j + n

2 )(N − i− j − 1)!
∏i
k=0(n2 + 2j + i− k)

=

(
N − 1

j − 1

)
Γ(j + n

2 )

jΓ(N + n
2 )
.
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dir.

�spat (i+N+j−1+n
2

N−j
)(n

2
+2j+i−1

i

)
Γ(N + n

2 )

(i+ j + n
2 )
∏i
k=0(n2 + 2j + i− k)Γ(j + n

2 )

=

(
N + i+ j + n

2 − 1

N − j − 1

)(
N + n

2 − 1

N − i− j − 1

)
(N − i− j − 1)!

N − j

(n
2 + i+ j − 1

i

)
,

ve böylece

A =
j(

N−1
j−1

)
(N − j)

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(
N + i+ j + n

2 − 1

N − j − 1

)(
N + n

2 − 1

N − i− j − 1

)(n
2 + i+ j − 1

i

)

=
j(

N−1
j−1

)
(N − j)

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(
N + i+ j + n

2 − 1

N − j − 1

)(
N + n

2 − 1

N − i− j − 1

)(
−n

2 − j
i

)

=
j(

N−1
j−1

)
(N − j)

(n
2 +N + j − 1

0

)(
N − 1

N − j − 1

)
= 1.

elde edilir.

n∑
k=0

(
m− r + s

k

)(
n+ r − s
n− k

)(
r + k

m+ n

)
=

(
r

m

)(
s

n

)
, (77)

dir. Burada m ve n negatif olmayan tamsay�lard�r.

Yeni görevimiz Lemma (5.2.1) ve Lemma (5.2.2) yi ispatlamakt�r. ξ = rξ0, |ξ0| = 1 alal�m.

(59) dan

ŜNχB(rξ0) =

2n−1∑
l=N+1

l−N∑
j=1

l−N−j∑
k=0

cl,j,kP2j(rξ0)|rξ0|2(l−N−j−k)Gn
2

+2l−2N−k(rξ0)

=
N−1∑
s=1

s∑
j=1

s−j∑
k=0

cN+s,j,kP2j(ξ0)r2(s−k)Gn
2

+2s−k(r)

=

N−1∑
j=1

N−1∑
s=j

s−j∑
k=0

cN+s,j,kP2j(ξ0)r2(s−k)Gn
2

+2s−k(r)

:=
∞∑
p=1

aN2p(ξ0)r2p.
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aN2p katsay�lar�n� hesaplamak için Gq(r) nin kuvvet serisinin aç�l�m�na uygulayal�m. Yani,

Gq(r) =
∞∑
i=0

=
(−1)i

i!Γ(q + i+ 1)

r2i

22i+q
(78)

Lemma 5.2.1 in �spat�

aN2p =

p∑
j=1

P2j(ξ0)

p−j∑
i=0

N−1∑
s=p−i

cN+s,j,s−(p−i) ×Gn
2

+s+p−i(r) den r
2i katsay�lar�

(78) e göre

aN2p =

p∑
j=1

P2j(ξ0)

p−j∑
i=0

N−1∑
s=p−i

cN+s,j,s−(p−i)
(−1)i

i!2i+
n
2

+s+pΓ(n2 + s+ p+ 1)

=

p∑
j=1

P2j(ξ0)

p−j∑
i=0

N−1∑
s=p−i

(−1)i+1

i!2i+
n
2

+s+pΓ(n2 + s+ p+ 1)

(−1)s−(p−i)

Vn

×
γ2j

(N+n
2
−1

N−1

)
2s−(p−i)(N − j)!

(N+s−1+n
2

N−j
)(n

2
+j+s−1

s−(p−i)
)

(s+ n
2 )(N − s− 1)!(p− i− j)!

= (−1)p+1
p∑
j=1

P2j(ξ0)
(−1)jπ

n
2 Γ(j)(N − j)!

VnΓ(n2 + j)2
n
2

+2p

p−j∑
i=0

(N+n
2
−1

N−1

)
i!(p− i− j)!

×
N−1∑
s=p−i

(−1)s
(N+s−1+n

2
N−j

)(N+n
2
−1

N−1

)
2s−(p−i)

(s+ n
2 )(N − s− 1)!Γ(n2 + s+ p+ 1)

dir.

aN2p = (−1)p+1
p∑
j=1

P2j(ξ0)
(−1)jπ

n
2 Γ(j)(N − j)!

VnΓ(n2 + j)2
n
2 + 2p

p−j∑
i=0

(N+n
2
−1

N−1

)
i!(p− i− j)!

×
(−1)p−i(N − p− 1)!

(
N−1
p

)
(N − j)!Γ(N + n

2 )j!
(n

2
+p−i+j−1

j

)
elde edilir. Binom katsay�lar�ndan(

N + n
2 − 1

N − 1

)
(N − p− 1)!

(
N − 1

p

)
1

Γ(N + n
2 )

=
1

p!Γ(n2 + 1)

elde edilir.

aN2p =
−π

n
2

Vn2
n
2

+2pp!Γ(n2 + 1)

p∑
j=1

(−1)jΓ(j)P2j(ξ0)

Γ(n2 + j)

p−j∑
i=0

(−1)i

i!(p− i− j)!j!
(n

2
+p−i+j−1

j

) (79)
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elde edilir.

Lemma 5.2.2 nin ispat�: 1 ≤ p ≤ N − 1 için, (68) e³itsizli§ini kan�tlayarak ba³layal�m.

(79) da mutlak de§er içindeki toplamda a2p yerine aN2p yazal�m. (79) da gösterilen toplamdaki

her bir terimin mutlak de§erinin 1 den büyük olmad�§� en çok p terimli oldu§u aç�kt�r. P2j(ξ0)

�n önündeki çarpan�n da mutlak de§eri 1 den büyük olmad�§� aç�kt�r. Sadece n e ba§l� olan C

terimleriyle istenilen (68) e³itsizli§i elde ederiz. �imdi (69) e³itsizli§inin ispat�na geri dönelim.

ŜNχB(rξ0) =

∞∑
p=1

aN2p(ξ0)r2p =

N−1∑
j1

N−1∑
s=j

s−j∑
k=0

CN+s,j,kP2j(ξ0)r2(s−k)Gn
2

+ 2s− k(r)

. (78) de verilen ifade ile Gn
2

+ 2s− k(r) yer de§i³tirirsek dört indeksli bir toplam elde ederiz.

�imdi s− k + i = p kullanal�m. Böylece

aN2p =
N−1∑
j1

P2j(ξ0)
N−1∑
s=j

s−j∑
k=0

cN+s,j,kxGn
2

+ 2s− k(r) den r2(p−s+k) nin katsay�lar�

=
N−1∑
j1

P2j(ξ0)
N−1∑
s=j

s−j∑
k=0

cN+s,j,k
(−1)p−s+k

(p− s+ k)!Γ(n2 + p+ s− 1)22p+n
2

+k

=
N−1∑
j1

P2j(ξ0)

N−1−j∑
k=0

N−1∑
s=j+k

cN+s,j,k
(−1)p−s+k

(p− s+ k)!Γ(n2 + p+ s− 1)22p+n
2

+k

=
(−1)p

Vn4p2
n
2

(
N + n

2 − 1

N − 1

)N−1∑
j1

P2j(ξ0)

N−1−j∑
k=0

N−1∑
s=j+k

×
(−1)s(N − j)!

(N+s−1+n
2

N−j
)(n

2
+j+s−1

k

)
(p− s+ k)!Γ(n2 + p+ s+ 1)(s+ n

2 )(N − s− 1)!(s− j − k)!

basit elemanter i³lemlerden

(N − j)!
(
N + s− 1 + n

2

N − j

)(n
2 + j + s− 1

k

)
=

Γ(s+ n
2 +N)

k!Γ(s+ n
2 + j − k)

yazar�z. Böylece∣∣∣∣∣∣
N−1−j∑
k=0

N−1∑
s=j+k

×
(−1)s(N − j)!

(N+s−1+n
2

N−j
)(n

2
+j+s−1

k

)
(p− s+ k)!Γ(n2 + p+ s+ 1)(s+ n

2 )(N − s− 1)!(s− j − k)!

∣∣∣∣∣∣
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≤
N−1−j∑
k=0

1

k!

×
N−1∑
s=j+k

1

Γ(s+ n
2 + j − k)(p− s+ k)!(n2 + p+ s)(s+ n

2 )(N − s− 1)!(s− j − k)!

≤
N−1−j∑
k=0

1

k!

N−1∑
s=j+k

1

(s− j − k)!
≤ e2,

burada birinci e³itsilkikte N ≤ p için,

Γ(s+ n
2 +N)

Γ(n2 + p+ s+ 1)
≤ 1

n
2 + p+ s

(69) un ispat� tamamland�.

Lemma 6.1.3 N − 1 ≥ L ≥ j ≥ k ≥ 0 tamsay�lar olsun. Bu durumda

N−1∑
s=j

(−1)s
(n

2
+k+s−1

N−k
)(n

2
+k+s−1
s−j

)
(s+ n

2 )(N − s− 1)!Γ(n2 + s+ L+ 1)

= (−1)j (N−L−1)!
(N−k)!

(
N−1
L

)
1

k!Γ(n
2

+N)(
n
2 +k+j−1

k
)

�spat

A =
(−1)s

(n
2

+N+s−1

N−k
)(n

2
+k+s−1
s−j

)
(s+ n

2 )(N − s− 1)!Γ(n2 + s+ L+ 1)

alal�m. Toplam�n indeksini i = s−j de§i³tirip ve tekrar Γ(x+1) = xΓ(x) e³itli§inde kullan�rsak

A =
(−1)j

Γ(n2 + j + L)

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(n

2
+N+i+j−1

N−k
)(n

2
+k+i+j−1

i

)
(i+ j + n

2 )(N − i− j − 1)!{
∏i
p=0(n2 + i+ j + L− p)}

=
(−1)j

Γ(n2 + j + L)
B

elde ederiz. Burada son e³itlik B nin tan�m�d�r. B y� daha uygun terimlere göre yeniden

yazmam�z gerekiyor.

(
n
2 +N+i+j−1

N−k
)(

n
2 +k+i+j−1

i )
{
∏i

p=0(n
2

+i+j+L−p)} =
(N − L− 1)!(L− k)!

i!(N − k)!

(n
2 +N + i+ j − 1

N − L− 1

)(n
2 + j + L− 1

L− k

)
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oldu§unu gözönüne alal�m. Böylece

B =

N−1−j∑
i=0

(−1)i(N − L− 1)!(L− k)!

i!(N − k)!(N − i− j − 1)!(i+ j + n
2 )

(n
2 +N + i+ j − 1

N − L− 1

)(n
2 + j + L− 1

L− k

)
yaz�l�r. Buradan

Γ(n2 +N)

Γ(n2 + j)

1

(i+ j + n
2 )(N − i− j − 1)!

=

( n
2 +N − 1

N − j − i− 1

)(n
2 + j + i− 1

i

)
i!,

oldu§undan B ³u ³ekilde yaz�labilir.

B =
Γ(n2 + j)(N − L− 1)!(L− k)!

Γ(n2 +N)(N − k)!

(n
2 + j + L− 1

L− k

)

×
N−1−j∑
i=0

(−1)i
( n

2 +N − 1

N − j − i− 1

)(n
2 + j + i− 1

i

)(n
2 +N + i+ j − 1

N − L− 1

)

=
Γ(n2 + j)(N − L− 1)!(L− k)!

Γ(n2 +N)(N − k)!

(n
2 + j + L− 1

L− k

)
C

Burada son e³itlik C nin tan�m�d�r. L = m+ j alal�m. Burada 0 ≤ m ≤ L− j dir. Elementer

e³itli§i kullan�rsak( n
2 +N − 1

N − j − i− 1

)(n
2 + i+ j − 1

i

)
=

(N − j)!
i!(N − i− j − 1)!(n2 + i+ j)

(n
2 +N − 1

N − j

)
buradan

C =

(n
2 +N − 1

N − j

)
(N − j)!

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(n

2
+N+i+j−1
N−j−m−1

)
i!(N − i− j − 1)!(n2 + i+ j)

elde edilir. Son i³imiz ise

D(j,m) =

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(n

2
+N+i+j−1
N−j−m−1

)
i!(N − i− j − 1)!(n2 + i+ j)

toplam�n� hesaplamakt�r.

1
n
2 + i+ j

=
1

n
2 + j

(
1− i

n
2 + i+ j

)
e³itli§inin ifadesinden

D(j,m) =

N−1−j∑
i=0

(−1)i

(n2 + j)i!(N − i− j − 1)!

(n
2 + i+ j +N − 1

N − j −m− 1

)

−
N−1−j∑
i=0

(−1)i

(n2 + j)i!(n2 + j + i)(N − i− j − 1)!

(n
2 + i+ j +N − 1

N − j −m− 1

)
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D(j,m) nin yukar�daki ifadesindeki ilk toplam s�f�rd�r. Çünkü

N−1−j∑
i=0

(−1)ii

(n2 + j)i!(N − i− j − 1)!

(n
2 + i+ j +N − 1

N − j −m− 1

)

= 1
(N−j−1)!(n

2
+j)

N−1−j∑
i=0

(−1)i
(
N − j − 1

i

)(n
2 + i+ j +N − 1

N − j −m− 1

)
= 0

Burada son e³itlik [GKP] de ispatland�. s = i− 1 alal�m.

D(j,m) = −
N−1−j∑
i=0

(−1)ii

i!(n2 + j + i)(N − i− j − 1)!

(n
2 + i+ j +N − 1

N − j −m− 1

)

=
1

n
2 + j

N−(j+1)−1∑
s=0

(−1)s

s!(n2 + s+ (j + 1))

( n
2

+(j+1)+N+s−1

N−(j+1)−(m−1)−1

)
(N − j −m− 1)!

=
1

(n2 + j)
D(j + 1,m− 1)

D(j,m) =
1

(n2 + j)(n2 + j + 1) · · · (n2 + j +m− 1)
D(L, 0)

basit elemanter i³lemler kullanarak D(L, 0) � hesaplayal�m.

1

(n2 + L+ s)
=
s!(N − L− s− 1)!Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

(n
2 + L+ s− 1

s

)( n
2 +N − 1

N − L− s− 1

)
,

buradan

D(L, 0) =
N−1−L∑
s=0

(−1)s
Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

(n
2 + L+ s− 1

s

)( n
2 +N − 1

N − L− s− 1

)(n
2 + L+N + s− 1

N − L− 1

)

=
Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

N−1−L∑
s=0

(
−n

2 − L
s

)( n
2 +N − 1

N − L− s− 1

)(n
2 + L+N + s− 1

N − L− 1

)
=

Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

(
N − 1

L

)
n = N − L− 1, m = 0, r = n

2 +N + l − 1 ve s = N − 1 için

D(j,m) =
Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

(
N − 1

L

)
1

(n2 + j) · · · (n2 + L− 1)

=
Γ(n2 + j)

Γ(n2 +N)

(
N − 1

L

)
.

Böylece

C =

(n
2 +N − 1

N − j

)
(N − j)!

Γ(n2 + j)

Γ(n2 +N)

(
N − 1

L

)
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ve

B =
Γ(n2 + j)

Γ(n2 +N)

(N − L− 1)!(L− k)!

(N − k)!

(n
2 + j + L− 1

L− k

)(n
2 +N − 1

N − j

)
×
(n

2 +N − 1

N − j

)
(N − j)!

Γ(n2 + L)

Γ(n2 +N)

(
N − 1

L

)
.

Sonuç olarak

A =
(−1)j

ΓΓ(n2 + j + L)
B

= (−1)j
(N − L− 1)!

(N − k)!

(
N−1
L

)
Γ(n2 +N)k!

(n
2

+j+k−1

k

)
7 Örnekler ve Sorular

Örnek 1 R2 de çekirde§i

Ω(x, y) =
xy

|z|2
+ λ

x3y − xy3

|z|4
,

T = Tλ polinom operatörü dü³ünelim. Burada z = x+iy dir. ||T ∗λf ||2 ≤ C||Tλf ||2, f ∈ L2(R2)

gerek ve yeter ko³ul |λ| < 2 olmas�d�r.

Örnek 2 B, Beurling dönü³ümü olsun ve

Tλ = B − λB2, λ ∈ C

operatörünü dü³ünelim.

Ω(z) = − 1

π

(
z2|z|2 + 2λz4

|z|4

)
.

Böylece çarpan�m�z
ξ3ξ − λξ4

|ξ|4
=
ξ

ξ

(
1− λξ

ξ

)
, ξ ∈ C

Örnek 3 T = RoU biçiminde verilen T polinom operatörünün örne§ini verelim. Burada

R, yüksek mertebeli Riesz dönü³ümü ve U terslenebilir; fakat L2 ||T ∗f ||2 ≤ C||TF ||2, f ∈ Rn

e³itsizli§ini sa§lamas�n. T , 8 inci dereceden homojen polinomlar�n bile³kesi bir operatör olsun.

P (x, y) =
1

γ2
P2(x, y)(x2 + y2)2 − ξ

(
1

γ4
P4(x, y)(x2 + y2)2 − 1

γ2
P8(x, y)

)
),
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burada

P2(x, y) = xy

P4(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4,

...

P8(x, y) = x8 + y8 − 28x6y2 − 28x2y6 + 70x4y4

yeterince küçük ε için harmonik polinomlard�r. Dikkat edilirse P2, ne P4 ü ne de P8 i böler.

Di§er taraftan P4 ve P8, P4(ξ1, ξ2)|ξ|4−P8(ξ1, ξ2) P2 taraf�ndan bölünecek ³ekilde seçilmi³tir.

Böylece T çarpan�

P2(ξ1, ξ2)

|ξ|2
+ ε

(
P4(ξ1, ξ2)

|ξ|4
− P8(ξ1, ξ2)

|ξ|8

)
=
P2(ξ1, ξ2)

|ξ|2

(
1 + ε

Q(ξ1, ξ2)

|ξ|6

)
burada Q, 6 �nc� dereceden homojen polinomdur. R, P2(ξ1,ξ2)

|ξ|2 çarpanl� yüksek mertebeli Riesz

dönü³ümü ve U 1+εQ(ξ1,ξ2)
|ξ|6 çarpanl� bir operatördür. Yeterince küçük ε için U terslenebilirdir.

Örnek 4

Ω(eiθ) =
∑
j≥1

aj sin(2jθ)

Böylece P2j harmonik polinomlar�

P2j(z) = aj
z2j − z2j

2i

Örnek 5

Ω(x, y, z) = xy
∑
J≥0

εjQ2j(x, y, z)

burada (εj) dizisi C∞(S2) den seçildi ve Q2j ise ³u ³ekilde tan�mland�.

Q2j(x, y, z) =

2j∑
k=0

cky
2kz2j−2k

ck = −ck−1
2k(2k + 1)

(2j − 2k + 1)(2j − 2k + 2)
, 1 ≤ k ≤ j,
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Soru

||T ∗f ||1,∞ ≤ C||Tf ||1

ya da Lp e³itsizli§i 1 < p <∞, p 6= 2

||T ∗f ||p ≤ C||Tf ||p, f ∈ Lp(Rn),

buda L2 e³itsizli§i

||T ∗f ||2 ≤ C||Tf ||2, f ∈ L2(Rn)
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