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OZET

HIPERBOLIK VE DE SITTER UZAYDA COKYUZLULERIN HACMI

IMER, Nevide
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Atakan Tugkan Yakut

Ocak 2010, 46 sayfa

Bu calismada De Sitter ylizeyi iizerinde iiggenler tanimlandi. Minkowski hiper
diizlemleri ile De Sitter yiizeyinin arakesitleri alinarak on farkli tip {icgenin varligi
gosterildi. Bu arakesitlerin De Sitter yiizeyinde ii¢ farkli tip jeodezik oldugu ve bunlarin

uzay benzeri, zaman benzeri ve 151k benzeri oldugu verildi.

Anahtar sozciikler: Minkowski uzayi, De Sitter uzayi, Hiperbolik uzay, Cokyiizlii.



SUMMARY

VOLUME OF THE POLYHEDRA IN HYPERBOLIC AND DE SITTER SPACES
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor  : Assistant Professor Dr. Atakan Tugkan YAKUT

January 2010, 46 pages

In this work, we define triangles on the de Sitter surface. Ten different types of triangles
are determined on the de sitter surface taking the intersections of Minkowski
hyperplanes with the de Sitter surface. The intersections give three different types of
geodesics on the de Sitter surface. These geodesics could be spacelike, timelike or

lightlike.
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R" n-boyutlu reel uzay
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A\ n-boyutlu de Sitter uzayi

d, (x,y) Hiperbolik metrik
N Diizlem in normali
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P Geodeziklerin arakesit noktasi
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BOLUM I
GIRIS
Non-Oklidyen Geometriden séz edildigi zaman hemen akla Oklid’ in bes temel
postiiladindan besincisi gelir. Ciinkii Oklidyen olmayan Geometrilerin cikis1 bu bes
temel postiilattan besincisine dayanmaktadir. Oklid’ in bes temel postiilad1 asagidaki
sekildedir.

¢ Iki noktadan bir ve yalmz bir dogru gecer.

¢ Bir dogru sinirsiz bir sekilde uzatilabilir.

e Merkezi ve yarigapi verilen bir cember cizilebilir.

¢ Biitiin dik agilar esittir.

e Farklh iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile ayni tarafta es agilar
olusturursa iki dogru veya bunlarin uzantilar1 birbirini kesmez, veya uzantilari
birbirini keserse kestigi tarafta olusan acilarin toplami 180° den kiiciiktiir.

Besinci postiiladin yerine paralellik postiiladi(fair play) da kullanilmaktadir.

Paralellik postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay: iizerinde bulundurmayan bir
dogru verildigi zaman, bu noktadan gecen ve verilen dogruya paralel bir tek dogru
geger.

Iki bin yildan beri matematikciler ilk dort postiilattan besinci postiilati elde etmeye
calismiglardir. Her bir durum icin ilave postiilatlar yaparak besinci postiilada
indirgemeye calismiglar, neticede ise gercekte bunlarin besinci postiilata denk oldugu
sonucuna varmiglardir. Paralellik postiilati ile ugrasan bilim adamlarini su sekilde
siralayabiliriz:  Proclus(400), Nasiriiddin Tusi, John Wallis(1616-1703), Girolamo
Saccheri(1667-1733), Johann heinrich Lambert (1728-1777), Kastner(1719-1800),
Kliigel’in(1739-1812) sayilabilir.

19. yiizyilda bu konu {iizerine olduk¢a yogun caligmalar yapilmis ve besinci postiilati
degisik bir acidan incelemeye calismislardir. Bunlar sirasiyla Schweikart(1780-1859),
Taurinus’tur(1799-1874), Carl Friedrich Gauss(1777-1855), Lobatcsheski(1793-1856),
Farkas(Wolfgang)(1775-1856), Janos Bolyai(1802-1860). Lobatcshevskii Oklidyen
geometrinin Trigonometrik formiillerine dayanarak bir Non-Oklidyen trigonometri
gelistirmistir. Hiperbolik Non-Oklidyen geometrinin analitik calismasma esas
gereksinim Euler, Gaspard Monge ve Gauss’un egrisel ylizeyler iizerine yapmis oldugu
caligmalarda ortaya cikmistir. 1837’ de Lobatcshevski, sabit negatif egrilikli egrisel

yiizeylerin NonOklidyen Geometride temsil edilebilirligini onermistir. Iki y1l sonra ise



bu oneri goz ardi edilerek yapilan calisma aymi dergide yayinlanmis ve bu ise sabit
egrilikli  yiizeyler {izerine genis bir c¢alisma alan1 olusturmustur.Bernhard
Riemann(1826-1866), bu yiizeylerin olduk¢ca genis bir genellemesini yapmistir.
Riemann’in caligmalar1 bir sigrama tahtast olmustur. Yapilar arasindaki bagintilar
Eugenio Beltrami tarafindan 1868’ de vurgulanmistir. Sonucta asagidaki postiilata
ulasilmustir.

Bir dogru ve iizerinde olmayan bir nokta verildiginde, bu noktadan gecen

ve verilen dogruya paralel olan birden ¢ok dogru bulunabilir.

Bundan sonra ;

Sabit egrilikli ii¢ farkli geometrinin varlig1 kabul edilmistir. Bunlarin iicii de Oklidin ilk
dort postiilatin aynen kullamirlar. Bu Oklidyen Olmayan Geometrilerden birincisi
dordiincii postiilati “bir dogruya disindaki bir noktadan hicbir paralel cizilemez”
seklinde alan Eliptik geometridir. Beltrami 1868 de ; bu giin adina Eliptik geometri
dedigimiz Kiiresel Geometrinin Oklid Geometrisi ile uyustugunu gostermistir Ikincisi
de “Bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel cizilebilir’ seklindeki

paralellik versiyonunu kullanan Hiperbolik geometridir. Hiperbolik geometri de benzer

ticgenler kongriienttir, bir tiggende agilarin toplami 180° degildir gibi.
Diger taraftan sabit egrilikli Tam Semi Riemann manifoldlar da ¢ok yiizliilerin hacim
hesaplamalar1 olduk¢a ilgingtir. Bu dogrultuda bazi c¢alismalar J.M. Schlenker

tarafindan yapilmistir. J.M. Schlenker sabit egriligi 1 olan tam Lorentz manifoldu

olarak S/ de Sitter kiiresini goz oOniine almustir [1,2]. S de Sitter kiiresi ile H"
Hiperbolik uzayr R/"' Minkowski uzayinin alt manifoldlar1 olarak gz Oniine
alindiginda, bunlar arasinda bir dualitenin varlifi s6z konusudur. Bu ise S de Sitter
kiiresindeki her bir v noktasi, H" Hiperbolik uzaymin bir hiperdiizleminin birim
normali olarak diisiiniiliir [3]. Boylece S, de Sitter kiiresindeki bir ¢ok yiizliiniin hacmi
icin Schlafli formiilii, H" deki hiperdiizlemlerin S| ile arakesitinin olusturdugu
cokyiizliinlin hacminin duali olur. n=3 i¢in bdyle bir formiil Santalo tarafindan
verilmistir[4]. Boyle bir dualite s6z konusu oldugunda S, de c¢okyiizliilerden
bahsedilmektedir. Fakat S| de alinan noktalarin bir simplex olup olmadigi konusunda

her hangi bir yorum yapilmamaktadir.



Bu galismada S;, de Sitter yiizeyi iizerinde alinan noktalardan gegen jeodeziklerin bir

2-simplex(iicgen) olusturup olusturmadigi arastirilmastir.

Bolim II de, RI”+1 Lorentz-Minkowski uzayinda temel tanimlar, Boliim III de ise Sl2

De Sitter uzayinda alinan noktalarin iicgen olusturma sartlar1 verilmistir. Boliim 1V de

ise bu calismanin neticesinde yapilabilecekler tartisilmistir.



BOLUM II

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lorentz-Minkowski Uzayi

x,y € R" iki vektor ve n > 1 olsun. x ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpimai;

<X, y>; ==Xy +...+x_y ,+xy (2.1)

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ carpimla birlikte R" uzayina Lorentz

uzay1 denir ve R/ ile gosterilir[S]. R;" uzayinda bir x vektoriiniin Lorentz normu;
||x|| =< x, x >L|%2

ile, x ve y vektoriiniin Lorentz uzunlugu;
d,(x.y) =[x

ile tanimlanir[5].

2.1.1. Tammm : R Lorentz uzayinda, x|| =0 olacak sekildeki biitiin x lerin kiimesine,

yani;
{xeR'| X =x"+...+x,}

seklindeki C"' kiimesine 1sik-konisi (light-koni) denir. ||x|| =0 ise x vektoriine 151k

benzeri(light-like veya null) vektor denir [5,6].

2.1.2. Tanmm : xe R ig¢in, x|| >0 ise x vektoriine uzay benzeri(space-like) vektor

denir. C""' hiperkonisinin dis1;; R;' nin uzay benzeri vektorlerden olusan agik alt

kiimesidir[5-7].



2.1.3. Tanmm : xe R/ i¢in, x|| <0 oluyorsa x vektoriine (time-like) vektor denir. C"

hiperkonisinin i¢i; R;' nin zaman benzeri vektorlerinden olusan agik alt kiimesidir.

Eger, x, >0 (x, <0) ise x vektoriine pozitif(negatif) zaman benzeri denir[5-7].

214. Tanim : x , y € R i¢in, <x,y>,= 0 oluyorsa x , y vektorlerine Lorentz

ortogonal dir denir[5].

2.1.5. Teorem : x , y vektorleri, R de sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektor olsun.

Eger x vektorii zaman benzeri(time-like) ise, y vektorii uzay benzeri(space-like)dir.
Ispat: [5] sayfa 60-61 den goriilebilir.

2.1.6. Onerme : R/ nin bir V alt vektor uzayinin;

1) Zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V nin en az bir zaman benzeri

vektore sahip olmasidir,

2) Uzay benzeri olmasi icin gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her

vektoriin uzay benzeri olmasidir,

3) Isik benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektor

icin ||x|| =0 olmasidir[5,6].
Ispat: [5] sayfa 61 den goriilebilir.
2.1.7. Tanmm : x ve y, R de pozitif(negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.
<xy>; = —||x||||y||cosh n(x,y)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 7(x,y) reel sayisi vardir. x ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (time-like)aci, 7(x, y) olarak tamimlanir[5,7].



2.2. Hiperbolik ve de Sitter Uzay
x,y € R"" iki vektor ve n > 1 olsun. x ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpimi;
<SXHLY>p= =X4) Fo T XY, XY, T X Ve

<X, x>, = 1} kiimesine n-boyutlu birim

olmak iizere; S' c R ve S!={xe R

<X, x>= —1} kiimesine de n-

pseudo-kiiresel uzay (de Sitter uzay1), H, :{xe R
boyutlu birim pseudo-hiperbolik uzay denir. Hj uzaymm iki baglantil bileseni H
ve H;_ olmak lizere, bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzaym bir modeli

olarak alinabilir. H! = H" C R""' olarak aliacaktur.

22.1. Tanmm : x, ye H" C Rl’”r1 ve x ile y arasindaki Lorentzian zaman benzeri ag1

n(x, y)olsun. x ve y arasindaki hiperbolik uzunluk;

dH(x,y):ﬂ(X,y)

seklinde tanimh bir reel sayidir. <x,y >, = —||x|||| y||cosh n(x,y) oldugundan;

coshd, (x,y)=—-<x,y>,
olur[5,6].

2.2.2. Teorem : d, hiperbolik uzunluk fonksiyonu H" iizerinde bir metriktir.

Ispat: [5] den goriilebilir.

2.23. Tamm : d, metrigi ile birlikte H" uzayr hiperbolik n-uzay olarak
adlandirilir[5].

2.2.4. Tamm : H" nin bir dogrusu R;'"' in iki boyutlu zaman benzeri alt vektor uzay1
ile H"nin arakesitidir. x, y € H" vektorleri R™" in V(x ,y) ile gosterilen iki boyutlu bir
zaman benzeri alt uzayim gererler. Boylece, L(x ,y) = H"n V(x ,y), x, y den gecen

iceren H" nin bir dogrusudur. Buna gére, H" nin jeodezikleri onun dogrularidir[5].



2.2.5. Tamm : S nin bir dogrulari, R/ in sirasiyla iki boyutlu zaman benzeri, uzay

benzeri ve 151k benzeri alt vektor uzayi ile S;' nin arakesitidir. x, y € S/ vektorleri R"™"'

in V(x ,y) ile gosterilen sirasiyla iki boyutlu zaman benzeri, uzay benzeri ve 151k benzeri

alt uzaymi gererler. Boylece, L(x ,y) = SN V(x,y), x, yden gegen iceren S, nin bir

dogrusudur. Buna gore, S| nin jeodezikleri onun dogrularidir[5].

2.2.6. Tamm : S/ nin bir m-diizlemi R"' in (m+1) boyutlu zaman benzeri, uzay

benzeri ve 151k benzeri alt vektor uzaylari ile S nin arakesitidir[5].

Bu calismada Giris ve Temel Kavramlar boliimiinde [8] numarali kaynaktan istifade

edilmistir.

S nin bir 1-diizlemi, onun uzay benzeri, 151k benzeri veya zaman benzeri dogrulari,

hiperbolik (n-1)-diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir.

" Timelike altuzay

Light-like altuzay

Hiperbolik hiperduzlem

Time-like de sitter hiperdlzlemi
Space-like altuzay

Sekil 2.1. de Sitter uzayda jeodezikler



BOLUM III

DE SIiTTER UZAYDA COK YUZLULER

3.1. De Sitter uzayda diizlemler
S = {(x, y,2)€ R’ ‘—xz +y*+7 = 1} kiimesine R de, de sitter uzayi denir.

Lorentz uzayinda orijinden gegen iki diizlem ile bunlarin S ile arakesitlerinin

olusturdugu jeodeziklerin arakesit noktalar1 asagidaki sekilde belirlenir.
Normali N, =(a,b,c) olan H,..ax+by+cz=0

Normali N, =(d,e, f) olan H,..dx+ey+ fz=0 diizlemleri alinirsa

ax+by=-cz
dx+ey=—fz
a b
A= =ae—bd #0
d e
—cz b
_ —Jfz e :(—ec+bf)z:x: bf —ec .
ae—bd ae—bd ae—bd
a —cz
|4 —fz

_ (—af +dc)z = y= dc—af .
ae—bd ae—bd ae—bd

bulunur. Bulunan bu degerler —x* + y* + z* =1 ifadesinde yerlerine yazilirsa;

| Bf —ec ’ cd —af ’ 2 _

[(ae—bdjz} -{(ae—bdjz} te =l

—(bf —ec)* +(cd —af )’ +(ad —bd)’
(ae—bd)*

)2t =1

(

- |ae—bd|
—(bf —ec)* +(cd —af)” +(ae—bd)’
J

4




oldugundan

x:bf_ec |ae—bd|
ae—bd \/—(bf—ec)2 +(cd —af )’ +(ae—bd)’

cd —af |ae —bd|
y =
ae=bd \[—(bf —ec)? +(cd —af )* +(ae—bd)*

|ae —bd|
=+
J—(bf —ec)’ +(cd —af ) +(ae—bd)’

ae—bd >0 oldugundan

ae—bd
=+
J—(bf —ec)’ +(cd —af ) +(ae—bd )’

bf —ec
x=7F
J—(bf —ec)? +(cd —af ) +(ae—bd)*

o cd —af
J—(bf —ec)* +(cd —af ) +(ae—bd)*

Lorentz uzayinda orijinden gegen kesisen iki diizlemin S ile arakesitlerinin

olusturdugu geodeziklerin arakesit noktasi1 asagidaki gibidir.

_| £ ae—bd,bf —ec,cd —af
J—(bf —ec)? +(cd —af ) +(aec—bd)’

P

Bu caligma da bulunan P noktalarinin hepsinin pozitif degeri kullanilmastir.

3.1.1. Tamm: N =(a,b,c) olmak iizere ax+by+cz=0 diizlemi gdz Oniine alindiginda

<N,N>,<0 ise ;V1+b* +c*x+by+cz=0 diizlemine R’ de spacelike diizlem denir

ve H seklinde gosterilir[7].



3.1.2. Tanim: N =(a,b,c) olmak iizere ax+by+cz=0 diizlemi géz Oniine alindiginda
<N,N>>0 ise m x+by+cz=0 diizlemine R’ de timelike diizlem denir
ve H, seklinde gosterilir[7].

3.1.3. Tanom: N =(a,b,c) olmak iizere ax+by+cz=0 diizlemi géz Oniine alindiginda
<N,N>,=0 ise \/m x+by+cz=0 diizlemine R’ de null diizlem denir ve H, ile
gosterilir[7].

3.14. Tamm: H (S} kiimesine de Sitter diizleminde spacelike jeodezik, H, S,

kiimesine timelike jeodezik ve H ) Sl2 kiimesine null jeodezik denir[6,7]
3.1.5. Tamm: H, R’ de bir diizlem ise H () S kiimesine de’ sitter uzayinda bir dogru

ve H diizlemine de bu dogrunun tasiyicisi denir.

3.1.6. Tamm: H,, R’ de diizlemler ise; A = H, (1S} (1< i< 3) kiimesine de sitter

uzayinda bir ¢okyiizlii denir[6].

3.1.7. Teorem: P,P,,P,e S} olmak iizere < P,N, ><0 ise B,P, P, noktalar1 S de bir

ticgenin koseleridir.
Ispat: [3] sayfa 81 den goriilebilir.

R

3.1.8. Teorem: P,P,,P,e S] olmak iizere |P|<0 ise P,P,P, noktalari, S’ de bir
P,

ticgenin kose noktalaridir.

—

ispat: N =P, ®P,, N,=P,®P, N, =P ® P, olmak iizere

R

<P,N,>=<PB,PXP,>=|P|<0
P,

10



<P, N, >=<P, PXB>= <0

v JSu o
Il
|

v ot
Il

U Ju So

Bl |\B| B
<P,N,>=<P,BxXP,>=F|=-|B|=|P|<0
Rl B P
R
oldugundan Teorem 3.1.7 geregince <P,N,>=|P|<0 oldugundan A, P,,P, bir
P,

ticgenin koseleridir.

Not: < P,N,>=0 olursa B, noktas1 P,, P, dogrusunun iizerindedir.
<PB,N,><P,PxP>=0
<P,N,>=<FB,BxP,>=0
<P,N, >=<P,PXP,>=0
<P,,N,>=<P,,PbXP,>=0
<P,N,>=<P,PLxP,>=0
<P,N,><P,P,xF >=0 yani
< E,Nj >=0 olur.
3.1.9. Ozellik : P; ve P; noktalar 512 de iki nokta olmak tizere;
(i) —I<< B,P, ><lise F, ile P, den gegen geodezik parcasi spacelike
i#j geodeziktir. (Elips parcasi)
i, j=(,2,3)
([7] Barret O’neil sayfa 149-150 proposition 38)
(i) <P, P, >>1ise F ile P, den geodezik pargasi timelike geodeziktir.

i#j (hiperbol pargasi)
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i,j=(1,2,3)
(i) < P, P, >=11ise F, ile P, den gecen geodezik pargasi null diir.
(Oklidyen dogru pargasidir)

Lorentz uzayinda orijinden gecen kesisen ii¢ diizlemin S; ile arakesitlerinin

olusturdugu geodeziklerin arakesit noktalar1 de Sitter yiizeyinde on farkli cesit {icgen

meydana getirir.

Lorentz Uzayinda ii¢ space-like diizlem ile bu ii¢ diizlemin De Sitter kiiresi ile arakesiti

alindiginda iiggen olusturma sartlar1 verilmistir.

H =ax+by+cz=0 (Lorentz alt uzay1)
N =(a,,b,,c;) (N: normal)
<N,N >=-a’ +b’ +c¢] olmak iizere

< N,N ><0 ise Lorentz uzayda H spacelike diizlemdir.

ax+by+cz

J—<N,N > -

b, G

a,
a J-<N,N> \/—<N,N>c J-<N.,N>

0,

H..ax+by+cz =0;—a’+b* +c? =-1

I+ bl +c!  |[-<N,N>+bl+c
—<N,N > —<N,N >

JI+b2 42 - % .4>0
J—<N,N >
a=+1+b>+c’ ise

J1+b> +c*x+by+cz =0 Lorentz uzayinda spacelike diizlem
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Durum 1:

Lorentz Uzaymda iki Spacelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu

Geodeziklerin S; ile Arakesit Noktasi:

eax+by+cz=0 a=+\1+b+c’

H,.dx+ey+fz=0 d=\1+e+f’

T

olacagindan

H.N1+b*+cx+by+cz=0
Hz...\/1+.e2 +fix+ey+ fz=0

haline doniisiir.

bf —ec
x:
\/—(bf—ec)2+(c\/1+ez+f2 — 14D 4PV + (14D + P —byfl+e + f2)

1+ + f2 = f 1+ b+
y:
\/—(bf—ec)2+(c\/l+ez+f2 — FVIHD + ) +(eN14b7 +¢7 —byl+€ + £

. V146> +¢* —byJl+¢* + f?
\/—(bf—ec)2+(c\/1+e2+f2 — 1D+ +(eN1+b7 +¢7 —byl+€* + f2)

olur. Buradan Lorentz uzayinda iki spacelike diizlemin arakesitleinin olusturdugu

geodeziklerin S; ile arakesit noktasi asagidaki gibidir.

A =\/—(bf—ec)2+(c\/l+e2+f2 — fVIHB + PV +(eN1+b> +¢% —byl+6% + f2)

olmak tizere

P= i%(bf—ec,c«/1+ez+f2 — f1+b2 + 2, N1+ + —b\/1+e2+f2) 3.1
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Ornek 1:

H.ABx+y+z=0=N,=3,L); (N,N,) <0

Hz...\/gx— y=z=0=N, = (\/5,—1,—1);

H,.N6x+y+2:=0= N, =(/6,1,2);

P:H,NH,=b=-l,c=-le=1,f=2
Bu degerler (3.1) ifadesinde yerlestirilirse,

A = 26+6418

olmak uizere;

1
p=— 1 (162033346
\/26+6\/§

olur.
PZ:HlﬂH3:>b:1,c:l,e:1,f:2

Bu degerler (3.1) ifadesinde yerlestirilirse,

Ay =+/26— 6@ olmak iizere;

g=—m(1ﬁ_m,ﬁ-ﬁ)

olur.

P:HNH,=b=lc=le=-1f=-1
Bu degerler (3.1) ifadesinde yerlestirilirse,

As= /2 olmak iizere;

1
P=—(01-1)

elde edilir.

14
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Simdi bu bulunan noktalara iiggen olusturma sart1 uygulanirsa,

bulunur ki {iggen olusturma sart1 saglanir.

<P,P,>,= 0.75593
-1<<P,P, >, <1

olur ki B, ile P, noktalarini birlestiren geodezik parcasi spacelike geodezik parcasidir.
<FB,P,>,=-0.23362

—1<<B,P,>,<1 olur ki buda F ile P, noktalarim1 birlestiren geodezik pargasi

spacelike geodezik parcasidir.

(P,P), =0,0103

—1<<PZ,P3>L <1 olur ki buda P, ile P, noktalarim birlestiren geodezik parcasinin

spacelike geodezik parcasi oldugunu gosterir.

Buradan Lorentz uzayinda ii¢ spacelike diizlemin arakesitlerinin olusturduklari

geodeziklerin S, ile kesisim noktalarinin olusturdugu ticgen spacelike kenarlara sahip

ve asagidaki gibidir.
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Sekil 3.1. Lorentz uzayinda ii¢ spacelike diizlemin arakesitlerinin olusturduklari

De Sitter iiggen

Durum 2:
Lorentz Uzayinda iki Timelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu Geodeziklerin
S} Tle Arakesiti;

ul x+ b + !
J-<N,N> J-<N,N> g J-<N,N>

z=0

ax+by+cz=0—--a’+b*+c* =1
a=~b>+c’ -1 a>0
\b* +¢* —1x+by+cz =0 Lorentz uzayinda timelike diizlem

X +y +7° =1
ax+by+cz=0 } de’ sitter uzayinda timelike geodezik

—a*+b*+c* =1

16



- +y +2° =1

Nb*+¢* —1x+by+cz=0

}timelike diizlemine doniisiir.

olur. Lorentz uzayimnda iki diizlemin arakesitlerinin olusturdugu geodeziklerin S ile

kesisim noktasini timelike diizlemlere uygulayarak ve bir 6rnek vererek incelenebilir.

Lorentz Uzayinda ii¢ timelike diizlem ile bu ii¢ diizlemin De Sitter kiiresi ile arakesiti

alindiginda tiggen olusturma sartlar1 verilmistir.

Lorentz Uzayinda 1Iki Timelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu

Geodeziklerin S; ile Kesisim Noktalar::

H,.ax+by+cz=0 a=+b>+c’-1

H,.dx+ey+fz=0 d=+e+f~1

a b

e

=ae—bd >0

r=F bf —ec
\/—(bf—ec)z+(c\/e2+f2—1—f\/b2+c2—1)2+(e\/b2+c2—1—b\/e2+f2—1)2

- e+ f2—1— fb +c* —1
\/—(bf—ec)z+(c\/ez+f2—l—f\/bz+c2—1)2+(e\/b2+cz—1—b\/ez+f2—l)2

— e\/b2+cz—1—b\/ez+f2—1
\/—(bf—ec)2+(c\/e2+f2—1—f\/b2+c2—1)2+(e\/b2+c2—1—b\/e2+f2 —1)2

O zaman buradan Lorentz uzayda iki timelike diizlemin arakesitlerinin olusturdugu

geodeziklerin S; ile arakesit noktasi asagidaki gibidir.

B= \/—(bf—ec)z+(c\/e2+f2—1—f\/b2+c2—1)2+(e\/b2+c2—1—b\/e2+f2—1)2
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olmak {iizere;

p= i%(bf—ec,c\/ez+f2—1—f\/b2+c2 —l,e\/b2+c2—1—b\/ez+f2—1) (3.2)

Ug tane timelike diizlem almip bu diizlemlerin olusturdugu geodeziklerin S, ile

arakesit noktalar1 asagidaki sekilde bulunur.

Ornek 2:
H.\Bx+2y=0=N,=(3,2,05;  (N,N,), >0
H,.\3x-2y=0=N,=(/3,-2,0;  (N,,N,), >0
H,.a3x-2z=0=N,=(/3,0,-2);  (N,,N,), >0

Bu ii¢ diizlemin arakesitinin olusturdugu geodeziklerin S, ile arakesit noktalar1
P:H,NH,=b=-2,c=0,e=0,f=-2

Bu degerler (3.2) ifadesinde yerlestirilirse,

B;= \/5 olmak iizere;

B =—=(243.3)
2

olur.
P:HNH,=b=2,c=0,e=0,f=2
Bu degerler (3.2) ifadesinde yerlestirilirse,

B, = \/g olmak tizere;

P = (—4, 2\/§ , —2x/§ ) olur. Bu duzenlenirse;

)=
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1
P, =——(-2.4/3,-/3) elde edilir.
= L(2454)

P:HNH,=b=2,c=0,e=-2,f=0
Bu degerler (3.2) ifadesinde yerlestirilirse,

B;= \/4_8 olmak iizere

P, =(0,0,-1) elde edilir.

Bu ii¢ noktaya {icgen olusturma sart1 uygulanirsa.

:—2\/§<0

B~ BINe -l

Bu noktalar ii¢gen olusturma sartini1 saglar. Bu iiggenin kenarlar1 incelenirse;

n=7(2:3.45)

PZ:%(—Z,\/?,—\/?)

P, =(0,0,-1)

<P1’P2>L =2 olur. Yani

<Pl,Pz> , >1 olur ki buda A ile P, noktalar arasindaki geodezik pargasinin timelike

geodezik parcasi oldugunu gosterir.

<P3,P1>L=_Tf

<P3,P1> , <—1 olur ki buda £ ile P, noktalar arasinda geodezik parcasi yoktur. Veya

sonsuzda oldugunu gosterir.

<P2,P3>L =£ olur. Yani

NG

<PZ,P3>L >1 olur ki buda P, ile P, noktalar arasindaki geodezik parcasi timelike

geodezik parcasi oldugunu gosterir.
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Buradan Lorentz uzayinda iic timelike diizlemin arakestlerinin olusturduklar
geodeziklerin S} ile kesisim noktalariin olusturdugu iicgenin iki kenari timelike

kenarlara sahip iken digeri sonsuzda olan veya ii¢ kenar1 da timelike olan fakat iki

kenari zit taraflarda olan tiggenlerdir.

Sekil 3.2. Lorentz uzayinda ii¢ timelike diizlemin arakesitlerinin olusturduklari

De Sitter iiggen

Durum 3:

Lorentz Uzayinda ii¢ null diizlem ile bu ii¢ diizlemin De Sitter kiiresi ile arakesiti

alindiginda tiggen olusturma sartlar1 verilmistir.

H=ax+by+cz=0

N =(a,,b,,c,) (N :normal)
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<N,N >=0 ise H diizlemi null diizlemidir.

ax+by+cz

al bl Cl
— 7 — = b:—; P S—
J-<N,N > ¢ N—<N,N> N—<N,N> ‘ J-<N,N >

H..ax+by+cz=0; —a*+b*+c* =0

a=~b*+c* :a>0

0,

\b* + ¢’ x+by+cz =0 Lorentz uzayinda Null diizlem

X +y +7° =1
ax+by+cz=0 de’ sitter uzayinda Null geodezigi
—a’+b*+c* =0

Bu ifade

{—x2+y2+z2=1

b+ x+by+cz=0

Null diizlem ifadesine doniisiir.

Lorentz Uzaymnda iki Null Diizlemin Arakesitlerinin Olusturduklar1 Geodeziklerin

S} ile Arakesit Noktalari
H,.ax+by+cz=0 = a=+b*+c’
H,.dx+ey+fz=0 = d= e +f°
H,.Ab*+*x+by+cz=0
H,.Al&+f’x+ey+ fz=0

r=T bf —ec
\/—(bf—ec)z +(c\/e2 +f2 = D+ )2 +(e\/192+c2 —b\/e2+f2 )2

- c\/e2+fz—f\/bz+c2
\/—(bf—ec)2+(c\/ez+f2 —f\/bz+c2 )2+(e\/bz+c2 —b\/ez+f2 )2
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ieT e\/b2+c2 —19\/@2+f2
\/—(bf—ec)2 +(c\/e2 +f? —f\/b2 +c? )2 +(e\/b2 +c? —b\/e2 +f? )2

olur. Buradan Lorentz uzaydan iki null diizlemin arakesitlerinin olusturdugu

geodeziklerin S; ile arakesit noktasi asagidaki gibidir.

C:\/_(bf_ec)%r(cx/ehrf2 — fIb? + ¢ )2 +(e\/b2 +¢? by + f> )2

P=i%(bf—ec,c«/ez+f2 N ENPCRN FEI —b\/ez+f2) (3.3)
Ornek 3:
H, .. Sx+3y+4z=0= N, =(5,3, 4); (N,.N;) =0
H, .. 5x—3y—4z=0 = N=(5,-3,-4); (N,,N,), =0
H, .. 5x-3y+4z=0= N, =(5,-3,4); (N3,N;), =0

PirH,N"H,=>b=-3, c=-4, e=-3, f=4
Bu degerler (3.3) formiiliinde yerine yazilirsa;
C;=32
bulunur.

1
P =—(-24.—40, 0
! 32( )

olur. Bu ifade diizenlenirse;

1
P/=—(-3,-5.0
1= )

haline doniisiir.
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P,:H NnH,=b=3,c=4,e=-3,f =4
Bu degerler (3.3) formiiliinde yerine yazilirsa;
Cr=18
bulunur.

1
P,=— (24,0, =30
? 18( )

olur. Bu ifade diizenlenirse;

P2:%(4,0,—5)

haline doniisiir.
P;: HNH,=>b=3, c=4,e=-3,f=-4
Bu degerler (3.3) formiiliinde yerine yazilirsa;
C3=50
bulunur.

1
P;=—(0,40,—30
’ 50( )

olur. Bu ifade diizenlenirse;
1
P3:§(0,4,—3)

elde edilir. Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sart1 uygulanirsa,

=-2(0

B~ BINe -

ticgen olusturur .Bu iiggenin kenarlart incelenirse;

<P1,P2> , =loldugundan P, ile P, arasindaki geodezik pargasi null (6klidyen dogrudur)

dogrusu oldugunu gosterir.
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<P1,P3>L =—1 oldugundan P; ile P; arasindaki geodezik parca yok veya sonsuzda
oldugunu gosterir.
<P2,P3>L =1 oldugundan P, ile P; arasindaki geodezik parcasi null (6klidyen) dogru
oldugunu gosterir.
Buradan Lorentz uzayinda iic lightlike diizlemin arakestlerinin olusturduklari

geodeziklerin S ile kesisim noktalarimin olusturdugu iiggenin iki kenari lightlike,

digeri sonsuzda olan ti¢ggenlerdir.

> Dc Sitter Uzay1

Sekil 3.3. Lorentz uzayinda ii¢ lightlike diizlemin arakesitlerinin olusturduklari

De Sitter liggen

Durum 4:

Lorentz Uzayinda iki spacelike diizlem ve bir timelike diizlem ile bu ii¢ diizlemin De

Sitter kiiresi ile arakesiti alindiginda tiggen olusturma sartlar1 verilmistir.
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Bir Spacelike Diizlem Ile Bir Timelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu

Geodeziklerinin S ile Arakesit Noktasim Verelim.
H,.ax+by+cz=0 a=+b>+c’+1
H,.dx+ey+fz=0 d=,e+f -1

oldugundan

H,.Nb*+c +1x+by+cz=0
H,.Ale’+f —lx+ey+ fz=0
haline doniistir.
r= bf —ec :
\/—(bf—ec)2+(c\/e2+f2—1—fx/b2+c2+1) +edb? 4w 1-bye + f7-1)

2

- e+ 21— fb +c7 +1
\/—(bf—ec)2+(c\/e2+f2—1—f\/b2+c2+1)2+(ex/b2+c2+1—b\/e2+f2—1)2

- D+ +1-byJé* + f> -1
\/—(bf—ec)z+(c\/e2+f2—1—f\/b2+c2+1)2+(e\/b2+c2+1—b\/ez+f2—l)2

Buradan bir spacelike diizlem ile bir timelike diizlemin arakesitlerinin olusturduklari

geodeziklerin S; ile arakesit noktasi asagidaki gibidir.

D:\/—(bf—ec)2+(c\/e2+f2—l—f\/b2+c2+1)2+(e\/b2+c2+1—b\/e2+f2—1)2

P =i%(bf—ec,c\/ez+f2—l—f\/b2+02+1,e\/b2+cz+1—b\/ez+f2—1) 3.4)

Simdi de iki spacelike diizlem ile bir timelike diizlem alip inceleyelim.
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Ornek 4:
H.ABx—y+z=0=N,=(3.-L1);  (N.N,), <0
H,.3x+2y+2z=0=N,=(3,2,2); (N,.N,), <0
H,.x+y+z=0= N, =(L11); (N;,Ny), >0
P—>H,NH,=b=2,c=2e=1f=1

Bu degerler (3.4) formiiliinde yerlestirilirse;

D=2

bulunur.

R =—=(0.-11)

-

elde edilir.
P,—>HNH,=b=-lc=lLe=1f=1

Bu degerler (3.4) formiiliinde yerlestirilirse;
D,=2

bulunur.
P, =%(—2,1—\/§,\/§+1)

elde edilir.
P,—>HNH,=b=-l,c=le=2,f=2
Bu degerler (3.1) formiiliinde yerlestirilirse;
A=~26

bulunur.

g:L(—4,3—2\/§,2\/§+3)
26

elde edilir.

Simdi bu noktalara iicgen olusturma sart1 uygulanirsa;
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elde edilir.

Bu noktalar tiggen olusturur. Simdi bu iicgenin kenarlar1 incelenirse;

B3

<F;’P2>L :_3>1

N

<P1, P2>L >1 oldugundan F, ile P, arasindaki geodezik parcas: timelike geodezik parcasi

oldugunu gosterir.

<P1,P3>L=%

-1< <PI,P3>L <1 oldugundan P, ile P, arasindaki geodezik parcasi spacelike geodezik

parcasi oldugunu gosterir.

5
<P2’P3>L:E

-1< <P2,P3> , <l oldugundan P, ile P, arasindaki geodezik parcasi spacelike geodezik
parcast oldugunu gosterir.

Iki spacelike ve bir timelike diizlemlerin arakesitlerini olusturdugu geodeziklerin S} ile

kesisim noktalarinin olusturdugu iiggen iki spacelike ve bir timelike kenarlara sahip

ticgendir. Yani
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Sekil 3.4. Lorentz uzayinda iki spacelike bir timelike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklari de Sitter ticgen

Durum S:
Lorentz Uzayinda iki timelike diizlem ve bir spacelike diizlem ile bu ii¢ diizlemin

De Sitter kiiresi ile arakesiti alindiginda tiggen olusturmasi i¢in (3.2) ve (3.4) ifadeleri

kullanilir.

Iki timelike diizlem ile bir spacelike diizlem alip inceleyelim.

Ornek 5:
H,.5x+2y=0 = N,=(5.2,0); (N,,N,), <0
H,.A3x+2z=0 = N,=(v3.0.2); (N,,N,), >0
H,.a3x-2y=0 = N,=(v3,42.0); (N,,N,), >0

P—>H,NnH,=b=0,c=2,e=-2,f=0

Bu degerler (3.2) ifadesinde yerlestirilirse;
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B;=22

bulunur.

P1:

ﬁ(%, 24/3,-243)

ifadesi diizenlenirse;

P =i(2,\/§,—\/§)
2

elde edilir.
P—->HNH,=b=2,c=0,e=-2,f=0
Bu degerler (3.4) ifadesinde yerlestirilirse;
D= 3248415

bulunur.

— 1 — —
P, _—m(o,o, 235 -243)

ifadesi diizenlenirse;
P, =(0,0,-1)
elde edilir.
P—-H NH,=b=2,c=0,e=0, f=2

Bu degerler (3.4) ifadesinde yerlestirilirse

D,=2
olur.
p= (Lﬁ,_—ﬁ)
2 2
elde edilir.

Bu noktalara tiggen olusturma sart1 uygulanirsa;
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a0

U o S

Ucgen olusturma sartin1 saglamir. Bu iicgenin kenarlari incelenirse;

P =%(2,\/§,—\/§)

(0,0,-1)

P,

P %(—2,%5,@)

<P1,P2>L=$

<R, Pz> , >1 oldugundan £ ile P, arasindaki geodezik pargasi timelike geodezik pargasi

oldugunu gosterir.

1+\/E
<F;’R3>L = 2\/5

<P2,P3>L >1 oldugundan P, ile P, arasindaki geodezik pargasi timelike geodezik
parcast oldugunu gosterir.

N
<P2 ’ P3>L = 2
-1< <P2,P3> , <l oldugundan P, ile P, arasindaki geodezik parcasi spacelike geodezik

parcast oldugunu gosterir.

Iki timelike ve bir spacelike diizlemlerinin arakesitlerini olusturdugu geodeziklerin S;

ile kesisim noktalarinin olusturdugu ii¢gen iki spacelike ve bir timelike kenarlara sahip

ticgendir.
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Sekil 3.5. Lorentz uzayinda iki timelike bir spacelike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklar1 de Sitter ticgen

Durum 6:
Lorentz Uzayinda iki null diizlem ve bir spacelike diizlem ile bu ii¢ diizlemin

De Sitter kiiresi ile arakesiti alindiginda tiggen olusturma sartlar1 verilmistir.

Bir Null Diizlem fle Bir Spacelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu

Geodeziklerin S, ile Arakesit Noktas::

H,.ax+by+cz=0 = a=+b"+c’
H,.dx+ey+ fz=0 = d=,/e’+ f’+1 olacagindan

H,.\Nb+cx+by+cz=0

H,. .1+ + fix+ey+ fz=0
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haline doniisiir. Bu durumda bir spacelike diizlem ile bir null diizlemin de Sitter uzay1

ile arakesit noktasi;

2 2
E=\/—(bf—ec)2+(C\/ez+f2+l—f\/b2+cz) +(e\/b2+c2 —b\/e2+f2+1)

P= :F%(bf—ec, el +2+1—f b +¢2, eb? +¢? —b\/e2+f2+1) (3.5)

seklindedir.

Bir 6rnek ile inceleyelim.

Ornek 6:
H, .. 5x+4y+3z=0 = N, =(5, 4, 3); (N,,N}), =0
H, .. 5x—4y-3z=0 = N, =(5,-4,-3); (N,,N,) =0
H, .. 3x+2y+2z=0 = N, =(3,2,2); (N;,N;), <0

PiH,NH,=>b=-4,c=-3,e=2,{=2
Bu degerler (3.5) denkleminde yerlestirilirse;
E;=29

bulunur.
Pr=— (-2, -19, 22)
29

elde edilir.
P:H NH, b=4,c=3,e=2,f=2
Bu degerler (3.5) denkleminde yerlestirilirse;
E>=1
bulunur.
P,=(2,-1,-2)
elde edilir.

P;:H NH, b=4,c=3,e=-4{=-3
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Bu noktalart (3.3) denkleminde yerlestirelim.
C;=50

bulunur.

elde edilir.

Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sartin1 uygulayalim.

:i'O<O
145

J9 v T

Buradan iicgen olusturma sart1 saglanir. Simdi bu liggenin kenarlarini inceleyelim.

21

<Pl, P, >L =_2—9 = —1(<Pl,P2>L (I oldugundan P; ile P, arasindaki geodezik parcgasi

spacelike geodezik parcasi oldugunu gosterir.

<P1, P3>L =—1= <131,P3>L =—1 oldugundan P; ile P; arasindaki geodezik parcasi
bilinmiyor.

<P2, P3>L =1= <P2,P3>L =1 P, ile P; arasindaki geodezik pargasi da null dogroldugunu
gosterir.

Buradan iki null diizlem ile bir spacelike diizlemin arakesit dogrularmin de sitter ile
kesisimi sonucu bir spacelike geodezik ,bir null dogru ve diger kenar1 bilinmeyen ticgen

veya iki kenar1 lightlike bir kenar1 spacelike iicgen olusturur.
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De Sitter Uzayt

Sekil 3.6. Lorentz uzayinda iki lightlike bir spacelike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklar1 de Sitter ticgen

Durum?7:
Lorentz Uzayinda iki null diizlem ve bir timelike diizlem ile bu ii¢ diizlemin

De Sitter kiiresi ile arakesiti alindiginda tiggen olusturma sartlar1 verilmistir.

Bir Null Diizlem ile Bir Timelike Diizlemin Arakesitlerinin Olusturdugu

Geodeziklerin 512 ile Arakesit Noktasi Verelim

H,..ax+by+cz=0 = a=+b>+c’

H,.dx+ey+fz=0 = d=4+f -1

diizlemleri alinirsa
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H, .+ x+by+cz=0
H,.Ale’+f—1x+ey+ fz=0

olur. Buradan bir null diizlem ile bir timelike diizlemin arakesit noktasi;

2

F:\/—(bf —ec)’ (el +£2 =1 = b7 +7 )2 +evb? e —bier+17 1)

P:i%(bf—ec, e +£2—1—fyb? +c2, evb?+c —bye? +f2 —1) (3.6)

seklindedir.

Bir 6rnek ile inceleyelim.

Ornek 7:
H,..5x+3y+4z=0= N, =(5, 3, 4); (N,N,), =0
H,..5x+4y+3z=0= N, =(5,4,3); (N,,N,) =0
H,.x+y+z=0= N, =(L,11); (N3,N;), >0

Pi:H,NnH,=>b=4,c=3,e=1f=1
Bu degerler (3.6) denkleminde yerlestirilirse;
F;=2
bulunur.

1
Pi=—(1,-1,1
=5 (1-11)

elde edilir.
P=H NH,=b=3,c=4,e=1f=1

Bu degerler (3.6) denkleminde yerlestirilirse
F=2

bulunur.
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1
P,=—(-1,-1,1
2 2( )

elde edilir.
P;:H, NnH,=>b=3,c=4,e=4,f=3
Bu degerler (3.3) denkleminde yerlestirilirse;
Ci=1
bulunur.
P;=(-17,5,5)

elde edilir. Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sartin1 uygulayalim.

:_—9<0
4

29 9 O

Bu noktalar tiggen sartin1 saglanir. Simdi bu liggenin kenarlarini inceleyelim.

<PI,P2 >L =%:> <PI,P2 >L)1 oldugundan P; ile P, arasindaki geodezik pargasi timelike

(hiperbol) parcasi oldugu goriiliir.

<R,P3>L =1:><131,P3>L =1 oldugundan P; ve P; arasindaki geodezik parcast null

dogrusu oldugu goriiliir.
<P2, P3>L =—1 oldugundan P; ve P; arasindaki geodezik pargasi belirsizdir.

Buradan iki null diizlem ile bir timelike diizlemin arakesit dogrularinin de sitter ile
kesisimi sonucu bir timelike geodezik ,bir null dogru ve diger kenar1 bilinmeyen iicgen

veya iki kenar1 null(ters taraflarda) bir kenar1 timelike olan ticgen olusturur.
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l e Sitter Uzayi

Sekil 3.7. Lorentz uzayinda iki lightlike bir timelike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklarr de Sitter ticgen

Durum 8:

Lorentz uzayinda iki spacelike ve bir null diizlem aldigimizda bu {i¢ diizlemin

durumlarini inceleyelim. Bu durumda (3.1) ve (3.5) ifadelerinden faydalanilir.

Ornek 8 :
H,..5x+4y+32=0= N, =(5,4,3); (N,N}), =0
H,..3x+2y+2z=0=N, =(3,2,2); (N,,N,} <0

H,.3x+2y-2z=0=N,=(3,42,-2);  (N,,N;) <0

Pi:H,MH,=>b=2,c=2,e=2,f=-2
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Bu degerler (3.1) ifadesinde yerine yazilirsa;
A=4
bulunur.

Pr=——(=8, 12,0)

45

bu ifade diizenlenirse;

Pi=—=(-2, 3,0)

1
=
elde edilir

P,.,HNH,=>b=4,c=3,e=2,{=-2
Bu degerler (3.5) ifadesinde yerine yazilirsa;
E;=13
bulunur.

1
Py=—(-14,19, -2
=15 ( )

elde edilir.
P,:H NH,=b=4,c=3,e=2,f=2
Bu degerler (3.5) ifadesinde yerine yazilirsa;
E>=1
bulunur.
P;=(2, -1, -2)

elde edilir. Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sarti uygulanirsa;

X 16
Pl=——=<0
1345

P3

olur ki, bu ii¢ nokta ticgen sartin1 saglar.
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<l)1,P2>L =£:>—1(<P1,P2>L (1 oldugundan P; ile P, arasindaki geodezik parcasi

1345

spacelike (elips) geodezik oldugunu gosterir.

<131,P3>L :i:—l(<P1,P3>L (I oldugundan P; ile P; arasindaki geodezik pargasi

NG

spacelike (elips) geodezik oldugunu gosterir.
<P2,P3>L :1:><P2,P3>L =1loldugundan P, ile P; arasindaki geodezik parcast null
geodezik oldugunu gosterir.

Buradan Lorentz uzayinda iki spacelike diizlem ile bir null diizlemin arakestlerinin
olusturduklar geodeziklerin S ile kesisim noktalarmin olusturdugu iiggenin iki kenari

timelike kenarlara sahip iken digeri bir null dogru olan tiggen olusturur

Sekil 3.8. Lorentz uzayinda iki spacelike bir lightlike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklar1 de Sitter ticgen
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Durum 9:

Lorentz uzayinda iki timelike ve bir null diizlem alindiginda (3.3) ve (3.6) ifadelerinden

faydalanilir.

Ornek 9:
H..5x+3y+4z=0=N_(53,4); (N,N;) =0
H,.x+y+z=0=N, =(L11); (N,,N,), >0
H,.x-y-z=0=N,;=(L-1,-1); (N,,N;), >0
Pi:H,NnH,=b=1c=1, e=—-1,f=-1

Bu degerler (3.2) ifadesinde yerlestirilirse;
B=22

bulunur.

Pi=—_(0,2,-2)

22

ifadesi diizenlenirse;

Pi=——(0,1-1)

J2
ifadesi elde edilir.
PHNH,=b=3,c=4, e=-1,f=-1
Bu degerler (3.6) ifadesinde yerlestirilirse;
Fi=12
bulunur.

1
Py=—(1,9,—8
? 12( )

elde edilir.
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P,:H,NH,=>b=3,c=4e=1f=1

Bu degerler (3.6) ifadesinde yerlestirilirse;

Fr=2
bulunur.
1
P;=—(-1,-1,1
=2 (-1-11)

elde edilir. Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sart1 uygulanirsa,

olur. Bu noktalar iiggen olusturma sartin1 saglar. Bu iicgenin Kenarlar1 incelenirse;

<P1, P, >L =1—7 = <Pl, P2>L>l oldugundan P; ile P, arasindaki geodezik pargasi

1242

timelike (hiperbol) geodezik pargasi oldugu goriiliir.
<P1, P3>L :% = <P1,P3>L (=1 oldugundan P, ile P; arasindaki geodezik pargasi

sonsuzda oldugu goriiliir.

<P2, P3>L =—1 oldugundan P, ile P; arasindaki geodezik pargasi sonsuzda oldugu
goriilir.

Buradan Lorentz uzayinda iki timelike diizlem ile bir null diizlemin arakestlerinin

olusturduklar geodeziklerin S ile kesisim noktalarinin olusturdugu iiggenin iki kenar

sonsuzda iken digeri timelike kenar olan tiggen olusturur.
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Sekil 3.9. Lorentz uzayinda iki timelike bir lightlike diizlemin arakesitlerinin

olusturduklar1 de Sitter ticgen

Durum 10:

Lorentz uzayinda bir spacelike , bir null ve bir timelike diizlem alindiginda (3.4), (3.5)

ve (3.6) ifadelerinden faydalanilir.

Ornek 10:

H,..5x+4y+3z=0=N,=(54,3); (N,N,), =0
H,.3x+2y+2z=0=>N,=(3,2,2); (N,,N,) <0

H,.x—y-z=0=N,=(1,-1,-1);  (N,,N;), >0

Pi:H,"H,=b=2,c=2,e=-1,f=-1
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Bu degerler (3.4) formiiliinde yerlestirilirse;

|
Pi=——(0.5.-5
! sﬁ( )

ifadesi diizenlenirse;
R
V2

ifadesi elde edilir.

P=—(0,1,-1)

PyH NH,=>b=4,c=3, e=-1f=-1

Bu degerler (3.6) formiiliinde yerlestirilirse,

Fi=12
bulunur.
Pr=-1(-1,8,-9)
12
elde edilir.

P;:H NH,=>b=4, c=3,e=2,{=2

Bu degerler (3.5) formiiliinde yerlestirilirse;

P;=(2,-1,-2)

elde edilir. Bu ii¢ noktaya iicgen olusturma sartin1 uygulayalim.

d

sV2
=-—<

P,|=
24
P3

0

olur. Bu noktalar ticgen olusturur. Bu liggenin kenarlarini inceleyelim.

43



<P1, P2>L =121—7\/§ ise <Pl, P2>L >1 oldugundan P; ile P, arasindaki geodezik pargasi

timelike geodezik parcasi oldugu goriiliir.

<Pl, P3>L =L = -1 <<P1,P2 >L <1 oldugundan P; ile P; arasindaki geodezik parcasi

V2

spacelike (elips) parcast oldugu goriiliir.

<P2, P3>L =1:><P2,P3>L =1 oldugundan P, ile P; arasindaki geodezik pargasi null
geodezik parcasi oldugu goriiliir.

Buradan Lorentz uzayinda bir spacelike diizlem, bir timelike diizlem ve bir null
diizlemin arakestlerinin olusturduklar1 geodeziklerin S} ile kesisim noktalarinin

olusturdugu ii¢genin bir kenar1 spacelike, bir kenar1 timelike kenar ve bir kenar1 null

geodezik olan iiggen olusturur.

Sekil 3.10. Lorentz uzayinda bir timelike, bir lightlike ve bir spacelike diizlemin

arakesitlerinin olusturduklari de Sitter licgen
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BOLUM IV

SONUC VE ONERILER

Bu galismada S De Sitter kiiresi iizerinde geodeziklerin iiggen olusturdugu gosterildi.

Bunlarin bazilarinin ticgen esitsizligini saglamadigl ama yinede alinan noktalarin bir
noktas1 sonsuzda olan liggen meydana getirdigi goriildii. Fakat bu licgenlerin agilarinin
ve alanlarinin ne oldugu arastirilmadi. Daha ileriki asamalarda bu yapilan caligmalarin
yiiksek boyutlu uzaylarda simplexlerin nasil olustugu ve bunlarin tepe agilarinin neler
olabilecegi, hacimlerinin nasil hesaplanabilecegi gibi c¢alismalar yapilabilir. Bu konuda

calismalarimiz devam etmektedir.
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