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OZET

Bu tez U¢ bolimden ojmaktadir. Birinci bdlimde, profinite cebirler veofinite
cebirler tizerinde tanimli bazi cebirsel modelleggirdimistir. Ikinci bolimde daha 6nceden
tanimlanmg olan deismeli cebirler Gzerinde 3—caprazlammipten cebirsel modeller olan
3—-c¢aprazlanmgi caprazlannyi moduller kavrami profinite 3—-¢aprazlagmmodul kavramina
uyarlanmgtir. Uglincti bolimde de simplisel cebirlerle 3—¢afaams modiiller kategorilerinin

denkligi profinite cebirlere uyarlanacaktir.

Anahtar Kelimeler: Profinite Cebir, Profinite = 3-caprazlanmmgaprazlianng Modiiller,

Profinite 3—klp kategorileri
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SUMMARY

This thesis consists of three chapters. In theé @ihapter, profinite algebras and some
algebraic models defined on the profinite algelwage been handled. In the second chapter, on
the commutative algebras defined beforehand, theegi of 3- crossed crossed modules that
are 3- crossed type of algebraic models have beapted to profinite 3-crossed module
concept. In the third chapter, the equation of $icigd algebras with 3-crossed modules

categories will be adjusted.
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GIRIS

Bilindigi Uzere simplisel cebirler tim plantili homotopi tipleri icin bir modeldir.
Boyutu n den buyik olan elemanlari birim elemandansatu simplisel cebirlerin Moore
kompleksi, simplisel cebirlerim tipleri icin ve dolayisiyla uzaylarin gantil (n + 1) tipleri

icin cebirsel modeldir. Simplisel gruplar ilk defadré tarafindan [1] de ¢alimistir.

Whitehead [2] de kgantih 2— tiplerin bir modeli olan caprazlangnmoddilleri
tanimlamg ve bu tanimlamasiginda Conduche [3] de, 2—kisitlargaimplisel grubun Moore
kompleksinin bazi 6zelliklerini ve Peiffer ozdiglerini kullanarak, bglantili 3—tiplerin bir

modeli olan 2—caprazlangyxmodulleri tanimlangtir.

Benzer cakmalara drnek olarak Loday [4] verilebilir. Capramas modiillerin Cat—

Gruplar icin GAP uygulamasini Alp [5] de yaptm.

Loday 2—tipler icin Maclane ve Whitehead tarafind@) de verilen yapinin bir
genellemesi olarrat—gruplari tanimlangtir. Cat~—gruplar [7] de tanimlanan caprazlagmi
n—kupler kategorisine denk bir kategori gurur. Porter [8] de simplisel gruplar ve
caprazlanmy n—kuplerin (dolayisiylacat™— gruplarin) n— tiplerini incelem§ ve simplisel

gruplar kategorisi ile caprazlangm— kipler kategorisinin denlidini géstermgtir.

Yine benzer cagmalar d@rultusunda cebir durumu icin [9] de 2—caprazlapmi

modyiller kategorisi ile simplisel cebirler katego@rasindaki denklik gosterilgtir.

Profinite gruplara Brummer [10], Gildenhuys [11]jl¥8n [12], Ribes ve Zalesski [13 ]

calsmistir. Korkers ve Porter [14 ] ise profinite cebidegalsmislardir.

Kuzpinari [15] de bdantih 4—tipler icin model olan 3—c¢aprazlangmmoduli ve 3—
caprazlanny moddller kategorisini tanimlagtir. Ayrica Kuzpinari [15] deX9too kategorisi

ile Gimplbr_, kategorisinin dgal denklgini gostermgtir.



Tezin Yapisi

Birinci boélimde profinite cebirler ve profinite deler Gzerinde tanimh bazi modeller
verilmistir. Kaynak olarak Wilson [12], Ribes ve Zelessk8], Porter [16], Carrasco ve Cegarra
[17], Carrasco [18], Conduche [3], Akca [19], Koskee Porter [14] verilebilir.

Ikinci Bolumde ise profinite 3—caprazlangmodadillerin elde edii, profinite 3—
caprazlanng modul tanimi profinite cebirlere uyarlangmi. Profinite 2—caprazlanmy
profinite caprazlanmi 2—kiip, profinite caprazlangiun—kip, profinite caprazlanmin—
kipler kategorisi, profinite icerme c¢aprazlagmi—kip uyarlamalari daha 6énceden yapsimi
Kaynak olarak Whitead [2], Conduche [3], Carrast8][ Porter [37], Korkes ve Porter [14],
Akca [19], Kuzpinari [15], Arvasi [28] ve Ellis @ verilebilir.

Uglincti  bolumde ise Pro Simp ve Pro X, INod kategorilerinin  denkgi

Kuzpinar’'nin [15] de gostermioldugu denklikten uyarlanmtir. Kaynak olarak Kuzpinari
[15], Arvasi [20] , Conduche [3] verilebilir.



1. PROHANITE CEBIRLER VE PROFINITE CEBIRLER UZER iNDE TANIMLI BAZI
CEBIRSEL MODELLER

1.1. Giris

Bu bdlimde profinite cebirlerin ve gruplarin tanmmve temel 6zelliklerini vererek,
profinite simplisel cebirler teorisinin bazi 6zklérini inceledik.ilk kisimda profinite cebirler
incelenmi daha sonraki kisimda ise profinite cebirler Gzginanimlanin cebirsel modeller
verilmistir. Ozellikle ikinci bolimde ihtiyac duyagamiz simplisel cebirler ayrintili bir bigimde
incelenmitir. Bu bdlumle ilgili bilgiler genellikle Wilson 12], Ribes ve Zelesski [13], Porter
[16], Carrasco ve Cegarra [17], Carrasco [18], Gohe [3], Akga [19], Korkes ve Porter [14]

referanslarindan alingtir.
1.2. Profinite cebirler
1.2.1 Ters (inverse) sistem ve ters limit

Tanim 1.1.1 (1,<) yonlendiriimg kismi sirali bir kiime olsuni, 01 igin X, topolojik
cebirlerinden olgan {Xi :iDI}aiIesi ile i<jicin ¢, :X; —» X slrekli homomorfizmler

ailesini digtinelim. Bser ¢, : X — X 6zdelik homomorfizmi vei < j <k igin

Pik ”
Xk - X;

X;

diyagrami dgismeli ise, yanig, =¢,4, ise, topolojik cebirler ve surekli homomorfizmlerde

olusan { X; -¢u} sistemind Uzerinde, topolojik cebirlerin bters sistemidenir.

Tanim 1.1.2 Y bir topolojik cebir,{ X; -¢u} topolojik cebirlerin bir ters sistemi vielll
icin : ¢, 1Y - X _donGumleri stirekli homomorfizmler olsunggri<j igin

¥;

o
X;

diyagrami dgismeli ise, yaniy, = ¢,¢; ise ¢ , donisumlerineuyumludur denir.

Y

X;



{Xi =¢ij}, topolojik cebirlerin bir ters sistemX bir topolojik cebir veg. : X - X

uyumlu olan surekli homomorfizmler olsung& herY topolojik cebiri vey, Y — X, uyumlu
olan surekli homomorfizmler ailesi icin[J1 olmak Uzere

¥

X;

diyagrami dgismeli olacaksekilde, yani ¢¢ =y olacak sekilde bir tek ¢/:Y — Xsurekli

Y

X

homomorfizmi varsa, X e, X - X, uyumlu olan sirekli homomorfizmler ile birlikte

{Xi :¢u} ters sisteminin biters limiti denir ve bu
X =lim X,
seklinde gosterilir.

Onerme 1.1.1{ X; =¢u} topolojik cebirlerin ve sirekli homomorfizmlerinugturdusu

bir ters sistem olsun.
(i) {X(l),¢(1)} ve {X(Z),¢i(2)} ,{)g ’¢u} ters sisteminin ters limitleri ise, herd! icin
2 =pY olacaksekilde bir
XY X
izomorfizmi mevcuttur.
(i) 0l icin X; topolojik cebirlerinin kartezyen carpimi@ =[] X; ile, C den X,

idl

ye izdyim morfizmini de 7z ile gosterelim. Heri 01 igin
x={c0Cgm(9=m1(9, Li01,is ]}
ve @ =7|x seklinde tanimlansin. Buna g6feX, ¢} { X ’¢u} nin bir ters limitidir.

Tanim 1.1.3P bir topolojik cebir olsun. ger P, sonluP; cebirlerinin ters sisteminin bir

ters limiti oluyorsa, yani

P=limP



ise P ye bir profinite cebir denir.
Teorem 1.1.1P bir topolojik cebir olsun. fagidaki ifadeler denktir.
(i) P bir profinite cebirdir.

(ii) P, sonlu cebirlerin kartezyen carpiminin kapaliiddraline izomorftur.
(iii) P kompakttir ven{N|N, Pninagik ideai = 1dir.
(iv) P kompakt, Hausdorff ve tamamerglzantisiz bir topolojik cebirdir.

1.3. Profinite Simplisel Cebirler

Bu kisimda profinite simplisel cebirler ve homolajiodulleri ile ilgili bilinen bazi
tanimlar ve Ozellikler yer almaktadir. Bu kismgkih daha fazla detay icin Korkes ve Porter

[14 ] nin "Profinite Algebraic Homotopykitabina bavurulabilir.

k, bir sabit, birimli, dgismeli halka olsun. Burada bitiin k-cebirlerigdeneli ve

modullerinin kategorisbiioo ile gosterilecektir.

Tanim 1.1.4 (E,) _ profinite cebirlerin bir ailesi olsun.

nON

d :E - E, &k Enz 0
Sn:En_’Eml @En’

streklik— cebir homomorfizmleri olmak tzere

1. d"d' = dmd" 0< i< j<n ise

2. 9 = S 0< E [ n ise

3. d™s = S| 0< i< j<n ise
4.d™s’ = id i=jyadai= j+1 ise
5. d™s' = gy 0< j<i-1< n ise

Ozdslikleri saglaniyorsa ((En)nDN,di,s,) Uclistne birprofinite simplisel cebir denir ve

kisacaE ile gosterilir.d, s homomorfizmlerine sirasiylgiizey ve dejenere operatétrleridenir.
Uygulamadaki kolayfii acisindan yukaridaki aksiyonlarin gerekgirdisagidaki sitlikler daha

sik kullantlir.



1. dd = dd, O< j<isn ise
2. 5§ = $ S, 0< K E n ist
3. 54 = d s j< i ise
4. 5 dj = 0!+1$ i> jise

Bu ssitlikler standarttir ve [21], [22], [23] ve [24]edbulunabilir.

Tanim 1.1.5x0E, elemanlarina- boyutlu simpleks denir. Baziy lericin x=5(y)

oluyorsa bux simpleksine birdejenere simpleks denir.

Tanim 1.1.6Butiin d yuzey operatorleri ve blturg® denejere operatorleri bigimeli

olan yani

d f, = f.d, hs = sfa

n

sartini sglayan f :E - F, sireklik- cebir homomorfizmlerinin bif kimesineE ve F
profinite simplisel cebirleri arasinda bihomomorfizm denir ve E - F seklinde gosterilir.
Boylece Pro &imp ile gosterecgimiz profinite simplisel cebirlerin kategorisi tamlanms
olur. Bu tanimin dg§ilk boyutlar ve sadece gigmeli cebirler icin bir geometrik yorumsgu

sekilde yapabilir:

n=0 icin bir 0 — boyutlu simpleks a¢gekilde bir xOE, noktasidir.xOE i¢gin 1 -

boyutlu simpleks,
dx e O« d)x

xOE, igin 2 - boyutlu simpleks t¢gendir:

ve x O E, i¢in 3- boyutlu simpleks bir dortytzludur:



Tanim 1.1.7 Bir profinite simplisel k- modil, n = 0, Tanim 1.2.2 de verilen
denklemleri sglayan sireklik- modil homomorfizmleri ile profinitek- modullerin bir E,
ailesidir.

Tanim 1.1.8 E herhangi bir simplisek-moddl olsun ve
an: En - En—l

homomorfizmi

0,=3(-1) d

i=0
seklinde tanimlansin. Bu durumda profinite modillerinin bir kompleks zinciri vardir.

Profinite simplisel cebirlerin taniminda yer alanaksiyom gergi 0,.,,0, = 0 dir. Bu boylece

E profinite simplisel moduluyle gkili bir zincir kompleksi olur. Buradan. homoloji moduli
Hn (E)

ko
H (E) =2

n+l
seklinde tanimlanir.
Tanim 1.1.9E bir profinite simplisek-cebir olsun. Hem U Nicin E, = E ved =5 =

id olmak Uzere((En)nDN ,d.,5)uclisi bir profinite simplisel cebirdir. Bu simptiscebiresabit

profinite simplisel cebir denir veK(E, 0) ile gosterilir.



Tanim 1.1.10 Bir E profinite simplisel cebir,K (E, 0) sabit profinite simplisel cebir

olsun,
E - K(E, 0)
donzumuaneE profinite simplisel cebirinin artiriingi denir. Bu artirma
fdy = fd':E - E

orten sireklk- cebir homomorfizmi yardimiyla olur.gér E artiriimis profinite simplisel cebiri
devirli ven > 0igin H, (E) o , H (B) UEise bu profinite simplisel cebidevirli profinite

simplisel cebirdenir.
1.3.1. Bir profinite cebirinin simplisel ¢6zumu

Tanim 1.1.11 B bir desismeli profinite k- cebir olsun.B nin bir serbest simplisel

¢ozumu, (E, f) devirli ve herbirE, serbest olacakekilde bir f :E, - B genslemesi ile

birlikte bir E profinite simplisel cebirinden odur.
1.3.2. Bir profinite simplisel cebirin moore komplé&si ve homotopi modulu

Tanim 1.1.12 E bir profinite simplisel cebir olsun.

n-1

(NE) = Q(Qekq‘

ve her
> 0 icind, : NE, - NE_, donGgimid, : E, - E,

donsimunin(NE), kimesine kisitlagi olmak tzergNE, 0) zincir kompleksineE profinite

simplisel cebirinvioore kompleksi denir.

Tanim 1.1.13 E profinite simplisel cebir olsunE nin Moore kompleksininn.

homolojisine
E nin n. homotopi modultidenir ve 7z, (E) ile gosterilir. Yani
m(E) O H,(NE?)

ﬂgekq‘/ di1( Cekd™)

dir.



NE ve 7z, ( Bnin deismeli cebirler igin yorumu su sekilde yapilabilir:

n=1 wONE i¢in

dwe O0F- <0
ve w [NE,
a/a)\i)
0
eger w UNE,
o/w\o
0

seklinde ise w,Celd icindedir. Eer w onun 3. ylzunde ve ghr bitln yuzleri de sifir olacak

sekilde bir x 3-simpleksi varsa, 7z, (E) nin gikar elemanini verir.

1.3.3. Kisitlanms profinite simplisel cebirler

NE ve 7z, (E) nin elemanlari i¢in bu basit yorum, ilerde, b&zska durumlardaki

elemanlarin yorumuna yardimci olarak faydal olaicak

Tanim 1.1.14 E profinite simplisel cebirinde mertebesinin boyuttk olan E,
elemanlarini almayarak elde edilen kompleEserofinite simplisel cebirin bik-kisitlanisi

denir vetrE ile gosterilir. k-kisitlanms profinite simplisel cebirlerin kategorisBroTr, ile

gOsterilir.

Iskelet funktor hakkindaki bazi bilgiler [22] dantin@nacaktir. Cebirlerin kategorisi

¢br de bir kisitlama funktoru vardir. Bu funktor k4&kelet funktor olarak adlandirilan
cosk, ProTrSimp - ProGimp

seklinde sg ek (adjoint) ve k-iskelet funktor olarak adlankni bir
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sk, : ProTrSimp - ProSimp
sol ek funktora sahip olan
tr, : ProSimp - ProTr,Simp

seklinde bir kisittama funktoru vardiiskelet funktor hakkindaki detayli bilgi icin [22p\[25]

den elde edilebilir.

Asagida verilen teorem Conduche [3] tarafindan gruptam yapiimstir. Degismeli
cebirler icin kullanilan [9] de bulunan sonucun @oye uyarlargi Akca [19] tarafindan
yapilmstir.

Teorem 1.1.2 E bir profinite simplisel cebir olsurk nin tersiskeleticosk(trk(E)) nin

Moore kompleksk + 1 uzunligundadir. Yani

i >k + 1igin N( cosl§( tr( 3)) =

dir vek + 1 den kuguk boyutlardg nin Moore kompleksi ile 6zdar. Buradan
(k+1)N (cosk, (ti (E))) = Cek(dk : NE - NE,)
ve

akﬂ:N(coskk(tl;(E))) = N ( cosk, ( fr( BE))kz NE

k+1
morfizmi birebirdir.[19]
1.4. Yuksek Mertebeli Caprazlanmg Kompleks Ciftleri

Ilk olarak Carrasco ve Cegarra [17] de tanimlanai\kea [19] tarafindan profinite

gruplara uyarlanansagidaki terminolojiyi hatirlayalim.

Bir P, profinite cebirininN, kapali normal idealini inceleyegie. ilk olarak, ciftlerin bir
ailesinin irsaasini elde etmek icin Carrasco [18] daki fikirledraya uyarlaya@z, bu kismin
profinite gruplar icin uyarlanmasi Akca [19] bullmila. an =68 ve [<a 06zelligindeki
S(n)in a,B elemanlarinin(a,B) ikililerinden olwan P(n) kimesini tanimlayalim. Burada
a=@,...dy), =04, IS O ) olup S(n) lexicografik siralamaya gore siralagtm

Ozellikle simplisel ¢oziimle nerelerde kullangcaiz
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Fa,ﬂ : NF|)1—#a X NE—#,B

- NP (a,/)0 R) =0
ciftleri,

NPu_ja x NP, 55*—~ NP,

So XSpl TP

PnXPn Pﬂ

M

diyagramindan bikke alinarak elde edilr. Burada, O<k<l,b -a, =i, ve

O<stsm,Q-a,=j igin,
$, =55 NPy - P 5= 580 NMB, - F

ve j=0,1,..n-licin p;(2)= z$ ¢( ¥ olmak Uzere,

p:R - NR
donumu, p(X) = p,...-- R (X bileske projeksiyonlari vasitasiyla tanimlanir ve

HiPXR - R
donsUml de carpim dégumudur, ayrica#a, anin icerdgi eleman sayisi vet3, £ nin
icerdigi eleman sayisidir. Boylecey, LINR_,, ve 'y, NP _,;

Fas (X2 Y5) = PU(S X3)( X, ¥)
=pls % $ ¥

elde edilir.

Teorem 1.1.3P profinite simplisel cebirn > 1 ve D,, P, in dejenere elemanlari

tarafindan uretilen kapali ideal olsu, ise, (o, 8)0P(n) ve x, ONP_,,, y, U NB_.; olmak

Uzere,
Fa,/?(xa ' yﬁ)

formundaki elemanlar tarafindan uretilenin kapali ideali olsun. Bu durumda,
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NP, n D, = N,

Sonug olarak d&l, in 9, altindaki goriintistinUumP, n D, in 0, altindaki gérintusiine

esit oldugu, yani
0,(N,)=0.,(NP.n D)
oldugu elde edilir.

Bu kisimda ikinci bélimde gerekli olam = 4 durumu incelenecektin = 2, n = 3

durumlari Carrasco [18] (gruplar i¢in) ve Akga [XPto-C gruplar igin) bulunabilir.

n=4 durumu
Teorem1.1.4 10J = [3],1 =[d-{a},d=[3-{B} ve(a B)TP(4
olmak tizere
9,(NE,) = ;K, K,

dir.[9]

Ispat: Burada kullanilanggidaki bilgiler 2. ve 3. bélumde sikg¢a kullanilaaakt

X, ONE, %, yONE ve x yl NE igin,



1
2)
3)
4)
5)
6)

7)

8)

9)

10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)

18)
19)

20)
21)
22)
23)
24)
25)

Cinrza (% 0 %)
Coa (% 0 %)

Cang (% 0 %)
Ciaa (% 0 ¥s)
Caag (% 0 %)
Caoa (%0 %)
Clag (% 0 %)
Coaa (2 0 %)
Coa (% 0 ¥5)
Crog (%0 %)
Co (2 0 %)

C(l,o)(s) (Xz O ys)
Cuo2 (%0 )

SSSA Y Sy 5§ Sy
(885X $5SX S¥ Si% 58y
(sgsx $58X S SY
(588X $SSX Sy
(§$%-5%%+S8% s5Y
(8§8%— §8 % SSX SSIX

(s5%-3%Y
(s$%- $8)( S8y SS¥ .59

ssx(sy- sy s¥

$S%X3Y

(Su-sWlssx ssX
$§%(8 Y- SY+ $SK Sy S)
$$%(sy- $Y

$%(S8 %X SsI+t SSK.SY 59
(58%- $8¥ $¥

SSX(§ Y™ SY SYt SiSXS3Y
(88%~ $§% sy

(58%~ $8¥( sy Sy

(9%~ 3%% sy
§9%3Y

(S8%~ $8% Sy SSXSY

$%(s ¥~ sy

$SX3Y¥

$S%3Y¥

sx(sy~- s¥+ & x¥

$S%X3Y¥

§%(8y¥ s¥+ £ X~ £ X3
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dir. Burada a,£0 P(4) olmak Uzere Urete¢ elemanlarinin tamami@jaltindaki gorintisu

asagldaki cizelgede gosterilstir.



Gizelge 1.Urete¢ elemanlarinin tamaminidy, altindaki géruntusu
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1| 0.[Chano(®u0 ¥)] ss9%(sdy- sdyr sdy )

2 64[03201)1)(ny9] (8% ss¥(sdy sdy )

3 64[C3lo(z(ny3)] (9%x-ss¥(sdy ¥

41 0,[Coroe0 Y9 ] (598d% $8 ¥

5 1 0,[Cpauo0Y)] (5334%-$8d X S¥ 5,

6 | 0.[Caneo(X.0Y)] (8%-$%+ 559 ¥ sSAX Sy .S)

710, Chopn(X0y)] (9%-sX( sy sy S¥

8 | 0. Carm(%0y)] SX%(sd %— sdy+ Y

9 | 0.[Canm%0y)] S%(sdy-sdyt sdy ¥

10 1 9,[Chua(%.0 ¥9)] 8%-sx%(sdy Y

11 10,[Cipo( .0 ¥)] (8%-sx%)(sdy- sdy sdy )

12 64[030(2(ny3)] (%-3%+ts¥(sdy ¥

13 64[030(1(ny3)] (%-s%+t s¥(sdy sdy )

14 19,[Cpuyg(x.0 y9) | (54 %- 5% ¥

15 10,[Cpuye(%.0 v5) | (s,5%-$¥)(sdy sdy sdy D

16 64[020) (X, Dyg)] (s3d%- g%t s SsdX .

171 0,[ Coopm(%0 ¥9) ] (S5dx- g%+ sx sSdX
(sdy,-sdy+ ¥y

18 1 9,[Cuops(x.0y)] (3%~ % ss5d X :

19 1 8,[Cuopn(%0 ¥5)] (ssdx-ssdx sX sdy )

20 1 9,[Cpoy(%0 )| % (S0 %~ %)

21 4[0 (X0 y3)] x(sdy-sdyt Y

22 1 9,[ Cpoyep(%0 ) | %(sdy-sdyt §dy ¥

23 19,[Cpyn(%0 y)] (sdx-x)(sd ¥y~ sdy ¥

24 19, Cpoyo(x0 ¥9) | (sdx-x)(sdy- sdyt sdy )

25 | a,[c, Sdx-sdx+ Y sdy sdy sdy )

wo (X0 Y3)]
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1.5. Profinite Caprazlanms Modiiller

Bu bolimde profinite caprazlangnmodil tanimi ve Korkes F. ve Porter T. [14]

tarafindan verilen profinite ¢caprazlagnmodaullerinin temel dzellikleri tanitilacaktir.

Tanim 1.1.15k profinite dggismeli halka veM ve R profinite dggismeli cebirler olmak

uzere

ORxM > M
(r,m) >r.m

fonksiyonu herk O k, mm O M, r, r O Rigin;

1.k(r -m) = (kr) -m=r {kn) ,
2.r-(m+m')=r-m+r m ,
3.(r+r') m=r m+r m,
ar -(mm) = (r mm= nfr-m
5. (rr') m=r -(r' m

Ozelliklerini saliyorsa bu fonksiyona profinite ggmeli etki denir.
Butez boyunca O R ninm O M (zerine etkisi - mile gOsterilecektir.

Tanim 1.1.16R birimli bir profinite k- cebir veC bir R- cebir olsunherc O C, r O R

icin

R-cebir morfizmi
CM1)d(r -c) = rac
sartini sgllyorsa(C, R, a) uclusuneprofinite 6n-gaprazlanmis moddul denir.
Buna ek olarak hec, ¢ O C,
CM2) dc.c=cc

ise (C, R, 6) Uclistne birprofinite caprazlanmis R-modul denir. Sonsart Peiffer 6zdeligi
olarak adlandirilir. Bgekildeki bir profinite ¢caprazlanmimoduli (C, R, 6) ile gbsterecgiz.

Acik olarak, herhangi profinite ¢caprazlagmrmodyil bir profinite 6n-caprazlangimodulduir.
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Tanim 1.1.17(C,R, ) den(C', R, a')ye profinite caprazlanmmodiiller olsun,
6:C- C,¢y:R- R
k-cebir morfizmlerinin ikilisi
o(r-q =¢(1) -6(¢ v@o( k=¢o(k
sartlarini sgliyorsa (8,¢) morfizmlerine (C,R 9) ve (C',R', a‘) profinite gaprazlanmis

modiilleri arasindaki morfizmler denir. Burada, g&r R = R ise @ bir profinite

caprazlanny R-modul morfizmi ve¢  birim morfizm denilecektir. BuradafBroXMoo ile

gOsterilen profinite ¢caprazlangmmoddllerin kategorisini tanimlayabiliriz.
Ornek 1.1.1 | bir R, k-cebirinin herhangi bir kapali ideali olsun. Bir
inc. : 1 - R.

icine fonksiyonunu g6zonine alalim. Bu durumda K, inc) bir profinite caprazlanmi

moduldir. Tersine herhangi bir profinite caprazlanRimodild : C - R verilsin.
0C = | ninRde bir kapal ideal oldiu kolayca gdsterilebilir.
Asagidaki teorem Arvasi [20] te verilmidaha sonra profinite hale uyarlagmi

Teorem 1.1.5 E bir profinite simplisel cebir vé, E nin bir profinite simplisel kapali

ideali olsun.
inc: I - E
icine fonksiyonu yardimiyla
0 :m(1) ~ m(E)
fonksiyonu elde edilir véE, | tizerine etkisi yardimiylas,(E) nin 7z, (1) tizerine etkisi elde

edilir. Bu tanimlamalarld 7z, (1), 73,(E), 8) bir profinite caprazlannsimodiil olur.

1.6. Profinite k-Cebirler Uzerinde Caprazlanms Modiiller
Bu bolim Akga [19] dan alintir. Ayrintili bilgi Akca [19] da bulunabilir.

Tanim 1.1.18k profinite dgismeli halka ve R birimli bir profinite cebir olsun.
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0:C- R
surekli profinite cebir homomorfizmi ile
RxC- C CxR- C
ve

(rc)—>re (c,r)—>cr
R nin C Uizerine suirekli etkisi ile birlikte her,c O C ve r ORigin,
FCM 1)

o(rc)=ra(c)
a(cr)y=a(c)r

FCM 2)
dc.c = ccC
coc = ccC

sartlar1 sglaniyor ise, R Uzerinde C profinite cebirine bircaprazlanms modil denir ve
(C,R,0) ile gosterilir.

(C,R0) ile (C,R,0), profinite cebirler tizerinde iki caprazlannmodiil olsun. Buna

gore,
c-2-nr
91 |+
s
diyagrami dgismeli, yani
06(c) =yo(0)

ve

A(rc)=y(r).6(c)
6(cr)=6(c)y(r)

olacaksekilde 8:C — C,i/: R— R siirekli cebir homomorfizmleri varsa

6.w):(C,Rd) - (C,R,0)
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morfizmine, profine cebirler tGzerinde taniml ¢aprazlanmg moduller arasindaki morfizm
denir. Profinite cebirler tzerinde tanimh caprames modiller e aralarindaki sireki cebir

homomorfizmleri,ProAlgCModile gdsterecgimiz bir kategori olgturur.

R = R've ¢ birim doénigim ise, 8 sirekli cebir homomorfizmi oldiundan
B(rc)=ro(c)

dir ve

diyagrami d@ismeli olduzundan, yani
86(c)=0(c)

sglandgindan, 8 caprazlanng modul morfizmidir. BdyleceR secilmi bir profinite cebir
olmak uzereProAlgCMod kategorisinin,ProAlgCMod/Rile gosterecg@imiz altkategorisi elde

edilir.
1.6.1. Profinite cebirler Gzerinde ¢caprazlanmy modul érnekleri
1. R bir profinite profinite cebirvel, R nin kapali ideali olsun.

ic:l - R
i =i

icine (inclusion) dongiimini digiinelim. Bu dongim sdreklidir.R nin | Gzerine surekli etkisi

Rxl - | IXR - |
ve
(ri)ri = (i,r)—ir =ir
seklinde carpimgdlemi ile verilsin. Bu durumda caprazlannmodul aksiyomlari
CM 1)

a(ri)=0(i)=ri =r o)
o(ir)=0(r)=ir =a()
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CM2)

oii =ii =i
0 =ii =i

seklinde kolayca gdanir. Dolayisiylal; R, i¢) bir caprazlannmyimoddil yapisi olgturur.
2. M, herhangi bir profinite R— bimodul olsun.

MxM - M
(m,m)— mm=0

carpimi tanimlanirsdM bir profinite R— cebir yapisi olgturur. Bu durumda

oM - R
X—0(x)=0

seklinde verilen sifir morfizmi sirrekli olup bu,
RxM - M MxR- M
ve
(r,mHrm=rm (M) mr=mr
surekli etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlamymodul yapisi olgturur. Clnki
CM 1)

O(rm)=0(m)=0=r0=r OfMm)
O(m.r)=0(mr)=0= 0= O

CM2)

Omm=0.m=0m= 0= mn
m.Om = m0= nD= 0= mm

biciminde caprazlanmmodul aksiyomlari sganir.
3.L ve M birer profinite R— modiil ve
gL M

surekli R— modil homomorfizmi olsunR x M yari direkt ¢carpimi
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(rm)(r',m)=(rr',rm +r'm)
seklinde bilinen carpim ile ifade edilir. Bu ¢carpnmsirekli oldgu aciktir. Bu durumda, her
Il 0L igin

Il'=0
seklinde sifir carpimi ve

R«xM - R
(r,m) >r

izdUstim (projection) yardimiyla bir profinit& x M—modul yapisi verildiinde

G:L - RxM
| - (0,6()

surekli homomorfizmi bir ¢caprazlangir x M —modul yapisi olgturur. Gergekten,

(R« M)xL - L Lx(Rx M) L

ve
((r,m),D—~ (r,m)I=rl @,¢ m)l 1. m=rl

seklinde tanimh surekli etkisi ile birlikted L - Rx M siirekli homomorfizmi

CM1)

6((r,m),=6() 60,6 m)=61(r)
=(0,6(r) =001 )
=(0.ré0) =(0.80r)
=(ro,(ré() +0am)) =0, @) +0n))
=(r,m)0,6(1)) =(0,60)) m)

=(r,m)0,() =0()(r,m)
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GM 2)

611" =(0,00)) 144 .(@()
=0 =|0
=0 =0

=l =l
biciminde caprazlanmmmodul aksiyomlarini sgar.
4. A (asosyatif) profinite k-cebir olsun.A dan A ya sireklik—lineer déngimlerin
(y,9) ikilisiigin,

vaa)=y@)a @)
dNaa)=ad(a) (2)
ay@)=90@)a (3)

kosullar sa&laniyorsa, (y,0) ya A Uzerinde sirekli bikgk carpim (bimultiplication) denir.
[26] . A Uzerindeki biittin surekli bgeék carpimlarin kimesinBim (A) ile gbsterecgz. Yani,
i - R \alas - : . A
Bim( A —{(y,d). Amgﬁ A sirekli k= lineer domwn'}
dir. Bim(A), profinite dir. AyricaBim(A), k-modul yapisina [27] ve

(¥.9).(r .6)= (yoy ,603)

carpimina sahiptir. BoylecBim(A) profinite k-cebir yapgma sahiptirBim(A) nin A izerine

surekli sg ve sol etkisi

g:Bim(A xA- A

((v.9).a) P yla)
& :Bim(A xA- A
(a,(y,9)) = ()

seklinde tanimlanirsa v& danBim(A) ya surekli cebir homomorfizmi
V.(X)=ax ved, X)=xa
olmak uzere,

HA - Bim(A
a - ua)=(,.9,)



seklinde tanimlanirsaX, Bim(A) u ) caprazlanngimodulduir.

CM 1) (1,0).(@ (/.0 )=(I).a ),/ ) esitliginin

22

dosru  olduygunu

gOstermeliyiz. Bunun icinséli gin sol tarafindaki ifadeyi keyfi bix[J A ile carpalim.

x((r.0),@ (/.0 ))

=x.(y(0 (@)))

=3(x).0 (@) (3)den
=0 (0(X).a) (2)den
=0 (xy(a)) (3)den
=x0 (y(@)) (2)den
=x((,0),a ), (¥ 3 ).

elde edilir. Bu, herhangi biricin saglandgindan her zaman ganir.

CM 2) Burada iseu((y,0),a) = (y,0)u(a)ssitli ginin dogru oldusunu gostermeliyiz.

H((y,0),a) = (u(y(@)) = Vya) 9ya)))

ve
(v,0).1(@) = (yoy, ,5,00)

dir. Ayrica

yy(a)(x) = y(a).X

= y(ax) (1) den
=y (Vo (X))

ve

Jy(a)(x) = X'y( a)
=o(X).a (3)den

=0,(9(x)

olup, V(. = yoy, ve J,,, =9,0d elde edilir.

Benzersekilde u(a.,(y,90)) = u(a).(v,0) oldugu da kolayca gosterilebilir.

Buna gore( A, Bim( A), ) caprazlanng modulddr.
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Onerme 1.1.2 C, B ve R profinite k-cebirler olmak tizergC,R,0) ve (B,Rd) iki

caprazlanny modul ve
(@,1d):(C,R0)~ (B,R0)

ProAlgCMod/R kategorisinde bir surekli homomorfizm olsun. Buruhda, B, C

Uzerined vasitasiyla sirekli olarak etki etmek Uze(@, B,¢) bir caprazlanngimodildiir.
Ispat:
(@.1d):(C,R0) - (B,Rd)
caprazlanng modul morfizmi oldgundan
Y:C- B ld:R- R
ve
cH— (o) re—r
surekli cebir homomorfizmleri igin,
Y(re)=1d(r)pc)=ry)
esitli gi gecerlidir. Ayrica,c0C ve b B icin, B nin C lizerine sirekli etkisi

BxC- C
(b,0)> bc=0(b.c

seklindedir. Buna gore,

Yo.c) =y (@ (b), 9
=0 (b)4(9)
=by(c)

seklinde caprazlanmmodul aksiyomlarindan ilki gganir. Ayrica,

COfL R

v id
BO [ R

degismeli diyagrami ger@
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dw(c) = 1d(3(c) =a(0)

elde edilir. Bu gitlikten ve (C, R,0) nin ¢caprazlanmgimoduil olmasindan dolayr,

we.ec =ay(c).c
=dc.c
=cc

elde edilir ki bu, ¢caprazlangmnmodiil aksiyomlarindan ikincisinin @andgini gosterir.
1.6.2 Bazi elementer Ozellikler

C ve R iki profinite profinite cebir ve 0:C - R surekli profinite profinite cebir
homomorfizmi olmak Uzere,(C, R,0) profinite caprazlanmi modulint ele alalim,0 nin

cekirdesi ve goruntisi ile ilgili temel 6zellikleri incelegesiz. Ayrica bunlardan yararlanarak,

olusturulan modul yapilarini ve bazi cebirsel sonuglarecgiz.
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2. PROANITE 3-CAPRAZLANMI $ MODULLER

2.1. Giris

Caprazlannmy modul kavrami J.H.C.Whitehead (1949) [2] tarafmd&ombinatorial
Homotopy Theoty adli calsmasinda ve kgantili homotopi gruplarin cebirsel yapilarini

inceleyen ¢cagmasinda tanimlanstir.

Bugin de caprazlangn modiller temel cebirsel yapilardan biri olarak dab
edilmektedir. Whitehead caprazlagmmoddlleri kullanarak 3—tiplerin bir tanimlamaswuarmis
ve bu tanimlama homotopi 2-tipler icin bir modeiogtur. Homotopi sinifi 3 olan cebirsel
modeller i¢in 3—¢aprazlangimodul kavrami Kuzpinari [15] de yapikti Kuzpinart bu yapiyi
olustururken Conduche’nin [3], 2—-c¢aprazlagmmodill tanimlarken izlegh yol izlenmi,
Carrasco’nun [18] tanimlagh hipercaprazlanmikompleksler baz alinmive 6zellikle Peiffer
Urete¢ elemanlar kullangtir. Bu bolumle ilgili bilgiler genellikle WhiteafR], Conduche [3],
Carrasco [18], Porter [37], Ellis [29], Korkes verter [14], Akca [19], Kuzpinari [15], Arvasi

[28] referanslarindan alingtir.

Bu bdlimde verilen Tanim 2.1.3, Tanim 2.1.4, One2niel, Ornek 2.1.1, Ornek 2.1.2,
Ornek 2.1.3, Teorem 2.1.1, Onerme 2.1.2 nin oifjiavasi [28] tarafindan cebir icin
tanimlanmg olup profinite cebir haline sonradan détiiitlmis. Profinite haline
donistaralmesiyle ilgili kaynak olarak Korkes and Porféd] verilebilir. Tanim 2.1.5 in orjinali
ise Ellis [29] tarafindan gruplar icin tanimlargndaha sonradan profinite cebir d@tiiitimis.

Profinite haline dongitrtlmesiyle ilgili kaynak olarak Korkes and Porfg4] verilebilir.

Biz bu bdlimde Kuzpinari [15] den profinite 3-cagemmgs modul kavramini

uyarliyacgiz.
2.2. Profinite 3-Caprazlanmis Modullerin Elde Edili si

Kuzpinari [15] de 3- caprazlagnmoddilleri elde edini vermistir. Biz burada profinite

cebirlere uyarlagini verecgiz.

E bir profinite simplisel cebir v&lE bu cebirin Moore kompleksi olsun. Buraé@l) un
elemanlarinin tamamimi@4altindaki goruntliist alinarak elde edilen Uretegeltanilir ve

verilen elemanlarin her birini4 altindaki gortntlsuO; tar. Daha acik bir ifade ile
| 03 =[3],1=[3 {a}.3=[3- {B} ve (a, B)OP(4) olmak iizere 8,(C,,;) = {0} tir.

NE, = C,, NE = G NE, = C,, NE, = G olsun.
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C, In C,C,,C; Uzerine,C, in C, ve C; Uzerine,C, nin C; Uzerine sirekli etkisini

asagidaki bicimde tanimlayalinx,1C,, xJC, V,, X,0C,, y,, xO C, olmak tzere

% = %% X
% =8%%%
% =599 % %
%, =8 %%
% =55 %%
X =S % %

dir. Burada cizelge 1 gegimce

(5,5%0,%~ $8¥ ¥ O

oldugundan
0.%'Y;= 8% % ¥
elde edilir.
(5,90,%- 8% ¥= 0
oldugundan
0% % = §% ¥
ve

X%(805¥:~ ¥) = 0
oldugundan ve dg@sme 6zellgi kullanilarak
05% Y3 = % Y5
olur. Profinite simplisel yapinin 6zellikleri kuh@arak

05(X'%X;) =0;5(S,X,%)
=053 (S%,)05(%y)

=X,0;(X;)
bulunur.

Not 2.1.1.Buradad,(X,-X;) =X0,%Vved ;% ¥,= XY, oldugundan
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63 . C3 - C2
bir profinite ¢caprazlanmimoduldir. [15] den uyarlangtir.

X y,0C., % y,0C, olmak tzere

{0} @ COC-C

{(xOY}pog=9X Y $Y
(Do @ GOC -C

{xOY}ugy N 99% S8k sY¥
{0 @ GOC - C

{x 0V} o9y (9%~ 58K sy sy
{DVpe @ GOC - C

(X OY}o99=23% Y SYSY)
{Oe @ COC -G

{(% 0¥} oo =(2%~ 3% sy 6 X¥
mﬁw: C,0C, - C,

{% 0¥} 0= %9 ¥
{0}, @ COC -G

O pp=9¥ g%~ 5

1 deki Uretecleri kullanarak bazi sonuclar elde igtm Kuzpinarn [15] de Conduché’nin
izledigi yolu takip ederek 3— caprazlangnmoduliuin tanimini yapmtir. Biz bunu profinite 3—

caprazlanmy moduil tanimina uyarlayage.

a3 a, a,
Tanim 2.1.1 C, - C, - C, - G, bir profinitek-cebir kompleksi olsun.
d,:C, - C,
bir profinite ¢caprazlanmimodul olmak tizere herbi@,-cebir veC, -cebir olan

3 i 3 .
{D} (0)(1),(2)(0),(2)(1)'02 e, - G { D} (1,0)(2),(2,0)(1),<2,1)(d)q DG- G

{0}})0C.OC - C,

donumleri



3CM1) 0,{x 0y}, =X = XY

3CM2) {%, 00,Y} g0y = %0 ¥ oy H %0 ¥

3CM3) 0.{%, 0 ¥} oy ={0:%00,F 0 %V:

3CM4) {x O agys}(z oXD) ={x00,y4 ?22,1)(0)+{ X000 5y} 3(1,0)(2)_ Yy
3CM5){a,x, 0 yz} cow ={%0 Vi ?O)(Z)

3CMB) {9, 00,y 0 ) =% Ys

3CM7){0,%, 00,y0,. 0 =9.% Vs

3CM8) {9,x, 00 asya}fl,o)(z) =={%00,y4 ?O)(Z)

3CM9) {9,x, Da3y3}(20(1 =% yg—{XzDa?,YJfom

3eM10){x, Oy} ={ %0000}, { X0 %9},

(0)(2)

3cM11){x, O y,y}"

3C|V|12){X 0y, yz} { %0y, yZ)} (2.2)(0)

(2)(0)
3CM13){x, 0d,ys}y, 0 =%V

3CM14) {0, O v}, =% = % Y,

3CM15) {060y} = Yo%

3CM16){0,x, O yz}(2 o =0

3CM17)0,{x, 0 y,}° =0,{0,%,0 v},

(2)(0) 1.0)2)

3CM18) 0,{x, Oy, =%~ %Y,

@O {XZDaZ(yZy?)}(l(zo {XZ y”é(zw) { X 55')}?;1)(0;

28
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3CM19) 9;{x,0 y2}<32,0)(1) =0,{ %0 yj ?(’1,0)(2)+{ X0 v} 2(0)(1>_ Yy,

3CM20) 9,{x, O yz}fz,l)m) ={x00,y} jl)(0)+ 5y,
sartlarini sgl|yorsa(C3, C,,C,0,,0,0 1) yapisina bir profinite 3— ¢caprazlannmodil denir.

Asagidaki tanimin orjinali Kuzpinari [15] de verilgti. Biz burada profinite cebirlere

uyarlayacgiz.

Tanim 2.1.2 (C3,C2,C2, C, G0 ;.0 2,61) ve (c;,,c’z,c;,c;),a'a,a'g'z,a‘]) birer profinite

resmedilebilir.

04 0, 0,
— 2—>T —C,
c

1:
ve sirekli cebir homomorfizmlergagidaki sartlari sglamalidir;

_.,
Qe 0

T, —*c—*c,
a3

) 0

2 1

Herc,0C,,c,0C,, c0 G, g0 G igin,
fl(cocl): (e fl(cl) ’ fz( Cocz): (e fz( Cz) ' fz( Cocz)z (e fi C;

{ D} (30)(2) '{ D} ?2)(1) ’ { D} ?1)(0) Igln

{D} f,0f,= fs{D}

{ D} (31,0)(2) ’{ D} ::2,0)(1) J { D} 3(0)(2,1) icin
{O}f,0f1, = £,{0}

ve

{D}(Zl)(z)igin
{oyf.Of, =1,{0}
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olur. Boylece profinite 3— ¢aprazlangymodiller kategorisini tanimlangolur. Bu kategoriyi

ProXMMoo ile gosterecgz.

2.2.1. Profinite ¢caprazlanms n-kiipler ve profinite simplisel cebirler

Degismeli cebirler, Jordan Cebirler ve Lie cebirleri igibebirsel yapilar Gzerinde
caprazlanny n—kipler, Ellis tarafindan [29] de tanimlargm. Ayrica Ellis [30] da konu ile

ilgili referans verilebilir.

Tanim 2.1.3 AO(n) ={1...,} olmak tzereM,, profinite d&ismeli cebirlerin bir

ailesi, i O(n) olmak tizere

oMy~ MA—{i}
doniumleri surekli cebir homomaorfizmleri olsum, BD( n) olmak Uzere surekli
h:M,xM; - M,

donisiimleri her kO k, a,a OM, ,b,bOM, ,cdM. i, jO(n ve AJ Eolmak uizere

1) Ha =a , i0OA

2) Hua = fia

3) #h(a,b)=hiy ay b

4) h(a,b)=hu ab=Hau b 0 A E
5) h(a,a)= aa

6) h(a,b)=h(h g

7) h(a+a,b=Habh+ f{a bh

8) h(a,b+b)=Hah+ Hab

9) kh(a,b)=hkab+ tfakh

10)  h(h(a,b),)=h(a (b 9)= H bt by)

h donGumleri ve 4; sirekli grup homomorfizmleri ile birIikteéMA,h,,uj} yapisina bir

profinite ¢caprazlanmis n—kip denir.

ADO(n) icin
f, :M, > M,
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cebir homomorfizmlerinin ailesiz; i ve h—dénistmleri ile birlemeli ise bu aileyeV, ve M,

profinite caprazlanngin—kipleri arasinda bir dogiim denir. Boylecefrs" ile gbsterecgmiz

profinite caprazlanmis n—kipler kategorisi tanimlanny olur.[14]

Tanim 2.1.4 R bir profinite simplisel cebir ve,,...,I , , bu cebirin kapali idealleri

olsun.

AO(n) olmak tizere
M=(){1ii0A} ve M; =R

olsun. Bu durumdai(n) ise M, , M, nin kapall idealidir.

MMy - MA—{i}

olacaksekilde fonksiyonu verilsirh —donimin

h:MxM, > M,
(a,b)—>ab

seklinde tanimlayalim. Bu tanimlamalargioltusunda
{M:AD(N) 1.1}

yapisi bir profinite caprazlangn-kiptir. Bu yapl(R; Il,...,ln) profinite deismeli cebirlerin
(n+1) kapali idealleri tarafindan Uretileprofinite icerme caprazlanmis n-kip olarak

adlandirilir [14].

Onerme 2.1.1 (E; 1,,...,1,), bir profinite simplisel(n +1) kapali ideal veA O(n) icin
M,= %(ﬂliJ
iOA
olsun.

MMy - MA—{i}
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surekli homomorfizmleri véh—donimlerini yukarida oldgu gibi tanimlayalim. Boylece

{M:AD(n) 1.1}
bir profinite ¢caprazlanmin—kupttr [14].
Asagidaki iki 6rnek grup durumu icin [28] de verilgtir.

Ornek 2.1.1 n=1 icin profinite caprazlanmgi 1-kilp ayni zamanda bir profinite

caprazlanng modualdir [14].

Ornek 2.1.2 n= 2 icin bir profinite caprazlanmkare elde edilir:

Hia
M .. "My
Hy J/A
My, Hy M,

Her i icin 4  bir profinite caprazlanmi moduldur, dolayisiyla,u, profinite

caprazlanng modualdir.

Tum etkiler ve
h:My>xMy - My,

fonksiyonu h-dontsumi  yardimiyla elde edilir. g, veya g donguma bir profinite

caprazlanny moduldir. Gercekten bir profinite caprazlagnkare, profinite ¢aprazlang

Asagidaki ornein orjinali Kuzpinari [15] de verilmgti. Burada profinite cebirlere

uyarlanacaktir.

Ornek 2.1.3 E bir profinite simplisel cebir olsun. gagidaki diagram bir profinite

caprazlanmny karedir.
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NE,/ONE O NE
5 9
NE; F) E

BuradaNE, = Cekd ve NE= CeKcdir.

E in NE,/0,NE, NE ve NE  lzerine  sirekli  etkisi  oldimundan
NE, nin NE, /0,NE ve NE (izerined yardimiyla, ve NE, in NE, /9, NE, ve NE iizerine
0 yardimiyla sirekli etkisi vardid ve 0 icine donigimler oldgundan tim etkiler carpim
seklinde verilebilir.h—-dongima bilineer olan

NE, x NE — NE/d,NE
(xy) > (xy) =s% s~ sha, NE

seklinde tanimlanan dosiimdir. BuradaNE, ve NE arasinda [20] de verilen Onerme 2.3.1
gergsince bire-bir, drten fonksiyon olgundan x, y£ NE dir. y,K/ nin bu fonksiyon altindaki

goriuntisiini temsil etmektedir [14].

Teorem 2.1.1 E bir profinite simplisel cebir olsun, profinite ¢caatanmsg n—kip M(E,
n) asagidaki gibi tanimlannstir.

(i) AD(n) icin

(Cekd.,

jOA

d:::(cekcg”ﬂ {ﬂ cekal}J

M(E,n), =

A

i0A

(i) (Gekd', - () Cekd,

jOA joA\i}
kapsamasisagidaki morfizmi olyturur

M, :M(E,H)A — M(E:n)A\{i}

(i) A,BO(n) icin xO (Cekd, ve M E i nin elemanlarx

jOA
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uzere
h:M(E,n), xM(E,n); - M(E,n),;

h(x3)= %

seklinde tanimlh— dongumua vardir [14].

Onerme 2.1.2 E bir profinite simplisel cebir olsun. Bu durumda

()AO(n) ve A (1 icin
M (E,n), O Gekd?

iOA
Ozel olarakM (E,n), # E,_,; tim durumlarda izomorfizna, yardimiyla ortaya ¢ikar.

(i) A#(n) ve iO(n) igin
U M(En), - M(E,n)A\{i}

donisUma bir kapali ideal tarafindan kapsanmaktadir,

(ii)j Oq) icin
#; M (E;n) () Cekd™

i£]

donsumu d, yardimiyla olgur [14].
Asagidaki orngin orjinali Kuzpinari [15] de verilnsti. Burada profinite cebirlere

uyarlanacaktir.
Ornek 2.1.4 E bir profinite simplisel cebir ve

K = M(E3),,, ONE /0;NE , P= M(ES3), O Cek

L = M(E,3),3 DCekd () Cekd,

= M(E,3),, OCekd () Gekd , R=

Q= MEZ3), O Gekd

ME,3), O GeKo

<
I

ME.3) O E

N = M(E,3),, OCek¢ () Gekdl, S
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Up ,Ug:Uq 10,0, VE 9, donislimleri icine dongumler olmak tzere

h :QxL - K
{0y}, - (s%-$% =(sy sy0( N
h : PxM - K
{0}, ~sx(sy- sy+ sy9( NE
h : Nx R - K
{%0%}, ~sx(sy- $Yo{ NB
h, : Px R - L
{szy2}4—’xy

h5 QxR - M
{Xz U y2}5 - Xy
hﬁ : PxQ - N

{X2Dy2}6—’xy
h : LxM - K

{X2Dy2}7 - hUxy =h(xy
hh : Nx L - K

{% 0¥}, = h(xv: ) = h(x Y
hy : Nx M - K

{XZDyZ}g _)hs(XUr» = Q(Xy

seklinde tanimlih—doénimleri ile birlikte (,U3(E)) diyagrami bir profinite caprazlangn8-

kUptar.
Cekd () Cekd __ . Cekd
NE,/d,(NE,) Ay, Cekd( Cedl | 9,
VP
AL d’!ekcf 51 =vg
Ve Vo /az
Cekd () Gekd Y vV “Cekd
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h,, h— dénumi ile birlikte ¢ =0, ,4 =3J,0u, ,0, =\, ved,=v 0 A olmak

Uzere

NE /9,(NE) o, Cekd

N H

CekgNCekd 4~ E

diagraminin profinite ¢aprazlangnkare oldgunu gosterelim.E, nin NE, /d,(NE)) tizerine

etkisi oldigundanR nin N ve K (izeriney/, N ninRveK (izeriney vasitasiyla siirekli etkisi

vardir.

Profinite caprazlanmikaresartlarini sgladigi ayrintili olarak Kuzpinari tarafindan [15]

da dgismeli cebirler icin yapilmgti. Burada profinite cebirlere uyarliyaga.

Sirasiylah,, h, hy, h, iy ve R, h—-dongimleri ile birlikte

Cekd N CekdO O Cekt GekdN Cekd O3> Gekd

Cekfq——>E

Cekf ———> E

Cekd N CekdO - Cek NE,/9,(NE) O3- Gekd Cekt
Cekd —>F Gekg N Cekd— . Cekd
NE,/9,(NE) OO CekdN Cekt NE, /0,(NE) OO GekdN Gekd

GCekdN Cekd OO Cekd
Cekd N Gekd———> Cekd
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diagramlarinin birer profinite ¢aprazlannare oldgu ve dier profinite 3— ¢aprazlanmkip
sartlari dgisme sleminin 6zellikleri kullanilarak elde edilir. Tanlananh- dénigimleri ve

etkilerle verilen kip diagrami bir profinite 3—cagtanmg kiptar.

Tanim 2.1.5 L, M, N, Q, P, Rve S birer profinite cebir olmak Uzere herbir ylzeyi
profinite caprazlanmikare (profinite caprazlangh2—ktip) olan

N Vo Q

diagrami verilsin. Herbir profinite cebirin birbitizerine strekli etkiss vasitasiyla olsun.
Simdi
AT o LA, T > MA T > N

dontstmleri ile birlikte yukarida verilen diagrami evestlik 6zelligine sahip bir profinite

caprazlanmy 3—kip yapacalkekilde bir T profinite cebiri elde edelim (Yani, verilen diagram
bir profinite caprazlanmi3—kiip yapacakekilde bir T  profinite cebirine Ve A, A streki

donumlerine kagin bir tek
T-T
profinite ¢caprazlanmi3—kip dongumu olacalksekilde birT bulaca;iz).
(,DO0QxL,(p,m0d Px M,(nnNO Nx Folmak GzereT, ,
g, !, g0, m, nO,r

elemanlari tarafindan Uretilen vgagidaki sartlari sglayan bir cebir olsun:
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(Asagida verilen bagintilardaki etkilerin hepsinirs vasitasiyla oldgunu kabul edelim

vel<i s3igin{sxDi sy} yerine*{ xJ, ¥ yazalim)
Her ILI'OL,mmOM,n,nON, p, pd P qd Q1 F igin olacak sekilde bir tek
doniim vardir. Boylecd ye diagramin kibik tensor carpimi denir [14].

Asagidaki 6nermeyi Kuzpinari [15] den profinite cebidaiyarladik.

BB 2, 9,
Onerme 2.1.3C, - C, - C, - G, bir profinite 3— ¢aprazlanmmodiil olsun.

C, ={0} ise

/
a3 Id

C, O |dD—’ C,
degismeli diagrami,C, nin C, Uzerine surekli etkisi dgsmeli carpimsal surekli etki olmak

uzere
3 .
{D}(m). C, xC, - C,
3 .
{0 C G - G
3 .
{0} G xC, = G
doénsUmlerinin herbiri ile bir profinite caprazlangkaredir.
Ispat: (i) {D}f’z)(l) dongumu ile verilen diagramin bir profinite caprazlagnkare,
{D}fo)(l) donigumu ile birlikte verilen diagramin bir profinite geazlanmg kare oldgu

Kuzpinari [10] dan uyarlanabilir.

Tanimlanan evrensel profinite caprazlagB+kip, Gc¢li tensér carpim ve profinite
degismeli cebirler Gzerinde profinite caprazlgn3kip tanimlari kullanilaraksagidaki sonug

elde edilmitir.

Kuzpinari [15] caprazlanmi 3—kipl elde etrgii. Biz bunu profinite cebirlere

uyarlayacgiz.
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Sonug 2.1.1Yukarida tanimlananf D}fo)(l) { D}?z)(l) {0} fo)(z)ddn'u;Umleri yardimiyla

elde edilen profinite caprazlangrkareler kullanilarak

K L

<
«

/

seklinde bir evrensel profinite caprazlangn3 kiip elde edilirK 0O K O K U¢li tesér carpimi

C,

v
r <

K

yardimiyla da

G,

<
«

ngmgl >

Q)
v

profinite ¢caprazlanmi3— kiip elde edilir.
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3. PROANITE SIMPLISEL CEBIRLER VE PROFINITE 3-CAPRAZLANMI $
MODULLER

3.1. Giris

Moore kompleksinin boyutu 1 olan simplisel ceb& gaprazlanngimodul kategorisi
birbirine denktir. Arvasi [20] de 2— caprazlagmodullerle Moore kompleksinin boyutu 2 olan

simplisel cebirler arasindaki kategorisel degikgjostermgtir.

Kuzpinari [15] de ilk olarak Arvasi'nin [20] de kandigi metot yardimiyla Peiffer
Ureteclerini kullanarak Moore kompleksinin boyutwlan simplisel cebirler kategorisinden 3—
caprazlanmy moduller kategorisine bir funktor tanimlagnDaha sonra Conduché’nin [3] de
kullandigl metot yardimiyla tanimlanan bu funktorun bir skini tanimlayarak bu iki kategori

arasindaki dgal denkligi gostermgtir.

Biz bu bélimde Kuzpmari'nin [15] da go6staiididenkligi profinite cebirlere

uyarliyacgiz.
3.2. Pro SimpCbr ve Pro X, Moo Kategorilerinin Denkli gi

Asagidaki teoremin ve ispatin orjinali giemeli cebirler icin Kuzpinarn [15] de

verilmisti. Biz bunu profinite cebirlere uyarlayadik.

Teorem 3.1.1E bir profinite simplisel cebir ve Moore komplek8lE olsun. Bu

durumda

05 ]

NE,/d,(NE,n D)~ NE - NE> NE

cebirsel yapisiggidaki bicimde tanimlanan surekli Peiffer dgtithleri ile birlikte bir profinite

3-caprazlanngimodul yapisi olgturur.
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{0}, 00 :NED NE — NE

XxO¥ee =(s3% 83 sy sy
{0} o2 :NEONE, ~ NE/9,(NEN D)

X0 V}uoe =(23% $8% sy
{0}, 0 :NEONE ~ NE/3,(NEN D) G

OV} oow (3%~ 553 sy sY
{D}fw@) 'NE,ONE, -~ GNE/d,(NENn D)

OV} oow =S3XSY- 5¥ 5Y

{O};py :NE, O NE ~ NE/3,(NEn D)
{0V} gw =(8%- 5% sy*+ £ XY

{0}, \NE,ONE, ~ NE/9,(NEN D)
{0 yZ}(Z)(O) ==$%9 Y

{0}, :NE,ONE, ~ NE/d,(NEn D)
{0V} =~ 5%(S %~ $Y

sg taraftaki elemanlaNE; icerisindeki bir elemanin
NE, /9,(NE,n D,)
icindeki gkiimesini gostermektedir.

Ispat: Buradaki
9,:NE, /9,(NE,n D,) - NE

yapisinin bir profinite caprazlangnimodil oldgu 1. bolimdeki tanimlamalar kisminda

verilmisti.

Asagidaki denklik, teoerem ve ispatin orjinali Kuzpingrs] de dgismeli cebirler igin

verilmisti. Biz bunu profinite cebirlere uyarladik.

Teorem 3.1.2 Profinite 3— caprazlanmimoduller kategorisi, Moore kompleksinin

uzunlyu 3 olan profinite simplisel cebirler kategorisiasal denktir.

Ispat: E, Moore kompleksinin uzunfu 3 olan bir profinite simplisel cebir olsun. Bir

onceki 6bnerme gegince
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3, a, EN
NE, - NE - NE - NE

yapisi bir profinite 3— caprazlangnimoduldir. (Moore kompleksin boyu 3 ofglu icgin
NE, n D,=0 buradan dad,(NE,n D,)=0 olur, NE,/0,(NE,n D)) yerine NE, alinmstir).

Sonug olarak
%5 Pro Simplbr_; - Pro X INod

seklinde Moore kompleksinin boyu 3 olan profinitenplisel cebirler kategorisinden profinite
caprazlanng moduller kategorisine bir funktor elde edilir. $&re bir

a9, a,
profinite 3— caprazlanmimodulu verilsin.H, =N olsun.N nin M Uzerine etkisi yardimiyla
H,=M x Nyari-direkt ¢carpimini elde edelinm,nd Mx Nolmak lzere dejenere ve yuzey

operatdrlerini

dy :Mx N - N

(mn)— n
d :MxN - N

(m ) (0,(m) ¢
S N> MxN

n ~ (0,n)

seklinde tanimlayalimM nin veN nin L tGzerine etkilerini kullanarak
H,=(Lx M)x(Mx N)

yari-direkt carpimini ele alaliml OL,m,mO M,J N olmak (izere dejenere ve yiizey

operatdrlerini
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do 1 (Lx M)x(Mx N) - (Mx N)
(Imm n) |—>( r)
d, : (L M)(Mx N) — (M3 N)
(Imm n) |—>(m+m|)
d, :(Lx M)x(Mx N) - (Mx N)
(.m.m,n) - (9,()+ ma,(m)+ 1
5 (MxN) = (Lo M) (M N)
(m n) +—>(Om0r)

seklinde tanimlayaliml OL nin k O K Uzerine

Lk =0, k-{okOl}?,

seklinde tanimh birl .k etkisi vardir. Bu etki yardimiylaK x L  yari-direkt carpimini elde

ederiz. (I,m)OLx M nin(k, 1) 0 Kx L tzerine etkisi

ek 1) =("Ck). (1)
=("@)." (1)

Ok, 1) =(°(k).0(1)
=("k/T)
:("2' k+{| Dask}(z)(l)’l _I‘)

seklinde tanimlanir. Burada ayri ay(0,m) ve( 1,0) elemanlarinin etkilerini vermemizdeki

sebep

(0.m) (1,0 =(1+° 0,0+m)

= (1,m)
ve etki tanimindan

((1,0)(0m)) (k |) )((Om)(k,l))

olmasidir. Béylece tanimlamalar yardimiytg, = (Kx L)(LxM )( M xN) yari-direkt carpimi

tanimlanmg olur. Dejenere ve ylizey operatorlerini
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dy: (Kx L)x(LxM)x(MxN) = (LxM)x( Mx N)
(k11" m,m,n) — (I,mm, 0

d,: (Kx L)x(LxM)x(MxN) - (LxM)x( MxN)
(k,L,I'm,m ,n)~ (I+ I',;m,m, n)

d,: (KxL)x(LxM)x(MxN) - (LxM)x( MxN)
(k,1LI'm,m N> @, k+ 19,1+ mm, n)

dy 1 (Kx L)x(LxM)x(MxN) - (LxM)x( MxN)
(k,1LI'm,m )i (19,1 +m,m, n

S (LxM)x( MxN) - (Kx Ux(LxM)x( Mx N)
(I,m,m, n) — (0,0,I,m,m, n)

s : (LxM)x( MxN) - (Kx x(LxM)x( MxN)
(I,mm,n — (0,I,I,m,m,n)

s, (LxM)x( MxN) - (Kx Dx(LxM)x( MxN)

(I,m,m, n) — (0,1,1,m,m, n)

seklinde tanimlayalim. Sonug olar&k={H,,H,,H,,H} seklinde bir profinite 3— kisitlanm

simplisel cebir elde edilir. profinite 3— kisitlamgrsimplisel cebirler kategorisinden profinite

simplisel cebirler kategorisinecost, 3— koiskelet funktoru ve ayrica ProSimp,_,
kategorisindenTt,ProGimp  Kkategorisine bir kisittama funktoru vardir. Bu flkinktorun

bileskesi yardimiylafBro X, Mod kategorisindertBroGimp_, kategorisine ProTr, funktoru

vardir. Buradangagidaki profinite dgismeli diagram elde edilir.

T ProGimp

cost,

ProSimp_, < . T ProGimp
) %

Boylece ProXMNookategorisi ile ProSimp_, kategorisinin dgal denklgi gosterilmi

olur.
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