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ihinde aşa¼g¬daki jüri taraf¬ndan oy birli¼gi ile Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri En-

stitüsü ·Istatistik Anabilim Dal¬�nda DOKTORA TEZ·I olarak kabul edilmi̧stir.

Dan¬̧sman : Prof. Dr. Ömer L. GEB·IZL·IO¼GLU

Jüri Üyeleri:
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ÖZET

Doktora Tezi

ÇOK DE¼G·IŞKENL·I BA¼GIMLI R·ISKLER·IN MODELLENMES·I VE OPT·IMAL
AKTUERYAL KARARLAR

Emel KIZILOK

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
·Istatistik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ömer L.GEB·IZL·IO¼GLU

Bu çal¬̧smada, belli bir zaman aral¬¼g¬nda maksimum hasar bilgisini çeşitli olas¬l¬k

düzeylerinde veren, bu nedenle de risk yönetiminde özellikle sigortac¬l¬k ve aktuerya

alan¬nda çok kullan¬lan Riske Maruz De¼ger (Value at Risk-VaR) ve Koşullu Riske

Maruz De¼ger (Conditional Value at Risk - CVaR) risk ölçümleri ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu risk ölçümleri risklerin ba¼g¬ml¬oldu¼gu durumda de¼gerlendirilmi̧stir. Ba¼g¬ml¬l¬k

yap¬s¬ kopula fonksiyonlar¬ ile modellenmi̧stir. Özellikle aktuerya ve �nans uygu-

lamalar¬nda kullan¬lan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kopula ailesine uydu¼gu

düşünülen ba¼g¬ml¬iki de¼gi̧skenli riskler için VaR ve CVaR de¼gerleri elde edilmi̧stir.

Bu amaçla tek de¼gi̧skenli durumda VaR ve dolay¬s¬yla CVaR risk ölçüsünün, ver-

ilen bir güven seviyesi (1� p) için kuantil noktas¬na kaŗs¬l¬k geldi¼gi düşüncesiyle,

iki de¼gi̧skenli kuzey-güney kuantil noktalar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Ele al¬nan FGM kopula

ailesine ait baz¬ba¼g¬ml¬l¬k ve kuantil parametre de¼gerleri için elde edilen sonuçlar

çizelgeler ve gra�klerle verilmi̧s ve yorumlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, literatürde daha önceden

incelenmi̧s baz¬kopula ailelerine ili̧skin parametre tahmin yöntemlerinden de genel

olarak bahsedilmi̧stir.

Şubat 2010, 129 sayfa

Anahtar Kelimeler: Risk ölçümleri, komonotonluk, kopulalar, kopula parametre

tahmini, iki de¼gi̧skenli kuzey-güney kuantiller
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ABSTRACT
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In this thesis, the risk measures of Value at Risk (VaR) and Conditional Value at

Risk (CVaR), which provide an information about the maximium claim amounts

that can be realized within a speci�c time duration for a propability level , are

evaluated for dependent risks. Copula models are adopted in order to explain the

dependence between random risk variables. For this purpose, bivariate north south

quantile points method is used for the determination of VaR and CVaR. These risk

measures are evaluated for Farlie-Gumbel- Morgenstern (FGM) copula family in a

set up of actuarial and �nancial applications. The numerical quantities of the risk

measures under several copula parameters and quantile values are shown by tables

and graphics with interpretations. Furthermore, some methods of copula parameter

estimation for some copula families are brie�y explained.
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Key Words: Risk measures, comonotonicity, copulas, copula parameter estimation,
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1. G·IR·IŞ VE ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

1.1 Giri̧s

Risk analizi ve aktuerya biliminde teminatlar¬n tan¬mlanmas¬, yeterli sermaye, risk

rezervi ve prim hesab¬gibi önemli konularda aktueryal kararlar¬n al¬nmas¬nda risk

ölçümlerinden yararlan¬l¬r. Birbiri ile ba¼g¬ml¬risk durumlar¬söz konusu oldu¼gunda

da kaŗs¬laşt¬rmalar yapmak için bu ölçümler kullan¬labilir. Risk ölçümü, risk alan bir

sigorta veya �nans şirketine, belirli bir zaman sonra, verilen bir olas¬l¬kta kaŗs¬laş¬la-

bilecek maksimum hasar bilgisini verir. Bu ba¼glamda genel olarak bir risk ölçümünün,

i�astan kaç¬nmak isteyen risk alan için, risk verenlerden toplanmas¬gereken prim ve

tutulmas¬gereken anapara miktarlar¬n¬belirlemek amac¬yla kullan¬ld¬¼g¬söylenebilir.

Sigortada birçok ç¬kar¬m ba¼g¬ms¬zl¬k varsay¬m¬üzerine kurulu olmas¬na ra¼gmen son

zamanlarda sigorta ve reasürans ürünlerinde kar¬̧s¬kl¬¼g¬n artmas¬ aktueryal çal¬̧s-

malarda ba¼g¬ml¬ risklerin modellenmesi konusuna ilginin artmas¬na neden olmuş-

tur. De¼gi̧skenler aras¬ndaki ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬aç¬klama yöntemlerinden biri, ba¼g¬ml¬

oldu¼gu düşünülen de¼gi̧sken ile ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenler aras¬ndaki matematiksel ba¼g¬n-

t¬y¬ ortaya koyan regresyon gibi yap¬sal modellerdir. Bu modellerde ço¼gunlukla

de¼gi̧skenler aras¬ndaki ili̧skilerin do¼grusal oldu¼gu ve hata terimlerine ait da¼g¬l¬m¬n

normal da¼g¬l¬m oldu¼gu varsay¬l¬r. Fakat uygulamalarda bu varsay¬mlar¬n tamam¬n¬n

sa¼glanmas¬birçok durumda mümkün olmamaktad¬r. Bu nedenle, de¼gi̧skenler aras¬n-

daki ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬, son y¬llarda özellikle �nans, aktuerya ve risk analizinde giderek

yayg¬nlaşan bir biçimde kopula fonksiyonlar¬ve modelleri ile aç¬klanmaya çal¬̧s¬lmak-

tad¬r.

Bu çal¬̧sman¬n ikinci bölümünde, �nansal risk yönetiminde önemli olan riske maruz

de¼ger (Value at Risk-VaR) ve koşullu riske maruz de¼ger (Conditional Value at

1



Risk-CVaR) gibi baz¬önemli risk ölçümleri, bunlar¬n özellikleri ve komonotonluk

kavram¬yla ili̧skileri verilmi̧stir.

Riskler aras¬ndaki ba¼g¬ml¬l¬¼g¬aç¬klamak için baz¬iyi bilinen kopula modelleri üçüncü

bölümde ele al¬nm¬̧st¬r. Bu bölümde ayr¬ca baz¬kopula aileleri için simülasyon yön-

temleri ve kopula ba¼g¬ml¬l¬k parametresi için tahmin yöntemleri ile ilgili yeterli bil-

gilere de yer verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde parametre tahmin yöntemleri ve ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n aç¬klanmas¬nda

kullan¬lan yöntemlerden k¬saca bahsedilmi̧stir.

Çal¬̧sman¬n özgün bölümünü oluşturan beşinci bölümde ise FGM kopula ailesinden

geldi¼gi düşünülen ba¼g¬ml¬ iki de¼gi̧skenli risk de¼gi̧skenleri için iki de¼gi̧skenli kuzey-

güney kuantil yöntemine göre VaR ve CVaR risk ölçüm formülleri elde edilmi̧stir.

Bu risk ölçümlerinin baz¬kuantil ve ba¼g¬ml¬l¬k parametre de¼gerleri için Matlab ve

Excel programlar¬kullan¬larak elde edilen say¬sal sonuçlar çizelgeler ve gra�klerle

gösterilerek risk analizindeki önemli nicelikler bak¬m¬ndan yorumlanm¬̧st¬r.

Tart¬̧sma ve sonuç bölümünde, önerdi¼gimiz iki de¼gi̧skenli kuzey-güney kuantil yön-

temi ve FGM kopula fonksiyonu kullan¬larak ba¼g¬ml¬ riskler esas¬nda elde edilen

bu risk ölçümlerinin, aktueryal kararlar¬n al¬nmas¬nda önemli olan prim, risk rez-

ervi ve net retenş¬n gibi nicelikler bak¬m¬ndan de¼gerlendirmeler yap¬lm¬̧st¬r. Son

olarak çal¬̧sman¬n bilime ve literatüre katk¬lar¬ ile sonras¬nda yap¬labilecek çal¬̧s-

malar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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1.2 Önceki Çal¬̧smalar

Bu tez çal¬̧smas¬nda en çok yararlan¬lan risk ölçümleri ve kopulalar ile ilgili literatür

çal¬̧smalar¬aşa¼g¬da özetlenmi̧stir.

Szegö (2005)�de ortalama, lineer korelasyon katsay¬s¬ve VaR gibi klasik risk ölçüm-

lerinin kullan¬labilme koşullar¬ndan bahsedilmektedir. Yayg¬n olarak kullan¬lan risk

ölçümlerinden VaR ve CVaR�¬n tan¬m¬ve özellikleri kaŗs¬laşt¬rmal¬ olarak Jorion

(2000) ve Kaas (2001)�de yer almaktad¬r. Kopulalar ile modellenen ba¼g¬ml¬ risk

yap¬lar¬ve ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n ölçülmesi gibi konular¬n¬n yan¬s¬ra di¼ger bilinen risk ölçüm-

lerine ayr¬nt¬l¬ olarak yer veren Denuit vd. (2005) kayna¼g¬ndan da büyük ölçüde

yararlan¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧sman¬n özgün k¬sm¬nda elde edilen iki de¼gi̧skenli kuantiller ve

CVaR�¬ elde etmek için Chen ve Welsh (2002) ve Hürlimann (2004) çal¬̧smalar¬

de¼gerlendirilmi̧stir. Risk ölçümlerinin komonotonluk ve di¼ger özellikleri için Dhaene

(2002a,b), Dhaene (2004), Dhaene (2006) ve Cheung (2009) çal¬̧smalar¬ndan yarar-

lan¬lm¬̧st¬r.

Kopulalar ile ilgili gerekli bilgiler Nelsen (1998), Cherubini vd. (2004), Denuit vd.

(2005) ve Nelsen (2006) kaynaklar¬ndan özetlenip, kopula seçimi ve parametre tah-

min yöntemleri ile ilgili s¬ras¬yla Genest ve Favre (2007) ile Kole vd. (2007) çal¬̧s-

malar¬ incelenmi̧stir. Ayr¬ca bu bilgilerin yan¬ s¬ra baz¬ kopula fonksiyonlar¬n¬n

komonotonluk kavram¬ve ba¼g¬ml¬l¬k parametresi için elde edilen önemli sonuçlar¬n

da bulundu¼gu Trivedi ve Zimmer (2007) çal¬̧smas¬ndan gerekli bilgiler özetlenmi̧stir.

Fantazzini (2009), He ve Gong (2008), Gebizlioglu ve Ya¼gc¬(2008) ile Cheng vd.

(2007) son y¬llarda kopulalara dayal¬ risk ölçümleri ile ilgili yap¬lan di¼ger önemli

çal¬̧smalard¬r.

3



2. R·ISK ÖLÇÜMLER·I

Son y¬llarda uluslararas¬�nans piyasalar¬nda meydana gelen krizlerin pek ço¼gunda

etkin bir risk yönetim sisteminin bulunmay¬̧s¬neden olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. Bu

ortamda uluslararas¬düzenlemeciler de risklerin etkin olarak, bir sistem dahilinde

ölçülmesi ve buna yönelik tedbirlerin al¬nmas¬ konusunda daha yo¼gun çal¬̧smaya

başlam¬̧slard¬r. Özellikle üstlenilen risk ve buna kaŗs¬l¬k tutulmas¬gereken sermaye

gere¼gi düzenlemeleri halen üzerinde yo¼gun çal¬̧sma ve tart¬̧smalar¬n oldu¼gu bir alan

durumundad¬r.

Risk ölçümleri, sigorta şirketlerinin, yat¬r¬mc¬lar¬n riskli seçenekler aras¬nda karar

vermelerinde yard¬mc¬olmakta, riskler aras¬ndaki ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n da dikkate al¬nd¬¼g¬nda

risk hesab¬yap¬labilmesine f¬rsat vermekte, yönetici ve i̧slemci kararlar¬n¬n perfor-

mans¬n¬n de¼gerlendirilmesine olanak vermekte, bir kurumun gerek duydu¼gu sermaye

miktar¬n¬n belirlenmesinde yard¬mc¬olmakta ve kurum risklerinin aç¬klanmas¬nda

raporlama amaçl¬kullan¬lmaktad¬r.

Eskiden, yat¬r¬mlar aras¬nda tercih yap¬lmas¬gerekti¼ginde, varyans yard¬m¬yla her

yat¬r¬mdan elde edilecek kazanç ile ili̧skili riski ve her yat¬r¬m çifti aras¬ndaki ko-

varyans¬n hesaplanmas¬ile de risk seviyesini ölçen Markowitz (Varyans- Kovaryans)

modeli kullan¬l¬yordu. Ba¼g¬ml¬da olabilen rasgele kazançlar¬n ortak da¼g¬l¬m¬ile bir

portföyün riskini ölçmek amac¬ile kullan¬lan Markowitz modeli, sadece normal ve

t da¼g¬l¬mlar¬gibi sonlu varyansl¬eliptik da¼g¬l¬mlar için uygundur. E¼ger eliptik ol-

mayan da¼g¬l¬mlar için Varyans- Kovaryans modeli kullan¬l¬rsa, çok ciddi kay¬plara

neden olan beklenmedik olaylarla kaŗs¬laş¬labilir (Szegö 2005).
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2.1 Risk Ölçümleri ve Özellikleri

Geli̧smi̧s ekonomilerde mallar¬n al¬m ve sat¬m¬nda ortaya ç¬kan risklere göre yat¬r¬m-

c¬lara �yat tekli� verilir. Sigorta şirketleri ve bankalar, kendilerini tehlikeye sok-

mayacak şekilde verilen bu �yat tekli�eri kaŗs¬s¬nda risk al¬p almamaya karar ver-

melidirler. Bu karar verme aşamalar¬nda farkl¬risk ölçme tekniklerinden yararlan¬r-

lar. Bu bölümde riske maruz de¼ger (Value at Risk-VaR), kuyruk riske maruz de¼ger

(Tail VaR), koşullu kuyruk beklentisi (Conditional Tail Expectation-CTE), koşullu

riske maruz de¼ger (Conditional VaR-CVaR) ve beklenen aç¬k (Expected Shortfalls)

gibi baz¬ say¬sal risk ölçümleri tan¬t¬l¬p ve herbirisine ait aş¬r¬ olmayan yükleme,

negatif olmayan yükleme, geçi̧slilik, sabitlik, alt toplamsall¬k, pozitif homojenlilik,

monotonluluk, da¼g¬l¬mda yak¬nsamaya göre süreklilik ve nesnellik olarak belirtilen

istenen özellikleri sa¼glay¬p sa¼glamad¬klar¬hakk¬nda bilgiler verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Denuit vd. 2005): Bir risk ölçüsü, bir X riskini pozitif bir �[X] reel

say¬s¬na götüren, X �e eklenmek zorunda olan kabul edilebilecek ek bir ödemeyi

gösteren fonksiyoneldir ve � : X ! IR biçiminde ifade edilebilir.

�; X�in risklili¼gini ölçer. �[X]�in büyük de¼gerli olmas¬X�in "tehlikeli" durum oldu¼gunu

gösterir. Özellikle, X belirli bir zamandaki baz¬�nansal portföylerin olas¬bir kayb¬

ise, �[X] bu X kayb¬na kaŗs¬tutulmas¬gereken sermaye miktar¬olarak yorumlan-

abilir. Bu portföye bir tampon olarak eklenebildi¼gi için de kabul edilebilir içsel ya da

d¬̧ssal risk kontrolü haline gelmektedir. Böyle bir durumda �[X]; portföyün risk ser-

mayesidir. Öyleyse risk ölçümleri i�astan kaç¬nmak için risk verenlerden toplanmas¬

gereken prim ve tutulmas¬gereken anapara miktarlar¬n¬belirlemek için kullan¬l¬r

(Panjer 1998).
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2.2 Bir Risk Ölçüsünde ·Istenen Özellikler

2.2.1 Aş¬r¬olmayan yükleme

Tüm X rasgele de¼gi̧skenleri için

�[X] � max [X] = F�1X (1) (2.1)

özelli¼gi maksimum hasar de¼geri kadar kapital tutulabilece¼gini söyler.

2.2.2 Negatif olmayan yükleme

Tüm X rasgele de¼gi̧skenleri için

�[X] � E [X] (2.2)

özelli¼gi, i�astan kaç¬nmak için kapitalin en az beklenen kay¬p de¼geri kadar belirlen-

mesi gerekti¼gini söyler.

2.2.3 Geçi̧slilik

Tüm X rasgele de¼gi̧skenleri ve her c sabiti için

�[X + c] = �[X] + c (2.3)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Bu özelli¼ge göre, riskte yap¬lan bir miktar art¬̧s ya da azal¬̧sa

ba¼gl¬olarak risk ölçüsünde de ayn¬miktarda art¬̧s veya azal¬̧s yap¬lmas¬gerekir.
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2.2.4 Sabitlik (Gerekçelendirilmemi̧s yükleme)

c sabiti ne olursa olsun,

�[c] = c (2.4)

olur. c miktar¬ndaki riske kaŗs¬ayn¬miktarda sermaye ay¬rmak gerekti¼gini söyler.

�[0] = 0 ise �[X] niceli¼gi başlang¬çta gerekli sermaye olarak yorumlanabilir.

2.2.5 Alt toplamsall¬k

Tüm X ve Y rasgele de¼gi̧skenleri için

�[X + Y ] � �[X] + �[Y ] (2.5)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Bu özellik, kombine edilmi̧s risklerin, ayr¬ayr¬risklerin

giderilmesinden daha az riskli olaca¼g¬n¬söyler.

2.2.6 Komonotonik toplamsall¬k

Tüm X ve Y komonotonik rasgele de¼gi̧skenleri için

�[X + Y ] = �[X] + �[Y ] (2.6)

özelli¼gi, komonotonik risklerin birlikte ortaya konmas¬ile riskli durumu asla azalt-

mad¬¼g¬ gerçe¼gini gösterir. Komonotonluk ile ilgili daha detayl¬ bilgilere 2.6. alt

bölümde yer verilmi̧stir.
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2.2.7 Pozitif homojenlilik

Tüm X rasgele de¼gi̧skenleri ve her pozitif c sabiti için

�[cX] = c�[X] (2.7)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. E¼ger bir şirketin maruz kald¬¼g¬ risk oransal olarak art-

t¬r¬l¬yor veya azalt¬l¬yorsa o riskin risk ölçüsünde de ayn¬ oranda artt¬rma veya

azaltma yap¬lmas¬gerekti¼gini söyler. Örnek olarak, bir sigorta şirketi kota paylaş¬ml¬

bir reasürans anlaşmas¬sat¬n alabilir. Böyle bir durumda � 2 (0; 1) indirim oran¬

olmak üzere, X riski �X kadar düşürülürse sigorta şirketi, X riskinin risk ölçüsünü

de ayn¬oranda azaltmal¬d¬r.

2.2.8 Monotonluluk

Tüm X ve Y rasgele de¼gi̧skenleri için

P [X � Y ] = 1) �[X] � �[Y ] (2.8)

özelli¼gi, Y riskininX riskini aşt¬¼g¬durumdaX kayb¬na kaŗs¬belirlenecek olan gerekli

anapara miktar¬n¬n Y için kaŗs¬lanan miktardan daha düşük oldu¼gunu belirtir.

2.2.9 Da¼g¬l¬mda yak¬nsamaya göre süreklilik

fXn; n = 1; 2; :::g risklerin bir dizisi olsun. n !1 iken Xn
d! X d¬r. Yani FX�in

her x süreklilik noktas¬nda lim
n!1

FXn (x) = FX (x) ise lim
n!1

�[Xn] = �[X] olur.
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2.2.10 Nesnellik

X�in da¼g¬l¬m fonksiyonu FX iken �[X] sadece X�e ba¼gl¬d¬r. Bu koşul FX�in X�in

risklili¼gini ölçmek için gerekli olan tüm bilgiyi içerdi¼gini gösterir. "De¼gi̧smeme kural¬"

olarak da adland¬r¬lan bu özellik

X
d
= Y ) �[X] = �[Y ] (2.9)

biçiminde ifade edilir. Amprik verilerden tahmin edilebilecek bir risk ölçüsü için

gerekli koşul oldu¼gundan uygulamalar¬önemlidir. Nesnellik özelli¼ginin eksik oldu¼gu

durumda �nansal endüstride risk ölçümleriyle ilgili uygulamalarda ciddi sorunlar

ortaya ç¬kabilir (Denuit vd. 2005).

2.3 Uyumlu (Coherent) Risk Ölçümleri

Tan¬m 2.2 (Artzner vd. 1999): S¬ras¬yla yukar¬da gösterilen (2:3) ; (2:5) ; (2:7)

ve (2:8) eşitliklerinde verilen, geçi̧slilik, alt toplamsall¬k, pozitif homojenlilik ve

monotonluluk özelliklerini sa¼glayan bir risk ölçüsü "uyumlu risk ölçüsü" olarak ad-

land¬r¬l¬r.

2.3.1 Risk ölçüsüne dayal¬parasal sermaye

Bankalar¬n yan¬s¬ra sigorta şirketleri beklenmedik kay¬plara kaŗs¬kullanmak üzere

ellerinde bir miktar para (rezerv-ihtiyat) tutmal¬lar. En yayg¬n risk sermayesi tutma

yöntemlerinden biri parasal sermaye (Economic Capital-EC) Tan¬m 2.3 yard¬m¬yla

verilebilir.

Tan¬m 2.3 (Denuit vd. 2005): Parasal sermaye, herhangi bir risk ölçüsüne göre

EC [S] = � [S] � E [S] şeklinde tan¬mlan¬r. Burada S şirketin toplam kayb¬d¬r.

9



E [S] beklenen toplam kayb¬n¬n � [S] risk ölçüsünden ç¬kar¬lmas¬n¬n sebebi, � [S]

toplam risk sermayesinin bir k¬sm¬n¬n beklenen toplam kay¬plar¬içeren E [S] �e ve

ikinci k¬sm¬n¬n beklenmedik harcamalara kaŗs¬al¬nan bir önlem anlam¬ndaki EC [S]�

e ba¼gl¬olarak ayr¬̧st¬rman¬n en iyi bu şekilde yap¬lmas¬d¬r.

Sonuç 2.1 (Denuit vd. 2005): Beklenen toplam kay¬b¬n, portföylerin ba¼g¬ml¬l¬k

yap¬s¬na ba¼gl¬olmad¬¼g¬n¬anlamak önemlidir. Çünkü E [S] =
P
i

E [Si] d¬r. Burada

Si ile portföylerde i. poliçe taraf¬ndan ortaya ç¬kar¬lan toplam kay¬p gösteriliyor.

2.4 Riske Maruz De¼ger- Value at Risk (VaR)

Bir şirket portföyünün bir gün sonra, bir hafta sonra gibi gelecekte, pazardaki faiz

de¼gi̧simleri, kur farklar¬gibi de¼gi̧skenliklerden kaynaklanan zarar olas¬l¬¼g¬n¬n ver-

ilen bir olas¬l¬kla ölçümüdür. Başka bir ifade ile �gelecek hafta içerisinde banka

%5 olas¬l¬kla 5 milyon dolardan daha fazla kayba u¼grayabilir�şeklinde olas¬kayb¬n

ifade edilmesidir. VaR, pazar riskini kaŗs¬layabilecek gerekli sermayenin belirlen-

mesinde de temel bir model olarak �nans uzmanlar¬ taraf¬ndan kullan¬lmaktad¬r.

Yayg¬n olarak bankalar, �nans kurumlar¬ve i̧sletmeler taraf¬ndan kullan¬lan VaR,

�rmalar¬n di¼ger i̧sletmelerle anlaşma yapma ve karar alma aşamalar¬nda yard¬mc¬

olan bir risk ölçüsüdür (Denuit vd. 2005). VaR�¬n risk ölçüsü olarak taş¬d¬¼g¬olum-

suzluklar vard¬r: bu nedenle VaR ölçüsü üstünde çeşitli risk ölçümleri geli̧stirilmi̧stir

(Szegö 2005).

Tan¬m 2.4(Denuit vd. 2005): Verilen bir X riski ve p 2 (0; 1) olas¬l¬k seviyesine

ba¼gl¬olarak V aR [X; p]

V aR [X; p] = F�1X (p) (2.10)

biçiminde tan¬mlan¬r.
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Sonuç 2.2(Denuit vd. 2005): 8x 2 R ve p 2 (0; 1) için

V aR [X; p] � x, p � FX (u) (2.11)

2.4.1 VaR özellikleri

VaR aş¬r¬yükleme yapmaz : p ne olursa olsunX � max [X] oldu¼gundan V aR [X; p] �

max [X] olur.

VaR genellikle negatif olmayan yükleme gerektirmez : p� = FX (E [X]) tan¬mlan-

s¬n.VaR�¬n p��dan az olas¬l¬k seviyeleri için E [X] beklenen kayb¬aşmayaca¼g¬aç¬kt¬r.

VaR geçi̧sli ve pozitif homojendir : VaR, geçi̧slilik ve pozitif homojenlilik özellikler-

ine sahiptir.

VaR gerekçelendirilmemi̧s yüklemeye neden olmaz : Herhangi p > 0 olas¬l¬k seviyeleri

için V aR [c; p] = c eşitli¼gi sa¼glan¬r.

VaR komonotonik toplamsald¬r : Komonotonik rasgele vektörlerin toplam¬n¬n da¼g¬l¬m

fonksiyonun tersi, toplanan terimlerin herbirinin da¼g¬l¬m fonksiyonun terslerinin

toplam¬na eşittir. Bu bilgi ile, VaR�¬n komonotonik toplam¬na ili̧skin durumu veren

aşa¼g¬daki özellik yaz¬labilir.

Özellik 2.1 (Denuit vd. 2005): XC
1 ; X

C
2 ; :::; X

C
n komonotonik riskler verildi¼ginde,

bu risklerin toplam¬olan SC�nin VaR de¼geri:

V aR[SC ; p] =

nX
i=1

V aR[XC
i ; p] ; 0 < p < 1 (2.12)

olur.

VaR alt toplamsal de¼gildir : VaR, Xi�lerin çok de¼gi̧skenli normal olmalar¬gibi baz¬

çok özel durumlar d¬̧s¬nda alt toplamsall¬k özelli¼gini sa¼glamaz. Genelde VaR, bir
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toplam¬n VaR�¬n¬n VaR�lar¬n toplam¬ndan daha büyük olabilece¼gi gibi şaş¬rt¬c¬bir

özelli¼ge sahiptir.

VaR monotondur : 8x için P [X � Y ] = 1 ise FX (x) � FY (y) d¬r. Böylece herhangi

bir p olas¬l¬k seviyesi için V aR [X; p] � V aR [Y ; p] eşitsizli¼gi vard¬r.

VaR da¼g¬l¬mda yak¬nsamaya göre süreklidir : Da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬için zay¬f yak¬n-

sama gibi sa¼glanan yak¬nsama türleri kuantil fonksiyonlar¬için de ayn¬̧sekilde sa¼glan¬r.

VaR nesneldir : VaR sadece X�in da¼g¬l¬m fonksiyonuna ba¼gl¬ oldu¼gundan VaR�¬n

tan¬m¬n¬n dolayl¬bir sonucudur.

2.4.2 VaR sigorta şirketleri için gerekli en iyi anaparay¬belirler

VaR sigorta şirketleri için tutulmas¬gerekli optimal ana paray¬belirler. Bir portföy,

X kayb¬n¬n pozitif oldu¼gu durumda problemlerle kaŗs¬laşabilir. Çünkü bu durumda

sigortalananlar için yükümlülük tamamen kaŗs¬lanamaz. Yükümlülük, sigorta şir-

ketlerinin zorunlu sözleşmelerini kaŗs¬layan, risk alan özel bir şirketin (reasürans)

�nansal kapasitesini yans¬t¬r. Poliçe sahiplerini korumak amac¬yla � [X] gerekli ser-

maye yükümlülü¼gü (solvency capital requirement) belirlenir. Yani, şirket için gerekli

anapara belirlenece¼gi zaman rezervin üzerinde en az¬ndan � [X]�e eşit olacak bir

miktar yükümlülük ilave edilir. Yat¬r¬m gelirine prim ve rezervlerin eklenmesi ile

oluşan bu anapara, poliçe sahiplerinin gelecekteki hasarlar¬ kaŗs¬layamayacak du-

ruma geldi¼ginde ortaya ç¬kan risklere kaŗs¬tampon görevi olarak kullan¬l¬r.

X kay¬pl¬bir portföy düşünülsün. X kayb¬için gerekli yükümlülük kapitalinin yeter-

ince büyük olmas¬, beklenmedik harcamalar¬n da yeterince küçük olmas¬istenir. Bu

amaca ulaşmak için E
�
(X � � [X])+

�
ile beklenmedik harcamalar¬n riski ölçülür.

Gerekli sermaye miktar¬n¬ ayarlamak için önce � ile gösterilen sermaye yüküm-

lülü¼günü, sonra E
�
(X � � [X])+

�
ile ifade edilen beklenmedik harcamalar riskini
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belirlemek gerekir. E
�
(X � � [X])+

�
�¬n yeterince küçük olmas¬istenir. Sermaye art-

t¬kça E
�
(X � � [X])+

�
�¬n en küçüklemesine daha iyi bak¬labilir. Di¼ger bir deyi̧sle

eldeki anapara bir maliyete sahiptir. Bu anaparan¬n maliyeti hesaba kat¬larak aş¬r¬

bir sermaye yükümlülü¼güne olan gereksinimden kaç¬n¬labilir. Gerekli sermaye mik-

tar¬olarak yorumlanabilen �;

min
�[X]

�
E
�
(X � � [X])+

�
+ � [X] �

	
; 0 < � < 1 (2.13)

biçimindeki minimizasyon probleminin çözümü olarak tan¬mlanabilir. Bu problem

düşük risk art¬¼g¬ve düşük anapara maliyeti gibi iki z¬t kriteri dengede tutar. Burada

�; hesaba kat¬lacak anapara maliyetine miktar belirlemek için derecelendirmekte bir

ölçü olarak yorumlanabilir. Şirkete özel veya riske özel bir � de¼geri belirlenebilir. � = 0

durumunda, anapara maliyeti hiç hesaba kat¬lmayabilir ve anapara yükümlülü¼gü

� [X] = max[X] olur. � de¼geri artt¬kça anapara maliyetinin göreli önemi art¬r¬l¬p

problemin optimal çözümü azalt¬l¬r.

Özellik 2.2 (Denuit vd. 2005): En küçük anapara � [X] ; yani (2:13)�un bir çözümü

VaR�d¬r.

� [X] = V aR [X; 1� �] (2.14)

Bu özellik, VaR�¬n sadece bir risk ölçüm arac¬olarak kullan¬lmay¬p, ayn¬zamanda

gerekli en iyi sermaye miktar¬n¬belirlemek için de önemli bir araç oldu¼gunu söyler.

Ölçülen ve kontrol alt¬nda tutulmak istenen risk (X � � [X])+ ile aç¬klanan beklen-

medik harcamalard¬r. Bu beklenen harcamalara ait risk E
�
(X � � [X])+

�
ile ölçülür.

2.4.3 VaR�a dayal¬parasal sermaye

Risk sermayesini belirlemenin en yayg¬n yolu VaR temeline dayan¬r. S ile verilen

bir periyotta bir sigorta şirketinin toplam hasar¬, P ile portföy için toplam prim ve

V aR [X; p]� P ile gerekli olan en küçük "ilave kapital" gösterilsin. Sigortac¬teknik
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olarak en çok 1 � p gibi küçük bir olas¬l¬kla borcunu ödeyemez duruma gelir. Özel

olarak, tavsiye edilen bir p güven seviyesi için VaR temeline dayal¬parasal sermaye,

EC [S; p] = V aR [S; p]� E [S] (2.15)

biçiminde tan¬mlan¬r (Denuit vd. 2005).

Sonuç 2.3 Bir sermaye yükümlülü¼günü tan¬mlamak için VaR�¬kullanmak beklen-

medik olaylardan kaç¬n¬lmas¬gereken durumlarda anlaml¬d¬r, fakat burada beklen-

medik harcamalar¬n büyüklü¼gü önemli de¼gildir.

2.4.4 VaR ve sermaye varl¬¼g¬�yatland¬rma modeli

Çok de¼gi̧skenli normal da¼g¬l¬m¬n önemli bir özelli¼gi bu da¼g¬l¬mlar¬n risk yönetiminin

standart yaklaş¬mlar¬na uygun olmas¬d¬r. Bu da¼g¬l¬m risk yönetimi ve portföy op-

timizasyonu için bir risk ölçüsü olarak VaR�¬n ve Markowitz (ortalama-varyans)

yaklaş¬m¬n¬n her iki kullan¬m¬n¬da destekler.

X =(X1; X2; :::; Xn)
t çok de¼gi̧skenli normal da¼g¬l¬ma sahip "n" adet riski göstersin

ve böyle risklerin lineer portföyleri

P =

(
nX
i=1

�iXi; �i 2 IR
)

(2.16)

olsun. Kazanç elde etme koşulu alt¬nda �1; �2; :::; �n ile a¼g¬rl¬kland¬r¬lan, riski min-

imize eden en iyi portföyü belirlemek için herhangi pozitif homojen, geçi̧sli risk

ölçüsünün kullan¬m¬, varyans¬n bir risk ölçüsü olarak kullan¬ld¬¼g¬Markowitz mode-

line denktir.

Sonuç 2.4 (Embrechts vd. 2003): X �N (�;�) ; 8i için V aR [Xi] = �ii <1 olsun.

P; (2:16)�a ba¼gl¬olarak tan¬ml¬tüm lineer portföylerin kümesi olsun. P1 , P2 2 P

herhangi iki portföy olmak üzere aşa¼g¬daki durumlar geçerlidir.
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(i) VaR�¬n alt toplamsall¬¼g¬: 0:5 � p < 1

V aR [P1 + P2; p] � V aR [P1; p] + V aR [P2; p] (2.17)

(ii) Herhangi pozitif homojen risk ölçüsü � için varyanslar¬n eşitli¼gi:

� [P1 � E [P1]] � � [P2 � E [P2]], V [P1] � V [P2] (2.18)

2.5 Kuyruk Riske Maruz De¼ger- Tail VaR (TVaR)

Önceden belirlenmi̧s bir p seviyesindeki tek bir VaR, da¼g¬l¬m fonksiyonunun üst

kuyru¼gunun s¬kl¬¼g¬hakk¬nda herhangi bilgi vermez. Uygulamada sadece ödememe

s¬kl¬¼g¬ile ilgilenilmeyip ayn¬zamanda ödememe güçlü¼gü ile de ilgilenildi¼ginden bu

önemli bir sorundur. Böyle durumlarda s¬kl¬kla kullan¬lan di¼ger risk ölçülerinden biri

"kuyruk riske maruz de¼ger" (Tail Value at Risk-TVaR) aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.5 (Denuit vd. 2005): Bir X riski ve bir p olas¬l¬k seviyesi verildi¼ginde

TV aR [X; p]

TV aR [X; p] =
1

1� p

Z 1

p

V aR [X; �] d� , 0 < p < 1 (2.19)

şeklinde tan¬mlan¬r. TV aR [X; p] ; p seviyesinde X�in V aR de¼gerlerinin aritmetik

ortalamas¬d¬r.

2.5.1 Baz¬ili̧skili risk ölçümleri

Koşullu Kuyruk Beklentisi - Conditional Tail Expectation (CTE) : CTE, kayb¬n VaR
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de¼gerini aşt¬¼g¬bilindi¼ginde koşullu beklenen kayb¬gösterir.

CTE [X; p] = E [XjX > V aR [X; p]] (2.20)

Baz¬"p" güven seviyeleri için c = V aR [X; p] kritik eşik de¼gerini aşan kay¬plar¬n

ortalama de¼gerine kaŗs¬bir tampon görevi oluşturur.

Koşullu Riske Maruz De¼ger- Conditional VaR (CVaR): Bir portföyde ortaya ç¬kmas¬

muhtemel büyük miktarl¬hasarlar için bir tampon görevi yapar ve

CV aR [X; p] = E [X � V aR [X; p] jX > V aR [X; p]]

= CTE [X; p]� V aR [X; p] (2.21)

şeklinde tan¬mlan¬r. Yaşam sigortas¬nda beklenen ardakalan yaşam zaman¬olarak

adland¬r¬lan ortalama aşan fonksiyon mX yard¬m¬yla

CV aR [X; p] = mX (V aR [X; p]) (2.22)

şeklinde ifade edilir. Burada beklenen ardakalan yaşam zaman¬mX

mX (x) = E [X � xjX > x] ; x > 0

=
�X (x)

FX (x)
(2.23)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Beklenen Aç¬k- Expected Shortfall (ESF): "p" olas¬l¬k seviyesindeki "Beklenen Aç¬k"

V aR [X; p]�i tutan stop-loss primine ba¼gl¬olarak

ESF [X; p] = E
�
(X � V aR [X; p])+

�
= �X (V aR [X; p]) (2.24)

16



biçiminde tan¬mlan¬r.

Risk Ölçümleri Aras¬ndaki ·Ili̧skiler: Yukar¬da tan¬mlanan üç risk ölçüsü aras¬ndaki

ili̧ski aşa¼g¬daki eşitsizliklerde gösterilmi̧stir.

Özellik 2.3 (Dhaene vd. 2006) Herhangi p 2 (0; 1) için aşa¼g¬daki tan¬mlamalar

geçerlidir.

TV aR [X; p] = V aR [X; p] +
1

1� pESF [X; p] (2.25)

CTE [X; p] = V aR [X; p] +
1

FX (V aR [X; p])
ESF [X; p] (2.26)

CV aR [X; p] =
ESF [X; p]

FX (V aR [X; p])
(2.27)

Sonuç 2.5 (Acerbi ve Tasche 2002): E¼ger FX sürekli ise (2:25) ve (2:26) eşitlikleri

birlikte düşünüldü¼günde

CTE [X; p] = TV aR [X; p] ; p 2 (0; 1) (2.28)

elde edilir. CTE ve TVaR bu özel durumda eşit oluyorlar. Genel durumda sadece

TV aR [X; p] = CTE [X; p] +

�
1

1� p �
1

FX (V aR [X; p])

�
ESF [X; p] (2.29)

eşitli¼gi vard¬r .
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2.5.2 TVaR özellikleri

TVaR aş¬r¬yükleme yapmaz : Bu durum VaR�¬n aş¬r¬yükleme oluşturmamas¬ndan

kaynaklan¬r.

TV aR [X; p] � 1

1� p

1Z
p

max [X] d� = max [X] (2.30)

TVaR gerekçelendirilmemi̧s yüklemeye neden olmaz : VaR�¬n özelliklerinin bir sonu-

cudur.

TV aR [c; p] =
1

1� p

1Z
p

cd� = c (2.31)

TVaR negatif olmayan bir yüklemeye neden olur : TV aR [X; 0] = E [X] oldu¼gun-

dan, e¼ger TVaR �¬n p olas¬l¬k seviyesinde azalmayan oldu¼gu gösterilebilirse, bahsedilen

özellik sa¼glan¬r.

TVaR geçi̧sli, pozitif homojen, komonotonik toplamsal ve monotondur : VaR�¬n ilgili

özelli¼ginden gösterilebilir.

TV aR [X + c; p] =
1

1� p

1Z
p

V aR [X + c; �] d�

=
1

1� p

1Z
p

(V aR [X; �] + c) d�

= TV aR [X; p] + c (2.32)

TVaR alt toplamsald¬r : VaR�¬n aksine TVaR alt toplamsall¬k özelli¼gine sahiptir.

TV aR [X; p] = inf
a2IR

�
a+

1

1� p�X (a)
�

(2.33)

Her 0 < � < 1 için konveks oldu¼gu
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TV aR [�X + (1� �)Y ; p] � �V aR [X; p] + (1� �)V aR [Y ; p] +

1

1� pE

240@ �X + (1� �)Y � �V aR [X; p]

� (1� �)V aR [Y ; p]

1A
+

35
� �V aR [X; p] + (1� �)V aR [Y ; p]

+
�

1� pE
�
(X � V aR [X; p])+

�
+
1� �
1� pE

�
(Y � V aR [Y ; p])+

�
= �TV aR [X; p] + (1� �)TV aR [Y ; p] (2.34)

şeklinde gösterilebilir. � = 1
2
al¬nd¬¼g¬nda ve TVaR�¬n pozitif homojenlik özelli¼gi ile

1

2
TV aR [X + Y ; p] � 1

2
(TV aR [X; p] + TV aR [Y ; p]) (2.35)

biçiminde alt toplamsall¬k özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülmektedir.

CTE sürekli riskler için alt toplamsald¬r : X�in sürekli oldu¼gu varsay¬ld¬¼g¬nda TVaR

ve CTE (2:28)�de gösterildi¼gi gibi birbirine eşit olur ve böylece uyumlu (coherent)

bir risk ölçüsü ortaya ç¬kar. Genelde CTE bu durumda alt toplamsald¬r. CTE�nin

alt toplamsall¬¼g¬n¬göstermek için aşa¼g¬daki özellikten yararlan¬l¬r.

Özellik 2.4 (Denuit vd. 2005): FX (x) > 0 olsun. Her A olay¬için P [A] = FX (x)

olmak üzere

E [XjA] � E [XjX > x] (2.36)

d¬r.

P [X > V aR [X; p]] = 1 � p olmak üzere bu özellik yard¬m¬yla da¼g¬l¬m fonksiyon-

lar¬n¬n sürekli oldu¼gu durum için CTE�nin alt toplamsal oldu¼gu
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CTE [X + Y ; p] = E [XjX + Y > V aR [X + Y ; p]]

+E [Y jX + Y > V aR [X + Y ; p]]

� E [XjX > V aR [X; p]] + E [Y jY > V aR [Y ; p]]

= CTE [X; p] + CTE [Y ; p] (2.37)

biçiminde gösterilir.

2.6 Komonotonluk ve Üst Komonotonluk

2.6.1 Komonotonluk

Komonotonluk, rasgele de¼gi̧skenlerin birliktelik yap¬s¬n¬veren çok güçlü bir ba¼g¬m-

l¬l¬k ölçüsüdür. Komonoton rasgele de¼gi̧skenler her zaman ayn¬yönde hareket ed-

erler. Bu mükemmel ili̧skinin nedeni, n boyutlu komonotonik (X1; :::; Xn) rasgele

vektörünün rasgelelik derecesininin 1�e indirilmesidir. Yani, çok integralden ziyade

tek integrale indirgendi¼ginden Ef (X1; :::; Xn) gibi çeşitli hesaplamalar¬kolay hale

getirir. Bununla birlikte komonotonluk, gerçek dünya olgular¬n¬n modellenmesinde

gerçekçi bir ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬oluşturmaz. Örne¼gin, (X1; :::; Xn), gelecekte kaŗs¬laş¬lan

kay¬plar¬n oluşturdu¼gu bir risk portföyünü göstersin. Yayg¬n olarak kullan¬lan bir

olas¬l¬k uzay¬nda rasgele de¼gi̧skenler olarak modellenen bu kay¬plar ayn¬risk kay-

naklar¬na sahip olmad¬kça komonotonik olmazlar (Cheung 2009).

Kaŗs¬l¬kl¬ ba¼g¬ms¬z olmayan Xi rasgele de¼gi̧skenlerine göre S =
nX
i=1

Xi biçiminde

tan¬mlanan toplam hasar miktar¬ile ilgili ç¬karsamalar yapmak aktuerya ve �nans

alan¬nda s¬kça kaŗs¬laş¬lan bir durumdur. X = (X1; X2; :::; Xn) rasgele vektörü için

ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬ bulmak yararl¬ olabilir. Bu alt bölümde rasgele de¼gi̧skenlerin
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ba¼g¬ml¬l¬k yap¬lar¬n¬n belirlenmesinde ili̧skili olan komonotonluk kavram¬n¬n tan¬m¬

verilip risk ölçümleri için de¼gerlendirilecektir.

x = (x1; :::; xn) IR
n�de n boyutlu bir vektörler kümesi olmak üzere her j = 1; ::; n için

x1j � x2j ile tan¬mlanan kaŗs¬l¬kl¬s¬ralamalar için x1 � x2 notasyonu kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.6 (Dhaene vd. 2002a):A �dan al¬nan her x1 ve x2 için x1 � x2 ya da x2 � x1
eşitlikleri sa¼glan¬yorsa A � IRn kümesinin komonotonik oldu¼gu söylenir. E¼ger baz¬

j ler için x1j < x2j olmas¬x1 � x2 eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬n¬gerektiriyorsa A � IRn

kümesi komonotoniktir. Böylece komonotonik bir küme her bileşende azalmayand¬r.

Komonotonik bir kümenin herhangi bir alt kümesi de komonotoniktir.

Lemma 2.1 (Dhaene vd. 2002a): Ai;j = f(xi; xj) jx 2 Ag ile IRn den al¬nan bir A

kümesinin (i; j) : görüntüsünü tan¬mlanmak üzere,

A � IRn kümesi komonotoniktir.()Her i 6= j 2 f1; 2; :::; ng içinAi;j komonotonik-

tir.

Tan¬m 2.7 (Dhaene vd. 2002a): X = (X1; X2; :::; Xn) rasgele vektötü komonotonik

destek kümesi ise bu rasgele vektörün komonotonik oldu¼gu söylenebilir.

Tan¬mdan, komonotonlu¼gun çok güçlü bir pozitif ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬oldu¼gu sonucu

ç¬kar¬labilir.

Teorem 2.1 (Dhaene vd. 2002a):X = (X1; X2; :::; Xn) rasgele vektörü komonotonik

ise aşa¼g¬daki eşitliklerin her biri birbirine denktir.

(1) X komonotonik destek kümesidir.
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(2) Her x = (x1; :::; xn) için

FX (x) = min [FX1 (x1) ; FX2 (x2) ; :::; FXn (xn)]

(3) U � U (0; 1) için

X
d
=
�
F�1X1 (U) ; F

�1
X2
(U) ; :::; F�1Xn (U)

�
(4) Bir Z rasgele de¼gi̧skeni ve fi (i = 1; 2; :::; n) azalmayan fonksiyonlar¬vard¬r öyle

ki;

X
d
= (f1 (Z) ; f2 (Z) ; :::; fn (Z))

2.6.2 Üst komonotonluk

Klasik komonotonluk kavram¬n¬n özel bir hali olan yeni bir kavramd¬r. Belli bir

eşik de¼gerden büyük de¼gerlere sahip bileşenler ayn¬yönde hareket ediyorsa bu ras-

gele vektör üst komonotondur. Kopula karakterizasyonu, üst komonotonik rasgele

vektörünün da¼g¬l¬msal özellikleri yan¬s¬ra üst kuyruktaki ba¼g¬ml¬l¬k katsay¬lar¬ ile

ilgili çal¬̧smalara da imkan sa¼glar. Finansal ekonomide VaR, TVaR ve ESF gibi

yayg¬n kullan¬lan birkaç risk ölçümünün komonotonik risklerin toplam¬n¬n yan¬s¬ra

üst komonotonik toplamlar için de olas¬l¬k seviyelerinin belirli bir eşik de¼gerden daha

büyük oldu¼gu gösterilebilir (Cheung 2009).

Tan¬m 2.8 (Cheung 2009): (
;z; P ) olas¬l¬k uzay¬nda Fi; Xi �nin da¼g¬l¬m fonksiy-

onunu, N; Tüm "0" olas¬l¬kl¬kümelerin toplam¬olsun.

8 a = (a1; :::; an) 2 IRn için U (a) ile üst kuadrant ; L (a) ile alt kuadrant bölge

gösterilmektedir. U (a) = (a1;1)� :::� (an;1) ; L (a) = (�1; a1]� :::� (�1; an] ;

IR
n
= IRn [ (�1; :::;�1) ; R (a) = IRnn (U (a) [ L (a)) ; U (�1) = IRn ve
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L (�1) = R (�1) = ? olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan, N (a) 2 N ile

gösterildi¼gi "0" olas¬l¬k uzay¬na kaŗs¬l¬k gelen öyle bir a 2 IRn noktas¬varsa, X =

(X1; :::; Xn) rasgele vektörünün üst komonoton oldu¼gu söylenir.

i) Ca;N(a) = fX (w) : w 2 
nN (a)g \ U (a) kümesi IRn nin komonotonik bir al-

tkümesidir.

ii) P (X 2U (a)) > 0

iii) Da;N(a) = fX (w) : w 2 
nN (a)g \R (a) boş kümedir.

Burada (i) koşuluX1; :::; Xn ler üst kuadrantta de¼gerler ald¬¼g¬nda ayn¬yönde hareket

ettiklerini, (ii) koşulu olas¬l¬¼g¬n pozitif oldu¼gunu ve (iii) koşulu X rasgele vektörleri

kesinlikle üst kuadrantta [U (a)] ya da alt kuadrantta [L (a)] de¼gerler alaca¼g¬n¬söyler.

Ayr¬ca a = (�1; :::;�1) ise X komonotoniktir.

Şekil 2.1 n = 2 r.d. için üst komonoton olan rasgele vektörün gösterimi

·Ikili noktalar üst kuyrukta komonotonluk sergiliyorsa bu rasgele vektörün üst komonoton

oldu¼gu söylenir.

2.7 Risk Ölçümleri, Komonotonluk ve Üst Komonotonluk

X, F da¼g¬l¬m fonksiyonuna sahip bir rasgele de¼gi̧sken ve p 2 (0; 1) olas¬l¬k seviyesi
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olmak üzere aşa¼g¬da özetledi¼gimiz baz¬risk ölçümleri

V aR [X; p] = F�1X (p) = inf fx 2 IRjFX (x) � pg (2.38)

TV aR [X; p] =
1

1� p

Z 1

p

V aR [X; �] d� ; 0 < p < 1 (2.39)

ESF [X; p] = E
�
(X � V aR [X; p])+

�
= �X (V aR [X; p]) (2.40)

ve aralar¬ndaki ili̧skiler

TV aR [X; p] = V aR [X; p] +
1

1� pESF [X; p] (2.41)

CTE [X; p] = V aR [X; p] +
1

FX (V aR [X; p])
ESF [X; p] (2.42)

CV aR [X; p] =
ESF [X; p]

FX (V aR [X; p])
(2.43)

eşitlikleri ile daha önceki alt bölümlerde tan¬mlanm¬̧st¬(Dhaene vd. 2006). Bu risk

ölçümlerini dikkate alarak ba¼g¬ms¬z olmayan rasgele de¼gi̧skenlerin toplamlar¬ için

komonotonluk ve üst komonotonluk kavram¬na dayal¬yaklaş¬mlar da bu alt bölümde

verilmi̧stir.

Lemma 2.2 (Dönüştürülmüş Rasgele De¼gi̧skenlerin Kuantilleri) (Dhaene vd. 2006)

X gerçel de¼gerli bir rasgele de¼gi̧sken ve 0 < p < 1 olsun. Herhangi bir azalmayan ve

soldan sürekli bir g fonksiyonu için

V aRp [g (X)] = g (V aRp [X])

eşitli¼gi yaz¬l¬r.

Azalmayan ve sa¼gdan sürekli bir g fonksiyonu için de aşa¼g¬daki eşitlik geçerlidir.

V aRp [g (X)] = g
�
V aR+1�p [X]

�
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g�nin di¼ger durumlar¬ için benzer gösterimler Ek 1�de ifade edilmi̧s olup, ispat¬

(Dhaene vd. 2002a)-Teorem 1(a)�da verilmi̧stir.

Teorem 2.2 (Dhaene vd. 2006): Aşa¼g¬daki eşitlikler komonotonik risklerin toplam-

lar¬için risk ölçümlerinin toplanabilirli¼gini ifade etmektedir.

�
XC
1 ; X

C
2 ; :::; X

C
n

�
komonotonik bir rasgele vektör olsun.

SC = XC
1 +X

C
2 + :::+X

C
n ; p 2 (0; 1) için

V aRp
�
SC
�
=

nX
i=1

V aRp
�
XC
i

�
(i)

TV aR
�
SC
�
=

nX
i=1

TV aRp
�
XC
i

�
(ii)

ESF
�
SC
�
=

nX
i=1

ESFp
�
XC
i

�
(iii)

eşitlikleri yaz¬l¬r.

·Ispat:

i)

SC
d
= F�1X1 (U) + F

�1
X2
(U) + :::+ F�1Xn (U) = g (U)

Burada V aRp [Xi] = F
�1
Xi
(p) p�nin azalmayan soldan sürekli bir fonksiyonu olarak

tan¬mland¬¼g¬ndan g azalmayan ve sürekli bir fonksiyondur. Lemma 2.2�den

V aRp

"
nX
i=1

Xi

#
=

nX
i=1

V aRp [Xi]

yaz¬l¬r.
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ii) TVaR p �nin azalmayan bir fonksiyonudur. (2:41) ve (i) den dolay¬eşitlik ispat-

lanm¬̧s olur.

iii) ESF (2:40)eşitli¼gindeki gibi olup VaR�a ba¼gl¬oldu¼gundan azalmayan bir fonksiyon-

dur Dolay¬s¬yla toplamlar¬da soldan sürekli ve azalmayan bir fonksiyondur. (i) ve

(ii)�den ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 2.6 (Dhaene vd. 2006):
�
XC
1 ; X

C
2 ; :::; X

C
n

�
marjinalleri sürekli ise

CTEp
�
SC
�
= TV aR

�
SC
�
=

nX
i=1

TV aRp
�
XC
i

�
=

nX
i=1

CTEp
�
XC
i

�
yaz¬labilir. SC �nin da¼g¬l¬m fonksiyonu sürekli ise bu yaz¬labilir. Marjinal da¼g¬l¬mlar¬n

sürekli olmad¬¼g¬durum için CTE genelde komonotonik riskler için toplamsal de¼gildir.

Sonuç 2.7
�
XC
1 ; X

C
2 ; :::; X

C
n

�
komonotonik bir rasgele vektör olsun.

CTEp (X) = V aRp (X) +
ESFp (X)

1� FX (V aRp (X))

CV aRp (X) = CTEp (X)� V aRp (X)

oldu¼gundan SC = XC
1 +X

C
2 + ::: +X

C
n , p 2 (0; 1) için Lemma 2.2, Teorem 2.2 ve

CVaR�¬n (2:43) eşitli¼gindeki tan¬m¬ndan

CV aR
�
SC
�
=

nX
i=1

CV aRp
�
XC
i

�
eşitli¼gi yaz¬labilir.

Sonuç 2.8 (Cheung 2009): a� = (a�1; :::; a
�
n) komonotonik eşik de¼ger ve

X =
� eXC

1 ;
eXC
2 ; :::;

eXC
n

�
üst komonotonik rasgele vektörü olsun.
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eSC = eXC
1 + eXC

2 + :::+ eXC
n ; p 2 (F (a�1; :::; a�n) ; 1) için

V aRp

heSCi =
nX
i=1

V aRp

h eXC
i

i
TV aR

heSCi =

nX
i=1

TV aRp

h eXC
i

i
ESF

heSCi =
nX
i=1

ESFp

h eXC
i

i

eşitlikleri yaz¬labilir. Bu sonuç (X1; :::; Xn) lerin komonotonik olmad¬klar¬ halde

bile p�nin 1�e yak¬n de¼gerleri için bu risk ölçülerinin toplanabilirlik özelli¼gini üst

komonotonluk durumunda koruduklar¬anlam¬na gelmektedir .
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3. KOPULALAR

Kopulalar, çok de¼gi̧skenli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n ilgili oldu¼gu bir çok alanda çok de¼gi̧skenli mod-

elleme arac¬olarak kullan¬lmaktad¬r. Her bir rasgele de¼gi̧skenin marjinal da¼g¬l¬m¬na

ve bu marjinal da¼g¬l¬mlar aras¬ndaki ili̧skinin ölçüsüne ihtiyaç oldu¼gunda kopulalar,

sadece marjinal da¼g¬l¬mlar¬kesin olarak belirlemekle kalmaz, ayn¬zamanda bu mar-

jinallerin ortak davran¬̧slar¬hakk¬nda da büyük bir bilgi verir. Kopula fonksiyon-

lar¬n¬n olas¬l¬k teorisinde iyi çal¬̧san özellikleri, risk yönetiminin ba¼g¬ml¬modeller ile

aç¬klanan farkl¬alanlar¬na da uyarlanabilir.

Kopulalar, aşa¼g¬da belirtilen baz¬ alanlarda şu amaçlarla kullan¬lmaktad¬r (Yan

2006):

� Aktueryal bilimde; ba¼g¬ml¬mortalitenin ve kay¬plar¬n (hasarlar¬n) model-

lenmesinde (Frees vd.1996, Frees ve Valdez 1998, Frees ve Wang 2005)

� Finansta; varl¬k paylaş¬m¬nda (asset allocation), kredi de¼gerlemesinde, risk

modellemesinde ve risk yönetiminde (Bouy´e vd. 2000, Embrechts vd. 2003, Cheru-

bini vd. 2004)

� Biyomedikal çal¬̧smalarda; ili̧skili olay zamanlar¬n¬n ve yar¬̧san risklerin

modellenmesinde (Wang ve Wells 2000, Escarela ve Carriere 2003)

� Mühendislikte çok de¼gi̧skenli süreç kontrolü ve hidrolojik modellemede

(Yan 2006b, Genest ve Favre 2006).

3.1. Kopulalarla ·Ilgili Temel Bilgiler

Bu bölümde, C (u) = C (u1; u2; :::; ud) notasyonu ile gösterilen kopula fonksiyonlar¬

için verilen gerekli tan¬mlar düzgün da¼g¬l¬ml¬tek boyutlu marjinaller için yap¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1 (Schweizer 1991): C : [0; 1]d ! [0; 1] biçiminde tan¬mlanan d boyutlu

bir kopula aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir fonskiyondur.
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(1) c � d olmak üzere her ac 2 [0; 1] için

C (1; :::; 1; ac; 1; :::; 1) = ac

(2) Herhangi bir c � d için ac = 0 ise

C (a1; :::ad) = 0

(3) C; d boyutlu artand¬r.

d tane düzgün da¼g¬l¬ml¬tek boyutlu marjinaller ile aç¬klanan d boyutlu kapulan¬n d

boyutlu da¼g¬l¬m fonksiyonu oldu¼gu aşa¼g¬daki şekilde gösterilebilir (Trivedi ve Zimmer

2007).

F (y1; :::; yd) ile d boyutlu sürekli da¼g¬l¬m fonksiyonu, F1 (y1) ; :::; Fd (yd) ile tek boyutlu

marjinal da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ve F�11 ; :::; F�1d ile kuantil fonksiyonlar gösterilmek

üzere

y1 = F
�1
1 (u1) � F1; :::; yd = F�1d (ud) � Fd

yaz¬labilir. Burada u1; :::; ud düzgün da¼g¬l¬ml¬de¼gi̧skenlerin dönüşümleri Fi (i = 1; :::; d)

da¼g¬l¬ml¬d¬r. Böylece

F (y1; :::; yd) = F
�
F�11 (u1) ; :::; F

�1
d (ud)

�
= P [U1 � u1; :::; Ud � ud]

= C (u1; :::; ud)

biçiminde da¼g¬l¬m fonksiyonu ile ili̧skili yaz¬labilen tek kapula vard¬r. Yani, F sürekli

olmak üzere y � F ve U � C ise aşa¼g¬daki ifadeler yaz¬labilir.

(F1 (y1) ; :::; Fd (yd)) � C�
F�11 (u1) ; :::; F

�1
d (ud)

�
� F
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3.1.1 Sklar teoremi

Teorem 3.1 (Sklar 1959): F (x1; x2) ; F1 (x1) ve F2 (x2) sürekli marjinler ile birlikte

tan¬ml¬bir ortak da¼g¬l¬m olsun. Böyle bir fonksiyon için

F (x1; x2) = C (F1 (x1) ; F2 (x2)) (3.1)

şeklinde yaz¬labilen tek bir kopula vard¬r. Bu teoremden, F fonksiyonu ile ilgili olan

herhangi bir C kopulas¬

C (u1; u2) = F
�
F�11 (u1) ; F

�1
2 (u2)

�
(3.2)

biçiminde yaz¬labilir.

Sklar teoremi, rasgele de¼gi̧skenlerin marjinal da¼g¬l¬mlar¬n¬dikkate almadan bu ras-

gele de¼gi̧skenlerin ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬analiz etti¼ginden çok önemlidir.

S¬ras¬yla F1ve F2 da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬na sahip X1 ve X2 ba¼g¬ms¬z rasgele de¼gi̧sken-

leri düşünülsün. Ortak da¼g¬l¬m ve ba¼g¬ms¬z kopula fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

FX (x) = F1 (x1) :F2 (x2)

CI (u1; u2) = u1:u2; u 2 [0; 1]2

oluyor ise bu kopulalara ba¼g¬ms¬z kopulalar denir (Nelsen 1998).

3.1.2 Kopulalara ili̧skin olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonlar¬

f , ortak yo¼gunluk fonksiyonunu, fi , i = 1; :::; d marjinal yo¼gunluklar¬göstermek

üzere bir kopula fonksiyonu di¤eransiyellenebilirse, kopulalara ili̧skin olas¬l¬k yo¼gun-
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luk fonksiyonu zincir kural¬ile

c (u) =
@dC (u1; u2; :::; ud)

@u1: ::: :@ud
=

f
�
F�11 (u1) ; :::; F

�1
d (ud)

�
f1
�
F�11 (u1)

�
: ::: :fd

�
F�1d (ud)

� (3.3)

şeklinde elde edilir (Denuit vd. 2005).

3.1.3 Kopulalardan ç¬kar¬lan koşullu da¼g¬l¬mlar

Bir C kopulas¬na sahip U1 ve U2 iki düzgün rasgele de¼gi̧sken düşünülsün ve U1 gö-

zlemlensin. Amaç U1 gözlemlendi¼ginde U2�yi tahmin etmek için kullan¬labilen koşullu

da¼g¬l¬m¬elde etmektir. Gerekli özellikleri sa¼glad¬¼g¬varsay¬m¬yla, koşullu kümülatif

da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬

C2j1 (u2ju1) =
@

@u1
C (u1; u2)

C1j2 (u1ju2) =
@

@u2
C (u1; u2)

biçiminde elde edilir (Denuit vd. 2005).

Teorem 3.2 (Denuit vd. 2005) Teorem 3.1�deki gibi bir da¼g¬l¬m fonksiyonuna sahip

bir X rasgele çifti için her x 2 R2 için sa¼glanan aşa¼g¬daki eşitlikler tan¬mlanabilir.

P (X2 � x2jX1 = x1) = C2j1 (F2 (x2) jF1 (x1))

P (X1 � x1jX2 = x2) = C1j2 (F1 (x1) jF2 (x2))

·Ispat: (U1; U2) ortak C da¼g¬l¬m fonksiyonuna sahip rasgele bir çift olsun. U1 = u1

verilmi̧sken U2 �nin koşullu da¼g¬l¬m fonksiyonu

P (U2 � u2jU1 = u1) = lim
�u1!0

P (u1 � U1 � u1 +�u1; U2 � u2)
P (u1 � U1 � u1 +�u1)

= lim
�u1!0

C (u1 +�u1; u2)� C (u1; u2)
�u1

= C2j1 (u2ju1)

31



X1 = x1 verilmi̧sken X2�nin koşullu da¼g¬l¬m fonksiyonu, ui�lerin Fi (xi) ; i = 1; 2 ile

yer de¼gi̧stirmesiyle elde edilir ve belirtilen sonuçlar ç¬kar.

3.1.4 Frechet s¬n¬rlar¬

Kopulan¬n Frechet Üst S¬n¬r¬CU ; alt s¬n¬r¬CL ile gösterilmek üzere

CU (u1; u2) = min fu1; u2g ; u 2 [0; 1]2

CL (u1; u2) = max f0; u1 + u2 � 1g ;u 2 [0; 1]2

şeklinde tan¬mlan¬r. Kopulalar birim düzgünmarjinallere sahip iki de¼gi̧skenli da¼g¬l¬m

fonksiyonu oldu¼gundan herhangi bir C kopulas¬için s¬n¬rlar

CL (u1; u2) � C (u1; u2) � CU (u1; u2) ;8 u 2 [0; 1]

biçiminde ifade edilir.

Frechet-Hoe¤ding S¬n¬rlar¬: C (u) = C (u1; :::; ud) bir kopula ise

max

(
dX
i=1

ui + 1� d; 0
)
� C (u) � min fu1; :::; udg

şeklindedir. Burada üst s¬n¬r her zaman kümülatif bir da¼g¬l¬m fonksiyonu iken, alt

s¬n¬r d = 2 için kümülatif da¼g¬l¬m fonksiyonudur. d > 2 için alt s¬n¬r baz¬koşullarda

kümülatif da¼g¬l¬m fonksiyonu olabilir (Joe 1997). Üst s¬n¬r, bir da¼g¬l¬m fonksiyonu

ve böylelikle de kapula fonksiyonu oldu¼gundan CU (y1; :::; yd) ile tan¬mlanabilir. E¼ger

alt s¬n¬r da bir kapula ise CL (y1; :::; yd) ile tan¬mlamak do¼gru olur. Bu tan¬mlamalar

ile kapulalar için Frechet-Hoe¤ding s¬n¬rlar¬

CL (u1; :::; ud) � C (u1; :::; ud) � CU (u1; :::; ud)
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biçiminde yeniden ifade edilebilir (Trivedi ve Zimmer 2007). BuradaCU (�) ile komonoton

kopula veya Frechet- Hoe¤ding üst s¬n¬r¬, CL (�) ile Frechet Hoe¤ding alt s¬n¬r¬gös-

terilmektedir (Denuit vd. 2005).

Frechet-Hoe¤ding s¬n¬rlar¬n¬bilmek verilere uygun bir kopula seçiminde önemlidir.

Kopulan¬n istenen bir özelli¼gi, üst ve alt s¬n¬rlar aras¬ndaki örnek uzay¬kapsaya-

bilmesidir. Ayr¬ca kopula seçimi do¼gru ise tan¬ml¬oldu¼gu aral¬kta ba¼g¬ml¬l¬k para-

metresi ��n¬n alt (üst) s¬n¬ra yaklaş¬rken, kopulan¬n da Frechet Hoe¤ding alt (üst)

s¬n¬r¬na yaklaşmas¬beklenir (Trivedi ve Zimmer 2007)

3.2 Kopulalar¬n Özellikleri

3.2.1 Yaşam (Survival) kopulalar¬

E¼ger C bir kopula ise

C (u1; u2) = C (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1; u 2 [0; 1]2

şeklinde tan¬mlanan C fonksiyonu, C kopulas¬na ba¼gl¬yaşam kopulas¬olarak ad-

land¬r¬l¬r.

P [U1 > u1; U2 > u2] = 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

6= C (u1; u2)

olmas¬na ra¼gmen

P [U1 > u1; U2 > u2] = C (1� u1; 1� u2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. C yaşam kopulas¬için Frechet s¬n¬rlar¬

CL = CL; CI = CI ; CU = CU
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olmak üzere

CL (u1; u2) � C (u1; u2) � CU (u1; u2)

şeklinde tan¬mlan¬r (Denuit vd. 2005).

3.2.2 Dual ve ortak kopulalar

C kopulas¬na ba¼gl¬C� ortak kopulas¬

C� (u1; u2) = 1� C (1� u1; 1� u2) ; u 2 [0; 1]2

ile C kopulas¬n¬n eC duali
eC (u1; u2) = u1 + u2 � C (u1; u2) ; u 2 [0; 1]2

ile tan¬mlan¬r. Ortak kopula ve dualin her ikisi de kopula de¼gildir. Buna ra¼gmen,

P [X1 > x1 veya X2 > x2] = C�
�
F 1 (x1) ; F 2 (x2)

�
P [X1 � x1 veya X2 � x2] = eC �F 1 (x1) ; F 2 (x2)�

olas¬l¬klar¬n¬tan¬mlarken kullan¬l¬r. Ortak kopulan¬n ortak kopulas¬orjinal kopulay¬

verir.

8 u 2 [0; 1]2 için ba¼g¬ms¬z ve Frechet s¬n¬rl¬kopulalara ba¼gl¬ortak kopulalar

C�L (u1; u2) = min fu1 + u2; 1g

C�I (u1; u2) = u1 + u2 � u1:u2

C�U (u1; u2) = max fu1; u2g

şeklinde verilir.
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3.2.3 Fonksiyonel de¼gi̧smezlik

Sonuç 3.2 (Denuit 2005): X1 ve X2; C kopulas¬na sahip sürekli iki rasgele de¼gi̧sken,

t1 ve t2 de sürekli monoton fonksiyonlar olsun.

1. t1 ve t2 azalmayan fonksiyonlar ise (t1 (X1) ; t2 (X2)) � C

2. t1 azalmayan, t2 artmayan fonksiyonlar ise (t1 (X1) ; t2 (X2))� u1�C (u1; 1� u2)

3. t1 artmayan, t2 azalmayan fonksiyonlar ise (t1 (X1) ; t2 (X2)) � u2�C (1� u1; u2)

4. t1 ve t2 artmayan fonksiyonlar ise (t1 (X1) ; t2 (X2)) � C

Bu sonuç kopulalar¬n de¼gi̧smezlik özelli¼gini aç¬klar. Kopula ile elde edilen ba¼g¬m-

l¬l¬¼g¬n marjinal da¼g¬l¬mlar¬n artan ve sürekli dönüşümlerine göre de¼gi̧smez oldu¼gu

(1)�de ifade edilmi̧stir (Scheweizer ve Sklar 1983). Örne¼gin, (lnX1; lnX2) aras¬ndaki

ba¼g¬ml¬l¬¼g¬aç¬klamak için (X1; X2) için kullan¬lan ayn¬kopula kullan¬labilir. Marji-

nalleri do¼gal birimlerle veya logaritmik birimlerle aç¬klamak kopulay¬etkilemez.

3.2.4 Kuyruk ba¼g¬ml¬l¬¼g¬

C kopulas¬na sahip (U; V ) rasgele çifti için s¬ras¬yla �U üst ve �L alt kuyruk ba¼g¬m-

l¬l¬k katsay¬lar¬

�U = lim
v!1

1� 2v + C (v; v)
1� v

�L = lim
u!0

C (u; u)

u

biçiminde tan¬mlan¬r (Denuit vd. 2005).
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3.2.5 Komonotonik kopula

X1 ve X2 rasgele de¼gi̧skenleri ba¼g¬ms¬z de¼gillerse mükemmel pozitif veya negatif

ba¼g¬ml¬l¬k s¬ras¬yla komonotonluk (comonotonicity) ve ters komonotonluk (counter-

monotonicity) kavramlar¬yla aç¬klan¬r. Her (x1j; x2j) ; (x1k; x2k) kümesi,

fx1j � x2j; x1k � x2kg veya fx1j � x2j; x1k � x2kg

ise komonotonik,

fx1j � x2j; x1k � x2kg veya fx1j � x2j; x1k � x2kg

ise ters komonotoniktir.

Teorem 3.3 (Dhaene vd. 2002a, b):

X1; X2�nin artan fonksiyonu ise

(X1; X2) komonotoniktir, C (�) = CU (�)

ve X1; X2�nin azalan fonksiyonu ise

(X1; X2) ters komonotoniktir, C (�) = CL (�)

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

Bu teorem, kapulan¬n üst Frechet-Hoe¤ding s¬n¬r¬na ulaşt¬¼g¬nda ili̧skinin pozitif,

alt Frechet-Hoe¤ding s¬n¬r¬na ulaşt¬¼g¬nda ili̧skinin negatif oldu¼gunu söyler. Ayr¬ca

komonotonik kapula için üst kuyruk ba¼g¬ml¬l¬k katsay¬s¬n¬n 1 oldu¼gu

C (�) = CU (�) ) �U = 1

Asmussen ve Glynn (2007)�de belirtilmektedir.
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3.3 Önemli Kopulalar

3.3.1 Eliptik kopulalar

Normal kopula :

C� (u1; u2) = H�
�
��1 (u1) ;�

�1 (u2)
�
; � 2 (�1; 1) (3.4)

Burada �; tek de¼gi̧skenli N (0; 1) olan bir da¼g¬l¬m fonksiyonudur. Yani;

C� (u1; u2) =
1

2�
p
1� �2

��1(u1)Z
�1

��1(u2)Z
�1

exp

 
�
�
�21 � 2��1�2 + �22

�
2 (1� �2)

!
d�1d�2

şeklindedir ve olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu

c� (u1; u2) =
1

2�
p
1� �2

exp

 
�
�
�21 � 2��1�2 + �22

�
2 (1� �2)

!
d

du1
��1 (u1)

d

du2
��1 (u2)

biçiminde elde edilir. Burada �i = ��1 (ui) ; i = 1; 2 d¬r. ' = �0 ile standart

normalin olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu tan¬mlan¬rsa

d

dui
��1 (ui) =

1

' (��1 (ui))
=
p
2� exp

�
��2i =2

�
olur. Gaussian kopulas¬n¬n olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu

c� (u1; u2) =
1p
1� �2

exp

 
�
�
�21 � 2��1�2 + �22

�
2 (1� �2)

!
exp

�
�21 + �

2
2

2

�

biçimindedir.

Student t kopulas¬: Normal kopulan¬n iki de¼gi̧skenli Normal da¼g¬l¬mdan üretildi¼gi

gibi Student t kopulas¬da iki de¼gi̧skenli Student t da¼g¬l¬m¬ndan elde edilir.m serbest-
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lik dereceli tek de¼gi̧skenli Student t da¼g¬l¬m¬n¬n da¼g¬l¬m fonksiyonu aşa¼g¬daki gibidir.

tm (x) =

xZ
�1

�
�
m+1
2

�
p
m��

�
m
2

� �1 + �2
m

��m+1
2

d�

·Iki de¼gi̧skenli Student t da¼g¬l¬m¬n¬n ortak da¼g¬l¬m fonksiyonu, 0 < � < 1 için

tm;� (x) =

x1Z
�1

x2Z
�1

1

2�
p
1� �2

�
1 +

�21 + �
2
2 � 2��1�2

m (1� �2)

��m+2
2

d�1�2

şeklinde tan¬mlan¬r.

Student t kopulas¬

Cm;� (u1; u2) = tm;�
�
t�1m (u1) ; t

�1
m (u2)

�
(3.5)

=

t�1m (u1)Z
�1

t�1m (u2)Z
�1

1

2�
p
1� �2

�
1 +

�21 + �
2
2 � 2��1�2

m (1� �2)

��m+2
2

d�1�2

şeklinde tan¬mlan¬r.m!1 için Student t kopulas¬Normal da¼g¬l¬ma yaklaş¬r. S¬n¬rl¬

say¬da serbestlik dereceleri için iki kopulan¬n e¼gimleri oldukça farkl¬d¬r.

Student t kopulas¬n¬n yo¼gunlu¼gu

cm;� (u) = �
�1=2�

�
m+1
2

�
�
�
m
2

��
�
�
m+1
2

��2 �
1 +

�21 + �
2
2 � 2��1�2

m (1� �2)

��m+2
2
�
1 +

�1
m

��m+2
2
�
1 +

�2
m

��m+2
2

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada �1 = t
�1
m (u1) ve �2 = t

�1
m (u2)�d¬r.

38



Koşullu Student t kopulas¬

C2j1 (u2ju1) = tm+1

 s
m+ 1

m+ (t�1m (u1))
2

t�1m (u2)� �t�1m (u1)p
1� �2

!

eşitli¼gi ile verilmektedir. Böylece iki de¼gi̧skenli Student t kopulas¬

Cm;� (u) =

u1Z
0

tm+1

 s
m+ 1

m+ (t�1m (�))2
t�1m (u2)� �t�1m (�)p

1� �2

!
d�

biçimini al¬r. m ne olursa olsun

lim
�!�1

Cm;� = CL ve lim
�!1

Cm;� = CU

elde edilir. Ayr¬ca sonlu m �ler için Cm;O 6= CI �d¬r.

3.3.2 Aŗsimedyan kopulalar

Eliptik kopulalar s¬n¬f¬çok de¼gi̧skenli da¼g¬l¬mlar için zengin bir kaynak olmas¬na ra¼g-

men, gerçekte simetriklik özelli¼ginin ço¼gu sigorta ve �nans uygulamalar¬nda uygun

olmad¬¼g¬ durumlar vard¬r. Bu gibi durumlarda model ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬ için daha

kullan¬̧sl¬olan Aŗsimedyan kopulalar¬n¬n kullan¬m¬tercih edilir.

C� (u1; u2; �) = �
�1 (� (u1) + � (u2)) , u1; u2 2 (0; 1] (3.6)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada � ile gerçekte bir da¼g¬l¬m fonksiyonu olan C� kopulas¬n¬n

bir üreticisi, � ile de ba¼g¬ml¬l¬k parametresi gösterilmektedir. Burada � üreticisinin

farkl¬seçimleri ile özel ba¼g¬ml¬l¬k özelliklerini modelleyen farkl¬kopula aileleri elde

edilir. Örne¼gin � = �ln (t) olarak seçildi¼ginde
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C� (u1; u2) = ��1 (� (u1) + � (u2))

= exp f� (� ln (u1)� ln (u2))g

= exp fln (u1) + ln (u2)g

= exp fln (u1:u2)g

= u1:u2 (3.7)

biçiminde u1 ve u2�nin ortak da¼g¬l¬m¬elde edilir.

Gumbel kopulas¬:

·Iki de¼gi̧skenli Gumbel kopulas¬veya Gumbel-Hougaard kopulas¬aşa¼g¬daki biçimde

verilimektedir.

CGu� (u1; u2) = exp
h
� ((� lnu1)� + (� lnu2)�)

1
�

i
; � 2 [1;1) : (3.8)

� = 1 için ba¼g¬ms¬zl¬k durumu, �!1 için maksimum pozitif ba¼g¬ml¬l¬k vard¬r.

Clayton kopulas¬:

C� (u1; u2) = max
n�
u��1 + u��2 � 1

��1=�
; 0
o
; � > 0 (3.9)

lim
�!1

C� (u1; u2) = min fu1; u2g = CU (u)

� !1 için ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬maksimuma yaklaş¬r. Di¼ger taraftan,

lim
�!0

C� (u1; u2) = u1:u2 = CI (u)

� ! 0 için ba¼g¬ms¬zl¬k elde edilir.
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Koşullu da¼g¬l¬mlar¬:

C2=1 (u2=u1) =
@

@u1
C� (u) =

�
1 + u�1

�
u��2 � 1

���1� 1
�

C1=2 (u1=u2) =
@

@u2
C� (u) =

�
1 + u�2

�
u��1 � 1

���1� 1
�

C� için olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu:

c� (u) =
1 + �

(u1u2)
�+1

�
u��1 + u��2 � 1

��2� 1
�

Frank kopulas¬:

C� (u1; u2) = �
1

�
ln

�
1 +

(exp (��u1)� 1) (exp (��u2)� 1)
exp (��)� 1

�
; � 6= 0 (3.10)

C��n¬n limit durumlar¬:

lim
�!�1

C� = CL; lim
�!1

C� = CU ; lim
�!0

C� = CI

Koşullu da¼g¬l¬m¬:

C2=1 (u2=u1) =
exp (��u2)� exp (�� (u1 + u2))

1� exp (��)� (1� exp (��u1)) (1� exp (��u2))

Olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu:

c� (u) =
� exp (�� (u1 + u2)) (1� exp (��))

(exp (�� (u1 + u2))� exp (��u1)� exp (��u2) + exp (��))2
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3.3.3 Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kopula ailesi

Da¼g¬l¬m fonksiyonu

C� (u1; u2) = FU1 (u1)FU2 (u2) f1 + � (1� FU1 (u1)) (1� FU2 (u2))g ; j�j � 1

(3.11)

ve olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu

c� (u1; u2) = fU1 (u1) fU2 (u2) f1 + � (1� 2FU1 (u1)) (1� 2FU2 (u2))g

biçiminde tan¬mlan¬r.

U1 � U(0; 1) ve U2 � U(0; 1) için FGM da¼g¬l¬m fonksiyonu

C� (u1; u2) = u1u2 (1 + � (1� u1) (1� u2)) ; � 1 � � � 1

ve yo¼gunluk fonksiyonu

c� (u1; u2) = 1 + � (1� 2u1) (1� 2u2) ; � 1 � � � 1

biçimindedir (Nelsen 1998, Bairamov vd. 2001, Tank ve Gebizlioglu 2004 ).

3.3.4 Marshall-Olkin kopulalar¬

Kopulalar¬n son bir örne¼gi olarakMarshall-Olkin kopulalar¬verilebilir. Bileşenlerinden

sadece birini veya her ikisini de başar¬s¬zl¬¼ga u¼gratan belirli şoklara maruz kalan iki

bileşen ele al¬ns¬n. Şoklar ba¼g¬ms¬z oldu¼gu varsay¬lan zamanlarda ortaya ç¬k¬yorlar

ve s¬ras¬yla �1; �2 ve �12 parametreli üstel da¼g¬l¬ma sahiptirler. Her iki bileşeni de

etkileyen şok ise 12 alt indisi ile gösteriliyor. Gerçekleşen şok zamanlar¬ Z1; Z2 ve
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Z12 ile gösterilsin. Bileşenlerin s¬ras¬yla x1 ve x2�den daha uzun yaşamas¬olas¬l¬¼g¬

P (Z1 > x1)P (Z2 > x2)P (Z12 > max fx1; x2g) (3.12)

biçiminde ifade edilir. (3:12)�den yararlanarak �i 2 [0; 1] için

C�1;�2 (u1; u2) = min
�
u2:u

1��1
1 ; u1:u

1��2
2

	
(3.13)

şeklinde elde edilen kopulaya Marshall-Olkin kopulas¬veya genelleştirilmi̧s Cuadras-

Auge kopulas¬ denir. Burada �i = �12= (�i + �12) ; i = 1; 2�d¬r. Şimdiye kadar

sunulan kopulalar¬n aksine, bu kopula hem mutlak süreklili¼ge hem de tekil bir

bileşene sahiptir. Mutlak sürekli bileşenler için yo¼gunluk aşa¼g¬daki şekilde elde edilir.

@2

@u1@u2
C�1;�2 (u1; u2) =

8<: u��11 ; u�11 > u�22

u��22 ; u�11 < u�22

U1 ve U2 düzgün da¼g¬l¬mlar¬için bu kopula

P
�
U1 = U

�2=�1
2

�
=

�1�2
�1 + �2 � �1�2

şeklinde elde edilir (Nelsen 1998, Denuit vd. 2003, Cherubini vd. 2004).

3.4 Kopulalar Yoluyla Simülasyon

3.4.1 Eliptik kopulalar için simülasyon yöntemleri

Gaussian n kopula CNR :

� R �nin A Cholesky ayr¬̧s¬m¬bulunur

� N (0; 1) da¼g¬l¬m¬ndan n tane ba¼g¬ms¬z z =(z1; :::; zn)0 rasgele de¼gi̧skenleri elde

edilir.
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� x =Az eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬r.

� i = 1; 2; ::; n için ui = �(xi) �ler elde edilir.

� Fi �ler i: marjini göstermek üzere; (u1; :::; un)0 = (F1 (t1) ; :::; Fn (tn))0 denkli¼gi

yaz¬labilir.

Student t kopulas¬TR;m

� R �nin A Cholesky ayr¬̧s¬m¬bulunur

� N (0; 1) da¼g¬l¬m¬ndan n tane ba¼g¬ms¬z z =(z1; :::; zn)0 rasgele de¼gi̧skenleri elde

edilir.

� z �den ba¼g¬ms¬z �2m �den bir s rasgele de¼gi̧skeni simüle edilir.

� y =Az eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬r.

� x =
p
(m=s)y elde edilir.

� i = 1; 2; :::; n için ui = Tm (xi) �ler elde edilir.

� Fi �ler i: marjini göstermek üzere; (u1; :::; un)0 = (F1 (t1) ; :::; Fn (tn))0 denkli¼gi

yaz¬labilir.

3.4.2 Aŗsimedyan kopulalar için simülasyon yöntemleri

Teorem 3.2 (Cherubini vd. 2004): C (u1; :::; un) = '�1 (' (u1) + :::+ ' (un)) ; ' (:)

üreticisi ile n de¼gi̧skenli bir Aŗsimedyan kopulas¬olsun. k = 2; :::; n için

Ck (ukju1; :::; uk�1) =
'�1(k�1) (' (u1) + ' (u2) + :::+ ' (uk))

'�1(k�1) (' (u1) + ' (u2) + :::+ ' (uk�1))

ile verilen yöntemin sonucu, en çok kullan¬lan Gumbel, Frank ve Clayton aŗsimedyan

kopulalar¬için aşa¼g¬da verilmi̧stir.
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Gumbel n kopulas¬:

' (u) = (� ln (u))� üreticisi yard¬m¬yla Gumbel n kopulas¬

C (u1; :::; un) = exp

8<:�
"

nX
i=1

(� lnui)�
# 1
�

9=; ; � > 1
biçiminde elde edilir.

w = t
1
� ! t = w� oldu¼gunda

'�1 (w) = exp (�w) ve @w
@t
=
1

�
t
1
�
�1 =

1

�
w1��

eşitlikleri elde edilir. Böylece

'�1(1) (t) =
@'�1

@w

@w

@t
= �e�w 1

�
w1��

'�1(2) (t) =
@'�1(1)

@w

@w

@t
=
1

�2
e�ww1�2� (w � 1 + �)

olur. Bu yinelemeli bir formül de¼gildir.

Gumbel kopulas¬ndan (u1; :::; un)
0 rasgele de¼gi̧skenlerini üreten algoritma aşa¼g¬da

verilmi̧stir.

� U (0; 1)�den n tane ba¼g¬ms¬z (v1; :::; vn)0 rasgele de¼gi̧skenleri üretilir.

� u1 = v1 al¬n¬r.

� v2 = C2 (u2jv1) de yerine yaz¬l¬r. c1 = ' (u1) = (� ln (u1))� ve c2 = ' (u1) +

' (u2) = (� ln (u1))� + (� ln (u2))� olmak üzere

v2 =
'�1(1) (c2)

'�1(1) (c1)

eşitli¼gi u2�ye göre çözülebilir.
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� Benzer şekilde v3 = C3 (u3ju1; u2) = '�1(2)(c3)
'�1(2)(c2)

eşitli¼gi u3 için çözülür.

Clayton n kopulas¬:

' (u) = u���1 üreticisi yard¬m¬yla Cook ve Johnson ailesi olarak da bilinen Clayton

n kopulas¬

C (u1; :::; un) =

"
nX
i=1

u��i � n+ 1
#� 1

�

; � > 0

biçiminde elde edilir.

'�1 (t) fonksiyonunun türevleri,

'�1(1) (t) = � 1
�
(t+ 1)�

1
�
�1

'�1(2) (t) =
1

�

�+ 1

�
(t+ 1)�

1
�
�2

:::

'�1(k) (t) = (�1)k (�+ 1) (�+ 2) ::: (�+ k � 1)
�k

(t+ 1)�
1
�
�k

şeklinde elde edilir. Böylece Teorem 3.2 kullan¬larak Clayton kopulas¬ndan n tane

(u1; :::; un)
0 rasgele de¼gi̧skenlerini üretmek için simülasyon ad¬mlar¬aşa¼g¬daki algo-

ritmada verilmektedir.

� U (0; 1)�den n tane ba¼g¬ms¬z (v1; :::; vn)0 rasgele de¼gi̧skenleri üretilir.

� u1 = v1 al¬n¬r.

� v2 = C2 (u2jv1)�de yerine yaz¬l¬r. c1 = ' (u1) = u��1 �1 ve c2 = ' (u1)+' (u2) =

u��1 + u��2 � 2 olmak üzere
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v2 =
'�1(1) (c2)

'�1(1) (c1)

eşitli¼gi u2 için çözülür ve

v2 =

�
u��1 + u��2 � 1

u��1

�� 1
�
�1

u2 =
�
v��1

�
v
� �
�+1

2 � 1
�
+ 1
�� 1

�

bulunur.

� Benzer şekilde

v3 = C3 (u3ju1; u2) =
'�1(2) (c3)

'�1(2) (c2)
=

�
u��1 + u��2 + u��3 � 2
u��1 + u��2 � 1

�� 1
�
�2

u3 için de çözülebilir.

vn =

�
u��1 + u��2 + :::+ u��n � n+ 1
u��1 + u��2 + :::+ u��n�1 � n+ 2

�� 1
�
�n+1

un =
n�
u��1 + u��2 + :::+ u��n�1 � n+ 2

�
:
�
v

�
�(1�n)�1
n � 1

�
+ 1
o� 1

�

Frank n kopulas¬:

' (u) = ln
�
exp(��u)�1
exp(��)�1

�
üreticisi yard¬m¬yla Frank n kopulas¬

C (u1; :::; un) = �
1

�
ln

8>><>>:1 +
nQ
i=1

(e��ui � 1)

(e�� � 1)n�1

9>>=>>; ; � > 0; n � 3
biçiminde elde edilir.
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'�1 (t) fonksiyonunun türevleri:

'�1(1) (t) = � 1
�

�
et (e�� � 1)

1 + et (e�� � 1)

�
w =

et (e�� � 1)
1 + et (e�� � 1) olsun.

@w

@t
= �w (w � 1) ve '�1(1) (t) = � 1

�
w olur.

'�1(2) (t) =
@

@t

�
'�1(1) (t)

�
=

@

@w

�
'�1(1)

� @w
@t
=
1

�
w (w � 1)

ve benzer olarak

'�1(3) (t) =
@

@w

�
'�1(2)

� @w
@t
= � 1

�
w (w � 1) (2w � 1)

elde edilir. Genel durumu:

'�1(1) (t) = � 1
�
g1 (w) , g1 (w) = w

'�1(k) (t) = (�1)k 1
�
gk (w) , gk (w) = w (w � 1) g(1)k�1 (w) ; g

(1)
k�1 (w) =

@gk�1
@w

; k � 2

şeklinde elde edilir. Böylece Frank kopulas¬ndan n tane (u1; :::; un)
0 rasgele de¼gi̧sken-

lerini üretmek için simülasyon aşa¼g¬daki algoritmada verilmektedir.

� U (0; 1)�den n tane ba¼g¬ms¬z (v1; :::; vn)0 rasgele de¼gi̧skenleri üretilir.

� u1 = v1 al¬n¬r.

� v2 = C2 (u2jv1) de yerine yaz¬l¬r. c1 = ' (u1) = ln
�
exp(��u1)�1
exp(��)�1

�
ve c2 = ' (u1)+

' (u2) = ln
�
(exp(��u1)�1)(exp(��u2)�1)

(exp(��)�1)2

�
olmak üzere

v2 =
'�1(1) (c2)

'�1(1) (c1)

eşitli¼ginin u2�ye göre çözülmesi ile
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v2 = e
��u1 exp (��u2)� 1

exp (��)� 1 + (exp (��u1)� 1) (exp (��u2)� 1)

ve

u2 = �
1

�
ln

�
1 +

v2 (1� e��)
v2 (e��u1 � 1)� e��u1

�
elde edilir.

v3 = C3 (u3ju1; u2) =
'�1(2) (c3)

'�1(2) (c2)

denkleminde gerekenler yerine yaz¬l¬r. Burada c2 = ln
�
(exp(��u1)�1)(exp(��u2)�1)

(exp(��)�1)2

�
ve

c3 = ln
�
(exp(��u1)�1)(exp(��u2)�1)(exp(��u3)�1)

(exp(��)�1)3

�
d¬r. Elde edilen

v3 =
�
e�� � 1

� ��
e�� � 1

�
+
�
e��u1 � 1

� �
e��u2 � 1

��2
� (e��u3 � 1)�
(e�� � 1)2 + (e��u1 � 1) (e��u2 � 1) (e��u3 � 1)

�2
eşitli¼ginde x = e��u3�1; u3�e göre çözüldü¼günde 2. dereceden bir polinom eşitli¼gidir.

� Böyle devam edildi¼ginde, her uk de¼gi̧skeninin elde edili̧si k � 1 dereceden bir

polinom eşitli¼ginin çözümünü verir.

(Cherubini vd. 2004).

49



3.4.3. ·Iki de¼gi̧skenli simülasyon örnekleri

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Gaussian Kopula α=0.2
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Gaussian Kopula α=0.4
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Gaussian Kopula α=0.6
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1
Gaussian Kopula α=0.8

Şekil 3.1 ·Iki De¼gi̧skenli Gaussian Kopula Simülasyonlar¬
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Student t Kopula α=0.2
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Student t Kopula α=0.4
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Student t Kopula α=0.6
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Student t Kopula α=0.8

Şekil 3.2 ·Iki De¼gi̧skenli Student t Kopula Simülasyonlar¬
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Gumbel Kopula α=2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Gumbel Kopula α=3
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Gumbel Kopula α=4
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Gumbel Kopula α=5

Şekil 3.3 ·Iki De¼gi̧skenli Gumbel Kopula Simülasyonlar¬
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Şekil 3.6 ·Iki De¼gi̧skenli FGM Kopula Simülasyonlar¬
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3.5 S¬ra Say¬lar¬na Dayal¬Baz¬Ba¼g¬ml¬l¬k Katsay¬lar¬

Sklar Teoremine göre (X; Y ) rasgele çifti ile ili̧skili, marjinallerin monoton artan

dönüşümleriyle bile de¼gi̧smeyen tek bir kopula oldu¼gu bilinmektedir. Ba¼g¬ml¬veri-

lerin fonksiyonlar¬için örneklem bilgisinin büyük miktar¬n¬kaybetmeyen (Ri; Sj) ;

i; j = 1; ::; n s¬ra çiftlerinin istatistiklerine gerek vard¬r. Burada Ri ile X1; :::; Xn gö-

zlemlerinden Xi �nin s¬ras¬, Si ile Y1; :::; Yn gözlemlerinden Yi�nin s¬ras¬gösterilmek

üzere örnekleme dayal¬C kopulas¬n¬en iyi temsil eden amprik kopula Cn

Cn (u; v) =
1

n

nX
i=1

1

�
Ri
n+ 1

� u; Si
n+ 1

� v
�

biçiminde tan¬mlan¬r. Herhangi bir verilen (u; v) çifti için Cn (u; v) �nin bilinmeyen

C (u; v) niceli¼ginin C (u; v)�de yo¼gunlaşt¬¼g¬ve normal da¼g¬lm¬̧s büyük örneklemlerde

s¬raya dayal¬bir tahmin edici oldu¼gu gösterilebilir (Genest 2007).

3.5.1 Spearman�¬n � katsay¬s¬

Cn amprik kopulaya ba¼gl¬korelasyon

�n =

nX
i=1

�
Ri �R

� �
Si � S

�
s

nX
i=1

�
Ri �R

�2 �
Si � S

�2 2 [�1; 1]

ile tan¬mlan¬r. Burada R = 1
n

nX
i=1

Ri =
n+1
2
ve S = 1

n

nX
i=1

Si =
n+1
2
d¬r. Bu katsay¬

Pearson korelasyon katsay¬rn �e ba¼gl¬olarak

�n =
12

n (n+ 1) (n� 1)

nX
i=1

RiSi � 3
n+ 1

n� 1

eşitli¼gi ile de ifade edilebilir.
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C teorik kopulaya ba¼gl¬korelasyon

� = 12

Z
[0;1]2

uvdC (u; v)� 3

= 12

Z
[0;1]2

C (u; v) dvdu� 3

şeklindedir.

� = 12

Z
[0;1]2

uvdCn (u; v)� 3

=
12

n

nX
i=1

Ri
n+ 1

Si
n+ 1

� 3

=
n� 1
n+ 1

�n

olarak ifade edilebildi¼ginden �n; � �nun asimptotik tahmin edicisidir. Ayr¬ca n!1

iken Cn ! C olur (Hoe¤ding 1948).

3.5.2 Kendall�¬n � katsay¬s¬

Pn ve Qn s¬ras¬yla uyumlu (concordant) ve uyumsuz (discordant) çiftlerin say¬s¬n¬

gösterirken amprik durumda

�n =
Pn �Qn�

n
2

� =
4

n (n� 1)Pn � 1

biçiminde yaz¬labilir. (Xi; Yi) ; (Xj; Yj) çiftlerinin (Xi �Xj) (Yi � Yj) > 0 ise uyumlu,

(Xi �Xj) (Yi � Yj) < 0 ise uyumsuz oldu¼gu söylenir. (Xi �Xj) (Yi � Yj) = 0 du-

rumu ise ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n olmad¬¼g¬n¬gösterir.

(Xi �Xj) (Yi � Yj) > 0 () (Ri �Rj) (Si � Sj) > 0 oldu¼gundan �n�nin sadece gö-
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zlemlerin s¬ras¬n¬n bir fonksiyonu oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle �n; Cn�nin bir fonksiy-

onu olarak da yaz¬labilir.

i 2 f1; :::; ng için Iii = 1 ve i 6= j ikilileri için

Iij =

�
1; Xj < Xi; Yj < Yi
0; dy

olmak üzere uyumlu çiftlerin say¬s¬Pn

Pn =
1

2

nX
i=1

X
j 6=i

(Iij + Iji) =
nX
i=1

X
j 6=i

Iij = �n+
nX
i=1

nX
j=1

Iij

eşitli¼gi ile verilir. Burada (Xi �Xj) (Yi � Yj) > 0 () Iij + Iji = 1 d¬r.

Wi =
1

n

nX
j=!

Iij =
1

n
# fj : Xj � Xi; Yj � Yig

olmak üzere, W = (W1 + :::+Wn) =n ise

Pn = �n+ n2W ve �n = 4
n
n�1W � n+3

n�1

elde edilir. Burada

Wi = Cn

�
Ri
n+ 1

;
Si
n+ 1

�
ve

W =

Z
[0;1]2

Cn (u; v) dCn (u; v)

al¬nd¬¼g¬nda �n�nin Cn ile ba¼g¬nt¬l¬olarak yaz¬labilece¼gi görülür. n!1 iken Cn ! C

olaca¼g¬ndan

� = 4

Z
[0;1]2

C (u; v) dC (u; v)� 1

ile verilen Kendall�¬n ��su kitle versiyonunun asimptotik olarak yans¬z tahmin edici-

sidir (Hoe¤ding 1948).
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4. PARAMETRE TAHM·IN YÖNTEMLER·I

Bu bölümde (X; Y ) rasgele de¼gi̧sken çifti aras¬ndaki ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬n (C�) kop-

ula parametre ailesi ile modellendi¼gi düşünülmektedir. (X; Y )�den al¬nan rasgele

örneklem (X1; Y1); :::; (Xn; Yn) için belirlenen kopula modeline ait � ba¼g¬ml¬l¬k para-

metresi için "parametrik, yar¬ parametrik ve parametrik olmayan yöntemler" alt

başl¬klar¬nda tahmin etme yöntemleri hakk¬nda bilgiler verilmi̧stir (Genest ve Favre

2007).

4.1 Parametrik Yöntemler

4.1.1 En çok olabilirlik yöntemi (Maximum Likelihood Estimation-MLE)

fj , (j = 1; 2; :::; n)�ler tek de¼gi̧skenli marjinal olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonlar¬ve

c (F1 (x1) ; ::::; Fn (xn)) =
@nC (F1 (x1) ; :::; Fn (xn))

@F1 (x1) ; :::; @Fn (xn)

ile tan¬mlanan c kopula yo¼gunlu¼gu olmak üzere çok de¼gi̧skenli bir da¼g¬l¬m¬n kanonik

gösterimi,

f (x1; :::; xn) = c (F1 (x1) ; ::::; Fn (xn))

nY
j=1

fj (xj)

biçimindedir. Böyle bir gösterim, kopulalar¬n istatistiksel modellenmesinin marjinal

da¼g¬l¬mlar¬n belirlenmesi ve uygun kopula fonksiyonunun tan¬mlanmas¬şeklinde iki

ad¬mda yap¬labilmesi imkan¬n¬sa¼glar.

Örnek veri matrisi

� = fx1t; :::; xntgTt=1
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ile gösterilmek üzere log olabilirlik fonksiyonu

l (�) =
TX
i=1

log fc (F1 (x1t) ; ::::; Fn (xnt))g+
TX
t=1

nX
j=1

log fj (xjt)

biçimindedir. Burada � = (�1; :::; �n; �) marjinallere ve kopulaya ait parametre vek-

törüdür (Cherubini 2004).

4.1.2 Marjinallere ·Ili̧skin Ç¬karsama Fonksiyonlar¬

(Inference Functions for Marginals -IFM)

Burada � = (�1; :::; �n) parametre vektörüne ait tahmin vektörü b� olmak üzere,
tahmin iki ad¬mda yap¬l¬r.

Ad¬m 1: Tek de¼gi̧skenli marjinal da¼g¬l¬mlar¬n tahmininden

b� = Argmax
�

TX
t=1

nX
j=1

log fj (xjt; �)

elde edilir.

Ad¬m 2: Ad¬m 1 �de elde edilen b� ile kopula parametresi �
b� = Argmax

�

TX
t=1

log c
�
F1 (x1t) ; ::::; Fn (xnt) ;�;b��

tahmin edilir.

l log olabilirlik fonksiyonu, lj; j: marjinalin (j = 1; 2; :::; n) , lc kopulan¬n log olabilir-

lik fonksiyonu olmak üzere,

b�IFM =
�b�; b��0 için � @l1

@�1
; :::;

@ln
@�n

;
@lc
@�

�
= 00
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ve b�MLE =
�b�; b��0 için � @l

@�1
; :::;

@l

@�n
;
@l

@�

�
= 00

denklemlerinin çözülmesi gerekir.

Bu iki tahmin edici genelde birbirine eşit ç¬kmamaktad¬r. IFM tahmin edicisi MLE

tahmin edicisinden daha kolay hesaplan¬r. Joe (1997)�de IFM tahmin edicisinin MLE

tahmin edicisine göre asimptotik olarak daha "etkin" bir tahmin edici oldu¼gu gös-

terilmi̧stir (Joe 1997 ve Cherubini 2004).

4.2 Yar¬Parametrik Yöntemler

4.2.1 En çok sözde olabilirlik yöntemi

(Maximum Pseudolikelihood Estimation -MPE )

Klasik istatistikte maksimum en çok olabilirlik tahmini (MLE), özellikle � çok

boyutlu oldu¼gunda momentler yöntemine iyi bir alternatif tahmin edici olarak bilinir.

Özellikle s¬ralara dayal¬ bu ba¼g¬ml¬l¬k parametresinin tahmini ile ilgilenildi¼ginde

MLE yaklaş¬m¬n¬n uyarlanm¬̧s hali MPE yöntemidir. Bu yöntem, c� yo¼gunluklu

C��n¬n mutlak sürekli olmas¬n¬gerektirir ve

l (�) =
nX
i=1

log

�
c�

�
Ri
n+ 1

;
Si
n+ 1

��
(3.14)

biçimindeki log-likelihood fonksiyonunun s¬raya dayal¬en büyüklenmesini içerir.

Klasik log-likelihood fonksiyonunda bilinmeyen F ve G marjinal da¼g¬l¬mlar¬yaz¬l¬rsa

l (�) =
nX
i=1

log fc� (F (Xi) ; G (Yi))g
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eşitli¼gi elde edilir. Burada

Fn (x) =
1

n+ 1

nX
i=1

1 (Xi � x)

ve

Gn (y) =
1

n+ 1

nX
i=1

1 (Yi � y)

amprik da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬kullan¬ld¬¼g¬nda i = 1; :::; n için Fn (Xi) = Ri= (n+ 1)

ve Gn (Yi) = Si= (n+ 1) d¬r.

c
0

� (u; v) =
@c� (u; v)

@�

olmak üzere

l
0
(�) =

@

@�
l (�) =

nX
i=1

c
0
�

�
Ri
n+1
; Si
n+1

�
c�
�
Ri
n+1
; Si
n+1

� = 0
eşitli¼gini sa¼glayan b�n � N ��; v2

n

�
biçiminde tek bir b�n kökü vard¬r (Genest vd. 1995).
M ve N ortalamal¬pseudo gözlemlerinin iki kümesine göre hesaplanan örneklem

varyanslar¬s¬ras¬yla

b�2n = 1

n

nX
i=1

�
Mi �M

�2
ve b�2n = 1

n

nX
i=1

�
Ni �N

�2
olmak üzere v2 �nin tutarl¬bir tahmin edicisi

v2n =
b�2nb�2n
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ile verilmektedir (Genest vd. 1995).

Burada Mi ve Ni pseudo gözlemlerini bulmak için aşa¼g¬daki ad¬mlar izlenir.

� Ad¬m 1: (X1; Y1) ; :::; (Xn; Yn) orjinal veriler X1 < ::: < Xn olacak şekilde

s¬ralan¬r. R1 = 1; :::; Rn = n

� Ad¬m 2: L (�; u; v) = log c� (u; v) olmak üzere L� = @
@�
L (�; u; v), Lu =

@
@u
L (�; u; v) ve Lv = @

@v
L (�; u; v) türevleri hesaplan¬r.

� Ad¬m 3: Her i 2 f1; :::; ng için

Ni = L�

�b�n; i

n+ 1
;
Si
n+ 1

�

ve

Mi = Ni �
1

n

nX
j=i

L�

�b�n; j

n+ 1
;
Sj
n+ 1

�
Lu

�b�n; j

n+ 1
;
Sj
n+ 1

�

� 1
n

nX
Sj�Si

L�

�b�n; j

n+ 1
;
Sj
n+ 1

�
Lv

�b�n; j

n+ 1
;
Sj
n+ 1

�

pseudo gözlem de¼gerleri hesaplan¬r (Genest ve Favre 2007).

4.3 Parametrik Olmayan Yöntemler

Bu tahmin yöntemleri gözlemlerin s¬ralanmas¬esas¬na dayal¬d¬r.

4.3.1 Kendall�¬n ��suna dayal¬tahmin -KTE

FGM için Kendall�¬n � katsay¬s¬
�
� = 2

9
�
�
�ya ba¼gl¬parametre tahmini

e�n = 9

2
�n
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şeklinde yaz¬l¬r. Daha genel olarak bir g düzgün fonksiyonu için e¼ger � = g (�) ise

��n¬n Kendall tahmin edicisi e�n = g (�n) ile tan¬mlanabilir.
p
n
�n � �
4S

� N (0; 1)

Burada fWi =
1

n

nX
j=1

Iji =
1

n
# fj : Xi � Xj; Yi � Yjg

olmak üzere örneklem varyans¬

S2 =
1

n

nX
i=1

�
Wi +fWi � 2W

�2
biçimindedir. n ! 1 durumunda "Delta yöntemi" olarak da bilinen Slutsky teo-

reminin bir uygulamas¬ile

e�n � N ��; 1
n

n
4Sg

0
(�n)

o2�
şeklindedir. � için (1� p) düzeyindeki güven aral¬¼g¬e�n � zp=2 1p

n
4S
�
g
0
(�n)

�
ile bu-

lunur (Genest ve Favre 2007).

4.3.2 Spearman�n¬n ��suna dayal¬tahmin -SRE

FGM için Spearman�n¬n � katsay¬s¬
�
� = 1

3
�
�
�ya ba¼gl¬parametre tahmini

e�n = 3�n
olup genel ifadesi e�n = h (�n)
şeklindedir. Gaenssler ve Stute (1987)�de,

�n � N
�
�;
�2

n

�
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oldu¼gu sonucuna varm¬̧slard¬r. Delta yöntemiyle

e�n � N ��; 1
n

n
�nh

0
(�n)

o2�
oldu¼gu gösterilmi̧stir. Burada �2n; �

2 �nin uygun bir tahmin edicisidir. � için 1 � p

düzeyindeki güven aral¬¼g¬

e�n � z�=2 1p
n
�n

���h0 (�n)���
biçimindedir. Borkowf (2002)�de, C kopulas¬n¬n yerine Cn uygulan¬rsa, �2 için tutarl¬

bir tahmin edicinin

�2n = 144
�
�9A2n +Bn + 2Cn + 2Dn + 2"n

�
oldu¼gunu göstermi̧stir. Burada

An =
1

n

nX
i=1

Ri
n+ 1

Si
n+ 1

Bn =
1

n

nX
i=1

�
Ri
n+ 1

�2�
Si
n+ 1

�2

Cn =
1

n3

nX
i=1

nX
j=!

nX
k=1

Ri
n+ 1

Si
n+ 1

1 (Rk � Ri; Sk � Sj) +
1

4
� An

Dn =
1

n2

nX
i=1

nX
j=1

Si
n+ 1

Sj
n+ 1

max

�
Ri
n+ 1

;
Rj
n+ 1

�
ve

"n =
1

n2

nX
i=1

nX
j=1

Ri
n+ 1

Rj
n+ 1

max

�
Si
n+ 1

;
Sj
n+ 1

�
al¬nm¬̧st¬r (Genest ve Favre 2007).
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Çizelge 4.1 Baz¬kopula aileleri için parametre tahminleri

Aileler Parametre Aral¬¼g¬ Kendall�¬n � katsay¬s¬ Spearman�¬n � katsay¬s¬

Clayton � > 0 �
�+2

*

Frank � 6= 0 1� 4
�
[1�D1 (�)] 1� 12

�
[D1 (�)�D2 (�)]

Gumbel � � 1 1� ��1 *

FGM �1 � � � 1 2
9
� 1

3
�

Gaussian �1 < � < 1 2
�
arcsin (�) 6

�
arcsin

�
�
2

�
Dk (x) =

k
xk

xZ
0

tk

et�1dt; k = 1; 2 ile Debye fonksiyonu gösterilmektedir (Trivedi ve

Zimmer 2007).

4.4 Ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n Modellenmesi (Uygun Kopula Seçimi)

Ba¼g¬ms¬z olmayan çok de¼gi̧skenli da¼g¬l¬mlarla ilgilenildi¼ginde çok de¼gi̧skenli nor-

malli¼gin varsay¬m¬alt¬nda korelasyon katsay¬lar¬tahmin edilmektedir. Normal model

d¬̧s¬nda, lineer korelasyon genellikle ba¼g¬ml¬l¬¼g¬ölçmek için bir araç olarak da kul-

lan¬lmakla birlikte di¼ger ba¼g¬ml¬l¬k biçimleri de çok önemlidir. Finans, sigorta ve

hidroloji gibi di¼ger alanlarda do¼grusal ba¼g¬ml¬l¬kla ilgili çal¬̧smalar vard¬r (Cheru-

bini vd. 2004, Embrechts vd. 2002, 2003, McNeil vd. 2005, Genest ve Favre 2007).

Sklar teoremi (1959,1996) sürekli çok de¼gi̧skenli da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬için tek de¼gi̧skenli

marjinallerin ve çok de¼gi̧skenli ba¼g¬ml¬l¬k yap¬lar¬n¬n ayr¬ayr¬de¼gerlendirilebildi¼gini

ve ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬n "kopula" denilen bir yaklaş¬mla aç¬klanabildi¼gini göstermek-

tedir. Kopula, her bir bileşene tek de¼gi̧skenli marjinallerini veren olas¬l¬k integral

dönüşümlerinin uygulanmas¬ile elde edilen rasgele vektörlerin çok de¼gi̧skenli da¼g¬l¬m

fonksiyonudur. Daha geni̧s bilgiler Joe (1997), Nelsen (1999), Cherubini vd. (2004)

ve McNeil vd. (2005) kaynaklar¬nda vard¬r.
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Sklar Teoremine göre çok de¼gi̧skenli ba¼g¬ml¬l¬k çal¬̧smalar¬marjinal da¼g¬l¬mlar¬n ve

ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬n tahmini olmak üzere iki ad¬mda yap¬labilir. ·Ilk ad¬m¬n çok iyi

bilinmesi ile birlikte burada incelenmesi gereken ikinci ad¬md¬r.Yani uygun kopula

veya kopula ailesinin nas¬l seçilece¼gidir.

Bu bölümde, kopula seçiminde kullan¬lan model hatas¬için Kallenberg (2008)�de

üstel ve karmaş¬k ailelere göre verilen iki yaklaş¬mdan bahsedilmektedir. Her iki

yaklaş¬m için de gerçek model ile tahmini model aras¬ndaki toplam hata, model

hatas¬ve stokastik hata olarak iki parça halinde de¼gerlendirilmi̧stir.

4.4.1 Üstel Aileler-Kullback Leibler bilgisi

fk (u; v; �) = f0 (u; v) exp
nX

�jhj (u; v)�	k (�)
o

biçiminde ifade edilebilen fonskiyonlar¬n üstel aileden oldu¼gu söylenir. Burada �j =

(�1; :::; �k) ve 	k (�) = log

Z
fo (u; v) exp f

P
�jhj (u; v)g dudv şeklinde tan¬mlanan

normalleştirici fonksiyondur.

Gerçek iki de¼gi̧skenli f yo¼gunlu¼guna en yak¬n üstel aileyi veren fonksiyon "Kullback

Leibler bilgisi" yard¬m¬yla elde edilebilir.

Kullback Leibler bilgisi : (K)

K (f; fk (�)) = Ef log

�
f

fk (�)

�
= Ef log f � Ef log (fk (�))

= K (f; f0)�
(

kX
j=1

�jEfhj �	k (�)
)

= K (f; f0)�K (fk (�) ; f0) +
kX
j=1

�j (E�hj � Efhj)
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Amaç: min K (f; fk (�)) ya da max

(
kX
j=1

�jEfhj �	k (�)
)

K (f; f0) = K (f; fk (�)) +K (fk (�) ; f0)

� ! e�
= K

�
f; fk

�e���+K �fk �e�� ; f0�

K (f; fk (�)) = K
�
f; fk

�e���+K �fk �e�� ; fk (�)�
f0 ! fk (�)

K
�
f; fk

�b��� = K
�
f; fk

�e���+K �fk �e�� ; fk �b���
� ! b�(MLE)

Toplam Hata = Model Hatas{+ Stokastik Hata

Burada � = (�1; :::; �k) olmak üzere b� ile (U1; V1) ; :::; (Un; Vn) gözlemleri için maksi-
mum en çok olabilirlik tahmin edicileri gösterilmektedir. E�h =

Z
hdG eşitli¼ginin �

için çözümü olan e�; birim kare üzerinde bir G da¼g¬l¬m fonksiyonuna eklenen fonksiy-
oneldir. f ile gerçek yo¼gunluk fonksiyonu, f0 ile başlang¬çta önerilen kopula ve fk (�)

ile herhangi bir üstel ya da karmaş¬k kapula ailesi gösterilmektedir.

4.4.2 Karmaş¬k Aileler-L2 Normu

fo ilk önerilen kopula olmak üzere log (f=f0) yaklaş¬m¬n¬n yerine hj fonskiyonlar¬n¬n

do¼grusal bir bileşimini veren f � f0 yaklaş¬m¬ile

fk (u; v; �)= f 0 (u; v)+

kX
j=1

�jhj (u; v)

biçiminde tan¬mlanmaktad¬r. Burada
Z 1

0

hj (u; v) du = 0 ve
Z 1

0

hj (u; v) dv = 0
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olmas¬ fk (�) alt¬nda U ve V nin her ikisinin de marjinal da¼g¬l¬mlar¬n¬n düzgün

da¼g¬l¬m oldu¼gunu ifade eder. Frank, Plackett, Gumbel, Joe Clayton, Asimetrik Gum-

bel ve Gonzalo-Olmo kopulalar¬karmaş¬k aileler s¬n¬f¬ndand¬r.

L2 normu : (k�k2)

L2 normu ile f ve g nin iç çarp¬m¬s¬ras¬yla

kfk2 =

8<:
1Z
0

1Z
0

f (u; v)2 dudv

9=;
1=2

ve hf; gi =
1Z
0

1Z
0

f (u; v) g (u; v) dudv

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r. f; f0 2 L2 olsun. Yani kfk2 <1; kf0k2 <1 d¬r. L2 eşitli¼gi

ile

f (u; v)� f0 (u; v) =
1X
j=1

hf � f0; hjihj (u; v)

yaz¬labilir. �j = hf � f0; hji = e�j al¬nmas¬ ile kf � fk (�)k22 minimize edilir. (e�j :
j = 1; :::; k için f � f0 ¬n j: Fourier katsay¬s¬.)

e�j (F ) = 1Z
0

1Z
0

hjdF �
1Z
0

1Z
0

hjdF0

(U1; V1) ; :::; (Un; Vn) gözlemlerine dayal¬b�j tahmini
b�j = e�j (Fn) = hj � Ef0hj

ile verilmektedir. Üstel ailedeki gibi Ee�h = Efh oldu¼gu görülmektedir. Burada Fn;
amprik da¼g¬l¬m fonksiyonudur.

� f; f0 2 L2 ve e�j = hf � f0; hji olarak al¬n¬rsa
kf � f0k22 =




f � fk �e��


2
2
+



fk �e��� f0


2

2

� Her � 2 IRk için
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kf � fk (�)k22 =



f � fk �e��


2

2
+



fk �e��� fk (�)


2

2
; f0 ! fk (�)




f � fk �b��


2
2
=




f � fk �e��


2
2
+



fk �e��� fk �b��


2

2
; � ! b�

Toplam Hata = Model Hatas{+ Stokastik Hata

� e� (F ) fonksiyonu kf � fk (�)k22 ve e�j = hf � f0; hji ifadelerini minimum yapar.
� Maksimum en çok olabilirlik tahmin edicisi b� = e� (Fn) ile verilmektedir.
� Model hatas¬indirgendi¼ginde




fk �e��� f0


2
2
=

kX
j=1

e�2j eşitli¼gi yard¬m¬yla çözülebilir.
Üstel ve karmaş¬k ailelerin her ikisi için de fk (u; v; �) fonksiyonlar¬ndaki (h1; h2; :::; hk)

fonksiyonlar¬n¬n seçimi için Legendre polinomlar¬kullan¬lmaktad¬r (Kallenberg, 2008).
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5. ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I KUANT·ILLERE DAYALI KOŞULLU R·ISKE

MARUZ DE¼GER

Ba¼g¬ml¬riskleri ölçmek için VaR�¬n ötesindeki kuyruk bölgesinin ortalamas¬n¬tah-

min eden uyumlu bir risk ölçüsü olan CVaR ölçüsü benimsenmekte ve portföy op-

timizasyonunda s¬kça kullan¬lmaktad¬r. CVaR ile ilgilenilmesinin ana nedenlerinden

biri, kredi veya reasürans taahhüdü gibi riskler için önemli olan kuyruk riskinin elde

edilebilmesidir. Bir portföyün CVaR�¬baz¬durumlarda lineer programlama yöntemi

kullan¬larak hesaplanmaktad¬r. E¼ger portföyün boyutu büyükse, portföy CVaR�¬n¬

hesaplamak zaman ald¬¼g¬ndan Xubiao (2008) daha basit ve h¬zl¬sonuç veren s¬ra

istatisti¼gi tahmin yöntemi kullanm¬̧st¬r.

Çal¬̧sman¬n özgün k¬s¬m¬n¬oluşturan bu bölümde, Chen ve Welsh (2002)�de verilen

iki de¼gi̧skenli Kuzey-Güney (NS) kuantil noktalar¬n¬(V aR� (p1; p2)) elde etme yön-

temi ile Hürlimann (2004)�¬n önerdi¼gi iki de¼gi̧skenli durum için CVaR bulma yöntemi

ele al¬nm¬̧s ve ba¼g¬ml¬risklerin modellenmesi için uyarlanarak kullan¬lm¬̧st¬r.

Düzgün marjinal da¼g¬l¬mlar ile verilen iki ba¼g¬ml¬ risk de¼gi̧skenine ait ba¼g¬ml¬l¬k

yap¬s¬Frank, Gumbel, Clayton kopulalar¬ve FGM kopula aileleri ile verildi¼ginde

5.1.alt bölümde elde edilen V aR� (p1; p2) vektörü için CV aR� (p1; p2) ba¼g¬ml¬iki

de¼gi̧skenli vektörleri 5.2. alt bölümde incelenmektedir. Ayr¬ca V aR� (p1; p2) ve

CV aR� (p1; p2) de¼gerlerinin �; p1; p2 paremetre de¼gerlerine göre de¼gi̧simleri çizelgeler

ve gra�klerle gösterilmektedir.
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5.1 ·Iki De¼gi̧skenli Kuzey-Güney(NS) Kuantil Noktalar¬

·Iki de¼gi̧skenli durum için toplam olas¬l¬k koşulunun do¼gal genellemelerini sa¼glayan

kuantil noktalar¬n¬tan¬mlamak amac¬yla önce X rasgele de¼gi̧skeninin da¼g¬l¬m¬kul-

lan¬larak R2 �de kolayl¬k için güneyden kuzeye yön seçilir. Her (a; b) 2 R2 noktas¬

için R2

A1 =
n
(x1; x2)

0
: x2 � b

o
A2 =

n
(x1; x2)

0
: x1 � a; x2 � b

o
A3 =

n
(x1; x2)

0
: x1 � a; x2 � b

o
bölgelerine ayr¬l¬r. Burada (a; b) noktas¬(P (A2) ; P (A3)) iki de¼gi̧skenli kuantil nok-

tas¬olarak düşünülebilir. Bu bölge tan¬mlamalar¬, iki de¼gi̧skenli da¼g¬l¬m fonksiyonu

F (x1; x2) = P (X1 � x1; X2 � x2) yard¬m¬yla da ifade edilebilir. F2 ile X2�nin mar-

jinal da¼g¬l¬m fonksiyonu gösterilmek üzere ve tek de¼gi̧skenli kuantil bilgisine göre

aşa¼g¬daki tan¬m verilebilir.

Tan¬m 5.1.(Chen ve Welsh 2002): (p1; p2) . NS iki de¼gi̧skenli kuantil noktas¬

� (p1; p2) =
�
F�112 (p1; p2) ; F

�1
2 (p1 + p2)

�
(5.1)

şeklinde � (p1; p2) vektörü ile tan¬mlans¬n. Bileşenleri, p1; p2 � 0 ve p1 + p2 � 1 için

F�12 (p1 + p2) = inf fx2 : F2 (x2) � p1 + p2g (5.2)

ve

F�112 (p1; p2) = inf
�
x1 : F

�
x1; F

�1
2 (p1 + p2)

�
� p1

	
(5.3)

biçiminde ifade edilir. p: NS iki de¼gi̧skenli kuantil noktas¬ � (p) = �
�
1
2
p; 1

2
p
�
;

0 � p � 1 ile tan¬mlan¬r ve �
�
1
2

�
NS iki de¼gi̧skenli medyan noktas¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r.
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5.1.1 Baz¬kopulalar için iki de¼gi̧skenli kuantiller

U1 ve U2 s¬ras¬yla C1 (u1) ve C2 (u2) ile marjinal da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬na sahip düzgün

marjinalli iki ba¼g¬ml¬sürekli rasgele de¼gi̧sken olsun. Bu iki U1 ve U2 ba¼g¬ml¬ras-

gele de¼gi̧skenlerin ba¼g¬ml¬l¬k yap¬lar¬n¬n Clayton, Frank, Gumbel ve FGM ile ifade

edildi¼gi durumlar için elde edilen iki de¼gi̧skenli kuantilleri s¬ras¬yla V aRCl (p1; p2) ;

V aRF (p1; p2) ; V aR
Gu (p1; p2) ve V aRFGM (p1; p2) ile gösterilmektedir. F da¼g¬l¬m

fonksiyonu yerine C kopula fonksiyonu kullan¬larak FGM kopulas¬için iki de¼gi̧skenli

NS kuantil noktlar¬na ait bileşenler özgün bir biçimde (5:2) ve (5:3) eşitlikleri ile

ifade edilmi̧stir.

Clayton kopula :

C� (u1; u2) =
�
u��1 + u��2 � 1

��1=�
; � > 0

V aR (p1; p2) =
�
C�112 (p1; p2) ; C

�1
2 (p1 + p2)

�

C�12 (p1 + p2) = inf fu2 : C2 (u2) � p1 + p2g

= inf fu2 : u2 � p1 + p2g

= p1 + p2

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : C

�
u1; C

�1
2 (p1 + p2)

�
� p1

	
= inf fu1 : C (u1; p1 + p2) � p1g

= inf
n
u1 :

�
u��1 + (p1 + p2)

�� � 1
��1=� � p1

o
= inf

�
u1 :

�
u��1 + (p1 + p2)

�� � 1
�
� p��1

	
= inf

n
u1 : u1 �

�
p��1 � (p1 + p2)�� + 1

��1=�o
=

�
p��1 � (p1 + p2)�� + 1

��1=�
V aRCl (p1; p2) =

��
p��1 � (p1 + p2)�� + 1

��1=�
; p1 + p2

�
; � > 0; p1; p2 � 0; p1+p2 � 1
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Frank kopula :

C� (u1; u2) = �
1

�
ln

�
1 +

(e��u1 � 1) (e��u2 � 1)
e�� � 1

�
; � 6= 0

C�12 (p1 + p2) = inf fu2 : C2 (u2) � p1 + p2g

= inf fu2 : u2 � p1 + p2g

= p1 + p2

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : C

�
u1; C

�1
2 (p1 + p2)

�
� p1

	
= inf fu1 : C (u1; p1 + p2) � p1g

= inf

(
u1 : �

1

�
ln

 
1 +

(e��u1 � 1)
�
e��(p1+p2) � 1

�
e�� � 1

!
� p1

)

= inf

(
u1 : 1 +

(e��u1 � 1)
�
e��(p1+p2) � 1

�
e�� � 1 � e��p1

)
= inf

�
u1 :

�
e��u1 � 1

� �
e��(p1+p2) � 1

�
�
�
e��p1 � 1

� �
e�� � 1

�	
= inf

�
u1 :

�
e��u1 � 1

�
� (e��p1 � 1) (e�� � 1)

(e��(p1+p2) � 1)

�
= inf

�
u1 : e

��u1 � 1 + (e
��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

�
= inf

�
u1 : u1 � �

1

�
ln

�
1 +

(e��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

��
= � 1

�
ln

�
1 +

(e��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

�

V aRF (p1; p2) =

�
� 1
�
ln

�
1 +

(e��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

�
; p1 + p2

�
� 6= 0; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1
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Gumbel kopula :

CGu� (u1; u2) = exp
h
� ((� lnu1)� + (� lnu2)�)

1
�

i
; � 2 [1;1)

C�12 (p1 + p2) = inf fu2 : C2 (u2) � p1 + p2g

= inf fu2 : u2 � p1 + p2g

= p1 + p2

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : C

�
u1; C

�1
2 (p1 + p2)

�
� p1

	
= inf fu1 : C (u1; p1 + p2) � p1g

= inf
n
u1 : exp

h
� ((� lnu1)� + (� ln (p1 + p2))�)

1
�

i
� p1

o
= inf

n
u1 : � ((� lnu1)� + (� ln (p1 + p2))�)

1
� � ln p1

o
= inf fu1 : (� lnu1)� + (� ln (p1 + p2))� � (� ln p1)�g

= inf fu1 : (� lnu1)� � (� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�g

= inf
n
u1 : � lnu1 � [(� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�]

1
�

o
= inf

n
u1 : u1 � exp

�
� [(� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�]

1
�

�o
= exp

�
� ((� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�)

1
�

�

V aRGu (p1; p2) =

�
e

�
�((� ln p1)��(� ln(p1+p2))�)

1
�

�
; p1 + p2

�
,

� 2 [1;1) ; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1
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FGM kopula :

C� (u1; u2) = u1u2 (1 + � (1� u1) (1� u2))

V aR (p1; p2) =
�
C�112 (p1; p2) ; C

�1
2 (p1 + p2)

�

C�12 (p1 + p2) = inf fu2 : C2 (u2) � p1 + p2g

= inf fu2 : u2 � p1 + p2g

= p1 + p2

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : C

�
u1; C

�1
2 (p1 + p2)

�
� p1

	
= inf fu1 : C (u1; p1 + p2) � p1g

= inf fu1 : u1 (p1 + p2) (1 + � (1� u1) (1� (p1 + p2))) � p1g

= inf

8>>><>>>:
u1 : p1u1 + p2u1 � �p1u21 � �p21u1 � �p2u21 � �p22u1
+�p21u

2
1 + �p

2
2u
2
1 + �p1u1 + �p2u1 � 2�p1p2u1
+2�p1p2u

2
1 � p1

9>>>=>>>;
= inf

8<: u1 : (p1 + p2)u1 � � (p1 + p2)u21 � � (p21 + 2p1p2 + p22)u1
+� (p21 + 2p1p2 + p

2
2)u

2
1 + � (p1 + p2)u1 � p1

9=;
= inf

8<: u1 : (p1 + p2)u1 + � (p1 + p2)u1 � � (p21 + 2p1p2 + p22)u1
�� (p1 + p2)u21 + � (p21 + 2p1p2 + p22)u21 � p1

9=;
= inf

8<: u1 : (p1 + p2)u1 + � (p1 + p2)u1 � � (p1 + p2)2 u1
�� (p1 + p2)u21 + � (p1 + p2)

2 u21 � p1

9=;
= inf

8<: u1 :
�
� (p1 + p2)

2 � � (p1 + p2)
�
u21

+
�
(p1 + p2) + � (p1 + p2)� � (p1 + p2)2

�
u1 � p1

9=;
= inf

8<: u1 :
�
� (p1 + p2)

2 � � (p1 + p2)
�
u21

+
�
(p1 + p2) + � (p1 + p2)� � (p1 + p2)2

�
u1 � p1 � 0

9=;
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a =
�
� (p1 + p2)

2 � � (p1 + p2)
�
= � (p1 + p2) [p1 + p2 � 1]

b =
�
(p1 + p2) + � (p1 + p2)� � (p1 + p2)2

�
c = �p1

olmak üzere

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : au

2
1 + bu1 + c � 0

	
şeklinde yeniden düzenlenen C�112 (p1; p2) eşitli¼gi a > 0 ve a < 0 olarak iki durumda

incelenmelidir.

(b=a) = b1; (c=a) = c1 olmak üzere � = b21� 4c1 > 0 ise u1 de¼gi̧skenine ait u11 ve u12
kökleri

u11 =
�b1 �

p
�

2
ve u12 =

�b1 +
p
�

2

biçimindedir.

�1 � � < 0 için a > 0 oldu¼gundan

C�112 (p1; p2) = inf

�
u1 : u

2
1 +

b

a
u1 +

c

a
� 0
�

= inf fu1 : (u1 � u11) (u1 � u12) � 0g

1:durum = inf fu1 : (u1 � u11) � 0 ve (u1 � u12) � 0g

= inf fu1 : u1 � u11 ve u1 � u12g

2:durum = inf fu1 : (u1 � u11) � 0 ve (u1 � u12) � 0g

inf fu1 : u1 � u11ve u1 � u12g

C�112 (p1; p2) = max (u11 ; u12 ) (1.durumdan)

= u12

=
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�

p = p1+ p2 olmak üzere Ek 1�de � > 0 koşulunun �2 (p� 1)2 > 2�(p�2p2)(1�p)
p

� 1 ,

� 6= 0; (0 < p1 + p2 < 1) ifadesine denk ç¬kt¬¼g¬gösterilmi̧stir.
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0 < � � 1 için a < 0 oldu¼gundan

C�112 (p1; p2) = inf
�
u1 : u

2
1 + b1u1 + c1 � 0

	
= inf fu1 : (u1 � u11) (u1 � u12) � 0g

1:durum = inf fu1 : (u1 � u11) < 0 ve (u1 � u12) � 0g

= inf fu1 : u1 < u11 ve u1 � u12g

= u12

2:durum = inf fu1 : (u1 � u11) � 0 ve (u1 � u12) < 0g

inf fu1 : u1 � u11ve u1 < u12g

= u11

C�112 (p1; p2) = (u11 ya da u12 )

= 0 < u11 < 1 oldu¼gundan

= u11

=
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�

V aRFGM (p1; p2) =

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
;

0 < � � 1; 0 < p1 + p2 < 1 , p1; p2 � 0

b1 =

�
(p1 + p2) + � (p1 + p2)� � (p1 + p2)2

��
� (p1 + p2)

2 � � (p1 + p2)
�

c1 = �
p1�

� (p1 + p2)
2 � � (p1 + p2)

�

p = p1 + p2 o.ü. �2 (p� 1)2 >
2� (p� 2p2) (1� p)

p
� 1 (� > 0) (koşul)
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Clayton, Frank ,Gumbel ve FGM kopulalar¬için iki de¼gi̧skenli kuantiller s¬ras¬yla

V aRCl (p1; p2) =
��
p��1 � (p1 + p2)�� + 1

��1=�
; p1 + p2

�
� > 0; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1

V aRF (p1; p2) =

�
� 1
�
ln

�
1 +

(e��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

�
; p1 + p2

�
� 6= 0; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1

V aRGu (p1; p2) =
�
exp (� (� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�)1=� ; p1 + p2

�
� 2 [1;1) ; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1

V aRFGM (p1; p2) =

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
�1 � � < 0; 0 < p1 + p2 < 1 ; p1; p2 � 0 (5.3a)

V aRFGM (p1; p2) =

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
0 < � � 1; 0 < p1 + p2 < 1; p1; p2 � 0; (5.3b)

b1 =

�
(p1 + p2) + � (p1 + p2)� � (p1 + p2)2

��
� (p1 + p2)

2 � � (p1 + p2)
�

c1 = �
p1�

� (p1 + p2)
2 � � (p1 + p2)

�
p = p1 + p2 o.ü. �2 (p� 1)2 >

2� (p� 2p2) (1� p)
p

� 1 (koşul) (5.4)

biçiminde elde edilmi̧slerdir.
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5.2 Çok De¼gi̧skenli Koşullu Riske Maruz De¼ger

X = (X1; X2; :::; Xn) bir rasgele vektör olsun. SX (x) ile n� de¼gi̧skenli yaşam fonksiy-

onu, �X (x) ile s¬n¬rl¬hasar (stop-loss) dönüşüm vektörü vemX (x) ile ortalama aşan

vektör

SX (x) = P (X1 > x1; X2 > x2; :::; Xn > xn)

�X (x) =
�
�1X (x) ; �

2
X (x) ; :::; �

n
X (x)

�
mX (x) =

�
m1
X (x) ;m

2
X (x) ; :::;m

n
X (x)

�
gösterilmek üzere bileşenleri

�iX (x) =

Z 1

xi

SX (x1; :::; xi�1; t; xi+1; :::; xn) dt; i = 1; :::; n: (5.5)

mi
X (x) = E [Xi � xijXj > xj; j = 1; :::; n]

ve aralar¬ndaki ba¼g¬nt¬

�iX (x) = SX (x) :m
i
X (x) ; i = 1; :::; n:

biçiminde ifade edilir.

p güven seviyesi için bir risk vektörünün koşullu riske maruz de¼geri

CV aRp (X) =
�
CV aR1p (X) ; CV aR

2
p (X) ; :::; CV aR

n
p (X)

�
ile tan¬mlan¬r.

V aRp (X) = (V aRp (X1) ; :::; V aRp (Xn))
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olmak üzere i: bileşeni

CV aRip (X) = E [Xi � V aR� (Xj) jXj > V aR� (Xj) ; j = 1; :::; n]

= mi
X [V aRp (X)]

=
�iX [V aRp (X)]

SX [V aRp (X)]
; (5.6)

eşitli¼gi ile bulunur.

S =
nX
i=1

Xi toplam risk olmak üzere, p güven seviyesi için X = (X1; X2; :::; Xn)

komonotonik rasgele vektörü bilindi¼ginde S�e ili̧skin çok de¼gi̧skenli koşullu riske

maruz de¼ger

CV aRp (SjX) =
nX
i=1

CV aRip (Xi) (5.7)

şeklinde ifade edilir (Sonuç 2.7, Denuit vd. 2005, Hürlimann 2004).

Bu çal¬̧smada, FGM için CVaR risk ölçüsüne ait bulunan bileşenler toplam¬, altto-

plamsall¬k özelli¼ginden dolay¬

CV aRp (SjX) �
nX
i=1

CV aRip (Xi)

şeklinde üst s¬n¬r olarak kabul edilmi̧stir.

5.2.1 ·Iki de¼gi̧skenli NS kuantil noktalar¬na dayal¬koşullu riske maruz

de¼ger (CVaR)

U1 ve U2 , U (0; 1) da¼g¬l¬ml¬iki ba¼g¬ml¬rasgele de¼gi̧sken olsun. 5.1.1. bölümde bulu-

nan her bir V aRCl (p1; p2) ; V aRF (p1; p2) ; V aRGu (p1; p2) ve V aRFGM (p1; p2) de¼ger-

leri için iki de¼gi̧skenli CV aR lar bu bölümde elde edilecektir. Bu bölümde ele al¬nan

kopula fonksiyonlar¬için gerekli olacak yaşam kopulalar¬(SClU (u) ; S
F (u) ; SGuU (u)
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ve SFGMU (u)) Ek2�de elde edilmi̧stir. � ba¼g¬ml¬l¬k parametresi ile ba¼g¬ml¬risk gru-

plar¬na ait de¼gerlerin bulundu¼gunu belirtmek için V aRp ve CV aRp yerine s¬ras¬yla

V aR� ve CV aR� gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r.

5.2�de aç¬klanan iki de¼gi̧skenli durumda bahsedilen tan¬mlamalar yeniden yap¬l¬rsa;

V aR� (U) = (V aR� (U1) ; V aR� (U2))

olmak üzere CV aR� (U) = (CV aR1� (U) ; CV aR
2
� (U)) vektörüne ait bileşenler (5:6)

denkleminden

CV aRi� (U) = E [Ui � V aR� (Uj) jUj > V aR� (Uj) ; j = 1; 2]

= mi
X [V aR� (U)]

=
�iU [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]
; (5.8)

yaz¬l¬r. Burada (�1U (u) ; �
2
U (u)) s¬n¬rl¬ hasar (stop-loss) dönüşüm vektörü olmak

üzere bileşenler (5.5)�den

�1U (u) =

Z 1

u1

SU (t; u2) dt (5.9)

ve

�2U (u) =

Z 1

u2

SU (u1; t) dt (5.10)

biçimindedir. 5.1.1. bölümde bulunan iki de¼gi̧skenli NS kuantil noktalar¬ � ve S

fonksiyonlar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda istenilen kopulalar için iki de¼gi̧skenli NS kuantil

noktalar¬na dayal¬koşullu riske maruz de¼gerler elde edilmi̧s olur.
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Clayton için CVaR:

C� (u1; u2) =
�
u��1 + u��2 � 1

��1=�
; � > 0

V aRCl (p1; p2) =
��
p��1 � (p1 + p2)�� + 1

��1=�
; p1 + p2

�
, � > 0; p1; p2 � 0; p1+p2 � 1

SClU (u) = 1� u1 � u2 +
�
u��1 + u��2 � 1

��1=�
(�1U (u) ; �

2
U (u)) s¬n¬rl¬hasar (stop-loss) dönüşüm vektörüne ait bileşenler (5:9) ve

(5:10) eşitlikleri yard¬m¬yla

�1U (u) =

Z 1

u1

�
1� t� u2 +

�
t�� + u��2 � 1

��1=� �
dt

ve

�2U (u) =

Z 1

u2

�
1� u1 � t+

�
u��1 + t�� � 1

��1=� �
dt

elde edilir. V aRCl (p1; p2) bileşenleri � ve S fonksiyonlar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (5:8)

denklemi yard¬m¬yla Clayton kopulas¬için iki de¼gi̧skenli CVaR elde edilebilir.

Frank için CVaR :

C� (u1; u2) = �
1

�
ln

�
1 +

(e��u1 � 1) (e��u2 � 1)
e�� � 1

�
; � 6= 0

V aRF (p1; p2) =

�
� 1
�
ln

�
1 +

(e��p1 � 1) (e�� � 1)
(e��(p1+p2) � 1)

�
; p1 + p2

�
;

� 6= 0; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1

SFU (u) = 1� u1 � u2 �
1

�
ln

�
1 +

(e��u1 � 1) (e��u2 � 1)
e�� � 1

�

(�1U (u) ; �
2
U (u)) stop - loss dönüşüm vektörüne ait bileşenler (5:9) ve (5:10) eşitlikleri
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yard¬m¬yla

�1U (u) =

Z 1

u1

�
1� t� u2 �

1

�
ln

�
1 +

(e��t � 1) (e��u2 � 1)
e�� � 1

��
dt

ve

�2U (u) =

Z 1

u2

�
1� u1 � t�

1

�
ln

�
1 +

(e��u1 � 1) (e��t � 1)
e�� � 1

��
dt

elde edilir. V aRF (p1; p2) bileşenleri � ve S fonksiyonlar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (5:8)

denklemi yard¬m¬yla Frank kopulas¬için iki de¼gi̧skenli CVaR elde edilebilir.

Gumbel için CVaR :

CGu� (u1; u2) = exp
h
� ((� lnu1)� + (� lnu2)�)

1
�

i
; � 2 [1;1)

V aRGu (p1; p2) =
�
exp

�
� ((� ln p1)� � (� ln (p1 + p2))�)

1
�

�
; p1 + p2

�
;

� 2 [1;1) ; p1; p2 � 0; p1 + p2 � 1

SGuU (u) = 1� u1 � u2 + exp
h
� ((� lnu1)� + (� lnu2)�)

1
�

i

(�1U (u) ; �
2
U (u)) s¬n¬rl¬hasar (stop-loss) dönüşüm vektörüne ait bileşenler (5:9) ve

(5:10) eşitlikleri yard¬m¬yla

�1U (u) =

Z 1

u1

�
1� t� u2 + exp

h
� ((� ln t)� + (� lnu2)�)

1
�

i�
dt

ve

�2U (u) =

Z 1

u2

�
1� u1 � t+ exp

h
� ((� lnu1)� + (� ln t)�)

1
�

i�
dt

elde edilir. V aRGu (p1; p2) bileşenleri � ve S fonksiyonlar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

(5:8) denklemi yard¬m¬yla Gumbel kopulas¬için iki de¼gi̧skenli CVaR elde edilebilir.
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FGM için CVaR:

CFGM� (u1; u2) = u1u2 [1 + � (1� u1) (1� u2)] ;�1 � � � 1

kopulas¬na ba¼gl¬yaşam fonksiyonu Ek 2�de

SFGMU (u) = (1� u1) (1� u2) (1 + �u1u2)

şeklinde bulunmuştur.

(�1U (u) ; �
2
U (u)) s¬n¬rl¬hasar (stop-loss) dönüşüm vektörüne ait bileşenler (5:9) ve

(5:10) eşitlikleri yard¬m¬yla

�1U (u) =

Z 1

u1

(1� t) (1� u2) (1 + �tu2) dt

= �1
6
(u1 � 1)2 (u2 � 1) (�u2 + 2�u1u2 + 3) (5.11)

ve

�2U (u) =

Z 1

u2

(1� u1) (1� t) (1 + �u1t) dt

= �1
6
(u1 � 1) (u2 � 1)2 (�u1 + 2�u1u2 + 3) (5.12)

biçiminde elde edilir.

(�1 � � < 0) için (5:3a)�da bulunan V aRFGM (p1; p2) bileşenleri � ve S fonksiyon-

lar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (5:8) denklemi yard¬m¬yla FGM kopulas¬için

CV aR� (U) =
�
CV aR1� (U) ; CV aR

2
� (U)

�
vektörü aşa¼g¬da elde edilmektedir.
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SU [V aR� (U)] = SU
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= SU

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
=

�
1� 1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

��
(1� (p1 + p2))

�
�
1 + �

1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)

�

�1U [V aR� (U)] = �1U
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= �1U

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
= �1

6

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
� 1
�2
(p1 + p2 � 1)

�
�
� (p1 + p2) + 2�

1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�

CV aR1� (U) =
�1U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]

=
1

6
�
�
�
1
2

p
b21 � 4c1 � 1

2
b1

�
(p1 + p2) + 1

�
�
�
� (p1 + p2)� �

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
�
�
1

2
b1 �

1

2

q
b21 � 4c1 + 1

�

�2U [V aR� (U)] = �2U
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= �2U

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
= �1

6

�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
� 1
�
(p1 + p2 � 1)2

�
�
�
1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ 2�

1

2

�
�b1 +

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
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�2U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]
=

�1
6

�
1
2

�
�b1 +

p
b21 � 4c1

�
� 1
�
(p1 + p2 � 1)2

�
�
�
2

�
�b1 +

p
b21 � 4c1

�
+ �

�
�b1 +

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
�
1� 1

2

�
�b1 +

p
b21 � 4c1

��
(1� (p1 + p2))

�
�
1 + �1

2

�
�b1 +

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)

�
=

(p1 + p2 � 1)
6
�
�
�
1
2

p
b21 � 4c1 � 1

2
b1

�
(p1 + p2) + 1

�
�
�
1

2
�

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
+ �

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)� 3

�

CV aR2� (U) =
�2U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]

=
1

6
�
�
�
1
2

p
b21 � 4c1 � 1

2
b1

�
(p1 + p2) + 1

� (p1 + p2 � 1)
�
�
1

2
�

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
+ �

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)� 3

�

(�1 � � < 0) durumunda toplam hasar miktar¬S için CV aR� (S), (5:7) eşiti¼ginden

CV aR� (S) = CV aR1� (U1) + CV aR
2
� (U2)

=
1

6
�
�
�
1
2

p
b21 � 4c1 � 1

2
b1

�
(p1 + p2) + 1

�
�
�
� (p1 + p2)� �

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
�
�
1

2
b1 �

1

2

q
b21 � 4c1 + 1

�
+

1

6
�
�
�
1
2

p
b21 � 4c1 � 1

2
b1

�
(p1 + p2) + 1

� (p1 + p2 � 1)
�
�
1

2
�

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
+ �

�
b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)� 3

�

bulunur.
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(0 < � � 1) için (5:3b)�de bulunan V aRFGM (p1; p2) bileşenleri � ve S fonksiyon-

lar¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (5:8) denklemi yard¬m¬yla FGM kopulas¬içinCV aR� (U) =

(CV aR1� (U) ; CV aR
2
� (U)) aşa¼g¬da elde edilmektedir.

SU [V aR� (U)] = SU
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= SU

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
=

�
1� 1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

��
(1� (p1 + p2))

�
�
1 + �

1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)

�

�1U [V aR� (U)] = �1U
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= �1U

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
= �1

6

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
� 1
�2
(p1 + p2 � 1)

�
�
� (p1 + p2) + 2�

1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�

�1U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]
=

�1
6

�
1
2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
� 1
�2
(p1 + p2 � 1)

�
�
� (p1 + p2) + 2�

1
2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
�
1� 1

2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

��
(1� (p1 + p2))

�
�
1 + �1

2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)

�

=
1

6
�
1
2
� (p1 + p2)

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
+ 1
� �1

2
b1 +

1

2

q
b21 � 4c1 + 1

�

�
�
� (p1 + p2)� � (p1 + p2)

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ 3

�
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CV aR1� (U) =
�1U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]

=
1

6
�
1
2
� (p1 + p2)

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
+ 1
�

�
�
1

2
b1 +

1

2

q
b21 � 4c1 + 1

��
� (p1 + p2)� � (p1 + p2)

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ 3

�

�2U [V aR� (U)] = �2U
�
V aRFGM (p1; p2)

�
= �2U

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
; p1 + p2

�
= �1

6

�
1

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
� 1
�
(p1 + p2 � 1)2

�
�
�

2

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
+ �

�
�b1 �

q
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�

�2U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]
=

�1
6

�
1
2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
� 1
�
(p1 + p2 � 1)2

�
�
�
2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
+ �

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 3

�
�
1� 1

2

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

��
(1� (p1 + p2))

�
�
1 + �1

2

�
�b�

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2)

�

=
(p1 + p2 � 1)

6
�
1
2
�
�
�b�

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 1

�
�
�
1

2
�

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ � (p1 + p2)

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
� 3
�
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CV aR2� (U) =
�2U [V aR� (U)]

SU [V aR� (U)]

=
1

6
�
1
2
�
�
�b�

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 1

� (p1 + p2 � 1)
�
�
1

2
�

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ � (p1 + p2)

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
� 3
�

(0 < � � 1) durumunda toplam hasar miktar¬S için CV aR� (S), (5:7) eşiti¼ginden

CV aR� (S) = CV aR1� (U1) + CV aR
2
� (U2)

=
1

6
�
1
2
� (p1 + p2)

�
�b1 �

p
b21 � 4c1

�
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�

�
�
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2
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1

2

q
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�
�
�
� (p1 + p2)� � (p1 + p2)

�
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�
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�
+

1

6
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�
�
�b�

p
b21 � 4c1

�
(p1 + p2) + 1

� (p1 + p2 � 1)
�
�
1

2
�

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
+ � (p1 + p2)

�
b1 +

q
b21 � 4c1

�
� 3
�

bulunur.

V aRFGM (U) vektör bileşenleri için Ek 2�de elde edilip, (5:4)�de ifade etti¼gimiz koşul,

bu bölümde CV aRFGM� (U) vektör bileşenleri ve CV aR� (S) için de geçerlidir.

p1 = p2 durumu ve farkl¬� de¼gerleri için V aRFGM (U) ; CV aRFGM� (U) veCV aR� (S)

de¼gerlerindeki de¼gi̧simler, Çizelge 5.1-5.4 ve Şekil 5.1-5.3.b,c�de gösterilmi̧stir.

p1 6= p2 durumu ve farkl¬� de¼gerleri için V aRFGM (U) ; CV aRFGM� (U) veCV aR� (S)

de¼gerlerindeki de¼gi̧simler, bir k¬sm¬Ek 5�de verilen Çizelge 5.5-5.16 ve Şekil 5.4-

5.7.a,b�de gösterilmi̧stir.
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Çizelge 5.1 (p1 = p2) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; V aR (U) ; CV aR (U) ;u 2 (0; 1)2

α = ­ 1 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S) α = ­ 0,75 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S)
0,15 0,6576 0,3 0,1639 0,2831 0,4470 0,15 0,6233 0,3 0,1821 0,3056 0,4877
0,20 0,6385 0,4 0,1690 0,2486 0,4176 0,20 0,6073 0,4 0,1869 0,2666 0,4535
0,25 0,6180 0,5 0,1734 0,2127 0,3861 0,25 0,5907 0,5 0,1912 0,2263 0,4175
0,30 0,5963 0,6 0,1765 0,1752 0,3517 0,30 0,5734 0,6 0,1949 0,1845 0,3794
0,35 0,5734 0,7 0,1778 0,1356 0,3134 0,35 0,5556 0,7 0,1978 0,1412 0,3390
0,40 0,5495 0,8 0,1770 0,0935 0,2705 0,40 0,5373 0,8 0,1998 0,0960 0,2958
0,45 0,5249 0,9 0,1734 0,0483 0,2217 0,45 0,5187 0,9 0,2006 0,0490 0,2496

α = ­ 0,50 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S) α = ­ 0,25 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S)
0,15 0,5850 0,3 0,2028 0,3238 0,5266 0,15 0,5434 0,3 0,2256 0,3384 0,5640
0,20 0,5734 0,4 0,2064 0,2806 0,4870 0,20 0,5373 0,4 0,2276 0,2915 0,5191
0,25 0,5616 0,5 0,2099 0,2364 0,4463 0,25 0,5311 0,5 0,2296 0,2441 0,4737
0,30 0,5495 0,6 0,2131 0,1912 0,4043 0,30 0,5249 0,6 0,2314 0,1962 0,4276
0,35 0,5373 0,7 0,2160 0,1450 0,3610 0,35 0,5187 0,7 0,2332 0,1479 0,3811
0,40 0,5249 0,8 0,2185 0,0978 0,3163 0,40 0,5125 0,8 0,2349 0,0990 0,3339
0,45 0,5125 0,9 0,2206 0,0494 0,2700 0,45 0,5062 0,9 0,2366 0,0498 0,2864

α = 0,25 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S) α = 0,50 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S)
0,15 0,4566 0,3 0,2753 0,3590 0,6343 0,15 0,4150 0,3 0,3006 0,3660 0,6666
0,20 0,4627 0,4 0,2733 0,3066 0,5799 0,20 0,4266 0,4 0,2968 0,3118 0,6086
0,25 0,4689 0,5 0,2711 0,2546 0,5257 0,25 0,4384 0,5 0,2927 0,2582 0,5509
0,30 0,4751 0,6 0,2689 0,2030 0,4719 0,30 0,4505 0,6 0,2880 0,2053 0,4933
0,35 0,4813 0,7 0,2666 0,1517 0,4183 0,35 0,4627 0,7 0,2831 0,1530 0,4361
0,40 0,4875 0,8 0,2642 0,1007 0,3649 0,40 0,4751 0,8 0,2779 0,1013 0,3792
0,45 0,4938 0,9 0,2617 0,0502 0,3119 0,45 0,4875 0,9 0,2724 0,0503 0,3227

α = 0,75 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S) α = 1 p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S)
0,15 0,3767 0,3 0,3251 0,3713 0,6964 0,15 0,3424 0,3 0,3484 0,3754 0,7238
0,20 0,3927 0,4 0,3201 0,3158 0,6359 0,20 0,3615 0,4 0,3430 0,3190 0,6620
0,25 0,4093 0,5 0,3143 0,2611 0,5754 0,25 0,3820 0,5 0,3357 0,2634 0,5991
0,30 0,4266 0,6 0,3074 0,2072 0,5146 0,30 0,4037 0,6 0,3268 0,2087 0,5355
0,35 0,4444 0,7 0,2997 0,1541 0,4538 0,35 0,4266 0,7 0,3162 0,1549 0,4711
0,40 0,4627 0,8 0,2912 0,1018 0,3930 0,40 0,4505 0,8 0,3043 0,1022 0,4065
0,45 0,4813 0,9 0,2822 0,0505 0,3327 0,45 0,4751 0,9 0,2914 0,0506 0,3420

Bu çizelgede, marjinal da¼g¬l¬mlar¬düzgün olan, ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬n FGM kopula

fonksiyonu ile modellendi¼gi düşünülen iki ba¼g¬ml¬risk grubu için iki de¼gi̧skenli N-S

kuantil yöntemine göre bir önceki k¬s¬mda elde edilen iki de¼gi̧skenli VaR ve CVaR

risk ölçüm bileşen de¼gerleri gösterilmektedir. V aR(U2); (p1 + p2)�den büyük F2 (u2)

olas¬l¬k de¼gerlerinden en küçük veren u2 de¼gerini göstermek üzere, U1 ve U2 nin

ba¼g¬ml¬oldu¼gu durum için V aR(U2) bilindi¼ginde p1 olas¬l¬k seviyesi için di¼ger risk

grubunda kaŗs¬laş¬labilecek maksimum hasar bilgisini V aR(U1) vermektedir. Bu

anlamda risk ölçümlerini hesaplamak için iki de¼gi̧skenli N-S kuantil yöntemi kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Bu yöntemle elde edilen VaR ve dolay¬s¬yla CVaR�¬n ba¼g¬ml¬risk ölçüm

bileşenleri aras¬nda, ba¼g¬ml¬l¬k parametresi ve belirlenen olas¬l¬k düzeylerine göre

de¼gi̧simleri gra�klerde gösterilmi̧stir. Sigorta şirketlerinin, bu durumda risk rezervi,

sermaye yeterlili¼gi, yükümlülükleri kaŗs¬lama yetisi, prim hesab¬, s¬n¬rl¬hasar eşi¼gi

gibi konularda aktueryal politikalar¬n¬nas¬l oluşturmalar¬gerekti¼gi konusunda baz¬

yorum ve öneriler k¬saca ilgili gra�klerin alt¬nda verilmi̧stir.
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Çizelge 5.2 (p1 = p2 = q) ; � = (�1 : 0:25 : 1) ; V aR (U1) ; V aR (U2) ; u 2 (0; 1)2

VaR(U2) 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90
     α

­1,00 0,6576 0,6385 0,6180 0,5963 0,5734 0,5495 0,5249
­0,75 0,6233 0,6073 0,5907 0,5734 0,5556 0,5373 0,5187
­0,50 0,5850 0,5734 0,5616 0,5495 0,5373 0,5249 0,5125
­0,25 0,5434 0,5373 0,5311 0,5249 0,5187 0,5125 0,5062
0,25 0,4566 0,4627 0,4689 0,4751 0,4813 0,4875 0,4938
0,50 0,4150 0,4266 0,4384 0,4505 0,4627 0,4751 0,4875
0,75 0,3767 0,3927 0,4093 0,4266 0,4444 0,4627 0,4813
1,00 0,3424 0,3615 0,3820 0,4037 0,4266 0,4505 0,4751

VaR(U1)

VaR(U1)­VaR(U2)

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

0,55

0,60

0,65

0,70

0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90

VaR(U2)

Va
R

(U
1)

α=­1
α=­0.75
α=­0.50
α=­0.25
α=0,25
α=0,50
α=0,75
α=1

Şekil 5.1 (p1 = p2 = q) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ;V aR (U1) ; V aR (U2) ;u 2 (0; 1)2

V aR(U1) ile V aR(U2) aras¬nda negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda negatif yönde bir ili̧ski,

pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda pozitif yönde bir ili̧ski oldu¼gu görülmektedir. ·Iki risk

grubu için belirlenen (p1 + p2) toplam olas¬l¬k seviyesinde, risk gruplar¬ndan birinde

ortaya ç¬kabilecek maksimum hasar V aR (U2) biliniyorsa, negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n art-

t¬¼g¬durumda di¼ger risk grubunda ortaya ç¬kabilecek V aR(U1) maksimum hasar¬n

artmas¬beklenir. Ayn¬durum pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬durumda da geçerlidir.

En yüksek riskli durum (p1 = p2 = 0:15) için negatif ba¼g¬ml¬riskli gruplar aras¬nda

(� = �1) veya pozitif ba¼g¬ml¬ riskler aras¬nda (� = 0:25) olan parametre de¼ger-

lerinde gerçekleşir. En düşük riskli durum ise (p1 = p2 = 0:15) için negatif ba¼g¬ml¬

riskli gruplar aras¬nda (� = �0:25) veya pozitif ba¼g¬ml¬riskler aras¬nda (� = 1) olan

parametre de¼gerlerinde gerçekleşir. Bu durumda U2 risk grubu için gereken risk rez-

ervi (� = �1) durumunda en az 0; 6576 birim (yüksek risk) ile, (� = 1) durumunda

ise en az 0; 3424 birim (düşük risk) ile do¼gru orant¬l¬olmal¬d¬r.
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Çizelge 5.3 (p1 = p2 = q) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; CV aR (U1) ; CV aR (U2) ; u 2 (0; 1)2

q 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
    α

­1,00 0,1639 0,1690 0,1734 0,1765 0,1778 0,1770 0,1734 0,2831 0,2486 0,2127 0,1752 0,1356 0,0935 0,0483
­0,75 0,1821 0,1869 0,1912 0,1949 0,1978 0,1998 0,2006 0,3056 0,2666 0,2263 0,1845 0,1412 0,0960 0,0490
­0,50 0,2028 0,2064 0,2099 0,2131 0,2160 0,2185 0,2206 0,3238 0,2806 0,2364 0,1912 0,1450 0,0978 0,0494
­0,25 0,2256 0,2276 0,2296 0,2314 0,2332 0,2349 0,2366 0,3384 0,2915 0,2441 0,1962 0,1479 0,0990 0,0498
0,25 0,2753 0,2733 0,2711 0,2689 0,2666 0,2642 0,2617 0,3590 0,3066 0,2546 0,2030 0,1517 0,1007 0,0502
0,50 0,3006 0,2968 0,2927 0,2880 0,2831 0,2779 0,2724 0,3660 0,3118 0,2582 0,2053 0,1530 0,1013 0,0503
0,75 0,3251 0,3201 0,3143 0,3074 0,2997 0,2912 0,2822 0,3713 0,3158 0,2611 0,2072 0,1541 0,1018 0,0505
1,00 0,3484 0,3430 0,3357 0,3268 0,3162 0,3043 0,2914 0,3754 0,3190 0,2634 0,2087 0,1549 0,1022 0,0506

CVaR(U1) CVaR(U2)
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Şekil 5.2 (p1 = p2 = q) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ;CV aR (U1) ; CV aR (U2) ;u 2 (0; 1)2

Şekil 5.2.a�da, negatif ba¼g¬ml¬l¬k azald¬kça ve pozitif ba¼g¬ml¬l¬k artt¬kça belirli bir q

de¼geri için CV aR(U1) de¼gerleri artmaktad¬r. Pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda q ve

CV aR(U1) aras¬nda negatif yönde bir ili̧ski, negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda pozitif

yönde bir ili̧ski vard¬r.

Şekil 5.2.b�de, artan q de¼gerleri için, pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n artt¬¼g¬negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n

azald¬¼g¬durumda CV aR(U2) de¼gerlerinin artt¬¼g¬ve her iki durumda da bu de¼gerin

belli bir noktaya yaklaşt¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 5.4 (p1 = p2 = q);� = (�1 : 0:25 : 1); CV aR (S) ;u 2 (0; 1)2

q 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
      α

­1,00 0,4470 0,4176 0,3861 0,3517 0,3134 0,2705 0,2217
­0,75 0,4877 0,4535 0,4175 0,3794 0,3390 0,2958 0,2496
­0,50 0,5266 0,4870 0,4463 0,4043 0,3610 0,3163 0,2700
­0,25 0,5640 0,5191 0,4737 0,4276 0,3811 0,3339 0,2864
0,25 0,6343 0,5799 0,5257 0,4719 0,4183 0,3649 0,3119
0,50 0,6666 0,6086 0,5509 0,4933 0,4361 0,3792 0,3000
0,75 0,6964 0,6359 0,5754 0,5146 0,4538 0,3930 0,3327
1,00 0,7238 0,6620 0,5991 0,5355 0,4711 0,4065 0,3420

CVaR(S)

q­CVaR(S)
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α=0.25
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α=0.75
α=1

Şekil 5.3 (a) (p1 = p2 = q) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; q;CV aR (S) ;u 2 (0; 1)2

CV aR(S) ortaya ç¬kmas¬ muhtemel maksimum hasar¬ aşt¬¼g¬ varsay¬lan bir risk

grubunda ortalama toplam ardakalan hasar bilgisini verir. Bu durumda, Şekil 5.3.a�da;

negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬, pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n artt¬¼g¬durumda belirli bir q de¼geri

için CV aR(S) de¼gerlerinin artt¬¼g¬ve her iki durumda da q ve CV aR(S) aras¬nda

negatif yönde bir ili̧skinin oldu¼gu görülmektedir.
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α­CVaR(S)
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Şekil 5.3 (p1 = p2 = q) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; q;CV aR (S) ;u 2 (0; 1)2

Şekil 5.3.b ve Şekil 5.3.c�den her iki ba¼g¬ml¬l¬k durumu için olas¬l¬k seviyelerinin azal-

mas¬durumunda ortalama toplam ardakalan hasarda artma olmas¬n¬n beklendi¼gi

yorumlanmaktad¬r.

CVaR ölçüsüne göre;

En yüksek riskli durum: (p1 = p2 = 0:15) için negatif ba¼g¬ml¬riskli gruplar aras¬nda

(� = �0:25) veya pozitif ba¼g¬ml¬ riskler aras¬nda (� = 1) olan parametre de¼ger-

lerinde gerçekleşir. Buna göre, risklere kaŗs¬l¬k ayr¬lmas¬gereken toplam risk rezervi

(� = �0:25) durumunda en fazla 0; 5640 birim ile, (� = 1) durumunda ise 0; 7238

birim ile orant¬l¬biçimde oluşturulmal¬d¬r.

En düşük riskli durum: (p1 = p2 = 0:45) için negatif ba¼g¬ml¬riskli gruplar aras¬nda

(� = �1) veya pozitif ba¼g¬ml¬riskler aras¬nda (� = 1) olan parametre de¼gerlerinde

gerçekleşir. Buna göre, risklere göre ayr¬lmas¬gereken toplam risk rezervi (� = �1)

durumunda en fazla 0; 2217 birim ile, (� = 0:25) durumunda ise 0; 3119 birim ile

orant¬l¬olmal¬d¬r.
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Çizelge 5.5 (p1 6= p2) ; � = (�1 : 0:25 : 1) ; V aR (U1) ; V aR (U2) ; u 2 (0; 1)2

p1 0,00 0,10 0,10 0,20 0,20 0,30 0,30 0,40 0,40 0,50
p2 0,10 0,00 0,20 0,10 0,30 0,20 0,40 0,30 0,50 0,40

VaR(U2)
     α

­1,00 0,0000 1,0000 0,5083 0,7849 0,5247 0,7042 0,5036 0,6405 0,4694 0,5799
­0,75 0,0000 1,0000 0,4639 0,7619 0,4937 0,6814 0,4848 0,6242 0,4631 0,5739
­0,50 0,0000 1,0000 0,4185 0,7349 0,4621 0,6564 0,4659 0,6072 0,4569 0,5678
­0,25 0,0000 1,0000 0,3743 0,7032 0,4306 0,6292 0,4471 0,5896 0,4506 0,5617
0,25 0,0000 1,0000 0,2968 0,6257 0,3708 0,5694 0,4104 0,5529 0,4383 0,5494
0,50 0,0000 1,0000 0,2651 0,5815 0,3436 0,5379 0,3928 0,5341 0,4322 0,5431
0,75 0,0000 1,0000 0,2381 0,5361 0,3186 0,5063 0,3758 0,5152 0,4261 0,5369
1,00 0,0000 1,0000 0,2151 0,4917 0,2958 0,4753 0,3595 0,4964 0,4201 0,5306
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Şekil 5.4 (p1 6= p2) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ;V aR (U1) ; V aR (U2) ;u 2 (0; 1)2

Şekil 5.4.a�da, V aR(U1)� in V aR(U2) = p1 + p2�ye göre do¼grusal de¼gi̧simi göster-

ilmektedir. Belirli bir toplam olas¬l¬k seviyesinde, negatif ba¼g¬ml¬l¬k art¬p pozitif

ba¼g¬ml¬l¬k azald¬kça V aR(U1) de¼gerleri artmaktad¬r. (p1 + p2)�nin 0; 30�dan büyük

de¼gerleri için negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda bu art¬̧s¬n daha az oldu¼gu, pozitif ba¼g¬m-

l¬l¬k durumunda e¼gimi de¼gi̧sen bir yöne art¬̧sa devam etti¼gi ve her iki durumda da

toplam olas¬l¬k seviyesinin 1�e yak¬n de¼gerlerinde V aR(U2) nin 0; 40� 0; 50 aras¬nda

bir noktada yo¼gunlaşt¬¼g¬görülmektedir.

Şekil 5.4.b�de, 0; 30�dan küçük olas¬l¬k düzeylerinde, V aR(U2) artt¬¼g¬nda V aR(U1)

�in azald¬¼g¬görülmektedir. 0; 30�dan büyük olas¬l¬k seviyelerinde e¼gimi de¼gi̧sen bir

yöne azal¬̧s¬n devam ettikten sonra 0; 50�den büyük de¼gerlerde art¬̧sa geçti¼gi ve her

iki durumda da (p1 + p2)�nin 1�e yak¬n de¼gerlerinde CV aR(U2)�nin 0; 50 � 0; 60

aras¬nda oldu¼gu görülmektedir.
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Çizelge 5.6 a (p1 < p2) ; � = (�1 : 0:25 : 1) ; CV aR (U1) ; CV aR (U2) ; u 2 (0; 1)2

p1 < p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90
      α

­1,00 0,4833 0,2316 0,2121 0,2038 0,1921 0,4500 0,3010 0,2204 0,1383 0,0486
­0,75 0,4875 0,2560 0,2335 0,2264 0,2213 0,4500 0,3183 0,2311 0,1427 0,0492
­0,50 0,4917 0,2817 0,2553 0,2472 0,2437 0,4500 0,3318 0,2391 0,1458 0,0495
­0,25 0,4958 0,3078 0,2776 0,2668 0,2621 0,4500 0,3421 0,2453 0,1482 0,0498
0,25 0,5042 0,3577 0,3225 0,3043 0,2916 0,4500 0,3559 0,2537 0,1514 0,0502
0,50 0,5083 0,3805 0,3447 0,3225 0,3041 0,4500 0,3604 0,2566 0,1526 0,0503
0,75 0,5125 0,4016 0,3666 0,3406 0,3157 0,4500 0,3638 0,2589 0,1535 0,0504
1,00 0,5167 0,4214 0,3881 0,3585 0,3265 0,4500 0,3665 0,2607 0,1543 0,0505

CVaR(U1) CVaR(U2)
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Şekil 5.5 (p1 < p2) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; (p1; p2); CV aR (U1) ; CV aR(U2);u 2 (0; 1)2

Şekil 5.4.a�da, en yüksek riskli durum p1 + p2 � 0; 30 olan olas¬l¬k düzeylerinden

(p1 = 0; 10; p2 = 0; 20) için negatif ba¼g¬ml¬ riskli gruplar aras¬nda (� = �1) veya

pozitif ba¼g¬ml¬riskler aras¬nda (� = 0:25) olan parametre de¼gerlerinde gerçekleşir.

Buna göre, U2 risk grubu için riske kaŗs¬l¬k ayr¬lmas¬gereken risk rezervi (� = �1)

durumunda en fazla 0; 5083 birim ile, (� = 0:25) durumunda ise 0; 2968 birim ile

orant¬l¬olmal¬d¬r. Olas¬l¬k seviyelerinin 0; 30 < p1 + p2 � 0; 50 ve p1 + p2 > 0; 50

aral¬klar¬için de en yüksek riskli durumlar benzer şekilde belirlenebilir.

Şekil 5.5.a�dan pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n artt¬¼g¬negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬durumda be-

lirli bir (p1; p2) noktas¬ için CV aR(U1) de¼gerlerinin artt¬¼g¬görülmektedir. (p1; p2)

ve CV aR(U1) aras¬nda 0; 30�lara kadar daha h¬zl¬ azalan negatif yönde bir il-

i̧ski vard¬r. Şekil 5.4.a�da, en yüksek riskli durum için (V aR�a göre) belirlenen
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risk rezervi ile burada CV aR�a göre belirlenen risk rezervleri aras¬nda bir tutar-

l¬l¬k vard¬r. Çünkü CV aR, V aR de¼gerleri için kaŗs¬l¬k ödemeleri gerçekleştikten

sonra arda kalan riskler aras¬nda ortalama bir risk belirlemektedir. Bu durumda

V aR (U2) bilindi¼ginde V aR(U1) ve CV aR(U1) aras¬nda ters yönde bir ili̧ski oldu¼gu

söylenebilir. GerçektenCV aR�a göre riske kaŗs¬ihtiyatl¬sermaye miktar¬belirlenmek

istendi¼ginde, kaŗs¬laş¬lan en yüksek risk durumlar¬n¬n V aR�a göre belirlenenin aksine

ç¬kaca¼g¬aç¬kt¬r. CV aR�a göre en yüksek riskli durum p1 + p2 � 0; 30 olan olas¬l¬k

düzeylerinden (p1 = 0; 00; p2 = 0; 10) için negatif ba¼g¬ml¬ riskli gruplar aras¬nda

(� = �1) veya pozitif ba¼g¬ml¬ riskler aras¬nda (� = 0:25) olan parametre de¼ger-

lerinde gerçekleşir. Bu durumda, U2 risk grubu için riske kaŗs¬l¬k ayr¬lmas¬gereken

risk rezervi (� = �1) durumunda en fazla 0; 4833 birim ile, (� = 0:25) durumunda

ise 0; 5167 birim ile orant¬l¬olmal¬d¬r. Risk rezervi için CV aR ölçüsüne bak¬ld¬¼g¬nda

minumum pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumu yüksek risk grubunu belirlerken VaR ölçüsüne

bak¬ld¬¼g¬nda tam negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n söz konusu oldu¼gu durum yüksek risk grubu

olarak belirtilmi̧sti.

Pozitif ba¼g¬ml¬l¬kta de¼gi̧sim çok fark edilmemekle birlikte her iki durum için de

(p1; p2) noktalar¬ileCV aR(U2) de¼gerleri aras¬nda ters yönde bir ili̧ski oldu¼gu görülmek-

tedir.

96



Çizelge 5.6 b (p1 > p2); � = (�1 : 0:25 : 1); CV aR (U1) ; CV aR (U2) ;u 2 (0; 1)2

p1 > p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90
      α

­1,00 0,1045 0,1366 0,1524 0,1547 0,2662 0,2047 0,1326 0,0480
­0,75 0,1165 0,1508 0,1695 0,1797 0,2937 0,2214 0,1396 0,0488
­0,50 0,1306 0,1659 0,1850 0,1973 0,3163 0,2336 0,1442 0,0494
­0,25 0,0000 0,1472 0,1823 0,1997 0,2109 0,4154 0,3348 0,2429 0,1475 0,0497
0,25 0,1888 0,2189 0,2289 0,2321 0,3622 0,2555 0,1519 0,0502
0,50 0,0000 0,2133 0,2389 0,2436 0,2411 0,5143 0,3718 0,2599 0,1534 0,0504
0,75 0,0000 0,2392 0,2596 0,2586 0,2493 0,5442 0,3793 0,2633 0,1546 0,0505
1,00 0,0000 0,2654 0,2809 0,2738 0,2571 0,5727 0,3850 0,2660 0,1555 0,0506
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Şekil 5.6 (p1 > p2) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ; (p1; p2); CV aR (U1) ; CV aR(U2);u 2 (0; 1)2

Şekil 5.6.a�da, 0; 30�lara kadar baz¬ negatif ve pozitif ba¼g¬ml¬l¬k parametrelerine

ili̧skin CV aR(U1) de¼gerlerinin hesaplanamad¬¼g¬ görülmüştür. Toplam olas¬ll¬k se-

viyesinin 0; 30�dan büyük olan belirli bir (p1; p2) noktas¬ için pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n

artt¬¼g¬, negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬durumda CV aR(U1) de¼gerleri artmaktad¬r.

Şekil 5.6.b�de, negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n artt¬¼g¬durumda belirli

bir (p1; p2) noktas¬için CV aR(U2) de¼gerlerinin art¬¼g¬, (p1; p2) noktas¬ile CV aR(U2)

aras¬nda artan do¼grusal bir ba¼g¬nt¬olup toplam olas¬l¬k seviyesi 1�e yak¬n seçildi¼ginde

CV aR(U2) de¼gerlerinin tek noktada yo¼gunlaşt¬¼g¬görülmektedir.

Bir sigorta şirketinin belirleyece¼gi risk rezervi için de¼gerlendirilmesi, aşa¼g¬da Çizelge

5.8�in sonunda baz¬senaryolar yoluyla verilmi̧stir.
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Çizelge 5.7 (p1 6= p2); � = (�1 : 0:25 : 1); CV aR (S) ;u 2 (0; 1)2

p1 < p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 p1  > p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90
      α      α

­1,00 0,9333 0,5326 0,4325 0,3421 0,2407 ­1,00 0,3707 0,3413 0,2850 0,2027
­0,75 0,9375 0,5743 0,4646 0,3691 0,2705 ­0,75 0,4102 0,3722 0,3091 0,2285
­0,50 0,9417 0,6135 0,4944 0,3930 0,2932 ­0,50 0,4469 0,3995 0,3292 0,2467
­0,25 0,9458 0,6499 0,5229 0,4150 0,3119 ­0,25 0,4154 0,4820 0,4252 0,3472 0,2606
0,25 0,9542 0,7136 0,5762 0,4557 0,3418 0,25 0,5510 0,4744 0,3808 0,2823
0,50 0,9583 0,7409 0,6013 0,4751 0,3544 0,50 0,5143 0,5851 0,4988 0,3970 0,2998
0,75 0,9625 0,7654 0,6255 0,4941 0,3661 0,75 0,5442 0,6185 0,5229 0,4132 0,2998
1,00 0,9667 0,7879 0,6488 0,5128 0,3770 1,00 0,5727 0,6504 0,5469 0,4293 0,3077
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Şekil 5.7 (p1 6= p2) ;� = (�1 : 0:25 : 1) ;CV aR (S) ;u 2 (0; 1)2

Şekil 5.7.a�da, pozitif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n artt¬¼g¬negatif ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n azald¬¼g¬durumda belirli

bir (p1; p2) noktas¬için CV aR(S) de¼gerlerinin artt¬¼g¬, (p1; p2) ve CV aR(S) aras¬nda

0; 30�lara kadar daha h¬zl¬azalan negatif yönde bir ili̧ski oldu¼gu görülmektedir.

Şekil 5.7.b�de, 0; 30�lara kadar baz¬negatif ve pozitif ba¼g¬ml¬l¬k parametrelerine il-

i̧skin CV aR(S) de¼gerleri tan¬ml¬de¼gildir. 0; 30�dan küçük belirlenen toplam olas¬l¬k

seviyeleri için (p1; p2) noktalar¬ ile CV aR(S) de¼gerleri aras¬nda pozitif yönde bir

ili̧ski varken 0; 30�dan büyük belirlenen toplam olas¬l¬k seviyeleri için bu de¼gerler

aras¬nda negatif yönde bir ili̧ski vard¬r.

Bir sigorta şirketinin belirleyece¼gi risk rezervi de¼gerlendirilmesi konusunda, Çizelge

5.8�in sonunda baz¬senaryolar gösterilmi̧stir.
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5.2.2 Örnek senaryolar

Bu bölümde, önceki alt bölümlerde elde edilen sonuçlar ve bunlara ili̧skin baz¬ak-

tueryal politika de¼gerlendirmeleri için baz¬ senaryo örnekleri aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Ayr¬ca � ve (p1; p2)�ye ba¼gl¬ olarak de¼gi̧sen risk ölçüm de¼gerlerine göre en yük-

sek ve en düşük senaryolar aşa¼g¬daki çizelgede özetlenmi̧stir.

Çizelge 5.8 En yüksek ve en düşük riskli senaryolar için � ve (p1; p2)�ye göre de¼gi̧si-

mini gösteren risk ölçüm de¼gerleri

p1 = p2 VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S) VaR(U1) VaR(U2) CVaR(U1) CVaR(U2) CVaR(S)
0,15 0,6576 0,3000 0,1639 0,2831 0,4470 0,3424 0,3000 0,3484 0,3754 0,7238
0,45 0,5249 0,9000 0,1734 0,0483 0,2217 0,4751 0,9000 0,2914 0,0506 0,3420

p1 < p2

0,10­0,20 0,5083 0,3000 0,2316 0,3010 0,5326 0,2151 0,3000 0,4214 0,3665 0,7879
0,20­0,30 0,5247 0,5000 0,2121 0,2204 0,4325 0,2958 0,5000 0,3881 0,2607 0,6488
0,40­0,50 0,4694 0,9000 0,1921 0,0486 0,2407 0,4201 0,9000 0,3265 0,0505 0,3770
p1  > p2

0,20­0,10 0,7849 0,3000 0,1045 0,2662 0,3707 0,4917 0,3000 0,2654 0,3850 0,6504
0,30­0,20 0,7042 0,5000 0,1366 0,2047 0,3413 0,4753 0,5000 0,2809 0,2660 0,5469
0,50­0,40 0,5799 0,9000 0,1547 0,0480 0,2027 0,5306 0,9000 0,2571 0,0506 0,3077

α = ­ 1 α = 1

Senaryo 1: Ba¼g¬ml¬iki risk grubuna ait olas¬l¬k düzeylerinin p1 = p2 = 0; 15 oldu¼gu

durum için:

Risk rezervini VaR risk ölçüsüne göre belirlemek isteyen bir sigorta şirketinin, tam

negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda en fazla 0; 9576 birim, tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k duru-

munda 0; 6424 birim ile orant¬l¬ölçüde sermaye sahibi olmas¬önerilir. CVaR�a göre

risk rezervi belirlenmek istenirse, rezerv miktarlar¬n¬n tam negatif ba¼g¬ml¬l¬k duru-

munda 0; 4470 birim, tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda ise 0; 7238 birim ile orant¬l¬

olmas¬uygun olacakt¬r.

Senaryo 2: p1 < p2 olacak şekilde p1 + p2 = 0; 30 oldu¼gu durum için:

Toplam risk rezervini VaR risk ölçüsüne göre belirlemek isteyen bir sigorta şirketine,

tam negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda en fazla 0; 8083 birim ile, tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k
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durumunda 0; 5151 birim ile orant¬l¬rezerv bulundurmas¬önerilir. CVaR�a göre risk

rezervi belirlenmek istenirse, bunun tam negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda 0; 5326 birim

ile, tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda 0; 7879 birim ile orant¬l¬olmas¬gerekir.

Senaryo 3: p1 > p2 olacak şekilde p1 + p2 = 0; 30 oldu¼gu durum için:

Toplam risk rezervini VaR risk ölçüsüne göre belirlemek isteyen bir sigorta şirketine,

tam negatif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda en fazla 1; 0849 birim ile, tam pozitif ba¼g¬m-

l¬l¬k durumunda 0; 7917 birim ile orant¬l¬düzeyde bir rezerv bulundurmas¬önerilir.

CVaR�a göre risk rezervi belirlenmek istenirse, bunun tam negatif ba¼g¬ml¬l¬k duru-

munda 0; 3707 birim ile, tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k durumunda 0; 6504 birim ile orant¬l¬

olarak tesbiti do¼gru olacakt¬r.

Kaŗs¬laş¬labilecek en büyük aktueryal hasar-zarar miktar¬riskleri için yeterli rezerve

sahip olunmas¬yan¬nda, uygulanacak primlerin de benzer biçimde önerilen orant¬lara

duyarl¬olarak saptanmas¬benimsenmelidir.

Burada tam pozitif ba¼g¬ml¬l¬k (� = 1) durumu için komonoton yap¬lar¬n elde edilmesi

nedeniyle toplam hasar için belirlenen risk rezervleri neredeyse tam bilgi verir. Di¼ger

durumlarda toplam hasarlar için elde edilen VaR ve CVaR risk ölçülerinin üst s¬n¬r

olduklar¬kabul edilmi̧stir.

Sonuç 5.1 En yüksek ve en düşük risk gruplar¬n¬n ba¼g¬ml¬l¬k parametresine ve risk

ölçümlerine göre durumlar¬aşa¼g¬da belirtilmi̧stir.

(a) Herhangi bir olas¬l¬k düzeyi için VaR�a göre en yüksek risk � = �1 , CVaR�a

göre � = 1 durumunda gerçekleşir.

(b) � ne olursa olsun, VaR�a göre en yüksek risk p1 > p2, CVaR�a göre p1 < p2

durumunda gerçekleşir.

100



(c) Herhangi bir olas¬l¬k düzeyi için VaR�a göre en düşük risk � = 1, CVaR�a göre

� = �1 durumunda gerçekleşir.

(d) � ne olursa olsun, VaR�a göre en düşük risk p1 < p2 , CVaR�a göre p1 > p2

durumunda gerçekleşir.
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6. TARTIŞMA ve SONUÇ

Aktuerya ve �nans gibi hasar-zarar riskleri ile yat¬r¬ma getiri kayb¬gibi risklerin

yönetiminin gerekti¼gi alanlarda risklerin ba¼g¬ml¬oldu¼gu hallere s¬k rastlan¬l¬r. Her

bir risk grubunun marjinal da¼g¬l¬mlar¬hakk¬nda bir bilgi sahibi olunsa da bu risklerin

Normal da¼g¬lmad¬¼g¬durumlar için risk gruplar¬aras¬ndaki stokastik ili̧skinin belir-

lenmesi her zaman kolay olmamaktad¬r. Bu nedenle marjinal olas¬l¬k da¼g¬l¬mlar¬n

bilinmesine gerek olmadan, ortak davran¬̧slar¬için uygun kopula modellerini kullan-

mak ba¼g¬ml¬l¬k ölçüsünü belirlemek ad¬na daha anlaş¬l¬r ve yol gösterici olmaktad¬r.

Ayr¬ca yine aktueryal uygulamalarda, belirli bir dönemde ortaya ç¬kabilecek maksi-

mum hasar mutlak bilinmek istenen bir bilgidir. Bu amaca ba¼gl¬olarak geli̧stirilen

risk ölçümleri, bir sigorta şirketinin prim ve risk rezervi hesaplar¬ gibi aktueryal

i̧slemlerinde kullan¬lmaktad¬r.

Gerçekte ba¼g¬ml¬l¬k durumu söz konusu iken ba¼g¬ms¬zl¬k varsay¬m¬nda elde edilen

risk ölçümlerine göre al¬nan aktueryal kararlar, sigorta uygulamalar¬nda oldukça

yan¬lt¬c¬sonuçlar verecektir. Buna ra¼gmen uygulamalarda ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n modellendi¼gi

bir çok durum ortaya ç¬kmas¬na ra¼gmen genelde risk ölçülerinin her risk grubu için

ayr¬de¼gerlendirildi¼gi çal¬̧smalar bulunmaktad¬r. Son y¬llardaki çal¬̧smalarda ba¼g¬m-

l¬l¬k yap¬s¬n¬çok iyi aç¬klayan kopulalar risk ölçümlerinin belirlenmesi için kullan¬l-

maya başlanm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada, Beşinci Bölümde, ilk olarak düzgün da¼g¬l¬ml¬tek de¼gi̧skenli marjinal

risklerin ba¼g¬ml¬l¬k yap¬s¬n¬n Farlie Gumbel Morgenstern (FGM) kopulas¬ile model-

lendi¼gi varsay¬m¬nda iki de¼gi̧skenli VaR elde edilmi̧s, bunlar¬n ba¼g¬ml¬l¬k parametresi

ve olas¬l¬k düzeylerine göre sonuçlar¬çizelgeler ve gra�klerle sunulmuştur. Burada

özgün olarak yap¬lan, bu hesaplama için iki de¼gi̧skenli kuzey güney kuantil yöntem-

inin kullan¬lm¬̧s olmas¬d¬r. Bu yöntemin önemi, ba¼g¬ml¬iki risk grubundan biri için
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bilinen risk ölçüsüne göre di¼ger risk grubu için akteryal kararlar verecek bir sigorta

şirketine baz¬risk nicelikleri hakk¬nda bir bilgi vermesidir.

Uygulamada belirli bir dönem sonunda, VaR�¬aşan hasarlar için ortalama ardakalan

hasar hakk¬nda �kir sahibi olmak oldukça yararl¬d¬r. Bu nedenle optimal aktueryal

kararlar vermek ad¬na CVaR�¬hesaplamak önemlidir. Ele ald¬¼g¬m¬z ba¼g¬ml¬l¬k modeli

esas¬nda ve iki de¼gi̧skenli kuzey güney kuantil yöntemi ile buldu¼gumuz iki de¼gi̧skenli

VaR ve dolay¬s¬yla CVaR risk ölçümlerinin, de¼gi̧sen ba¼g¬ml¬l¬k parametresi ve olas¬l¬k

seviyelerini belirlemek için program¬yap¬lm¬̧s, çizelge ve gra�klerle gösterilen sonuçlar¬

yorumlanm¬̧st¬r.

Ba¼g¬ml¬oldu¼gu düşünülen ve rasgele de¼gi̧skenler ve bunlar¬n olas¬l¬k da¼g¬l¬mlar¬ile

modellenebilen risklere ili̧skin veri gruplar¬na uygun kopula seçimi hakk¬nda liter-

atürlerde farkl¬yöntemler mevcuttur. De¼gi̧skenlerin kopula fonksiyonlar¬ ile mod-

ellemenin amac¬olan en iyi ba¼g¬ml¬l¬k parametre tahmini için literatürde "en çok

sözde olabilirlik" yönteminin gerçe¼ge en yak¬n tahminler verdi¼gi söylenmektedir.

Literatürdeki uygun yöntemlerle kopula seçimi ve parametre tahmini yap¬ld¬ktan

sonra, tek boyutlu düzgün marjinalli verilerin, FGM kopulas¬na uydu¼gu durumda

tezde elde etti¼gimiz çizelgeler kullan¬larak istenilen olas¬l¬k düzeyi için prim veya

risk rezervi hesab¬nda kullan¬labilecek risk ölçüm de¼gerlerine bak¬labilir.

Bu düşünce ile tezde elde edilmi̧s sonuçlar için iki riskde¼gi̧skeni aras¬nda ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n

pozitif veya negatif oldu¼gu durumlarda kaŗs¬laş¬labilecek en yüksek ve en düşük risk

de¼gerleri belirlenebilir. Çal¬̧sman¬n sonunda örnek senaryolar bu amaçla sunulmuş

ve aktueryal risk yönetimi için önemli oldu¼gunu düşündü¼gümüz sonuçlar¬ ortaya

konulmuştur. Tez çal¬̧smas¬n¬n iki de¼gi̧skenli kuantil yöntemi ile vard¬¼g¬ sonuçlar¬

geli̧stirmek üzere ileride Clayton, Frank ve Gumbel Aŗsimedayan kopulalar¬ele al¬n-

abilir. Ayr¬ca iki boyutlu marjinallerin kopulalar ile modellendi¼gi durumlarda risk
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ölçümleri için benzer de¼gerlendirmeler yap¬lmas¬ aktueryal risk analizi alan¬ için

de¼geri olan sonuçlar üretebilecektir.

104



KAYNAKLAR

Acerbi, C. and Tasche, D. 2002. On the coherence of expected shortfall. Journal o

Banking and Finance 26, 1487-1503.

Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J-M., and Heath, D. 1999. Coherent Measures of

Risks, Mathematical Finance 9:203-228

Asmussen, S. and Glynn, P.W. 2007. Stochastic simulation: algorithms and analy-

sis. Spinger, New York.

Bairamov, I., Kotz, S. and Gebizlioglu,O.L. 2001. On a Generalization of FGM

and Sarmanov Class of Distributions. South African Statistical Journal, 35,

205-224.

Borkowf, C.B. 2002. Computing th nunnull asymptotic variance and the asymtotic

relative e¢ ciency of Spearman�s rank corelation. Comput. Stat.Data Anal.,

39(3), 271-286.

Bouy´e, E., Durrleman, V., Nikeghbali, A., Ribouletm, G. and Roncalli, T. 2000.

Copulas for �nance: A reading guide and some applications.Unpublished Man-

uscript, London: Financial Econometrics Research Centre, City University

Business School.

Chen, L.A. and Welsh, A.H. 2002. Distribution function based bivariate quantiles.

Journal of Multivariate Analysis, 83, 208-231.

Cheng, G., Li, P. and Shi, P. 2007. A new algortihm based on copulas for VaR

valuation with emprical calculation. Theoretical Computer Science, 378, 190-

197.

Cherubini, U., Luciano, E. and Vecchiato, W. 2004. Copula Methods in Finance.

John Wiley& Sons

105



Cheung, K.C. 2009. Upper comonotonicity. Insurance: Mathematic and Economics,

Vol 45, Issue1, 35-40

Denuit, M., Genest, C. and Marceau, E. 1999. Stochastic bounds on sums of de-

pendent risks. Insurance: Mathematics and Economics, 25, 11-21.

Denuit, M., Dhaene, J., Goovaerts, M.J. and Kaas, R. 2005. Actuarial Theory for

Dependent Risks: Measures, Orders and Models. Wiley, New York.

Dhaene, J., Denuit, M., Goovaerts, M.J., Kaas, R. and Vyncke, D. 2002 a. The

concept of comonotonicity in actuarial science and �nance: Theory. Insurance:

Mathematics & Economics, vol. 31(1), 3�33.

Dhaene, J., Denuit, M., Goovaerts, M.J., Kaas, R. and Vyncke, D. 2002 b. The

concept of comonotonicity in actuarial science and �nance: Applications. In-

surance: Mathematics & Economics, vol. 31(1), 3�33.

Dhaene, J., Vandu¤el, S., Tang, Q., Goovaerts, M.J., Kaas, R. and Vyncke, D. 2004.

Capital requirements, risk measures and comonotonicity. Belgian Actuarial

Bulletin, 4, 53-61.

Dhaene, J., Vandu¤el, S., Goovaerts, M.J., Kaas, R., Tang, Q. and Vyncke, D. 2006.

Risk measures and comonotonicity: A review. Stochastic models. 22, 573-606.

Embrechts, P., McNeil, A., and Straumann, D. 2002. Correlation and dependence

in risk management: properties and pitfalls.

Embrechts, P., Höing, A. and Juri, A. 2003. Using Copula to bound the Value-at-

Risk for functions of dependent risks. Finance and Stochastics, 7, 145-167.

Escarela, G. and Carriere, J.F. 2003. Fitting competing risks with an assumed

copula. Statistical Methods in Medical Research,12 (4), 333-349

106



Fantazzini, D. 2009. The e¤ects of misspeci�ed marginals and copulas on computing

the value at risk: a Manto Carlo Study. Computational Statistics & Data

Analysis, 53, 2168-2188.

Fermanian, J.D. 2005. Goodness of Fit tests for copulas. Journal of Multivariate

Analysis, 95, 119-152.

Frees, E.W., Carriere, J. and Valdez, E.1996. Annuity valuation with dependent

mortality. Journal of Risk and Insurance 63, 229�261.,

Frees, E.W. and Valdez, E. A.1998. Understanding relationships using copulas.

North American Actuarial Journal 2(1), 1�26.

Frees, E.W. and Wang, P. 2005. Credibility Using Copulas. North American Actu-

arial Journal. 9(2), 31�48.

Gaenssler, P. and Stute,W.1987. Seminar on emprical processes. Vol 9, Birkhauser,

Basel Switzerland.

Gebizlioglu, O.L. and Yagci, B. 2008. Tolerance intervals for quantiles of bivariate

risks and risk measurement. Insurance Mathematics&Economics, 42, 1022-

1027

Genest, C., Ghoudi, K. and Rivest, L.,P. 1995 . A semiparametric estimation pro-

cedure of dependence parameters in multivariate families of distribution. Bio-

metrika, 82 3 , 543�552.

Genest, C. and Favre, A.C. 2007. Everything You Always Wanted to Know about

Copula Modeling but Were Afraid to Ask. Journal of Hydrologic Engineering,

12, 347-368.

He, X. and Gong, P. 2009. Measuring The Coupled Risks: A Copula-Based CVaR

Model. Journal of Computational and Applied Mathematics, vol 223, ¬ssue 2,

pg: 1066-1080.

107



Hoe¤ding, W. 1948 . A class of statistics with asymptotically normal distribution.

Ann. Math. Stat., 19 (3) , 293�325.

Hürlimann, W. 2004. Multivariate Frechet Copulas And Conditional Value At Risk.

International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,vol 7, 345-

364

Joe, H. 1997. Multivariate Models and Dependence Concepts. Chapman and Hall.

Jorion, P. 2000. Value at Risk. McGraw-Hill

Kaas, R., Goovaerts, M.J., Dhaene, J. and Denuit, M. 2001. Modern Actuarial Risk

Theory. Kluwer Academic Publishers.

Kallenberg, W.C.M. 2008. Modelling Dependence. Insurance: Mathematics and

Economics, 42, 127-146

KallenbergW.C.M. 2009. Estimating Copula Densities UsingModel Selection Tech-

niques. Insurance: Mathematics and Economics, 45(2), 209-223.

Kole, E., Koedijk, K. and Verbeek, M. 2007. Selecting copulas for risk management.

Journal of Banking & Finance, 31, 2405-2423.

Nelsen, R.B.1998. An Introduction to Copulas. Springer, New York.

Nelsen, R.B. 2006. An Introduction to Copulas. 2nd edition, Springer, New York.

Nelsen, R.B., Quesada-Molina, J.J., Rodriguez-Lallena, J.A. and Ubeda-Flores, M.

2001. Distribution functions of copulas: a class of bivariate probability integral

transforms. Statistics & Probability Letters, 54, 277-282.

Panjer, H.H.1998. Financial Economics, with Applications to Investments, Insur-

ance and Pensions. The Actuarial Foundation, Schaumburg, Illinois.

Schweizer, B. and Sklar, A. 1983. Probabilistic Metric Spaces. New York: North

Holland.

108



Schweizer, B. 1991. Thirty years of copulas. In: G. Dall�Aglio, S.Kotz, and G.

Salinetti (eds.): Advances in Probability Distributions with Given Marginals:

Beyond the Copulas. The Netherlands: Kluwer Academic Publishers.

Sklar, A. 1959. Functions de repartition an dimensions at leurs marges. Publ. Inst.

Statist. Univ. Paris 8, 229-231.

Szegö, G. 2005. Measures of risk. European Journal of Operational Research, vol

163, 5-19

Tank, F. and Gebizlioglu, O.L. 2004. Sarmanov distribution class for dependent

risks and its applications. Belgian Actuarial Bulletin, 4, 50-52.

Trivedi, P.K. and Zimmer, D.M. 2007. Copula Modeling: An Introduction for Prac-

titioners. Foundations and Trends in Econometrics.

Wang, W. and Wells, M. T. 2000 . Model selection and semiparametric inference

for bivariate failure-time data with discussion . J. Am. Stat. Assoc., 95 (1) ,

62�76.

Yan, J. 2007. Enjoy the Joy of Copulas: With a Package copula. Journal of Sta-

tistical Software, Vol.21, Issue 4, 1-21

109



EKLER

EK 1 Ters Da¼g¬l¬m Fonksiyonlar¬

EK 2 � = (b=a)2 � 4 (c=a) için � > 0 durumunun incelenmesi
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EK 1 Ters Da¼g¬l¬m Fonksiyonlar¬

BirX rasgele de¼gi̧skeninin FX (x) = P (X � x) biçimindeki birikimli da¼g¬l¬m fonksiy-

onu

FX (�1) = lim
x!�1

FX (x) = 0

FX (+1) = lim
x!+1

FX (x) = 1

eşitlikleri ile tan¬ml¬sa¼gdan sürekli azalmayan bir fonksiyondur.

Da¼g¬l¬m fonksiyonun tersinin genel tan¬m¬azalmayan ve soldan sürekli bir fonksiyon

olup

F�1X (p) = inf fx 2 IRjFX (x) � pg ; p 2 [0; 1]

inf Ø = +1

x 2 IR ve p 2 [0; 1] için

F�1X (p) � x() p � FX (x)

ile tan¬mlan¬r.

F�1+X (p) = sup fx 2 IRjFX (x) � pg ; p 2 [0; 1]

inf Ø = +1 supØ = �1

azalmayan ve sa¼gdan sürekli bir fonksiyon

Teorem (Dhaene et al 2002a): X ve g (X) gerçel de¼gerli rasgele de¼gi̧skenler ve

0 < p < 1 olsun.

(a) E¼ger g azalmayan ve soldan sürekli bir fonksiyon ise

111



F�1g(X) (p) = g
�
F�1X (p)

�
(b) E¼ger g azalmayan ve sa¼gdan sürekli bir fonksiyon ise

F�1+g(X) (p) = g
�
F�1+X (p)

�
(c) E¼ger g artmayan ve soldan sürekli bir fonksiyon ise

F�1+g(X) (p) = g
�
F�1X (1� p)

�
(d) E¼ger g artmayan ve sa¼gdan sürekli bir fonksiyon ise

F�1g(X) (p) = g
�
F�1+X (1� p)

�
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EK 2 � = (b=a)2�4 (c=a) için � > 0 durumunun incelenmesi:�
((p1+p2)+�(p1+p2)��(p1+p2)2)

(�(p1+p2)2��(p1+p2))

�2
+ 4 p1

(�(p1+p2)2��(p1+p2))
= (0 < p1 + p2 < 1)

1
�2(p1+p2)(p1+p2�1)2

0@ �2p31 + 3�
2p21p2 � 2�2p21 + 3�2p1p22 � 4�2p1p2 + �2p1+

�2p32 � 2�2p22 + �2p2 + 2�p21 � 2�p1 � 2�p22 + 2�p2 + p1 + p2

1A
> 0

�2 (p1 + p2) (p1 + p2 � 1)2 > 0 oldu¼gundan0@ �2p31 + 3�
2p21p2 � 2�2p21 + 3�2p1p22 � 4�2p1p2 + �2p1 + �2p32 � 2�2p22
+�2p2 + 2�p

2
1 � 2�p1 � 2�p22 + 2�p2 + p1 + p2

1A > 0

0@ �2 (p31 + 3p
2
1p2 + 3p1p

2
2 + p

3
2)� 2�2 (p21 + 2p1p2 + p22)

+�2 (p1 + p2) + 2� (p
2
1 � p22)� 2� (p1 � p2) + p1 + p2

1A > 0

0@ �2 (p31 + 3p
2
1p2 + 3p1p

2
2 + p

3
2)� 2�2 (p21 + 2p1p2 + p22)

+ (p1 + p2) (�
2 + 1) + 2� (p1 � p2) (p1 + p2 � 1)

1A > 0

�2 (p1 + p2)
3�2�2 (p1 + p2)2+(p1 + p2) (�2 + 1)+2� (p1 + p2 � p2 � p2) (p1 + p2 � 1)

> 0

p1 + p2 = p olsun

�2p3 � 2�2p2 + (�2 + 1) p+ 2� (p� 2p2) (p� 1) > 0

�2p3 � 2�2p2 + �2p+ p+ 2� (p� 2p2) (p� 1) > 0

�2p (p2 � 2p+ 1) + p+ 2� (p� 2p2) (p� 1) > 0

p
�
�2 (p� 1)2 + 1

�
� 2� (p� 2p2) (1� p) > 0

p
�
�2 (p� 1)2 + 1

�
> 2� (p� 2p2) (1� p)

�2 (p� 1)2 > 2�(p�2p2)(1�p)
p

� 1 , � 6= 0; p = p1 + p2 6= 0 ; p1 + p2 6= 1
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EK 3 Yaşam kopulalar¬ve yaşam fonksiyonlar¬

Tan¬m (Denuit et al 2005): E¼ger u 2 [0; 1]2 için C bir kopula ise

C (u1; u2) = C (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1

fonksiyonu C ile tan¬mlanm¬̧s yaşam kopulas¬olarak adland¬r¬l¬r.

Yaşam fonksiyonu ile yaşam kopulas¬aras¬ndaki ili̧ski:

E¼ger X1 ve X2 rasgele de¼gi̧skenlerine ait marjinal fonksiyonlar F1 (x1) ve F2 (x2) ise;

P (X1 > x1; X2 > x2) = FX (x) = SX (x)

= 1� F1 (x1)� F2 (x2) + FX (x1; x2)

= C
�
F 1 (x1) ; F 2 (x2)

�
şeklindedir. Özel olarak u 2 [0; 1]2 için kopula fonksiyonuna ba¼gl¬yaşam fonksiyonu

SU (u) = P (U1 > u1; U2 > u2)

= 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

elde edilir.

Baz¬kopulalar için yaşam kopulalar¬ve kopulalara ba¼gl¬yaşam fonksiyonlar¬aşa¼g¬da

elde edilmi̧stir.
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Clayton:

C
Cl
(u1; u2) = CCl (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1

=
�
(1� u1)�� + (1� u2)�� � 1

��1=�
+ u1 + u2 � 1

SClU (u) = 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

= 1� u1 � u2 +
�
u��1 + u��2 � 1

��1=�
Frank:

C
F
(u1; u2) = CF (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1

= � 1
�
ln

 
1 +

�
e��(1�u1) � 1

� �
e��(1�u2) � 1

�
e�� � 1

!
+ u1 + u2 � 1

SFU (u) = 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

= 1� u1 � u2 �
1

�
ln

�
1 +

(e��u1 � 1) (e��u2 � 1)
e�� � 1

�

Gumbel:

C
Gu
(u1; u2) = CGu (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1

= exp
h
� ((� ln (1� u1))� + (� ln (1� u2))�)

1
�

i
+ u1 + u2 � 1

SGuU (u) = 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

= 1� u1 � u2 + exp
h
� ((� lnu1)� + (� lnu2)�)

1
�

i
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FGM:

C
FGM

(u1; u2) = CFGM (1� u1; 1� u2) + u1 + u2 � 1

= (1� u1) (1� u2) (1 + �u1u2) + u1 + u2 � 1

SFGMU (u) = 1� u1 � u2 + C (u1; u2)

= 1� u1 � u2 + u1u2 f1 + � (1� u1) (1� u2)g

= 1� u1 � u2 + u1u2 + � (1� u1) (1� u2)u1u2

= 1� u1 � u2 (1� u1) + � (1� u1) (1� u2)u1u2

= (1� u1) (1� u2) + � (1� u1) (1� u2)u1u2

= (1� u1) (1� u2) (1 + �u1u2)
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EK 4 Bölüm 5 için Matlab programlar¬

p1 = p2 durumu için V aR(U); CV AR(U) ve CV aR(S) de¼gerlerini elde eden pro-

gram

clc

clear all

close all

alpha=-0.75

for q=0.15:0.05:0.45

p1=q;

p2=q;

p=p1+p2;

if p<1

p1

p2

a=(alpha.*(p1+p2).^2-alpha.*(p1+p2));

b=((p1+p2)+alpha.*(p1+p2)-alpha.*(p1+p2)^2);

c=-p1;

b1=b./a;

c1=c./a;

d=(b1)^2-4*(c1);

if d>0

if alpha<0

V1=(1/2)*(-b1+((b1).^2-4.*c1).^(1/2));

end

if alpha>0

V1=(1/2)*(-b1-((b1).^2-4.*c1).^(1/2));

end

V2=p1+p2;
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u2=V2;

u1=V1;

u1

u2

Pi1=(-1./6).*((u1-1).^2).*(u2-1).*(alpha.*u2+2.*alpha.*u1.*u2+3);

Pi2=(-1./6).*(u1-1).*((u2-1).^2).*(alpha.*u1+2.*alpha.*u1.*u2+3);

S=(1-u1).*(1-u2).*(1+alpha.*u1.*u2);

CV1=V1+(Pi1./S);

CV2=V2+(Pi2./S);

CV1

CV2

CVS=CV1+CV2

end

end

end

p1 6= p2 durumu için V aR(U); CV aR(U) ve CV aR(S) de¼gerlerini elde eden program

clc

clear all

close all

alpha=-1

for p1=0.0:0.1:1

for p2=0.0:0.1:1

p=p1+p2;

if p<1

p1

p2

a=(alpha.*(p1+p2).^2-alpha.*(p1+p2));

b=((p1+p2)+alpha.*(p1+p2)-alpha.*(p1+p2)^2);
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c=-p1;

b1=b./a;

c1=c./a;

d=(b1)^2-4*(c1);

if d>0

if alpha<0

V1=(1/2)*(-b1+((b1).^2-4.*c1).^(1/2));

end

if alpha>0

V1=(1/2)*(-b1-((b1).^2-4.*c1).^(1/2));

end

V2=p1+p2;

u2=V2;

u1=V1;

u1

u2

Pi1=(-1./6).*((u1-1).^2).*(u2-1).*(alpha.*u2+2.*alpha.*u1.*u2+3);

Pi2=(-1./6).*(u1-1).*((u2-1).^2).*(alpha.*u1+2.*alpha.*u1.*u2+3);

S=(1-u1).*(1-u2).*(1+alpha.*u1.*u2);

CV1=V1+(Pi1./S);

CV2=V2+(Pi2./S);

CV1

CV2

CVS=CV1+CV2

end

end

end

end
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EK 5 Bölüm 5�de elde edilen çizelgeler

Çizelge 5.9 � = �1 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

 α = ­ 1 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,4833 0,4667 0,4500 0,4333 0,4167 0,4000 0,3833 0,3667 0,3500
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9333 0,8667 0,8000 0,7333 0,6667 0,6000 0,5333 0,4667 0,4000
VaR(U1) 1,0000 0,6754 0,5083 0,3931 0,3062 0,2395 0,1888 0,1506 0,1218 t
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1582 0,2316 0,2743 0,2996 0,3127 0,3171 0,3153 0,3092 t
CVaR(U2) t 0,3167 0,3010 0,2720 0,2349 0,1925 0,1467 0,0989 0,0498 t
CVaR(S) t 0,4749 0,5326 0,5463 0,5345 0,5052 0,4638 0,4142 0,3590 t
VaR(U1) 1,0000 0,7849 0,6385 0,5247 0,4315 0,3544 0,2913 0,2405 t
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1045 0,1690 0,2121 0,2406 0,2581 0,2670 0,2693 t
CVaR(U2) t 0,2662 0,2486 0,2204 0,1845 0,1429 0,0975 0,0495 t
CVaR(S) t 0,3707 0,4176 0,4325 0,4251 0,4010 0,3645 0,3188 t
VaR(U1) 1,0000 0,8333 0,7042 0,5963 0,5036 0,4238 0,3463 t
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 1,0000 0,0806 0,1366 0,1765 0,2038 0,2212 0,2403 t
CVaR(U2) 0,5333 0,2250 0,2047 0,1752 0,1383 0,0957 0,0491 t
CVaR(S) 1,5333 0,3056 0,3413 0,3517 0,3421 0,3169 0,2894 t
VaR(U1) 1,0000 0,8601 0,7430 0,6405 0,5495 0,4694 t
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0671 0,1166 0,1524 0,1770 0,1921 t
CVaR(U2) t 0,1871 0,1642 0,1326 0,0935 0,0486 t
CVaR(S) t 0,2542 0,2808 0,2850 0,2705 0,2407 t
VaR(U1) 1,0000 0,8766 0,7678 0,6693 0,5799 t
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0585 0,1025 0,1339 0,1547 t
CVaR(U2) t 0,1507 0,1251 0,0904 0,0480 t
CVaR(S) t 0,2092 0,2276 0,2243 0,2027 t
VaR(U1) 1,0000 0,8872 0,7839 0,6881 t
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1507 0,1251 0,0904 t
CVaR(U2) t 0,7365 0,6588 0,5977 t
CVaR(S) t 0,8872 0,7839 0,6881 t
VaR(U1) 1,0000 0,8940 0,7941 t
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0477 0,0807 t
CVaR(U2) 0,1000 0,0791 0,0454 t
CVaR(S) 0,1000 0,1268 0,1261 t
VaR(U1) 1,0000 0,8980 t
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0429 t
CVaR(U2) t 0,0422 t
CVaR(S) t 0,0851 t
VaR(U1) 1,0000 t
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.10 � = �0:75 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = ­ 0,75 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,4875 0,4750 0,4625 0,4500 0,4375 0,4250 0,4125 0,4000 0,3875
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9375 0,8750 0,8125 0,7500 0,6875 0,6250 0,5625 0,5000 0,4375
VaR(U1) 1,0000 0,6385 0,4639 0,3527 0,2747 0,2178 0,1754 0,1434 0,1190 t
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1771 0,2560 0,3002 0,3260 0,3402 0,3468 0,3480 0,3455 t
CVaR(U2) t 0,3435 0,3183 0,2822 0,2404 0,1952 0,1478 0,0992 0,0498 t
CVaR(S) t 0,5206 0,5743 0,5824 0,5664 0,5354 0,4946 0,4472 0,3953 t
VaR(U1) 1,0000 0,7619 0,6073 0,4937 0,4057 0,3359 0,2803 0,2357 t
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1165 0,1869 0,2335 0,2647 0,2852 0,2976 0,3040 t
CVaR(U2) t 0,2937 0,2666 0,2311 0,1901 0,1454 0,0983 0,0496 t
CVaR(S) t 0,4102 0,4535 0,4646 0,4548 0,4306 0,3959 0,3536 t
VaR(U1) 1,0000 0,8172 0,6814 0,5734 0,4848 0,4113 0,3504 t
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0892 0,1508 0,1949 0,2264 0,2484 0,2626 t
CVaR(U2) t 0,2513 0,2214 0,1845 0,1427 0,0973 0,0494 t
CVaR(S) t 0,3405 0,3722 0,3794 0,3691 0,3457 0,3120 t
VaR(U1) 1,0000 0,8483 0,7263 0,6242 0,5373 0,4631 t
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0737 0,1285 0,1695 0,1998 0,2213 t
CVaR(U2) 0,2357 0,2111 0,1784 0,1396 0,0960 0,0492 t
CVaR(S) 0,2357 0,2848 0,3069 0,3091 0,2958 0,2705 t
VaR(U1) 1,0000 0,8678 0,7558 0,6587 0,5739 t
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0639 0,1135 0,1514 0,1797 t
CVaR(U2) 0,2000 0,1715 0,1359 0,0946 0,0488 t
CVaR(S) 0,2000 0,2354 0,2494 0,2460 0,2285 t
VaR(U1) 1,0000 0,8808 0,7761 0,6829 t
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0573 0,1025 0,1376 t
CVaR(U2) t 0,1316 0,0927 0,0484 t
CVaR(S) t 0,1889 0,1952 0,1860 t
VaR(U1) 1,0000 0,8897 0,7902 t
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0526 0,0943 t
CVaR(U2) t 0,0905 0,0479 t
CVaR(S) t 0,1431 0,1422 t
VaR(U1) 1,0000 0,8959 t
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0490 t
CVaR(U2) t 0,0472 t
CVaR(S) t 0,0962 t
VaR(U1) 1,0000 t
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.11 � = �0:50 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = ­ 0,50 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,4917 0,4833 0,4750 0,4667 0,4583 0,4500 0,4417 0,4333 0,4250
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9417 0,8833 0,8250 0,7667 0,7083 0,6500 0,5917 0,5333 0,4750
VaR(U1) 1,0000 0,5963 0,4185 0,3147 0,2464 0,1985 0,1634 0,1368 0,1162 t
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1990 0,2817 0,3259 0,3516 0,3666 0,3750 0,3791 0,3801 t
CVaR(U2) t 0,3662 0,3318 0,2899 0,2445 0,1972 0,1487 0,0995 0,0499 t
CVaR(S) t 0,5652 0,6135 0,6158 0,5961 0,5638 0,5237 0,4786 0,4300 t
VaR(U1) 1,0000 0,7349 0,5734 0,4621 0,3805 0,3183 0,2697 0,2311 t
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1306 0,2064 0,2553 0,2881 0,3103 0,3253 0,3350 t
CVaR(U2) t 0,3163 0,2806 0,2391 0,1943 0,1473 0,0990 0,0498 t
CVaR(S) t 0,4469 0,4870 0,4944 0,4824 0,4576 0,4243 0,3848 t
VaR(U1) 1,0000 0,7983 0,6564 0,5495 0,4659 0,3990 0,3446 t
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0992 0,1659 0,2131 0,2472 0,2718 0,2896 t
CVaR(U2) t 0,2715 0,2336 0,1912 0,1458 0,0984 0,0497 t
CVaR(S) t 0,3707 0,3995 0,4043 0,3930 0,3702 0,3393 t
VaR(U1) 1,0000 0,8345 0,7080 0,6072 0,5249 0,4569 t
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 1,0000 0,0813 0,1406 0,1850 0,2185 0,2437 t
CVaR(U2) 0,6625 0,2280 0,1880 0,1442 0,0978 0,0495 t
CVaR(S) 1,6625 0,3093 0,3286 0,3292 0,3163 0,2932 t
VaR(U1) 1,0000 0,8577 0,7429 0,6478 0,5678 t
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0698 0,1234 0,1649 0,1973 t
CVaR(U2) t 0,1846 0,1425 0,0971 0,0494 t
CVaR(S) t 0,2544 0,2659 0,2620 0,2467 t
VaR(U1) 1,0000 0,8737 0,7678 0,6776 t
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0618 0,1109 0,1500 t
CVaR(U2) t 0,1406 0,0963 0,0492 t
CVaR(S) t 0,2024 0,2072 0,1992 t
VaR(U1) 1,0000 0,8852 0,7862 t
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0560 0,1016 t
CVaR(U2) t 0,0954 0,0490 t
CVaR(S) t 0,1514 0,1506 t
VaR(U1) 1,0000 0,8936 t
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0518 t
CVaR(U2) t 0,0488 t
CVaR(S) t 0,1006 t
VaR(U1) 1,0000 t
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.12 � = �0:25 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = ­ 0,25 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,4958 0,4917 0,4875 0,4833 0,4792 0,4750 0,4708 0,4667 0,4625
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9458 0,8917 0,8375 0,7833 0,7292 0,6750 0,6208 0,5667 0,5125
VaR(U1) 1,0000 0,5495 0,3743 0,2803 0,2216 0,1815 0,1526 0,1307 0,1136 t
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,2235 0,3078 0,3509 0,3762 0,3920 0,4022 0,4088 0,4130 t
CVaR(U2) 0,4154 0,3849 0,3421 0,2957 0,2476 0,1988 0,1494 0,0998 0,0500 t
CVaR(S) 0,4154 0,6084 0,6499 0,6466 0,6238 0,5908 0,5516 0,5086 0,4630 t
VaR(U1) 1,0000 0,7032 0,5373 0,4306 0,3563 0,3015 0,2596 0,2266 t
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1472 0,2276 0,2776 0,3109 0,3342 0,3509 0,3631 t
CVaR(U2) t 0,3348 0,2915 0,2453 0,1975 0,1488 0,0995 0,0499 t
CVaR(S) t 0,4820 0,5191 0,5229 0,5084 0,4830 0,4504 0,4130 t
VaR(U1) 1,0000 0,7761 0,6292 0,5249 0,4471 0,3869 0,3389 t
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1110 0,1823 0,2314 0,2668 0,2929 0,3128 t
CVaR(U2) t 0,2874 0,2429 0,1962 0,1482 0,0993 0,0498 t
CVaR(S) t 0,3984 0,4252 0,4276 0,4150 0,3922 0,3626 t
VaR(U1) 1,0000 0,8186 0,6881 0,5896 0,5125 0,4506 t
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0899 0,1533 0,1997 0,2349 0,2621 t
CVaR(U2) 0,2833 0,2405 0,1949 0,1475 0,0990 0,0498 t
CVaR(S) 0,2833 0,3304 0,3482 0,3472 0,3339 0,3119 t
VaR(U1) 1,0000 0,8463 0,7291 0,6366 0,5617 t
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0762 0,1330 0,1766 0,2109 t
CVaR(U2) t 0,1935 0,1469 0,0988 0,0497 t
CVaR(S) t 0,2697 0,2799 0,2754 0,2606 t
VaR(U1) 1,0000 0,8659 0,7591 0,6722 t
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0664 0,1182 0,1591 t
CVaR(U2) t 0,1462 0,0985 0,0497 t
CVaR(S) t 0,2126 0,2167 0,2088 t
VaR(U1) 1,0000 0,8803 0,7820 t
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0593 0,1069 t
CVaR(U2) t 0,0982 0,0496 t
CVaR(S) t 0,1575 0,1565 t
VaR(U1) 1,0000 0,8913 t
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0538 t
CVaR(U2) t 0,0495 t
CVaR(S) t 0,1033 t
VaR(U1) 1,0000 t
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.13 � = 0:25 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = 0,25 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,5042 0,5083 0,5125 0,5167 0,5208 0,5250 0,5292 0,5333 0,5375
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9542 0,9083 0,8625 0,8167 0,7708 0,7250 0,6792 0,6333 0,5875
VaR(U1) 1,0000 0,4505 0,2968 0,2239 0,1814 0,1537 0,1341 0,1197 0,1087 "­inf"
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,2772 0,3577 0,3979 0,4230 0,4406 0,4543 0,4654 0,4747 t
CVaR(U2) t 0,4117 0,3559 0,3033 0,2518 0,2010 0,1505 0,1002 0,0500 t
CVaR(S) t 0,6889 0,7136 0,7012 0,6748 0,6416 0,6048 0,5656 0,5247 t
VaR(U1) 1,0000 0,6257 0,4627 0,3708 0,3119 0,2709 0,2409 0,2180 "­inf"
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1888 0,2733 0,3225 0,3553 0,3794 0,3979 0,4128 t
CVaR(U2) t 0,3622 0,3066 0,2537 0,2020 0,1510 0,1004 0,0501 t
CVaR(S) t 0,5510 0,5799 0,5762 0,5573 0,5304 0,4983 0,4629 t
VaR(U1) 1,0000 0,7197 0,5694 0,4751 0,4104 0,3634 0,3278 "­inf"
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1414 0,2189 0,2689 0,3043 0,3309 0,3519 t
CVaR(U2) t 0,3101 0,2555 0,2030 0,1514 0,1006 0,0501 t
CVaR(S) t 0,4515 0,4744 0,4719 0,4557 0,4315 0,4020 t
VaR(U1) 1,0000 0,7784 0,6437 0,5529 0,4875 0,4383 "­inf"
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1118 0,1811 0,2289 0,2642 0,2916 t
CVaR(U2) t 0,2574 0,2039 0,1519 0,1007 0,0502 t
CVaR(S) t 0,3692 0,3850 0,3808 0,3649 0,3418 t
VaR(U1) 1,0000 0,8185 0,6985 0,6131 0,5494 "­inf"
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0915 0,1531 0,1979 0,2321 t
CVaR(U2) t 0,2049 0,1523 0,1009 0,0502 t
CVaR(S) t 0,2964 0,3054 0,2988 0,2823 t
VaR(U1) 1,0000 0,8474 0,7404 0,6611 "­inf"
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0769 0,1318 0,1732 t
CVaR(U2) 0,2058 0,1528 0,1011 0,0502 t
CVaR(S) 0,2058 0,2297 0,2329 0,2234 t
VaR(U1) 1,0000 0,8693 0,7734 "­inf"
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0658 0,1149 t
CVaR(U2) t 0,1012 0,0503 t
CVaR(S) t 0,1670 0,1652 t
VaR(U1) 1,0000 0,8864 "­inf"
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0572 t
CVaR(U2) t 0,0503 t
CVaR(S) t 0,1075 t
VaR(U1) 1,0000 "­inf"
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.14 � = 0:50 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = 0,50 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,5083 0,5167 0,5250 0,5333 0,5417 0,5500 0,5583 0,5667 0,5750
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9583 0,9167 0,8750 0,8333 0,7917 0,7500 0,7083 0,6667 0,6250
VaR(U1) 1,0000 0,4037 0,2651 0,2017 0,1655 0,1423 0,1263 0,1148 0,1064 "­inf"
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,3039 0,3805 0,4196 0,4451 0,4641 0,4795 0,4926 0,5039 t
CVaR(U2) 0,5143 0,4207 0,3604 0,3058 0,2533 0,2018 0,1509 0,1004 0,0501 t
CVaR(S) 0,5143 0,7246 0,7409 0,7254 0,6984 0,6659 0,6304 0,5930 0,5540 t
VaR(U1) 1,0000 0,5815 0,4266 0,3436 0,2920 0,2571 0,2322 0,2138 "­inf"
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,2133 0,2968 0,3447 0,3770 0,4010 0,4199 0,4354 t
CVaR(U2) 0,4485 0,3718 0,3118 0,2566 0,2036 0,1518 0,1007 0,0502 t
CVaR(S) 0,4485 0,5851 0,6086 0,6013 0,5806 0,5528 0,5206 0,4856 t
VaR(U1) 1,0000 0,6853 0,5379 0,4505 0,3928 0,3522 0,3224 "­inf"
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,1603 0,2389 0,2880 0,3225 0,3484 0,3689 t
CVaR(U2) 0,3855 0,3181 0,2599 0,2053 0,1526 0,1010 0,0502 t
CVaR(S) 0,3855 0,4784 0,4988 0,4933 0,4751 0,4494 0,4191 t
VaR(U1) 1,0000 0,7536 0,6195 0,5341 0,4751 0,4322 "­inf"
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1253 0,1964 0,2436 0,2779 0,3041 t
CVaR(U2) t 0,2632 0,2070 0,1534 0,1013 0,0503 t
CVaR(S) t 0,3885 0,4034 0,3970 0,3792 0,3544 t
VaR(U1) 1,0000 0,8015 0,6817 0,6010 0,5431 "­inf"
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1008 0,1639 0,2081 0,2411 t
CVaR(U2) t 0,2086 0,1541 0,1016 0,0504 t
CVaR(S) t 0,3094 0,3180 0,3097 0,2915 t
VaR(U1) 1,0000 0,8366 0,7303 0,6554 "­inf"
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0829 0,1386 0,1792 t
CVaR(U2) t 0,1549 0,1019 0,0504 t
CVaR(S) t 0,2378 0,2405 0,2296 t
VaR(U1) 1,0000 0,8632 0,7689 "­inf"
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0693 0,1185 t
CVaR(U2) t 0,1021 0,0505 t
CVaR(S) t 0,1714 0,1690 t
VaR(U1) 1,0000 0,8838 "­inf"
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0588 t
CVaR(U2) t 0,0505 t
CVaR(S) t 0,1093 t
VaR(U1) 1,0000 "­inf"
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.15 � = 0:75 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = 0,75 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,5125 0,5250 0,5375 0,5500 0,5625 0,5750 0,5875 0,6000 0,6125
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9625 0,9250 0,8875 0,8500 0,8125 0,7750 0,7375 0,7000 0,6625
VaR(U1) 1,0000 0,3615 0,2381 0,1828 0,1517 0,1322 0,1192 0,1103 0,1041 "­inf"
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,3289 0,4016 0,4402 0,4667 0,4872 0,5043 0,5191 0,5323 t
CVaR(U2) 0,5442 0,4274 0,3638 0,3078 0,2545 0,2025 0,1513 0,1005 0,0501 t
CVaR(S) 0,5442 0,7563 0,7654 0,7480 0,7212 0,6897 0,6556 0,6196 0,5824 t
VaR(U1) 1,0000 0,5361 0,3927 0,3186 0,2737 0,2442 0,2239 0,2098 "­inf"
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,2392 0,3201 0,3666 0,3984 0,4222 0,4412 0,4566 t
CVaR(U2) 0,4696 0,3793 0,3158 0,2589 0,2049 0,1524 0,1010 0,0502 t
CVaR(S) 0,4696 0,6185 0,6359 0,6255 0,6033 0,5746 0,5422 0,5068 t
VaR(U1) 1,0000 0,6473 0,5063 0,4266 0,3758 0,3413 0,3171 "­inf"
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,1815 0,2596 0,3074 0,3406 0,3654 0,3847 t
CVaR(U2) 0,4000 0,3244 0,2633 0,2072 0,1535 0,1014 0,0503 t
CVaR(S) 0,4000 0,5059 0,5229 0,5146 0,4941 0,4668 0,4350 t
VaR(U1) 1,0000 0,7253 0,5943 0,5152 0,4627 0,4261 "­inf"
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,1410 0,2126 0,2586 0,2912 0,3157 t
CVaR(U2) 0,3346 0,2678 0,2094 0,1546 0,1018 0,0504 t
CVaR(S) 0,3346 0,4088 0,4220 0,4132 0,3930 0,3661 t
VaR(U1) 1,0000 0,7822 0,6641 0,5887 0,5369 "­inf"
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1115 0,1753 0,2181 0,2493 t
CVaR(U2) t 0,2116 0,1555 0,1022 0,0505 t
CVaR(S) t 0,3231 0,3308 0,3203 0,2998 t
VaR(U1) 1,0000 0,8246 0,7197 0,6496 "­inf"
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0896 0,1457 0,1848 t
CVaR(U2) 0,2138 0,1565 0,1025 0,0506 t
CVaR(S) 0,2138 0,2461 0,2482 0,2354 t
VaR(U1) 1,0000 0,8566 0,7643 "­inf"
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0730 0,1220 t
CVaR(U2) 0,1574 0,1028 0,0506 t
CVaR(S) 0,1574 0,1758 0,1726 t
VaR(U1) 1,0000 0,8810 "­inf"
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0605 t
CVaR(U2) t 0,0507 t
CVaR(S) t 0,1112 t
VaR(U1) 1,0000 "­inf"
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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Çizelge 5.16 � = 1 ; u 2 (0; 1)2; V aR (U) ; CV aR (U) ; CV aR (S)

α = 1 p2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(U1) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
VaR(U2) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
CVaR(U1) t 0,5167 0,5333 0,5500 0,5667 0,5833 0,6000 0,6167 0,6333 0,6500
CVaR(U2) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500
CVaR(S) t 0,9667 0,9333 0,9000 0,8667 0,8333 0,8000 0,7667 0,7333 0,7000
VaR(U1) 1,0000 0,3246 0,2151 0,1667 0,1399 0,1234 0,1128 0,1060 0,1020 "­inf"
VaR(U2) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,3520 0,4214 0,4600 0,4877 0,5098 0,5287 0,5452 0,5598 t
CVaR(U2) 0,5727 0,4325 0,3665 0,3094 0,2554 0,2031 0,1516 0,1007 0,0502 t
CVaR(S) 0,5727 0,7845 0,7879 0,7694 0,7431 0,7129 0,6803 0,6459 0,6100 t
VaR(U1) 1,0000 0,4917 0,3615 0,2958 0,2570 0,2322 0,2161 0,2059 "­inf"
VaR(U2) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,2654 0,3430 0,3881 0,4193 0,4431 0,4618 0,4768 t
CVaR(U2) t 0,3850 0,3190 0,2607 0,2059 0,1530 0,1012 0,0503 t
CVaR(S) t 0,6504 0,6620 0,6488 0,6252 0,5961 0,5630 0,5271 t
VaR(U1) 1,0000 0,6069 0,4753 0,4037 0,3595 0,3307 0,3119 "­inf"
VaR(U2) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,2048 0,2809 0,3268 0,3585 0,3819 0,3995 t
CVaR(U2) 0,4128 0,3293 0,2660 0,2087 0,1543 0,1017 0,0504 t
CVaR(S) 0,4128 0,5341 0,5469 0,5355 0,5128 0,4836 0,4499 t
VaR(U1) 1,0000 0,6938 0,5685 0,4964 0,4505 0,4201 "­inf"
VaR(U2) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,1589 0,2297 0,2738 0,3043 0,3265 t
CVaR(U2) 0,3429 0,2715 0,2113 0,1555 0,1022 0,0505 t
CVaR(S) 0,3429 0,4304 0,4410 0,4293 0,4065 0,3770 t
VaR(U1) 1,0000 0,7605 0,6456 0,5762 0,5306 "­inf"
VaR(U2) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,1237 0,1873 0,2283 0,2571 t
CVaR(U2) t 0,2139 0,1567 0,1026 0,0506 t
CVaR(S) t 0,3376 0,3440 0,3309 0,3077 t
VaR(U1) 1,0000 0,8112 0,7087 0,6437 "­inf"
VaR(U2) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0971 0,1529 0,1902 t
CVaR(U2) 0,2167 0,1578 0,1030 0,0507 t
CVaR(S) 0,2167 0,2549 0,2559 0,2409 t
VaR(U1) 1,0000 0,8494 0,7595 "­inf"
VaR(U2) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) 0,0000 0,0771 0,1254 t
CVaR(U2) 0,1588 0,1034 0,0508 t
CVaR(S) 0,1588 0,1805 0,1762 t
VaR(U1) 1,0000 0,8782 "­inf"
VaR(U2) 0,8000 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t 0,0621 t
CVaR(U2) t 0,0508 t
CVaR(S) t 0,1129 t
VaR(U1) 1,0000 "­inf"
VaR(U2) 0,9000 1,0000
CVaR(U1) t t
CVaR(U2) t t
CVaR(S) t t
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