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Bu calismada, belli bir zaman araliginda maksimum hasar bilgisini gesitli olasilik
diizeylerinde veren, bu nedenle de risk yonetiminde 6zellikle sigortacilik ve aktuerya
alaninda ¢ok kullanilan Riske Maruz Deger (Value at Risk-VaR) ve Kogullu Riske
Maruz Deger (Conditional Value at Risk - CVaR) risk olgiimleri ele alimmugtir.
Bu risk olc¢timleri risklerin bagiml oldugu durumda degerlendirilmigtir. Bagimlilik
yapist kopula fonksiyonlar ile modellenmistir. Ozellikle aktuerya ve finans uygu-
lamalarinda kullanilan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kopula ailesine uydugu
diisiiniilen bagimh iki degiskenli riskler i¢in VaR ve CVaR degerleri elde edilmistir.
Bu amagla tek degigskenli durumda VaR ve dolayisiyla CVaR risk olgiisiiniin, ver-
ilen bir giiven seviyesi (1 — p) igin kuantil noktasina kargilik geldigi diigiincesiyle,
iki degigkenli kuzey-giiney kuantil noktalar1 kullanilmigtir. Ele alinan FGM kopula
ailesine ait baz1 bagimhilik ve kuantil parametre degerleri icin elde edilen sonuglar
cizelgeler ve grafiklerle verilmis ve yorumlanmistir. Ayrica, literatiirde daha énceden
incelenmis baz kopula ailelerine iligkin parametre tahmin yontemlerinden de genel
olarak bahsedilmistir.
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Risk (CVaR), which provide an information about the maximium claim amounts
that can be realized within a specific time duration for a propability level , are
evaluated for dependent risks. Copula models are adopted in order to explain the
dependence between random risk variables. For this purpose, bivariate north south
quantile points method is used for the determination of VaR and CVaR. These risk
measures are evaluated for Farlie-Gumbel- Morgenstern (FGM) copula family in a
set up of actuarial and financial applications. The numerical quantities of the risk
measures under several copula parameters and quantile values are shown by tables
and graphics with interpretations. Furthermore, some methods of copula parameter
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1. GIRIS VE ONCEKIi CALISMALAR

1.1 Giris

Risk analizi ve aktuerya biliminde teminatlarin tanimlanmasi, yeterli sermaye, risk
rezervi ve prim hesabi gibi 6nemli konularda aktueryal kararlarin alinmasinda risk
olctimlerinden yararlanilir. Birbiri ile bagimh risk durumlar: s6z konusu oldugunda
da karsilastirmalar yapmak icin bu dlciimler kullanilabilir. Risk 6l¢iimii, risk alan bir
sigorta veya finans girketine, belirli bir zaman sonra, verilen bir olasilikta kargilagila-
bilecek maksimum hasar bilgisini verir. Bu baglamda genel olarak bir risk ¢l¢iimiiniin,
iflastan kaginmak isteyen risk alan igin, risk verenlerden toplanmasi gereken prim ve

tutulmasi gereken anapara miktarlarini belirlemek amaciyla kullanildigr soylenebilir.

Sigortada bir¢ok cikarim bagimsizlik varsayimi iizerine kurulu olmasina ragmen son
zamanlarda sigorta ve reasiirans iiriinlerinde karigikligin artmasi1 aktueryal calis-
malarda bagiml risklerin modellenmesi konusuna ilginin artmasina neden olmus-
tur. Degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini agiklama yontemlerinden biri, bagimlh
oldugu diisiiniilen degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki matematiksel bagin-
tiy1 ortaya koyan regresyon gibi yapisal modellerdir. Bu modellerde cogunlukla
degiskenler arasindaki iligkilerin dogrusal oldugu ve hata terimlerine ait dagilimin
normal dagilim oldugu varsayilir. Fakat uygulamalarda bu varsayimlarin tamaminin
saglanmasi bircok durumda miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle, degiskenler arasin-
daki bagimlilik yapisi, son yillarda ¢zellikle finans, aktuerya ve risk analizinde giderek
yayginlagan bir bicimde kopula fonksiyonlar: ve modelleri ile agiklanmaya ¢alisilmak-

tadir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde, finansal risk yonetiminde énemli olan riske maruz

deger (Value at Risk-VaR) ve kosullu riske maruz deger (Conditional Value at



Risk-CVaR) gibi bazi ¢nemli risk ¢l¢iimleri, bunlarin &zellikleri ve komonotonluk

kavramiyla iligkileri verilmistir.

Riskler arasindaki bagimhlig: agiklamak igin bazi iyi bilinen kopula modelleri tigiincii
boliimde ele alinmigtir. Bu boliimde ayrica baz kopula aileleri i¢in simiilasyon yon-
temleri ve kopula bagimlilik parametresi i¢in tahmin yontemleri ile ilgili yeterli bil-

gilere de yer verilmistir.

Dordiincii boliimde parametre tahmin yontemleri ve bagimliligin aciklanmasinda

kullanilan yontemlerden kisaca bahsedilmistir.

Qalismanin 6zgiin boliimiinii olugturan beginci boliimde ise FGM kopula ailesinden
geldigi diisiiniilen bagiml iki degigkenli risk degiskenleri icin iki degiskenli kuzey-
giiney kuantil yontemine gore VaR ve CVaR risk ol¢iim formiilleri elde edilmistir.
Bu risk 6l¢timlerinin bazi kuantil ve bagimlilik parametre degerleri icin Matlab ve
Excel programlar1 kullanilarak elde edilen sayisal sonucglar cizelgeler ve grafiklerle

gosterilerek risk analizindeki 6nemli nicelikler bakimindan yorumlanmistir.

Tartisma ve sonug boliimiinde, oénerdigimiz iki degiskenli kuzey-giiney kuantil yon-
temi ve FGM kopula fonksiyonu kullanilarak bagiml riskler esasinda elde edilen
bu risk 6lctimlerinin, aktueryal kararlarin alinmasinda ¢nemli olan prim, risk rez-
ervi ve net retengin gibi nicelikler bakimindan degerlendirmeler yapilmigtir. Son
olarak calismanin bilime ve literatiire katkilari ile sonrasinda yapilabilecek calis-

malar tartigilmigtir.



1.2 Onceki Calismalar

Bu tez caligmasinda en ¢ok yararlanilan risk 6l¢timleri ve kopulalar ile ilgili literatiir

calismalar agagida ozetlenmistir.

Szegd (2005)’de ortalama, lineer korelasyon katsayisi ve VaR gibi klasik risk 6lgiim-
lerinin kullanilabilme kogullarindan bahsedilmektedir. Yaygin olarak kullanilan risk
olciimlerinden VaR ve CVaR’in tanimi ve ozellikleri karsilagtirmali olarak Jorion
(2000) ve Kaas (2001)’de yer almaktadir. Kopulalar ile modellenen bagiml risk
yapilari ve bagimliligin ¢lgiilmesi gibi konularinin yanisira diger bilinen risk lgiim-
lerine ayrintili olarak yer veren Denuit vd. (2005) kaynagindan da biiyiik olgiide
yararlanilmigtir. Calismanin 6zgiin kisminda elde edilen iki degiskenli kuantiller ve
CVaR’1 elde etmek igin Chen ve Welsh (2002) ve Hiirlimann (2004) calismalar
degerlendirilmigtir. Risk 6l¢iimlerinin komonotonluk ve diger 6zellikleri igin Dhaene
(2002a,b), Dhaene (2004), Dhaene (2006) ve Cheung (2009) ¢alismalarindan yarar-

lanilmigtir.

Kopulalar ile ilgili gerekli bilgiler Nelsen (1998), Cherubini vd. (2004), Denuit vd.
(2005) ve Nelsen (2006) kaynaklarmmdan 6zetlenip, kopula se¢imi ve parametre tah-
min yontemleri ile ilgili sirasiyla Genest ve Favre (2007) ile Kole vd. (2007) calis-
malar1 incelenmigtir. Ayrica bu bilgilerin yani sira bazi kopula fonksiyonlariin
komonotonluk kavrami ve bagimlilik parametresi igin elde edilen 6nemli sonuglarin
da bulundugu Trivedi ve Zimmer (2007) ¢aligmasindan gerekli bilgiler 6zetlenmigtir.
Fantazzini (2009), He ve Gong (2008), Gebizlioglu ve Yagc1 (2008) ile Cheng vd.
(2007) son yillarda kopulalara dayal risk olgiimleri ile ilgili yapilan diger énemli

calismalardir.



2. RISK OLCUMLERI

Son yillarda uluslararasi finans piyasalarinda meydana gelen krizlerin pek ¢ogunda
etkin bir risk yonetim sisteminin bulunmayisi neden olarak ortaya cikmaktadir. Bu
ortamda uluslararas: diizenlemeciler de risklerin etkin olarak, bir sistem dahilinde
Olciilmesi ve buna yonelik tedbirlerin alinmas1 konusunda daha yogun calismaya
baglamglardir. Ozellikle iistlenilen risk ve buna karsilik tutulmasi gereken sermaye
geregi diizenlemeleri halen {izerinde yogun calisma ve tartismalarin oldugu bir alan

durumundadar.

Risk olgtimleri, sigorta sirketlerinin, yatirimcilarin riskli segenekler arasinda karar
vermelerinde yardimci olmakta, riskler arasindaki bagimhiligin da dikkate alindiginda
risk hesabi yapilabilmesine firsat vermekte, yonetici ve iglemci kararlarinin perfor-
mansinin degerlendirilmesine olanak vermekte, bir kurumun gerek duydugu sermaye
miktarinin belirlenmesinde yardimei olmakta ve kurum risklerinin agiklanmasinda

raporlama amach kullanilmaktadir.

Eskiden, yatirnmlar arasinda tercih yapilmas: gerektiginde, varyans yardimiyla her
yatirimdan elde edilecek kazang ile iligkili riski ve her yatirim c¢ifti arasindaki ko-
varyansin hesaplanmasi ile de risk seviyesini 6lgen Markowitz (Varyans- Kovaryans)
modeli kullaniliyordu. Bagimli da olabilen rasgele kazanclarin ortak dagilimi ile bir
portfoyiin riskini 6lgmek amaci ile kullanilan Markowitz modeli, sadece normal ve
t dagilimlar1 gibi sonlu varyansh eliptik dagilimlar i¢in uygundur. Eger eliptik ol-
mayan dagilimlar i¢in Varyans- Kovaryans modeli kullanilirsa, ¢ok ciddi kayiplara

neden olan beklenmedik olaylarla kargilagilabilir (Szego 2005).



2.1 Risk Olgiimleri ve Ozellikleri

Gelismis ekonomilerde mallarin alim ve satiminda ortaya ¢ikan risklere gore yatirim-
cilara fiyat teklifi verilir. Sigorta sirketleri ve bankalar, kendilerini tehlikeye sok-
mayacak sekilde verilen bu fiyat teklifleri kargisinda risk alip almamaya karar ver-
melidirler. Bu karar verme agamalarinda farkli risk 6lgme tekniklerinden yararlanir-
lar. Bu boliimde riske maruz deger (Value at Risk-VaR), kuyruk riske maruz deger
(Tail VaR), kogullu kuyruk beklentisi (Conditional Tail Expectation-CTE), kogullu
riske maruz deger (Conditional VaR-CVaR) ve beklenen agik (Expected Shortfalls)
gibi bazi sayisal risk oOl¢timleri tanitilip ve herbirisine ait agir1 olmayan yiikleme,
negatif olmayan yiikleme, gecislilik, sabitlik, alt toplamsallik, pozitif homojenlilik,
monotonluluk, dagilimda yakinsamaya gore siireklilik ve nesnellik olarak belirtilen

istenen ozellikleri saglayip saglamadiklar: hakkinda bilgiler verilecektir.

Tanim 2.1 (Denuit vd. 2005): Bir risk ¢l¢iisii, bir X riskini pozitif bir p[X] reel
sayisina gotiiren, X ’e eklenmek zorunda olan kabul edilebilecek ek bir ¢demeyi

gosteren fonksiyoneldir ve p : X — IR bi¢iminde ifade edilebilir.

p, X in riskliligini 6lger. p[X]’in biiyiik degerli olmasi X'in "tehlikeli" durum oldugunu
gosterir. Ozellikle, X belirli bir zamandaki baz1 finansal portfoylerin olasi bir kaybi
ise, p[X] bu X kaybina karsi tutulmasi gereken sermaye miktar1 olarak yorumlan-
abilir. Bu portfoye bir tampon olarak eklenebildigi i¢in de kabul edilebilir i¢sel ya da
digsal risk kontrolii haline gelmektedir. Boyle bir durumda p[X], portfoyiin risk ser-
mayesidir. Oyleyse risk olciimleri iflastan kacinmak icin risk verenlerden toplanmasi
gereken prim ve tutulmasi gereken anapara miktarlarin1 belirlemek icin kullanilir

(Panjer 1998).



2.2 Bir Risk Olgciisiinde Istenen Ozellikler

2.2.1 Asir1 olmayan yiikleme

Tiim X rasgele degiskenleri icin

ozelligi maksimum hasar degeri kadar kapital tutulabilecegini soyler.

2.2.2 Negatif olmayan yiikleme

Tiim X rasgele degigkenleri igin
olX] 2 B[X] (2.2

ozelligi, iflastan kacinmak icin kapitalin en az beklenen kayip degeri kadar belirlen-

mesi gerektigini soyler.

2.2.3 Gegislilik

Tiim X rasgele degiskenleri ve her ¢ sabiti i¢in

plX + ] =plX]+c (2.3)

esitliginin saglanmasidir. Bu 6zellige gore, riskte yapilan bir miktar artig ya da azalisa

bagh olarak risk lciisiinde de ayn1 miktarda artis veya azalig yapilmas: gerekir.



2.2.4 Sabitlik (Gerekgelendirilmemis yiikleme)

¢ sabiti ne olursa olsun,

ple =c (2.4)

olur. ¢ miktarindaki riske karsi aynm miktarda sermaye ayirmak gerektigini soyler.

p[0] = 0 ise p[X] niceligi baglangicta gerekli sermaye olarak yorumlanabilir.

2.2.5 Alt toplamsallik

Tim X ve Y rasgele degiskenleri igin

oIX + Y] < p[X] + p[Y] (2.5)

esitsizliginin saglanmasidir. Bu 6zellik, kombine edilmig risklerin, ayr1 ayri risklerin

giderilmesinden daha az riskli olacagini soyler.

2.2.6 Komonotonik toplamsallik

Tiim X ve Y komonotonik rasgele degiskenleri i¢in

pIX +Y] = p[X]+ p[Y] (2.6)

ozelligi, komonotonik risklerin birlikte ortaya konmasi ile riskli durumu asla azalt-
madig1 gergegini gosterir. Komonotonluk ile ilgili daha detayli bilgilere 2.6. alt

boliimde yer verilmigtir.



2.2.7 Pozitif homojenlilik

Tiim X rasgele degigkenleri ve her porzitif ¢ sabiti igin
pleX] = cp[X] (2.7)

esitliginin saglanmasidir. Eger bir sirketin maruz kaldigl risk oransal olarak art-
tirlhiyor veya azaltiliyorsa o riskin risk olgiisiinde de ayni oranda arttirma veya
azaltma yapilmasi gerektigini soyler. Ornek olarak, bir sigorta sirketi kota paylagimh
bir reasiirans anlagmasi satin alabilir. Boyle bir durumda A € (0,1) indirim oram
olmak tizere, X riski AX kadar diigiiriiliirse sigorta sirketi, X riskinin risk olciisiinii

de ayni oranda azaltmalidir.
2.2.8 Monotonluluk

Tiim X ve Y rasgele degiskenleri i¢in
PX <Y]=1= p[X] < plY] (2.8)

ozelligi, Y riskinin X riskini agtig1 durumda X kaybina karsi belirlenecek olan gerekli

anapara miktarinin Y ic¢in karsilanan miktardan daha diisiik oldugunu belirtir.
2.2.9 Dagilimda yakinsamaya gore siireklilik

{X,, n=1,2,...} risklerin bir dizisi olsun. n — oo iken X, % X dir. Yani Fx’ in

her z siireklilik noktasinda lim F, (z) = Fx (x) ise lim p[X,] = p[X] olur.



2.2.10 Nesnellik

X’in dagihm fonksiyonu F iken p[X] sadece X’e baghdir. Bu kogul Fy’in X’in
riskliligini 6l¢mek icin gerekli olan tiim bilgiyi icerdigini gosterir. "Degismeme kurali"

olarak da adlandirilan bu 6zellik
d
X =Y = p[X] = p[Y] (2.9)

bi¢iminde ifade edilir. Amprik verilerden tahmin edilebilecek bir risk olgiisii i¢in
gerekli kosul oldugundan uygulamalar1 6nemlidir. Nesnellik 6zelliginin eksik oldugu
durumda finansal endiistride risk olciimleriyle ilgili uygulamalarda ciddi sorunlar

ortaya ¢ikabilir (Denuit vd. 2005).
2.3 Uyumlu (Coherent) Risk Olgiimleri

Tanim 2.2 (Artzner vd. 1999): Sirasiyla yukarida gosterilen (2.3), (2.5), (2.7)
ve (2.8) esitliklerinde verilen, gegiglilik, alt toplamsallik, pozitif homojenlilik ve
monotonluluk 6zelliklerini saglayan bir risk 6lciisii "uyumlu risk 6lciisii" olarak ad-

landirilir.
2.3.1 Risk o0lciisiine dayal parasal sermaye

Bankalarin yanisira sigorta sirketleri beklenmedik kayiplara karsi kullanmak iizere
ellerinde bir miktar para (rezerv-ihtiyat) tutmalilar. En yaygin risk sermayesi tutma
yontemlerinden biri parasal sermaye (Economic Capital-EC) Tanim 2.3 yardimiyla

verilebilir.

Tanim 2.3 (Denuit vd. 2005): Parasal sermaye, herhangi bir risk ¢lgiisiine gore

EC[S] = p[S] — E'[S] seklinde tanmmmlanir. Burada S girketin toplam kaybidir.

9



E[S] beklenen toplam kaybinin p[S] risk 6lgiisiinden gikarilmasinin sebebi, p[S5]
toplam risk sermayesinin bir kismimin beklenen toplam kayiplar: igeren E [S] ’e ve
ikinci kisminin beklenmedik harcamalara kargi alinan bir énlem anlamindaki EC' [S]’

e bagh olarak ayristirmanin en iyi bu sekilde yapilmasidir.

Sonug 2.1 (Denuit vd. 2005): Beklenen toplam kayibin, portfoylerin bagimhilik
yapisina baglh olmadigini anlamak onemlidir. Ciinkii £ [S] = ) E[5;] dir. Burada
S; ile portfoylerde . police tarafindan ortaya gikarilan toplam kayip gosteriliyor.

2.4 Riske Maruz Deger- Value at Risk (VaR)

Bir girket portfoyiiniin bir giin sonra, bir hafta sonra gibi gelecekte, pazardaki faiz
degisimleri, kur farklar1 gibi degiskenliklerden kaynaklanan zarar olasiliginin ver-
ilen bir olasilikla ol¢iimiidiir. Bagka bir ifade ile “gelecek hafta igerisinde banka
%5 olasilikla 5 milyon dolardan daha fazla kayba ugrayabilir” seklinde olasi kaybin
ifade edilmesidir. VaR, pazar riskini karsilayabilecek gerekli sermayenin belirlen-
mesinde de temel bir model olarak finans uzmanlar1 tarafindan kullanilmaktadir.
Yaygin olarak bankalar, finans kurumlar:1 ve igletmeler tarafindan kullanilan VaR,
firmalarin diger isletmelerle anlasma yapma ve karar alma asamalarinda yardimci
olan bir risk dlgiisiidiir (Denuit vd. 2005). VaR’ mn risk 6lgiisii olarak tasidigr olum-
suzluklar vardir: bu nedenle VaR o6lgiisii istiinde gesitli risk dlgiimleri geligtirilmigtir

(Szegs 2005).

Tanim 2.4(Denuit vd. 2005): Verilen bir X riski ve p € (0, 1) olasilik seviyesine
bagh olarak VaR [X;p]
VaR|[X;p| = Fy' (p) (2.10)

bi¢ciminde tanimlanir.
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Sonug 2.2(Denuit vd. 2005): Va € R ve p € (0,1) i¢in

VaR[X;p| <z p< Fx(u) (2.11)

2.4.1 VaR ozellikleri

VaR agir1 yiikleme yapmaz : p ne olursa olsun X < max [X] oldugundan VaR [X; p] <

max [X] olur.

VaR genellikle negatif olmayan yiikleme gerektirmez : p* = Fx (E[X]) tamimlan-

sin.VaR’m p*’dan az olasilik seviyeleri i¢in £ [X| beklenen kayb1 agmayacagi agiktir.

VaR gecisli ve pozitif homojendir : VaR, gecislilik ve pozitif homojenlilik 6zellikler-

ine sahiptir.

VaR gerekgelendirilmemis yiiklemeye neden olmaz : Herhangi p > 0 olasilik seviyeleri

icin VaR [c; p] = c esitligi saglanir.

VaR komonotonik toplamsaldir : Komonotonik rasgele vektorlerin toplaminin dagilhim

fonksiyonun tersi, toplanan terimlerin herbirinin dagilim fonksiyonun terslerinin
toplamina esittir. Bu bilgi ile, VaR’in komonotonik toplamina iliskin durumu veren

asagidaki ozellik yazilabilir.

Ozellik 2.1 (Denuit vd. 2005): X¢, XS, ..., X¢ komonotonik riskler verildiginde,

bu risklerin toplami olan S¢min VaR degeri:
VaR[SY;p] = ZV@R[Xf;p] , 0<p<1 (2.12)
i=1

olur.

VaR alt toplamsal degildir : VaR, X;’lerin ¢ok degiskenli normal olmalar1 gibi baz

cok 6zel durumlar diginda alt toplamsallik 6zelligini saglamaz. Genelde VaR, bir
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toplamin VaR’mmin VaR’larin toplamindan daha biiyiik olabilecegi gibi sasirtici bir

ozellige sahiptir.

VaR monotondur : Vz igin P[X < Y] =1ise Fx (z) > Fy (y) dir. Boylece herhangi

bir p olasilik seviyesi igin VaR [X;p] < VaR|[Y;p] esitsizligi vardir.

VaR dagilimda yakinsamaya gore siireklidir : Dagilim fonksiyonlar: i¢in zayif yakin-

sama gibi saglanan yakinsama tiirleri kuantil fonksiyonlari i¢in de ayni sekilde saglanir.

VaR nesneldir : VaR sadece X’in dagilim fonksiyonuna bagh oldugundan VaR’in

taniminin dolayl bir sonucudur.

2.4.2 VaR sigorta sirketleri igin gerekli en iyi anaparay1 belirler

VaR sigorta girketleri i¢in tutulmas: gerekli optimal ana paray1 belirler. Bir portfoy,
X kaybimin pozitif oldugu durumda problemlerle kargilagabilir. Ciinkii bu durumda
sigortalananlar icin yiikiimliiliik tamamen karsilanamaz. Yiikiimliiliik, sigorta sir-
ketlerinin zorunlu s6zlesmelerini kargilayan, risk alan 6zel bir girketin (reasiirans)
finansal kapasitesini yansitir. Polige sahiplerini korumak amaciyla p [X] gerekli ser-
maye yiikiimliiliigii (solvency capital requirement) belirlenir. Yani, sirket i¢in gerekli
anapara belirlenecegi zaman rezervin iizerinde en azindan p[X]’e esit olacak bir
miktar yiikiimliiliik ilave edilir. Yatirim gelirine prim ve rezervlerin eklenmesi ile
olugsan bu anapara, polige sahiplerinin gelecekteki hasarlar1 karsilayamayacak du-

ruma geldiginde ortaya ¢ikan risklere karsi tampon gorevi olarak kullanilir.

X kayiph bir portfoy diisiiniilsiin. X kaybi icin gerekli yiikiimliiliik kapitalinin yeter-
ince biiyiik olmasi, beklenmedik harcamalarin da yeterince kiigiik olmasi istenir. Bu
amaca ulagmak i¢in F [(X — p[X]),] ile beklenmedik harcamalarm riski olgiiliir.
Gerekli sermaye miktarin1 ayarlamak icin 6nce p ile gosterilen sermaye yiikiim-

liliigiinii, sonra E [(X — p[X]),] ile ifade edilen beklenmedik harcamalar riskini
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belirlemek gerekir. £ [(X — p[X])_ ] m yeterince kii¢iik olmas: istenir. Sermaye art-
tikca E [(X — p[X]) JJ 'm en kiiciiklemesine daha iyi bakilabilir. Diger bir deyisle
eldeki anapara bir maliyete sahiptir. Bu anaparanin maliyeti hesaba katilarak agir1
bir sermaye yiikiimliiliigiine olan gereksinimden kaginilabilir. Gerekli sermaye mik-

tar1 olarak yorumlanabilen p,
H[l)i(l]l {E[(X -p[X]),]+p[X]e},0<e<1 (2.13)
p

bi¢imindeki minimizasyon probleminin ¢oziimii olarak tanimlanabilir. Bu problem
diisiik risk artig ve diigiik anapara maliyeti gibi iki zit kriteri dengede tutar. Burada
€, hesaba katilacak anapara maliyetine miktar belirlemek icin derecelendirmekte bir
olgii olarak yorumlanabilir. Sirkete 6zel veya riske 6zel bir € degeri belirlenebilir. € = 0
durumunda, anapara maliyeti hi¢ hesaba katilmayabilir ve anapara yiikiimliiligii
p[X] = max[X] olur. € degeri arttikga anapara maliyetinin goreli 6nemi artirilip

problemin optimal ¢oziimii azaltilir.

Ozellik 2.2 (Denuit vd. 2005): En kiigiik anapara p [X], yani (2.13)’un bir ¢oziimii
VaR’dir.
plX]=VaR[X,1— ¢ (2.14)

Bu ozellik, VaR’1in sadece bir risk 6l¢iim araci olarak kullanmilmayip, ayni zamanda
gerekli en iyi sermaye miktarini belirlemek icin de 6nemli bir arag oldugunu soyler.
Olgiilen ve kontrol altinda tutulmak istenen risk (X — p [X]), ile agiklanan beklen-

medik harcamalardir. Bu beklenen harcamalara ait risk £ [(X — p[X]), ] ile olgiiliir.
2.4.3 VaR’a dayal1 parasal sermaye

Risk sermayesini belirlemenin en yaygin yolu VaR temeline dayanir. S ile verilen
bir periyotta bir sigorta sirketinin toplam hasari, P ile portfoy icin toplam prim ve

VaR[X;p] — P ile gerekli olan en kiigiik "ilave kapital" gosterilsin. Sigortaci teknik
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olarak en cok 1 — p gibi kiiciik bir olasilikla borcunu 6deyemez duruma gelir. Ozel

olarak, tavsiye edilen bir p giiven seviyesi i¢in VaR temeline dayali parasal sermaye,
EC[S;p] =VaR]|[S;p] — E[S] (2.15)
bigiminde tanimlanir (Denuit vd. 2005).

Sonug 2.3 Bir sermaye yiikiimliiliigiinii tanimlamak icin VaR’1 kullanmak beklen-
medik olaylardan kaginilmasi gereken durumlarda anlamhdir, fakat burada beklen-

medik harcamalarin biiytikligii 6nemli degildir.
2.4.4 VaR ve sermaye varligl fiyatlandirma modeli

Cok degigkenli normal dagilimin énemli bir 6zelligi bu dagilimlarin risk yénetiminin
standart yaklagimlarina uygun olmasidir. Bu dagilim risk yonetimi ve portfoy op-
timizasyonu igin bir risk 6l¢iisii olarak VaR’mn ve Markowitz (ortalama-varyans)

yaklagiminin her iki kullanimini da destekler.

X = (X1, X,..., X,,)" cok degiskenli normal dagilima sahip "n" adet riski gostersin

ve boyle risklerin lineer portfoyleri

=1

olsun. Kazang elde etme kosulu altinda aq, as, ..., a, ile agirliklandirilan, riski min-
imize eden en iyi portfoyii belirlemek igin herhangi pozitif homojen, gegisli risk
olciistiniin kullanimi, varyansin bir risk o6lciisii olarak kullamildigy Markowitz mode-

line denktir.

Sonug 2.4 (Embrechts vd. 2003): X ~N (u,Y), Vi i¢in VaR [X;] = 0 < oo olsun.
P, (2.16)’a bagh olarak taniml tiim lineer portfsylerin kiimesi olsun. P, , P, € P

herhangi iki portfoy olmak iizere agagidaki durumlar gecerlidir.
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(i) VaR’1n alt toplamsalligi: 0.5 <p <1

(ii) Herhangi pozitif homojen risk olgiisii p i¢in varyanslarin esitligi:
plPL=E[P)] <p[P— E[R] < V[P] <VI[P)] (2.18)

2.5 Kuyruk Riske Maruz Deger- Tail VaR (TVaR)

Onceden belirlenmis bir p seviyesindeki tek bir VaR, dagihm fonksiyonunun iist
kuyrugunun sikligi hakkinda herhangi bilgi vermez. Uygulamada sadece 6dememe
sikligh ile ilgilenilmeyip ayni zamanda 6dememe giigliigii ile de ilgilenildiginden bu
onemli bir sorundur. Boyle durumlarda siklikla kullanilan diger risk olgiilerinden biri

"kuyruk riske maruz deger" (Tail Value at Risk-TVaR) asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmim 2.5 (Denuit vd. 2005): Bir X riski ve bir p olasilik seviyesi verildiginde
TVaR [X;p]

1 1
TVaR[X;p]:Tp/ VaR[X;€]d¢ , 0O0<p<l1 (2.19)
p

seklinde tamimlanir. TVaR [X;p], p seviyesinde X'in VaR degerlerinin aritmetik

ortalamasidir.
2.5.1 Baaz iligkili risk 6lciimleri

Kosullu Kuyruk Beklentisi - Conditional Tail Expectation (CTE): CTE, kaybmn VaR
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degerini astig1 bilindiginde kogullu beklenen kaybi gosterir.

CTE[X;p] = E[X|X > VaR [X;p]] (2.20)

nn

Baz1 "p" giiven seviyeleri i¢in ¢ = VaR[X;p|] kritik esik degerini agan kayiplarin

ortalama degerine karsi bir tampon gorevi olugturur.

Kosullu Riske Maruz Deger- Conditional VaR (CVaR): Bir portfsyde ortaya ¢ikmasi

muhtemel biiyiik miktarl hasarlar i¢in bir tampon gorevi yapar ve

CVaR[X;p] = E[X —VaR[X;p]|X > VaR[X;p]]
= CTE[X;p] —VaR[X;p] (2.21)

seklinde tanimlanir. Yagsam sigortasinda beklenen ardakalan yagsam zamani olarak

adlandirilan ortalama asan fonksiyon my yardimiyla

CVaR[X;p| =mx (VaR[X;p]) (2.22)

seklinde ifade edilir. Burada beklenen ardakalan yagam zamani mx

mx () = E[X —z|X >z, x>0

I (x) (2.23)

Fx (z)

seklinde tanimlanir.

Beklenen Acik- Expected Shortfall (ESF): "p" olasilik seviyesindeki "Beklenen Agik"

VaR [X;p]i tutan stop-loss primine bagh olarak

ESF [X;pl = E[(X = VaR[X;p]),]| =1Ix (VaR[X;p]) (2.24)
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bi¢iminde tanimlanir.

Risk Olctimleri Arasindaki Iligkiler: Yukarida tanimlanan iic risk 6lciisii arasindaki

iligki agagidaki esitsizliklerde gosterilmistir.

Ozellik 2.3 (Dhaene vd. 2006) Herhangi p € (0,1) icin asagidaki tanimlamalar

gecerlidir.
TVaR[X;p] =VaR[X;p] + 1%pESF [X; p] (2.25)
1
CTE | X;pl=VaR |X;p| + = ESF(X;p 2.26
Xip] = VoRX:p] + e s BSFXipl - (226)
ESF[X;
CVaRr[X;p) = — E2E X (2.27)
Fx (VaR[X;p])

Sonug 2.5 (Acerbi ve Tasche 2002): Eger Fx siirekli ise (2.25) ve (2.26) esitlikleri
birlikte diisiiniildiigiinde

CTE[X;p]=TVaR[X;p] , pe(0,1) (2.28)

elde edilir. CTE ve TVaR bu 6zel durumda esit oluyorlar. Genel durumda sadece

1
l—p Fx(VaR[X;p])

TVaR[X;p] = CTE[X;p] + ( ) ESF[X;p]  (2.29)

esitligi vardir .

17



2.5.2 TVaR ozellikleri

TVaR agin1 yiikleme yapmaz: Bu durum VaR’in asir1 yiikleme olusturmamasindan

kaynaklanir.

TVaR[X;p] < ﬁ / max [X] d¢ = max [X] (2.30)

TVaR gerekcelendirilmemis yiiklemeye neden olmaz: VaR’mm 6zelliklerinin bir sonu-

cudur.

1
1
TVaR|[c;p| = Tp/cdﬁ =c (2.31)
P

TVaR negatif olmayan bir yiiklemeye neden olur: TVaR [X;0] = F [X] oldugun-

dan, eger T'VaR "in p olasilik seviyesinde azalmayan oldugu gosterilebilirse, bahsedilen

ozellik saglanir.

TVaR gegisli, pozitif homojen, komonotonik toplamsal ve monotondur: VaR’in ilgili

ozelliginden gosterilebilir.

1

TVaR[X +¢p] = 1%]9 VaR X + ¢; €] d¢
X 1
=1, (VaR [X; €]+ c¢)dE
= TVaRp[X;p] +c (2.32)

TVaR alt toplamsaldir: VaR’1in aksine TVaR alt toplamsallik 6zelligine sahiptir.

aclR

TVaR[X;p] = inf {a + ] ipwx (a)} (2.33)

Her 0 < A < 1 icin konveks oldugu
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TVaRAX +(1—=XN)Y;p] < AaR[X;p|+ (1 =N VaR[Y;p]+
1 5 AX+(1-NY = A\VaR[X;p]

L—p — (1= A)VaR[Y;p]

ANWaR[X;pl+ (1= X)) VaR[Y;p]

+%pE (X = VaR[X;p)),]

+%E [(Y —VaR [Y;p])JJ

= AVaR[X;p| + (1 — N TVaR[Y;p] (2.34)

IA

seklinde gosterilebilir. A = % alindiginda ve TVaR’1n pozitif homojenlik ¢zelligi ile
1 1
§TVaR (X +Y;p < 3 (T'VaR [X;p| +TVaR[Y;p]) (2.35)

biciminde alt toplamsallik 6zelligini sagladigi goriilmektedir.

CTE siirekli riskler i¢in alt toplamsaldir: X’in siirekli oldugu varsayildiginda TVaR

ve CTE (2.28)’de gosterildigi gibi birbirine egit olur ve biylece uyumlu (coherent)
bir risk ol¢iisii ortaya cikar. Genelde CTE bu durumda alt toplamsaldir. CTEnin

alt toplamsalligin1 gostermek icin asagidaki ozellikten yararlanilir.

Ozellik 2.4 (Denuit vd. 2005): Fx (z) > 0 olsun. Her A olay1 i¢in P[A] = Fx ()

olmak iizere

E[X|A] < E[X|X > x] (2.36)
dir.

P[X >VaR[X;p]] = 1 — p olmak tizere bu 6zellik yardimiyla dagiim fonksiyon-

larnin siirekli oldugu durum i¢in CTE’nin alt toplamsal oldugu
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CTE[X+Y:p] = E[X|X+Y >VaR[X +Y;p|
YEY|X +Y > VaR[X +Y:p)||
< E[X|X >VaR[X;p|| + E[Y]Y > VaR[Y;p]]
— CTE[X;p|+CTE|[Y;p] (2.37)

biciminde gosterilir.
2.6 Komonotonluk ve Ust Komonotonluk
2.6.1 Komonotonluk

Komonotonluk, rasgele degiskenlerin birliktelik yapisin1 veren ¢ok giiclii bir bagim-
lilik olciisiidiir. Komonoton rasgele degiskenler her zaman ayni yonde hareket ed-
erler. Bu miikemmel iligkinin nedeni, n boyutlu komonotonik (X7, ..., X,,) rasgele
vektoriiniin rasgelelik derecesininin 1’e indirilmesidir. Yani, ¢ok integralden ziyade
tek integrale indirgendiginden E; (X7, ..., X,,) gibi ¢esitli hesaplamalar1 kolay hale
getirir. Bununla birlikte komonotonluk, gercek diinya olgularinin modellenmesinde
gercekei bir bagimhlik yapis olusturmaz. Ornegin, (X1, ..., X,,), gelecekte karsilasilan
kayiplarin olusturdugu bir risk portfoyiinii gostersin. Yaygin olarak kullanilan bir
olasilik uzayinda rasgele degigkenler olarak modellenen bu kayiplar ayni risk kay-

naklaria sahip olmadik¢a komonotonik olmazlar (Cheung 2009).

Kargilikli bagimsiz olmayan X; rasgele degiskenlerine gore S = ZXZ' bigiminde
i=1

tanimlanan toplam hasar miktar ile ilgili ¢ikarsamalar yapmak aktuerya ve finans

alaninda sik¢a karsilagilan bir durumdur. X = (X3, Xo, ..., X,,) rasgele vektorii i¢in

bagimhlik yapisini bulmak yararli olabilir. Bu alt boliimde rasgele degiskenlerin
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bagimhilik yapilarinin belirlenmesinde iligkili olan komonotonluk kavraminin tanimi

verilip risk 6lctimleri i¢in degerlendirilecektir.

x = (21, ..., ;) IR™de n boyutlu bir vektorler kiimesi olmak iizere her j = 1, .., n i¢in

r1; < Tg; ile tammlanan kargiliklh siralamalar i¢in z; < 5 notasyonu kullanilacaktir.

Tanim 2.6 (Dhaene vd. 2002a): A ’dan alinan her z; ve x5 i¢in 2y < 2y yadazy < 21
esitlikleri saglaniyorsa A C I R" kiimesinin komonotonik oldugu sdylenir. Eger bazi
J ler igin x1; < w95 olmast o, < @y esitsizliginin saglanmasimi gerektiriyorsa A C I R"
kiimesi komonotoniktir. Boylece komonotonik bir kiime her bilesende azalmayandir.

Komonotonik bir kiimenin herhangi bir alt kiimesi de komonotoniktir.

Lemma 2.1 (Dhaene vd. 2002a): A, ; = {(x;,2;) |z € A} ile IR" den alinan bir A

kiimesinin (4, j) . goriintiisiinii tanimlanmak {izere,

A C IR™ kiimesi komonotoniktir. <= Heri # j € {1,2,...,n} i¢gin A; ; komonotonik-

tir.

Tanim 2.7 (Dhaene vd. 2002a): X = (X, X, ..., X,,) rasgele vektotii komonotonik

destek kiimesi ise bu rasgele vektoriin komonotonik oldugu séylenebilir.

Tanimdan, komonotonlugun ¢ok giiclii bir pozitif bagimlhilik yapisi oldugu sonucu

gikarilabilir.

Teorem 2.1 (Dhaene vd. 2002a): X = (X, Xs, ..., X,,) rasgele vektorii komonotonik

ise asagidaki esitliklerin her biri birbirine denktir.

(1) X komonotonik destek kiimesidir.
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(2) Her z = (x4, ..., x,) igin

Fx (z) = min [Fx, (z1), Fx, (x2) , ..., Fxpn (z,)]

(3) U ~U(0,1) igin

4

X = (Fx, (U), Fx, (U), ..., Fx, (U))

(4) Bir Z rasgele degigkeni ve f; (i = 1,2, ...,n) azalmayan fonksiyonlar1 vardir 6yle
ki;
d

2.6.2 Ust komonotonluk

Klasik komonotonluk kavraminin 6zel bir hali olan yeni bir kavramdir. Belli bir
esik degerden biiyiik degerlere sahip bilesenler ayni yonde hareket ediyorsa bu ras-
gele vektor iist komonotondur. Kopula karakterizasyonu, iist komonotonik rasgele
vektoriiniin dagilimsal 6zellikleri yanisira tist kuyruktaki bagimlilik katsayilar ile
ilgili ¢aligmalara da imkan saglar. Finansal ekonomide VaR, TVaR ve ESF gibi
yaygin kullanilan birkag risk ¢l¢iimiiniin komonotonik risklerin toplaminin yanisira
iist komonotonik toplamlar i¢in de olasilik seviyelerinin belirli bir esik degerden daha

biiyiik oldugu gosterilebilir (Cheung 2009).

Tanim 2.8 (Cheung 2009): (2, F, P) olasilik uzayinda F;, X; 'nin dagilim fonksiy-

onunu, /N, Tiim "0" olasilikli kiimelerin toplami olsun.

Va = (ay,..,a,) € IR" i¢in U (a) ile iist kuadrant , L (a) ile alt kuadrant bolge
gosterilmektedir. U (a) = (ay,00) X ... X (ayp,00), L (a) = (—00,a1] X ... X (—00, a,],

IR" = IR" U (-0, ...,—0), R(a) = IR"\ (U (a)UL(a)), U(—o0) = IR" ve
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L(—) = R(—o0) = @ olmak iizere asagidaki kosullari saglayan, N (a) € N ile
gosterildigi "0" olasilik uzayma kargihk gelen dyle bir a € TR noktas: varsa, X =

(X1, ..., X,,) rasgele vektoriiniin iist komonoton oldugu s6ylenir.

i) Con@ = {X (w):weQ\N (a)} NU (a) kiimesi /R" nin komonotonik bir al-

tktimesidir.
i) P(XeU(a)) >0
iii) Dy n@@) = {X (w) : w € Q\N (a)} N R (a) bos kiimedir.

Burada (i) kogulu X7, ..., X, ler iist kuadrantta degerler aldiginda ayn1 yonde hareket
ettiklerini, (ii) kosulu olasihigin pozitif oldugunu ve (iii) kogulu X rasgele vektorleri
kesinlikle tist kuadrantta [U (a)] ya da alt kuadrantta [L (a)] degerler alacagini soyler.

Ayrica a = (—o0, ..., —00) ise X komonotoniktir.

Sekil 2.1 n = 2 r.d. i¢in iist komonoton olan rasgele vektoriin gosterimi

Ikili noktalar ist kuyrukta komonotonluk sergiliyorsa bu rasgele vektoriin iist komonoton

oldugu soylenir.

2.7 Risk Olgiimleri, Komonotonluk ve Ust Komonotonluk

X, F dagilim fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken ve p € (0, 1) olasilik seviyesi
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olmak tizere agsagida 6zetledigimiz bazi risk olgiimleri

VaR [X;p)
TVaR [X;p]

ESF[X;p]

ve aralarindaki iligkiler

TVaR[X;p]
CTE[X;p]

CVaR[X;p)

Fy'(p) = inf {z € IR|Fx (x) > p}

1 1
— [ VaR[X;&]dE 0<p<l1
I-pJ,

E [(X —VaR [X;p])JJ =1IIx (VaR[X;p])

1
VaR [X;p| + 1TpESF (X ]

1

VaR[X;p] + T (VeR [X;p])ESF [X; ]
ESF [X;p]

Fx (VaR[X;p])

(2.38)
(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

esitlikleri ile daha onceki alt boliimlerde tanimlanmigt: (Dhaene vd. 2006). Bu risk

olctimlerini dikkate alarak bagimsiz olmayan rasgele degiskenlerin toplamlar: igin

komonotonluk ve iist komonotonluk kavramina dayali yaklagimlar da bu alt boliimde

verilmigtir.

Lemma 2.2 (Déniistiiriilmiis Rasgele Degigkenlerin Kuantilleri) (Dhaene vd. 2006)

X gergel degerli bir rasgele degisken ve 0 < p < 1 olsun. Herhangi bir azalmayan ve

soldan siirekli bir g fonksiyonu igin

esitligi yazilir.

VaRy, g (X)] =g (VaR, [X])

Azalmayan ve sagdan siirekli bir g fonksiyonu icin de asagidaki egitlik gecerlidir.

VaR,lg (X)) = g (VaR;, [X])
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¢g’'nin diger durumlar1 i¢in benzer gosterimler Ek 1’de ifade edilmis olup, ispati

(Dhaene vd. 2002a)-Teorem 1(a)’da verilmigtir.

Teorem 2.2 (Dhaene vd. 2006): Asagidaki esitlikler komonotonik risklerin toplam-

lar1 icin risk ol¢iimlerinin toplanabilirligini ifade etmektedir.

(X . C N ¢! ) komonotonik bir rasgele vektor olsun.

SC=X{+ X+ +XSY,  pe(0,1) igin

VaR, [S€] = Zn:VaRp [XF] (i)
TVaR [SY] = zn:TVaRp (X (i)
ESF [SY] = En:ESFp (X (iii)

esitlikleri yazilir.
ispat:

i)
SCL LN U) + Fl (U) + o+ FH(U) = g (U)

Burada VaR, [X;] = Fx' (p) pnin azalmayan soldan siirekli bir fonksiyonu olarak

tanmimlandigindan g azalmayan ve siirekli bir fonksiyondur. Lemma 2.2’den

VaR,

En: XZ-] = En: VaR, [X;]

yazilir.
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ii) TVaR p ’'nin azalmayan bir fonksiyonudur. (2.41) ve (i) den dolay esitlik ispat-

lanmaisg olur.

iii) ESF (2.40)esitligindeki gibi olup VaR’a bagh oldugundan azalmayan bir fonksiyon-
dur Dolayisiyla toplamlar1 da soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur. (i) ve

(77)’den ispatlanmig olur.
Sonug 2.6 (Dhaene vd. 2006): (X{, X¢, ..., X¢) marjinalleri siirekli ise

CTE, [S°] =TVaR [S°] ZTV@R [x7] ZCTE (X7

yazilabilir. S¢ 'nin dagihim fonksiyonu siirekli ise bu yazilabilir. Marjinal dagilimlarin

siirekli olmadigi durum igin CTE genelde komonotonik riskler i¢in toplamsal degildir.

Sonug 2.7 (X ¢ X¢, .., X¢ ) komonotonik bir rasgele vektor olsun.

ESF, (X)

CTEy (X) =Valy(X)+ 15 "R, (3)

CVaR,(X)=CTE,(X) - VaR, (X)

oldugundan S¢ = X¢ 4+ X{ + ...+ X%, p € (0,1) icin Lemma 2.2, Teorem 2.2 ve

n

CVaR’mm (2.43) esitligindeki tanimindan

CVaR[SY] = Z CVaR, [X{]
esitligi yazilabilir.
Sonug 2.8 (Cheung 2009): a* = (a7, ..., a;) komonotonik egik deger ve
X = (5510,55;*, 550)

iist komonotonik rasgele vektorii olsun.
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SC=XC+XS+. . +XC, pe(F(a,...a),1) icin

VaR, |5¢] = Xn:VaRp [)?C]
ST i=1

TVaR [5¢| = iTVaRp [5(’0}
S i=1

psF[E°] = Yo EsE[XC]

=1

esitlikleri yazilabilir. Bu sonug (Xj, ..., X,,) lerin komonotonik olmadiklar1 halde
bile p'nin 1’e yakin degerleri icin bu risk olgiilerinin toplanabilirlik 6zelligini {ist

komonotonluk durumunda koruduklar: anlamina gelmektedir .
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3. KOPULALAR

Kopulalar, ¢ok degiskenli bagimliligin ilgili oldugu bir ¢ok alanda ¢ok degiskenli mod-
elleme araci olarak kullanilmaktadir. Her bir rasgele degiskenin marjinal dagilimina
ve bu marjinal dagilhimlar arasindaki iligkinin o¢lgiisiine ihtiyac oldugunda kopulalar,
sadece marjinal dagilimlar kesin olarak belirlemekle kalmaz, ayni1 zamanda bu mar-
jinallerin ortak davramiglari hakkinda da biiyiik bir bilgi verir. Kopula fonksiyon-
lariin olasilik teorisinde iyi ¢alisan 6zellikleri, risk yonetiminin bagiml modeller ile

aciklanan farkh alanlarina da uyarlanabilir.

Kopulalar, agagida belirtilen baz1 alanlarda su amagclarla kullanilmaktadir (Yan
2006):

° Aktueryal bilimde; bagimli mortalitenin ve kayiplarin (hasarlarin) model-
lenmesinde (Frees vd.1996, Frees ve Valdez 1998, Frees ve Wang 2005)

° Finansta; varhik paylagiminda (asset allocation), kredi degerlemesinde, risk
modellemesinde ve risk yonetiminde (Bouy “e vd. 2000, Embrechts vd. 2003, Cheru-
bini vd. 2004)

. Biyomedikal caligmalarda; iligkili olay zamanlarinin ve yarigan risklerin
modellenmesinde (Wang ve Wells 2000, Escarela ve Carriere 2003)

° Miihendislikte c¢ok degiskenli siire¢ kontrolii ve hidrolojik modellemede
(Yan 2006b, Genest ve Favre 2006).

3.1. Kopulalarla Tlgili Temel Bilgiler

Bu boliimde, C (u) = C (uq, us, ..., ug) notasyonu ile gosterilen kopula fonksiyonlar:

i¢in verilen gerekli tanimlar diizgiin dagilimh tek boyutlu marjinaller i¢in yapilmistir.

Tamm 3.1 (Schweizer 1991): C' : [0,1]* — [0,1] bi¢iminde tammlanan d boyutlu

bir kopula agagidaki kogullar1 saglayan bir fonskiyondur.
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(1) ¢ < d olmak iizere her a. € [0,1] igin
c(1,..,1a.,1,..,1) =a.

(2) Herhangi bir ¢ < d i¢in a. = 0 ise

(3) C, d boyutlu artandur.

d tane diizgiin dagilimli tek boyutlu marjinaller ile agiklanan d boyutlu kapulanin d
boyutlu dagilim fonksiyonu oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir (Trivedi ve Zimmer

2007).

F (y1, ..., yq) ile d boyutlu siirekli dagilim fonksiyonu, F (y1) , ..., Fy (y4) ile tek boyutlu
marjinal dagilim fonksiyonlar1 ve F ', ..., F 0 !ile kuantil fonksiyonlar gosterilmek

lizere

Y = Ffl (ur) ~ Fiy ooy = F(;l (uqg) ~ Fy

yazilabilir. Burada uy, ..., uq diizgiin dagihmh degiskenlerin doniigiimleri F; (i = 1, ..., d)

dagilhimhdir. Boylece

Fyr,nya) = F(F (W), Fyt (ua))
= PU; <uy,....Us < uy

= C(U'l) ...,Ud)

bi¢iminde dagilim fonksiyonu ile iligkili yazilabilen tek kapula vardir. Yani, F' siirekli

olmak tizere y ~ F' ve U ~ (' ise agagidaki ifadeler yazilabilir.

(Fy (y1) s Fa(ya)) ~ C
(Frt (), Fy 't (ug)) ~ F
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3.1.1 Sklar teoremi

Teorem 3.1 (Sklar 1959): F' (z1,xz2), Fi (1) ve Fy (x9) siirekli marjinler ile birlikte

taniml bir ortak dagilim olsun. Boyle bir fonksiyon igin
F(z1,22) = C (F1 (21) , F2 (22)) (3.1)

seklinde yazilabilen tek bir kopula vardir. Bu teoremden, F' fonksiyonu ile ilgili olan

herhangi bir C' kopulasi
C (ur, ) = F (Fy (wn) , Fy ™ () (3:2)

biciminde yazilabilir.

Sklar teoremi, rasgele degiskenlerin marjinal dagilimlarini dikkate almadan bu ras-

gele degiskenlerin bagimlilik yapisini analiz ettiginden ¢ok énemlidir.

Sirasiyla Fyve Fy dagilim fonksiyonlarina sahip X; ve X5 bagimsiz rasgele degisken-

leri diigiiniilsiin. Ortak dagilim ve bagimsiz kopula fonksiyonlar: sirasiyla

Fx(z) = Fi(x1).F(x2)

C[(Ul,U2> = Up.Ug, u6[0,1]2

oluyor ise bu kopulalara bagimsiz kopulalar denir (Nelsen 1998).

3.1.2 Kopulalara iligkin olasilik yogunluk fonksiyonlar:

f, ortak yogunluk fonksiyonunu, f; ,7 = 1,...,d marjinal yogunluklar1 géstermek

tizere bir kopula fonksiyonu differansiyellenebilirse, kopulalara iligkin olasilik yogun-
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luk fonksiyonu zincir kurali ile

_ 3d0(u1,u2,...,ud) f(Ffl (Ul),...,FJI (U,d))

c(u) Ouy. ... .Ouy - fi (Ffl (ul)) e fa (Fcfl (Ud))

(3.3)

seklinde elde edilir (Denuit vd. 2005).

3.1.3 Kopulalardan c¢ikarilan kosullu dagilimlar

Bir C kopulasina sahip U; ve Us iki diizgiin rasgele degisken diisiiniilsiin ve U; go-
zlemlensin. Amag U; gozlemlendiginde Us’yi tahmin etmek i¢in kullanilabilen kogullu
dagilimi elde etmektir. Gerekli 6zellikleri sagladigi varsayimiyla, kosullu kiimiilatif

dagilim fonksiyonlar:

0
02\1('“2’“1) = GTC(ul’UQ)

1

0
01\2(U1|U2) = a—uzc(ulaw)

bi¢iminde elde edilir (Denuit vd. 2005).

Teorem 3.2 (Denuit vd. 2005) Teorem 3.1’deki gibi bir dagilim fonksiyonuna sahip

bir X rasgele cifti icin her x € R? icin saglanan asagidaki esitlikler tanimlanabilir.

P(Xo < x| Xy =21) = Cop (Fr(w2) |[F1(21))

P(X; <z|Xo=1x9) = Ch2 (F1 (1) | F2 (72))

Ispat: (U1, U,) ortak C' dagilim fonksiyonuna sahip rasgele bir cift olsun. U; = w4

verilmigken Uj ’nin kogullu dagilim fonksiyonu

H%SMMZM):Jﬂfwﬁfiigﬁﬁﬁjw

C (ur + Auy, up) — C (ug, up)
Au—0 Auy

= Co (uslwr)
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X, = x; verilmigken Xy'nin kogullu dagilim fonksiyonu, w;’lerin F; (x;), i = 1,2 ile

yer degistirmesiyle elde edilir ve belirtilen sonuglar ¢ikar.

3.1.4 Frechet smirlar:

Kopulanm Frechet Ust Siir1 Cyr, alt sinir1 O}, ile gosterilmek tizere

Cy (ui,uz) = min{uy, us} ,uelo1)?

Cp (u,us) = max{0,u; +uy—1} ,u€l0, 1]2

seklinde tanimlanir. Kopulalar birim diizgiin marjinallere sahip iki degiskenli dagilim

fonksiyonu oldugundan herhangi bir C' kopulasi i¢in sinirlar
Cr (u1,u2) < C(ug,u2) < Cy (ug, ug) VY uel0,1]

biciminde ifade edilir.

Frechet-Hoeffding Sirlar: C' (u) = C (uy, ..., u4) bir kopula ise

d
max {Z u; +1— d,O} < C(u) <min{ug,...,uq}

i=1

seklindedir. Burada iist sinir her zaman kiimiilatif bir dagilhim fonksiyonu iken, alt
sinir d = 2 i¢in kiimiilatif dagilhim fonksiyonudur. d > 2 i¢in alt sinir baz kogullarda
kiimiilatif dagihm fonksiyonu olabilir (Joe 1997). Ust siir, bir dagilim fonksiyonu
ve boylelikle de kapula fonksiyonu oldugundan Cy (y1, ..., yq) ile tanimlanabilir. Eger
alt sinir da bir kapula ise Cf, (y1, ..., yq) ile tammlamak dogru olur. Bu tamimlamalar

ile kapulalar icin Frechet-Hoeffding sinirlar
CL (Ul, ceey U,d) S C (Ul, ceey U,d) S CU (U,l, ceey Ud)
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bigiminde yeniden ifade edilebilir (Trivedi ve Zimmer 2007). Burada Cy (-) ile komonoton
kopula veya Frechet- Hoeffding tist sinir1, C, (+) ile Frechet Hoeffding alt siir1 gos-
terilmektedir (Denuit vd. 2005).

Frechet-Hoeffding sinirlarini bilmek verilere uygun bir kopula se¢iminde énemlidir.
Kopulanin istenen bir 6zelligi, iist ve alt sinirlar arasindaki ¢rnek uzayi kapsaya-
bilmesidir. Ayrica kopula se¢imi dogru ise tanimli oldugu aralikta bagimlhilik para-
metresi o’nin alt (iist) sira yaklagirken, kopulanin da Frechet Hoeffding alt (iist)

siirina yaklagmasi beklenir (Trivedi ve Zimmer 2007)
3.2 Kopulalarin Ozellikleri

3.2.1 Yasam (Survival) kopulalar:

Eger C bir kopula ise

C(U,l,UQ):C(]_—Uhl—U,Q)ﬂ—Ul—f-UQ—l, UG[O,]_]Q

seklinde tanimlanan C fonksiyonu, C' kopulasina baglh yasam kopulasi olarak ad-

landirilir.

P[U1>U1,U2>UQ] = 1—U1—U2+C(U1,U2>
# O (ur, up)

olmasina ragmen
P[Ul > 'LLl,Ug > Ug] :6(1 —Ul,l —UQ)
esitligi saglanir. C' yagam kopulast icin Frechet smirlar:

6L:CL7 61201, Cy=Cy
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olmak {izere

Cr, (ur,uz) < C (ur,ug) < Cp (ug, usg)

seklinde tanimlanir (Denuit vd. 2005).

3.2.2 Dual ve ortak kopulalar

C kopulasina bagh C* ortak kopulasi
C* (up,u9) =1—=C(1 —uy, 1 —ug), ue [0,1]2

ile C' kopulasinin C duali

C (ug,up) = ug +up — C (ug,ug), uel0,1]?
ile tanimlanir. Ortak kopula ve dualin her ikisi de kopula degildir. Buna ragmen,

P [Xl > I1 veya Xs > .1'2] = Cr (Fl (1'1) ,FQ (.1’2))

P [Xl S Iy veya X2 S ZL‘Q] = C (Fl (ﬁl) ,Fg (332))

olasiliklarim1 tanimlarken kullanilir. Ortak kopulanin ortak kopulas: orjinal kopulay1

verir.

Vue|o, 1}2 icin bagimsiz ve Frechet sinirlhi kopulalara bagh ortak kopulalar

C7 (ur,us) = min{uy + ug, 1}
C}k (Ul, Ug) = U] + Us — U7.Ug

Cr (ur,u2) = max{ug,us}
seklinde verilir.
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3.2.3 Fonksiyonel degismezlik

Sonug 3.2 (Denuit 2005): X; ve X5, C' kopulasina sahip siirekli iki rasgele degisken,

t; ve ty de siirekli monoton fonksiyonlar olsun.

1. t, ve ty azalmayan fonksiyonlar ise (¢; (X1),t2 (X2)) ~ C
2. t; azalmayan, to artmayan fonksiyonlar ise (t1 (X7) ,t2 (X2)) ~ u;—C (u1, 1 — uz)
3. t; artmayan, t5 azalmayan fonksiyonlar ise (t1 (X1) ,t2 (X2)) ~ us—C' (1 — uy, us)

4. t; ve ty artmayan fonksiyonlar ise (¢ (X1),t (X3)) ~ C

Bu sonuc¢ kopulalarin degismezlik ozelligini aciklar. Kopula ile elde edilen bagim-
liligin marjinal dagilimlarin artan ve siirekli doniisiimlerine gore degismez oldugu
(1)’de ifade edilmistir (Scheweizer ve Sklar 1983). Ornegin, (In X1, In X5) arasindaki
bagimlihigr agiklamak icin (X7, X5) i¢in kullamlan aym kopula kullanilabilir. Marji-

nalleri dogal birimlerle veya logaritmik birimlerle aciklamak kopulay: etkilemez.
3.2.4 Kuyruk bagimlilig:

C' kopulasina sahip (U, V') rasgele cifti i¢in sirasiyla Ay iist ve Ay alt kuyruk bagim-
lilik katsayilar:
1-2
A\ = lim v+ C (v,v)
v—1 1—w

)\L = hmO (U7 U)

u—0 u

bigiminde tanimlanir (Denuit vd. 2005).
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3.2.5 Komonotonik kopula

X, ve Xy rasgele degiskenleri bagimsiz degillerse miikemmel pozitif veya negatif
bagimhlik sirasiyla komonotonluk (comonotonicity) ve ters komonotonluk (counter-

monotonicity) kavramlariyla aciklanir. Her (z1;, a;) , (x1x, ¥2;) kiimesi,

{z1; < woj, w1k, < wor} veya {x1; > xaj, 1 > Top}

ise komonotonik,

{x1; < @9j, x1k > war} veya {x1; > xaj, x1x < Top}

ise ters komonotoniktir.
Teorem 3.3 (Dhaene vd. 2002a, b):

X1, Xo'nin artan fonksiyonu ise

(X1, X5) komonotoniktir < C'(-) = Cy (+)

ve X1, Xo'nin azalan fonksiyonu ise

(X1, X5) ters komonotoniktir < C'(-) = Cp, (+)

bagintilar1 vardir.

Bu teorem, kapulanin iist Frechet-Hoeffding sinirina ulagtiginda iligkinin pozitif,
alt Frechet-Hoeffding simirina ulastiginda iliskinin negatif oldugunu soyler. Ayrica

komonotonik kapula i¢in iist kuyruk bagimlhilik katsayisinin 1 oldugu

C()=Cu() = =1

Asmussen ve Glynn (2007)’de belirtilmektedir.
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3.3 Onemli Kopulalar

3.3.1 Eliptik kopulalar

Normal kopula :

Co (ur,uz) = Hy (27" (u1), 27" (u2)), a€(—1,1) (3.4)

Burada @, tek degiskenli N (0, 1) olan bir dagihim fonksiyonudur. Yani;

&~ (u1) 71 (u2)

1
S — ex
21V 1 — a2 / / P

2 2
Co (u1,ug) = <_ (&5 — 20,85 + &3)

2 (1 - 042) ) gl 2
§eklindedir ve olasilik yogunluk fonksiyonu

S (—(si—zaglmsé)) A o1 () L0 ()

ol ) = 5 A= 2(1-a?)

bigiminde elde edilir. Burada &, = &' (u;), i = 1,2 dir. ¢ = @ ile standart

normalin olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlanirsa

4 o1 ~—;: mexp (&2
0= Sy Ve ()

olur. Gaussian kopulasinin olasilik yogunluk fonksiyonu

2 2
o (r. ) = %@ ox (—(51—2a51§2+§2))exp (§%+§§)

2(1— a?) 2

bicimindedir.

Student t kopulasi: Normal kopulanin iki degiskenli Normal dagilimdan iiretildigi

gibi Student t kopulasi da iki degigkenli Student t dagilimindan elde edilir. m serbest-
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lik dereceli tek degiskenli Student t dagiliminin dagilim fonksiyonu agagidaki gibidir.

Iki degiskenli Student t dagiliminin ortak dagilim fonksiyonu, 0 < o < 1 icin

x1 T2
1 5? + 52 20‘5152)
tma (X) = — 1+ d
) ( ) 2ﬂ_m< m(l—oﬂ) £1£2
seklinde tanimlanir.
Student t kopulasi
C’m,oc (ul, Ug) = tm,a (t;ll (U,l) ,t,;ll (Ug)) (35)

t’r_nl (“1) t;ll (u2) 1 52 5 2 5 5
+ o Eh
- (1 + 1 2 . 1 2) d£1€2
m (1 —a?)

seklinde tanimlanir. m — oo i¢in Student t kopulasi Normal dagilima yaklagir. Sinirlh

sayida serbestlik dereceleri icin iki kopulanin egimleri oldukca farkhdir.

Student t kopulasinin yogunlugu

e ) (06) )

seklinde tamimlamir. Burada &, = ¢! (u1) ve &, =t (ug)’ dir.
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Kogullu Student t kopulast

- m+ 1 t! (ug) — at,! (us)
Cop (Uafur) = tmia (\/m + (! (ur))® Vi-a? )

esitligi ile verilmektedir. Boylece iki degiskenli Student t kopulasi

7 m1 ) () — oty (€)
Crna(u) = O/tm+1 <\/m e (f))Q o ) d&

bi¢imini alir. m ne olursa olsun

lim Cma = CL ve limCma = CU
a——1 ’ a—1 ’

elde edilir. Ayrica sonlu m ’ler i¢in C), o # C; 'dir.

3.3.2 Arsimedyan kopulalar

Eliptik kopulalar sinifi cok degiskenli dagilimlar i¢in zengin bir kaynak olmasina rag-

men, gergekte simetriklik 6zelliginin ¢ogu sigorta ve finans uygulamalarinda uygun

olmadigr durumlar vardir. Bu gibi durumlarda model bagimlhilik yapisi i¢cin daha

kullanigh olan Argimedyan kopulalarinin kullanimi tercih edilir.

O¢ (UJl,UQaOé) = ¢_1 <¢ (ul) + ¢(u2)) , U, U € (07 1]

seklinde tanimlanir. Burada ¢ ile gergekte bir dagilim fonksiyonu olan Cy kopulasinin

bir tireticisi, « ile de bagimhlik parametresi gosterilmektedir. Burada ¢ {ireticisinin

farkli secimleri ile 6zel bagimlilik 6zelliklerini modelleyen farkli kopula aileleri elde

edilir. Ornegin ¢ = —In (t) olarak secildiginde
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Co (ur,u9) = ¢~ (¢ (1) + 6 (u2))
~ exp{— (= In (1) — In (u2))}
= exp {In (uy) + In (ug)}
— exp {In (uy.u2)}
— wru (3.7)

bi¢iminde w; ve us’ nin ortak dagilimi elde edilir.

Gumbel kopulast :

Iki degiskenli Gumbel kopulasi veya Gumbel-Hougaard kopulas1 agagidaki bicimde

verilimektedir.

1

OSU (uy, ug) = exp [—((—lnul)a+(—lnu2)a)5 L aclloo).  (3.8)

a = 1 i¢in bagimsizlik durumu, @ — oo i¢in maksimum pozitif bagimlilik vardir.

Clayton kopulasi:

Ca (ul,u2):max{(ul_o‘+u2_"‘—1)_l/a,0}, a>0 (3.9)

lim Cy, (u1,u2) = min{uy,us} = Cy (u)

a—00

a — o0 i¢in bagimlhilik yapisi maksimuma yaklagir. Diger taraftan,
lingC’a (u1,uz) = uy.ug = Cy (u)

a — 0 i¢in bagimsizlik elde edilir.
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Kosullu dagilimlar: :

0 o1
Cop (uafwr) = 5Co(w) = (1+uf (1" = 1))
0 1
Cijg (u1/ug) = a—wca (W) = (1+ug (uy®—1))" =

C,, icin olasilik yogunluk fonksiyonu:

14+«
Co(U) = —— (u; ¢ +u,*—1
( ) (uluz)a+1( 1 2 )

1
—2-1

Frank kopulast :

O, (ur, ug) = —é In (1 | (exp (_O‘UIG)X; (?S)XE (1_0‘“2) - 1)) L a0 (3.10)

C,’ nin limit durumlari:

lim Ca = CL, lim Ca = CU, liTr{%Ca = C[

Kosullu dagilimai:

exp (—aug) — exp (—a (ug + ug))
1 —exp(—a) — (1 —exp(—auy)) (1 — exp (—auz))

02/1 (u2/u1) =

Olasilik yogunluk fonksiyonu:

aexp (—a(ur +up)) (1 —exp (—a))
(exp (—a (ug + uz)) — exp (—auy) — exp (—aus) + exp (—a))2

Co (1) =
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3.3.3 Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) kopula ailesi

Dagilim fonksiyonu

Ca (ur,u9) = Fuy () Fo, (u2) {1+ a (1 = F, (1)) (1 = Fo, (w2))}, o] <1

(3.11)

ve olasilik yogunluk fonksiyonu

Ca (U1, u2) = fo, (u1) fu, (u2) {1+ a (1 =2Fy, (u1)) (1 = 2Fy, (u2))}

biciminde tanimlanir.

Uy ~U(0,1) ve Uy ~ U(0,1) igin FGM dagilim fonksiyonu

Co (ur,u2) =uwgus (1 +a(l —uy) (1 —uy)), —1<a<l

ve yogunluk fonksiyonu

Co (U, ug) =1+ (1l —2uy) (1 —2uy), —1<a<l

bigimindedir (Nelsen 1998, Bairamov vd. 2001, Tank ve Gebizlioglu 2004 ).

3.3.4 Marshall-Olkin kopulalar:

Kopulalarin son bir 6rnegi olarak Marshall-Olkin kopulalar verilebilir. Bilesenlerinden
sadece birini veya her ikisini de bagarisizliga ugratan belirli soklara maruz kalan iki
bilesen ele alinsin. Soklar bagimsiz oldugu varsayilan zamanlarda ortaya cikiyorlar
ve sirasiyla \j, Ao ve Ao parametreli iistel dagilima sahiptirler. Her iki bilegeni de

etkileyen gok ise 12 alt indisi ile gosteriliyor. Gerceklegen sok zamanlar1 7y, Z5 ve
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Z9 ile gosterilsin. Bilegenlerin sirasiyla x; ve x5’den daha uzun yasamasi olasiligi
P(Zy > x1) P(Zy > x3) P (Z12 > max {x1,22}) (3.12)
bigiminde ifade edilir. (3.12)’den yararlanarak a; € [0, 1] icin
Coras (U1, uz) = min {us.u; ™™, uguy 2} (3.13)

seklinde elde edilen kopulaya Marshall-Olkin kopulas: veya genellestirilmis Cuadras-
Auge kopulasi denir. Burada «; = A2/ (A + A12), ¢ = 1,2°dir. Simdiye kadar
sunulan kopulalarin aksine, bu kopula hem mutlak siireklilige hem de tekil bir
bilesene sahiptir. Mutlak siirekli bilegsenler icin yogunluk agagidaki sekilde elde edilir.

2 —Qq [e%1 a2
0 Uy Just > ug

—C Uy, Ug) =
Ouq0us al’QZ( t2) uy 2

Jurt < ug?
U, ve U, diizgiin dagilimlar igin bu kopula

(0518

P (0 =uge) =

a1 + Qg — (10

seklinde elde edilir (Nelsen 1998, Denuit vd. 2003, Cherubini vd. 2004).
3.4 Kopulalar Yoluyla Simiilasyon
3.4.1 Eliptik kopulalar ic¢in simiilasyon yontemleri

Gaussian n kopula CF :

e R ’nin A Cholesky ayrigtmi bulunur

e N (0,1) dagihmimdan n tane bagimsiz z = (21, ..., z,)’ rasgele degiskenleri elde

edilir.
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e x =Az egitliginde yerine yazilir.
e i=1,2 ..,nign u; = ¢ (z;) 'ler elde edilir.
e F} ’ler i. marjini gostermek tizere; (uy, ..., u,) = (F1 (t1), ..., F, (t,))" denkligi

yazilabilir.

Student t kopulast Tx

e R ’nin A Cholesky ayrigimi bulunur

N (0,1) dagilmindan n tane bagimsiz z = (21, ..., 2,)’ rasgele degiskenleri elde

edilir.

z ’den bagimsiz x2, 'den bir s rasgele degiskeni simiile edilir.

y =Az egitliginde yerine yazilir.

x =4/(m/s)y elde edilir.

e i=1,2 ... ni¢in u; = T, (x;) 'ler elde edilir.

F; ’ler 4. marjini gostermek tizere; (uy, ..., u,) = (F1 (t1),..., F, (t,))" denkligi

yazilabilir.

3.4.2 Arsimedyan kopulalar i¢in simiilasyon yontemleri
Teorem 3.2 (Cherubini vd. 2004): C' (uy, ..., u,) = ¢ (¢ (u1) + ... + ¢ (wn)), ¢ ()
iireticisi ile n degigkenli bir Arsimedyan kopulasi olsun. £ = 2, ..., n i¢in

e ) (o (ug) + ¢ (ug) + ... + ¢ (ur))
@ 1E=D (@ (ur) + ¢ (u2) + ... + @ (ugp-1))

Cr (uglug, .y up_q1) =

ile verilen yontemin sonucu, en ¢ok kullanilan Gumbel, Frank ve Clayton arsimedyan

kopulalar: i¢in asagida verilmigtir.
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Gumbel n kopulasi:

¢ (u) = (—1n(u))” tireticisi yardimiyla Gumbel n kopulas

C(up,...,u,) = exp { — [Z (— lnuz)a] ,a>1

i=1
biciminde elde edilir.
w=ts —t=w" oldugunda

ow

1 1
-1 l—a
pum _— _— —ta pum
¢ (w) =exp (—w) ve 5 - v
egitlikleri elde edilir. Boylece
Do~ ow 1
—-1(1) t — - _,w g l-a
7 ®) ow Ot c v’
0o~ Jw 1
~1(2) _ ¥ _ —w, 1-2a [,
@ (t) = il L (w—1+a)

olur. Bu yinelemeli bir formiil degildir.

Gumbel kopulasindan (uy, ..., u,) rasgele degiskenlerini iireten algoritma asagida

verilmigtir.
e U (0,1)’den n tane bagimsiz (v1, ..., v,)" rasgele degiskenleri iiretilir.
e 1y = vp almir.

o vy = (5 (uz|vy) de yerine yazilir. ¢1 = ¢ (u1) = (—In (u1))” ve ca = ¢ (u1) +

¢ (u2) = (—In (u1))* + (— In (u2))” olmak tizere

et (c2)

Vg = —————=
L ()

esitligi uy’ye gore coziilebilir.
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es) itligi ug icin coziliir.

e Benzer sekilde vs = C3 (us|ug, ug) = ZZ*TMCQ)

Clayton n kopulast:

«

¢ (u) = u=*—1 iireticisi yardimiyla Cook ve Johnson ailesi olarak da bilinen Clayton

n kopulasi

biciminde elde edilir.

¢~ (t) fonksiyonunun tiirevleri,

1 1
e () = DT
~1(2) la+1 _1_9
PO = ST ()

(a+1)(a+2)..(a+k—1)

e () = (1) (1)

«

seklinde elde edilir. Boylece Teorem 3.2 kullanilarak Clayton kopulasindan n tane
(u1, ..., u,) rasgele degiskenlerini iiretmek icin simiilasyon adimlar1 asagidaki algo-

ritmada verilmektedir.
e U (0,1)’den n tane bagimsiz (v1, ..., v,)" rasgele degiskenleri iiretilir.
e u; = vy almir.

o vy = (5 (uz|vy)’de yerine yazilir. ¢; = ¢ (uy) = u;*—1ve co = ¢ (uy)+p (ug) =

uy 4 uy @ — 2 olmak tizere
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esitligi uq icin ¢oziiliir ve

N 1
Uy = (vfa<v;ﬁ—1>+1> :

bulunur.

e Benzer sekilde

-1(2) —« —« —« —-L_2
@ (03):<u1 + uy  + ug —2) o

:O 5 =
= Colualin ) = o ) T g 1

uz icin de ¢oziilebilir.

1,
(ul_o‘+u2_°‘+...—|—una—n—|—1> w
u CFu 4w, —n+2

Q=

u, = {(u;“ +uy®+ o tu —n+2). (v;‘“‘”)‘l — 1) + 1}

Frank n kopulast:

¢ (u) =In (%) iireticisi yardimiyla Frank n kopulas:

1 I (e~ 1)

C (g, .oy tty) = ——=In{ 14 =

l—n—l ,oz>0,n23
2 (1)

bi¢iminde elde edilir.
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¢! (t) fonksiyonunun tiirevleri:

e (1) = _é( ¢ (e~ 1) )

T+et(em>—1)
t —a 1
YT i ite(e—a —)1) olsun. (?9_1;} = —w(w—1) ve g (t) = ——w olur.
0 0 ow 1

O = STV O] = o [ o = —w(w 1)

ve benzer olarak

0 ow 1
-1(3) R PP (0 ) B 1) (2w -1
O (1) = o [¢ ) S = S (= 1) (2w~ 1)
elde edilir. Genel durumu:
1)y A _
® (t) = —591 (w) y 1 (w) =w
_ 1 Oqi_
@ 1) (t) = (_1)k agk (U)) y 9k (w) =w (w - 1) g’g‘l—)l (U)), g]E;l_)]_ (w) - %; k Z 2

seklinde elde edilir. Boylece Frank kopulasindan n tane (uy, ..., u,)’ rasgele degisken-

lerini tiretmek i¢in simiilasyon agagidaki algoritmada verilmektedir.

e U (0,1)’den n tane bagimsiz (v1, ..., v,) rasgele degiskenleri iiretilir.

e 1y = vp almir.
e vy = (5 (uz|vy) de yerine yazilir. ¢; = ¢ (u;) = In (%) ve ey = p (up)+

o (exp(—auq)—1)(exp(—au2)—1)
¢ (u2) =In ( (exp(—a)—1)?

) olmak {izere

e (c2)

Vg = ——%
e~ (1)

esitliginin us’ye gore ¢oziilmesi ile
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exp (—aug) — 1
exp (—a) — 1+ (exp (—auy) — 1) (exp (—aug) — 1)

—aul

Vg = €

ve

1 vg (1 —e™®)
=——1In<1
12 « n{ * vg (e7m — 1) —emom }

elde edilir.

90_1(2) (C3)

vy = C3 (ugluy, ug) = ———1—=
3 3( 3’ 1 2) @_1(2) (62)

(exp(—au1)—1)(exp(—auz)—1) > ve

denkleminde gerekenler yerine yazilir. Burada ¢y = In ( (o)1)

o (exp(—auq)—1)(exp(—auz)—1)(exp(—aus)—1) .
c3 =1In ( (om(—a)-1)? > dir. Elde edilen

o= (D[ ) ) )P
(e = 1)

(e — 1) + (eom — 1) (e — 1) (e — 1)]

X 2

«

esitliginde ©x = e™*"3 — 1, ug’e gore ¢oziildiigiinde 2. dereceden bir polinom egitligidir.

e Boyle devam edildiginde, her u; degiskeninin elde ediligi £ — 1 dereceden bir

polinom egitliginin ¢oziimiinii verir.

(Cherubini vd. 2004).
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3.4.3. iki degiskenli simiilasyon O6rnekleri

Gaussian Kopula a=0.2 Gaussian Kopula a=0.4

Sekil 3.1 Iki Degiskenli Gaussian Kopula Simiilasyonlar

Student t Kopula a=0.2 Student t Kopula a=0.4

Sekil 3.2 Iki Degiskenli Student t Kopula Simiilasyonlar:
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Gumbel Kopula a =2 Gumbel Kopula a=3

Sekil 3.3 iki Degiskenli Gumbel Kopula Simiilasyonlar

Clayton Kopula a =2 Clayton Kopula a =4

Clayto

0.2} e84 0.2f------

Sekil 3.4 iki Degiskenli Clayton Kopula Simiilasyonlar:
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Frank Kopula a=-2 Frank Kopula a =-4

-7 g g

Frank Kopula a=-8 Frank Kopula a=-16

0.8 0.8

0.6

Frank Kopula a=2 Frank Kopula a=4

0.2 0.2

Sekil 3.5 Iki Degiskenli Frank Kopula Simiilasyonlar:
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FGM Kopula a=-0.25

FGM Kopula a=0.25

FGM Kopula a=-0.5

Y

0.4 0.6

FGM Kopula a=0.5

Rt AR

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FGM Kopula a =1

Sekil 3.6 Iki Degiskenli FGM Kopula Simiilasyonlar
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3.5 Sira Sayilarina Dayali Baz1 Bagimlhihik Katsayilar:

Sklar Teoremine gore (X,Y) rasgele ¢ifti ile iligkili, marjinallerin monoton artan
doniisiimleriyle bile degismeyen tek bir kopula oldugu bilinmektedir. Bagimh veri-
lerin fonksiyonlar: igin ¢rneklem bilgisinin biiyiik miktarim kaybetmeyen (R;,S;),
i,j = 1,..,n sira ¢iftlerinin istatistiklerine gerek vardir. Burada R; ile X, ..., X,, go-
zlemlerinden X; 'nin sirasi, S; ile Y7, ..., Y, gozlemlerinden Y;’nin siras1 gosterilmek

iizere ornekleme dayali C' kopulasini en iyi temsil eden amprik kopula C,,

1 & R; S;
= — 1 < <
Cn (u,v) n; <n—|—1_u’n+1_v)

bigiminde tamimlamr. Herhangi bir verilen (u, v) ¢ifti igin C), (u,v) 'nin bilinmeyen
C' (u, v) niceliginin C' (u, v)’de yogunlagtig1 ve normal dagilmis biiyiik 6rneklemlerde

siraya dayal bir tahmin edici oldugu gosterilebilir (Genest 2007).
3.5.1 Spearman’in p katsayisi

C', amprik kopulaya bagl korelasyon

n

> (B:=R)(S:-5)

Pn = = S [_17 ]-]

i(&—ﬁf(si—?)?

ile tamimlanir. Burada R = %ZR, = ”T“ ve S = % S; = ”T“ dir. Bu katsay1
i=1 '

Pearson korelasyon katsay r,, o bagh olarak

12 a n+1
n(n—l—l)(n—l); n—1

Pn =

esitligi ile de ifade edilebilir.
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C' teorik kopulaya bagl korelasyon

12/uvd0uv )—3

12/6’ u,v) dvdu — 3

seklindedir.

p = 12/ude’n(u,v)—3

[0,1]?
12<~ R, S,
B Xizln—i—ln—i—l_
n—1
= n+1pn

olarak ifade edilebildiginden p,,, p 'nun asimptotik tahmin edicisidir. Ayrica n — oo

iken C,, — C olur (Hoeffding 1948).
3.5.2 Kendall’in 7 katsayisi

P, ve @, sirasiyla uyumlu (concordant) ve uyumsuz (discordant) ciftlerin sayisini

gosterirken amprik durumda

_Pn_Qn_ 4 .
Tn = (”) N n(n—l)Pn L

bigiminde yazilabilir. (X;,Y;), (X;,Y;) ciftlerinin (X; — X;) (Y; — Y;) > 0ise uyumlu,
(X; — X;) (Y; = Y;) < 0 ise uyumsuz oldugu soylenir. (X; — X;) (Y; —Y;) = 0 du-

rumu ise bagimhiligin olmadigim gosterir.

(X; —X;) (Vi —=Y;) >0 < (R, — Rj) (S; — S;) > 0 oldugundan 7,,’nin sadece go-
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zlemlerin sirasinin bir fonksiyonu oldugu aciktir. Bu nedenle 7,,, C),’nin bir fonksiy-

onu olarak da yazilabilir.

i€ {l,..,n}igin I;; = 1 ve i # j ikilileri i¢in

I {1, X; < X,,Y; <Y,
“ 0, dy

olmak iizere uyumlu ciftlerin sayis1 P,

P”:%ZZ(IUJFIJ@)ZZZL‘J‘:_”JFZZ]U

i=1 j#i i=1 j#i i=1 j=1
esitligi ile verilir. Burada (X; — X;) (Y; = Y;) >0 <= [;; + [;; = 1 dur.
W= 23 0 = L ix < x v < vy
Z__le:' ij _'n/ J A S Ay, XS X
olmak tizere, W = (W + ... + W,,) /n ise

P,=-n+n*W ve 7,=4-"J 3

n—1 n—1

LV%__C%,( ]ﬁ ) Si )
n+1 n+1

W = Cy, (u,v) dCy, (u,v)

[0,1)?

elde edilir. Burada

ve

alindiginda 7,,’nin C,, ile bagintili olarak yazilabilecegi goriiliir. n — oo iken C,, — C'

olacagindan

724/ C (u,v)dC (u,v) — 1
[0,1)?

ile verilen Kendall'in 7’su kitle versiyonunun asimptotik olarak yansiz tahmin edici-

sidir (Hoeffding 1948).
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4. PARAMETRE TAHMIN YONTEMLERI

Bu boliimde (X, Y) rasgele degisken ¢ifti arasindaki bagimlilik yapisimin (C,,) kop-
ula parametre ailesi ile modellendigi diigiiniilmektedir. (X,Y")’den alinan rasgele
orneklem (X1, Y1), ..., (X,, Y,) icin belirlenen kopula modeline ait o bagimlilik para-
metresi i¢in "parametrik, yar1 parametrik ve parametrik olmayan yontemler" alt
bagliklarinda tahmin etme yontemleri hakkinda bilgiler verilmistir (Genest ve Favre

2007).

4.1 Parametrik Yontemler

4.1.1 En ¢ok olabilirlik yéntemi (Maximum Likelihood Estimation-MLE)
fi (7 =1,2,...,n)ler tek degigkenli marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ve

ile tamimlanan ¢ kopula yogunlugu olmak tizere ¢ok degiskenli bir dagilimin kanonik
gosterimi,
f (@) = ¢ (B (1) 5oy Fo (2) [ i ()
j=1

bi¢imindedir. Boyle bir gosterim, kopulalarin istatistiksel modellenmesinin marjinal
dagilimlarin belirlenmesi ve uygun kopula fonksiyonunun tanimlanmas: seklinde iki

adimda yapilabilmesi imkanini saglar.

Ornek veri matrisi

X = {-Ilta ceey xnt}zzl
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ile gosterilmek {tizere log olabilirlik fonksiyonu

1(0) = Z log {¢ (Fy (216) s voes Fo ()} + Y Y 1og fi (250)

t=1 j=1
bi¢imindedir. Burada § = (64, ..., 0,,, ) marjinallere ve kopulaya ait parametre vek-

tortidiir (Cherubini 2004).

4.1.2 Marjinallere Iligkin Cikarsama Fonksiyonlari
(Inference Functions for Marginals -IFM)

Burada 0 = (64,...,0,) parametre vektoriine ait tahmin vektorii 9 olmak tizere,
tahmin iki adimda yapilir.

Adim 1: Tek degiskenli marjinal dagilimlarin tahmininden

T n
0= Arg mgaxz Z log fj (xj1;0)

t=1 j=1

elde edilir.

Adim 2: Adim 1 *de elde edilen § ile kopula parametresi a

T
a= Arg maleogc (F1 (11) 5 oevey Fo (Tt) ;a,@)
t=1

tahmin edilir.

[ log olabilirlik fonksiyonu, /;, j. marjinalin (j = 1,2, ...,n) , [, kopulanin log olabilir-

lik fonksiyonu olmak tizere,

~ ~ N\ .. all 8ln 8[0 o
Orrm = <9,a> igin (8_01""’%’%> -0
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ve

< ~_\' .. ol ol ol )
= () i (- 1) -

denklemlerinin ¢oziilmesi gerekir.

Bu iki tahmin edici genelde birbirine esgit ¢ikmamaktadir. IFM tahmin edicisi MLE
tahmin edicisinden daha kolay hesaplanir. Joe (1997)’de IFM tahmin edicisinin MLE
tahmin edicisine gore asimptotik olarak daha "etkin" bir tahmin edici oldugu gos-

terilmistir (Joe 1997 ve Cherubini 2004).
4.2 Yar1 Parametrik Yontemler

4.2.1 En ¢ok s6zde olabilirlik yontemi
(Maximum Pseudolikelihood Estimation -MPE )

Klasik istatistikte maksimum en ¢ok olabilirlik tahmini (MLE), ozellikle o ¢ok
boyutlu oldugunda momentler yontemine iyi bir alternatif tahmin edici olarak bilinir.
Ozellikle siralara dayali bu bagimhlik parametresinin tahmini ile ilgilenildiginde
MLE yaklagiminin uyarlanmig hali MPE yontemidir. Bu yontem, ¢, yogunluklu

C,’nin mutlak siirekli olmasini gerektirir ve

l(a)zzn:log{ca (n]—%l-lni1>} (3.14)

bi¢cimindeki log-likelihood fonksiyonunun siraya dayali en biiyiiklenmesini igerir.

Klasik log-likelihood fonksiyonunda bilinmeyen F' ve G marjinal dagilimlar: yazilirsa

@) = 3 log {ea (F (X) . G (¥)}
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esitligi elde edilir. Burada

1 n
F = X <
n@) n—i-l;_ll( 1—x)
ve
1 n
— <
Gn () e ;1 1(Y; <y)

amprik dagilm fonksiyonlar: kullamldiginda ¢ = 1,...,n i¢in F, (X;) = R;/ (n + 1)
ve Gy, (i) = S;/ (n+1) dur.

olmak iizere

esitligini saglayan
bigiminde tek bir @, kokii vardir (Genest vd. 1995).

M ve N ortalamali pseudo gozlemlerinin iki kiimesine gire hesaplanan ¢érneklem

varyanslari sirasiyla
I —\2
~2
g, = — Mz —
"z ;1: (M; - M)

ve
n

B =13 (v-W)

n <
=1

olmak iizere v? 'nin tutarl bir tahmin edicisi

60



ile verilmektedir (Genest vd. 1995).
Burada M; ve N; pseudo gozlemlerini bulmak i¢in asagidaki adimlar izlenir.

e Adim 1: (X1,Y7),...,(X,,Y,) orjinal veriler X; < ... < X, olacak sekilde

siralanir. Ry =1,..., R, =n

e Adim 2: L(«o,u,v) = logc, (u,v) olmak iizere L, = a%L (o,u,v), L, =

%L (o, u,v) ve L, = %L (cv,u,v) tiirevleri hesaplanir.

e Adim 3: Her i € {1,...,n} i¢in

ve

1 « g S; g S;
M'L’ == Nz__ La ny . 4 4 Lu n7—7—]
nz (a’n+1’n+1> (a n+1 n+1
1 n R . S R . S
- Z La O‘naL7 J Lv amLa ]
n ‘ n+1 n+1 n+1 n+1

pseudo gozlem degerleri hesaplanir (Genest ve Favre 2007).

4.3 Parametrik Olmayan Yontemler

Bu tahmin yontemleri gozlemlerin siralanmasi esasina dayahdir.

4.3.1 Kendall’in 7’suna dayali tahmin -KTE

FGM igin Kendall’'in 7 katsayist (7' = goz) 'ya bagli parametre tahmini



seklinde yazilir. Daha genel olarak bir g diizgiin fonksiyonu i¢in eger o = g (7) ise

o’ nin Kendall tahmin edicisi &,, = ¢ (7,,) ile tanimlanabilir.

Tn — T
v 45

~ N (0,1)
Burada

1 .
[jz’:ﬁ#{] X < X,,Y <Y}

olmak {iizere drneklem varyansi

n

322%;(VI&+W¢—2W>2

bi¢imindedir. n — oo durumunda "Delta yontemi" olarak da bilinen Slutsky teo-

reminin bir uygulamasi ile

~ 1 / 2
a, ~N {a,— {45’9 (Tn)} }
n
seklindedir. « icin (1 — p) diizeyindeki giiven araligi &, £ 2,2 \%45 [g' (1,)] ile bu-
lunur (Genest ve Favre 2007).

4.3.2 Spearman’nin p’suna dayali tahmin -SRE

FGM igin Spearman’nin p katsayisi (p = %a) 'ya bagli parametre tahmini

an = 3p,

olup genel ifadesi

an=h (pn>

seklindedir. Gaenssler ve Stute (1987)’de,



oldugu sonucuna varmislardir. Delta yontemiyle

G~ N [a, % {ou (Tn)ﬂ

2

oldugu gosterilmistir. Burada o2, ¢ 'nin uygun bir tahmin edicisidir. o icin 1 — p

n’

diizeyindeki giiven aralig

1
Jn

bigimindedir. Borkowf (2002)’de, C' kopulasinin yerine C,, uygulanirsa, o2 igin tutarh

!

h (Tn)

Ay, + Za/2 On

bir tahmin edicinin
oo =144 (=9A2 + B, + 2C,, + 2D,, + 2¢,,)

oldugunu gostermigtir. Burada

n

1 R; S;
An:— T K2
nizln—i—lnqu

I~( R \'( S Y
B, ==
" n;(nJrl) (n+1)

n n n s,

i=1 j=! k=1
1 e R; R;
R I ax( , ﬂ)
n P +1n+1 n+1' n+1
ve
1 ”Z”: R; S; S;
“n 211j1n+ n+1'n+1

alinmigtir (Genest ve Favre 2007).
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(izelge 4.1 Baz kopula aileleri i¢in parametre tahminleri

Aileler Parametre Araligi | Kendall’in 7 katsayisi | Spearman’in p katsayisi
Clayton |a >0 e *

Frank a#0 1-2[1-D(a) — 2[D; (o) — Dy ()]
Gumbel | a>1 1—at *

FGM -1 <a<l1 %oz %a

Gaussian | —1 <a <1 2 arcsin (a) 8 arcsin (2)

T

Dy (z) = % / %dt, k = 1,2 ile Debye fonksiyonu gosterilmektedir (Trivedi ve

0
Zimmer 2007).
4.4 Bagimhhigin Modellenmesi (Uygun Kopula Segimi)

Bagimsiz olmayan c¢ok degiskenli dagihmlarla ilgilenildiginde ¢ok degiskenli nor-
malligin varsayimi altinda korelasyon katsayilari tahmin edilmektedir. Normal model
diginda, lineer korelasyon genellikle bagimliligi 6l¢mek igin bir arag¢ olarak da kul-
lanmilmakla birlikte diger bagimlhilik bicimleri de ¢ok 6nemlidir. Finans, sigorta ve
hidroloji gibi diger alanlarda dogrusal bagimhilikla ilgili ¢alismalar vardir (Cheru-
bini vd. 2004, Embrechts vd. 2002, 2003, McNeil vd. 2005, Genest ve Favre 2007).

Sklar teoremi (1959,1996) siirekli ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlar igin tek degiskenli
marjinallerin ve ¢ok degiskenli bagimlilik yapilarinin ayri ayr1 degerlendirilebildigini

ve bagimlhlik yapisinin "kopula" denilen bir yaklagimla agiklanabildigini gostermek-
tedir. Kopula, her bir bilesene tek degiskenli marjinallerini veren olasilik integral
doniigiimlerinin uygulanmasi ile elde edilen rasgele vektorlerin ¢ok degiskenli dagilim
fonksiyonudur. Daha genig bilgiler Joe (1997), Nelsen (1999), Cherubini vd. (2004)

ve McNeil vd. (2005) kaynaklarinda vardir.
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Sklar Teoremine gore ¢ok degigkenli bagimlilik caligmalar: marjinal dagilimlarin ve
bagimlilik yapisinin tahmini olmak tizere iki adimda yapilabilir. Ilk adimin cok iyi
bilinmesi ile birlikte burada incelenmesi gereken ikinci adimdir.Yani uygun kopula

veya kopula ailesinin nasil segilecegidir.

Bu boliimde, kopula se¢iminde kullanilan model hatas: i¢in Kallenberg (2008)’ de
istel ve karmagik ailelere gore verilen iki yaklagimdan bahsedilmektedir. Her iki
yaklagim icin de gercek model ile tahmini model arasindaki toplam hata, model

hatasi ve stokastik hata olarak iki parca halinde degerlendirilmistir.
4.4.1 Ustel Aileler-Kullback Leibler bilgisi

fr (u,v;0) = fo (u,v)exp {Z 0;h; (u,v) — Uy (6)}

bi¢iminde ifade edilebilen fonskiyonlarin tistel aileden oldugu sdylenir. Burada 6; =
(01, ...,0;) ve ¥ (0) = log/fo (u,v)exp {>_0;h; (u,v)} dudv seklinde tanimlanan

normallegtirici fonksiyondur.

Gergek iki degigskenli f yogunluguna en yakin iistel aileyi veren fonksiyon "Kullback

Leibler bilgisi" yardimiyla elde edilebilir.

Kullback Leibler bilgisi: (K)

K(:0) = Erlog (55
= Eyflog f — Erlog (fi (9))
k
= K(f, fo) - {Zejthj — Uy (9)}
k

= K (f,fo) = K (£ (0), fo) + Y 0; (Eoh; — Ezhy)

Jj=1
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k
Amag: min K (f, fx (0)) ya da max {Z 0;E¢h; — WUy, («9)}

J=1

K(f.fo) = K(f, fiu(0)+K(fi(9),fo)

0 — 0

= K (7:(0)) + K (5:(0) . )

K (5 5e0) = K (£5(0)) + K (7 (8) . £0))
fo = fu(0)

K(100)) = % () <5 (5 0) 1 )

— O(MLE)

Toplam Hata = Model Hatast+ Stokastik Hata

Burada 6 = (04, ..., 0;) olmak {izere 9 ile (U1, V1), ey (Un, Vi) gozlemleri igin maksi-
mum en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri gosterilmektedir. Eyh = / hdG esitliginin 6

i¢in ¢oziimii olan 5, birim kare iizerinde bir G dagilim fonksiyonuna eklenen fonksiy-
oneldir. f ile gergek yogunluk fonksiyonu, fj ile baglangigta 6nerilen kopula ve fj, (0)

ile herhangi bir tistel ya da karmasgik kapula ailesi gosterilmektedir.
4.4.2 Karmasik Aileler-7, Normu

fo ilk ©nerilen kopula olmak tizere log (f/ fo) yaklasiminin yerine h; fonskiyonlarinin

dogrusal bir bilesimini veren f — fy yaklagim ile
k

Fi (u,0;0) = fo (u,0) + ) 05k, (u,v)
j=1

1 1
bi¢iminde tanimlanmaktadir. Burada / hj (u,v)du=0 ve / h; (u,v)dv =0
0 0

66



olmasi fj (0) altinda U ve V' nin her ikisinin de marjinal dagihmlarimin diizgiin
dagilim oldugunu ifade eder. Frank, Plackett, Gumbel, Joe Clayton, Asimetrik Gum-

bel ve Gonzalo-Olmo kopulalar1 karmagik aileler sinifindandir.
Ly normu: (||-|,)

Ly normu ile f ve g nin i¢ ¢carpimi sirasiyla

1/2

=3 [ [r@orauay ve (rg)= [ 7090 duds
0 0 0 0

esitlikleri ile tanimlanir. f, fo € Ly olsun. Yani || f||, < oo, || fol|, < oo dir. L esitligi

ile

f (u,0) = fo(u,v) =D (f = fo, hg) by (u, v)
7=1

yazilabilir. §; = (f — fo,h;) = 5 almmast ile ||f — fi ()]> minimize edilir. (53 :
j=1,..,kicin f — fy m j Fourler katsayis.)

11
0; (F) = //hde - //hdeO
00 00
(U1, Vi), ooy (Un, V) gozlemlerine dayal 5j tahmini

-~ ~

Hj = ‘9j (Fn) = Ej - Efohj

ile verilmektedir. Ustel ailedeki gibi Egzh = E¢h oldugu goriilmektedir. Burada F,,

amprik dagilhim fonksiyonudur.

o f.fo€ Ly ve «9 = (f — fo, h;) olarak alinirsa

= ()3 () -]

e Her 0 € IR” icin
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15 - se@i=[r -5 @)+ |5 (@) -no, b0

2 ~
, 0—0
2

=5 @, = 7= @)+ (@) - )

Toplam Hata = Model Hatasi + Stokastik Hata

e 0 (F) fonksiyonu ||f — fi (0)]12 ve A@} = (f — fo, h;) ifadelerini minimum yapar.

e Maksimum en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi =0 (F,) ile verilmektedir.

k
~ 2 ~92
e Model hatas1 indirgendiginde H fr (9) — fOH = E 0, esitligi yardimiyla goziilebilir.
2
=1

Ustel ve karmagik ailelerin her ikisi icin de f;, (u, v; 0) fonksiyonlarindaki (hy, ha, ..., h)

fonksiyonlarinin se¢imi igin Legendre polinomlar: kullanilmaktadir (Kallenberg, 2008).
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5. iKi DEGISKENLIi KUANTILLERE DAYALI KOSULLU RIiSKE
MARUZ DEGER

Bagiml riskleri 6lgmek icin VaR’in 6tesindeki kuyruk bolgesinin ortalamasini tah-
min eden uyumlu bir risk olgiisii olan CVaR o6lciisii benimsenmekte ve portfoy op-
timizasyonunda sik¢a kullanilmaktadir. CVaR ile ilgilenilmesinin ana nedenlerinden
biri, kredi veya reasiirans taahhiidii gibi riskler i¢in énemli olan kuyruk riskinin elde
edilebilmesidir. Bir portfoyiin CVaR’1 bazi durumlarda lineer programlama yontemi
kullanilarak hesaplanmaktadir. Eger portfoyiin boyutu biiyiikse, portféy CVaR’ i1
hesaplamak zaman aldigindan Xubiao (2008) daha basit ve hizli sonug veren sira

istatistigi tahmin yontemi kullanmigtir.

Calhigmanin 6zgiin kisimimi olugturan bu boliimde, Chen ve Welsh (2002)’de verilen
iki degiskenli Kuzey-Giiney (NS) kuantil noktalarim (VaR, (p1,p2)) elde etme yon-
temi ile Hiirlimann (2004)'1n 6nerdigi iki degigskenli durum i¢in CVaR bulma yéntemi

ele alinmig ve bagiml risklerin modellenmesi i¢in uyarlanarak kullanilmigtir.

Diizgiin marjinal dagilimlar ile verilen iki bagimh risk degiskenine ait bagimlilik
yapist Frank, Gumbel, Clayton kopulalar1 ve FGM kopula aileleri ile verildiginde
5.1.alt boliimde elde edilen VaR, (p1,p2) vektorii icin CVaR,, (p1, p2) bagimh iki
degiskenli vektorleri 5.2. alt boliimde incelenmektedir. Ayrica VaR, (p1,ps2) ve
CVaR, (p1,p2) degerlerinin «, p1, ps paremetre degerlerine gore degigimleri gizelgeler

ve grafiklerle gosterilmektedir.
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5.1 ki Degiskenli Kuzey-Giiney(NS) Kuantil Noktalari

Iki degiskenli durum icin toplam olasilik kosulunun dogal genellemelerini saglayan
kuantil noktalarin1 tanimlamak amaciyla énce X rasgele degiskeninin dagilimi kul-

lanilarak R? ’de kolaylik i¢in giineyden kuzeye yon segilir. Her (a,b) € R? noktasi

icin R?
Ay = {(%;@)l t Ty 2 b}
Ay = {(1171,372)/ 11y < a,re < b}
Az = {(1’1,352)/ 1x1 2> a,rp < b}

bolgelerine ayrilir. Burada (a, b) noktas: (P (Az), P (As)) iki degigkenli kuantil nok-
tas1 olarak diigiiniilebilir. Bu bolge tanimlamalari, iki degigkenli dagilim fonksiyonu
F(x1,29) = P (X1 < 1, Xy < x9) yardimiyla da ifade edilebilir. F3 ile X5'nin mar-
jinal dagilim fonksiyonu gosterilmek iizere ve tek degiskenli kuantil bilgisine gore

asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 5.1.(Chen ve Welsh 2002): (p1, pa) . NS iki degiskenli kuantil noktas:

§(pryp2) = (Fle (p1.p2), F5 ' (;m +p2)) (5.1)

seklinde & (p1, p2) vektorii ile tanimlansin. Bilegenleri, py, ps > 0 ve p; + po < 1 igin

Fy ' (pr+p2) = inf {2y : F (22) > p1 + pa} (5.2)

ve

F5' (p1, p2) = inf {$1 D F (Ih Fyt (py —i—pg)) > pl} (5.3)

bigiminde ifade edilir. p. NS iki degiskenli kuantil noktas1 £ (p) = & (%p, %p) ,
0 < p <1 ile tammlanir ve & (%) NS iki degiskenli medyan noktasi olarak ad-

landarilir.
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5.1.1 Bazi kopulalar i¢gin iki degiskenli kuantiller

U ve Uy sirasiyla Cy (uq) ve Cy (ug) ile marjinal dagilim fonksiyonlaria sahip diizgiin
marjinalli iki bagimli siirekli rasgele degisken olsun. Bu iki U; ve Us bagimh ras-
gele degiskenlerin bagimhilik yapilarinin Clayton, Frank, Gumbel ve FGM ile ifade
edildigi durumlar icin elde edilen iki degiskenli kuantilleri sirastyla VaR® (p1, p2) ,
VaRY (p1,p2), VaR% (p1,p2) ve VaRFSM (py,py) ile gosterilmektedir. F dagihm
fonksiyonu yerine C' kopula fonksiyonu kullanilarak FGM kopulast i¢in iki degiskenli
NS kuantil noktlarma ait bilesenler 6zgiin bir bigimde (5.2) ve (5.3) esitlikleri ile

ifade edilmigtir.

Clayton kopula:

Ca(ul,uQ):(uf“—i—u;o‘—l)*l/a , a>0

VaR (p1,p2) = (C' (p1.p2), C5' (p1+p2))

Cyt(pr+p2) = inf{ug: Co(ug) > p1 + p2}
= inf{ug : ug > p1 + pa}

= p1+p2

Cr' (pr,p2) = inf{uy: C (w1, G5 (p1 +p2)) > 1}
= inf{u; : C (u1,p1 +p2) > p1}
= inf {ul D (up® 4 (pr+p2) * — 1)_1/a > pl}
= inf {uy s (ur®+ (pr+p2) " = 1) <p°}
= inf {ul rur > (pr® = (1 +p2) " 1)71/a}

= = () 1)

1/

VaR (p1,p2) = ((Pfa — (p1+p2) "+ 1)_ “m —|—p2> , >0, pi,p2 >0, pi+p2 <1
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Frank kopula:

Co (u1,u2) = —éln (1 + (7 — 1) (™ — 1)) , a#0

Cyt(pr+p2) = inf{ug: Cy(uz) > p1+pa}
= inf{ug:us > p1 + pa}

= DpP1+ P2

Cry' (p1,p2) = inf {uy: C (ur, G5 (p1 +p2)) =1}

= inf {u; : O (u1,p1 +p2) > p1}

1 emam _ 1) (e~apritr2) _
= inf{ulz——ln<1+( )( 1 ) >
o e % —

e~ _ 1) (e—alpitr2) _ 1
— inf{ulzl—l—( >( )Se_o‘pl}

e —1
= inf {u1 : (eiaul — 1) (efa(p1+p2) _ 1) < (efam _ 1) (efa . 1)}
6—04191 _ 1 e—Oé _ 1
— inf{ul:(e—au1_1)<( ) ( )}

- (e*a(erpz) - 1)

o o (et —1) (e~ —1)
= inf {Ul e < 1+ (e—a(pl-‘rpz) — 1)

=tz b (1 R
N <1 Ll 1) (e — 1))

o (6_04(1714‘]72) _ 1)

VaRF (p1,ps) = (—1 In (1 T iV Gl _) 1)) - +p2>

e (e—oc(p1+pz) -1

a # 0, p,p2>0, pr+p2<1
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Gumbel kopula:

Q=

C’g“ (u1,us) = exp [— ((mInu)*+ (= Inug)*)=|, a€ll,o0)

Cyt(pr+p2) = inf{ug: Cy(ug) > p1 + p2}
= inf{ug : uy > p1 + po}

= DpP1+ D2

Cr' (p1,p2) = inf{uy: C (u,Cy' (pr+p2)) > 1}
= inf{u; : C(u1,p1 +p2) > p1}
= inf {urexp [~ (“Inw)” + (~In (1 +p2))*| 2 11}
- inf{ul = (—Inw)® + (= In (pr + p2)%)® > mpl}
= inf{u; : (=Inw)” + (=In(p1 +p2))* < (—Inp)"}
= inf{u; : (=Inw)” < (=Inpy)® = (= In(p1 + p2))"}
= inf {uy s —Inuy < [(—Inp)” — (<1 (pr +p2)]* }
= inf {ur > exp (= [(=Inpy)* = (=1 (pr +p2))°]

— exp (_ ((=Inpy)” = (= (p1 + p2))%) )

Q=

Q I~

Q=

))

Q=

Q=

VaR™ (p1,p2) = (e(‘“‘1“—”1)“‘(‘1“@1*”2”“’

>7 D1 +p2)a

a € [1,00), p1,p2 >0, p1+p2 <1

73



FGM kopula:
Ca (’U,l, Ug) = U1U9 (1 + o (1 - Ul) (1 — Ug))

VaR (p1,p2) = (01—21 (p1,p2), C5* (m —H?z))

051 (pr+p2) = inf{uy: Cy(uz) > p1+pa}
= inf{us : uy > p1 + po}

= p1+p2

Cw (p1,p2) = inf{u:C(u,C5" (p1+p2)) >pi}
= inf {u; : C (ug,p1 +p2) > pi}
= inf{u :w (pr+p) I+l —w)(l—(p1+p2))) =pi}
Uyt prug + paun — aprui — apiur — apaui — apii;
= inf +apiu? + apiu? + apiuy + apyu; — 2apipaty
+2ap1paui > py

= inf
+a (p + 2p1pe + p3) ui + a (p1+p2) wr > 1

S B e R S (P} + 2p1p2 + p3) u
—a(py+p2)ui +a(pf+ 2pip2 + 1) ui =

— inf wp : (pr 4 p2) wr + a(pr 4 pa) wr — a (py + p2)” us

—a (p1+ p2) U3 + o (p1 + p2)* ud > py

Uy : (04 (p1 +p2)2 —a(p +p2)) uf
+ ((p1 + p2) + a(p1+p2) — o (p1 + p2) )

= inf
) wy

, U13(04(p1+]92) -« p1+p2))u
= inf )

+ ((p1 + p2) + a(p1+p2) — (p1 + p2) ) ur —p1 >0

—— —— —— ———/
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a = (a(p1+p2)2—a(p1+p2)):Oé(p1+p2)[p1+p2—1]
b= ((p+p2) +alp+p2) —a(p+p)?)

cC = —D

olmak {izere

€ (prop) = inf {un 2 a4 by + ¢ > 0)

seklinde yeniden diizenlenen C,' (py, p2) esitligi a > 0 ve a < 0 olarak iki durumda

incelenmelidir.

(b/a) = by, (c/a) = c¢; olmak iizere A = b? —4c¢; > 0 ise u; degigkenine ait uy; ve uo

kokleri
—b; — VA —b + VA

U111 = ——— Ve U1 =
2 2

bi¢imindedir.

—1 < a < 0igin a > 0 oldugundan

Co (p1,p2) = inf {ul :u?+2u1+§ 20}
= inf{uy : (ug —up1) (ug — uge) > 0}
Ldurum = inf{uy : (u; —ug1) >0 ve (u3 —ugp) > 0}
= inf{u; 1wy > ugy ve ug > upa}
2.durum = inf{u; : (ug —u1y) <0 ve (ug — uz) <0}
inf {u; : up <wppve ug < uga}
Cr' (p1,p2) = max (uy; ,u1p ) (1.durumdan)

= U2
_ 15 +4/02—4
= B 1 1 &1

p = p1 + po olmak iizere Ek 1’de A > 0 kogulunun o (p — 1)2 > w -1

a #0,(0 < p; + p2 < 1) ifadesine denk giktig1 gosterilmigtir.
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0 < a<1i¢in a < 0 oldugundan

Cr' (p1,p2) =

l.durum =

2.durum =

O (p1,p2) =

VaR M (py, ps)

by =

inf {u1

inf {u, :

inf {u; :

inf {u;

U2

inf {u, :

inf {u;

U1

2U%+blul+61§0}

(ur —u1) (ug — u12) <0}

(u1 — ull) < 0 ve (Ul — U12) > O}

Tup < Ui ve up > Ulg}

(up —upp) >0 ve (ug —uga) < 0}

Tup > unve up < Ulg}

(ull Ya da U12 )

0 < u1; < 1 oldugundan

U1

1 /
5 (—bl — b% — 401>

1
- <§ ( 4cl> y P1 +p2) )
a<l1

, 0<pi+p2<1l,pi,p2>0

((pl +p2) +a(pr +p2) —a(p +P2)2)

1 = —

p = p1 + po o.1. az(p—

(04 (P +p2)2 —a(p ‘I—PQ))

b1

1)° >

(04 (p1 +p2)2 —a(p +p2))

2a(p=2p2) (L—=p) (A > 0) (kosul)

p
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Clayton, Frank ,Gumbel ve FGM kopulalar igin iki degiskenli kuantiller sirasiyla

—1/a

VaR” (p1,p2) = <(pfa —(p1+p2) * + 1) » D1 +p2)

a > 0, pi,p2 >0, pr+p2<1

1 (Pt — 1) (e™™ — 1)
F — —_—
VaR" (p1,p2) = ( o In (1 + (e @i —1) ; D1+ P2

« % 07 p17p2207 p1+p2§1

VaR (p1,p2) = (exp(— (—Inp)® — (=1n(p1 +p2)))"*, 1 +P2>

a € [1,00), pi,p2 >0, p1+p2 <1

1
VaRFSM (), py) = (§ <—bl + \/ﬁ) » P1 —|—p2)

-1 < a<0,0<p+p<1, p,p2>0 (5.3a)
1
VaR*M (p1,p) = <§ ( 401) y D1 +p2>
0 < <1, 0<pi+p2<1, p1,p2 >0, (5.3b)

((pl +p2) +a(pr+p2) —a(p +p2)2)
(a(p +p2)? —a(p +p2))

b1:

D1
(04 (p1 +p2)2 —a(p +p2))

ClL = —

s 202220 ey (54

p=p1+psoiia®(p— ,

bigiminde elde edilmislerdir.
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5.2 Cok Degiskenli Kosullu Riske Maruz Deger

X = (X1, Xy, ..., X,,) bir rasgele vektor olsun. Sx (x) ile n— degiskenli yagam fonksiy-
onu, mx (x) ile simrl hasar (stop-loss) doniigiim vektorii ve mx (x) ile ortalama agan

vektor

mx (x) = (mx (%), 7% (%), .., 7% (%))
mx (x) = (mx (x),mx (x),...,mk (x))
gosterilmek {izere bilesenleri
F;( (X) = / SX (1'1,...,Ii,1,t,l'i+1,...,Q?n)dt, 1= 1,...,7’1,. (55)

myx (x) = E[Xi—xzi|X; > 25,5 =1,..,n]

bi¢iminde ifade edilir.

p giiven seviyesi icin bir risk vektoriiniin kosullu riske maruz degeri
CVaR,(X) = (CVaR)(X),CVaR2(X),...,CVaR! (X))

ile tanimlanir.

VaR,(X) = (VaR, (X1), ..., VaR, (X,))
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olmak tizere 7. bilegeni

CVaR,(X) = E[X,~VaR,(X;)|X; > VaR, (X;),j=1,..,7]

= m;( VaR, (X)]
Tx [VaR, (X)]
Sx [VaR, (X)]’

esitligi ile bulunur.

S = ZXi toplam risk olmak iizere, p giiven seviyesi i¢in X = (X1, Xa, ..., X,)
i=1

komonotonik rasgele vektorii bilindiginde S’e iliskin ¢ok degiskenli kogullu riske

maruz deger

CVaR, (S|X) = i CVaR, (X;) (5.7)

seklinde ifade edilir (Sonug 2.7, Denuit vd. 2005, Hiirlimann 2004).

Bu caligmada, FGM icin CVaR risk olgiisiine ait bulunan bilegenler toplami, altto-

plamsallik 6zelliginden dolay1
CVaR, (S|X) <Y CVaR; (X))
i=1

seklinde tist siir olarak kabul edilmigtir.

5.2.1 Iki degigkenli NS kuantil noktalarina dayali kosullu riske maruz
deger (CVaR)

Uy ve Uy , U (0, 1) dagihmh iki bagimh rasgele degisken olsun. 5.1.1. bsliimde bulu-
nan her bir VaR® (p1, p2), VaR" (p1,p2) , VaR®" (p1, p2) ve VaRFM (py, py) deger-
leri i¢in iki degiskenli C'VaR lar bu boliimde elde edilecektir. Bu béliimde ele alinan

kopula fonksiyonlar1 igin gerekli olacak yagam kopulalar1 (S&! (u), S* (u), S§* (u)
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ve SEEM (u)) Ek2’ de elde edilmistir. o bagimhlik parametresi ile bagimli risk gru-
plarmna ait degerlerin bulundugunu belirtmek i¢in VaR, ve CVaR, yerine sirasiyla

VaR, ve CVaR, gosterimleri kullanilmigtir.

5.2’de acgiklanan iki degigskenli durumda bahsedilen tanimlamalar yeniden yapilirsa;
VaR, (U) = (VaR, (U1),VaR, (Us))

olmak iizere CVaR, (U) = (CVaR}, (U),CVaR? (U)) vektoriine ait bilegenler (5.6)

denkleminden

CVaR! (U) = FE[U;—VaR, (U;)|U; > VaR, (U;),j =1,2
= mY [VaR, (U)]

_ Ty I} (5.8)

<
IS
oy
$
c

yazilr. Burada (7{; (u), 7% (u)) simirh hasar (stop-loss) doniisiim vektorii olmak

iizere bilegenler (5.5)’den

5 () = / Su (t,ug) dt (5.9)

ul

ve

T3 () = /l Sy (ug,t) dt (5.10)

u2
bigimindedir. 5.1.1. bolimde bulunan iki degiskenli NS kuantil noktalar1 © ve S
fonksiyonlarinda yerine yazildiginda istenilen kopulalar i¢in iki degigskenli NS kuantil

noktalarina dayali kogullu riske maruz degerler elde edilmig olur.
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Clayton i¢in CVaR:

Ca (ur,uz) = (u® +uy® — 1)_1/a , a>0

—a _ -1/«
VaR" (p1,ps) = ((P1 — (p1+p2) * + 1) / , D1 +p2> ya>0, pr,pp >0, pr+p2 <1

SICJZ () =1—u; —us + (ufa—l—uz’a—l)_l/a

(74 (u) , 7% (u)) smirh hasar (stop-loss) doniigiim vektoriine ait bilegenler (5.9) ve

(5.10) esitlikleri yardimiyla

1
wb(u):/ <1—t—u2+(t—“+u;“—1)’““ >dt

ui

ve

1
”%(‘1):/ (1—ul—t+(u;°‘+t*a—1)‘l/a )dt

u2
elde edilir. VaR®" (py, p») bilesenleri 7 ve S fonksiyonlarinda yerine yazildiginda, (5.8)
denklemi yardimiyla Clayton kopulasi icin iki degiskenli CVaR elde edilebilir.

Frank i¢in CVaR:

Co (U, ug) = —éln (1 + (7 — 1) (7™ — 1)) ., a#0

1 (e7Pr —1) (e ™ —1)
F — JR—
VaR" (p1,p2) = ( o In (1 + (e—attm) — 1) s P1t+Dp2 |,

Q % 07p17p2 Z 07p1 +p2 S 1

S{I(u)zl—ul—u2—éln<1+(e — (e _1))

(g (0), 7y (u)) stop - loss doniigtim vektoriine ait bilegenler (5.9) ve (5.10) esitlikleri
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yardimiyla

ve

3 (u) = /u: (1 g —t— éln (1 I G ;_i)felm - 1)>> dt

elde edilir. VaR* (p;, p2) bilegenleri 7 ve S fonksiyonlarinda yerine yazildiginda (5.8)
denklemi yardimiyla Frank kopulasi igin iki degiskenli CVaR elde edilebilir.

Gumbel i¢in CVaR:

Q=

CY (uy,up) = exp [— ((—Inup)® 4+ (—Inwug)®) } , a€[l,00)

VaR% (p1,ps) = (exp <— ((=Inpy)® — (—In(p +p2))a)é> , D1 —|—p2> ;

a € [1,00), p1,pa > 0,p1 +p2 <1
SG" (W) =1 =y — up +exp [~ (—nu) + (~ nwy)) ]

(74 (u) , 7% (u)) smirh hasar (stop-loss) doniigiim vektoriine ait bilegenler (5.9) ve

(5.10) egitlikleri yardimiyla

5 () = /1 (1 —t—uy+exp [— (—Int)* + (—lnu2)a)é}> dt

u1

ve

72 (u) = /1 (1 —up — 4 exp [— (= Inw)® + (—mt)a)ﬂ) dt

u2
elde edilir. VaR%" (py,p) bilesenleri m ve S fonksiyonlarinda yerine yazildiginda
(5.8) denklemi yardimiyla Gumbel kopulasi i¢in iki degiskenli CVaR elde edilebilir.
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FGM igin CVaR:

CEM (uy,up) = uquz [L+a (1 —up) (L —up)],—1<a <1

kopulasina bagli yasam fonksiyonu Ek 2’de
SEEM () = (1 —wy) (1 — ug) (1 + augug)

seklinde bulunmustur.

(m4; (0), 7% (u)) smurh hasar (stop-loss) doniigiim vektoriine ait bilesenler (5.9) ve

(5.10) egitlikleri yardimiyla

L) = /(1—t)(1—u2)(1+atug)dt

u1

1
= % (uy — 1) (ug — 1) (quy + 20uyug + 3) (5.11)

ve

72 (u) = /(1—u1)(1—t)(1+au1t)dt

u2

1
= ~% (uy — 1) (ug — 1)* (quy + 20uyug + 3) (5.12)

biciminde elde edilir.

(-1 < a < 0) igin (5.3a)’da bulunan VaR¥“M (p;, p,) bilesenleri m ve S fonksiyon-

larinda yerine yazildiginda (5.8) denklemi yardimiyla FGM kopulas: i¢in
CVaR, (U) = (CVaR, (U),CVaR? (U))

vektorii agagida elde edilmektedir.
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(U)]

3
(A
3

=,

Su

(1= (p1+p2))
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1
(—b1 +4/b3 — 401> + 2045 (—b1 +4/b3 — 4c1) (p1+p2) + 3)

X | o=



-1 (% <_b1 + M) - 1) (p1+p2—1)°

72 [VaR, (U)] (% ( by + /by — 4Cl> + ( by + /b3 — 461) (p1 + p2) + 3)
U

Su[VaR. (U)] (1_1( b+ V/F 1) ) (1= (1 +p2))
X<1+a—(—b1+m> 1—|—p2>
(p1+p2—1)

6 (a (%\/b% —4ey — %bl> (p1 + p2) + 1)

X (%a (bl—\/ﬁ> +a(b1—\/b%—7401) (p1+p2)—3)

73 [VaR, (U)]
Su [VaR, (U)]

CVaR: (U) =
1

i 6 (a (%\/W— %bl> (p1 +p2) + 1) (1t p2—1)

X (%a (bl—\/m> +a(b1—\/b%—7401) (p1+p2)—3)

(—1 < a < 0) durumunda toplam hasar miktar1 S i¢in CVaR,, (S), (5.7) esitiginden

CVaR,(S) = CVaR. (Uy)+ CVaR? (Us)
1

6 (o (V0T — e — 30) (o1 +p2) + 1)
X <04 (p1+p2) — (bl — /0 — 401) (p1 +p2) + 3)

1 7/
<b1—— b—461+1
1

6 (Oé (%\/ b% —dey — %b1) (p1+p2) +1

1
X <§o¢ (b1 — /b3 — 4C1> +a (bl — /i — 401) (p1+p2) — 3)

+

(p1+p2—1)
)

bulunur.
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(0 < a<1)igin (5.3b)’de bulunan VaRF%M (p;,p,) bilesenleri 7 ve S fonksiyon-
larinda yerine yazildiginda (5.8) denklemi yardimiyla FGM kopulasi igin CVaR,, (U) =
(CVaR! (U),CVaR? (U)) asagida elde edilmektedir.

SulVaR, (U)] = Sy [VaR"M (pi,ps)]

= Sy % (—b1 — /02 —4C1> ;D1 +p2]
_ (1 — % (—b1 - M)) (1= (p1+p2))
X (1 + a% (—bl — /b = 401) (p1 +p2))

my[VaRa (U)] = 7y [VaR"™ (p1,ps)]

1
= Ty {5 <_bl -\ by — 401) D1 +p2}
1/1 o 2
1 /
X <Oé (p1 —i—pz) —+ 2@5 <—b1 — b% — 4Cl> (pl +p2) + 3>

(3 (b VE ) 1) it )
L [VaR, (U)] X (oz (p1 + p2) + 203 (—b1 — /b — 401) (p1 +p2) + 3)

U o

Su [Vali, (U) (1=3 (b - VB —1e)) (1= (1 + )
X (1 +ai (—b1 — /b3 - 401) (p1 +p2)>

1 1 1 7/
= (§bl+§ b% —401 —I— 1)
6 <%a (p1 + p2) (—b1 — /% — 401) + 1)
X (04 (p1+p2) — a(p1 +p2) (b1 + \/b% —4C1> —|—3>
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W%J VaR, (U)]
SU [VCLRa (U)]
1

6 (%a (p1 + p2) <—b1 — /b2 — 401) + 1)
1 1
X (551 + 5V b —dey + 1) <04 (p1 +p2) — a(p1 + p2) <b1 + 4/ b7 — 401) + 3)

CVaR} (U) =

5 [VaR, (U)] = w5 [

_ _é (% (—b1 — \/b%—Tcl) — 1) (p1+p2 —1)°
x (% (—bl — M) +a (—bl - M) (p1 + p2) +3)

(p1 +p2—1)

6 (i (—b— \/b? —4cl> (p1 + p2) + 1)
1
X (504 <bl—|— \/ b? —4cl> + a(pr + p2) (bl + /b3 —401) —3)

VRS



i 714 [VaR, (U)]
CVaR;, (U) = Sy [VaR, (U)]

1
= (p1+p2—1)
)

6 (%a (—b — \/W) (pr+p2) +1

1
X <§a (b1—|— b%—401> + a(p1 + p2) <b1+\/b%—4cl) —3)

(0 < @ < 1) durumunda toplam hasar miktar1 S i¢in CVaR,, (S), (5.7) esitiginden

CVaR,(S) = CVaRl (U))+ CVaR2 (Uy)
1

6 <la(p1 + pa2) <—b1 - \/W) + 1)
(e by 1)
X <a(p1 + p2) — a(p1 + p2) <bl + 4/ 02 —401> +3)

1

6<%a <_b M)( 1+p2)+1
x(la(bl—l— —461>+a(p1+p2) <b1+M)—3)

_|_

(1 +p2—1)
)

bulunur.

VaRFEM (U) vektor bilegenleri igin Ek 2°de elde edilip, (5.4)’de ifade ettigimiz kosul,
bu boliimde C'VaREYM (U) vektor bilesenleri ve C'VaR, (S) igin de gecerlidir.

pl = p2 durumu ve farkli a degerleri icin VaR¥“M (U) , CVaRE™ (U) ve CVaR, (S)
degerlerindeki degisimler, Cizelge 5.1-5.4 ve Sekil 5.1-5.3.b,c’de gosterilmistir.

pl # p2 durumu ve farkli a degerleri icin VaRF“M (U), CVaRE™ (U) ve CVaR, (5)
degerlerindeki degisimler, bir kismu Ek 5’de verilen Cizelge 5.5-5.16 ve Sekil 5.4-
5.7.a,b’de gosterilmigtir.

88



Cizelge 5.1 (py = p2) ;a = (=1:0.25:1) ; VaR (U), CVaR (U);u €(0,1)*

a=mm p1=p, VaR(U;) VaR(U;) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S) | a=10,75 p:;=p, VaR(U;) VaR(U) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S)

015  0,6576 03 0,1639 02831 04470 015  0,6233 0,3 0,1821  0,3056  0,4877
020  0,6385 04 0,1690 02486 04176 020 06073 0,4 0,1869  0,2666  0,4535
0,25  0,6180 05 0,734 02127  0,3861 025 05907 05 0,1912 02263 04175
0,30  0,5963 06 0,765 0,752  0,3517 030 05734 0,6 0,1949  0,1845  0,3794
0,35 05734 0,7 01778  0,1356  0,3134 0,35  0,5556 07 0,1978  0,1412  0,3390
040  0,5495 08 01770 00935 02705 040 05373 08 0,1998  0,0960  0,2958
045 0,5249 0,9 01734 0,0483 __ 0,2217 045 0,5187 0,9 0,2006 _ 0,0490 _ 0,2496

a=10,50 p;=p, VaR(U;) VaR(U; CVaR(U;) CVaR(U;) CVaR(S) | a=T0,25 p;=p, VaR(U;) VaR(U;) CVaR(U;) CVaR(U;) CVaR(S)

0,15 0,5850 0,3 0,2028 0,3238 0,5266 0,15 0,5434 0,3 0,2256 0,3384 0,5640
0,20 0,5734 0,4 0,2064 0,2806 0,4870 0,20 0,5373 04 0,2276 0,2915 0,5191
0,25 0,5616 0,5 0,2099 0,2364 0,4463 0,25 0,5311 0,5 0,2296 0,2441 0,4737
0,30 0,5495 0,6 0,2131 0,1912 0,4043 0,30 0,5249 0,6 0,2314 0,1962 0,4276
0,35 0,5373 0,7 0,2160 0,1450 0,3610 0,35 0,5187 0,7 0,2332 0,1479 0,3811
0,40 0,5249 0,8 0,2185 0,0978 0,3163 0,40 0,5125 0,8 0,2349 0,0990 0,3339
0,45 0,5125 0,9 0,2206 0,0494 0,2700 0,45 0,5062 0,9 0,2366 0,0498 0,2864

a=0,25 pi1=p, VaR(U;) VaR(U;) CVaR(U;) CVaR(U;) CVaR(S) al=(0,50 p1=p2  VaR(U;) VaR(U,) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S)

0,15 0,4566 0,3 0,2753 0,3590 0,6343 0,15 0,4150 0,3 0,3006 0,3660 0,6666
0,20 0,4627 0,4 0,2733 0,3066 0,5799 0,20 0,4266 0,4 0,2968 0,3118 0,6086
0,25 0,4689 0,5 0,2711 0,2546 0,5257 0,25 0,4384 0,5 0,2927 0,2582 0,5509
0,30 0,4751 0,6 0,2689 0,2030 0,4719 0,30 0,4505 0,6 0,2880 0,2053 0,4933
0,35 0,4813 0,7 0,2666 0,1517 0,4183 0,35 0,4627 0,7 0,2831 0,1530 0,4361
0,40 0,4875 0,8 0,2642 0,1007 0,3649 0,40 0,4751 08 0,2779 0,1013 0,3792
0,45 0,4938 0,9 0,2617 0,0502 0,3119 0,45 0,4875 0.9 0,2724 0,0503 0,3227

a=0,75 p;=p, VaR(U;) VaR(U;) CVaR(U;) CVaR(U;) CVaR@S) | a=1 pi=p, VaR(U;) VaR(U,) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S)

0,15 0,3767 03 0,3251 0,3713 0,6964 0,15 0,3424 0,3 0,3484 0,3754 0,7238
0,20 0,3927 0,4 0,3201 0,3158 0,6359 0,20 0,3615 0,4 0,3430 0,3190 0,6620
0,25 0,4093 0,5 0,3143 0,2611 0,5754 0,25 0,3820 0,5 0,3357 0,2634 0,5991
0,30 0,4266 0,6 0,3074 0,2072 0,5146 0,30 0,4037 0,6 0,3268 0,2087 0,5355
0,35 0,4444 0,7 0,2997 0,1541 0,4538 0,35 0,4266 0,7 0,3162 0,1549 0,4711
0,40 0,4627 0,8 0,2912 0,1018 0,3930 0,40 0,4505 0,8 0,3043 0,1022 0,4065
0,45 0,4813 0,9 0,2822 0,0505 0,3327 0,45 0,4751 09 0,2914 0,0506 0,3420

Bu ¢izelgede, marjinal dagilimlar1 diizgiin olan, bagimhlik yapisinin FGM kopula
fonksiyonu ile modellendigi diisiiniilen iki bagiml risk grubu i¢in iki degigkenli N-S
kuantil yontemine gore bir 6nceki kisimda elde edilen iki degiskenli VaR ve CVaR
risk ol¢iim bilegen degerleri gosterilmektedir. VaR(Us), (p1 + p2)’den bityiik Fy (us)
olasilik degerlerinden en kiiciik veren us degerini gostermek {iizere, U; ve Us nin
bagimh oldugu durum i¢in VaR(U,) bilindiginde p; olasilik seviyesi igin diger risk
grubunda karsilagilabilecek maksimum hasar bilgisini VaR(U;) vermektedir. Bu
anlamda risk olciimlerini hesaplamak ic¢in iki degiskenli N-S kuantil yéntemi kul-
lanilmigtir. Bu yontemle elde edilen VaR ve dolayisiyla CVaR’in bagiml risk ¢lgiim
bilegenleri arasinda, bagimlilik parametresi ve belirlenen olasilik diizeylerine gore
degisimleri grafiklerde gosterilmistir. Sigorta sirketlerinin, bu durumda risk rezervi,
sermaye yeterliligi, yiikiimliiliikleri kargilama yetisi, prim hesabi, sinirhi hasar esigi
gibi konularda aktueryal politikalarini nasil olusturmalari gerektigi konusunda bazi

yorum ve oneriler kisaca ilgili grafiklerin altinda verilmistir.
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Cizelge 5.2 (p1=p2=¢q) ;a=(=1:025:1); VaR(Uy),VaR (Us), u €(0,1)°

VaR(U;)| 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90

T VaR(U)
1,00 0,6576 0,6385 0,6180 0,5963 0,5734 0,5495 0,5249
0,75 | 0,6233 06073 0,5907 10,5734 0,5556 0,5373 0,5187
0,50 0,5850 0,5734 0,5616 0,5495 0,5373 0,5249 10,5125
0,25 | 05434 05373 0,5311 0,5249 0,5187 0,5125 0,5062
0,25 0,4566  0,4627 04689 04751 04813 04875 0,4938
0,50 0,4150 0,4266 0,4384 0,4505 0,4627 0,4751 10,4875
0,75 0,3767 0,3927 0,4093 04266 0,4444 04627 0,4813
1,00 03424 0,3615 0,3820 0,4037 0,4266 0,4505 0,4751

VaR(U,) VaR(Uy)

0,70
0,65

0,60 ——a=10.75
~ 055 a=1050
S
@ 050 a=0.25
S 045 —— ——a=0,25

040
035
030

030 040 050 060 070 080 0,90
VaR(U,)

Sekil 5.1 (p1 =pa=¢q);=(=1:0.25:1);VaR(U}),VaR (U;),u €(0,1)?

VaR(Uy) ile VaR(Us) arasinda negatif bagimlilik durumunda negatif yonde bir iligki,
pozitif bagimhilik durumunda pozitif yonde bir iliski oldugu goriilmektedir. Iki risk
grubu i¢in belirlenen (p; + p2) toplam olasilik seviyesinde, risk gruplarindan birinde
ortaya ¢ikabilecek maksimum hasar VaR (Us) biliniyorsa, negatif bagimlihgin art-
t1g1 durumda diger risk grubunda ortaya cikabilecek VaR(U;) maksimum hasarin
artmasi1 beklenir. Aynm1 durum pozitif bagimhiligin azaldigi durumda da gegerlidir.
En yiiksek riskli durum (p; = p2 = 0.15) igin negatif bagimh riskli gruplar arasinda
(a = —1) veya pozitif bagimh riskler arasinda (« = 0.25) olan parametre deger-
lerinde gerceklesir. En diigiik riskli durum ise (p; = ps = 0.15) i¢in negatif bagimh
riskli gruplar arasinda (« = —0.25) veya pozitif bagiml riskler arasinda (« = 1) olan
parametre degerlerinde gerceklesir. Bu durumda Us risk grubu igin gereken risk rez-
ervi (¢ = —1) durumunda en az 0, 6576 birim (yiiksek risk) ile, (¢ = 1) durumunda

ise en az 0, 3424 birim (diigiik risk) ile dogru orantili olmahdir.
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Cizelge 5.3 (p1=ps=¢q) ;0 = (=1:0.25:1) ; CVaR (U1),CVaR (U,), u e (0,1)?

(a)

(b)

q 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
a CVaR(U,) CVaR(U,)
1,00 0,1639 0,1690 0,1734 0,1765 0,1778 0,1770 0,1734 0,2831 0,2486 0,2127 0,1752 0,1356 0,0935 0,0483
0,75 0,1821 0,1869 0,1912 0,1949 0,1978 0,1998 0,2006 0,3056 0,2666 0,2263 0,1845 0,1412 0,0960 0,0490
0,50 0,2028 0,2064 0,2099 0,2131 0,2160 0,2185 0,2206 0,3238 0,2806 0,2364 0,1912 0,1450 0,0978 0,0494
0,25 0,2256 0,2276 0,2296 0,2314 0,2332 0,2349 0,2366 0,3384 0,2915 0,2441 0,1962 0,1479 0,0990 0,0498
0,25 0,2753 0,2733 0,2711 0,2689 0,2666 0,2642 0,2617 0,3590 0,3066 0,2546 0,2030 0,1517 0,1007 0,0502
0,50 0,3006 0,2968 0,2927 0,2880 0,2831 0,2779 0,2724 0,3660 0,3118 0,2582 0,2053 0,1530 0,1013 0,0503
0,75 0,3251 0,3201 0,3143 0,3074 0,2997 0,2912 0,2822 0,3713 0,3158 0,2611 0,2072 0,1541 0,1018 0,0505
1,00 0,3484 0,3430 0,3357 0,3268 0,3162 0,3043 0,2914 0,3754 0,3190 0,2634 0,2087 0,1549 0,1022 0,0506
q/CVaR(U,) q/CVaR(U,)
0,40 039
—oa=1 —o=11
038 ——a=075 2'2: N\ ——a=00.75
~ 030 =050 -~ 0=10.50
ol T —————— =025 2 oz \\ =025
s ——0=0.25 S o019 ——0=0.25
© 020 ——0=050 © s N ——a=050
—_— ——0a=0.75 ' ——0a=075
015 —a=1 009 —oa=1
0,10 - - - - - - 0,04 T T T T T T
015 020 025 030 035 040 045 015 020 025 030 035 040 045
q q

Sekil 5.2 (p1 =pa=¢q); = (=1:0.25:1);CVaR (U;),CVaR (Us) ,u e (0,1)?

Sekil 5.2.a’da, negatif bagimhlik azaldikca ve pozitif bagimlilik arttikca belirli bir ¢

degeri igin CVaR(U;) degerleri artmaktadir. Pozitif bagimhlik durumunda ¢ ve

CVaR(U;) arasinda negatif yonde bir iligki, negatif bagimlilk durumunda pozitif

yonde bir iligki vardir.

Sekil 5.2.b’de, artan ¢ degerleri igin, pozitif bagimlhiligin arttigi negatif bagimlihigin

azaldigr durumda C'VaR(Us) degerlerinin arttigr ve her iki durumda da bu degerin

belli bir noktaya yaklastig1 goriilmektedir.
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Cizelge 5.4 (py = p; = q);a = (—1:0.25 : 1); CVaR (S),u €(0,1)°

CVaR(S)
ql 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45

1,00 [ 04470 [ 04176 03861 03517 10,3134 02705 10,2217
0,75 | 0,4877 04535 04175 0,3794 0,3390 0,2958 0,2496
0,50 | 0,5266 0,4870 0,4463 0,4043 0,3610 0,3163 0,2700
0,25 | 05640 0,5191 04737 04276 0,3811 0,3339 0,2864
0,25 0,6343 05799 05257 04719 04183 10,3649 0,3119
0,50 0,6666 06086 05509 0,4933 0,4361 0,3792 0,3000
0,75 06964 06359 05754 0,5146 0,4538 0,3930 0,3327
1,00 0,7238 06620 0,5991 0,5355 0,4711 0,4065 0,3420

qICVaR(S)

—oa=1
——a=10.75
0,60 a=10.50
a=10.25
——a=0.25
0,40 ——0a=0.50
——0a=0.75
—oa=1

015 020 025 030 035 040 045

Sekil 5.3 (a) (p1=pa=¢q);a=(—1:025:1);¢;CVaR(S),ue(0,1)

CVaR(S) ortaya ¢ikmasi muhtemel maksimum hasar1 agtigi varsayilan bir risk
grubunda ortalama toplam ardakalan hasar bilgisini verir. Bu durumda, Sekil 5.3.a’da;
negatif bagimhiligin azaldigi, pozitif bagimliligin arttigi durumda belirli bir g degeri
icin CVaR(S) degerlerinin arttigi ve her iki durumda da g ve CVaR(S) arasinda

negatif yonde bir iligkinin oldugu goriilmektedir.
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aiCVaR(S) AICVaR(S)

0,60 0,80
055
0,50

——q=0,15 0,70 ——q=0,15
——q=0,20 ——q=0,20
@ 045 q=0,25 @ q=0,25
% 040 9=0,30 E 0,50 9=0,30
3 035 — =035 3 - ——q=035

0,30 ——q=0,40 —q=0.40

0,25 ——a=045 0,30 =045

0,20 0,20 T T
1,00 0,75 0,50 0,25 0,25 0,50 0,75 1,00

(b) ()

Sekil 5.3 (p1=pa=¢q);0=(=1:025:1);¢CVaR (S),ue(0,1)

Sekil 5.3.b ve Sekil 5.3.c¢’den her iki bagimlilik durumu icin olasilik seviyelerinin azal-
mas1 durumunda ortalama toplam ardakalan hasarda artma olmasimin beklendigi

yorumlanmaktadir.

CVaR olgiisiine gore;

En yiiksek riskli durum: (p; = ps = 0.15) igin negatif bagimh riskli gruplar arasinda
(v = —0.25) veya porzitif bagimh riskler arasinda (o =1) olan parametre deger-
lerinde gerceklesir. Buna gore, risklere karsilik ayrilmas: gereken toplam risk rezervi
(v = —0.25) durumunda en fazla 0,5640 birim ile, (& = 1) durumunda ise 0, 7238

birim ile orantili bicimde olusturulmalidir.

En diigiik riskli durum: (p; = pa = 0.45) igin negatif bagimh riskli gruplar arasinda
(v = —1) veya pozitif bagimh riskler arasinda (o« = 1) olan parametre degerlerinde
gerceklegir. Buna gore, risklere gore ayrilmasi gereken toplam risk rezervi (o« = —1)
durumunda en fazla 0,2217 birim ile, (v = 0.25) durumunda ise 0,3119 birim ile

orantili olmalidir.
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Cizelge 5.5 (p1 #p2) ; a=(—=1:025:1); VaR (Uy),VaR (Uy), u € (0,1)?

p4| 0,00 0,10 0,10 0,20 0,20 0,30 0,30 0,40 0,40 0,50
p2| 0,10 0,00 0,20 0,10 0,30 0,20 0,40 0,30 0,50 0,40
VaR(Uy) 0,10 0,30 0,50 [ 0,70 0,90
TITe VaR(Uq)

1,00 | 0,0000 1,0000 | 0,5083 0,7849 | 0,5247 0,7042 0,5036 0,6405 0,4694  0,5799
0,75 | 0,0000 1,0000 | 0,4639 0,7619 | 0,4937 0,6814 0,4848 0,6242 0,4631  0,5739
0,50 | 0,0000 1,0000 [ 0,4185 10,7349 | 0,4621 0,6564 0,4659 0,6072 0,4569 0,5678
0,25 | 0,0000 1,0000 | 0,3743 0,7032 | 0,4306 0,6292 0,4471 0,5896 0,4506 0,5617
0,25 0,0000 1,0000 | 0,2968 0,6257 | 0,3708 0,5694 0,4104 0,5529 0,4383  0,5494
0,50 0,0000 1,0000 | 0,2651 0,5815 | 0,3436  0,5379 0,3928 0,5341 0,4322  0,5431
0,75 0,0000 1,0000 | 0,2381 0,5361 | 0,3186 0,5063 0,3758 0,5152 0,4261  0,5369
1,00 0,0000 1,0000 | 0,2151 0,4917 | 0,2958 0,4753 0,3595 0,4964 0,4201  0,5306

p1<p; VaR(U,) VaR(U,) p+>p2[VaR(U,) VaR(U;)
0,60 1,00
0,50 —a=1 0,90 \ —a=1
/ ——0a=10.75 \ ——a=0.75
0,80

040 / a=10.50 o =050
a=10.25 S a=10.25

030 )
——a=0,25 E 0.70 N ——a=0,25
020 ——a=0,50 0,60 == ——a=0,50

——a=0,75 \ ——0a=0,75

0,10 // —a=1 0,50 —oa=1

VaR(U,)

0,00 T T T T
0,10 030 0,50 0,70 0,90 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90
VaR(U,) VaR(U,)

(a) (b)

Sekil 5.4 (p; # pa) ;= (=1:0.25:1); VaR (Uy),VaR (U;),u €(0,1)?

Sekil 5.4.a’da, VaR(U;) in VaR(Us) = p1 + p2’ye gore dogrusal degisimi goster-
ilmektedir. Belirli bir toplam olasilik seviyesinde, negatif bagimlilik artip pozitif
bagimhilik azaldikga VaR(U;) degerleri artmaktadir. (p; 4+ po)’'nin 0,30’dan biiyiik
degerleri i¢in negatif bagimlilik durumunda bu artigin daha az oldugu, pozitif bagim-
lilik durumunda egimi degigsen bir yone artisa devam ettigi ve her iki durumda da
toplam olasilik seviyesinin 1’e yakin degerlerinde VaR(Us) nin 0,40 — 0, 50 arasinda

bir noktada yogunlastig1 goriilmektedir.

Sekil 5.4.b'de, 0,30’dan kiigiik olasilik diizeylerinde, VaR(U;) arttiginda VaR(U;)
‘in azaldigy goriilmektedir. 0,30’dan biiyiik olasilik seviyelerinde egimi degisen bir
yone azalisin devam ettikten sonra 0, 50’den biiyiik degerlerde artisa gegtigi ve her
iki durumda da (p; + p2)’nin 1’e yakin degerlerinde CVaR(Uz)nin 0,50 — 0,60

arasinda oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.6 a (p1 < pa2) ;o= (=1:0.25:1) ; CVaR (U1),CVaR (Uy), u e (0,1)?

p1<ip2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90

,,,,, o CVaR(U4) CVaR(U,)
1,00 | 04833 10,2316 02121 0,2038 0,1921 | 0,4500 0,3010 0,2204  0,1383  0,0486
0,75 | 0,4875 0,2560 0,2335 0,2264 0,2213 | 0,4500 0,3183 0,2311 0,1427  0,0492
0,50 0,4917 0,2817 0,2553 0,2472  0,2437 | 0,4500 0,3318 0,2391 0,1458  0,0495
0,25 | 0,4958 0,3078 0,2776 0,2668 0,2621 | 0,4500 0,3421 0,2453  0,1482  0,0498
0,25 0,5042 0,3577 10,3225 10,3043 0,2916 | 0,4500 0,3559 0,2537  0,1514  0,0502
0,50 0,5083 0,3805 0,3447 10,3225 0,3041 | 0,4500 0,3604 0,2566 0,1526  0,0503
0,75 05125 04016 0,3666 0,3406 0,3157 | 0,4500 0,3638 0,2589  0,1535 0,0504
1,00 0,5167 0,4214 0,3881 0,3585 0,3265 [ 0,4500 0,3665 0,2607 0,1543  0,0505

p1<p2TCVaR(U,) (p1<p2) ICVaR(Uy)
0,60 0,50
045 7
0,50 X — =1 p
- 040
\ ——a=075 035 NN ——a=1075
0,40 - " -
3 mox| | E® D o
Z 030 a0 Z 025 e
S ——a=0.25 S 020 N\ ——a=0.25
© 020 ——a=0.50 © ots ——a=0.50
——a=0.75 0'10 ——a=0.75
0,10 J—— . N
0,05
0,00 0,00
0,10 030 0,50 0,70 0,90 0,10 030 0,50 0,70 090
(P1,'P2) (P157P2)

(a) (b)

Sekil 5.5 (py < p2):a = (—=1:0.25:1);(p1,p2), CVaR (U1),CVaR(Usy),u € (0,1)

Sekil 5.4.a’da, en yiiksek riskli durum p; + po < 0,30 olan olasilik diizeylerinden
(p1 = 0,10, ps =0,20) i¢in negatif bagimh riskli gruplar arasinda (a« = —1) veya
pozitif bagimh riskler arasinda (o = 0.25) olan parametre degerlerinde gerceklesir.
Buna gore, U, risk grubu igin riske karsilik ayrilmasi gereken risk rezervi (o = —1)
durumunda en fazla 0,5083 birim ile, (o = 0.25) durumunda ise 0,2968 birim ile
orantili olmalidir. Olasilik seviyelerinin 0,30 < p; + p2 < 0,50 ve p; + ps > 0,50

araliklari i¢in de en yiiksek riskli durumlar benzer gekilde belirlenebilir.

Sekil 5.5.a’dan pozitif bagimliligin arttigi negatif bagimhiligin azaldigi durumda be-
lirli bir (pi, p2) noktasi igin CVaR(U;) degerlerinin arttigr goriilmektedir. (py, ps)
ve CVaR(U;) arasmnda 0,30’lara kadar daha hizli azalan negatif yonde bir il-

igki vardir. Sekil 5.4.a’da, en yiiksek riskli durum igin (VaR’a gore) belirlenen
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risk rezervi ile burada C'VaR’a gore belirlenen risk rezervleri arasinda bir tutar-
hilik vardir. Ciinkiit CVaR, VaR degerleri igin kargihik odemeleri gergeklegtikten
sonra arda kalan riskler arasinda ortalama bir risk belirlemektedir. Bu durumda
VaR (Us) bilindiginde VaR(U;) ve CVaR(U;) arasinda ters yonde bir iligki oldugu
soylenebilir. Gergekten C'V aR’a gore riske kargi ihtiyath sermaye miktar: belirlenmek
istendiginde, karsilagilan en yiiksek risk durumlarinin VaR’a gore belirlenenin aksine
gikacag aciktir. C'VaR’a gore en yiiksek riskli durum p; + po < 0,30 olan olasilik
diizeylerinden (p; = 0,00, py = 0,10) igin negatif bagimlh riskli gruplar arasinda
(a = —1) veya pozitif bagimh riskler arasinda (o = 0.25) olan parametre deger-
lerinde gergeklesir. Bu durumda, U, risk grubu i¢in riske karsilik ayrilmasi gereken
risk rezervi (« = —1) durumunda en fazla 0, 4833 birim ile, (o = 0.25) durumunda
ise 0,5167 birim ile orantili olmalidir. Risk rezervi igin C'VaR olgiisiine bakildiginda
minumum pozitif bagimhilik durumu yiiksek risk grubunu belirlerken VaR 6lciisiine
bakildiginda tam negatif bagimliligin s6z konusu oldugu durum yiiksek risk grubu

olarak belirtilmigti.

Pozitif bagimhlikta degisim ¢ok fark edilmemekle birlikte her iki durum igin de
(p1, p2) noktalar ile CVaR(Us) degerleri arasinda ters yonde bir iligki oldugu goriilmek-
tedir.
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Cizelge 5.6 b (pr > p2); a = (=1:0.25: 1); CVaR (Uy),CVaR (Uy) u € (0,1)

p1>Ip2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90

,,,,, o CVaR(U4) CVaR(U,)
1,00 0,1045 0,1366 0,1524  0,1547 0,2662 0,2047  0,1326  0,0480
0,75 0,1165 0,1508 0,1695 0,1797 0,2937 0,2214  0,1396  0,0488
0,50 0,1306 0,1659 0,1850 0,1973 0,3163 0,2336 0,1442  0,0494
0,25 | 0,0000 0,1472 0,1823 0,1997 0,2109 | 0,4154 0,3348 0,2429  0,1475 0,0497
0,25 0,1888 0,2189 0,2289  0,2321 0,3622 0,2555  0,1519  0,0502
0,50 0,0000 0,2133 0,2389 0,2436 0,2411 | 0,5143 0,3718 0,2599 0,1534  0,0504
0,75 0,0000 10,2392 10,2596 0,2586 0,2493 | 0,5442 0,3793 0,2633  0,1546  0,0505
1,00 0,0000 0,2654 0,2809 0,2738  0,2571 [ 0,5727 0,3850 0,2660 0,1555  0,0506

(P+>p2) CVaR(Uy) (p+>p;)[CVaR(Uy)
0,70
oa=01 0,60 a=1
——a=10.75 a=10.75
~ a=10.50 ~ a=10.50
2 a=10.25 2 a=10.25
o 9
3 0=0.25 g a=0.25
© ——a=050 © 0=0.50
——a=0.75 a=0.75
a=1 a=1

Sekil 5.6 (p1 > pg) ;= (—1:0.25:1);(p1,p2), CVaR (Uy),CVaR(Us),u € (0,1)

Sekil 5.6.a’da, 0,30’lara kadar bazi negatif ve pozitif bagimlilik parametrelerine
iliskin CVaR(U;) degerlerinin hesaplanamadig goriilmiistiir. Toplam olasillik se-
viyesinin 0,30’dan biiyiik olan belirli bir (p1,ps) noktas: igin pozitif bagimhligin
arttigl, negatif bagimlihgim azaldigi durumda C'VaR(U;) degerleri artmaktadir.

Sekil 5.6.b’de, negatif bagimliligin azaldig1 pozitif bagimliligin arttigi durumda belirli
bir (p1, p2) noktasi i¢in CVaR(Us;) degerlerinin artigi, (p1, p2) noktasi ile CVaR(Us)
arasinda artan dogrusal bir bagint1 olup toplam olasilik seviyesi 1’e yakin segildiginde

CVaR(Us,) degerlerinin tek noktada yogunlagtig goriilmektedir.

Bir sigorta sirketinin belirleyecegi risk rezervi icin degerlendirilmesi, agsagida Cizelge

5.8’in sonunda baz1 senaryolar yoluyla verilmigtir.
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Cizelge 5.7 (p1 # p2); o = (=1:0.25:1); CVaR(S) u € (0,1)?

p1<p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 p1>p2 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90
TG CVaR(S) K CVaR(S)
1,00 0,9333 0,5326 0,4325 0,3421 0,2407 1,00 0,3707 0,3413  0,2850 0,2027
0,75 0,9375 0,5743 0,4646 0,3691 0,2705 0,75 0,4102 0,3722  0,3091 0,2285
0,50 0,9417 0,6135 0,4944 0,3930 0,2932 0,50 0,4469 0,3995 0,3292 0,2467
0,25 0,9458 0,6499 05229 04150 0,3119 0,25 0,4154 0,4820 0,4252 0,3472 0,2606
0,25 0,9542 0,7136 0,5762 0,4557 0,3418 0,25 0,5510 0,4744  0,3808 0,2823
0,50 0,9583 0,7409 0,6013 0,4751 0,3544 0,50 0,5143 0,5851 0,4988 0,3970 0,2998
0,75 0,9625 0,7654 0,6255 0,4941 0,3661 0,75 0,5442 0,6185 0,5229 0,4132 0,2998
1,00 0,9667 0,7879 0,6488 0,5128 0,3770 1,00 0,5727 0,6504 0,5469  0,4293 0,3077
(P1<p2) [CVaR(S) (P+>p2) CVaR(S)
1,00 070
0.0 § J—— 085 a=1
080 ——a=075 ggg ——a=075
_ 070 =050 — om0 7 a=10.50
z - G o = -
Z 060 0=1025 % ous a=10.25
s ——a=025 s ——a=025
© 050 —— =050 © 040 ESD =050
040 ——a=0.75 g:zg l - ~ ——a=0.75
0,30 —oa=1 025 a=1
0,20 . : 020
0,10 030 050 0,70 0,90 010 03 050 070 090
(P1,P2) (P1,P2)

(@)

Sekil 5.7 (py #p2);a=(—1:0.25:1);CVaR(S),u €(0,1)

Sekil 5.7.a’da, pozitif bagimliligin arttig1 negatif bagimliligin azaldigi durumda belirli
bir (p1, p2) noktasi i¢in CVaR(S) degerlerinin arttig, (p1,p2) ve CVaR(S) arasinda
0,30’1ara kadar daha hizli azalan negatif yonde bir iligki oldugu goriilmektedir.

Sekil 5.7.0’de, 0, 30’lara kadar bazi negatif ve pozitif bagimlilik parametrelerine il-
iskin CVaR(S) degerleri tamimh degildir. 0, 30’dan kiigiik belirlenen toplam olasilik
seviyeleri igin (p1,p2) noktalar: ile CVaR(S) degerleri arasinda pozitif yénde bir
iligki varken 0,30’dan biiyiik belirlenen toplam olasilik seviyeleri icin bu degerler

arasinda negatif yonde bir iligki vardir.

Bir sigorta sirketinin belirleyecegi risk rezervi degerlendirilmesi konusunda, Cizelge

5.8’in sonunda baz1 senaryolar gosterilmistir.
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5.2.2 Ornek senaryolar

Bu boliimde, ¢nceki alt boliimlerde elde edilen sonuclar ve bunlara iligkin bazi ak-
tueryal politika degerlendirmeleri i¢in bazi senaryo ornekleri asagida verilmigtir.
Ayrica a ve (p1,p2)’ ye bagh olarak degisen risk ol¢iim degerlerine gore en yiik-

sek ve en diigiik senaryolar agsagidaki cizelgede 6zetlenmistir.

Cizelge 5.8 En yiiksek ve en diigiik riskli senaryolar igin « ve (py, p2)’ye gore degisi-

mini gosteren risk dlciim degerleri

a=1 a=1
p1=p, | VaR(U;) VaR(U;) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S)| VaR(U;) VaR(U,) CVaR(U;) CVaR(U,) CVaR(S)
0,15 0,6576 0,3000 0,1639 0,2831 0,4470 0,3424 0,3000 0,3484 0,3754 0,7238
0,45 0,5249 0,9000 0,1734 0,0483 0,2217 0,4751 0,9000 0,2914 0,0506 0,3420
P1</p2
0,1000,20| 0,5083 0,3000 0,2316 0,3010 0,5326 0,2151 0,3000 0,4214 0,3665 0,7879
0,2010,30 | 0,5247 0,5000 0,2121 0,2204 0,4325 0,2958 0,5000 0,3881 0,2607 0,6488
0,4000,50 | 0,4694 0,9000 0,1921 0,0486 0,2407 0,4201 0,9000 0,3265 0,0505 0,3770
P1>p2
0,2000,10| 0,7849 0,3000 0,1045 0,2662 0,3707 0,4917 0,3000 0,2654 0,3850 0,6504
0,3010,20 | 0,7042 0,5000 0,1366 0,2047 0,3413 0,4753 0,5000 0,2809 0,2660 0,5469
0,5010,40| 0,5799 0,9000 0,1547 0,0480 0,2027 0,5306 0,9000 0,2571 0,0506 0,3077

Senaryo 1: Bagiml iki risk grubuna ait olasilik diizeylerinin p; = p, = 0, 15 oldugu

durum igin:

Risk rezervini VaR risk olciisiine gore belirlemek isteyen bir sigorta sirketinin, tam
negatif bagimlilik durumunda en fazla 0,9576 birim, tam pozitif bagimlhilik duru-
munda 0, 6424 birim ile orantil ¢lgiide sermaye sahibi olmasi 6nerilir. CVaR’a gore
risk rezervi belirlenmek istenirse, rezerv miktarlarinin tam negatif bagimlilik duru-
munda 0, 4470 birim, tam pozitif bagimlilik durumunda ise 0, 7238 birim ile orantili

olmas1 uygun olacaktir.

Senaryo 2: p; < po olacak sekilde p; 4+ ps = 0, 30 oldugu durum igin:

Toplam risk rezervini VaR risk ol¢iisiine gore belirlemek isteyen bir sigorta sirketine,

tam negatif bagimlilik durumunda en fazla 0, 8083 birim ile, tam pozitif bagimlilik
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durumunda 0, 5151 birim ile orantili rezerv bulundurmas 6nerilir. CVaR’a gore risk
rezervi belirlenmek istenirse, bunun tam negatif bagimlilik durumunda 0, 5326 birim

ile, tam pozitif bagimlilik durumunda 0, 7879 birim ile orantili olmasi gerekir.

Senaryo 3: p; > p, olacak sekilde p; 4+ po = 0, 30 oldugu durum igin:

Toplam risk rezervini VaR risk 6lciisiine gore belirlemek isteyen bir sigorta sirketine,
tam negatif bagimlilik durumunda en fazla 1,0849 birim ile, tam pozitif bagim-
lilik durumunda 0, 7917 birim ile orantili diizeyde bir rezerv bulundurmasi 6nerilir.
CVaR’a gore risk rezervi belirlenmek istenirse, bunun tam negatif bagimhilik duru-
munda 0, 3707 birim ile, tam pozitif bagimhilik durumunda 0, 6504 birim ile orantili

olarak tesbiti dogru olacaktir.

Kargilagilabilecek en biiyiik aktueryal hasar-zarar miktar riskleri i¢in yeterli rezerve
sahip olunmasi yaninda, uygulanacak primlerin de benzer bigimde 6nerilen orantilara

duyarli olarak saptanmasi benimsenmelidir.

Burada tam pozitif bagimlilik (o = 1) durumu igin komonoton yapilarin elde edilmesi
nedeniyle toplam hasar icin belirlenen risk rezervleri neredeyse tam bilgi verir. Diger
durumlarda toplam hasarlar icin elde edilen VaR ve CVaR risk olgiilerinin {iist sinir

olduklar1 kabul edilmistir.

Sonug 5.1 En yiiksek ve en diigiik risk gruplarinin bagimlilik parametresine ve risk

olctimlerine gore durumlar agagida belirtilmistir.

(a) Herhangi bir olasilik diizeyi i¢in VaR’a gore en yiiksek risk « = —1 , CVaR’a

gore a = 1 durumunda gerceklesir.

(b) « ne olursa olsun, VaR’a gore en yiiksek risk p; > py, CVaR’a gore p; < po

durumunda gercgeklesir.
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(¢) Herhangi bir olasilik diizeyi i¢in VaR’a gore en diigiik risk o = 1, CVaR’a gore

a = —1 durumunda gergeklesir.

(d) « ne olursa olsun, VaR’a gore en diigiik risk p; < ps , CVaR’a gore p; > po

durumunda gerceklesir.
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6. TARTISMA ve SONUC

Aktuerya ve finans gibi hasar-zarar riskleri ile yatirima getiri kaybi gibi risklerin
yonetiminin gerektigi alanlarda risklerin bagimli oldugu hallere sik rastlanilir. Her
bir risk grubunun marjinal dagilimlar1 hakkinda bir bilgi sahibi olunsa da bu risklerin
Normal dagilmadigr durumlar icin risk gruplar1 arasindaki stokastik iligkinin belir-
lenmesi her zaman kolay olmamaktadir. Bu nedenle marjinal olasilik dagilimlarin
bilinmesine gerek olmadan, ortak davraniglar: icin uygun kopula modellerini kullan-
mak bagimlilik 6l¢iisiinii belirlemek adina daha anlagilir ve yol gosterici olmaktadir.
Ayrica yine aktueryal uygulamalarda, belirli bir dénemde ortaya ¢ikabilecek maksi-
mum hasar mutlak bilinmek istenen bir bilgidir. Bu amaca bagh olarak gelistirilen
risk olgiimleri, bir sigorta sirketinin prim ve risk rezervi hesaplar1 gibi aktueryal

islemlerinde kullanilmaktadir.

Gergekte bagimlilik durumu s6z konusu iken bagimsizlik varsayiminda elde edilen
risk ol¢timlerine gore alinan aktueryal kararlar, sigorta uygulamalarinda oldukca
yaniltici sonuglar verecektir. Buna ragmen uygulamalarda bagimliligin modellendigi
bir ¢ok durum ortaya ¢ikmasina ragmen genelde risk 6l¢iilerinin her risk grubu igin
ayr1 degerlendirildigi ¢aligmalar bulunmaktadir. Son yillardaki ¢alismalarda bagim-
lilik yapisini ¢ok iyi aciklayan kopulalar risk olgiimlerinin belirlenmesi i¢in kullanil-

maya baglanmigtir.

Bu calismada, Besinci Boliimde, ilk olarak diizgiin dagilhimli tek degiskenli marjinal
risklerin bagimlilik yapisinin Farlie Gumbel Morgenstern (FGM) kopulasi ile model-
lendigi varsayiminda iki degiskenli VaR elde edilmis, bunlarin bagimhlik parametresi
ve olasilik diizeylerine gore sonuclar: cizelgeler ve grafiklerle sunulmustur. Burada
ozgiin olarak yapilan, bu hesaplama icin iki degiskenli kuzey giiney kuantil yontem-

inin kullanilmig olmasidir. Bu yontemin 6nemi, bagimh iki risk grubundan biri i¢in
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bilinen risk oOlciisiine gore diger risk grubu i¢in akteryal kararlar verecek bir sigorta

sirketine bazi risk nicelikleri hakkinda bir bilgi vermesidir.

Uygulamada belirli bir donem sonunda, VaR’1 agan hasarlar i¢in ortalama ardakalan
hasar hakkinda fikir sahibi olmak oldukca yararlidir. Bu nedenle optimal aktueryal
kararlar vermek adina CVaR’1 hesaplamak énemlidir. Ele aldigimiz bagimlhilik modeli
esasinda ve iki degigkenli kuzey giiney kuantil yontemi ile buldugumuz iki degiskenli
VaR ve dolayisiyla CVaR risk 6l¢iimlerinin, degigsen bagimlilik parametresi ve olasilik
seviyelerini belirlemek icin programi yapilmis, cizelge ve grafiklerle gosterilen sonuclar:

yorumlanmigtir.

Bagimli oldugu diisiiniilen ve rasgele degiskenler ve bunlarin olasilik dagilimlar ile
modellenebilen risklere iligkin veri gruplarina uygun kopula secimi hakkinda liter-
atiirlerde farkhi yontemler mevcuttur. Degiskenlerin kopula fonksiyonlar: ile mod-
ellemenin amaci olan en iyi bagimlilik parametre tahmini i¢in literatiirde "en c¢ok
sozde olabilirlik" yonteminin gercege en yakin tahminler verdigi sdylenmektedir.
Literatiirdeki uygun yontemlerle kopula secimi ve parametre tahmini yapildiktan
sonra, tek boyutlu diizgiin marjinalli verilerin, FGM kopulasina uydugu durumda
tezde elde ettigimiz ¢izelgeler kullanilarak istenilen olasilik diizeyi i¢in prim veya

risk rezervi hesabinda kullanilabilecek risk 6lciim degerlerine bakilabilir.

Bu diistince ile tezde elde edilmis sonuclar i¢in iki riskdegiskeni arasinda bagimliligin
pozitif veya negatif oldugu durumlarda karsilagilabilecek en yiiksek ve en diisiik risk
degerleri belirlenebilir. Caligmanin sonunda 6rnek senaryolar bu amacla sunulmus
ve aktueryal risk yonetimi i¢in 6nemli oldugunu diisiindiigiimiiz sonuclar1 ortaya
konulmustur. Tez caligmasinin iki degiskenli kuantil yontemi ile vardigi sonuclar
geligtirmek {izere ileride Clayton, Frank ve Gumbel Argimedayan kopulalari ele alin-

abilir. Ayrica iki boyutlu marjinallerin kopulalar ile modellendigi durumlarda risk
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olciimleri icin benzer degerlendirmeler yapilmas: aktueryal risk analizi alani ic¢in

degeri olan sonuclar iiretebilecektir.
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EK 1 Ters Dagilim Fonksiyonlar:

Bir X rasgele degiskeninin Fx (x) = P (X < x) bigimindeki birikimli dagilim fonksiy-

onu

Fx (+00) = lilf Fx (z)=1

egitlikleri ile taniml sagdan siirekli azalmayan bir fonksiyondur.

Dagilim fonksiyonun tersinin genel tanimi azalmayan ve soldan siirekli bir fonksiyon

olup

Fil(p) = inf{zx € IR|Fx (x) >p}, pe€l0,1]
inf@® = +oo
x € IRvepe]|0,1] igin

Fi* (p)

IN

r <= p< Fx (x)

ile tanimlanir.

F'" (p) = sup{z € IR|Fx(z) <p}, pe€l0,1]
inf = +oo sup @ = —o0

azalmayan ve sagdan siirekli bir fonksiyon

Teorem (Dhaene et al 2002a): X ve g (X) gergel degerli rasgele degiskenler ve

0 < p <1 olsun.

(a) Eger g azalmayan ve soldan siirekli bir fonksiyon ise
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F o () =g (Fc' (p)

(b) Eger g azalmayan ve sagdan siirekli bir fonksiyon ise

F 5 0) =9 (Fx™ ()

(c) Eger g artmayan ve soldan siirekli bir fonksiyon ise

F oS () =g (Fx' (1 —p))

(d) Eger g artmayan ve sagdan siirekli bir fonksiyon ise

F o) =g(Fx'™" (1-p)

112



EK 2 A = (b/a)®> —4(c/a) igin A > 0 durumunun incelenmesi:

( ((p1+p2)+alpi+p2)—a(p1 +p2)?)

2
b1 _
(a(P1+p2)27a(p1+p2)) ) + 4(a(p1+p2) = (O <p1+p2 < 1)

2*01(p1+p2))

) a?p3 + 3apipy — 2a%p? + 3a’p1pi — 4aPpips + aPpi+

a2(p1+p2)(p1+p2—1)°

o®p3 — 2073 + o®py + 2ap] — 2apy — 2ap3 + 2aps + p1 + P2
>0

o2 (p1 + p2) (p1 + p2 — 1)* > 0 oldugundan

a?p? + 3a2pips — 202p? + 3ap1p3 — 4o’ pips + aPpy + opd — 2a2pE -0

+apy + 2ap? — 2ap; — 2aps + 2aps + pr + po

o (p} + 3pips + 3pip} + p3) — 202 (p} + 2p1p2 + P3)
+a? (p1 + p2) + 2 (pf - p%) — 2 (p1 — p2) + 1 + 2

>0

o2 (p3 + 3p3ps + 3p1p: + p3) — 202 (p? + 2p1ps + p3)
+ (p1+p2) (@ +1) +2a (p1 — p2) (pr +p2 — 1)

>0

o (p1 + p2)° =20 (pr + p2)*+(p1 + p2) (@ + 1)+2a (p1 +p2 — p2 = pa) (p1 +p2 — 1)
>0

p1 + p2 = p olsun

a?p? —2a°p? + (@® + 1)p+2a(p—2p2) (p—1) >0

a?p? —2a%p? + a’p+p+2a(p—2ps) (p—1) >0
p(p?—2p+ 1) +p+2a(p—2p)(p—1) >0

p(a2(p—1)2+1) —2a(p—2p2) (1 —p) >0

p(a®(p— 1)2+1) > 20 (p — 2p2) (1 — p)

az(p—1)2>w—1 , aF 0, p=pi+p#0,p1+p#1
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EK 3 Yasam kopulalar1 ve yasam fonksiyonlar:

Tanim (Denuit et al 2005): Eger u € |0, 1]2 icin C' bir kopula ise

C(Ul,UQ) = C(l —U,l,]_ —U2)+U1 + U9 — 1
fonksiyonu C' ile tanimlanmig yasam kopulasi olarak adlandirilir.
Yasam fonksiyonu ile yagsam kopulasi arasindaki iligki:

Eger X; ve X, rasgele degiskenlerine ait marjinal fonksiyonlar F} (x1) ve F, (z3) ise;

P(Xl > [L’l,Xg > .Z'z) = FX (X) = SX (X)

= 1- F1 (Il) — F2 (ZEQ) + FX (Zlfl,l'g)

= C(F1(z1),F2(22))

seklindedir. Ozel olarak u € [0, 1]2 i¢in kopula fonksiyonuna bagh yagam fonksiyonu

SU (U) = P(Ul > Ul,UQ > ’LLQ)

= 1—U1—U2+C(U1,U2)

elde edilir.

Bazi kopulalar i¢in yasam kopulalar1 ve kopulalara bagl yagsam fonksiyonlar: agsagida

elde edilmistir.
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Clayton:

—ci
C™ (ur,ug) = CCl(l—ul,l—U/2>+U1+U2—1

= (Q—u) Q=) —1)

+u; +uy—1

SICJI ('Ll) = 1 — U1 —U2+C(U1,UQ)

- 1—u1—u2+(ufa+u5“—1)_1/a

Frank:

C (ul,UQ) = CF(l—ul,l—U2)+U1+U2—1

—a(l—u1) _ —a(l—u2) __
:—lln<1—|—(€ D —1) (e 2 1)>+u1+u2_1

o e —1

SE(m) = 1—uy —uy + C (uy,up)
1 —aur _ ] —aug _ ]
= 1—u1—u2—aln(1+(e ) (e ))

Gumbel:

—Gu
C (ul,u2) = CGu(l—ul,l—U2)+U1+U2—l

= exp [— (wIn(1—=up)*+ (=In(1 - Ug))a)é] +ug +uz — 1

Sgu (U) = 1 — U —u2+C(u1,u2)

— 1 — 1y — ug +exp [— (—Inup)* + (- lan)a)i}
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FGM:

—FGM

C ('Lbl, ’LLQ)

SFGM

(u)

CFGM(l—Ul,l—UQ)+U1+U2—1

(1 —ul) (1 —UQ) (1 +O{u1UQ) + Uy + ug — 1

1 —uy —ug + C (ug,usg)

1—uy —ug+uwus {1+ a(l—u)(1l—uz)}
1—up —ug +ugus + (1 —uq) (1 — ug) ugusg
T—up—us (1 —up)+a(l—up) (1 —u)ugusg
(1 —wup) (I —ug)+a(l—up)(l—u2)ujus

(1 —up) (1 —ug) (1 + aujusg)
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EK 4 Boéliim 5 igcin Matlab programlari

p1 = p2 durumu igin VaR(U),CVAR(U) ve CVaR(S) degerlerini elde eden pro-
gram
cle
clear all
close all
alpha=-0.75
for q=0.15:0.05:0.45
pl=gq;
p2=q;
p=pl+p2;
if p<1
pl
p2
a=(alpha.*(pl+p2)."~2-alpha.*(pl+p2));
b=((p1+p2)+alpha.*(pl+p2)-alpha.*(pl+p2)"2);
c=-pl;
bl=Db./a;
cl=c./a;
d=(b1)"2-4%(c1);
if d>0
if alpha<0
V1=(1/2)*(-b1+4((b1)."2-4.*c1).”(1/2));
end
if alpha>0
V1=(1/2)*(-b1-((b1).”2-4.%c1).~(1/2));
end

V2=pl+p2;
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u2=Vv2;

ul=Vl;

ul

u2

Pil=(-1./6).*((ul-1).”2).*(u2-1).*(alpha.*u2+2.*alpha.*ul.*u2+3);

Pi2=(-1./6).*(ul-1).*((u2-1).”2).*(alpha.*ul+2.*alpha.*ul.*u2+3);
S=(1-ul).*(1-u2).*(1+alpha.*ul.*u2);

CV1=V1+(Pil./S);

CV2=V2+(Pi2./S);

CVl1

CVv2

CVS=CV1+4+CV2

end

end

end

p1 # p2 durumu i¢in VaR(U), CVaR(U) ve CVaR(S) degerlerini elde eden program
cle
clear all
close all
alpha=-1
for p1=0.0:0.1:1
for p2=0.0:0.1:1
p=pl+p2;
if p<1
pl
p2
a=(alpha.*(pl4p2)."~2-alpha.*(pl+p2));
b=((p1+p2)+alpha.*(pl+p2)-alpha.*(pl+p2) ~2);
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c=-pl;

bl=b./a;

cl=c./a;

d=(b1)"2-4*(c1);

if d>0

if alpha<0

V1=(1/2)*(-b14((b1)."2-4.*c1).”(1/2));

end

if alpha>0
=(1/2)*(-b1-((b1).”2-4.*%c1).~(1/2));

end

V2=pl+p2;

u2=Vvz2;

ul=Vl;

ul

u2

Pil=(-1./6).*((ul-1).72).*(u2-1).*(alpha.*u2+2.*alpha.*ul.*u2+3);

Pi2=(-1./6).*(ul-1).*((u2-1).”2).*(alpha.*ul+2.*alpha.*ul.*u2+3);
S=(1-ul).*(1-u2).*(14alpha.*ul.*u2);

CV1=V1+(Pil./S);

CV2=V2+(Pi2./S);

CV1

CV2

CVS=CV1+CV2

end

end

end

end
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EK 5 Boliim 5’ de elde edilen gizelgeler

Cizelge 5.9 a =

~1;ue(0,1)% VaR(U), CVaR (U), CVaR(S)

o= P2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(Uq) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(Uy) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(Uy) 0,0 t 0,4833 0,4667 0,4500 0,4333 0,4167 0,4000 0,3833 0,3667 0,3500

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9333 0,8667 0,8000 0,7333 0,6667 0,6000 0,5333 0,4667 0,4000

VaR(Uq) 1,0000 0,6754 0,5083 0,3931 0,3062 0,2395 0,1888 0,1506 0,1218 t

VaR(U,) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,1 t 0,1582 0,2316 0,2743 0,2996 0,3127 0,3171 0,3153 0,3092 t

CVaR(U,) t 0,3167 0,3010 0,2720 0,2349 0,1925 0,1467 0,0989 0,0498 t

CVaR(S) t 0,4749 0,5326 0,5463 0,5345 0,5052 0,4638 0,4142 0,3590 t

VaR(Uq) 1,0000 0,7849 0,6385 0,5247 0,4315 0,3544 0,2913 0,2405 t

VaR(U,) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,2 t 0,1045 0,1690 0,2121 0,2406 0,2581 0,2670 0,2693 t

CVaR(U,) t 0,2662 0,2486 0,2204 0,1845 0,1429 0,0975 0,0495 t

CVaR(S) t 0,3707 0,4176 0,4325 0,4251 0,4010 0,3645 0,3188 t

VaR(Uq) 1,0000 0,8333 0,7042 0,5963 0,5036 0,4238 0,3463 t

VaR(U,) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,3 | 1,0000 0,0806 0,1366 0,1765 0,2038 0,2212 0,2403 t

CVaR(U,) 0,5333 0,2250 0,2047 0,1752 0,1383 0,0957 0,0491 t

CVaR(S) 1,5333 0,3056 0,3413 0,3517 0,3421 0,3169 0,2894 t

VaR(U1) 1,0000 0,8601 0,7430 0,6405 0,5495 0,4694 t

VaR(U,) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,4 t 0,0671 0,1166 0,1524 0,1770 0,1921 t

CVaR(U,) t 0,1871 0,1642 0,1326 0,0935 0,0486 t

CVaR(S) t 0,2542 0,2808 0,2850 0,2705 0,2407 t

VaR(U1) 1,0000 0,8766 0,7678 0,6693 0,5799 t

VaR(U,) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,5 t 0,0585 0,1025 0,1339 0,1547 t

CVaR(U,) t 0,1507 0,1251 0,0904 0,0480 t

CVaR(S) t 0,2092 02276 0,2243 0,2027 't

VaR(U1) 1,0000 0,8872 0,7839 0,6881 t

VaR(U,) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,6 t 0,1507 0,1251 0,0904 t

CVaR(U,) t 0,7365 0,6588 0,5977 t

CVaR(S) t 0,8872 0,7839 0,6881 t

VaR(Uq) 1,0000 0,8940 0,7941 t

VaR(U,) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,7 | 0,0000 0,0477 0,0807 t

CVaR(U,) 0,1000 0,0791 0,0454 t

CVaR(S) 0,1000 0,1268 0,1261 t

VaR(U,) 1,0000 0,8980 t

VaR(U,) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,8 t 0,0429 t

CVaR(U,) t 0,0422 t

CVaR(S) t 0,0851 t

VaR(U¢) 1,0000 t

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.10 a = —0.75 ; u € (0,1)*; VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

ar=mo,75 P2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(Uy) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(Uy) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(U) 0,0 t 0,4875 0,4750 0,4625 0,4500 0,4375 0,4250 0,4125 0,4000 0,3875

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9375 0,8750 0,8125 0,7500 0,6875 0,6250 0,5625 0,5000 0,4375

VaR(Uy) 1,0000 0,6385 0,4639 0,3527 0,2747 0,2178 0,1754 0,1434 0,1190 t

VaR(Uy) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,1 t 0,1771 0,2560 0,3002 0,3260 0,3402 0,3468 0,3480 0,3455 t

CVaR(U,) t 0,3435 0,3183 0,2822 0,2404 0,1952 0,1478 0,0992 0,0498 t

CVaR(S) t 0,5206 0,5743 0,5824 0,5664 0,5354 0,4946 0,4472 0,3953 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7619 0,6073 0,4937 0,4057 0,3359 0,2803 0,2357 t

VaR(Uy) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,2 t 0,1165 0,1869 0,2335 0,2647 0,2852 0,2976 0,3040 t

CVaR(U,) t 0,2937 0,2666 0,2311 0,1901 0,1454 0,0983 0,0496 t

CVaR(S) t 0,4102 0,4535 0,4646 0,4548 0,4306 0,3959 0,3536 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8172 0,6814 0,5734 0,4848 0,4113 0,3504 t

VaR(Uy) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,3 t 0,0892 0,1508 0,1949 0,2264 0,2484 0,2626 t

CVaR(U,) t 0,2513 0,2214 0,1845 0,1427 0,0973 0,0494 t

CVaR(S) t 0,3405 0,3722 0,3794 0,3691 0,3457 0,3120 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8483 0,7263 0,6242 0,5373 0,4631 t

VaR(Uy) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,4 | 0,0000 0,0737 0,1285 0,1695 0,1998 0,2213 t

CVaR(U,) 0,2357 0,2111 0,1784 0,1396 0,0960 0,0492 t

CVaR(S) 0,2357 0,2848 0,3069 0,3091 0,2958 0,2705 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8678 0,7558 0,6587 0,5739 t

VaR(Uy) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,5 | 0,0000 0,0639 0,135 0,1514 0,1797 t

CVaR(U,) 0,2000 0,1715 0,1359 0,0946 0,0488 t

CVaR(S) 0,2000 0,2354 0,2494 0,2460 0,2285 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8808 0,7761 0,6829 t

VaR(Uy) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,6 t 0,0573 0,1025 0,1376 t

CVaR(U,) t 0,1316 0,0927 0,0484 t

CVaR(S) t 0,1889 0,1952 0,1860 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8897 0,7902 t

VaR(Uy) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,7 t 0,0526 0,0943 t

CVaR(U,) t 0,0905 0,0479 t

CVaR(S) t 01431 0,1422 ¢

VaR(Uy) 1,0000 0,8959 t

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U4) 0,8 t 0,0490 t

CVaR(U,) t 0,0472 t

CVaR(S) t 0,0962 t

VaR(Uy) 1,0000 t

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.11 a = —0.50 ; u € (0,1)*; VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

ar=mo,50 P2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(Uy) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(Uy) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(U) 0,0 t 0,4917 0,4833 0,4750 0,4667 0,4583 0,4500 0,4417 0,4333 0,4250

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9417 0,8833 0,8250 0,7667 0,7083 0,6500 0,5917 0,5333 0,4750

VaR(Uy) 1,0000 0,5963 0,4185 0,3147 0,2464 0,1985 0,1634 0,1368 0,1162 t

VaR(Uy) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,1 t 0,1990 0,2817 0,3259 0,3516 0,3666 0,3750 0,3791 0,3801 t

CVaR(U,) t 0,3662 0,3318 0,2899 0,2445 0,1972 0,1487 0,0995 0,0499 t

CVaR(S) t 0,5652 0,6135 0,6158 0,5961 0,5638 0,5237 0,4786 0,4300 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7349 0,5734 0,4621 0,3805 0,3183 0,2697 0,2311 t

VaR(Uy) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,2 t 0,1306 0,2064 0,2553 0,2881 0,3103 0,3253 0,3350 t

CVaR(U,) t 0,3163 0,2806 0,2391 0,1943 0,1473 0,0990 0,0498 t

CVaR(S) t 0,4469 0,4870 0,4944 0,4824 0,4576 0,4243 0,3848 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7983 0,6564 0,5495 0,4659 0,3990 0,3446 t

VaR(Uy) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,3 t 0,0992 0,1659 0,2131 0,2472 0,2718 0,2896 t

CVaR(U,) t 0,2715 0,2336 0,1912 0,1458 0,0984 0,0497 t

CVaR(S) t 0,3707 0,3995 0,4043 0,3930 0,3702 0,3393 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8345 0,7080 0,6072 0,5249 0,4569 t

VaR(Uy) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,4 | 1,0000 0,0813 0,1406 0,1850 0,2185 0,2437 t

CVaR(U,) 0,6625 0,2280 0,1880 0,1442 0,0978 0,0495 t

CVaR(S) 1,6625 0,3093 0,3286 0,3292 0,3163 0,2932 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8577 0,7429 0,6478 0,5678 t

VaR(Uy) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,5 t 0,0698 0,1234 0,1649 0,1973 t

CVaR(U,) t 0,1846 0,1425 0,0971 0,0494 t

CVaR(S) t 0,2544 0,2659 0,2620 0,2467 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8737 0,7678 0,6776 t

VaR(Uy) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,6 t 0,0618 0,1109 0,1500 t

CVaR(U,) t 0,1406 0,0963 0,0492 t

CVaR(S) t 0,2024 0,2072 0,1992 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8852 0,7862 t

VaR(Uy) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,7 t 0,0560 0,1016 t

CVaR(U,) t 0,0954 0,0490 t

CVaR(S) t 0,1514 0,1506 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8936 t

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U4) 0,8 t 0,0518 t

CVaR(U,) t 0,0488 t

CVaR(S) t 0,1006 t

VaR(Uy) 1,0000 t

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.12 a = —0.25 ; u € (0,1)*; VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

Qr=(10,25 P2l 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(U,) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(U,) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CvaR(U;) | 0,0 t 0,4958 0,4917 0,4875 0,4833 0,4792 0,4750 0,4708 0,4667 0,4625

CVaR(Uy) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9458 0,8917 0,8375 0,7833 0,7292 0,6750 0,6208 0,5667 0,5125

VaR(U,) 1,0000 0,5495 0,3743 0,2803 0,2216 0,1815 0,1526 0,1307 0,1136 t

VaR(U,) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,1 |0,0000 0,2235 0,3078 0,3509 0,3762 0,3920 0,4022 0,4088 0,4130 t

CVaR(U,) 0,4154 0,3849 0,3421 0,2957 0,2476 0,1988 0,1494 0,0998 0,0500 t

CVaR(S) 0,4154 0,6084 0,6499 0,6466 0,6238 0,5908 0,5516 0,5086 0,4630 t

VaR(U,) 1,0000 0,7032 0,5373 0,4306 0,3563 0,3015 0,2596 0,2266 t

VaR(U,) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,2 t 0,1472 0,2276 0,2776 0,3109 0,3342 0,3509 0,3631 t

CVaR(Uy) t 0,3348 0,2915 0,2453 0,1975 0,1488 0,0995 0,0499 t

CVaR(S) t 0,4820 0,5191 0,5229 0,5084 0,4830 0,4504 0,4130 t

VaR(U,) 1,0000 0,7761 0,6292 0,5249 0,4471 0,3869 0,3389 t

VaR(U,) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,3 t 0,1110 0,1823 0,2314 0,2668 0,2929 0,3128 t

CVaR(U,) t 0,2874 0,2429 0,1962 0,1482 0,0993 0,0498 t

CVaR(S) t 0,3984 0,4252 0,4276 0,4150 0,3922 0,3626 t

VaR(U,) 1,0000 0,8186 0,6881 0,5896 0,5125 0,4506 t

VaR(U,) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0.4 [0,0000 0,0899 0,1533 0,1997 0,2349 0,2621 t

CVaR(Uy) 0,2833 0,2405 0,1949 0,1475 0,0990 0,0498 t

CVaR(S) 0,2833 0,3304 0,3482 0,3472 0,3339 0,3119 t

VaR(U,) 1,0000 0,8463 0,7291 0,6366 0,5617 t

VaR(U,) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,5 t 0,0762 0,1330 0,1766 0,2109 t

CVaR(U,) t 0,1935 0,1469 0,0988 0,0497 t

CVaR(S) t 0,2697 0,2799 0,2754 0,2606 t

VaR(U,) 1,0000 0,8659 0,7591 0,6722 t

VaR(U,) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,6 t 0,0664 0,1182 0,1591 t

CVaR(U,) t 0,1462 0,0985 0,0497 t

CVaR(S) t 0,2126 0,2167 0,2088 t

VaR(U,) 1,0000 0,8803 0,7820 t

VaR(U,) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 07 t 0,0593 0,1069 t

CVaR(U,) t 0,0982 0,0496 t

CVaR(S) t 0,1575 0,1565 t

VaR(U,) 1,0000 0,8913 t

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U,) | 08 t 0,0538 t

CVaR(Uy) t 0,0495 t

CVaR(S) t 0,1033 t

VaR(U,) 1,0000 t

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,9 t t

CVaR(Uy) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.13 a = 0.25 ; u € (0,1)*; VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

a=0,25 P2l 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(U,) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(U,) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CvaR(U;) | 0,0 t 0,5042 0,5083 0,5125 0,5167 0,5208 0,5250 0,5292 0,5333 0,5375

CVaR(Uy) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9542 0,9083 0,8625 0,8167 0,7708 0,7250 0,6792 0,6333 0,5875

VaR(Uy) 1,0000 0,4505 0,2968 0,2239 0,1814 0,1537 0,1341 0,1197 0,1087 "linf'

VaR(U,) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,1 t 0,2772 0,3577 0,3979 0,4230 0,4406 0,4543 0,4654 0,4747 t

CVaR(Uy) t 0,4117 0,3559 0,3033 0,2518 0,2010 0,1505 0,1002 0,0500 t

CVaR(S) t 0,6889 0,7136 0,7012 0,6748 0,6416 0,6048 0,5656 0,5247 t

VaR(U,) 1,0000 0,6257 0,4627 0,3708 0,3119 0,2709 0,2409 0,2180 "[inf'

VaR(U,) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,2 t 0,1888 0,2733 0,3225 0,3553 0,3794 0,3979 0,4128 t

CVaR(Uy) t 0,3622 0,3066 0,2537 0,2020 0,1510 0,1004 0,0501 t

CVaR(S) t 0,5510 0,5799 0,5762 0,5573 0,5304 0,4983 0,4629 t

VaR(U,) 1,0000 0,7197 0,5694 0,4751 0,4104 0,3634 0,3278 "lnf'

VaR(U,) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,3 t 0,1414 0,2189 0,2689 0,3043 0,3309 0,3519 t

CVaR(Uy) t 0,3101 0,2555 0,2030 0,1514 0,1006 0,0501 t

CVaR(S) t 0,4515 0,4744 0,4719 0,4557 0,4315 0,4020 t

VaR(U,) 1,0000 0,7784 0,6437 0,5529 0,4875 0,4383 "linf'

VaR(U,) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 04 t 0,1118 0,1811 0,2289 0,2642 0,2916 t

CVaR(Uy) t 0,2574 0,2039 0,1519 0,1007 0,0502 t

CVaR(S) t 0,3692 0,3850 0,3808 0,3649 0,3418 t

VaR(U,) 1,0000 0,8185 0,6985 0,6131 0,5494 “[inf'

VaR(U,) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0,5 t 0,0915 0,1531 0,1979 0,2321 t

CVaR(Uy) t 0,2049 0,1523 0,1009 0,0502 t

CVaR(S) t 0,2964 0,3054 0,2988 0,2823 t

VaR(U,) 1,0000 0,8474 0,7404 0,6611 "linf'

VaR(U,) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 0.6 [ 0,0000 0,0769 0,1318 0,1732 t

CVaR(Uy) 0,2058 0,1528 0,1011 0,0502 t

CVaR(S) 0,2058 0,2297 0,2329 0,2234 t

VaR(U,) 1,0000 0,8693 0,7734  "(inf"

VaR(U,) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CvaR(Uy) | 07 t 0,0658 0,1149 t

CVaR(Uy) t 0,1012 0,0503 t

CVaR(S) t 0,1670 0,1652 t

VaR(U,) 1,0000 0,8864 "finf"

VaR(U,) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,8 t 0,0572 t

CVaR(Uy) t 0,0503 t

CVaR(S) t 0,1075 t

VaR(U,) 1,0000 "[inf'

VaR(U,) 0,9000 1,0000

CvaR(U;) | 09 t t

CVaR(Uy) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.14 a = 0.50 ; u € (0,1)* VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

al=0,50 p2[ 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
p1

VaR(Uy) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(U,) t 0,17000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(Uy) 0,0 t 0,5083 0,5167 0,5250 0,5333 0,5417 0,5500 0,5583 0,5667 0,5750

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9583 0,9167 0,8750 0,8333 0,7917 0,7500 0,7083 0,6667 0,6250

VaR(Uy) 1,0000 0,4037 0,2651 0,2017 0,1655 0,1423 0,1263 0,1148 0,1064 "inf"

VaR(U,) 0,17000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,1 |1 0,0000 0,3039 0,3805 0,4196 0,4451 0,4641 0,4795 0,4926 0,5039 t

CVaR(U,) 0,5143 0,4207 0,3604 0,3058 0,2533 0,2018 0,1509 0,1004 0,0501 t

CVaR(S) 0,5143 0,7246 0,7409 0,7254 0,6984 0,6659 0,6304 0,5930 0,5540 t

VaR(Uy) 1,0000 0,5815 0,4266 0,3436 0,2920 0,2571 0,2322 0,2138 "linf"

VaR(Uy) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,2 | 0,0000 0,2133 0,2968 0,3447 0,3770 0,4010 0,4199 0,4354 t

CVaR(U,) 0,4485 0,3718 0,3118 0,2566 0,2036 0,1518 0,1007 0,0502 t

CVaR(S) 0,4485 0,5851 0,6086 0,6013 0,5806 0,5528 0,5206 0,4856 t

VaR(Uy) 1,0000 0,6853 0,5379 0,4505 0,3928 0,3522 0,3224 "iinf"

VaR(U,) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,3 | 0,0000 0,1603 0,2389 0,2880 0,3225 0,3484 0,3689 t

CVaR(U,) 0,3855 0,3181 0,2599 0,2053 0,1526 0,1010 0,0502 t

CVaR(S) 0,3855 0,4784 0,4988 0,4933 0,4751 0,4494 0,4191 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7536 0,6195 0,5341 0,4751 0,4322 "“linf"

VaR(Uy) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,4 t 0,1253 0,1964 0,2436 0,2779 0,3041 t

CVaR(U,) t 0,2632 0,2070 0,1534 0,1013 0,0503 t

CVaR(S) t 0,3885 0,4034 0,3970 0,3792 0,3544 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8015 0,6817 0,6010 0,5431 "linf"

VaR(Uy) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,5 t 0,1008 0,1639 0,2081 0,2411 t

CVaR(U,) t 0,2086 0,1541 0,1016 0,0504 t

CVaR(S) t 0,3094 0,3180 0,3097 0,2915 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8366 0,7303 0,6554 "linf"

VaR(Uy) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,6 t 0,0829 0,1386 0,1792 t

CVaR(U,) t 0,1549 0,1019 0,0504 t

CVaR(S) t 0,2378 0,2405 0,2296 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8632 0,7689 "linf"

VaR(Uy) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,7 t 0,0693 0,1185 t

CVaR(U,) t 0,1021 0,0505 t

CVaR(S) t 0,1714 0,1690 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8838 "linf"

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,8 t 0,0588 t

CVaR(U,) t 0,0505 t

CVaR(S) t 0,1093 t

VaR(Uy) 1,0000 "linf"

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(Uy) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.15 a = 0.75 ; u € (0,1)*; VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

a=0,75 P2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(Uy) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(Uy) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(U) 0,0 t 0,5125 0,5250 0,5375 0,5500 0,5625 0,5750 0,5875 0,6000 0,6125

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9625 0,9250 0,8875 0,8500 0,8125 0,7750 0,7375 0,7000 0,6625

VaR(Uy) 1,0000 0,3615 0,2381 0,1828 0,1517 0,1322 0,1192 0,1103 0,1041  "finf"

VaR(Uy) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,1 | 0,0000 0,3289 0,4016 0,4402 0,4667 0,4872 0,5043 0,5191 0,5323 t

CVaR(U,) 0,5442 0,4274 0,3638 0,3078 0,2545 0,2025 0,1513 0,1005 0,0501 t

CVaR(S) 0,5442 0,7563 0,7654 0,7480 0,7212 0,6897 0,6556 0,6196 0,5824 t

VaR(Uy) 1,0000 0,5361 0,3927 0,3186 0,2737 0,2442 0,2239 0,2098 "fnf"

VaR(Uy) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,2 | 0,0000 0,2392 0,3201 0,3666 0,3984 0,4222 0,4412 0,4566 t

CVaR(U,) 0,4696 0,3793 0,3158 0,2589 0,2049 0,1524 0,1010 0,0502 t

CVaR(S) 0,4696 0,6185 0,6359 0,6255 0,6033 0,5746 0,5422 0,5068 t

VaR(Uy) 1,0000 0,6473 0,5063 0,4266 0,3758 0,3413 0,3171  "finf"

VaR(Uy) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,3 | 0,0000 0,1815 0,2596 0,3074 0,3406 0,3654 0,3847 t

CVaR(U,) 0,4000 0,3244 0,2633 0,2072 0,1535 0,1014 0,0503 t

CVaR(S) 0,4000 0,5059 0,5229 0,5146 0,4941 0,4668 0,4350 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7253 0,5943 0,5152 0,4627 0,4261 "“Minf"

VaR(Uy) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,4 10,0000 0,1410 0,2126 0,2586 0,2912 0,3157 t

CVaR(U,) 0,3346 0,2678 0,2094 0,1546 0,1018 0,0504 t

CVaR(S) 0,3346 0,4088 0,4220 0,4132 0,3930 0,3661 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7822 0,6641 0,5887 0,5369 "linf"

VaR(Uy) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,5 t 0,1115 0,1753 0,2181 0,2493 t

CVaR(U,) t 0,2116 0,1555 0,1022 0,0505 t

CVaR(S) t 0,3231 0,3308 0,3203 0,2998 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8246 0,7197 0,6496 "Minf"

VaR(Uy) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,6 | 0,0000 0,0896 0,1457 0,1848 t

CVaR(U,) 0,2138 0,1565 0,1025 0,0506 t

CVaR(S) 0,2138 0,2461 0,2482 0,2354 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8566 0,7643 "“Minf"

VaR(Uy) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,7 10,0000 0,0730 0,1220 t

CVaR(U,) 0,1574 0,1028 0,0506 t

CVaR(S) 0,1574 0,1758 0,1726 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8810 "finf"

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U4) 0,8 t 0,0605 t

CVaR(U,) t 0,0507 t

CVaR(S) t 01112t

VaR(Uy) 1,0000 "finf"

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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Cizelge 5.16 a =1 ; u € (0,1)% VaR (U), CVaR (U),CVaR (S)

a=n P2 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
P1

VaR(Uy) t 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

VaR(Uy) t 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

CVaR(U) 0,0 t 0,5167 0,5333 0,5500 0,5667 0,5833 0,6000 0,6167 0,6333 0,6500

CVaR(U,) t 0,4500 0,4000 0,3500 0,3000 0,2500 0,2000 0,1500 0,1000 0,0500

CVaR(S) t 0,9667 0,9333 0,9000 0,8667 0,8333 0,8000 0,7667 0,7333 0,7000

VaR(Uy) 1,0000 0,3246 0,2151 0,1667 0,1399 0,1234 0,1128 0,1060 0,1020 "finf"

VaR(Uy) 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,1 | 0,0000 0,3520 0,4214 0,4600 0,4877 0,5098 0,5287 0,5452 0,5598 t

CVaR(U,) 0,5727 0,4325 0,3665 0,3094 0,2554 0,2031 0,1516 0,1007 0,0502 t

CVaR(S) 0,5727 0,7845 0,7879 0,7694 0,7431 0,7129 0,6803 0,6459 0,6100 t

VaR(Uy) 1,0000 0,4917 0,3615 0,2958 0,2570 0,2322 0,2161 0,2059 "finf"

VaR(Uy) 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,2 t 0,2654 0,3430 0,3881 0,4193 0,4431 0,4618 0,4768 t

CVaR(U,) t 0,3850 0,3190 0,2607 0,2059 0,1530 0,1012 0,0503 t

CVaR(S) t 0,6504 0,6620 0,6488 0,6252 0,5961 0,5630 0,5271 t

VaR(Uy) 1,0000 0,6069 0,4753 0,4037 0,3595 0,3307 0,3119 "finf"

VaR(Uy) 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,3 | 0,0000 0,2048 0,2809 0,3268 0,3585 0,3819 0,3995 t

CVaR(U,) 0,4128 0,3293 0,2660 0,2087 0,1543 0,1017 0,0504 t

CVaR(S) 0,4128 0,5341 0,5469 0,5355 0,5128 0,4836 0,4499 t

VaR(Uy) 1,0000 0,6938 0,5685 0,4964 0,4505 0,4201 "“Minf"

VaR(Uy) 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,4 10,0000 0,1589 0,2297 0,2738 0,3043 0,3265 t

CVaR(U,) 0,3429 0,2715 0,2113 0,1555 0,1022 0,0505 t

CVaR(S) 0,3429 0,4304 0,4410 0,4293 0,4065 0,3770 t

VaR(Uy) 1,0000 0,7605 0,6456 0,5762 0,5306 "Minf"

VaR(Uy) 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,5 t 0,1237 0,1873 0,2283 0,2571 t

CVaR(U,) t 0,2139 0,1567 0,1026 0,0506 t

CVaR(S) t 0,3376 0,3440 0,3309 0,3077 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8112 0,7087 0,6437 "Minf"

VaR(Uy) 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,6 |0,0000 0,0971 0,1529 0,1902 t

CVaR(U,) 0,2167 0,1578 0,1030 0,0507 t

CVaR(S) 0,2167 0,2549 0,2559 0,2409 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8494 0,7595 "“Minf'

VaR(Uy) 0,7000 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,7 10,0000 0,0771 0,1254 t

CVaR(U,) 0,1588 0,1034 0,0508 t

CVaR(S) 0,1588 0,1805 0,1762 t

VaR(Uy) 1,0000 0,8782 "finf"

VaR(Uy) 0,8000 0,9000 1,0000

CVaR(U4) 0,8 t 0,0621 t

CVaR(U,) t 0,0508 t

CVaR(S) t 0,1129 t

VaR(Uy) 1,0000 "finf"

VaR(Uy) 0,9000 1,0000

CVaR(U) 0,9 t t

CVaR(U,) t t

CVaR(S) t t
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