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ÖZET 

TEZ N BA LI I : I IMA NTEGRALLER N RADON DÖNÜ ÜMÜ  

  YORUMU VE ZAMAN UZAYI SAÇILMA  

  PROBLEMLER  

YAZAR ADI : HÜSEY N ARDA ÜLKÜ 

Bu tezde ma integrallerinin Radon Dönü ümü (RD) yorumu ile belirlenmesi 

ve belirlenen ma integrallerinin zaman uzay  saç lma problemlerine uygulanmas  

sunulmaktad r. lk olarak yüzey integral denklemlerin Zamanda Ad mlama Yöntemi 

(ZAY) ile çözümünde, zamanda gecikmeli potansiyellerin ve alanlar n analitik 

ifadelerinin RD yorumu ile belirlenmesi, analitik ifadelerin Elektrik, Manyetik ve 

Birle ik  Alan  ntegral  Denklemlerin  (EA D,  MA D  ve  BA D)  çözümüne  

uygulanmas  sunulmu tur. Analitik ifadelerin kullan n BA D çözümünün 

kararl  ve do rulu unu artt rd , EA D çözümünün do rulu u artmas na 

ra men kararl n her zaman sa lanmad  gösterilmi tir. Ayr ca geli tirilen yöntem 

kullan larak elde edilen EA D’in ZAY çözümlerinin zaman ad  büyüklü üne daha 

az duyarl  oldu u gösterilmi tir. 

RD yorumu ile elde edilen analitik ifadeler, alanlar n davran lar n daha iyi 

anla lmas na olanak sa lam r. Manyetik alan n analitik ifadesinin bir sonucu 

olarak, manyetik alan n tekilli i zaman uzay nda herhangi bir limit alma i lemi 

yap lmadan incelenmi tir. Sonuç olarak tekil ifadeden kaynaklanan katsay  için 

zaman uzay nda genel bir form geli tirilmi tir.  

BA D ve MA D sadece kapal  saç lar için geçerlidir. Aç k yüzeyden saç lma 

incelenmek istendi inde EA D tek seçenektir. Ancak EA D’in ZAY çözümleri lineer 

ve sabit bile enler ile bozulur. EA D’in lineer ve sabit bile en probleminin 

giderilmesi için EA D’in Birinci ve kinci Mertebeden Formülasyonu (BMF ve MF) 

geli tirilmi tir. BMF ile lineer bile en probleminin, MF ile hem lineer hem de sabit 

bile en problemlerinin giderildi i gösterilmi tir. Ayr ca geli tirilen yöntemler temel 

fonksiyon seçiminden ba ms zd r.  

Homojen olmayan ve nüfuz edilebilir saç lardan saç lma incelenmek 

istendi inde hacim integral denklemler kullan r. Hacim integral denklemlerde 
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potansiyeller üç katl  integral içerir. RD yorumu ile hacimsel ak m yo unluklar  için 

integrallerin kat  aç  ve yüzey merkezi vektörü gibi, yüzey integralleri ile tan mlanan, 

geometrik büyüklükler ile belirlenebilece i gösterilmi tir. 

Son olarak akustik saç lma için Kirchhoff yakla  sonucu olu an ma 

integrallerinin RD yorumu ile analitik olarak belirlenebilece i gösterilmi tir. Analitik 

ifadeler kayna n ve gözlemcinin sonsuzda oldu u veya olmad  durumlar için ve 

akustik olarak yumu ak ve sert yüzeyler için geli tirilmi tir. 
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SUMMARY 

TITLE : RADON TRANSFORM INTERPRETATION OF THE  

  RADIATION INTEGRALS AND TIME DOMAIN 

  SCATTERING PROBLEMS 

AUTHOR : HÜSEYIN ARDA ÜLKÜ 

In  this  thesis,  Radon Transform (RT)  interpretation  of  the  radiation  integrals,  

and its application to time domain scattering problems are presented. First, 

determination of the analytical expressions of retarded-time potentials and fields via 

RT interpretation in Marching-on-in Time (MOT) solution of the surface integral 

equations and application of the analytical expressions to Electric, Magnetic, and 

Combined Field ntegral Equations (EFIE, MFIE, and CFIE) are presented. It is 

shown that the use of the analytical expressions improves the stability and accuracy 

of  CFIE,  and  although  accuracy  of  the  EFIE  is  improved,  use  of  the  analytical  

expressions does not guarantee stability of the EFIE solution. Also it is shown that 

the MOT solution of EFIE based on the developed method is less sensitive to time 

step size. 

Analytical expressions of the fields have made possible to better understand the 

behavior of the fields. As a result of the analytical expression of the magnetic field, 

singularity in the magnetic field is obtained without any limiting process in the time 

domain. 

CFIE and MFIE are only valid for closed scatterers; for an open scatterer EFIE 

is the only choice. However, MOT solution of EFIE is corrupted by a linear and a 

constant component. To alleviate the linear and constant component problems, First 

and Second Order Formulations (FOF and SOF) of the EFIE are developed. It is 

shown that  with  use  of  FOF,  the  linear  component,  and  with  the  use  of  SOF,  both  

linear and constant component problems are alleviated. Besides, developed methods 

are independent from the chice of the basis functions. 

If the scatterer is penetrable and inhomogeneous, solution of the volume 

integral equations must be investigated. In the volume integral equations, the 

potentials include three dimensional integrals. By RT interpretation, potential 
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integrals for the volumetric current densities can be determined by solid angle and 

area centroid functions which are defined as surface integrals. 

Finally, analytical expressions of the radiation integrals, which appear as a 

result of Kirchhoff approximation, are developed for acoustic scattering. Analytical 

expressions  are  developed  while  the  source  and  observer  is  located  at  infinity  or  a  

finite location, and for acoustically soft and hard surfaces. 
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1.  

Elektromanyetik teori, 19. yüzy la kadar A. M. Ampere, C. F. Gauss vb. bilim 

adamlar n çal malar yla ilerleyen ve merak uyand ran bir bilim dal yd . 1820’li 

llara kadar elektrik ve manyetik etkile imler bir birinden tamamen ayr  olaylar 

olarak dü ünülürken, daha sonra 19. yüzy n en büyük deneysel fizikçisi olarak 

an lacak olan, M. Faraday, H. C. Oersted’in çal malar ndan ilham alarak yapt  

deneyler sonucunda elektrik ve manyetik etkile imlerin iç içe geçmi  olaylar oldu u 

fikrini ortaya att . M. Faraday, deneyleri ile modern motor ve jeneratörlerin 

gerçekle mesini sa layan elektromanyetik etkilerin temellerini ke fetmi tir. Elektrik, 

manyetik ve elektromanyetik etkilerin uzayda, daha sonra “alan” olarak 

adland lacak olan “kuvvet çizgileri” boyunca iletildi ini öne süren M. Faraday’ n 

en önemli çal malar  aras nda polarize n manyetik alan taraf ndan etkilendi inin 

gösterilmesi deneyi yer almaktad r. M. Faraday’ n “alan” kavram  ile ba layan yap , 

1865’te, 19. yüzy n en büyük teorisyeni say lan J. C. Maxwell taraf ndan geli tirilen 

teori ile tamamland  [1]. J. C. Maxwell, kendi ad yla an lacak olan, tüm elektrik, 

manyetik ve elektromanyetik (Faraday’ n n elektromanyetik do as  

gözlemledi i deneyi dahil olmak üzere) etkile imleri aç klayan diferansiyel 

denklemler sisteminden olu an teoriyi ortaya koydu. Maxwell denklemlerinin 

kapsam  ve faydas  çok büyüktür. Denklemlerin en önemli özelli i evrensel 

olmalar r. Böylece Maxwell denklemleri evreni aç klayan fizi in yap  ta lar ndan 

biri olarak yerini alm r [1]-[3]. M. demen’in 1973’te s r ko ullar n bu 

denklemler içerisinde gömülü oldu unu göstermesi [4], denklemlerin do as  gere i 

Einstein’n n özel görecelik kuram  sa lamas  [3], ve Lorentz dönü üm 

formüllerinin Maxwell denklemlerinden elde edili inin gösterilmesi [5], 

elektromanyetik teorinin ve bu denklemler dizisinin olu turdu u yap n ne kadar 

sa lam temeller üzerine kurulu oldu unu kan tlar niteliktedir. 

Elektromanyetik dalgalar n muhtemelen en yayg n kullan m alan  radarlard r. 

Radar n temelleri, 1886 y nda Hertz’in radyo dalgalar n yans mas  ve 1900 

nda Tesla’n n, elektromanyetik alg lama ve h z ölçümünün temellerini göstermesi 

ile at lm r. Radar, 1903-04 y llar nda yap lan Alman mühendis Hülsmeyer’in radyo 

dalgalar n yans mas  arac yla gemi tespiti deneyleri, 1922’de radar ile gemi 



 

 

2 

tespitinin gösterilmesi, 1930’da ilk uçak tespitinin gösterilmesinden sonra geli imine 

zla devam etmi tir [6]. Radar n geli imi temel olarak askeri gereklikten 

kaynaklanmas na ra men zaman içinde kullan m alan  çe itlenmi tir. Askeri 

uygulamalarda, kara, deniz ve hava araçlar  için gözetleme, navigasyon ve silah 

yönlendirmede kullan lmaktad r. Bunun d nda h z tespiti için polis radar , hava 

radar  (meteorolojik radar), hava alanlar nda kullan lan hava trafik kontrol radar , 

yeryüzü topolojisi ve çevresel karakteristiklerinin belirlenmesinde kullan lan uydu 

veya uçak üzerine yerle tirilmi  radarlar (spaceborne ve airborne radar) ile 

kullan  gittikçe çe itlenerek artmaktad r [7]. 

Radarlar geli tikçe cisimlerin (uçak, gemi vs.) radarda görünürlü ü de önem 

kazanm r. Cisimlerin radar taraf ndan saptanabilirli inin ölçütü Radar Kesit Alan , 

RKA (Radar Cross Section, RCS) olarak tan mlan r. RKA, cismin geometrik ekline, 

yönelimine, nesneyi olu turan malzemeye ve cisme gönderilen dalgan n frekans na 

ve polarizasyonuna ba  karma k bir ölçüdür [8]-[10]. H zl  bilgisayarlar n 

geli iminden önce, karma k cisimlerin RKA de erleri sadece do rudan ölçüm ile 

belirlenebiliyordu. Tasar m a amas nda belirlenmesi önemli olan bu de erin 

ölçülebilmesi için cismin üretilmesi art oldu u gibi, bu ölçümler önemli derecede 

zaman kayb na yol açan maliyetli i lemlerdi. Bilgisayar teknolojisinin geli imi ile 

birlikte RKA belirleme, saç lma ve ma gibi elektromanyetik problemler nümerik 

olarak çözülmeye ba land  [11]. Bu geli ime paralel olarak nümerik yöntemler 

geli tirildi. Yine de bilgisayar gücünün s rlamas ndan dolay  nümerik yöntemlerin 

çal mad  durumlarda ve bu yöntemlerin do rulu unun gösterilmesi amac yla, 

RKA ölçümleri önemini korumaktad r [9]. 

Elektromanyetik problemlerin çözümünde s kl kla kullan lan nümerik 

yöntemler tam dalga çözücüler ve asimptotik yöntemler olarak s fland labilir. 

Tam dalga çözücüler genellikle dü ük frekans bölgesinde çal rken, asimptotik 

yöntemler yüksek frekans bölgesinde verimli çal maktad r1. En çok kullan lan tam 

                                                

1 Dü ük ve yüksek frekans bölgesi temel olarak problem içerisindeki saç n elektriksel 

uzunlu una da ba r. 
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dalga çözücüler aras nda Zaman Uzay  Sonlu Farklar, ZUSF, yöntemi [12] (Finite 

Difference Time Domain, FDTD),  Sonlu  Elemanlar  Yöntemi  [13]  ,  SEY  (Finite 

Elements Method, FEM) ve moment metodu [14], MM, (Method of Moments, MoM) 

yer almaktad r. Asimptotik yöntemler aras nda ise en yayg n kullan lanlardan biri 

fiziksel optik, FO, (Physical Optics, PO) yöntemidir [15]. 

ZUSF yöntemi diferansiyel denklem çözümü üzerine kurulu iken, MM hem 

integral denklem1, hem de diferansiyel denklem çözümü için geli tirilmi  bir 

yöntemdir. MM ile diferansiyel denklem çözümlerine örnek olarak sonlu farklar 

yöntemine dayal  zaman uzay  metotlar n MM’den elde edilebilmesi, MM ile 

diferansiyel denklem çözümünün yap labildi ine iyi bir örnektir [16]. Birbirlerine 

göre baz  üstünlükleri bulunan tam dalga çözücüler (ZUSF, SEM ve MM), bilgisayar 

rlamalar  dahilinde, her türlü elektromanyetik ma ve saç lma problemine 

uygulanabilirler. Ancak integral denklemler ma ve saç lma problemlerinde baz  

üstünlüklere sahiptir. En büyük üstünlü ü olarak ma ko ulunu (radiation 

condition) do rudan sa lamas  ile çözüm uzay n yapay bir s r ko ulu ile 

sonland rma ihtiyac n olmay , MM ve integral denklemleri özellikle RKA 

problemleri için verimli bir analiz arac  haline getirmektedir. Ayr ca mükemmel 

elektrik iletken (Perfect Electric Conductor, PEC) ve homojen cisimlerden olan 

saç lma analizlerinde sadece saç  yüzeyinin örneklenmesi bilinmeyen say  ve 

bilgisayar gücü gereksinimini önemli ölçüde azaltmaktad r. 

R. F. Harrington’un, MM’nin çok yönlü ve kullan  bir yöntem oldu unu 

göstermesinden sonra [14], yöntemin elektromanyetikteki integral denklem 

çözümlerinde kullan  artm r. Fakat karma k ekillere sahip nesnelerden geni  

bantl  i aretlerin saç ld  durumlarda frekans uzay  yöntemleri ile analiz uzun süre 

ve donan m gereksinimine ihtiyaç duyar. Bu tip problemler için integral 

denklemlerin zaman uzay  çözümleri daha h zl , güvenilir ve az donan m gücü 

                                                

1 Literatürde “ ntegral Denklem” terimi kullan lmas na kar n, ço u integral denklem k smi 

türevli ifadeler içerir, bundan dolay  bu denklemlere “ ntegro-Diferansiyel Denklem” de 

denilmektedir. 
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gerektiren çözümler üretir [17]. MM’nun zaman uzay  kar , Zamanda Ad mlama 

Yöntemi, ZAY (Marching-on-in-Time, MOT), [18]’de anlat lmaktad r. 

ntegral denklemler saç  yap na göre ince tel, yüzey ve hacim için integral 

denklemler olarak s fland labilir. nce tel için integral denklemler, mükemmel 

iletken ince tel yakla kl  ile modellenebilen yap lar n incelenmesi için 

kullan lmaktad r [19]-[21]. Yüzey integral denklemleri, mükemmel iletken yüzeyler 

içeren yap lar için kullan lmaktad r [21]-[22]. Hacim integral denklemler ise 

dielektrik ve manyetik malzemelerden olu an cisimlerin incelenmesinde 

kullan lmaktad r [23]. Bu tezde aksi belirtilmedikçe “integral denklem” ile yüzey 

integral denklemler kastedilecektir. 

Zamanda Ad mlama Yöntemi, ZAY, integral denklemlerin zaman uzay  

çözümleri için geli tirilmi  kullan  bir yöntemdir. Ancak ZAY’da kararl k 

problemi yüzey integral denklemlerin çözümünde s kl kla görülür [22]. Çözümün 

kararl , ba ca, matris elemanlar n hatas z hesaplanmas na ve integral 

denklemin yap na (iyi-ko ullu, well-conditioned veya kötü-ko ullu, ill-conditioned) 

ba r [24]-[31]. Matris elemanlar n do rulu u sistem matrisinin kutuplar n 

pozisyonlar  etkiler ve ufak hatalar bile sistemi karars z hale getirebilir. Yüzey 

saç lma problemleri için literatürde birçok integral denklem yap  var olmas na 

kar n (örne in [32]-[33]), Elektrik Alan ntegral Denklemi (EA D) ve Manyetik 

Alan ntegral Denklemi (MA D) en yayg n olarak kullan lanlard r. EA D hem kapal  

hem de aç k yüzeyler için geçerli olurken, MA D’in sadece kapal  yüzeyler için 

geçerli oldu u unutulmamal r. Kapal  saç lar n EA D ve MA D çözümlerinin, iç 

rezonans etkileriyle bozuldu u ve rezonans frekanslar nda denklemlerin tek çözümlü 

olmad  bilinmektedir. Bu problemin üstesinden gelmek amac yla, çe itli yöntemler 

[34]-[39] önerilmesine kar n, en etkili çözüm Birle ik Alan ntegral Denklemi 

(BA D) kullanmakt r [22]. Di er taraftan EA D’in iyi-ko ullu (well-conditioned) 

olmad  bilinmektedir [25]-[27] ve EA D’in bu durumunun BA D çözümlerini de 

etkileyebildi i [27]’de aç klanmaktad r. EA D’in zaman uzay  çözümleri, iç rezonans 

ile bozulmad  durumlarda (aç k geometri çözümleri veya gelen alan spektrumunda 

saç n iç rezonans frekans  içermedi i durumlar) lineer olarak artan bir bile en 

ile bozulur [25]. Bunlar ile birlikte zaman uzay  integral denklemlerin ZAY 

çözümlerindeki karars zl k problemi belli bir düzene veya kurala oturtulamaz [40]-
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[41]. Kararl k analizi ancak ZAY matrisi elemanlar  belirlendikten sonra 

yap labilmektedir [40]-[41]. Bundan dolay  kararl k için kesin bir kriter belirlemek 

imkans zd r. Ayr ca olu turulan sistem için kararl k analizinin yap lmas  sistemi 

çözmekten çok daha fazla zaman ve hesaplama yükü gerektiren bir i lemdir [41]. 

Literatürde zaman uzay  integral denklemlerin kararl  için empirik kriterler 

belirlenmeye çal lsa da [36]-[38], ayn  saç  için, farkl  ayr kla rma büyüklükleri 

ile elde edilen sonuçlar kararl  veya karars z olabilir [40]-[41]. Ak m modellenirken, 

uzaysal ayr kla rma büyüklü ü ve zaman ad  büyüklü ü çözümün kararl  

etkiler. ZAY’da zaman ad  büyüklü ü ZUSF yöntemi ile any  düzeydedir ancak 

uzaysal ayr kla rman n e it aral kl  olma ko ulu olmad ndan, ZUSF yöntemindeki 

gibi zaman ad  büyüklü ü ile uzaysal ayr kla rma büyüklü ü aras nda do rudan 

bir ba lant  yoktur [40]-[42].  

Zaman uzay  integral denklem çözümlerinin do rulu unu artt rmak için 

literatürde iki temel çal ma vard r: lki, EA D’ n yap , iyi-ko ullu formülasyon 

ile de tirmektir [25], [27]. Bu de im sonucunda hesaplama yükü artar. Amaç 

birinci tip integral denklem olan EA D’in, MA D gibi ikinci tip integral denklem e  

de erini bulmakt r. Sonuç olarak geli tirilen integral denklem ile sadece kapal  

geometriler çözülebilmektedir. Aç k geometrilere uygulaman n mümkün oldu undan 

bahsedilse bile [27], henüz literatürde uygulamas  yoktur. kinci tür çal malar ise, 

elektrik ve manyetik alanlar n analitik ifadeleri kullan larak matris elemanlar n 

verimli ve hatas z hesaplanmas na dayanmaktad r [24], [26], [28]-[31]. Analitik 

ifadelerin kullan  ile MA D’in kararl n artt ld  [24] ve [31]’de 

gösterilmi tir. Bunlarla birlikte özel olarak geli tirilmi  zamana göre temel 

fonksiyonlar ve/veya filtreleme (ortalama alma) teknikleri kullan lan kararl la rma 

çal malar  üçüncü tip çal malar olarak say labilir. Ancak geli tirilen zamana göre 

temel fonksiyonlar n eksiklikleri vard r. Örne in; bu fonksiyonlar interpolasyon 

fonksiyonlar  de ildir veya nedensellik gibi fiziksel ko ullar  sa lamamaktad r [33]-

[34], [36]-[38], [43]-[46]. Karars zl k problemine fiziksel aç dan bak ld nda, 

filtreleme veya ortalama alma gibi, her hangi bir i aret i leme tekni inin, EA D veya 

MA D gibi fiziksel denklemlerin çözümleri için mutlak çözüm olamayaca  aç kt r. 
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Empedans Matrisi1 elamanlar n verimli hesaplanmas , elektrik ve manyetik 

alanlar n (ve/veya potansiyellerin) analitik ifadeleri kullan larak gerçekle tirilebilir. 

Analitik ifadelerin bulunmas , temel olarak uzaya göre temel fonksiyon üzerinden 

olan integrallerin, zaman konvolüsyonundan ayr  olarak, Radon Dönü ümü, RD 

(Radon Transform, RT) yap nda oldu u fikrine dayanmaktad r2. Bu fikir ilk olarak 

üçgenler ile ayr kla lm  saç lar için FO integralinin analitik olarak 

hesaplanmas nda kullan lm r [47] ve daha sonra NURBS yüzeylerden saç lmalara 

uygulanm r [48]. [47]’de RD yorumu, saç  ile düzlemsel dalgan n kesi imi 

olarak ortaya ç kmaktad r. Bundan dolay  RD’nin türü, “düzlemsel RD” olarak 

belirtilebilir. RD yorumu ile FO integrali, hiçbir yakla m yap lmaks n, zaman 

uzay nda analitik olarak hesaplanabilmektedir. RD yorumunun ikinci örne i ise 

zaman uzay  integral denklemlerde, “küresel RD” olarak, kar za ç kmaktad r 

[28]. Küresel RD yorumu, zamanda anl k uyar lm 3 Rao-Wilton-Glisson (RWG) 

temel fonksiyonlar ndan [49] olu an, zamanda gecikmeli potansiyellerin analitik 

ifadelerinin belirlenmesine olanak sa lam r. Ancak [28]’de sunulan algoritma ve 

formüller, belirlenen analitik ifadeler ile zamana göre temel fonksiyonlar n 

konvolüsyonunun analitik olarak belirlenmesi için uygun de ildir. Di er bir de le, 

[28]’de sunulan algoritma, zaman ba ml  anl k olmayan bir ak m yo unlu u için 

gecikmeli potansiyellerin analitik ifadelerinin bulunmas na imkan vermemektedir. 

[24] ve [30]’da geli tirilen analitik formüller ve algoritma ile zamana göre temel 

fonksiyonlar polinom seçildi i sürece, her iki integralin (temel fonksiyon üzerinden 

integral ve zamana göre temel fonksiyon ile konvolüsyon integrali) analitik olarak 

belirlenebilmektedir. Analitik ifadelerin kullan  sonucu MA D çözümlerinin 

                                                

1 Empedans matrisi terimi sadece EA D için do ru bir terimdir. MA D söz konusu oldu unda 

“Admitans Matrisi” do ru olmas na kar n gerekli katsay lar ile çarp larak Empedans Matrisine 

dönü türülebilir. Bundan dolay , bu tezde EA D veya MA D ay rt edilmeksizin denklem sisteminin 

olu turdu u  matris, “Empedans Matrisi” olarak adland lacakt r. 

2 Radon dönü ümü yorumu fikri, 3-boyutlu zaman uzay  Green fonksiyonu içeren integrallerin 

Radon dönü ümüne e  de er olmas ndan gelir. Benzer olarak frekans uzay  Green fonksiyonu, Radon 

dönü ümünün Fourier dönü ümü yap ndad r. 

3 Zaman ba ml  Dirac delta fonksiyonu olan uyart m. 
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kararl nda art  oldu u [31]’de gösterilmi tir. Bunun ötesinde ilerde de inilece i 

gibi, elektrik ve manyetik alan n analitik ifadeleri, bu alanlar n zamana ve uzaya göre 

davran lar  hakk nda daha kesin yorumlar ve ç kar mlar yap lmas na olanak 

sa lamaktad r. 

Bu tezin 2. bölümde, empedans matrisi elemanlar n, alanlar n analitik 

ifadeleri kullan larak verimli hesaplanmas n, BA D çözümünün kararl , 

yak nsakl  ve do rulu u üzerine etkisi, nedensellik gibi fiziksel ilkelerden 

kopmadan, incelenecektir. lk olarak en genel halde ZAY çözüm algoritmas  

anlat lacak, mükemmel iletken bir yüzeyden olan saç lma probleminin yap  ve 

ZAY çözümüne uyarlanmas na de inilecektir. Daha sonra zaman uzay  MA D ve 

EA D için, RWG1 temel fonksiyonlar ndan ve parçal  tan ml  polinom zamana göre 

temel fonksiyonlardan dolay  olu an elektrik ve manyetik alanlar n analitik ifadeleri 

ve bu ifadelerin zaman uzay  EA D, MA D ve BA D’in ZAY çözümünde kullan  

sunulacakt r. Elektrik ve manyetik alanlar n analitik ifadeleri her ne kadar [28] ve 

[30]’da sunulsa da, bu ifadelerin EA D’e veya BA D’e uygulanmalar  henüz 

literatürde bulunmamaktad r. Anl k uyar lm  elektrik ve manyetik alanlar için 

analitik ifadelerin aç kl  ve uygulamada kullan lan yap lar n sunulmas  için, [28] ve 

[30]’da geli tirilen formüller tekrarlanacak ve bu analitik ifadelerin ZAY 

algoritmas na uygulanmas  aç klanacakt r. Manyetik alan n analitik ifadesinin 

kullan  ile zaman uzay  MA D çözümlerinin kararl n artt  [31]’de 

gösterilmi ti, benzer bir geli me EA D için de beklenmektedir. Ancak baz  

durumlarda, empedans matris elemanlar  analitik ifadeler kullan larak yüksek 

do rulukta hesaplansa bile, EA D çözümünün karars z oldu u görülmektedir. Bölüm 

2.6’da bu durum incelenecektir. Analitik ifadelerin kullan lmas nda ortaya ç kan 

avantajlardan biri de analitik ifadelerin EA D’in ZAY ile çözümünde kullan lmas  

ras nda, herhangi bir tekillik ç kart  yap lmas na gerek kalmamas r. Bunun 

                                                

1 ZAY ve MM’de ak  do ru modelleyebilecek uzaya göre temel ve test fonksiyonlar n 

seçimi önemlidir. Bu amaçla literatürde birçok test ve temel fonksiyonlar kullan lmaktad r. Bunlardan 

baz lar  [50]’de anlat lmaktad r. RWG fonksiyonlar  uygulanabilirli i, sa lad  özellikler (yük 

birikimi görülmemesi gibi) ve verimli sonuç vermesinden dolay  birçok saç lma ve ma 

problemlerinin çözümünde s kl kla kullan lmaktad r. 
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nedeni, yüzey integral denklemlerin içerdi i zamanda gecikmeli vektör ve skaler 

potansiyellerin asl nda tekilli e sahip olmamas r. Potansiyeller hesaplan rken, 

Bölüm 2’de sunulan analitik ifadeler kullan rsa, integrand n tekil olmad  görülür. 

Standart ZAY çözüm algoritmas nda ise skaler ve vektör potansiyeller hesaplan rken 

tekillik ç kart  yap lmal r ve bu ç kart n de eri zaman ad  büyüklü üne 

do rudan ba r. Genel olarak, zaman ad m büyüklü ü dü ürüldükçe, zamana göre 

ara de erlemede yap lan hatan n azalmas  beklenir. Fakat bu beklentinin tersine, 

standart nümerik algoritma ile elde edilen empedans matrisi elemanlar  

farkl la maktad r ve çözümler yak nsak de ildir. Empedans matrisi elemanlar ndaki 

bu farkl la man n en önemli nedeni zaman göre temel fonksiyonlar n türevlerinin 

sürekli olmay r. Nümerik integrasyon i lemi s ras nda, örnek noktalar n seçimi 

süreksizlik noktalar  içerebildi inden sonucu etkilemektedir. Özellikle, uzaya göre 

temel ve test fonksiyonlar  ayn  üçgen yüzeyini içerdi inde, zamanda al nan örnek 

noktalar , zamana göre temel fonksiyonun türevinin süreksiz oldu u noktalar ile 

çak r. Bunlar n aksine, Bölüm 2’de sunulan analitik ifadeler kullan larak yap lan 

EA D çözümleri, yak nsak ve tutarl r. Bunun nedeni, daha önce de belirtildi i gibi, 

hem uzaya hem de zamana göre (konvolüsyon) integrallerin analitik olarak 

belirlenmesidir. Bölüm 2’de sunulacak olan analitik ifadelere dayal  çözümlerin, 

zamana göre temel fonksiyonlar ndaki süreksizliklere, zaman ad m büyüklü üne ve 

tekillik ç kart na daha az duyarl  oldu u gösterilecektir. Geli tirilen yöntemin 

zaman ad  büyüklü üne daha az duyarl  olmas  sonucu, göreli olarak daha yüksek 

frekanslarda çözümler, daha büyük zaman ad  ile bulunabilir. 

Elektrik ve manyetik alan n analitik ifadeleri, bu alanlar n zamana göre 

davran lar  hakk nda daha kesin yorumlar ve ç kar mlar yap lmas na olanak 

sa lamaktad r. MA D’in ikinci türden bir integral denklem oldu una daha önce 

de inilmi ti. MA D’in içerdi i integral (manyetik alan ifadesi), gözlemci noktas  ve 

kaynak noktas  üst üste geldi inde tekildir ve bu tekillik frekans uzay nda genellikle 

Cauchy as l de eri yakla  ile hesaplanabilmektedir. MA D genellikle, ak m 

yo unlu unun önünde yar m faktörü ile birlikte verilir [51]. Yar m faktörünün, 

manyetik alan integralindeki tekilli in Cauchy as l de eri olarak de erlendirilmesi 

sonucu ortaya ç kmaktad r ve ½ de eri sadece düzgün yüzeyler için geçerlidir. Yar m 

faktörünün elde edili i için farkl  yakla mlar mevcuttur, (örne in [51]). Ayr ca 

literatürde MA D’in verimini art rmay  amaçlayan, özellikle RWG fonksiyonlar  için 
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manyetik alan n tekilli i üzerine birçok çal ma vard r [51]-[56]. [52]’de belirtildi i 

gibi, özellikle üçgen yüzeyler üzerinden integraller Gauss integrasyon kural  ile 

hesaplan yorsa, yar m teriminin ç kart  MM çözümü için yeterlidir, çünkü Gauss 

integrasyon kural  yüzey integralini üçgenin iç noktalar ndan ald  örnekler ile 

hesaplar. 

Bu tezin 3. bölümünde, anl k uyar lm  RWG temel fonksiyonundan dolay  

olu an manyetik alan n analitik ifadesi kullan larak, manyetik alan n tekilli i için 

genel bir form geli tirilecektir. Önceki çal malar n aksine, genel formun 

geli tirilmesi, tamamen zaman uzay nda, herhangi bir yakla kl k veya limit i lemi 

yap lmaks n gerçekle tirilecektir. Sonuçta elde edilecek ifadeler Bölüm 2’de 

anlat lan yay uzunlu u ve aç ortay fonksiyonunu içermektedir ve yar m faktörünün 

gözlemci noktas  üçgen yüzeyi içerisinde oldu u durumda ortaya ç kt  

gösterilecektir. Ayr ca gözlem noktas  üçgen kenar nda ve kö elerde oldu u 

durumlar için katsay lar n belirleni i sunulacakt r. 

EA D ve MA D’in ZAY çözümlerinin çe itli faktörlerden dolay  karars z 

sonuçlar verdi ine daha önce de inilmi ti. EA D ve MA D’in kapal  saç lar için 

ZAY çözümlerinin iç rezonans probleminden dolay  bozuldu u bilinmektedir [37]-

[38]. ç rezonans problemi, BA D kullan larak giderilebilir [22], ancak aç k 

yüzeylerden olan saç lma problemleri incelenmek istendi inde EA D tek seçenek 

haline gelmektedir. Aç k yüzeylerden olan saç lmalarda iç rezonans problemi 

olmamas na kar n, integral denklemin kötü-ko ullu yap ndan dolay  çözümler 

karars z davran lar sergileyebilir [25]. Kötü-ko ullu sistemlerin çözümlerinde ortaya 

kan hatalar n, matris elemanlar n do ru hesaplanamamas ndan kaynakland  

bilinmektedir. Bu yüzden, ZAY matrisi elemanlar n do ru hesaplanmas , [26], 

[28]-[31]’de gösterildi i gibi büyük öneme sahiptir. Ayr ca, ileri düzey temel 

fonksiyonlar n kullan n çözümlerin kararl na katk  gösterilmi tir [44]-[45]. 

Do ru ve verimli hesaplama ile karars zl klar belli ölçüde bast rken, EA D’in 

ZAY çözümünün asl nda zamana göre lineer olarak artan ve sabit bile enler 

taraf ndan bozuldu u da gözlemlenmi tir. Bu lineer olarak artan ve sabit bile enler 

karars zl k olarak s fland lamazlar. Bu tez içerisinde bu bozulmalar “lineer 

bile en problemi” ve “sabit bile en problemi” olarak adland lacakt rlar. 
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Zaman uzay  EA D, [22]’de verildi i gibi, vektör ve skaler potansiyellerden 

dolay , bir zaman türevi ve bir zamana göre integral içerir. Ancak EA D’in zamana 

göre türevli halinin kullan lmas , zamanla s ra giden matris elemanlar  elde edildi i 

için daha uygundur [39]. Bu durumda EA D’in zamana göre türevi, bilinmeyen ak m 

yo unlu u fonksiyonunun zamana göre ikinci dereceden türevini içerir. Ak m 

yo unlu unun zamana göre ikinci dereceden türevi içermesi denklemin e siz 

(unique) çözümünün bulunmas  için iki ba lang ç ko ulu gerektirir. Ba lang ç 

ko ullar  genellikle ak m yo unlu unun ve zamana göre türevinin ba lang ç an ndaki 

(t=0) de eri ile verilir. Ayr kla lm  denklemde, ba lang ç ko ullar  ak m 

yo unlu unun iki zaman ad ndaki de erleri olarak verilebilir. Bunlar ba lang ç ve 

bir önceki/sonraki andaki de erlerdir. Ba lang çta dura an olma ko ulu (initially at 

rest condition), ak m yo unlu unun ba lang ç an ndaki ve öncesindeki de erinin s r 

olmas  gerektirir. Ancak ba lang ç an nda ak m yo unlu unun zamana göre türevi 

her zaman sürekli olmayabilir. Bu durum ak m yo unlu unun ba lang çtan bir 

sonraki ad mdaki de erinin belirleni ini pratik olarak imkans z k lar. Ancak standart 

ZAY algoritmas nda, ilk zaman ad , ak m yo unlu unun zamana göre türevinin, 

t=0 an nda süreksiz olmas  olas  göz önünde bulundurulmadan hesaplan r. 

Böylece ba lang çta dura an olma varsay  ayr k çözüme do ru bir ekilde 

uygulanmam  olur ve çözümler lineer ve sabit bile enler taraf ndan bozulur. 

Lineer bile en problemine bir çözüm [25]’te sunulmu tur. [25]’te zaman uzay  

EA D, “DA-kararl  EA D” (DC-stable EFIE) olarak adland lan ikinci tür integral 

denkleme dönü türülmü tür. Ancak DA-kararl  EA D’in çözümü fazla hesaplamasal 

yük gerektirdi i gibi, DA-kararl  EA D’in aç k geometrilere uygulanabilirli inden 

bahsedilse bile henüz bunun bir örne i literatürde görülmemektedir. 

Bu tezin 4. bölümde, zaman uzay  EA D’in ZAY çözümündeki lineer ve sabit 

bile en problemlerinin giderilmesi için, hem aç k hem de kapal  geometrilere 

uygulanabilir alternatif bir yöntem sunulacakt r. Bölüm 4’te sunulan yöntem, 

EA D’in [57]’de anlat lan formülasyonu kullan larak elde edilen ZAY çözümünden 

ilham al narak geli tirilmi tir. Ancak [57]’de sunulan formülasyon, EA D’in 

ba lang ç de er problemi yerine, karars zl k problemini gidermek için kullan lm r. 

Detayl  olarak, [57]’de sunulan formülaysonunun EA D’in ZAY çözümünde 

kullan labilmesi için ilk türevi sürekli olan zamana göre temel fonksiyon 
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geli tirilmi tir. Ancak [57]’de geli tirilen zamana göre temel fonksiyon nedensel 

de ildir. Bölüm 4’te, ilk olarak [57]’de sunulan formülasyona paralel olarak, Birinci 

Mertebeden Formülasyon (BMF) sunulacakt r. Geli tirilen yöntem, ayr k 

konvolüsyon ve nümerik türev i lemleri üzerine kuruludur. BMF ile lineer bile en 

probleminin giderildi i gösterilecektir, ancak sabit bile en problemi hala sonuçlarda 

görülecektir. Bu noktada, metot bir ad m öteye götürülerek hem aç k hem de kapal  

geometriler için lineer ve sabit bile en problemlerini gideren, yeni bir yöntem olarak, 

kinci Mertebeden Formülasyon ( MF) sunulacakt r. Ayr ca geli tirilen BMF ve MF 

yöntemlerinde, [57]’de verilen formülasyonunun aksine, zamana göre fonksiyonlar 

süreksiz türevlere sahip olabilirler. Di er bir de le, geli tirilen yöntemler, zamana 

göre temel fonksiyonun seçiminden ba ms zd r. Bölüm 4’te sunulan yöntemlerde iki 

noktaya dikkat edilmelidir: (i) geli tirilen yöntemler, DA-kararl  EA D gibi zaman 

uzay  EA D’in kötü-ko ullu yap  düzeltmemektedir, ve (ii) geli tirilen yöntemler, 

kapal  geometriler çözülürken iç rezonans bozulmalar  önlemek için varolan BA D 

çözücülerine kolayca uygulanabilir.  

Saç lma problemlerinde saç lar her zaman mükemmel iletken olmayabilirler. 

Bu durumda yüzey integral denklem yerine hacim integral denklemlerinin çözülmesi 

gereklidir. Hacim integral denklemlerin ZAY ile çözümü s k ba vurulan bir çözüm 

yolu de ildir. Farkl  elektriksel özelliklere sahip homojen saç lar içeren yap lar n 

analizi yüzey integral formülasyonu arac yla yap labilmektedir [58]-[61]. 

Hacimsel bir problemin yüzeyler arac  ile çözümü ZAY matrisini ve bilinmeyen 

say  oldukça dü ürmektedir. Ancak saç  bölge homojen de ilse hacim integral 

denklem çözümü yap lmas  zorunludur [23], [62]. Yüzey integral denklemlerin 

aksine hacim integral denklemlerde iç rezonans problemi görülmez ve matris 

elemanlar n do ru hesaplanmas  ZAY çözümünün kararl  üzerinde bask n 

etmendir. 

Bu tezin 5. bölümde, anl k uyar lm  Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) temel 

fonksiyonlar ndan dolay  olu an zamanda gecikmeli vektör ve skaler potansiyellerin 

zaman örneklerinin RD yorumu ile elde edilmesi anlat lacakt r. SWG temel 

fonksiyonlar  [63], RWG fonksiyonlar n üç boyutlu e de eri olarak dü ünülebilir. 

[28]’de anl k uyar lm  RWG fonksiyonlar ndan dolay  olu an skaler ve vektör 

potansiyellerin zaman örneklerinin geometrik büyüklükler cinsinden bulunabilece i 
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gösterilmi tir. Detayl  olarak skaler ve vektör potansiyellerin merkezi gözlem noktas  

olan R ct  yar çapl  kürenin ve RWG fonksiyonunu olu turan üçgensel yüzeyin 

kesi imi sonucu olu acak yay n olu turdu u, yay uzunlu u ve aç ortay vektörü ile 

belirlenebilece i gösterilmi tir. Di er bir de le potansiyellerin içerdi i RWG 

fonksiyonunu olu turan yüzey üzerinden olan integraller, RD yorumu ile küre ve 

üçgensel yüzeyin kesi imi sonucu olu an yay üzerinden integrale dönü türülmü tür 

ve yay üzerinden olan integrallerinin analitik ifadeleri, yay uzunlu u ve aç ortay 

vektörü olarak bulunmu tur. Bölüm 5’te anl k uyar lm  SWG fonksiyonundan 

dolay  olu an skaler ve vektör potansiyellerin zaman de erlerinin, R ct  yar çapl  

küre ile tetrahedral bölgenin kesi imi sonucu olu an kat  aç  ve yüzey merkezi 

fonksiyonlar  arac yla belirlenebilece i gösterilecektir. Kat  aç  ve yüzey merkezi 

fonksiyonlar , kesi im yüzeyi üzerinden hesaplanan integraller ile belirlenebilmektir. 

Böylece [28]’de yap lan çal maya paralel olarak, potansiyellerin içerdi i SWG 

fonksiyonunu olu turan tetrahedral hacim üzerinden olan hacim integrali, küre ve 

tetrahedral hacmin kesi imi sonucu olu an yüzeyler üzerinden integrallere 

dönü türülmü tür. Kesi im sonucu olu an yüzey üzerinden integrallerin geometrik 

olarak kat  aç  ve yüzey merkezi ifadeleri oldu u gösterilmi tir. Kat  aç  ve yüzey 

merkezi fonksiyonlar  analitik olarak belirlemek mümkündür, ancak Bölüm 5’te bu 

fonksiyonlar n de erleri kesi im yüzeyi üzerinden hesaplanan nümerik integrasyon 

ile belirlenmi tir. Ayr ca kat  aç  ve yüzey merkezi fonksiyonlar  ile elde edilen 

potansiyeller tekil de ildir. Böylece potansiyeller hesaplan rken herhangi bir tekillik 

kart  yap lmas na gerek yoktur. 

Tam dalga çözücülerin hesaplamasal yükü yüksek frekansta çok artmaktad r ve 

çözümün elde edilebilmesi için çok yüksek bilgisayar gücüne ihtiyaç vard r [42]. 

Yüksek frekansta saç lma problemini incelemek için, tam dalga çözücülere dayanan 

zland lm  teknikler [64] geli tirilse de, bu teknikler yüksek frekans 

problemlerinin çözümü için genellikle yetersiz kalmaktad r. Elektromanyetikte 

yüksek frekansta saç lma problemlerinin çözümünde, FO yakla n oldukça 

verimli ve h zl  çözümler sa lad  gösterilmi tir. FO yakla nda, saç  yüzeyinde 

indüklenen ak m kabaca gelen manyetik alan n te et bile eninin iki kat  ile verilir. 

Bu yakla m ile çözüm, matris denklemi olu turmaya gerek kalmadan elde edilir ve 

yakla n matris denklem içermemesi yüksek frekansta kullan  ve h zl  bir 

yöntem olmas  sa lamaktad r. Ancak FO, asimptotik bir tekniktir ve FO ile yap lan 
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çözüm, k m veya çoklu yans ma gibi saç lma mekanizmalar  içermez [65]-[67]. 

Çözümün do rulu u, bu mekanizmalar n etkileri ayr  bir ekilde eklenerek 

artt labilir. 

FO çözümü genel olarak düzlemsel dalga ile ayd nlat lan cisimlerden saç lan 

alan n sonsuzdaki ifadesini incelemek için kullan r. Bu problem ayn  zamanda 

RKA’n n tan  olu turur. Ancak baz  durumlarda saç lan alan n saç n 

yak nda incelenmesi veya kaynaklar n saç n yak nda oldu u durumlar n 

incelenmesi gerekebilir. Bu gibi durumlara örnek olarak, bir ölçüm sahas nda her 

saç  için uzak alan art n her frekansta sa lanamamas  veya bir elektromanyetik 

uyumluluk probleminde rastgele kaynaklar n çevrelerine olan etkilerinin incelenmesi 

verilebilir. Bu gibi problemlerden dolay , yüksek frekansta yak n alan saç lma 

problemleri FO yakla yla incelenmektedir [68]-[70]. 

FO yakla nda, saç  yüzeyi üzerinde indüklenen ak m yo unlu u 

belirlendikten sonra, saç lan alan  bulmak amac yla olu turan saç  yüzey üzerinden 

ma integralinin hesaplanmas  gereklidir. I ma integralini hesaplamak için çe itli 

yöntemler mevcuttur: En çok kullan lanlar aras nda nümerik Gauss integrasyonu ve 

en dik ini  çizgisi yöntemleri say labilir [62]. Ancak bahsedilen yöntemlerin 

eksiklikleri ve k tlar  vard r, örne in, nümerik integrasyon hesaplan rken saç  

modelleyen yüzey parçalar n boyu gelen alan n minimum dalga boyundan çok 

daha küçük olmas  gerekmektedir. Sonuç olarak yüksek frekansta yüzeyde al nan 

örnek say  çok fazla olmaktad r. FO yakla  ile RKA hesaplan rken olu an ma 

integralinin RD yorumu ile zaman uzay ndaki analitik ifadesi [47]’de geli tirilmi tir. 

RD yorumu ile elde edilen analitik ifadeler dalga boyundan ba ms zd r. Daha önce 

bahsedildi i gibi RD türü düzlemseldir. Geli tirilen yöntem, di er metotlar ile 

kar la ld nda, integral sonucu analitik olarak belirlendi inden oldukça h zl r 

ve analitik ifadeler belirlenirken herhangi bir yakla kl k yap lmad ndan, di er 

metotlara göre, çok daha do ru sonuç vermektedir. [47]’de, analitik formüller 

üçgensel yüzeyler için geli tirilmi tir, çünkü rastgele saç lar n üçgenler ile 

modellenmesi verimli ve s k kullan lan bir yöntemdir.  

[47]’de geli tirilen düzlemsel RD yorumu ile ma integrallerinin analitik 

ifadelerinin bulunmas na benzer olarak, yukarda bahsedilen, kaynaklar n ve 
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gözlemcinin sonsuzda olmad ma problemleri için FO yakla  sonucu olu an 

ma integrallerinin analitik ifadelerinin bulunmas  mümkün olup olmad  henüz 

incelenmemi tir. Yakla n kaynak ve gözlem noktas n sonsuzda olmad  

problemler için do rulu u ve geçerlili i gösterilmedi inden, elektromanyetik 

saç lma problemi yerine, yakla n do rulu unun gösterilmesi ve RD türlerinin 

problem çe idine göre belirlenmesi amac yla akustik saç lma için kayna n ve 

gözlem noktas n sonsuzda oldu u ve olmad  saç lma problemlerinin incelenmesi 

daha uygundur. Akustik dalgalar, skaler oldu undan analitik olarak belirlenecek 

integraller k smen basitle mektedir. Ancak akustikte optik yer almaz ve FO 

yakla n e de eri olarak Kirchhoff Yakla , KY, (Kirchhoff’s Approximation) 

[66]-[67], [71] bulunmaktad r. FO yakla ma benzer olarak, KY, kabaca saç  

yüzeyindeki toplam alan n, gelen alan n iki kat  oldu unu varsayar. 

Bu tezin 6. bölümünde, akustik olarak yumu ak ve sert yüzeye sahip saç lar 

için kayna n veya gözlem noktas n sonsuzda veya saç n yak nda oldu u 

durumlarda KY ile elde edilen h z potansiyelinin (velocity potential) analitik ifadesi 

zaman uzay nda geli tirilecektir. Saç n üçgenler ile modellendi i varsay lacakt r. 

Analitik ifadeler tek bir üçgen yüzeyi için belirlenecektir ve saç lan alan ifadesi tüm 

üçgen yüzeylerden olan katk lar n süperpozisyonu ile bulunabilir. Kaynak ve gözlem 

konumlar  ele al nd nda, dört farkl  durum ortaya ç kmaktad r: 

(i) Kaynak ve gözlem noktalar n sonsuzda oldu u durum: Bu durum 

elektromanyetikte RKA, akustikte ise Sonar Kesit Alan 1, SKA, (Sonar 

Cross Section, SCS) de erlerinin belirlenmesi için kullan lmaktad r. Bu 

durum [47]’de incelenen problem ile ayn r ve akustik saç lma 

problemine uygulamak oldukça basittir. Bu tezin 6. bölümünde, bu 

durum “Uzak-Uzak durumu” olarak adland lacakt r. Uzak-Uzak2 

                                                

1 Literatürde Sonar Kesit Alan  terimi yerine Saç lma Kesit Alan  (Scattering Cross Section) 

terimi de kullan lmaktad r. 

2 “Uzak” ve “Yak n” ifadeleri uzak ve yak n alan ifadeleri ile kar lmamal r. Bu tezin 6. 

bölümünde “Uzak” ile anlat lmak istenen ilgili noktan n sonsuzda oldu u durum, “Yak n” ile de 

sonsuzda olmad  durumdur. Uzak ve yak n alan kavram  ile dü ünüldü ünde “Uzak durumu” her 
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durumu ile hem kaynak noktas n hem de gözlem noktas n sonsuzda 

oldu u kastedilmektedir. Daha önce bahsedildi i gibi bu durumda 

düzlemsel RD ortaya ç kmaktad r. 

(ii) kinci durum, kaynak noktas n uzak, gözlem noktas n yak n 

durumudur. Bu durumda paraboloidal1 RD  ortaya  ç kt  

gösterilecektir. Bu durum “Uzak-Yak n durumu” olarak 

adland lacakt r. 

(iii) Üçüncü durum, kaynaklar n yak n, gözlem noktas n uzak durumudur. 

Kaynaklar olas  bir nümerik çözücüye adaptasyon dü ünülerek noktasal 

kaynak olarak seçilmi tir. kinci durumda oldu u gibi bu durumda da 

paraboloidal RD ortaya ç kmaktad r ve bu durum “Yak n-Uzak 

durumu” olarak adland lm r. 

(iv) Dördüncü durum hem kayna n hem de gözlem noktas n yak n 

durumudur. Bu durumda RD türü elipsoidaldir2 ve bu durum “Yak n-

Yak n durumu” olarak adland lacakt r. 

Belirtilen dört durumun yumu ak ve sert saç lar için farkl  formülasyonu 

vard r. Tezin 6. bölümünde tüm durumlar ayr  ayr  formüle edilerek incelenmi tir. 

Bölüm 6.1’de yumu ak ve sert s r ko ullar  için integral denklemden KY ile 

ayr kla lm ma integralleri, gözlem noktas n yak n ve uzak durumlar  için 

                                                                                                                                     

zaman uzak alan bölgesinde kalmaktad r. “Yak n durumu” ise kaynaklar n anl k uyar lm  oldu u göz 

önüne bulunduruldu unda her zaman yak n alan bölgesinde kalmaktad r. Zaman uzay  için yak n ve 

uzak alan kavramlar  [72]’de anlat lmaktad r. 

1 Paraboloit olu an tüm durumlarda, olu an paraboloitlerin kesitleri çember olarak ortaya 

kmaktad r. Bu yap  çember paraboloit olarak adland labilir. Tüm tez boyunca paraboloit ile çember 

paraboloit kastedilecektir. 

2 Elipsoit olu an durumlarda, elipsoidin dik kesiti çemberdir, bu ekle sahip elipsoide ayn  

zamanda prolate spheroid denmektedir [73]-[74]. Tüm tez boyunca elipsoloit ile prolate spheroid 

kastedilecektir. 
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belirlenmi tir. Bölüm 6.1’in temel amac ma integrallerini gözlem noktas n 

konumuna göre s fland rmakt r. Bölüm 6.2’de belirlenen ma integralleri ile 

formülasyona kayna n konumu eklenerek yukar da s ralanan dört durum için 

formüller elde edilmi , dört durum ve iki farkl  s r ko ulu için analitik ifadesi 

belirlenecek fonksiyonlar belirlenmi tir. Baz  durumlar n matematiksel davran  

ayn r ve farkl  durumlar için benzer integral yap lar  ortaya ç kmaktad r. Belirlenen 

integral yap lar n analitik ifadeleri Bölümler 6.3-6.5’te elde edilmi tir. Analitik 

ifadeler anl k uyar lm  kaynaklar için elde edilmi tir. Anl k uyar lm  kaynaklar için 

elde edilen sonuçlar, arzulanan zaman uyart  fonksiyonu ile konvolüsyonu 

hesaplanarak herhangi bir uyart m için sonuçlar elde edilebilir. 

Bu tezin 7. bölümünde, yukarda anlat lanlar göz önünde bulundurularak, tez 

sonuçlar  sunulacak, tezde geli tirilen yöntemler ve elde edilen sonuçlar özetlenecek, 

ve bu tezde yap lan çal malar sonras nda gelecekte yap lmas  planlananlar 

sunulacakt r. 

Bu tezde Dirac delta fonksiyonunun özellikleri s kl kla kullan lmaktad r. 

Bundan dolay  Ek A’da bu tezde kullan lan Dirac delta fonksiyonunun baz  

özellikleri sunulacakt r. 

Özellikle Bölüm 6’da, analitik ifadeler elde edilirken, baz  geometrik 

büyüklüklerin belirlenmesi gerekmektedir. Ek B’de Bölüm 6 için gerekli olan 

geometrik hesaplamalar sunulacakt r. Bu geometrik hesaplamalar ikiye ayr labilir. 

lki daha genel olarak ortaya ç kan paraboloit ile düzlemin ve elipsoit ile düzlemin 

kesi imi sonucu ortaya ç kacak geometrik yap lard r. Bu geometrik yap lar n 

belirlenmesi yüzey integralinin RD yorumu sonucu elde edilecek çizgi integralini 

belirleyebilmek için gereklidir. kincisi ise belirlenen çizgi integralinin s rlar n 

analitik olarak belirlenmesi için gerekli olan parabol-do ru ve elips-do ru 

kesi imlerinin belirlenmesi için gerekli olan geometrik hesaplamalar r. Bunlara 

göre, Ek B’de, (i) paraboloit ile düzlemin kesi imi sonucunun, en genel halde, bir 

elips olu aca , (ii) düzlem paraboloidin aç kl na dik oldu unda kesi imin parabol 

oldu u, (iii) elipsoit ve düzlem kesi im sonucunun ise en genel halde her zaman elips 

olaca  gösterilecektir. Ayr ca bölüm B.3 ve B.4’te belirlenen çizgi integrallerinin 
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rlar n bulunmas  için parabol-do ru ve elips-do ru kesi im sonuçlar n analitik 

ifadeleri geli tirilecektir. 

Ek C’de ise Fourier dönü ümü ve fazör gösterimi aras ndaki ili ki incelenecek 

ve anl k uyar lm  ifadelerin Fourier dönü ümü ile fazör gösteriminin elde 

edilebilece i gösterilecektir. 

Ek D’de Bölüm 2 ve 6’da belirlenen integrallerin analitik ifadeleri 

sunulmu tur. Analitik ifadeler belirsiz integral sonucu olarak verilmi  ve s rlar n 

belirlenmesi ise ilgili bölümlerde anlat lm r. 

Bu tezin kapsam , temel olarak iki ana ba kta toplanabilir: (i) ma 

integrallerinin RD yorumu ile hesaplanmas  ve (ii) saç lma problemlerinin zaman 

uzay nda ZAY ve KY (FO) ile çözülmesi. Tezin 2, 3 ve 5. bölümleri zaman uzay  

integral denklemlerin ZAY çözümlerinde RD yorumu ile elde edilen alanlar n 

(ve/veya potansiyellerin) analitik ifadelerinin geli tirilmesi/kullan lmas  ve integral 

denklemlerin analitik ifadeler ile incelendi inde ortaya ç kan sonuçlar n 

gösterilmesini ve incelenmesini içermektedir. Tezin 4. bölümünde RD yorumundan 

ba ms z olarak EA D’in ba lang ç de er problemi ortaya konmu  ve giderilmesi 

için yeni bir yöntem geli tirilmi tir. Tezin 6. bölümünde, farkl  kaynak ve gözlem 

noktalar  söz konusu oldu unda KY integralinin RD yorumu ile analitik olarak 

hesaplanmas  anlat lmaktad r. Ek B’de ise literatürde var olmayan, paraboloit-

düzlem ve elipsoit-düzlem kesi imi sonucu olu acak geometrik yap lar ile parabol-

do ru ve elips-do ru kesi im noktalar n belirlenmesi için analitik formüller 

geli tirilecektir. 
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2. ZAMAN UZAYI NTEGRAL DENKLEMLER 

Bu bölümde anl k uyar lm  RWG fonksiyonundan dolay  olu an elektrik ve 

manyetik alanlar n RD yorumu sonucu elde edilmi  analitik ifadeleri ve bu ifadelerin 

BA D’in ZAY çözümüne uygulanmas  anlat lacakt r. lk olarak Bölüm 2.1’de genel 

ZAY çözüm algoritmas  anlat lacak ve ZAY için matris sisteminin olu turulmas  ve 

bilinmeyen fonksiyonun belirlenmesi gösterilecektir. Bölüm 2.2’de mükemmel 

iletken yüzeyden saç lma problemi k saca anlat lacak ve saç lma probleminin ZAY 

ile çözümünden bahsedilecektir. BA D, EA D ve MA D’in birle iminden olu tu u 

için Bölüm 2.3’te mükemmel iletken yüzeyler için EA D ve MA D anlat lacak daha 

sonra BA D’in elde edili i k saca gösterilecektir. Bölüm 2.4’te yay uzunlu u ve aç  

ortay vektörü fonksiyonlar n analitik ifadeleri sunulacak ve analitik olarak bu 

fonksiyonlar n de erlerinin elde edilmesi gösterilecektir. Bölüm 2.5’te anl k 

uyar lm  RWG fonksiyonu için bulunan formüllerin konvolüsyon ile istenilen 

zaman ba ml n elde edili i ve konvolüsyon integralinin s rlar n 

belirlenmesi anlat lacakt r. Bölüm 2.6’da, geli tirilen analitik formüller kullan larak 

elde edilen BA D sonuçlar  ile standart nümerik ZAY algoritmas  kullan larak elde 

edilen BA D sonuçlar , nümerik1 örnekler arac yla kar la lacakt r. Bölüm 

2.7’de EA D’in ZAY çözümünde elektrik alan n analitik ifadesinin kullan lmas n 

EA D’in çözümüne getirdi i katk lar nümerik örnekler arac yla gösterilecektir. 

Bölüm 2.8’de sonuçlar sunulacakt r. 

2.1. Zamanda Ad mlama Yöntemi 

Zamanda Ad mlama Yöntemi en genel halde , lineer, zamanla de meyen 

ve nedensel bir operatör olmak üzere, 

 ( , ) ( , )t tI r F r  (2.1) 

                                                

1 Bu tezde, “Say sal” ifadesi ngilizce “Digital” ifadesi ile kar labilece inden, “Say sal 

Örnekler” yerine “Nümerik Örnekler” ifadesi kullan lm r. 
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denklemi ile verilen problemin çözümü için geli tirilmi  bir yöntemdir. Burada 

( , )tF r  bilinen bir fonksiyon, ( , )tI r  bilinmeyen fonksiyondur. ( , )tI r  bilinmeyen 

fonksiyonu ( )nf r  uzaya göre temel fonksiyonlar n ve ( )iT t  zamana göre temel 

fonksiyonlar n süperpozisyonu olarak a daki gibi yaz labilir: 

 ,
1 0

( , ) ( ) ( )
tNN

n i n i
n i

t I T tI r f r . (2.2) 

Burada ,n iI  bilinmeyen sabit katsay lard r. N  bilinmeyen fonksiyonun 

ayr kla lmas  s ras nda kullan lan temel fonksiyon say  ve tN  toplam zaman 

ad  say r. Zamanda t  ad mlarla e it aral kl  örnekleme yap ld  varsay r ve 

.i  zaman noktas  it i t  olarak gösterilirse zamana göre temel fonksiyonlar 

0( ) ( )i iT t T t t  özelli ini sa lamal r. Denklem (2.1),  operatörünün lineerlik 

özelli i kullan larak 

 ,
1 0

( , ) ( ) ( ) ( , )
tNN

n i n i
n i

t I T t tI r f r F r  (2.3) 

biçiminde yaz labilir. Denklem (2.3)’te elde edilen e itlik ( )mw r  test (veya a rl k) 

fonksiyonlar yla j tt t j  an nda test edilir: 

 ,
1 0

( ), ( ) ( ) ( ), ( , )
t

jj

NN
n i m n i m t tt t

n i
I T t tw r f r w r F r . (2.4) 

jt t  an nda test, ayn  zamanda zamana göre a rl k fonksiyonlar n ( )jt t  

olarak seçilmesinin bir sonucudur. Uzaya göre test fonksiyonlar , uzaya göre temel 

fonksiyonlar gibi çok çe itli olarak seçilebilir. Genellikle uzaya göre test 

fonksiyonlar  ( )mw r , uzaya göre temel fonksiyonlar ( )nf r  ile ayn  seçilir. Bu test 

prosedürüne Galerkin testi denilmektedir. Bu tezde ZAY çözümleri s ras nda her 

zaman Galerkin test prosedürü kullan lm r. 

Denklem (2.4)’te ( ) ( )n iT tf r  teriminin zaman ba ml , nedensellikten 

dolay  ( )iT t  formunda; 0  sabiti kadar gecikme içerecek biçimde olacakt r 
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(zamanda gecikmeli potansiyellerde oldu u gibi). Denklem (2.4)’te zamana göre 

jt t  an nda test i leminin yap ld  göz önüne al nd nda ( )iT t  

 
0

0

( ) ( )

( )
( )

i j j i

t t

j i

T t T t t

T j i
T

 (2.5) 

olarak yaz labilir. Denklem (2.4)’te her bir terim  

 , , ( ), ( ) ( )mn j i mn ji m n i jZ Z T tw r f r , (2.6) 

 , ( ), ( , )m j m jV tw r F r  (2.7) 

olarak tan mlan rsa denklem (2.4) ile verilen e itlik 

 , , ,
1 0

tNN
n i mn j i m j

n i
I Z V  (2.8) 

halini al r. Burada ,mn j iZ , i  zaman an nda, n  noktas ndaki kayna n  

operatörünün etkisiyle, j  zaman an nda, m  noktas nda olu turdu u alan  

vermektedir. Her .i  zaman ve .n  uzaya göre temel fonksiyon taraf ndan .j  zaman ve 

.m  uzay eleman nda olu turulan alanlar ,n iI  katsay lar yla çarp larak toplan rsa .j  

zaman ve .m  uzay eleman nda olu an toplam alan bulunabilir. Denklem (2.8), 

 
11, 1 ,

,

1, ,

j i N j i

j i mn j i

N j i NN j i

Z Z

Z

Z Z

Z , (2.9) 

 
1( ), ( , )

( ), ( , )

j

j

N j

t

t

w r F r

V

w r F r

, (2.10) 

 
1,

,

i

i

N i

I

I
I , (2.11) 

matrisleri tan mlanarak 
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0

tN
j ij i

i
V Z I  (2.12) 

eklindeki bir matris e itli i olarak yaz labilir. Olu turulan matris sisteminin 

çözülebilmesi için uzaya göre test fonksiyonu say n, temel fonksiyon say na e it 

olmas  gerekmektedir1. Nedensellikten dolay  0t  iken uyart n var olmad  

varsay lmaktad r. Bundan dolay  toplam n alt s , 0i ’dan ba lar. Toplam n üst 

 belirlenirken dikkat edilmesi gereken nedensellikten dolay  j  an na, j  

an ndandan sonra olu acak olaylar n etki edemeyece idir. Bundan dolay  denklem 

(2.12)’de tN ’nin yerini j  al r ve denklem (2.12) a daki gibi yaz labilir: 

 
0

0, ,
j

j ij i t
i

j NV Z I . (2.13) 

Denklem (2.13)’te toplam n üst s  olan j  an  için olan terim ayr  yaz rsa, j  

an ndaki katsay lar 

 
11

0
0

j
j ij j i

i
I Z V Z I  (2.14) 

olarak bulunur. Denklem (2.14)’te, ba lang ç de eri olarak 0 0I  seçilerek 1j  an  

için çözüm 

 1
01 1I Z V  (2.15) 

bulunur ve di er anlar için sonuçlar denklem (2.14)’te zamanda birer ad m 

ilerlenerek tüm j ’ler için belirlenir. Denklem (2.14)’teki ad mlama i leminden 

dolay  bu yönteme “zamanda ad mlama yöntemi” denmektedir. 

                                                

1 Bu art matris tersinin hesap edildi i çözümler için gereklidir. terasyona dayal  çözümlerde 

bu art her zaman gerekli olmayabilir.  
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2.2. Elektromanyetik Saç lma Problemi 

S  bo  uzayda bulunan mükemmel iletken saç  yüzeyini belirtsin ve S  

yüzeyine sahip saç  elektrik ve manyetik alan bile enleri, s ras yla, ( , )i tE r  ve 

( , )i tH r  olan, gelen elektromanyetik alan ile ekil 2.1’de gösterildi i gibi uyar ls n. 

Gelen alan n, S  yüzeyi ile etkile imi sonucu saç  yüzeyinde yüzey ak mlar  ( , )tJ r  

olu ur ve olu an yüzey ak mlar  saç lan elektromanyetik alan n ( , ), ( , )s st tE r H r  

kayna r. Nedensellikten dolay  gelen elektromanyetik alan n 0t  an ndan önce 

S  saç  yüzeyi ile etkile medi i; böylece 0t  için ( , ) 0tJ r  oldu u varsay r. 

Gelen alan n S  yüzeyi ile etkile imi sonucu olu an ( , )tJ r  yüzey ak mlar  

belirlendikten sonra saç lan alanlar vektör ve skaler potansiyeller arac yla 

belirlenirler: 

 ( / )( , ) ( , )
4

S

t R ct t d
R

A r J r r , (2.16) 

 1 ( / )( , ) ( , )
4

S

t R ct t d
R

r r r . (2.17) 

Burada ( , )tA r  ve ( , )tr , s ras yla, vektör ve skaler potansiyeli, 'R r r  gözlem 

noktas  ile kaynak noktas  aras ndaki uzakl ,  ve , s ras yla, ortam n dielektrik 

sabiti ve manyetik geçirgenli ini, c  dalgan n ortamdaki h  belirtmektedir. Ayr ca 

( , )tr  yüzey yük yo unlu unu belirmektedir ve ( , )tJ r  ile süreklilik denklemi  

 ( , ) ( , ) 0tt tJ r r  (2.18) 

ile ili kilidir. Burada t  zamana göre türevi belirtmektedir. 

Elektromanyetik saç lma probleminde ( , )tJ r  yüzey ak m yo unlu unun 

belirlenmesi amaçlan r. ( , )tJ r  belirlenirken ZAY veya FO gibi farkl  yöntemler 

kullan labilir. Yukar da anlat ld  gibi ( , )tJ r  belirlendikten sonra saç lan alanlar 

potansiyeller arac yla 

 ( , ) ( , ) ( , )s
tt t tE r A r r , (2.19) 
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 1( , ) ( , )s t tH r A r  (2.20) 

olarak bulunabilir. 

( , )tJ r  ak m yo unlu unun bir önceki bölümde anlat lan zamanda ad mlama 

yöntemi (ZAY) ile belirlenmesi için ilgili integral denklem yap n ZAY 

algoritmas na uyarlanmas  yeterlidir: 

 , ,( , ), ( , ) ( , )i i
e h bt t tE r H r J r . (2.21) 

Burada , ,e h b  operatörleri, s ras yla, EA D, MA D ve BA D operatörlerini 

belirtmektedir. ntegral denklemin türüne göre gelen alan yap ekillenmektedir. 

Bahsedilen integral denklemler ilerleyen bölümlerde daha detayl  olarak 

incelenecektir. ZAY çözümü için matris yap  kurulduktan sonra çözüm prosedürü 

tüm integral denklemler için ayn r. 

S

n̂

Saç
( , )tJ r

( , ), ( , )i it tE r H r

( , ), ( , )s st tE r H r
( , ), ( , )s st tE r H r

( , )s tE r
( , )s tH r( , )s tE r

( , )s tH r

S

n̂

Saç
( , )tJ r

( , ), ( , )i it tE r H r

( , ), ( , )s st tE r H r
( , ), ( , )s st tE r H r

( , )s tE r
( , )s tH r( , )s tE r

( , )s tH r
 

ekil 2.1. Elektromanyetik yüzey saç lma probleminin tan . 
 

2.3. Zamanda-Gecikmeli Potansiyellerin Uygulanmas  

ZAY’da bilinmeyen ak m yo unlu u, ( , )tJ r , uzaya ve zamana göre temel 

fonksiyonlar kullan larak, Bölüm 2.1’de anlat ld n gibi, ayr kla r: 
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 ,
1 0

( , ) ( ) ( )
tNN

n i i n
n i

t I T tJ r f r . (2.22) 

Burada ( )nf r , uzaya göre .n  temel fonksiyonu; ( )iT t , zamana göre .i  temel 

fonksiyonu; ,n iI , bu temel fonksiyonlara ili kin bilinmeyen katsay  belirtmektedir. 

Bu bölümde uzaya göre temel fonksiyon olarak RWG temel fonksiyonlar  

kullan lm r [49] ve zamana göre temel fonksiyonlar olarak [75]-[77]’de tan mlanan 

parçal  tan ml  polinom interpolasyon fonksiyonlar  kullan lm r. RWG 

fonksiyonlar  geometrik parametreleri ekil 2.2’de gösterildi i üzere, bir üçgen çifti 

üzerinde 

 
( ) ;

( ) 2
0 ; di er

n
n n

n n

l S
A

r r r
f r  (2.23) 

olarak tan mlan r. Burada nl , üçgen çiftinin ortak kenar  ve nA , nS  üçgenlerine 

ili kin alanlar  belirtmektedir. Sonraki alt bölümlerde s ras yla, zaman uzay  EA D, 

MA D ve BA D incelenecektir ve anl k uyar lm  RWG fonksiyonundan dolay  

olu an alan integrallerinin analitik ifadeleri sunulacakt r. Analitik ifadelerin farkl  

temel fonksiyonlar için belirlenebilece i unutulmamal r. Uzaya göre temel 

fonksiyon üzerinden hesaplanmas  gereken integrallerin (zaman konvolüsyonundan 

ayr  olarak) yay uzunlu u ve aç ortay vektörü fonksiyonlar  olarak belirlenebildi i 

gösterilmi tir [30]. Uzaya göre integralin sonucu, anl k uyar lm  RWG 

fonksiyonundan dolay  olu an, elektrik ve manyetik alan olarak de erlendirilebilir. 

Elektrik ve manyetik alanlar  elde etmek için, bu fonksiyonlar n zamana göre temel 

fonksiyon ile konvolüsyonunun hesaplanmas  yeterlidir. 

2.3.1. Elektrik Alan ntegral Denklemi 

Mükemmel iletken bir yüzey üzerinde elektrik alan n sa lad  s r ko ulu 

kullan larak, EA D a daki gibi ç kart labilir: 



 

 

25 

 

2 ( / )ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )
4

1 ( / )( , )
4

i
t t

S

S

t R ct t d
R

t R ct d S
R

n n E r n n J r r

J r r r

, (2.24) 

Burada ( , )i tE r  gelen dalgan n elektrik alan bile enini,  zamana göre konvolüsyon 

lemini, t  zamana göre türevi, Sr  gözlem noktas , n̂  gözlem noktas ndaki S  

saç  yüzeyinden d ar  do ru yönlendirilmi  birim normal vektörünü belirtmektedir. 

 ve , s ras yla, saç  çevreleyen ortam n dielektrik sabitini ve manyetik 

geçirgenli ini, 1c  dalgan n ortamdaki h , 'R r r  ise gözlem noktas  

ile kaynak noktas  aras ndaki uzakl  belirtmektedir. Denklem (2.24), EA D’in 

zamana göre türevi al nm  halidir. Daha önce bahsedildi i gibi EA D’in zamana 

göre türevli halinin kullan lmas , zamanla s ra giden matris elemanlar  elde edildi i 

için daha uygundur [39]. 

nl

nr r nr r
nS

nS

r
r

nr
nr

O

nl

nr r nr r
nS

nS

r
r

nr
nr

O
 

ekil 2.2. RWG fonksiyonun tan . 

 

Yüzey integral denklemlerin ZAY çözümü s ras nda ZAY matris elemanlar  

belirlemek için be  katl  integral hesaplanmas  gerekmektedir. Bunlar uzaya göre 

temel fonksiyon üzerinden yüzey, zamana göre konvolüsyon ve test fonksiyonu 



 

 

26 

üzerinden yüzey integralleridir. Standart ZAY algoritmas nda, konvolüsyon i lemi 

analitik olarak gerçekle tirilir, çünkü bir fonksiyonun Dirac delta fonksiyonu ile 

konvolüsyonu kolayca belirlenebilir. Ancak uzaya göre temel fonksiyon üzerinden 

olan yüzey integrali nümerik olarak hesaplan r. [28] ve [30]’da verilen 

potansiyellerin analitik ifadelerini kullanmak için konvolüsyondan önce uzaya göre 

temel fonksiyonlar üzerinden olan yüzey integralinin küresel RD yorumu ile 

hesaplanmas  gerekir. (2.22) denklemi, denklem (2.24)’te yerine yaz r ve ortaya 

kan denklem ZAY algoritmas  gere i ( )mf r  test fonksiyonlar  ile jt t  an nda test 

edilirse, EA D denklemi için, be  katl  integral içeren, empedans matris elemanlar  

 

2
, ( ) ( ) ( , )

4

1 ( ) ( ) ( , )
4

m

m

E
mn ji m t i j n j

S

m i j n j
S

Z T t t d

T t t d

f r A r r

f r r r
 (2.25) 

olarak yaz labilir. Burada ( , )n tA r  ve ( , )n tr , s ras yla, anl k uyar lm  .n  uzaya 

göre temel fonksiyondan dolay  olu an manyetik vektör potansiyel ve elektrik skaler 

potansiyeldir: 

 ( / ) ( / )( , ) ( ) ( )

n n

n n n
S S

t R c t R ct d d
R R

A r f r r f r r , (2.26) 

 ( / ) ( / )( , ) ( ) ( )

n n

n n n
S S

t R c t R ct d d
R R

r f r r f r r . (2.27) 

Denklem (2.25) ile verilen EA D için empedans matrisi eleman  elde edilirken 

denklem (2.24) ile verilen EA D, ( )mf r  test fonksiyonlar  ile test edildikten sonra, 

skaler potansiyelin granyentinin testi yerine, ( )a a aB B B  vektör özde li i 

ve yüzey gradyent teoremi kullan larak elde edilen ifade kullan lm r. Yüzey 

gradyent teoremi ile bulunan ifadede, üçgenlerden d ar  do ru yönlenmi  birim 

vektör ile üçgen çifti kenarlar na paralel ak m fonksiyonunun skaler çarp  s  

verdi inden sadece diverjans içeren terim kal r ve denklem (2.25) elde edilir. 
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Vektör ve skaler potansiyellerin analitik ifadelerinin, üçgen yüzeyi ile merkezi 

gözlem noktas  r  olan, R ct  yar çapl  kürenin1 kesi imi sonucu olu an geometrik 

büyüklükler türünden bulunabilece i [28]’de gösterilmi tir. [30]’a göre, skaler ve 

vektör potansiyellerin analitik ifadeleri a daki gibi yaz labilir: 

 ( , )

( , )

( / )( , ) ( )

( )
2

( )
2

( , ) ( , ) ,
2

n

n

n

n n
S

n

n S

t

n
n

n S

t

n
n

n

t R ct d
R

cl ct R d
RA

cl ct R d
RA

cl t t
A

e r

r

A r f r r

r

r

e r r

 (2.28) 

 

( / ) ( )( , ) ( )

( , ).

n n

n
n n

nS S

n

n

clt R c ct Rt d d
R RA

cl t
A

r f r r r

r
 (2.29) 

Burada ( , )te r  ve ( , )tr , s ras yla, nS  üçgeni için aç  ortay vektörü ve yay 

uzunlu u fonksiyonlar r. ( , )te r  ve ( , )tr ’nin analitik ifadeleri [30]’da 

geli tirilmi tir ve konu bütünlü ünün kaybolmamas  için Bölüm 2.4’de anlat lacakt r. 

Denklem (2.28) ve (2.29) ile verilen potansiyeller için analitik formüller 

belirlendikten sonra denklem (2.25)’te görüldü ü gibi bu potansiyeller ile zamana 

göre temel fonksiyonlar n konvolüsyonunun belirlenmesi gerekmektedir. Daha önce 

belirtildi i gibi, konvolüsyon i lemi, zamana göre temel fonksiyonlar polinom 

fonksiyonlar seçilirse analitik olarak belirlenebilir. Konvolüsyon integrallerinin 

analitik olarak belirlenmesi ile uzaya göre RWG ve zamana göre parçal -tan ml  

                                                

1 R ct  yar çapl  küre, asl nda 4-boyutlu uzay ( , )tr  için k-konisinin belli bir t  an nda 

ald ekildir [78]. 4-boyutlu uzayda k-konisi, hiper-koni (veya küresel-koni) eklindedir. 
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polinom temel fonksiyonlar ndan dolay  olu an elektrik alan n analitik ifadesinin 

geli tirilmesi tamamlanacakt r. Böylece denklem (2.25)’teki be  katl  integral sadece 

iki katl  bir integral haline gelmi  olur. 

2.3.2. Manyetik Alan ntegral Denklemi 

Mükemmel iletken bir yüzey üzerinde manyetik alan n sa lad  s r ko ulu 

kullan larak, MA D a daki gibi ç kart labilir: 

 1 ( / )ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )
2 4

i

S

t R ct t t d S
R

n H r J r n J r r r . (2.30) 

Burada ( , )i tH r , gelen dalgan n manyetik alan bile enidir. Denklem (2.22), (2.30) 

denkleminde yerine yaz p ( )mf r  test fonksiyonlar  ile jt t  an nda test edilirse, 

MA D için empedans matrisi elemanlar  a daki gibi belirlenebilir: 

 ,
1 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
2 j

m m

H
mn ji m n i j m i n t t

S S
Z T t d T t t df r f r r f r n H r r . (2.31) 

Burada ( , )n tH r , anl k uyar lm  .n  RWG fonksiyonundan dolay  olu an manyetik 

aland r: 

 ( / )( , ) ( )
4

n

n n
S

t R ct d
R

H r f r r . (2.32) 

Denklem (2.32)’de verilen integral, denklem (2.26)’daki gibi nS  ve nS  üçgenleri 

üzerinden integrallerin toplam  olarak yaz labilir. ekil 2.3’te verilen vektör tan mlar  

ve denklem (2.23) kullan larak ( , )n tH r , 

1 2

( / )( , ) ( )
8

1 ( )ˆ( ) ( ) ( )
8

ˆ ˆ( ) ( )
8 8

n n

n n

n n

n
n n

S

n
n

S

n n
n n

l t R ct dS
R R RA

l c ct Rd dS
R R RA

l c l cd V t d t
A A

RH r r r

n

n n V

(2.33) 
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olarak yaz labilir. Burada 1 ( )V t  ve 2 ( )tV  fonksiyonlar  a daki gibi tan ml r: 

 1
1

1 ( )( ) ( , )

n

R R ct
S

ct RV t dS R t
R R R

r , (2.34) 

 1
2

1 ( )( ) ( , )

n

R R ct
S

ct Rt dS R t
R R R

V e r . (2.35) 

Denklem (2.34) ve (2.35)’te, R , R ’ye göre türevi belirtmektedir. 1( )V t  ve 2( )tV  

fonksiyonlar n analitik ifadelerinin geli tirilmesi [30]’da gösterilmi tir ve Bölüm 

2.4’te k saca bu ifadelerin ç kar lmas na de inilecektir. 

Bu bölümün sonu ile birlikte, elektrik ve manyetik alanlar n belirlenmesi için 

gerekli olan ilk ad m tamamlanm r. Bölüm 2.3.1 ve 2.3.2’de belirlenen son 

ifadeler, anl k uyar lm  RWG fonksiyonundan dolay  olu an (elektrik alan için 

gerekli olan) potansiyellerin ve manyetik alan n ifadeleridir. Bölüm 2.4’te, aç  ortay 

vektörü ( , )te r  ve yay uzunlu u ( , )tr  fonksiyonlar  ve bu fonksiyonlar n R ’ye 

göre türevlerinin ( ( , )R tr  ve ( , )R te r ) analitik ifadeleri sunulacakt r. 

r

,1nr

d

n̂

û

v̂ n

O

,2nr

,3nr

O

ar

r
R nr

n
nS

r

,1nr

d

n̂

û

v̂ n

O

,2nr

,3nr

O

ar

r
R nr

n
nS

 

ekil 2.3. Vektörlerin gösterimi. 



 

 

30 

2.3.3. Birle ik Alan ntegral Denklemi 

EA D ve MA D’in ZAY çözümleri, incelenen saç n iç-rezonans 

frekanslar nda tek de ildir. Bundan dolay  gelen alan n spekturumu saç  iç-

rezonans frekanslar  içerdi i durumlarda sonuçlar rezonans bile enleri taraf ndan 

bozulur. Bu durumlarda EA D ve MA D’in ZAY çözümleri ile elde edilen sonuçlar 

kararl k ve do ruluktan uzakt r. ç-rezonans probleminin giderilmesi için, EA D ve 

MA D’in lineer birle imi ile elde edilen BA D önerilmektedir [1]: 

 (1 ) tBA D EA D MA D . (2.36) 

Burada [0,1]  birle im sabiti ve  ise ortam n karakteristik empedans r. 

BA D, EA D ve MA D çözümlerinde ortaya ç kan iç-rezonans bile enlerinin 

bast larak, rezonans bile eni içermeyen çözümler üretmek için kullan lmaktad r. 

Denklem (2.36)’ya dikkat edilirse, 1  ise EA D, 0  ise MA D elde 

edilmektedir. 

2.4. Yay Uzunlu u ve Aç ortay Vektörü Fonksiyonlar  

Bu bölümde, yay uzunlu u ( , )tr  ve aç ortay vektörü ( , )te r  fonksiyonlar n, 

analitik ifadeleri, uygulamada kullan ld klar  halleriyle, sunulacakt r. Denklemler 

(2.28)-(2.29) ve (2.34)-(2.35)’te verilen integrallerin elde edilmesi [24] ve [30]’da 

detayl  olarak aç klanmaktad r. Bu bölümde, [24] ve [30]’da elde edilen fonksiyonlar 

saca aç klanacakt r. Aç ortay ve yay uzunlu u fonksiyonlar  geometrik 

büyüklüklerdir ve analitik olarak belirlenebilirler. Aç ortay ve yay uzunlu u 

fonksiyonlar n analitik ifadeleri, alan koordinatlar  (area veya barycentric 

coordinates) arac  ile ifade edilebilir. Bu analitik ifadeler, ayn  zamanda bir 

sonraki bölümde aç klanacak olan, zamana göre temel fonksiyon ile konvolüsyonun 

analitik olarak belirlenmesini sa lamaktad rlar. Bu bölümde, ayr ca ( , )te r , ( , )tr , 

( , )R tr  ve ( , )R te r ’yi belirlemek için bir algoritma sunulacakt r.  

RWG fonksiyonlar  nS  ile gösterilen, nA  alanlar na sahip ve nl  ortak kenarl , 

bir çift üçgenden olu ur. Kolayl k olmas  için, bu bölümde ç kart lan tüm formüller 

sadece S  için ç kart lacakt r ve “ ” üst sembolü aç kça yaz lmayacakt r. Sonuçlar 
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S  üçgeni için uygun i aret de imi ile kolayca elde edilebilir. Literatürde aç ortay 

fonksiyonu için farkl  tan mlamalar bulunmaktad r. Bu tezde kullan lan aç ortay 

fonksiyonunun [24] ve [30]’daki gibi tan mland na dikkat edilmelidir. Yay 

uzunlu u ve aç ortay vektörü fonksiyonlar n analitik ifadelerine geçmeden önce, 

formüllerde kullan lan baz  tan mlamalar  yapmakta yarar vard r: ekil 2.4 ile 

uyumlu olarak, il , .i  kenar n uzunlu unu, ,minil  ve ,maxil , s ras yla,  noktas ndan 

.i  do ru parças na olan yak n ve uzak mesafeleri, ,mini  ve ,maxi  ise, s ras yla, u -

ekseninden ,minil  ve ,maxil ’e olan aç  belirtmektedir. Ayr ca ia ,  noktas ndan .i  

do ru parças n do rultusuna olan dik uzakl  belirtmektedir. Bu tan mlamalar ile 

birlikte, ct d  için yay uzunlu u 

 
3

1
( , ) sgn( ) ( )i i

i
tr  (2.37) 

olarak yaz labilir. Burada i , 1, 2,3i  olmak üzere, .i  kenar n alan koordinat  ve 

( )i ,  noktas  ve üçgenin .i  kenar  için yay uzunlu u fonksiyonudur. 

2 2R d , yar  çap  R ct  olan küre ile nS  üçgen yüzeyini bar nd ran 

düzlemin kesi imi sonucu olu an çemberin yar çap r. ct d  iken, küre ile üçgen 

yüzeyi kesi medi i için ( , ) 0tr ’d r. ct d  için, ( )i ’nin belirlenmesinde .i  

kenar n ve  konumlar na ba  olarak iki farkl  durum ortaya ç kar. lk durumda, 

2 2 2
,max ,mini i il l l  ise, tek bir yay olu ur ve ( )i  a daki gibi verilir: 

 

1 1
,max ,min ,min

1 1
,max ,min ,max

,max

cos ( / ) cos ( / ) ;

( ) cos ( / ) cos ( / ) ;

0 ;

i i i i i

i i i i i i

i

a l a l l

a l a l l

l

. (2.38) 

kinci durumda, 2 2 2
,max ,mini i il l l  ise, iki yay olu ur, böylece ( )i  bu iki yay 

uzunlu unun toplam  ile ifade edilir: 

 ,min ,max( ) ( ) ( )i i i . (2.39) 

Burada ,min ( )i  ve ,max ( )i , {max,min}m  olmak üzere, 
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ia

il

,minil ,maxil

u

v

,maxi

,mini

ia

il

,minil ,maxil

u

v

,maxi

,mini  

ekil 2.4. .i  kenar için geometrik parametrelerin tan mlar . 

 

1
,

1 1
, , ,

,

cos ( / ) ;

( ) cos ( / ) cos ( / );

0 ;

i i m i

i m i i m i i i m

i m

a l a

a l a a l

l

 (2.40) 

olarak belirlenebilir. ( , )tr ’nin R ’ye göre türevi, a daki gibi belirlenebilir: 

 
2 2 3

1
( , ) sgn( ) ( )R i i

i

d
tr . (2.41) 

Burada ( )i , denklemler (2.38)-(2.40)’ n türevleri al narak belirlenebilir, bu 

durumda 2 2 2
,max ,mini i il l l  ise: 

 
,min ,max2 2

;
( )

0 ;di er

i
i i

i i

a l l
a  (2.42) 

2 2 2
,max ,mini i il l l  ise: 

 ,max ,min( ) ( ) ( )i i i  (2.43) 

ve  
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,2 2

,
;

( )

0 ;di er

i
i i m

i m i

a a l
a . (2.44) 

Yay uzunlu u fonksiyonu ( , )tr , [30]’da detayl  olarak incelenmi tir. Bölüm 3’te 

anlat laca  gibi, ( , )tr ’deki süreksizlikler MA D’in tekil davran nda belirleyici 

bir role sahiptir. 

Aç ortay vektörü ( , )te r , û  ve v̂  yönlerinde bile enlere sahiptir. [30]’da 

izlenilen yol ile, ( , )te r ’nin bile enleri, ( )ue  ve ( )ve , R ct  yar çapl  küre ile 

üçgen yüzeyinin kesi imi sonucu olu an yay n u  ve v  eksenlerine izdü ümü 

arac yla bulunabilir. R d  oldu unda ( , ) 0te r  oldu u aç kt r, çünkü küre ile 

üçgen yüzeyini içeren düzlem kesi mezler. R d  ise, ( )ue  ve ( )ve , 

 
3

,
1

( ) sgn( ) ( )u i u i
i

e e , (2.45) 

 
3

,
1

( ) sgn( ) ( )v i v i
i

e e  (2.46) 

olarak verilir. Burada , ( )u ie  ve , ( )v ie , üçgenin .i  kenar ndan gelen katk lar  

belirtmektedir. ( , )te r ’nin R ’ye göre türevini bulmak için zincir kural  kullan rsa, 

( , )R te r , 

 

2 2
ˆ ˆ( , ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )

R u v

u v

dt e e

e e

e r u v

u v

 (2.47) 

olarak bulunabilir. Denklem (2.47)’de, ( )ue  ve ( )ve , a daki gibi 

bulunabilir: 

 

2 23
, ,

1
3

,
1

( ) sgn( ) ( ) ( )

sgn( ) ( ),

u i u i u i
i

i u i
i

de e e

e

 (2.48) 
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2 23
, ,

1
3

,
1

( ) sgn( ) ( ) ( )

sgn( ) ( ).

v i v i v i
i

i v i
i

de e e

e

 (2.49) 

, ( )u ie , , ( )u ie , , ( )u ie  ve , ( )v ie ’n n analitik ifadeleri Tablo 2.1’de 

verilmi tir. Tablo 2.1’de verilen ifadelerin türetilmesi [30]’da detayl  olarak 

aç klanm r. Tablo 2.1’de , ,max ,mini i  fark n [0, 2 )  aral nda oldu u göz 

önünde bulundurularak, 

 ,max ,min

,max ,min

1 ;

1 ;
i i

i i
 (2.50) 

ile verilir. Tablo 2.1’de 1 1
, ,m ,mcos( )i m i i ia l , 2 2 2

, ,m ,m1 cos( )i m i i ia l , 

1 1
, ,m ,msin( )i m i i ia l  ve 2 2 2

, ,m ,m1 sin( )i m i i ia l  olarak tan mlan r. 

Bölüm 2.3.1 göz önünde bulundurularak EA D’in içerdi i anl k uyar lm  

ak mlardan dolay  olu an elektrik alan n zamana göre davran n, a da verilen 

fonksiyonlar ile ili kili oldu u görülür: 

 1, 2 2( )ct d , 2 2 2( ) ict d a  ve 1
2 2

cos
( )

ia

ct d
. (2.51) 

Benzer olarak MA D’in içerdi i anl k uyar lm  ak mlardan dolay  olu an manyetik 

alan n zamana göre davran  a daki fonksiyonlar gibidir: 

 
2 2

1

( )ct d
, 

2 2 2

1

( ) ict d a
 ve 

2 2 2 2 2

1

( ) ( ) ict d ct d a
. (2.52) 

Anl k uyar lm  bir RWG fonksiyonundan yan alanlar n zaman ba ml , 

denklem (2.51) ve (2.52)’de verilen fonksiyonlar ile belirlenir. ZAY’da ak mlar n 

zamana göre de imi, ötelenmi  ve katsay lar ile çarp lm  zamana göre temel 

fonksiyonlar n süperpozisyonu ile ifade edilir ve bu ak mlardan olu an alanlar, 

denklem (2.28), (2.29) ve (2.33)’teki anl k uyar lm  alanlar n analitik ifadesi ile 
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denklem (2.28), (2.29) ve (2.33)’teki anl k uyar lm  alanlar n analitik ifadesi ile 

zamana göre temel fonksiyonun konvolüsyon integrali hesaplanarak kolayca 

belirlenebilir. Bir sonraki bölümde zamana göre konvolüsyon i leminin analitik 

olarak belirlenmesi aç klanacakt r. 

2.5. Konvolüsyon leminin Belirlenmesi 

Önceki bölümlerde, anl k uyar lm  RWG temel fonksiyonundan dolay  olu an 

elektrik ve manyetik alanlar n analitik ifadeleri gösterilmi tir. Bölüm 2.4’te verilen, 

uzaya göre temel fonksiyonlar üzerinden hesaplanan integrallerin zamana göre 

davran lar  ile herhangi bir zamana göre temel fonksiyon ( )T t  için ZAY çözümleri 

üretilebilir. ( )T t  ile denklem (2.51) ve (2.52)’de verilen fonksiyonlar n zamana göre 

konvolüsyon integrallerinin hesaplanmas  çözüm için yeterlidir. 

Bu bölümde sunulan yakla m, standart ZAY çözüm prosedüründen farkl r. 

Standart ZAY çözümünde, zamana göre temel fonksiyon ( )T t  ile Green 

fonksiyonunun konvolüsyonu ilk olarak belirlenir. Bu i lem üç boyutlu zaman uzay  

Green fonksiyonundaki Dirac delta fonksiyonundan dolay  kolayd r. Daha sonra 

uzaya göre temel fonksiyon üzerinden olan integral nümerik olarak hesaplan r. 

Geli tirilen yöntemde ise uzaya göre temel fonksiyon üzerinden olan integral Bölüm 

2.4’te anlat  gibi ilk olarak belirlenir. Daha sonra zamana göre konvolüsyon 

hesaplan r. Konvolüsyon i lemi ( )T t ’ye ba  olarak analitik veya nümerik olarak 

hesaplanabilir. [29] ve [31]’de gösterildi i gibi, zamana göre konvolüsyon i lemi 

nümerik olarak hesaplansa veya kesi im sonucu olu an yay üzerinden integral 

nümerik hesaplansa bile önerilen yöntem ile elde edilen empedans matris 

elemanlar n, standart yakla m ile elde edilenlere göre daha do ru olaca  aç kt r. 

( )T t ’nin seçimi izin verdi i sürece zamana göre konvolüsyonun analitik olarak 

belirlenmesi olu abilecek tüm hatalar  en aza indirecektir ve önerilen yöntem ile 

yap lacak olan ZAY çözümünün daha kararl  ve do ru olmas  beklenmektedir. 

Bu bölümde, EA D’in içerdi i ikinci mertebeden türevden dolay , [76]-[77]’de 

verilen, üçüncü dereceden parçal -tan ml  polinom zamana göre temel fonksiyonlar 

kullan lacakt r: 
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Burada t  zaman ad  büyüklü üdür. Denklem (2.53)’te görüldü ü gibi, parçal -

tan ml  polinom fonksiyonlar, monomial fonksiyonlar n kombinasyonlar  olarak 

ifade edilebilirler: 1, t , 2t ve 3t . Zamana göre konvolüsyon i lemini analitik olarak 

hesaplayabilmek için, denklem (2.51) ve (2.52)’de verilen fonksiyonlar ile monomial 

fonksiyonlar n konvolüsyonun belirlenmesi gerekmektedir. Konvolüsyon integralinin 

sonucu, analitik olarak, [79] gibi standart integral tablolar  kullan larak belirlenebilir. 

Denklem (2.51) ve (2.52)’de verilen fonksiyonlar ile monomial fonksiyonlar n 

konvolüsyon integralleri için analitik ifadeler Ek D’de verilmi tir. Ek D’de verilen 

analitik ifadeler ile konvolüsyon integrali, ilgili fonksiyonlar n her zaman aral  için 

ayr  olarak belirlenebilir. Ek D’de analitik ifadeler belirsiz integraller için verilmi tir. 

ntegral s rlar  zamana göre temel fonksiyonun ve Tablo 2.1’de listelenen yay 

uzunlu u ve aç  ortay vektörü fonksiyonlar n s rlar  kullan larak belirlenebilir. 

Örnek olarak ekil 2.5’te, konvolüsyon integralinin s rlar n belirlenmesinde 

olu abilecek durumlar gösterilmi tir. ekil 2.5’te, denklem (2.53)’te ilk sat r ile 

verilen ,0t  aral  için ( )T t  fonksiyonu ile denklem (2.38)’deki ,min ,max,i il l  

aral  için ( )i  fonksiyonunun konvolüsyon integralinin s rlar n belirlenmesi 

ras nda olu abilecek durumlar gösterilmi tir. ekil 2.5(a)’da denklem (2.53) ile 

verilen ( )T t ’nin zamanla de imi gösterilmi tir. Konvolüsyon i lemi uygulanacak 

olan aral k k rm  ile gösterilmi tir. ekil 2.5(b)’de denklem (2.38) ile verilen 

( )i ’n n de imi gösterilmi tir. Bölüm 2.4’te anlat ld  gibi ( )i , zamanla 

de en bir fonksiyondur. Bundan dolay ekil 2.5’te ( ) ( )i it  gösterimi 

kullan lm r. ( )i t ’nin zaman s rlar  saniye türünden yaz labilir. Konvolüsyon 

lemi gere ince ( )T t  ve ( )i  ifadeleri çarp larak integrali hesaplan r. ntegral 
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rlar n belirlenmesinde alt  farkl  durum ortaya ç kar. Bu durumlar ekil 2.5(c)-

(h)’de gösterilmi tir. ekil 2.5(c) ve ekil 2.5(h), aral klar n kesi medi i 

durumlard r. Bu durumlarda konvolüsyon integrali s rd r. ekil 2.5(d)-(g)’de ise 

integral s rlar  kesi im bölgesini veren s rlar ile belirlenir. Bu durumda alt ve üst 

rlar, s ras yla, 

 ,minmax , iR
i t

c
 ve ,maxmin ( 1) , iR

i t
c

 (2.54) 

olarak bulunabilir. 

2.6. Nümerik Örnekler 

Bu bölümde, geli tirilen yöntemin do rulu u nümerik örnekler arac yla 

gösterilecektir. Tüm örneklerde, gelen alan, modüle edilmi  Gauss düzlemsel dalgas  

olarak seçildi: 

 

2

2

ˆ( / )

20 ˆˆ( , ) cos 2 ( / )
pt t c

i t f t c e

r k

E r p r k . (2.55) 

Burada 0f  merkez frekans , k̂  ilerleme yönünü ve p̂  polarizasyonu belirtmektedir. 

7 /(2 )bwf , 3.5pt  ve bwf  etkin bant geni li i olarak adland lacakt r. Tüm 

örneklerde, aksi belirtilmedi i sürece, zaman ad m büyüklü ü 1
00.1 bwt f f  

olarak seçilmi tir. Uzaya göre olan tüm nümerik integraller, integral bölgesini 

olu turan üçgenin kenar uzunluklar n gelen alan n minimum dalga boyundan çok 

küçük olan üçgenlere bölünmesiyle elde edilen alt-üçgenlere 7-noktal  Gauss 

integrali uygulanarak hesaplanm r. Standart (nümerik) ZAY algoritmas  ile 

EA D’ n matris elemanlar  elde edilirken, vektör ve skaler potansiyellerdeki 

tekillikler [80]’de verilen formüller arac yla ç kart lm r. ekillerde sunulan 

sonuçlarda, “A” bu tezde geli tirilen analitik ifadelerin kullan na dayal  yöntem ile 

elde edilen sonuçlar , “N” nümerik integral hesaplamas  üzerine dayal  standart ZAY 

algoritmas  ile elde edilen sonuçlar  göstermek için kullan lm r. 



 

 

39 

t 0 t 2 t 3 t

t t

0

( )T t ( ) ( )i it

,miniR
c

,maxiR
c

( )a ( )b

t 0 t 2 t 3 t

t t

0

( )T t ( ) ( )i it

,miniR
c

,maxiR
c

( )a ( )b  

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )c ( )d

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )c ( )d  

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )f

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )e

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )f

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )e  

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )g

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )h

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )g

( )T i t

0

( )i

,miniR
c

,maxiR
c

i t ( 1)i t

( )h  
ekil 2.5. Konvolüsyon integralinin s rlar n belirlenmesi. 
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lk örnekte, 1 m × 1 m × 1 m boyutlar na sahip 192 üçgen ile modellenmi , 

birim küpten saç lma incelendi. Saç , ˆ (1,0,0)p  polarizasyonu ile ˆ (0,0, 1)k  

yönünde yay lan merkez frekans  0 100f  MHz ve bant geni li i 40bwf  MHz 

olan alan ile ayd nlat lmaktad r. Birim küpün ilk rezonans frekans  150 MHz’tedir ve 

verilen de erlerde, gelen alan n spekturumunun üst limiti 140  MHz’tir. Böylece 

ZAY sonuçlar nda iç rezonans problemi görülmemelidir. ekil 2.6’da görüldü ü gibi 

analitik ve nümerik metotlar ile elde edilen EA D ve BA D çözümlerine ait ak m 

yo unluklar  uyumludur. Bu örnek ile birlikte, Bölüm 2.3’te geli tirilen 

formülasyonun do rulu u gösterilmi tir. Benzer örnekler artt labilir. Beklendi i 

gibi, her iki EA D sonucu zamanla lineer olarak artan bir davran  sergilemektedir. 

Bu istenmeyen etkinin sebebi ve çözümü Bölüm 4’te incelenecektir. Ayr ca, gelen 

alan n etkin bant geni li i birim küpün herhangi bir rezonans frekans  

içermedi inden, sonuçlar sal narak artan bir davran  sergilememektedir. Sonraki 

örnekte gösterilece i gibi BA D için standart ZAY algoritmas , her zaman verimli 

(ve kararl ) sonuç üretmeyebilir. 
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ekil 2.6. Küp üzerinde gözlenen ak m. 
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kinci örnek olarak, yüksekli i 0.0575 m ve maksimum geni li i 1.15 m olan 

ve 704 üçgen ile modellenmi  NASA bademi [81] analiz edildi. Gelen alan n 

özellikleri ˆ ( 1,0,0)k , ˆ (0,1,0)p , 0 200f  MHz ve 150bwf  MHz olarak 

seçildi. ekil 2.7’de görüldü ü gibi, BA D sonuçlar  uyu mamaktad r ve N-BA D 

çözümü zamana göre eksponansiyel olarak artan bir davran  sergilemektedir. N-

BA D çözümünün karars z oldu u göz önünde bulundurularak, A-BA D çözümünün 

daha verimli oldu u sonucuna var labilir ve böylelikle geli tirilen yöntemin 

karars zl klara daha az yatk n oldu u söylenebilir. Böylece Bölüm 2’de öne sürülen, 

elektrik ve manyetik alanlar n analitik ifadelerinin BA D çözümünün verimini ve 

kararl  artt rd  gösterildi. 
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ekil 2.7. NASA bademi üzerinde gözlenen ak m. 

2.7. EA D’in ncelenmesi 

Bir önceki bölümde, potansiyellerin ve alanlar n analitik ifadelerinin BA D’in 

ZAY çözümüne uygulanmas  ile elde edilen sonuçlar standart nümerik ZAY 

algoritmas  ile elde edilen sonuçlar ile kar la larak do rulanm r. Ayr ca, bir 
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örnekle, literatürde bahsedildi i gibi (örne in [30]) analitik ifadelerin kullan n 

çözümün kararl na katk  gösterilmi tir. Alanlar n analitik ifadeleri ile elektrik ve 

manyetik alanlar n zamana ve uzaya göre davran lar n daha iyi anla ld  ve 

incelenebildi i bilinmektedir: Örne in Bölüm 3’te gösterilecek olan zaman uzay  

manyetik alan n tekilli inin anl k uyar lm  RWG fonksiyonundan dolay  olu an 

manyetik alan n analitik ifadesinden elde edilmesi gibi. Bu alt bölümün amac  

analitik ifadelerin EA D’in ZAY çözümünde kullan lmas  sonucu elde edilen 

geli meleri ve katk lar  iki nümerik örnek arac yla göstermektir. lk örnekte 

matris elemanlar n zaman ad  büyüklü üne ba ml  incelenmi tir. kinci 

örnekte ise çözümün do rulu unun artt lmas n kararl  garanti alt na almad  

gösterilmi tir. 

Zaman ad m büyüklü ü t  küçüldükçe, interpolasyon noktalar n 

artmas ndan dolay , ak m yo unlu unun zamanda daha hatas z temsil edilmesi 

beklenir. ZAY matris elemanlar n zaman ad  büyüklü üne göre yak nsakl n 

incelenmesi amac yla, 1 m yar çapl , 290 üçgen ile ayr kla lm , küreden saç lma 

incelendi. EA D’in iç-rezonans probleminin sonuçlar  etkilenmemesi için gelen 

alan n özellikleri, 0 75f  MHz ve 50bwf  MHz olarak seçildi. Böylece gelen 

alan n etkin band  kürenin rezonans frekanslar  içermez. Gelen alan n di er 

özellikleri önceki bölümdeki ilk örnek ile ayn r. ekil 2.8’de, EA D’in empedans 

matrisinin kö egen elemanlar ndan birinin zamana göre de imi farkl  zaman ad  

büyüklükleri için gösterilmi tir. Referans de eri olarak 1
00.1( )d bwt t f f  

seçilmi tir. Beklenenin aksine, ekil 2.8’de görüldü ü gibi, zaman ad m büyüklü ü 

azald kça standart nümerik yöntem ile elde edilen matris elemanlar  ve analitik 

yöntem kullan larak elde edilen matris elemanlar  farkl la maktad r. Bu farkl la ma 

temel olarak zamana göre temel fonksiyonlardaki süreksizliklerden ve uzaya göre 

integrallerin nümerik veriminden kaynaklanmaktad r. ekil 2.9’da, farkl  zaman 

ad m büyüklü ü ile elde edilmi  çözümler gösterilmektedir. (Daha önce bahsedildi i 

gibi EA D çözümleri lineer bir bile en ile bozulur. Çözümdeki lineer katk n art  

oran  farkl  zaman ad mlar  için farkl r. Bundan dolay  lineer bile enin giderilmesi 

ve mant kl  bir kar la rma yap labilmesi için, bu örnekte EA D sonuçlar  elde 

edilirken, Bölüm 4’te anlat lacak olan, birinci mertebeden formülasyon (BMF) 

kullan lm r. BMF’in kullan lmas  ZAY matrisi elemanlar na etki etmemektedir.) 
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ekil 2.9’da görüldü ü gibi, dt t  iken nümerik ve analitik yöntem ile elde edilen 

sonuçlar uyum içerisindedir. Ancak, zaman ad m büyüklü ü 0.5 dt t ’ye 

dü ürüldü ünde, N-EA D çözümü sal nan bir davran  sergilemektedir ve çözüm 

hatal r. Di er taraftan, 0.5 dt  için A-EA D çözümü, hala do rudur ve zaman ad  

büyülü ü dt  için elde edilen sonuçlar ile uyu maktad r. 

kinci örnekte önceki örnekteki özelliklere sahip küreden olan saç lma 

incelendi. Gelen alan n frekans özellikleri 0 200f  MHz ve 150bwf  MHz 

nda önceki örnek ile ayn r. Gelen alan n kürenin baz  rezonans frekanslar  

içermektedir. Seçilen parametreler ve saç  için standart EA D (N-EA D) 

çözümünün verimli olmad , yak nsamad  ve iç-rezonans probleminden dolay  

bozuldu u bilinmektedir [22]. N-EA D sonucunun Fourier dönü ümü al nd nda 

bask n frekanslar n kürenin rezonans frekanslar  oldu u rahatl kla görülebilir. Ak m 

yo unlu una ili kin rastgele seçilen bir katsay ekil 2.10’da gösterilmi tir. ekil 

2.10’da görüldü ü gibi iki EA D çözümü de bozulmaktad r. Ancak A-EA D çözümü, 

N-EA D çözümünden oldukça farkl  bir davran  sergilemektedir. ekil 2.10 iki 

parça halinde de erlendirilebilir: 55t  ns ile verilen “temel bölge” ve 55 ns’den 

sonra kalan “art k bölge.” ekil 2.10’da görüldü ü gibi, BA D çözümleri, temel 

bölgede ayr lamayacak ekilde uyumludur. Ancak A-EA D sonucu, BA D 

sonuçlar  55t ’ye kadar yak n bir ekilde takip etse de, daha sonra karars z bir 

davran  sergilemektedir. A-EA D’deki karars zl k, hem iç rezonans probleminden 

hem de EA D’in kötü-huylu yap ndan kaynaklanmaktad r [25], [27]. EA D’in kötü 

huylu yap , matris elemanlar ndaki küçük bir hatan n sonucu a  derecede 

etkilenmesine sebep olmaktad r. Empedans matrisi belirlenirken analitik ifadeler 

kullan lmas na kar n test integralinin nümerik hesapland  unutulmamal r. Di er 

taraftan N-EA D sonucu, art k bölgede karars z bir davran  göstermese de temel 

bölgedeki sonuçlar BA D sonuçlar ndan çok farkl r. Uzaya göre integraller 

hesaplan rken daha fazla örnek noktas  kullan lmas  N-EA D sonucunun davran  

de tirmemektedir. Di er bir de le integral bölgesindeki örnek say  ne kadar 

artt rsa artt ls n N-EA D sonucu BA D sonucuna yak nsamamaktad r. Bu sonuç, 

analitik formüllerin kullan n EA D çözümlerinin do rulu unu (veya 

yak nsakl ) artt rd  göstermektedir. Ancak hem yak nsayan hem de kararl  bir 
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çözüm için matris elemanlar n tamamen (test integralinin de) analitik olarak 

belirlenmesi ile elde edilebilir. 
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ekil 2.8. EA D’in empedans matris eleman n zamana göre de imi. 
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ekil 2.9. Farkl  zaman ad  büyüklü ü için EA D çözümleri. 
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ekil 2.10. Küre üzerinde gözlenen ak mlar. 
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2.8. Sonuçlar 

Bölüm 2’de, zamanda gecikmeli potansiyellerin ve alanlar n analitik 

ifadelerinin EA D ve BA D’in ZAY çözümlerine uygulamas  gösterilmi tir. 

Geli tirilen ve uygulanan algoritmay  aç klamak için, ilk olarak, anl k uyar lm  

RWG fonksiyonlar ndan dolay  olu an elektrik ve manyetik alanlar n analitik 

ifadeleri uygulamada kullan ld klar  halleri ile sunulmu tur. Nümerik sonuçlarda, 

sunulan yöntemin faydalar  gösterilmi tir. Analitik ifadelerin kullan  ile BA D 

sonuçlar n karars zl klara daha az duyarl  oldu u gösterilmi tir. BA D 

çözümlerinin kararl n artt lmas n gösterilmesi bu bölümün temel amac r. 

Bunlara ek olarak analitik ifadelerin kullan n EA D’in çözümlerine etkisi ve 

farkl  zaman ad mlar  için çözümün yak nsakl  incelenmi tir. Analitik ifadeler 

kullan larak elde edilen EA D çözümünün zaman ad  küçüldükçe kararl  ve 

yak nsak sonuçlar verdi i, bunun aksine standart nümerik çözümün kararl  olmas na 

ra men yak nsakl n kaybedildi i gösterilmi tir. Ayr ca analitik ifadelerinin 

kullan lmas yla EA D’in yak nsakl n artt ld  ancak kararl n her zaman 

sa lanamad  gösterilmi tir. EA D’in matris elemanlar n tamamen analitik olarak 

belirlenmesi ile hem kararl  hem de yak nsak bir çözüm edilebilece i 

öngörülmektedir. 
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3. MANYET K ALANIN TEK LL  

Bu bölümde, anl k uyar lm  RWG temel fonksiyonundan dolay  olu an 

manyetik alan n analitik ifadesi kullan larak, manyetik alan n tekilli i için genel bir 

form geli tirilecektir. Var olan çal malar n aksine, tekil ifadenin elde edili i 

tamamen zaman uzay nda, herhangi bir yakla kl k veya limit i lemi yap lmaks n 

gerçekle tirilecektir. Sonuçta elde edilecek ifadeler yay uzunlu u ve aç ortay vektörü 

fonksiyonlar  içermektedir ve yar m faktörünün gözlemci noktas  üçgen üzerinde 

oldu u durumda ortaya ç kt  gösterilecektir. Benzer olarak gözlem noktas  üçgenin 

kenarlar nda iken katsay n de imi gösterilecektir. 

3.1. Manyetik Alan n Tekilli i 

MA D, kapal  mükemmel iletken yüzeyler için sa lanmas  gereken s r 

ko ulundan ç kart labilir. Mükemmel iletken yüzeyler için s r ko ulu 

 ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )i st t t Sn H r J r n H r r  (3.1) 

olarak verilebilir. Burada ( , )i tH r  ve ( , )s tH r , s ras yla, gelen ve saç lan manyetik 

alanlard r, ( , )tJ r  saç  yüzeyi S  üzerine indüklenen ak m yo unlu udur, n̂  d ar  

do ru yönlenmi  birim normal vektördür. MA D denklem (3.1)’de, kayna  

indüklenen ak mlar olan saç lan manyetik alan n ifadesi yaz larak elde edilebilir: 

 ( / )ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )
4

i

S

t R ct t t d
R

n H r J r n J r r . (3.2) 

Burada R r r  gözlem noktas  r  ve kaynak noktas  r  aras ndaki uzakl kt r. 

Denklem (3.2)’nin frekans uzay  kar nda, manyetik alan integrali Cauchy As l 

De eri  (Cauchy Principle Value) olarak incelenir: 0R  için tekillik ç kart  

yap r ve en regüler parçan n de erlendirilmesi sonucu, sabit bir faktör ile ak m 

yo unlu u ortaya ç kar. Bu sabit faktör, zaman uzay nda Dirac delta fonksiyonu 

olarak kendini gösterir, di er bir de le zaman uzay nda en regüler parça Dirac delta 

fonksiyonu olarak elde edilebilir. Bu bölümde, Dirac delta terimi zaman uzay nda 

do rudan, herhangi bir yakla kl k yap lmadan elde edilecektir. Bölüm 2.3.2’de 
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verilen manyetik alan n analitik ifadeleri kullan larak, denklem (3.2) için ZAY 

denklem sisteminin bir matris eleman  a daki gibi yaz labilir: 

 , ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
j

m m

H
mn ji m n i j m i n t t

S S
Z T t d T t t df r f r r f r n H r r . (3.3) 

Burada ( )iT t  zamana göre temel fonksiyon ve ( , )n tH r  anl k uyar lm  RWG 

fonksiyonunun olu turdu u manyetik aland r: 

 ( / )( , ) ( )
4

n

n n
S

t R ct d
R

H r f r r . (3.4) 

Burada ( ) ( ) ( )n n nf r f r f r ekil 2.2’de verildi i gibi RWG fonksiyonunu 

belirtmektedir [49]. RWG fonksiyonu denklem (2.23)’te verilmi tir. Denklem (3.4)

’te verilen integral nS  ve nS  üçgenleri üzerinden integrallerin toplam  olarak 

yaz labilir. ekil 2.3’teki tan mlar kullan larak, ( , )n tH r , 

 

1

2

( / )( , ) ( )
8

( ) ( )
8

1 ( )ˆ( )

ˆ( ) ( ) ( , )
8

ˆ( ) ( , )
8

n n

n n

n

n

n
n n

S

n
n

S

n
n

n
n

l t R ct dS
R R RA

l c

A

ct Rd dS
R R R

l c
d V t

A

l c
d t

A

RH r r r

n

n r

n V r

 (3.5) 

olarak yaz labilir. Burada 1 ( , )V tr  ve 2 ( , )tV r  a daki gibi tan mlan rlar: 

 1
1

1 ( )( , ) ( , )

n

R R ct
S

ct RV t dS R t
R R R

r r , (3.6) 

 1
2

1 ( )( , ) ( ) ( , )

n

R R ct
S

ct Rt dS R t
R R R

V r e r . (3.7) 
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Denklem (3.6) ve (3.7)’de ( , )tr  ve ( , )te r , s ras yla, yay uzunlu u ve aç  ortay 

vektörü fonksiyonlar , R , R ’ye göre k smi türevi göstermektedir. 1( , )V tr , 

2 ( , )tV r , ( , )te r , ( , )tr , ( , )R te r  ve ( , )R tr ’nin belirlenmesi Bölüm 2’de  

detayl  olarak aç klanm r. Bölüm 2.4’te belirtildi i gibi, e er gözlem noktas n 

üçgeni bar nd ran düzleme izdü ümü ( ), nS  üçgen yüzeyinin içinde ise, di er bir 

de le izdü üm noktas n tüm alan koordinatlar  pozitifse, manyetik alan 

ifadesindeki yay uzunlu u fonksiyonunda ( , )tr , t d c  an nda süreksizlik olu ur. 

Bu süreksizlik denklem (3.5)’teki 1( , )V tr ’yi etkiler ve R ’ye göre türev 

hesaplan rken Dirac delta fonksiyonu olu mas na neden olur. Böylece 1( , )V tr  

daki gibi yaz labilir: 

 1
( , ) ( , )( , ) ( )R

R ct

t tV t ct d
ct ct

r rr  (3.8) 

Burada parantez içerisindeki terim 1( , )V tr ’nin regüler k sm  belirtmektedir ve 

denklemin geri kalan  yay uzunlu u fonksiyonu ( , )tr ’nin süreksizli inden dolay  

ortaya ç kan tekil k md r; son olarak ( , ) ( , ) ( , )t t tr r r  
0

limt t  

olarak tan mlan r. ( , )tr ’nin aksine ( , )te r ’de süreksizlik yoktur ve bunun sonucu 

olarak 2 ( , )tV r ’de Dirac delta fonksiyonu görülmez. Manyetik alan n analitik 

ifadesini kullanarak RWG temel fonksiyonundan olu acak olan tekil terimi 

göstermek amac yla, ( , )n tH r ’nin n̂  ile vektör çarp  incelenmelidir. Kolayl k için 

1 1 2ˆ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n R Dt t t tn H r H r H r H r  aç  kullan rsa: 

 

1

1

1

ˆ ˆ( , ) ( ) ( )
8

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( )[ ] [ ( )]

( )
8

n
R n

n

R R ct

n n

n
R R ctn

l c
t d

A

R R

l cd
R R

A

H r n n

n n n n
, (3.9) 
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1 ˆ ˆ( , ) ( ) ( )
8

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( )[ ] [ ( )]

( ) ( )
8

n
D n

n

R ct

n n

n

n R ct

l c
t d

A

R ct d
R

l cd R ct d
A R

H r n n

n n n n

, (3.10) 

 

2 2

2

2

ˆ ˆ( , ) ( ) ( , )
8

ˆ ˆ( ) ( , )
8

ˆ ˆ( , ) ( )
8

n
n

n

n
n

n

n
n

n

l c
t d t

A
l c

d t
A

l c
t d

A

H r n n V r

n n V r

V r n n

. (3.11) 

Burada ( ) ( , )R tr ’dir. ndisler 1R, 1D ve 2, s ras yla, 1( , )V tr ’nin regüler 

sm n katk , 1( , )V tr ’nin irregüler k sm n katk  ve 2 ( , )tV r ’nin katk  

göstermektedir. 

ZAY’da ayr kla lm  ak m yo unlu undan dolay  olu an manyetik alan 

denklem (3.3)’teki gibi test edilir. Test i leminde, test ve uzaya göre temel 

fonksiyonlar kesi irse, öz-terim (self-term) integrali [82] hesaplanmas  gereklidir. Bu 

durumda, gözlem ve kaynak noktalar na ait normal vektörler ayn r ( ˆ ˆn n ). 

Gözlem noktas n üçgen düzlemine uzakl  s rd r ( 0d ), dolay yla 

1 ( , ) 0R tH r ’d r. Ayr ca 2 ( , ) 0tH r ’d r, çünkü 2 ( , )tV r ’nin yönü n̂ ’ye diktir. 

ˆ ( , )n tn H r ’a tek katk , irregüler terim olan 1 ( , )D tH r ’den gelir. Öz-terim testi 

durumunda, denklem (3.10)’da ˆ ( ) 0nn  ve ˆ ˆ 1n n ’dir. Dirac delta 

fonksiyonunun Ek A’da verilen (A.1) ve (A.2) özelliklerinden yararlanarak denklem 

(3.10) a daki gibi yaz labilir: 
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1
( )( , ) ( ) ( )

8
( )( ) ( )

8

( ) ( ) ( )
8
( )( ) ( ).

4

n
D n

n

n
n

n ct d

n
n

n

n

l cd ctt ct d
A ct

l d ct ct d
A t

l d t d c
A

d t d c

H r

f r

 (3.12) 

0d  iken denklem (3.12), 

 1
(0)( , ) ( ) ( )

4D nt tH r f r  (3.13) 

halini al r. Böylece denklem (3.13) ile, yar m faktörünün ç kt  Dirac delta terimi, 

denklem (3.5) ile verilen anl k uyar lm  manyetik alan n analitik ifadesinden elde 

edilir. Denklem (3.13)’te (0) (0 ) ’d r, çünkü 0t  için nedensellik art ndan 

dolay  ( ) 0ct ’d r. (0 )  gözlem noktas n üçgen içerisindeki konumuna göre 

farkl  de erler al r. .n  temel fonksiyondan dolay  olu an manyetik alan a daki 

gibi yaz labilir: 

 1
(0)( ) ( , ) ( ) ( )

4i D n iT t t T tH r f r . (3.14) 

Bu durumda, denklem (3.2) ile verilen MA D ile uyumlu olarak ve denklem (3.10) 

kullan larak, öz-terim üçgeninde bulunan gözlem noktas ndaki (gözlem noktas  temel 

fonksiyon üçgeni üzerinde ise) ak m yo unlu u 

 

(0)( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

(0)( ) ( ) 1
4

n j n i j n i j

n i j

t T t T t

T t

J r f r f r

f r
 (3.15) 

olarak yaz labilir. ekil 3.1(a)’da görüldü ü gibi, e er gözlem noktas  üçgenin 

içerisinde ise, di er bir de le tüm alan koordinatlar  s rdan büyük ise, (0 ) ’nin 

sonucu 2  ç kar ve gözlem noktas ndaki ak m yo unlu u, s kça kullan lan düzgün 

yüzeyler için zaman uzay  MA D’in yar m faktörü; 



 

 

52 

 1( , ) ( ) ( )
2n j n i jt T tJ r f r  (3.16) 

olarak bulunur. Gözlem noktas  üçgenin kenarlar ndan biri üzerinde ise (alan 

koordinatlar ndan biri s rsa), ekil 3.1(b)’de görüldü ü gibi, (0 ) ,  olarak 

bulunur ve ak m yo unlu u 

 3( , ) ( ) ( )
4n j n i jt T tJ r f r  (3.17) 

halini al r. Son durum, gözlem noktas n kö elerden biri üzerinde bulundu u 

durumdur (iki alan koordinat n s r oldu un durum). ekil 3.1(c)’de görüldü ü 

gibi, (0 )  kö enin gördü ü iç aç ya e ittir.  

Denklem (3.10)’da görülü ü gibi, irregüler katk , yay uzunlu u fonksiyonunda 

süreksizlik oldu u sürece vard r. Di er bir de le 1 ( , )D tH r  terimi, 0d  veya 

0d  olma durumundan ba ms z olarak yay uzunlu u fonksiyonu süreksizlik 

içerdi i sürece ortaya ç kar. E er 0d  ise, Dirac delta fonksiyonunun argüman na 

zamanda gecikme eklenir. Sonuçta bu gecikme zamana göre temel fonksiyonda 

( )iT t d c  olarak görülür. 

( )a

r

(0 ) 2

( )b

r

(0 )

( )c

r

(0 )

( )a

r

(0 ) 2

( )b

r

(0 )

( )c

r

(0 )

 

ekil 3.1. Gözlem noktas n r  konumuna göre tekil k sm n katk . 

Di er bir durum test ve temel fonksiyon üçgenleri farkl  oldu u ancak ortak 

kenara sahip kom u üçgenler iken ortaya ç kar. Bu durum kom u testi (neighbor-
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testing) olarak adland r [83]. Bu durumda yay uzunlu u fonksiyonundaki 

süreksizlik sadece gözlem noktas  ortak kenar üzerindeyken gözlenir. Gözlem 

noktas  kaynak üçgenin kenar  üzerinde oldu unda, daha önce bahsedildi i gibi 

0d ’d r ve alan koordinatlar ndan biri s rd r. Ne yaz k ki, bu durumda test ve 

temel fonksiyonun kom u üçgenlerinin normal vektörleri ayn  yönde olmazlar. 

Sonuç olarak ˆ ( ) 0nn  ve ˆ ˆ 1n n ’dir. Öz-terim durumundaki gibi, yay 

uzunlu u fonksiyonundaki süreksizlikten dolay  1 ( , )D tH r ’den bir katk  gelir ve 

denklem (3.9) ile verilen 1 ( , )R tH r  s ra gider, çünkü 0d ’d r. Ancak ˆ ˆ 1n n  

oldu undan 2 ( , )tH r  her zaman s r olmaz. Bu durumda 2 ( , )tH r ’den gelecek katk  

hesaplanmal r. Bu durumun frekans uzay ndaki hali [55]’te incelenmi tir.  

Ayr ca belirtilmelidir ki, nümerik integrasyon hesaplan rken kullan lan örnek 

noktalar  tamamen üçgen yüzeyi içersinde ise, tekillik katk lar n hesaplanmas na 

gerek yoktur ve yar m faktörü çözüm için yeterlidir. 

3.2. Sonuçlar 

Bu bölümde zaman uzay  manyetik alan n tekilli i, MA D’in ZAY çözümü 

için incelenmi tir ve tekil katk lar için genel bir form, herhangi bir yakla m veya 

limit alma prosedürü gerçekle tirilmeden ç kar lm r. Tekil katk n, gözlem 

noktas n temel fonksiyonu olu turan üçgen yüzeyi üzerindeki konumuna ba  

oldu u, özel olarak gözlem noktas  üçgenin tamamen içerisinde ise yar m faktörünün 

elde edildi i gösterilmi tir. 
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4.  ELEKTR K ALAN NTEGRAL DENKLEM N 

BA LANGIÇ DE ER PROBLEM  

Bu bölümde EA D’in ba lang ç de er probleminin giderilmesi için iki yöntem 

sunulacakt r. EA D’in ZAY çözümünün lineer ve sabit katk lar taraf ndan 

bozuldu una daha önce de inilmi ti. Bölüm 4.1’de lineer katk  probleminin 

giderilmesi için EA D’in Birinci Mertebeden Formülasyonu (BMF) sunulacakt r. 

Ayr ca Bölüm 4.1’de zamana ve uzaya göre temel fonksiyonlar ile ayr kla lan 

ak m yo unlu u fonksiyonunun asl nda ayr k konvolüsyon i leminden ibaret oldu u 

gösterilecektir. Bölüm 4.2’de, BMF yöntemi ilerletilerek, hem lineer hem de sabit 

katk  problemlerinin giderilmesi için EA D’in ikinci mertebeden formülasyonu 

MF) sunulacakt r. Geli tirilen yöntemler, BMF ve MF, temel fonksiyon 

seçiminden ba ms zd r ve var olan EA D ve BA D çözücülerine kolayl kla 

uygulanabilir. Bölüm 4.3’te geli tirilen yöntemlerin aç k ve kapal  geometrilerin 

ZAY ile çözümüne etkisi nümerik örnekler ile gösterilecektir. Bölüm 4.4’te sonuçlar 

sunulacakt r. 

4.1. Birinci Mertebeden Formülasyon 

ZAY’da bilinmeyen ak m yo unlu ( , )tJ r , denklem (2.22)’deki gibi uzaya ve 

zamana göre temel fonksiyonlar ile ayr kla r. Mükemmel elektrik iletken 

yüzeyler için EA D, denklem (2.24)’teki gibi verilir. Denklem (2.24)’te verilen 

EA D’in zaman türevi olmadan formüle edilmesi mümkündür. Bu durumda skaler 

potansiyelden kaynaklanan bir zaman integrali ortaya ç kar. Zamana göre temel 

fonksiyonlar n zamana göre integralleri s r olmad  sürece, matris elemanlar n 

de erleri, zaman sonsuza giderken s ra gitmez. Bundan dolay  denklem (2.24)’teki 

gibi EA D’in zamana göre türevinin çözülmesi daha uygundur [39]. Bu durumda 

EA D, zamana göre ikinci mertebeden türev içerir. EA D’in ak m yo unlu unun 

zamana göre ikinci dereceden türevini içermesinden dolay  denklemin e siz (unique) 

çözümünün bulunmas  için iki ba lang ç ko ulu gereklidir. Ba lang ç ko ullar  

genellikle ak m yo unlu unun ve zamana göre türevinin ba lang ç an ndaki (t=0) 

de eri ile verilir. Ayr kla lm  denklemde, ba lang ç ko ullar  ak m yo unlu unun 
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iki zaman ad ndaki de erleri olarak verilebilir. Bunlar ba lang ç ve bir 

önceki/sonraki andaki de erlerdir. Ba lang çta dura an olma ko ulu, ak m 

yo unlu unun ba lang ç an ndaki ve öncesindeki de erinin s r olmas  gerektirir. 

Ancak ba lang ç an nda ak m yo unlu unun zamana göre türevi her zaman sürekli 

olmayabilir. Bu durum ak m yo unlu unun ba lang çtan bir sonraki ad mdaki 

de erinin belirleni ini pratik olarak imkans z k lar. Ancak standart ZAY 

algoritmas nda, ilk zaman ad , ak m yo unlu unun zamana göre türevinin, t=0 

an nda süreksiz olmas  olas  göz önünde bulundurulmadan hesaplan r. Böylece 

ba lang çta dura an olma varsay  ayr k çözüme do ru bir ekilde uygulanmam  

olur ve çözümler lineer ve sabit bile enler taraf ndan bozulur. 

Denklem (2.24) ile verilen EA D’in çözümlerinin zamana göre lineer olarak 

artan ve sabit bile enler içerdi i, Bölüm 2.6’da gösterildi i gibi, gözlemlenmi tir: 

 1 0( , ) ( , ) ( ) ( )tamt t tJ r J r r r . (4.1) 

Denklem (4.1)’de, ( , )tam tJ r , ak m yo unlu unun tam çözümü, 1( )r  çözümdeki 

lineer bile enin art  oran  ve 0 ( )r  çözümdeki sabit bile endir. Ba lang ç ko ullar  

do ru bir ekilde uygulan rsa 1( )r  ve 0 ( )r  s r olarak bulunur. Ancak ba lang ç 

ko ullar  düzgün bir ekilde uygulanmadan denklem (2.24)’ün çözülmesi sonucunda 

denklem (4.1) yap nda sonsuz say da çözüm ortaya ç kar. Bu bölümde, elektrik 

ak m yo unlu unun, ( , )tJ r  yerine, ak m yo unlu u ile 

 ( , ) ( , )tt tJ r P r  (4.2) 

ba nt  ile tan mlanan ( , )tP r  fonksiyonunun ayr kla lmas  ile gerekli ba lang ç 

ko ulu say n azalaca  gösterilecektir. ( , )tP r  fonksiyonu, homojen olmayan 

ortamlar için kullan ld nda elektrik polarizasyon vektörü ad  almaktad r [84], 

ancak incelenen durumda (mükemmel elektrik iletken yüzeyden olan saç lma 

problemi için) bu tan n kullan lmas  uygun de ildir. Denklem (4.2) matematiksel 

bir e itlikten ibarettir. Denklem (4.2) e itli i ile verilen ( , )tP r  fonksiyonu 

kullan ld nda EA D 
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2 ( / )ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )
4

1 ( / )( , )
4

i
t

S

S

t R ct t d
R

t R ct d
R

n n E r n n P r r

P r r

 (4.3) 

halini al r. Denklem (4.3), asl nda zamana göre ikinci mertebeden türev içerir ve 

lineer ve sabit katk lar n etkisi ( , )tP r  için olan çözümde görülür: 

 1 0( , ) ( , ) ( ) ( )tamt t tP r P r r r . (4.4) 

Ancak çözümü aran lan fonksiyon ( ( , )tJ r ), ( , )tP r ’nin zaman göre türevidir: 

 1( , ) ( , ) ( )t tamt tJ r P r r . (4.5) 

Bundan dolay  lineer katk  problemi ( , )tJ r  için giderilmi  olur. Çözüm prosedürü 

standart ZAY algoritmas  ile ayn r. ( , )tP r , uzaya ve zamana göre fonksiyonlar ile 

ayr kla r: 

 ,
1 0

1( , ) ( ) ( )
tNN

n i i n
n i

t P T t
c

P r f r . (4.6) 

Burada ,n iP  bilinmeyen katsay lard r ve ak m yo unlu u 

 ,
1 0

1( , ) ( ) ( )
tNN

t n i i n
n i

t P T t
c

J r f r  (4.7) 

ile bulunabilir. EA D’in ZAY çözümünde [57]’de sunulan formülasyonun 

kullan labilmesi için birinci türevi sürekli zamana göre temel fonksiyonun 

geli tirilmesi anlat lmaktad r, çünkü [57]’de zaman türevi ( )t iT t  ile 

belirlenmektedir. Ancak denklem (4.7) aç k olarak a daki gibi yaz labilir: 

 ,
1 0

1( , ) ( ) ( )
tNN

n t n i
n i

t P T t i t
c

J r f r . (4.8) 
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Denklem (4.8)’de ,
0

( )
tN

n i
i

P T t i t  i lemi zamana göre konvolüsyondan ba ka bir 

ey de ildir. Sonuç olarak denklem (4.7)’deki zamana göre türev, ( )iT t ’nin zamana 

göre türevi al narak hesaplanabilece i gibi, ,n iP ’nin nümerik türevi ile de 

hesaplanabilir: 

 , 1 , 1
, 2

n i n i
n i

P P
I

c t
. (4.9) 

Bu tezde ( )iT t ’nin zamana göre türevleri süreksiz oldu undan [77] nümerik türev 

yakla  uygulanm r. BMF’nin kullan  ile ( , )tJ r ’deki lineer katk  problemi 

giderilebilir ve BMF, MA D ve BA D’in ZAY çözümlerine de uygulanabilir. 

4.2. kinci Mertebeden Formülasyon 

BMF kullan  ile ba lang ç ko ullar n say n azalt ld  ve çözüm olan 

( , )tJ r ’deki lineer katk  probleminin giderildi i bir önceki bölümde gösterilmi tir. 

Ancak denklem (4.5)’te gösterildi i gibi, sabit katk  problemi halen çözümde 

görülür. BMF’nin geli tirilmesinde kullan lan temel fikir do rudan ilerletilerek, sabit 

katk  probleminin, ( , )tP r  bilinmeyen fonksiyonu tan mlanarak giderilebilece i 

aç kt r: 

 2( , ) ( , )tt tJ r P r . (4.10) 

Bu durumda EA D için e itlik 

 

1 2 ( / )ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )
4

1 ( / )( , )
4

i
t t

S

S

t R ct t d
R

t R ct d
R

n n E r n n P r r

P r r

 (4.11) 

olarak yaz r. Burada 1
t  zamana göre integrasyonu göstermektedir. Denklem (4.3) 

gibi, denklem (4.11) ikinci mertebeden türev 2
t  içerir ve ba lang ç ko ullar  uygun 

bir ekilde uygulanmad  sürece lineer ve sabit katk lar ( , )tP r  çözümünde görülür: 
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 1 0( , ) ( , ) ( ) ( )tamt t tP r P r r r . (4.12) 

Ancak ( , )tJ r  ile ( , )tP r  aras ndaki ili ki denklem (4.10) olarak verildi i sürece, 

( , )tJ r ’deki hem lineer hem de sabit katk  problemleri giderilir. Çözümde ( , )tP r  

zamana ve uzaya göre temel fonksiyonlar ile 

 ,2
1 0

1( , ) ( ) ( )
tNN

n i i n
n i

t P T t
c

P r f r  (4.13) 

olarak ayr kla labilir. Denklem (4.13)’te ,n iP  bilinmeyen katsay lard r ve ak m 

yo unlu u 

 2
,2

1 0

1( , ) ( ) ( )
tNN

t n i i n
n i

t P T t
c

J r f r  (4.14) 

denklemi ile bulunabilir. Denklem (4.14)’teki ikinci mertebeden türev 2
t , ,n iP ’nin 

nümerik türevi ile a daki gibi bulunabilir: 

 , 1 , , 1
, 2 2

2n i n i n i
n i

P P P
I

c t
. (4.15) 

4.3. Nümerik Sonuçlar 

Bu bölümde nümerik örnekler sunulacakt r. Tüm örneklerde gelen alan 

denklem (2.55)’te verilen modüle edilmi  Gauss düzlemsel dalgas  ve zaman ad  

büyüklü ü 1
00.1( )bwt f f  olarak seçilmi tir. Denklem (2.24), (4.3) ve (4.11) 

ile verilen EA D’in ZAY çözümünde matris elemanlar n elde edilmesinde, Bölüm 

2’de anlat lan, alanlar n analitik ifadeleri kullan lm r. BMF ve MF’nin kullan  

zamana ve uzaya göre temel fonksiyonlar n seçiminden ba ms zd r. Bu bölümde 

uzaya göre temel fonksiyonlar RWG fonksiyonlar  [49] ve zamana göre temel 

fonksiyonlar denklem (2.53) ile verilen parçal  tan ml  polinom interpolasyon 

fonksiyonlar  [77] olarak seçilmi tir. ekillerde “EA D” denklem (2.24) ile verilen 

standart EA D’in çözümü ile elde edilmi  sonucu, “BMF-EA D” denklem (4.3) ile 

verilen EA D’in birinci mertebeden formülasyonunun çözümü ile elde edilmi  

sonucu ve “ MF-EA D” denklem (4.11) ile verilen EA D’in ikinci mertebeden 

formülasyonunun çözümü ile elde edilmi  sonucu belirtmektedir. 
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lk örnekte BMF ve MF’nin etkilerinin gösterilmesi amac yla yar çap  1 m 

olan ve 640 üçgen ile modellenmi  yar m küresel kabuktan olan saç lma incelendi. 

Gelen alan ilerleme yönü ˆ (0,0, 1)k  ve polarizasyonu ˆ (1,0,0)p ’d r. Yar m 

küreden saç lma problemi 0 200f  MHz ve 150bwf  MHz iken incelenmi tir. 

Yar m küre aç k yüzey oldu undan, sonuçlarda iç-rezonans problemi görülmez. ekil 

4.1’de, lineer katk , denklem (2.24) ile verilen standart EA D çözümünde aç kça 

görülmektedir. Ancak BMF ve MF kullan larak elde edilen çözümlerde aç k olarak 

bir lineer art  görülmemektedir. ekil 4.2’de ayn  sonuçlar logaritmik ölçekte 

gösterilmi tir. BMF-EA D sonuçlar nda 510  düzeyinde bir sabit katk  kald na 

dikkat edilmelidir. MF-EA D’in sabit katk  düzeyi 910 ’dur. MF-EA D 

çözümündeki 910  düzeyde olan sabitin denklem (4.15)’te verilen nümerik türev 

lemindeki hatadan veya uygulama s ras nda ortaya ç kan di er hatalardan 

kaynakland  söylenebilir.  
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ekil 4.1. Yar m küre üzerinde gözlemlenen ak m yo unlu u: lineer ölçek. 
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kinci örnekte, yar  çap  1 m olan ve 290 üçgen ile modellenmi  küreden 

saç lma 0 75f  MHz ve 50bwf  MHz’de incelendi. Gelen alan n etkin bant 

geni li inin üst s  125 MHz’dir ve kürenin ilk rezonans frekans  olan 131 MHz’in 

alt nda oldu undan ZAY çözümlerinde iç-rezonans probleminin görülmemesi 

beklenmektedir. Gelen alan n di er özellikleri önceki örnekteki ile ayn r. ekil 

4.3’te EA D, BMF-EA D ve MF-EA D sonuçlar  gösterilmektedir. Lineer olarak 

artan bile en EA D çözümünde kolayca görülmektedir ve BMF-EA D çözümü 510  

düzeyinde sabit katk  içermektedir. MF-EA D sonucu azalan yap dad r ve sonuçta 

sabit bir katk  görülmemektedir. Ancak ak m yo unlu unun sal nan davran  baz  

rezonans modlar n gelen alan taraf ndan uyar ld  anlam na gelmektedir. 

Rezonans içermeyen sonuç elde etmek için ekil 4.4’te BA D sonuçlar  verilmi tir. 

ekil 4.4’te görülece i üzere BA D’in do rudan uygulanmas  510  düzeyinde bir 

sabit katk  içermektedir. Bu bozulma düzeyi BMF ve MF ile dü ürülmü tür. MF 

sonucu elde edilen 1610  düzeyindeki sabit katk n çift-hassasiyetteki (double 

precision) nümerik hesaplaman n veriminden kaynakland na dikkat edilmelidir. 

4.4. Sonuçlar 

Bu bölümde EA D’in ZAY çözümündeki lineer ve sabit katk  problemlerinin 

giderilmesi için iki yöntem sunulmu tur. lk olarak, lineer bile en problemini 

gidermek amac yla EA D’in birinci mertebeden formülasyonu (BMF) sunulmu tur. 

BMF-EA D’in kullan  ile lineer bile en probleminin giderilebilece i, ancak sabit 

bile enin halen sonucu bozdu u gösterilmi tir. BMF-EA D’de benzer olarak hem 

sabit hem de lineer bile en probleminin giderilmesi için EA D’in ikinci mertebeden 

formülasyonu ( MF) geli tirilmi tir. MF’nin kullan  ile lineer ve sabit bile en 

problemlerinin giderildi i gösterilmi tir. [25]’te sunulan formülasyonunun aksine, 

geli tirilen yöntemler aç k ve kapal  saç lara uygulanabilir. BMF ve MF’de 

zamana göre temel fonksiyonun seçimi s rlanmam r: [57]’de sunulan 

formülasyondaki sürekli zaman türevine sahip zamana göre temel fonksiyon 

kullan m k tlamas  gibi. BMF ve MF yakla mlar n iç-rezonans problemine 

çözüm olmad , sadece zaman uzay  EA D’in çözümünde ba lang ç ko ullar n 
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hatal  uygulamas ndan dolay  ortaya ç kan lineer ve sabit katk  problemine çözüm 

getirdi ine dikkat edilmelidir. 

0 50 100 150 200 250

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

t [ns]

A
ki

m
 Y

og
un

lu
gu

 [A
/m

]

 

 

EAID
BMF-EAID
IMF-EAID

 
ekil 4.2. Yar m küre üzerinde gözlemlenen ak m yo unlu u: logaritmik ölçek. 
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ekil 4.3. Küre üzerinde gözlemlenen ak m yo unlu u. 
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ekil 4.4. Küre üzerinde gözlemlenen ak m yo unlu u. 
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5. 3-BOYUTLU ZAMANDA GEC KMEL  

POTANS YELLER 

Bu bölümde, anl k uyar lm  Schaubert-Wilton-Glisson (SWG) temel 

fonksiyonlar ndan dolay  olu an zamanda gecikmeli vektör ve skaler potansiyellerin 

zaman örneklerinin Radon Dönü ümü (RD) yorumu ile elde edilmesi anlat lacakt r. 

Bölüm 5.1’de anl k uyar lm  skaler ve vektör potansiyellerin RD yorumu ile 

belirlenmesi anlat lacak, hacimsel integrallerin geometrik büyüklükler türünden elde 

edilmesi gösterilecektir. Detayl  olarak RD yorumu sonucu hacimsel integraller, 

yüzey integrallerine dönü türülecek ve yüzey integrallerin geometrik manalar n 

yüzey merkezi ve kat  aç  oldu u gösterilecektir. Bölüm 5.2’de nümerik örnekler 

sunulacak ve geometrik büyüklüklerin belirlenmesi anlat lacakt r. Bölüm 5.3’te 

sonuçlar sunulacakt r.  

5.1. Zamanda Gecikmeli Potansiyeller 

Hacim integral denklemlerde, homojen olmayan, izotropik, kay ps z, manyetik 

olmayan ve dielektrik sabiti ( )r  frekanstan ba ms z ortamlar için ak m yo unlu u 

daki gibi yaz labilir: 

 ( , ) ( ) ( , )tt tJ r r D r . (5.1) 

Burada 0( ) [ ( ) ] / ( )r r r  ve ( , ) ( ) ( , )t tD r r E r  elektrik ak  yo unlu udur. 

Hacim integral denklem çözümü için ilgili hacmin tetrahedronlar ile modellenir ve 

her tetrahedral hacim içinde ( )r ’nin (dolay yla ( )r ’nin) sabit oldu u varsay r. 

ZAY’da bilinmeyen fonksiyon temel fonksiyonlar ile ayr kla r: 

 ,
1 0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
tNN N

n i i n n n
n i n

t I T t I tD r f r f r . (5.2) 

Burada ( )nf r  .n  uzaya göre temel fonksiyonu, ( )iT t  .i  zamana göre temel 

fonksiyonu, ,n iI  bu temel fonksiyonlara ili kin bilinmeyen katsay  belirtmektedir 
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ve ( )nI t  zamana ba  katsay  olarak adland labilir. Hacimsel kaynaklar için vektör 

potansiyel, denklem (5.2) kullan larak 

 

1

( / )( , ) ( , )
4

( / )( ) ( , )
4

( / )( ) ( ) ( )
4

n

V

t
V

N
t n n
n V

t R ct t d
R

t R ct d
R

t R cI t d
R

A r J r r

r D r r

r f r r

 (5.3) 

olarak yaz labilir. Burada R r r  ve  zamana göre konvolüsyonu 

belirtmektedir. Enerjinin korunumu kanunundan (veya süreklilik denkleminden) 

skaler potansiyel 

 

1

1

1
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1 ( / )( ) ( ) ( )
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1 ( / )( ) ( ) ( )
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N
n n
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N
n n

n V

n
V

t R ct t d
R

t R ct d
R

t R cI t d
R

t R cI t d
R

t R c d
R

r r r

J r r

r f r r

r f r r

f r r r

 (5.4) 

olarak yaz labilir. Denklem (5.4)’te 1
t  zamana göre integrali belirtmektedir. Bu 

bölümde, daha önce de belirtildi i gibi, uzaya göre temel fonksiyonlar ( )nf r , SWG 

fonksiyonlar  olarak seçilmi tir [63]. SWG fonksiyonu, ekil 5.1’de gösterildi i gibi 

tetrahedral hacim çifti üzerinde a daki gibi tan ml r: 

 
( ) ;

( ) 3
0 ;di er

n
n n

n n

a T
V

r r r
f r . (5.5) 
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Burada na  ortak yüzeyin alan , nV , nT  tetrahedrona ait hacmi belirtmektedir. Bu 

durumda ( )nf r  temel fonksiyonunun diverjans  

nT
nT

nS

r
r

nr

nr
nr r

nr r

nT
nT

nS

r
r

nr

nr
nr r

nr r

 
ekil 5.1. SWG fonksiyonunun tan . 

 

 
;

( )
0 ;di er

n
n

n n

a T
V

r
f r  (5.6) 

olarak yaz labilir. ( ) nr  tetrahedral hacim içerisinde sabit oldu u kabul edilir. 

Denklem (5.4)’te ( )r  ifadesi, r  ortak yüzey olan nS  üzerinde iken sürekli 

de ildir ve genelle tirilmi  fonksiyonlar arac  ile a daki gibi tan mlan r: 

 ;( )
0 ;di er

n n nSrr . (5.7) 

Denklem (5.5) ve (5.6) kullan larak, vektör ve skaler potansiyeller 

 
1

( , ) ( ) ( , )
4 3

N
n n

t n n
nn

at I t t
V

A r A r , (5.8) 

 
1

1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
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N
n n

n n n n a
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at I t t t
V

r r r  (5.9) 
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olarak yaz rlar. Denklem (5.8) ve (5.9)’da, ( , )n tA r , ( , )n tr  ve ( , )a tr  integralleri 

 ( / )( , ) ( )
n

n n
V

t R ct d
R

A r r r r , (5.10) 

 ( / )( , )
n

n
V

t R ct d
R

r r , (5.11) 

 ( / )( , )
n

a
S

t R ct d
R

r r  (5.12) 

olarak tan mlan rlar. ( , )n tA r , ( , )n tr  ve ( , )a tr  yard mc  fonksiyonlar olarak 

adland labilirler (sabitlerin ayr  verilmesinden dolay  bu fonksiyonlar do rudan 

anl k uyar lm  SWG fonksiyonuna ili kin potansiyelleri vermemektedir). ( , )a tr  

yüzey kaynaklar için elde edilen skaler potansiyele benzerdir ve ( , )a tr ’n n analitik 

ifadesi [28]’de verilmi tir. Sonraki bölümlerde ( , )n tr  ve ( , )n tA r  fonksiyonlar  

incelenecektir. Bu noktadan itibaren  i areti kolayl k olmas  için kullan lmayacak, 

formüller nT  için ç kart lacakt r. nT  için sonuçlar gerekli i aret de iklikleri ile 

kolayca elde edilebilir. 

5.1.1. ( , )n tr ’nin Formülasyonu 

ma integrallerinin RD yorumu ile belirlenmesi, integralde yer alan Dirac 

delta fonksiyonu üzerine kuruludur. RD yorumu fikri Bölümler 1-3’te detayl  olarak 

aç klanm . Temel olarak, Dirac delta fonksiyonu yar çap  R ct  ve merkezi 

gözlem noktas  r  olan bir küre tan mlar ve integral nV  hacimsel eleman  üzerinden 

hesaplanmaktad r. Böylece nV  üzerinden olan integral, Dirac delta fonksiyonunun 

tan mlad  küre ve tetrahedral hacmin kesi imi sonucu olu an yüzey üzerinden 

integrale dönü ür. 

( , )n tr ’deki integrali incelemek için, ilk olarak nV  üzeriden olan integral, 

merkezi gözlem noktas  olan küresel koordinat sisteminde yaz lmal r: 
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( , ) ( / ) sin ( / )

( / ) ( )

n
R R

R

t t R c R d d dR R t R c d dR

R t R c R dR

r

. (5.13) 

Denklem (5.13)’te ( )R , R  yar çapl  küre için steradyan türünden kat  aç r. Dirac 

delta fonksiyonun (A.1) ve (A.2) ile verilen özellikleri kullan larak ( , )n tr ’nin 

( )R  türünden ifadesi 

 2( , ) ( )n t c t ctr  (5.14) 

olarak bulunur. Böylece anl k uyar lm  kaynaktan elde edilen skaler potansiyele 

ili kin yard mc  fonksiyonun integrali 2c t  faktörü ile kat  aç  türünden elde edilir. 

Ay ca dikkat edilirse denklem (5.14) ile verilen ifade herhangi bir tekillik 

içermemektedir. 

5.1.2. ( , )n tA r ’nin Formülasyonu 

Denklem (5.10)’da, vektör potansiyelin ( , )n tA r  içerdi i ( )nr r  

( ) ( )nr r r r  olarak aç labilir, böylece ( , )n tA r  

 

( , ) ( , )

( / ) ( / )( , ) ( ) ( )
n n

n v

n n
V V

t t

t R c t R ct d d
R R

r A r

A r r r r r r r  (5.15) 

olarak yaz labilir. ( , )n tr ’nin RD yorumu ile belirlenmesi Bölüm 5.1.1’de 

gösterilmi tir. Benzer ad mlar ile ( , )v tA r  

 

2

( , ) ( ) ( / ) sin

( / ) ( )

( )

v
R

R

t t R c R d d dR

R t R c d dR

c t ct

A r r r

r r

e

 (5.16) 

olarak yaz labilir. Burada ( )cte , alan merkezi vektörü fonksiyonudur. Alan merkezi 

vektörü fonksiyonu ( )cte , kesi im yüzeyinin alan merkezine yönlenmi  olan vektör 
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büyüklüktür ve büyüklü ü kesi im bölgesine ba r (en genel halde ( )cte  birim 

vektör de ildir). Böylece ( , )v tA r ’nin dolay yla ( , )n tA r ’nin belirlenmesi için 

gerekli geometrik büyüklükler belirlenmi  olur: kat  aç  ve alan merkezi 

fonksiyonlar . 

5.2. Nümerik Örnekler 

Bu bölümde, geli tirilen yöntemin do rulanmas  amac yla nümerik örnekler 

sunulacakt r. Geli tirilen yöntemin do rulamas , denklem (5.13) ve (5.15)’te verilen 

yard mc  fonksiyonlar n (dolay yla potansiyellerin) zaman örnekleri ile yard mc  

fonksiyonlar n frekans uzay  kar klar n hesaplanmas  ile elde edilen sonuçlar 

kar la larak gerçekle tirilecektir.  

Yukar da anlat lan kat  aç  ( )ct  ve yüzey merkezi ( )cte  fonksiyonlar  farkl  

yöntemler ile hesaplanabilir. Bunlardan en basiti ve bu bölümde kullan lan , kesi im 

yüzeyleri üzerinden integralleri nümerik olarak hesaplamakt r. Di er yöntem ise 

kesi im yüzeyleri üzerinden olan integralleri analitik olarak belirlemektir, ancak 

( )ct  ve ( )cte ’nin analitik olarak belirlenmesi bu çal man n konusu d ndad r ve 

gelecekte yap lacak çal malar aras ndad r. Kesi im yüzeyleri, gözlem noktas na 

göre, birbirinden ba ms z bir çok yüzeyden olu abilir (örne in gözlem noktas  

tetrahedral yap n içerisinde oldu u durum). Bundan dolay  kesi im yüzeyleri 

belirlenirken bir bilgisayar destekli tasar m (Computer Aided Design - CAD) 

program  kullan lm r. 

Vektör ve skaler potansiyellerin frekans uzay  örnekleri elde edilirken, nümerik 

integraller tetrahedral hacim için Gauss integrasyon metodu ile hesaplanm r. 

Frekans uzay nda nümerik integraller hesaplan rken tekillik ç kart  yap lm r 

[80]. Frekans uzay  sonuçlar ndan zaman uzay  örnekleri, [24] ve [28]’de belirtildi i 

gibi, ayr k ters Fourier dönü ümü kullan larak elde edilmi tir. 

Tüm örneklerde tetrahedronun kö eleri 1 (10,0,1)r , 2 (15,5,1)r , 

3 (15, 5,1)r  ve 4 (15,0,3)r  olarak seçilmi tir ve yard mc  fonksiyonlar n 

zamana göre de imi farkl  gözlem noktalar nda r  gözlemlenmi tir. Örneklerde 

zaman ekseni, zaman n ortamdaki dalga h yla çarp  ile elde edilen k-metre, 
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lm,  (light-meter) türünden verilmi tir. ekillerde “ZU” bu bölümde geli tirilen 

yöntem ile elde edilen sonuçlar , “FU” frekans uzay nda elde edilen sonuçlar  

belirtmektedir. 

lk örnek, geli tirilen yöntemin do rulu unu göstermek amac yla yard mc  

fonksiyonlar n zamana göre de imi (5,0,1)r  noktas nda incelenmi tir. Bu 

durumda x z  düzlemine göre simetriden dolay  vektör potansiyelin sadece x  ve z  

bile enleri olur. ekil 5.2’de görüldü ü gibi geli tirilen yöntem ile elde edilen 

sonuçlar ile frekans uzay nda elde edilen sonuçlar uyum içerisindedir. ( , )n tr  

fonksiyonu de meye 5ct  lm noktas nda ba lamaktad r, çünkü küre ile 

tetrahedral hacmin kesi mesi 5ct  lm an nda ba lar. Ayr ca ( , )n tA r  ve ( , )n tr  

fonksiyonlar n s r oldu u noktada küre ile tetrahedronun kesi imi sona ermi tir. 
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ekil 5.2. (5,0,1)r ’de yard mc  fonksiyonlar n kar la lmas . 

kinci örnekte frekans uzay nda tekil olan durumun incelenmesi amac yla 

gözlem noktas , tehtrahedral hacmin içerisinde (14,0, 2)r  noktas  olarak seçildi. 

ekil 5.3’te görüldü ü gibi sonuçlar uyum içerisindedir. ekil 5.3’e dikkat edilirse, 

( , )n tA r  ve ( , )n tr  fonksiyonlar  de meye 0ct  an ndan itibaren ba lamaktad r, 

çünkü gözlem noktas  tetrahedronun içerisinde oldu undan kesi im küre yüzeyini 
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vermektedir. Bu durum 0.5ct  lm an na kadar sürmektedir. Bu sürede kesi im 

sonucu tam küre yüzeyini verdi i için alan merkezi gözlem noktas  verir, böylece 

( , )n tA r ’nin bu aral ktaki de eri s rd r. Daha sonra küre, tetrahedronun d  yüzeyi 

ile kesi ti inden fonksiyonlar n de imi de farkl la maktad r. 

Son örnekte ise gözlem noktas  rastgele (19,8, 1)r  olarak seçilmi tir. ekil 

5.4’ten görüldü ü gibi, gözlem noktas  tetrahedronun konumuna göre herhangi bir 

simetri sergilemedi i için, vektör potansiyelde tüm bile enler görülür. Benzer olarak 

de imlerin ba lad  an, tetrahdral hacim ile merkezi gözlem noktas  olan kürenin 

kesi meye ba lad  and r. ekil 5.4’e dikkatli bak rsa frekans uzay  sonuçlar n 

sal nan bir davran  sergiledi i görülür. Bunun nedeni [24]’te anlat lan Gibbs 

etkisinden kaynaklanmaktad r. 

Nümerik örnekler ile birlikte geli tirilen yöntemin farkl  durumlar için (gözlem 

noktas  tetrahedronun içinde veya d nda) çal  gösterilmi tir. Bulunan de erlerin 

anl k uyar lm  SWG fonksiyondan dolay  olu an zamanda gecikmeli potansiyellerin 

(yard mc  fonksiyonlar n) zaman örnekleri oldu u unutulmamal r. 

ct [lm]

0 1 2 3 4 5 6

n(
r ,t

) &
 A

n(
r ,t

)

0

5e+8

1e+9

2e+9

2e+9

3e+9

3e+9

-8e+8

-6e+8

-4e+8

-2e+8

0

2e+8

4e+8

n (ZU)

n (FU) 

An_x (ZU)
An_x (FU)
An_z (ZU)
An_z (FU)

 
ekil 5.3. (14,0, 2)r ’de yard mc  fonksiyonlar n kar la lmas . 
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ct [lm]

6 8 10 12 14

n(
r ,t

) &
 A

n(
r ,t

)

-1,2e+9

-1,0e+9

-8,0e+8

-6,0e+8

-4,0e+8

-2,0e+8

0,0

2,0e+8

4,0e+8

n (ZU)

n (FU)
An_x (ZU)
An_x (FU)
An_y (ZU)
An_y (FU)
An_z (ZU)
An_z (FU)

 
ekil 5.4. (19,8, 1)r ’de yard mc  fonksiyonlar n kar la lmas . 

5.3. Sonuçlar 

Bu bölümde, anl k uyar lm  SWG fonksiyonundan dolay  olu an, zamanda 

gecikmeli potansiyellerin belirlenmesi için yeni bir yöntem geli tirilmi tir. Yöntem 

daha önce anlat lan potansiyellerin RD yorumu ile belirlenmesi üzerine kuruludur. 

RD yorumu ile zamanda gecikmeli potansiyellerin içerdi i tetrahedron üzerinden 

hesaplanan hacim integrali, tetrahedral hacim ve merkezi gözlem noktas  olan küre 

yüzeyinin kesi imi sonucu olu an yüzey üzerinden integrale dönü türülmü tür. Daha 

önceki çal malara benzer olarak potansiyel integrallerinin sonucu geometrik 

büyüklükler türünden elde edilmi tir: kat  aç  ve alan merkezi vektörü. Kat  aç  ve 

alan merkezi vektörü fonksiyonlar , yüzey integralleri olarak tan mlanm r. Kesi im 

yüzeyi üzerinden olan bu integraller analitik veya nümerik olarak hesaplanabilir. 

Ancak nümerik örneklerde geometrik büyüklüklerin nümerik integrasyon ile 

belirlenmesi benimsenmi tir. Kat  aç  ve alan merkezi fonksiyonlar na analitik 

ifadeler bulunmas  gelecek çal malara b rak lm r. Nümerik örnekler ile geli tirilen 

yöntemin do rulu u gösterilmi tir.  
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6. KIRCHHOFF YAKLA IMI NTEGRAL N 

RADON DÖNÜ ÜMÜ YORUMU 

Bu bölümde Kirchhoff Yakla  (KY) ile akustik olarak yumu ak ve sert 

yüzeylerden saç lan alan n analitik ifadeleri geli tirilecektir. Saç lan alan n analitik 

ifadeleri kayna n ve/veya gözlem noktas n sonsuzda oldu u ve olmad  durumlar 

için zaman uzay nda Radon Dönü ümü (RD) yorumu kullan larak belirlenecektir. 

Kaynak ve gözlemci noktas n konumuna göre ortaya ç kan durumlar daha önce 

belirtildi i gibi, “Uzak-Uzak,” “Uzak-Yak n,” “Yak n-Uzak” ve “Yak n-Yak n” 

durumlar r. Analitik ifadeler rastgele saç  yüzeyi modelleyen üçgen yüzey 

parçalar  için geli tirilecektir. Tüm yüzey için sonuç üçgenlerden saç lan alanlar n 

süperpozisyonu ile belirlenebilir. Bölüm 6.1’de, yumu ak ve sert saç lar için 

gözlem noktas n sonsuzda oldu u ve sonsuzda olmad  durumlarda KY yakla  

ile ma integrallerinin belirlenmesi anlat lacakt r. Bölüm 6.2’de, belirlenen ma 

integrallerine kayna n noktasal kaynak veya düzlemsel dalga oldu u durumlar 

eklenerek bahsedilen sekiz durum ayr  olarak incelenecektir. Bölüm 6.2’de 

durumlar n incelenmesi sonucu ortaya üç farkl  integral yap  ç kmaktad r. Bu 

integrallerin analitik ifadeleri Bölümler 6.3, 6.4 ve 6.5’te geli tirilecek, Bölüm 6.6’da 

analitik olarak belirlenen integrallerin s rlar n belirlenmesi anlat lacak, Bölüm 

6.7’de geli tirilen analitik ifadelerin do rulu u nümerik örnekler ile gösterilecektir. 

Bölüm 6.8’de sonuçlar sunulacakt r. 

6.1. Akustik Saç lma için Kirchhoff Yakla  

Bu bölümün amac  gözlem noktas  sonsuzda oldu u ve sonsuzda olmad  

durumlarda KY sonucu ortaya ç kan ma integrallerini belirlemektir. 

Saç lan akustik alan için h z potansiyeli ifadesi, Kirchhoff integral denklemi ile 

verilir [67], [76]: 

 1 ( / ) ( / )ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )
4

s t t

S

t R c t R ct t t d
R R

r r n n r r . (6.1) 
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Burada ( , )s tr  ve ( , )t tr , s ras yla, saç lan ve toplam h z potansiyeli alanlar r, 

n̂  d ar  do ru yönlenmi , r  noktas ndaki saç  yüzeyi S ’ye dik birim normal 

vektördür. R R r r , ˆ / RR R  ve c  dalgan n ortamdaki h r. Yumu ak ve 

sert yüzeyler için s r ko ullar , s ras yla, Sr  saç  yüzeyinde iken, ( , ) 0t tr  ve 

ˆ ( , ) 0t tn r  olarak verilir. 

6.1.1. Gözlem Noktas n Konumu 

Yumu ak ve sert yüzeyler için KY yakla  ile gözlem noktas  sonsuzda iken 

ve sonsuzda de ilken saç lan h z potansiyelinin formülasyonuna geçmeden önce 

gözlem noktas n konumuna göre yap lacak yakla kl k hakk nda bilgi verilmesi 

uygun görülmü tür. Daha önce de de inildi i gibi gözlem noktas  sonsuzda oldu u 

“uzak durumu” ve sonsuzda olmad  “yak n durumu” için formüller elde edilecektir. 

Bu noktada uzak durumu için formüllerin elde edilmesinde uzak alan 

yakla kl ndan yararlan lacakt r. Zaman uzay nda uzak alan yakla kl  için 

literatürde farkl  kriterler mevcuttur [21], [72] ve bu kriterler genellikle R ’ye göre 

verilmektedir. Benzer olarak uzak alan yakla kl n geçerli oldu u R  de eri 

uyar lan i aretin en yüksek frekans bile enine bak larak da verilebilir [15]. Uzak alan 

yakla kl nda gözlem noktas  her zaman sonsuzda olmaz. Gözlem noktas n 

sonsuzda olmad  durumlarda belli bir miktar hata yap lmas  göze al r ve kriterler 

yap lacak olan hatan n miktar na göre seçilir. E er gözlem noktas  sonsuzda ise, 

teorik olarak yap lan hata s rd r ve bu durumda tüm kriterler sa lan r. Bölüm 6’da 

uzak durumu ile gözlem noktas n sonsuzda oldu undan bahsedilmi ti. Bundan 

dolay  uzak durumu ile uzak alan yakla kl  kar lmamal r. Uzak durumunda 

gözlem noktas  sonsuzda oldu undan dolay  uzak alan yakla kl  ile elde edilen 

formül hatas zd r. Yak n durumunda ise herhangi bir uzak alan yakla kl  

yap lmamaktad r. 

Uzak alan yakla kl  için kriter ne olursa olsun zaman uzay  Green 

fonksiyonu 
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ˆ

( / )lim
4 4

S

r

rt
c ct R c

R r

k r

 (6.2) 

olarak yaz r. Burada gözlem noktas  ˆ Srr k  ve ˆ Sk  gözlem yönüdür. 

6.1.2. Yumu ak Saç  

Akustik olarak yumu ak yüzeyler için s r ko ulu ( , ) 0t tr , Sr  ile 

verilir. Bu durumda denklem (6.1) ile verilen h z potansiyeli yumu ak s r ko ulu 

için 

 1 ( / ) ˆ( , ) ( , )
4

s t

S

t R ct t d
R

r n r r  (6.3) 

halini al r. Gözlem noktas  r , sonsuzda oldu unda h z potansiyeli denklem (6.2)’de 

verilen uzak alan yakla kl  ile 

 
ˆ1 ˆ( , ) ( , )

4
s tS

S

rt t t d
r c c

k rr n r r  (6.4) 

olarak yaz labilir. 

KY’de yumu ak saç  yüzeyinde ( S ) toplam h z potansiyelinin 

 
ˆ2 ( , ) ,ˆ ( , )

0 ,

i
t a

g

t S
t

S
n r r

n r
r

 (6.5) 

oldu u varsay r [71]. Denklem (6.5)’te aS  ve gS , s ras yla, a gS S S  yüzeyinin 

ayd nl k ve gölge bölgelerini belirtmektedir. Nümerik çözüm yöntemlerinde saç  

yüzeyinin üçgen yüzeyler ile modellenmesi s k kullan lmaktad r: 
1

N
a n

n
S S . 

Burada nS , .n  üçgen yüzeyini belirtmektedir. Üçgen yüzeyleri düz oldu undan, 

birim normal vektörleri üçgen yüzeyi boyunca sabittir. Böylece denklem (6.3) ve 

(6.4)’te verilen ma integralleri, s ras yla, 
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1

1 ( / ) ˆ( , ) ( , )
2

n

N
s i

n
n S

t R ct t d
R

r n r r , (6.6) 

 
1

ˆ1 ˆ( , ) ( , )
2

n

N
s iS

n
n S

rt t t d
r c c

k rr n r r  (6.7) 

olarak yaz r. Denklem (6.6) ve (6.7)’de, ˆ nn , nS  yüzeyinin d ar  do ru 

yönlendirilmi  birim normal vektörüdür. 

6.1.3. Sert Saç  

Akustik olarak sert yüzeyler için s r ko ulu saç  yüzeyinde ˆ ( , ) 0t tn r , 

Sr  ile verilir ve saç lan h z potansiyeli 

 1 ( , ) ( , ) ( / )ˆˆ( , ) ( )
4

t t
s

S

t t t R ct d
c t R R

r rr n R r  (6.8) 

olarak yaz labilir. Denklem (6.8) gözlem noktas n sonsuzda olmad  yak n 

durumu için yaz lm r. Saç lan alan sonsuzda gözlemlendi inde uzak alan yakla  

ile ma integrali 

 
ˆ1 ˆˆ( , ) ( ) ( , )

4
s t S

t S
S

rt t t d
rc c c

k rr n k r r  (6.9) 

halini al r. 

Sert yüzeyler için KY’ye ili kin toplam h z potansiyeli, yumu ak yüzeye 

benzer olarak, a daki gibi verilebilir [71]: 

 
2 ( , ) ,

( , )
0 ,

i
t a

g

t S
t

S
r r

r
r

. (6.10) 

Saç  yüzeyi üçgenler ile ayr kla rsa denklem (6.8) ve (6.9) ile verilen ma 

integralleri, s ras yla, 

 
1

1 ( , ) ( , ) ( / )ˆˆ( , ) ( )
2

n

N i i
s

n
n S

t t t R ct d
c t R R

r rr n R r , (6.11) 
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1

ˆ1 1ˆˆ( , ) ( ) ( , )
2

n

N
s i S

n S t
n S

rt t t d
r c c c

k rr n k r r  (6.12) 

olarak yaz labilir. 

6.2. Akustik Saç lma için Durumlar 

Gözlem noktas n konumuna göre ma integralleri önceki bölümde 

belirlendi. Bu bölümde, belirlenen ma integralleri, kayna n konumuna göre 

incelenecektir. Kayna n ve gözlem noktas n konumuna ve saç  türüne göre sekiz 

farkl  durum ortaya ç kmaktad r. Yumu ak ve sert yüzeyler için formülasyonlar 

benzerdir ve ma integrallerinin yap lar n, baz  durumlarda ayn  oldu u 

gösterilecektir. Bu bölümde, analitik ifadeleri Bölüm 6.3-6.5’te geli tirilecek olan 

integraller belirlenecektir. 

6.2.1. Yumu ak Saç  için Uzak-Uzak Durumu 

Sonar Kesit Alan  (SKA) problemlerinde saç lan alan düzlemsel dalga olarak 

verilir. Bu durumda anl k uyar lm  düzemsel dalga için h z potansiyeli 

 
ˆ

( , )i it t
c

k rr  (6.13) 

olarak verilebilir. Burada ˆ ik  dalgan n yay lma yönüdür. Denklem (6.7), kullan larak 

gözlem noktas  sonsuzdayken saç lan h z potansiyelinin ifadesi 

 
1

1 ˆˆ( , ) ( ) ( / )
2

N
s

n i t n
n

t t r c
rc

r n k  (6.14) 

olarak yaz labilir. Burada ( )n t , 

 2( )
n

n r
S

t t d
c

k r r  (6.15) 

olarak tan mlan r ve Denklem (6.15)’te ˆ ˆ( ) / 2r S ik k k ’dir. ( )n t ’nin analitik 

ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.3’te anlat lacakt r. 
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6.2.2. Yumu ak Saç  için Uzak-Yak n Durumu 

Uzak-yak n durumunda, yumu ak yüzeyden saç lan alan, gözlem noktas  

sonsuzda de ilken incelenecektir. Gelen alan denklem (6.13)’te verilen düzlemsel 

dalgad r. Saç lan alan denklem (6.6) ile 

 1

1

1 ˆˆ( , ) ( ) ( )
2

N
s

n i t n
n

t t
c

r n k  (6.16) 

olarak bulunabilir. Burada 1 ( )n t , 

 1 ˆ1( )
n

i
n

S

Rt t d
R c

k r r  (6.17) 

integrali ile verilir. 1 ( )n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.4’te 

anlat lacakt r. 

6.2.3. Yumu ak Saç  için Yak n-Uzak Durumu 

Yak n-uzak durumu, kayna n sonsuzda olmad  ancak saç lan alan n 

sonsuzda gözlendi i durumdur. Bu durumda kaynak noktasal kaynak olarak 

seçilmi tir ve gelen alan ifadesi küresel dalgalardan olu ur. Noktasal kayna a ili kin 

z potansiyeli 

 ( / )( , )i S

S

t R ct
R

r  (6.18) 

ile verilebilir. Burada S S SR R r r  ve Sr  noktasal kayna n konumudur. 

Saç lan alan ise denklem (6.7)’den a daki gibi bulunur: 

 1 2 3

1

1 ˆ( , ) ( / ) ( / )
2

N
s

n S t n n
n

t c t r c t r c
r

r n R . (6.19) 

Denklem (6.19)’da, ˆ n Sn R  terimi, kaynak noktas n üçgen yüzeyini bar nd ran nD  

düzlemine olan uzakl  tan mlamaktad r ve üslü koordinat sisteminde ˆ ˆnn y  
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olarak verildi i sürece, üçgen yüzeyi için ˆ n S dn R  olarak verilebilir. Burada d , 

.n  üçgeni içeren nD  düzlemine olan dik uzakl kt r. 2 ( )n t  ve 3( )n t  fonksiyonlar  ise 

 
ˆ1( ) 2,3

n

p S S
n p

S S

Rt t d p
cR
k r r  (6.20) 

integrali ile verilir ve ( )p
n t  analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.4’te 

anlat lacakt r. 

6.2.4. Yumu ak Saç  için Yak n-Yak n Durumu 

Yak n-yak n durumunda noktasal kaynaktan yan alan n saç lmas  sonsuzda 

olmayan bir noktada gözlenmektedir. Noktasal kaynaktan dolay  olu an alan 

denklem (6.18)’de verilmi ti. Saç lan alan, denklem (6.6)’dan, 

 1 12 13

1

1 ˆ( , ) ( ) ( )
2

N
s

n S t n n
n

t c t tr n R  (6.21) 

olarak yaz r. Burada 12 ( )n t  ve 13( )n t , 

 
11( )

2,3
n

pq S
n qp

S S

pR Rt t d
qcR R

r  (6.22) 

integrali ile verilir. ( )pq
n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.5’te 

anlat lacakt r. 

6.2.5. Sert Saç  için Uzak-Uzak Durumu 

Bölüm 6.2.1’de anlat lan yumu ak saç lara benzer olarak, gelen alan denklem 

(6.13)’teki gibi düzlemsel dalgad r ve sonsuzda gözlemlenen saç lan h z potansiyeli 

denklem (6.12)’den yararlan larak bulunabilir: 

 
1

1 ˆˆ( , ) ( ) ( / )
2

N
s

n S t n
n

t t r c
rc

r n k . (6.23) 
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Uzak-uzak durumunda yumu ak ve sert yüzeyler aras ndaki terk fark, denklem (6.14)

’te ˆ ik ’nin yerini denklem (6.23)’te ˆ Sk ’nin almas r. ( )n t ’nin tan  denklem 

(6.15)’te verilmi tir ve analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.3’te anlat lacakt r. 

6.2.6. Sert Saç  için Uzak-Yak n Durumu 

Uzak-yak n durumunda gelen alan denklem (6.13) ile verilen düzlemsel 

dalgad r ve saç lan alan sonsuzda olmayan bir noktada gözlenmektedir. Bu durumda 

saç lan alan denklem (6.13), (6.11)’de yerine yaz larak, 

 1 2 3

1

1 ˆ( , ) ( ) ( )
2

N
s

n t n n
n

t c t tr n R  (6.24) 

olarak bulunur. Burada ( )p
n t , 2,3p , 

 
ˆ1( ) 2,3

n

p i
n p

S

Rt t d p
cR
k r r  (6.25) 

integrali ile tan mlan r. ( )p
n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.4’te 

anlat lacakt r. 

6.2.7. Sert Saç  için Yak n-Uzak Durumu 

Bölüm 6.2.3’e benzer olarak, gelen alan denklem (6.18) ile verilen noktasal 

kaynaktan yay lan küresel dalgalard r ve sonsuzda gözlenen saç lan h z potansiyeli 

 1

1

1 ˆˆ( , ) ( ) ( / )
2

N
s

n S t n
n

t t r c
c

r n k  (6.26) 

olarak bulunur. Burada 1 ( )n t  

 1 ˆ1( )
n

S S
n

SS

Rt t d
R c

k r r  (6.27) 
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integrali ile tan mlan r. 1 ( )n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.4’te 

anlat lacakt r. 

6.2.8. Sert Saç  için Yak n-Yak n Durumu 

Yak n-yak n durumda noktasal kaynaktan yay lan küresel dalgalar n 

saç lmalar , sonsuzda olmayan bir noktada gözlenmektedir. Denklem (6.11) ve (6.18) 

kullan larak saç lan h z potansiyeli 

 1 21 31

1

1 ˆ( , ) ( ) ( )
2

N
s

n t n n
n

t c t tr n R  (6.28) 

olarak bulunur. Burada  21( )n t  ve 31( )n t , denklem (6.22)’de 2,3p  ve 1q  ile 

verilir. ( )pq
n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi Bölüm 6.5’te anlat lacakt r. 

6.3. ( )n t ’nin Analitik fadesi 

Bu bölümde ( )n t ’nin analitik ifadesinin belirlenmesi anlat lacakt r. RD 

yorumunda, Dirac delta fonksiyonunun argüman  RD’nin türünü belirler. RD türüne 

göre, yüzey integralleri, integral bölgesi ile RD’nin tan mlad  geometrinin kesi imi 

sonucu olu an çizgi üzerinden integrale dönü türülür. Burada “RD’nin tan mlad  

geometri” ile “verilmi  bir t  an  için Dirac delta fonksiyonunun argüman  s r 

yapan konumlar n tan mlad  geometri” kastedilmektedir. Örne in, denklem (6.15)

’te, Dirac delta fonksiyonun de kenini s r yapan 
2r
ctk r , normali rk  yönünde 

olan ve 2c  h  ile ilerleyen bir düzlem tan mlamaktad r. Denklem (6.15)’teki 

integral, integral bölgesi nS  ve normali rk  olan düzlemin kesi imi üzerinden olan 

bir çizgi integrali olarak yorumlanabilir. Böylece ( )n t , üçgen ve düzlem kesi imi 

sonucu olu an do ru parças n büyüklü ü ile verilebilir. Bu sonuç ( )n t ’nin 

zamana göre integrali al narak görülebilir. Dirac delta fonksiyonunun (A.3) ile 

verilen özelli i kullan larak ( )n t ’in zaman göre integralinin üçgen alan  ( nA ) 

verdi i gösterilebilir: 
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 2( )
n

n r n
S

t dt t dtd A
c

k r r . (6.29) 

( )n t  anl k de erleri ise nS  ve düzlem kesi imi sonucu olu an dilimleri verir. 

Düzlem ve üçgenin kesi imi için analitik ifade bulmak için, düzlem ile üçgenin kö e 

noktalar n kesi im zamanlar  belirlenmelidir. Düzlem ile üçgenin kö e noktalar n 

kesi im zamanlar , 1r , 2r , 3r  üçgen kö eleri olmak üzere, 12i r it c k r , 1,2,3i  

olarak belirlenebilir. ekil 6.1’de gösterilen kesi im s ras yla, ( )n t ’nin analitik 

ifadesi 

 

1
1 2

3 1 2 1

3
2 3

3 1 2 3

2 ( ) ;
( ) ( )

2 ( )
( ) ;

( ) ( )
0 ; di er

n

n
n

A t t t t t
t t t t

A t tt t t t
t t t t

 (6.30) 

olarak yaz labilir. Denklem (6.30), ( )n t  için genel formül olmas na kar n, ortaya 

kan iki özel durum ayr  olarak incelenmelidir: (i) rk , nS  yüzeyinin normali ile 

ayn  yönde olabilir. Bu durumda tüm kesi im anlar  ayn  ç kar 1 2 3t t t . Böylece 

Dirac delta fonksiyonu integral de keninden ba ms z hale gelir ve 

1( ) ( )n nt A t t  olarak bulunur. (ii) ˆ ˆi sk k  oldu u durumda 0rk ’d r. Önceki 

duruma benzer olarak, bu durumda da ( ) ( )n nt A t  olarak bulunur. 

Denklem (6.30), özel durumlar  ile birlikte, ( )n t ’nin analitik ifadesini 

vermektedir. Ancak ( )n t  zaman örneklerinin belirlenmesi zaman ad  

büyüklü üne ve üçgen büyüklü üne ba r. Di er bir sorun ise özel durumlarda 

görülen Dirac delta fonksiyonlar  t ’nin belli de erleri için ortaya ç kmaktad r ve bu 

de erler zaman ad  seçiminden dolay  kolayca atlanabilir. SKA büyüklü ü 

frekansa ba  olarak belirlenen bir de er oldu undan, ( )n t  yerine, hesaplamalar n 

( )n t 'nin Fourier dönü ümü olan ( )n  ile frekans uzay nda yap lmas  özel 

durumlar n atlanmas  gibi problemleri ortadan kald r. ( )n , ( )n t ’nin Fourier 

dönü ümü al narak, 
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1r

2r

3r
rk

nS

1t 2t 3t t

1r

2r

3r
rk

nS

1t 2t 3t t
 

ekil 6.1. Üçgen ile düzlem kesi imi. 

 

31 2

2

2

1 22 2 1 1 3 3 2 2 1 2 3 3 1

2
22 2

2

1 2 3

2
;

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 ( 1)( ) ;
( )

;
; 0

i

j tj t j t
n

j tj t
n i

n k i
i

j t
n

n r

A e e e t t t
t t t t t t t t t t t t

A e j t j t e
t t t

t t

A e t t t
A k

(6.31) 

olarak belirlenebilir. ( )n t  ve ( )n , [47]’de detayl  olarak incelenmi tir. Denklem 

(6.30)’da kö e noktalar  ile düzlemin kesi im anlar  1 2 3t t t  s ras yla olmal r, 

ancak frekans uzay nda bu s ra denklem (6.31)’deki simetriden dolay  önemini 

yitirmektedir. 

Son olarak ( )n t , anl k uyar lm  düzlemsel dalga kayna  için belirlenen 

sonuçtur ve istenilen zaman ba ml , ( )n t  ile uyart m fonksiyonunun 

konvolüsyonu hesaplanarak belirlenebilir. Ancak ( )n t , anl k uyar lm  kaynak için 

belirlendi inden, tüm frekans bile enleri için çözümü içermektedir. stenilen frekans 

için çözüm denklem (6.31) ile analitik olarak elde edilebilir. Böylece yöntemin 

verimlili i, saç  yüzeyinin modellenme verimi ile s rlanm r. 
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6.4. ( )p
n t ’nin Analitik fadesi 

Bu bölümde, 1, 2,3p  için ( )p
n t ’nin analitik ifadesi belirlenecektir. Bölüm 

6.2.2, 6.2.3, 6.2.6 ve 6.2.7’de, farkl  de kenler içeren iki farkl  ( )p
n t  fonksiyonu 

görülmektedir, örne in denklem (6.17) ile (6.27) aras ndaki fark gibi. Ancak dikkatli 

incelendi inde de kenlerin farkl  olmad  sonucu ç kart labilir. Yak n-uzak ve 

uzak-yak n durumlar n tan na göre, noktasal kaynaktan yay larak saç lan 

alanlar n sonsuzda gözlenmesi durumunda ˆ Sk  vektörü ve düzlemsel dalga ile 

ayd nlat lan yüzeyden olan saç lan alan n sonsuzda olmayan bir noktada 

gözlemlenmesi durumunda ˆ ik  vektörü, ( )p
n t  fonksiyonunun de keni olarak 

ortaya ç kmaktad r. ekil 6.2’de görüldü ü gibi, düzlemsel dalgan n yay lma yönü 

ˆ ik  ve gözlem yönü ˆ Sk , do rultusu ayn  fakat z t yönlü vektörlerdir. Benzer olarak 

R  ve SR  ayn  uzakl  belirtmektedirler. Kolayl k olmas  için, ˆ ˆ ˆo i Sk k k  ve 

o SR R R  büyüklüklerini tan mlayal m. Böylece ( )p
n t , 1, 2,3p  olmak üzere 

 
ˆ1( )

n

p o o
n p

oS

R
t t d

cR

k r
r  (6.32) 

olarak yaz labilir. Daha önce bahsedildi i gibi, RD türünü, Dirac delta fonksiyonun 

argüman  belirler. Denklem (6.32)’de, belli bir zaman an nda ˆo oR ctk r  

itli ini sa layarak Dirac delta fonksiyonunun argüman n de imini s r yapan 

r  konumlar , üç boyutlu uzayda bir paraboloit tan mlar. Paraboloidin iki boyutlu 

gösterimi ve tan mlanan büyüklükler ekil 6.3’te gösterilmi tir. Bir paraboloit, 

üzerindeki her noktan n ( ekil 6.3’te r  noktas ) ˆ 2o oR ak r  denklemini 

sa lad  bir yüzey tan mlar. Burada a  odak uzunlu udur. Özel olarak denklem 

(6.32)’de olu an paraboloit, dairesel kesite sahiptir. Bu bölümde kullan lan 

paraboloit ile ilgili denklemler ve parametreler Ek B’de aç klanm r. Dirac delta 

fonksiyonun (A.1) ile verilen özelli i kullan larak ( )p
n t  a daki gibi yaz labilir: 
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Gözlem 
Noktas

r

r

R r r

ˆ ik

Saç

Gelen Alan

( )a

Noktasal 
Kaynak

Sr

r

S SR r r

ˆ Sk

Saç

Gözlem Yönü

( )b

Gözlem 
Noktas

r

r

R r r

ˆ ik

Saç

Gelen Alan

( )a

Gözlem 
Noktas

r

r

R r r

ˆ ik

Saç

Gelen Alan

( )a

Noktasal 
Kaynak

Sr

r

S SR r r

ˆ Sk

Saç

Gözlem Yönü

( )b

Noktasal 
Kaynak

Sr

r

S SR r r

ˆ Sk

Saç

Gözlem Yönü

( )b  

ekil 6.2. Uzak-Yak n (a) ve Yak n-Uzak (b) durumlar . 

 1( )
2 2

n

p
n p

oS

c ctt a d
R

r . (6.33) 

( )p
n t ’nin analitik ifadesi verilecek ad mlar uygulanarak bulunabilir: 

(i) Paraboloit ile nD  düzlemi kesi imi sonucu olu acak geometrinin 

belirlenmesi (Bölüm B.1),  

(ii) nD  düzlemi üzerinde de kenlerin uygun koordinat sisteminde 

tan mlanmas ,  

(iii) De kenlerin paraboloit ( a ) ve yay uzunlu u ( ) olarak dönü türülmesi 

(iv) Yay uzunlu u üzerinden olan integralin analitik olarak al nmas . 

( )p
n t ’nin analitik ifadesinin bulunmas ndan önce ˆˆ ox k  ve di er eksenler ekil 

6.3’te gösterildi i gibi olan koordinat sistemini tan mlayal m. ekil 6.3’te nD , nS  

üçgensel yüzeyini bar nd ran düzlemi ve  düzlem ile x -ekseni aras ndaki aç  

belirtmektedir.  de erlerine göre üç farkl  durum ortaya ç kmaktad r. Bu durumlar 

Ek B’de detayl  olarak aç klanm r. Özet olarak 0  iken  paraboloit  ile  nD  

düzleminin kesi imi bir parabol vermektedir. 0 / 2  ise kesi im en genel halde 

elipstir ve / 2  iken kesi im sonucu çemberdir. lk ve son durumlar, en genel hal 
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olan ikinci durumun limit halleri olmas na ra men, integral de kenleri ve analitik 

ifadelerin yap  farkl k göstermektedir. Bu durumlar ayr  olarak incelenecektir. 

6.4.1. 0  Durumu 

0  durumunda ˆ ok  vektörü, nD  düzlemine paraleldir ve Bölüm B.1’de 

gösterildi i gibi nD  düzlemi ile paraboloidin kesi imi paraboldür. Kesi im sonucu 

olu an parabolün odak uzunlu u paraboloidinki ile ayn r, sadece odak noktas n 

konumu nD  düzleminin orijine uzakl na ( d ) ba  olarak de ir. Denklem (6.33) 

ile verilen ( )p
n t  integrali (B.2)’de tan mlanan üslü koordinat sisteminde yaz labilir 

ve a daki de ken dönü ümü yap labilir: 

 
2

2
cos ( / 2) cos( / 2)1 2

sin( / 2)sin ( / 2)
mx x a z a . (6.34) 

or

r

oR

ok r

2a

2a

a

2o oR ak r

Paraboloit

ˆˆ ox k

d

nD

ŷ

x̂

ŷ

or

r

oR

ok r

2a

2a

a

2o oR ak r

Paraboloit

ˆˆ ox k

d

nD

ŷ

x̂

ŷ

 

ekil 6.3. Paraboloidin ve de kenlerin gösterimi. 
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Burada 
2

4m
dx

a
, parabolün odak noktas n x  bile enidir. De ken dönü ümü ile 

denklem (6.33) 

 
max max

min min

( )

( )

1( )
2 2

1 ,
2 2

p
n p

ox z
a a

p
oa a

c ctt a dz dx
R

c ct a J a d da
R

 (6.35) 

olarak yaz r. Burada max ( )a  ve min ( )a , kesi im sonucu olu an parabolün üçgeni 

kesti i noktalar  veren aç lard r. max ( )a  ve min ( )a ’n n belirlenmesi Bölüm 6.6’da 

aç klanacakt r. ( , )J a , dönü ümün Jacobian’ r: 

 
2

4 2

( , )
( , )

( , ) sin 4 sin
2 2

S Sx z a dJ a J
a a

. (6.36) 

( , )J a  ile birlikte denklem (6.35)’teki integral 

 
max

min

2

1 2( ) ( ) ( )
2 2 4

a
p pp

n
a

c ct dt a a a a da
a

 (6.37) 

halini al r. Burada ( )p
m a  a daki gibi tan mlan r: 

 
max

min

( )

4 /
( )

1( ) 1,2
sin / 2

a
p
m m p

oa
a d m

R
. (6.38) 

( )p
m a  integralleri analitik olarak belirlendikten sonra Dirac delta fonksiyonunun 

denklem (A.2) ve (A.3) ile verilen özellikleri kullan larak ( )p
n t ’nin analitik ifadesi 

 

2
min max1 2

2

( ) ( ) ;
2 4 2( )

0 ;di er

p p
p ctn a

c d cta a a a a
at  (6.39) 

olarak bulunur. 
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( )p
m a ’nin analitik ifadesinin belirlenebilmesi için ilk olarak oR  de keni 

tan mlanmal r. ekil 6.3’ün yard  ile oR  

 
2 2 2

2 2 2
2

8 cos( )( )
8 sin ( / 2)

o m
a d dR d z x x

a
 (6.40) 

olarak yaz labilir. Böylece 
2

1 2 2 1
8

d
a d

 olmak üzere ( )p
m a  integralleri, 

 

max

min

max

min

( ) 2 4

1 2 2
1( )

( ) 2

2 2
1( )

8 sin ( / 2)( )
8 1 cos( )

1 cos( )44
8 1 cos( )

ap p
p

p
a

a pp

p
a

aa d
a d

a d
a d

, (6.41) 

 

max

min

max

min

( ) 2 2

2 2 2
1( )

( ) 1

2 2
1( )

8 sin ( / 2)( )
8 1 cos( )

1 cos( )42
8 1 cos( )

ap p
p

p
a

a pp

p
a

aa d
a d

a d
a d

 (6.42) 

olarak yaz labilir. ( )p
m a ’n n analitik ifadeleri Bölüm D.2’de verilen integraller ile 

analitik olarak belirlenebilir. 

6.4.2. 0 / 2  Durumu 

Bu durumda paraboloit ve nD  düzleminin kesi imi elipstir. Denklem (6.33)’te 

verilen integral (B.2)’de tan mlanan üslü koordinat sisteminde önceki bölümdeki gibi 

yaz labilir ve kesi imin elips ç kmas ndan dolay  de ken dönü ümü a daki gibi 

yap labilir: 

 cos( ) sin( )m S Sx x a y b . (6.43) 

Burada 2
cos( ) 2 sin( )
sin ( )

mx a d , elipsin merkezinin x  bile enidir. Sa  ve Sb , 

ras yla, denklem (B.6) ve (B.7) ile verilen elipsin ana ve tali eksen uzunluklar r. 
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Sonuç olarak denklem (6.33)’te verilen integral denklem (6.35)’teki gibi yaz labilir. 

Bu durumda ( , )J a  

 
2

3 3
4cos( ) sin( ) 4 2 sin( )( , ) cos( )

sin ( ) sin ( )

a da a dJ a  (6.44) 

olarak bulunur ve ( )p
n t  integrali a daki gibi yaz labilir: 

 
max

min

1 21 2( ) ( ) ( )
2 2

a
p pp

n
a

c ctt a a a da . (6.45) 

Burada 1  ve 2  sabitleri: 

 
1 3

2

2 3

2 2 sin( )

sin ( )

4cos( ) sin( )
sin ( )

a d

a da
, (6.46) 

ve ( )p
m a  ise 

 
max

min

( ) 1

( )

cos ( )( ) 1, 2
a m

p
m p

oa
a d m

R
 (6.47) 

integralleri ile tan ml r. Burada max ( )a  ve min ( )a , kesi im sonucu olu an 

elipsin üçgeni kesti i noktalar  veren aç lard r. max ( )a  ve min ( )a ’n n belirlenmesi 

Bölüm 6.6’da aç klanacakt r. Dirac delta fonksiyonunun denklem (A.2) ve (A.3) ile 

verilen özellikleri kullan larak ( )p
n t ’nin analitik ifadesi 

 
1 2 min max1 2

2

( ) ( ) ;
2 2( )

0 ;di er

p p
ctp an

c cta a a a
t  (6.48) 

olarak bulunur.  

Bu durumda oR  mesafesi 
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2 2 2 2

2
2

sin ( ) ( cos( ))

1 cos( ) 2cos( ) sin( ) 2 sin( )
sin ( )

o S m SR d b x a

a ad a d
 (6.49) 

olarak yaz labilir ve ( )p
m a  integralleri, 2

2cos( ) ( sin( ))
2 sin( )

a a d
a d

 olmak üzere 

 
max

min

( )2 1

2( )

sin ( ) cos ( )( ) 1,2
2 sin( ) 1 cos( )

p a m
p
m p

a
a d m

a d
 (6.50) 

formunu al r. 0 / 2  oldu u sürece 2 ’nin de erinin 0,1  aral nda 

oldu una dikkat edilmelidir. Denklem (6.50) ile verilen ( )p
m a ’n n analitik ifadesi 

Bölüm D.2’de verilen integraller ile analitik olarak belirlenebilir. 

6.4.3. / 2  Durumu 

Bu durumda ˆ ok  vektörü nD  düzlemine diktir ve paraboloit ile nD  düzleminin 

kesi imi, paraboloidin kesiti olan çemberi verir. Bölüm B.1’de gösterildi i gibi 

dairenin yar çap  2 4ra a a d ’dir. Denklem (6.33) ile verilen integral, (B.2)’de 

tan mlanan üslü koordinatlarda yaz labilir ve kesi im çember oldu undan, 

de kenler silindirsel koordinatlara 

 cos( ) sin( )r rx a z a  (6.51) 

olarak dönü türülebilir. Çemberin merkezi x z -düzleminin orijinindedir ve 

( , ) 4 2J a a d  olarak bulunur. Bu durumda 2 2
o rR d a  olarak bulunur. 

Böylece denklem (6.33), 

 

max

min

max

min

/ 22 2

1

4 2
( ) ( )

2 2

( )
2 2

a
p
n p

a r

a

p
a

a dc ctt a a da
d a

ct ac a da
a d

 (6.52) 
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olarak yaz labilir. Burada ( )a , a daki gibi tan ml r: 

 
max

min

( )

max min
( )

( ) ( ) ( )
a

a
a d a a . (6.53) 

Burada max ( )a  ve min ( )a , kesi im sonucu olu an çemberin üçgeni kesti i 

noktalar  veren aç lard r. max ( )a  ve min ( )a ’n n belirlenmesi Bölüm 6.6’da 

aç klanacakt r. Dirac delta fonksiyonunun denklem (A.2) ve (A.3) ile verilen 

özellikleri kullan larak / 2  durumu için ( )p
n t ’nin analitik ifadesi a daki 

gibidir: 

 
max min min max1

2

( ) ( ) ;
22( )

0 ;di er

pp ctn a

c cta a a a
a dt . (6.54) 

6.5. ( )pq
n t ’nin Analitik fadesi 

Bu bölümde denklem (6.22)’de verilen yumu ak saç lar için yak n-yak n 

durumunda ortaya ç kan ( )pq
n t ’nin analitik ifadesinin, 1p  ve 2,3q  iken 

belirlenmesi anlat lacakt r. Belirlenen analitik ifadeler, Bölüm 6.2.8’de verilen sert 

saç lar için yak n-yak n durumuna ( ( )pq
n t ; 2,3p  ve 1q  iken) koordinat 

sistemi ile oynanarak veya analitik ifadelerde R  ile SR  yer de tirilerek kolayca 

uyarlanabilir. ( )pq
n t ’de, SR  noktasal kaynak ile saç  yüzeyi aras ndaki mesafeyi, 

R  saç  yüzeyi ile gözlem noktas  aras ndaki mesafeyi tan mlamaktad r. Daha önce 

bahsedildi i gibi, RD’nin türünü Dirac delta fonksiyonunun de keni belirler. 

( )pq
n t ’de, Dirac delta fonksiyonunun de keni SR R ’dir ve SR R  üç-boyutlu 

uzayda elipsoit tan mlar. Özel olarak ( )pq
n t ’de olu an elipsoidin tali eksen 

uzunluklar  e ittir. Bu tür elipsoide, Bölüm B.2’de anlat ld  gibi prolate spheroid 

denmektedir [73]-[74]. Bir elipsoit, üzerindeki herhangi bir noktan n odaklara olan 

uzunluklar n toplam n ( ) 2SR R a  e itli ini sa layan yüzeyi tan mlar. Burada 
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a  elipsoidin ana eksen uzunlu unu belirtmektedir. Bu bölümde kullan lan elipsoit ile 

ilgili parametreler ve de kenler Bölüm B.2’de detayl  olarak anlat lmaktad r. Dirac 

delta fonksiyonun (A.1) ile verilen özelli i kullan larak ( )pq
n t  

 1( )
2 2

n

pq
n qp

S S

c ctt a d
R R

r  (6.55) 

olarak yaz labilir. ( )pq
n t ’nin analitik ifadesini bulmak için kullan lacak ad mlar, 

önceki bölümdeki ile benzerdir: 

(i) Elipsoit ile nD  düzleminin kesi imi sonucu olu an geometrik yap n 

belirlenmesi (Bölüm B.2),  

(ii) nD  düzlemi üzerinde uygun koordinat sisteminin tan mlanmas ,  

(iii) De kenlerin elipsoit ( a ) ve yay uzunlu u ( ) olarak dönü türülmesi,  

(iv) Yay uzunlu u üzerinden olan integralin analitik olarak al nmas . 

Elipsoidin üç boyutlu uzayda gösterimi için ekil 6.4’te gösterildi i gibi, merkezi 

kaynak ve gözlemci noktalar n ortas  olan koordinat sistemi tan mlanabilir. 

Tan mlanan koordinat sisteminin x -ekseni, elipsoidin ana ekseni do rultusundad r. 

Kesi imin belirlenmesinde nD  düzlemi ile x -ekseninin kesi im aç   önemlidir. 

Ancak en genel hal olan 0 / 2  durumu için geli tirilen analitik ifadeler her  

de eri için geçerlidir. nD  düzlemi ile elipsoidin kesi imi en genel halde elips verir. 

Her ne kadar 0 / 2  durumu için geli tirilen ifadeler geçerli olsa da, özel 

olarak, / 2  oldu u durum için analitik ifadeler ayr ca incelenecektir. Bu 

durumda kesi im sonucu daire oldu undan analitik ifadeler basit olarak ifade 

edilebilmektedir. 
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x̂
r

R

aa

Elipsoit

r

SR

nD

2SR R a

ŷ

ŷ

x̂
d

fcfc

sin( )fd c

sin( )fd c

cos( )fc

Sr
x̂

r

R

aa

Elipsoit

r

SR

nD

2SR R a

ŷ

ŷ

x̂
d

fcfc

sin( )fd c

sin( )fd c

cos( )fc

Sr

 

ekil 6.4. Elipsoidin ve de kenlerin gösterimi. 

6.5.1. 0 / 2  Durumu 

Bu durumda elipsoit ve nD  düzleminin kesi imi en genel halde, Bölüm B.2’de 

gösterildi i gibi, elipstir ve denklem (6.55) ile verilen integral (B.2)’de verilen üslü 

koordinat sisteminde yaz labilir ve üslü koordinatlar eliptik koordinat sistemine 

 cos( ) sin( )m S Sx x a y b  (6.56) 

olarak dönü türülebilir. Burada 
2

2 2 2

cos( )sin( )

cos ( )
f

m
f

dc
x

a c
, elipsin merkezinin x -

bile enidir, ekil 6.4 ile uyumlu olarak, Sa  ve Sb ,  denklem  (B.12)  ve  (B.13)  ile  

verilen, elipsin ana ve tali eksenleridir. 0.5f Sc r r  elipsin odak uzunlu udur. 

De kenlerin de tirilmesi ile denklem (6.55), 

 
max max

min min

( )

( )

1( )
2 2

1 ,
2 2

pq
n qp

x z S
a a

qp
a a S

c ctt a dz dx
R R

c ct a J a d da
R R

 (6.57) 
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olarak yaz labilir. Burada max ( )a  ve min ( )a , kesi im sonucu olu an elipsin üçgeni 

kesti i noktalar  veren aç lard r. max ( )a  ve min ( )a ’n n belirlenmesi Bölüm 6.6’da 

aç klanacakt r. ( , )J a  ise 

 2
1 2 3( , ) cos( ) cos ( )J a  (6.58) 

olarak verilebilir ve katsay lar 

 

22 2 2 2 2 2 2
1 4

2 2 2 2 2 2 2
2 4

2 2 2 2 2 2 2 2
3 4

5
2 2 2 24

cos ( ) sin ( )

2 cos( )sin( ) cos ( )

cos ( )( )( cos ( ) )

cos ( )

f f

f f f

f f f

f

a a c c d

dc a a c a c d

c a c a c d

a c

 (6.59) 

olarak tan mlan r. Bu durumda ( )pq
n t ,  

 
max

min

1 2 31 2 3( ) ( ) ( ) ( )
2 2

a
pq pq pqpq

n
a

c ctt a a a a da  (6.60) 

olarak yaz labilir. Denklem (6.60)’ta ( )pq
m a  a daki gibi tan mlan r: 

 
max

min

( ) 1

( )

cos ( )( ) 1, 2,3
a m

pq
m qp

a S
a d m

R R
. (6.61) 

( )pq
m a  integralleri analitik olarak belirlenirse, ( )pq

n t ’nin analitik ifadesi Dirac 

delta fonksiyonunun denklem (A.2) ve (A.3) ile verilen özellikleri kullan larak 

daki gibi belirlenir: 

 
1 2 3 min max1 2 3

2

( ) ( ) ( ) ;
2 2( )

0 ;di er.

pq pq pq
ctpq an

c cta a a a a
t  (6.62) 
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Denklem (6.61)’de R  ve SR ’nin belirlenmesi önemlidir. ekil 6.4’ten yararlan larak 

R  ve SR , 

 
2 2 2

1
2 1 2 3

( sin( )) ( cos( ) ( ) cos( ) ) ( ( )sin( ))

cos( ) (1 cos( ))

f f S m SR d c c a a x b a
, (6.63) 

 
2 2 2

1
2 1 2 4

( sin( )) ( cos( ) ( )cos( ) ) ( ( )sin( ))

cos( ) (1 cos( ))

S f f S m SR d c c a a x b a
 (6.64) 

olarak bulunabilir. Burada 1  ve 2  

 

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

cos( ) cos ( )

cos ( )

( cos ( ) sin( ))

cos ( )

f f f

f

f f

f

c a c a c d

a c

a a c dc

a c

 (6.65) 

ile verilir ve 3 1 2 , 4 1 2 ’dir. Dikkat edilirse 0 / 2  oldu u 

sürece, 3  ve 4 ’ün de erleri 0,1  aras ndad r. Sonuç olarak denklem (6.61)’deki 

( )pq
m a  integralleri 

 
max

min

( ) 1

3 4( )2 2

1 cos ( )( )
1 cos( ) 1 cos( )

a m
pq
m p q p q

a
a d  (6.66) 

halini al r. Denklem (6.66) ile verilen integrallerin analitik ifadeleri Bölüm D.2’de 

verilen integraller ile analitik olarak belirlenebilir. Geli tirilen analitik ifadeler 

0 , / 2  veya 0d  oldu u durumlarda geçerlidir. 

6.5.2. / 2  Durumu 

Bu bölümde / 2  durumu için analitik ifadeler elde edilecektir. Bu durum 

için bulunacak analitik ifadeler sadece incelemek amac yla sunulacakt r. Bir önceki 

bölümde bulunan ifadeler en genel hal içindir ve belirtildi i gibi her durumda 

geçerlidir. 
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Özel olarak / 2  durumunda, 0mx  ve S Sa b ’dir. Denklem (6.57)’de, 

3 4 2 2( , ) ( )J a a a c d  olur ve ( )pq
n t  

 
max max

min min

( )
3 4 2 2

( )

1( )
2 2

a a
pq

n qp
a a S

c ctt a a a c d d da
R R

 (6.67) 

olarak yaz r. R  ve SR , denklem (6.63) ve (6.64) arac  ile bulunabilir. Bu 

durumda 1 0  ve 1 2
2 ( )fa a dc ’dir. Böylece ( )pq

n t ’nin analitik ifadesi 

 

4 2 2
max min min max3

2 2
2

( ) ( ) ( ) ;
22( )

0 ;di er

p qpq ctn a

c a c d cta a a a
at  (6.68) 

olarak bulunur. 

6.6. ntegral S rlar n Belirlenmesi 

Bölüm 6.4 ve 6.5’te genel olarak ( )p
m a , ( )p

m a , ( )a  ve ( )p
m a  ile 

gösterilen yay üzerinden integrallerin analitik ifadelerinin belirlenmesi için standart 

integral yap lar na indirgenen ifadeler verilmi tir ve bu integrallerin sonuçlar  Bölüm 

D.2’de sunulmu tur. Analitik ifadeler belirlendikten sonra integral s rlar n 

belirlenmesi gereklidir: max ( )a , min ( )a . Daha önce aç kland  gibi, max ( )a  ve 

min ( )a , parabol ve elipsin üçgeni kesmesi ile olu an yay n s rlar  

belirtmektedir. Ancak parabol ve elips üçgeni her zaman iki noktada kesmeyebilir. 

Bu durumda birden fazla yay olu ma ihtimali vard r. Olu an yaylar için s rlar 

belirlenip toplanmal r. Tüm kesi im noktalar  belirlendikten sonra, üçgen içerisinde 

kalan yaylar n s rlar  belirlenir ve yay uzunlu u üzerinden olan integrallerin 

analitik ifadesinde yerine yaz larak toplan r. Parabol ve elipsin üçgeni kesti i 

noktalar, s ras yla, Bölüm B.3 ve B.4’te geli tirilen analitik formüller kullan larak 

bulunabilir. Böylece yay üzerinden integraller belirlenmi  olur. Benzer bir i lem 

çember ile üçgen kesi imi için [28]’de gösterilmi tir. 
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6.7. Nümerik Örnekler 

Bu bölümde 6. bölümde geli tirilen RD yorumu ile elde edilen analitik 

ifadelerin do rulu u, standart nümerik frekans uzay  KY ile kar la larak 

gösterilecektir. Analitik ifadeler ile zaman uzay nda elde edilen sonuçlar frekans 

uzay na dönü türülerek, frekans uzay nda nümerik KY ile elde edilen sonuçlar ile 

kar la lacakt r. Frekans uzay  de erleri, zaman uzay  sonuçlar n ayr k Fourier 

dönü ümü hesaplanmas  ile elde edilecektir. 

KY yöntemi (ve FO yakla ) ile yap lan çözümlerin k nan dalgalar  veya 

çoklu saç lma etkilerini içermedi ine daha önce belirtilmi ti. Bu durum göz önünde 

bulundurularak nümerik örneklerde incelenecek saç  küre olarak seçilmi tir. 

Küreden saç lma incelendi inde, keskin kenarlara sahip olmad ndan k m 

görülmez. Bundan dolay  küreden olan saç lman n incelenmesi, KY ve PO 

yöntemleri için uygun bir örnektir. Ayr ca üçgenler ile ayr kla lm  küre 

incelenirken, geli tirilen analitik ifadelerin do rulu u farkl  konumlanm  üçgenler 

için test edilebilir. Ancak üçgenler ile ayr kla lm  kürede ayr kla rma hatas  

vard r ve çok yüksek frekanslarda bu hata sonuçlar  etkiler. Örneklerde 4500 üçgen 

ile ayr kla lm  birim küre kullan lm r. Tüm örneklerde dalgan n ortamdaki h  

343c  m/s ve zaman ad  büyüklü ü 1t c  ms olarak seçilmi tir. Örneklerde 

uzak durumlar  için gelen düzlemsel alan n ifadesi ˆ (1, , )i i ik  ve gözlem yönü 

ˆ (1, , )S g gk  olarak küresel koordinatlarda verilmi tir. Benzer olarak yak n 

durumlar  için noktasal kayna n konumu ( , , )S S S Srr  ve gözlem noktas n 

konumu ( , , )g g grr  ile küresel koordinatlarda verilmi tir. Grafiklerde “RDKY” 

Radon dönü ümü yorumu ile elde edilmi  analitik ifadeler kullan larak elde edilen 

KY sonuçlar , “SKY” standart frekans uzay  KY ile elde edilen sonuçlar  belirtmek 

için kullan lm r. 

lk örnekte, uzak-uzak durumu için geli tirilen analitik ifadelerin do rulanmas  

amac yla birim kürenin SKA de eri incelenecektir. SKA’n n tan  
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2

2

( )
lim 4

( )

s

SKA
r i

r
r

r
 (6.69) 

formülü ile verilir. Örnekte gelen alan n ilerleme yönü 120i , 45i  ve 

gözlem yönü 45g , 30g  olarak seçilmi tir. Bölüm 6.2.1’de yumu ak 

saç lar için ve Bölüm 6.2.5’te sert saç lar için geli tirilmi  olan yöntemler ile 

frekans uzay nda nümerik KY yöntemi ile elde edilen SKA de erleri, s ras yla ekil 

6.5(a) ve ekil 6.5(b)’de, dalga say na göre kar la lmaktad r. ekil 6.5’te 

sonuçlar n uyu tu u görülmektedir. Böylece, Bölüm 6.3’te geli tirilen ( )n t ’nin 

(dolay yla ( )n ’n n) analitik ifadesinin do rulu u gösterilmi tir. 

kinci örnekte, uzak-yak n durumu için geli tirilen analitik ifadelerin 

do rulanmas  amac yla, gelen alan önceki örnekteki özelliklere sahip düzlemsel 

dalga seçilmi tir ve saç lan alan 10gr  m, 45g , 30g  noktas nda 

gözlenmi tir. ekil 6.6(a) ve ekil 6.6(b)’de, s ras yla, yumu ak ve sert yüzeyler için 

saç lan alan de erlerinin dalga say na göre de imi gösterilmi tir. Sonuçlar uyum 

içerisindedir. 

Üçüncü örnekte, yak n-uzak durumunun incelenmesi amac yla, noktasal 

kaynak 10Sr  m, 60S , 210S  noktas na konumland lm r ve saç lan 

alan 45g , 30g  yönünde gözlenmi tir. ekil 6.7(a) ve ekil 6.7(b)’de, 

ras yla, yumu ak ve sert yüzeyler için saç lan alan de erlerinin dalga say na göre 

de imi gösterilmi tir. Sonuçlar n uyum içerisinde oldu u görülmektedir. Önceki ve 

bu örnek ile birlikte Bölüm 6.4’te geli tirilen 1, 2,3p  olmak üzere ( )p
n t ’nin 

analitik ifadesinin do rulu u gösterilmi tir. 

Dördüncü örnekte, yak n-yak n durumunun incelenmesi amac yla, noktasal 

kaynak, 15Sr  m, 60S , 210S  noktas na ve gözlem noktas  10gr  m, 

45g , 30g  noktas na konumland lm r. ekil 6.8(a) ve ekil 6.8(b)’de, 

ras yla, yumu ak ve sert yüzeyler için saç lan alan de erlerinin dalga say na göre 

de imi gösterilmi tir. Sonuçlar n uyum içerisinde oldu u görülmektedir. Böylece, 
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Bölüm 6.5’te geli tirilen ( 1p , 2,3q )  ve  ( 2,3p , 1q ) olmak üzere 

( )pq
n t ’nin analitik ifadesinin do rulu u gösterilmi tir. 
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ekil 6.5. Yumu ak (a) ve Sert (b) kürenin SKA de eri (Uzak-Uzak). 
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(b) 

ekil 6.6. Yumu ak (a) ve Sert (b) küreden saç lan alan de eri (Uzak-Yak n). 
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(b) 

ekil 6.7. Yumu ak (a) ve Sert (b) küreden saç lan alan de eri (Yak n-Uzak). 
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(b) 

ekil 6.8. Yumu ak (a) ve Sert (b) küreden saç lan alan de eri (Yak n-Yak n). 

6.8. Sonuçlar 

Bu bölümde kaynak ve gözlemci konumlar na göre akustik saç lma problemi 

için Kirchhoff yakla  ile elde edilmi ma integrallerinin zaman uzay nda RD 

yorumu ile analitik olarak belirlenmesi anlat lm r. Formülasyonda kaynak uzak 

durumunda düzlemsel dalga, yak n durumunda ise noktasal kaynaktan yay lan 

küresel dalga olarak seçilmi tir. Saç lan alan sonsuzda ya da sonsuzda olmayan 

noktalarda gözlemlenmi tir. Sonuçta yumu ak ve sert s r ko ullar  için sekiz ayr  
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durum incelenmi  ve bu durumlar n hepsi için üç tür integral belirlenmi tir. Bu 

integraller için analitik ifadeler RD yorumu ile bulunmu tur. RD yorumu yap rken 

belirlenen integrallerde RD türü Uzak-Uzak durumlar  için düzlemsel RD, Yak n-

Uzak ve Uzak-Yak n durumlar  için paraboloitsel RD ve Yak n-Yak n durumlar  için 

elipsoitsel RD oldu u gösterilmi tir. Geli tirilen ifadelerin ve yakla n do rulu u, 

RD yorumu ile elde edilen analitik sonuçlar ile frekans uzay nda elde edilen örnekler 

kar la larak gösterilmi tir. 
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7. SONUÇLAR VE ÖNER LER 

Bu tezde ma integrallerinin RD yorumu ile hesaplanmas  ve RD yorumu ile 

hesaplanan ma integrallerinin zaman uzay  integral denklem çözümlerinde ve KY 

yönteminde kullan  incelenmi tir. Bu bölümde tezde yap lanlar ve tezde gelinen 

nokta ile yap labilecekler özetlenecektir. 

Tezin 2. bölümünde zamanda gecikmeli potansiyellerin RD yorumu ile analitik 

olarak hesaplanmas  ve potansiyellerin analitik ifadelerinin zaman uzay  EA D, 

MA D ve BA D çözümlerinde kullan  anlat lmaktad r. Zamanda gecikmeli 

potansiyellerin analitik olarak belirlenmesinin ZAY çözümlerine etkisi incelenmi tir. 

RD yorumu ile elde edilen potansiyellerin analitik ifadelerinin kullan  ile BA D 

sonuçlar n daha kararl  ç kt  gösterilmi tir. Benzer olarak EA D sonuçlar n 

do rulu unun artt  gösterilmesine ra men, potansiyellerin analitik ifadelerinin 

kullan  EA D çözümünün kararl  garanti alt na almamaktad r. Bilindi i gibi 

EA D birinci tür integral denklemdir ve kötü-ko ulludur. Bundan dolay  

potansiyellerin analitik belirlenmesine ra men, ZAY matris eleman ndaki küçük hata 

karars zl k ile sonuçlanabilir. Bu a amada EA D’in ZAY matrisi elemanlar n 

tamamen analitik olarak belirlenmesinin (test integrali ile birlikte) daha kararl  

çözümler vermesi beklenmektedir. Ayr ca zamanda gecikmeli potansiyellerin RD 

yorumu ile analitik ifadelerinin belirlenmesi RWG fonksiyonlar  için gerçekle tirilse 

de RD yorumu genel bir yakla md r ve farkl  temel fonksiyonlar için de analitik 

ifadeler geli tirilebilir. 

Bu tezin 3. bölümünde manyetik alan n tekilli i RD yorumu ile elde edilen 

manyetik alan n analitik ifadesi arac yla incelenmi  ve manyetik alan n tekil 

ifadesinin elde edilmesi için genel bir formül geli tirilmi tir. MA D’in frekans uzay  

gösteriminde genellikle Cauchy as l de eri olarak hesaplanan ve yar m faktörü olarak 

ortaya ç kan manyetik alan n tekilli i, zaman uzay nda RWG baz fonksiyonu için hiç 

bir yakla kl k yap lmadan elde edilmi tir. Frekans uzay nda Cauchy as l de eri 

olarak belirlenen ifadelerin zamanda Dirac delta fonksiyonu olarak ortaya ç kt  

söylenebilir. Elde edilen sonuç ile gözlem noktas , RWG fonksiyonunu olu turan 

üçgen içerisindeyken yar m faktörünün elde edildi i gösterilmi  ve gözlem 

noktas n kenar veya kö e üzerinde oldu u durumlar için katsay lar n belirlenmesi 
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anlat lm r. Benzer olarak RD yorumu belli bir temel fonksiyona veya yap ya özgü 

de ildir ve RWG temel fonksiyonu d ndaki, özellikle yüksek mertebeli 

fonksiyonlar için manyetik alan n tekilli i için genel ifadeler geli tirilebilir. 

Bu tezin 4. bölümde, zaman uzay  EA D’in ZAY çözümünde ortaya ç kan 

lineer ve sabit bile en probleminin giderilmesi için EA D’in BMF ve MF’nu 

geli tirilmi tir. Lineer ve sabit bile en problemlerinin giderilmesi için geli tirilen 

BMF ve MF, hem aç k hem de kapal  saç lara uygulanabilmektedir. BMF ve MF, 

temel fonksiyon seçiminden ba ms z ve do rudan EA D’i etkileyen yöntemlerdir. 

Bundan dolay  uzaya ve zamana göre temel fonksiyon seçiminden ba ms zd r. 

Özellikle, sürekli türeve sahip zamana göre temel fonksiyon k tlamas  olmay , 

geli tirilen yöntemleri benzerlerinden ay rmaktad r. Sonuç olarak BMF kullan  ile 

lineer bile en probleminin giderildi i, MF kullan  ile hem lineer hem de sabit 

bilen problemlerinin giderildi i gösterilmi tir. BMF ve MF, EA D için tan mlansa 

da MA D ve BA D içinde uygulanabilirdir. 

Bu tezin 5. bölümde, anl k uyar lm  SWG temel fonksiyonlar ndan dolay  

olu an zamanda gecikmeli vektör ve skaler potansiyellerin zaman örneklerinin RD 

yorumu ile elde edilmesi gösterilmi tir. RD yorumu ile hacim üzerinde olan 

potansiyel integralleri, yüzey integrallerine dönü türülmü tür ve yüzey 

integrallerinin tan mlad  geometrik büyüklükler belirlenmi tir. Detayl  olarak 

skaler ve vektör potansiyeller, merkezi gözlem noktas  olan ve R ct  yar  çap na 

sahip küre yüzeyi ile SWG baz fonksiyonunu olu turan tetrahedral hacmin kesi imi 

sonucu olu an kat  aç  ve yüzey merkezi fonksiyonlar  ile belirlenebilece i 

gösterilmi tir. Belirtilen yüzey integralleri nümerik olarak hesaplanmas na kar n 

yüzey integrallerinin analitik olarak belirlenmesi mümkündür. Kat  aç  ve yüzey 

merkezi fonksiyonlar  için analitik ifadeler geli tirilebilir ve RD yorumu ile 

belirlenen potansiyeller homojen olmayan saç lar n ZAY analizine uygulanabilir. 

Bu tezin 6. bölümünde, akustik olarak yumu ak ve sert yüzeye sahip üçgenler 

ile modellenen rastgele saç lar için kayna n veya gözlem noktas n sonsuzda 

oldu u ve olmad  durumlarda KY ile elde edilen h z potansiyelinin analitik ifadesi 

zaman uzay nda geli tirilmi tir. Analitik ifadeler geli tirilirken kaynak ve gözlemci 

konumuna göre farkl  RD türlerinin ortaya ç kt  gösterilmi tir: düzlemsel, 
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paraboloitsel ve elipsoitsel. Geli tirilen analitik ifadelerin do rulu u saç lan h z 

potansiyellerinin frekans uzay  kar klar  ile elde edilen sonuçlar ile kar la larak 

gösterilmi tir. Ayr ca farkl  RD türü yorumlar  do rulanm r. RD türlerinin 

do rulanmas ndan sonra, skaler akustik saç lma probleminin KY ile çözümü için 

analitik ifadelerin geli tirilmesine benzer olarak, elektromanyetik saç lma 

probleminin FO yöntemi ile çözümü için analitik formüller geli tirilebilir ve analitik 

formüller farkl  yüzey modelleri için çe itlendirilebilir. 

Bunlara ek olarak Ek B’de Bölüm 6’da kullan lan paraboloit-düzlem, elipsoit-

düzlem kesi im sonuçlar , parabol-do ru ve elips-do ru kesi im noktalar n 

belirlenmesi için analitik ifadeler geli tirilmi tir. Bu ifadeler do rudan 

elektromanyetik saç lma probleminin FO ile çözülmesine uygulanabilirdir. Ek C’de 

ise Fourier dönü ümü ile fazör gösterimi aras nda ili ki incelenmi , fazör 

gösteriminden ters Fourier dönü ümü al narak zaman uzay  sonuçlar n elde 

edilmesi anlat lm r. Ek D’de Bölümler 2 ve 6’da belirlenen integrallerin analitik 

ifadeleri sunulmu tur. 
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ÖZGEÇM  

Hüseyin Arda Ülkü, 1984 y nda Antalya’da do du. Lise ö renimini Eski ehir 

ço lu Anadolu Lisesi’nde 2002 senesinde tamamlad . Ayn  y l okumaya hak 

kazand  Gebze Yüksek Teknoloji Enstitüsü, Mühendislik Fakültesi Elektronik 

Mühendisli i Bölümü’nden 2006 y nda mezun oldu. 2008 y nda yüksek lisans 

renimini tamamlayan Hüseyin Arda Ülkü, halen doktora ö renimine ayn  bölümde 

devam etmektedir. Hüseyin Arda Ülkü, 2007 y ndan itibaren Gebze Yüksek 

Teknoloji Enstitüsü Elektronik Mühendisli i Bölümü Elektromanyetik Alanlar ve 

Mikrodalga Tekni i Anabilim Dal nda Ara rma Görevlisi görevini sürdürmektedir. 

lgi alanlar  aras nda, nümerik elektromanyetik, özellikle zaman uzay  integral 

denklemlerin nümerik yöntemlerle hesaplanmas  yer almaktad r. 
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EK A  

Bu bölümde, tezde kullan lan Dirac delta fonksiyonunun özellikleri 

verilecektir. Denklem (A.1)-(A.4) ile verilen özellikler [85] ve [86]’da verilmi tir. 

Di erleri ise [85] ve [86]’da verilen özellikler kullan larak ç kart labilir. ntegral 

alt nda verilen özelliklerde integral limitlerinin, Dirac fonksiyonunun argüman n 

ra gitti i noktay  kapsad  varsay lmaktad r. 

 ( ) ( / ) ( ) ( )f R t R c dR c f R ct R dR  (A.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )f R ct R dR f ct ct R dR  (A.2) 

 ( ) 1ct R dR  (A.3) 

 ( ) ( / ) ( / )f t t R c f t R c  (A.4) 

 ( / ) ( / )t R c t R c
R R

 (A.5) 

 1

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

ct R ct R ct Rf R dR f R dR
R ct R R

df R ct R dR
dR

 (A.6) 
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EK B  

Bu bölümde, özellikle bu tezin 6. bölümünde kullan lan geometrik ili kiler ve 

formüller sunulacakt r. Önem s ras  gözetilerek, Bölüm B.1 ve B.2’de, s ras yla, 

paraboloit-düzlem ve elipsoit-düzlem kesi imi ve kesi im sonucu olu an geometrik 

yap lar n en genel halde elips ve parabol oldu u gösterilecektir. Düzlem üzerinde 

olu an geometri ile üçgenin kesi imi sonucu olu acak geometrik yap n 

bulunabilmesi için Bölüm B.3 ve B.4’te parabol-do ru ve elips-do ru kesi im 

noktalar n belirlenmesi için formüller geli tirilecektir. Çember-do ru kesi imi, 

elips-do ru kesi iminin özel halidir. Parabol-do ru ve elips-do ru kesi imi için 

analitik ifadeler sonsuz uzun do ru için geli tirilmi tir. Bölüm B.5’te, hangi sonucun 

üçgeni olu turan do ru parças  üzerinde oldu unun belirlenmesi gösterilecektir.  

B.1. Paraboloit ve Düzlem Kesi imi 

Dairesel kesit alan na sahip, aç kl  x  yönünde, odak noktas  koordinat 

sisteminin merkezinde olan ve a  odak uzunlu una sahip paraboloidin denklemi 

daki gibi yaz labilir: 

 
2 2

4
y zx a

a
. (B.1) 

Düzlem ile paraboloidin kesi im noktalar  belirlemek için ilk olarak, bir koordinat  

nD  düzleminin normaline yönlendirilmi  ( , , )x y z  koordinat sistemi 

tan mlanmal r: 

 
cos( ) sin( )

sin( ) cos( )
x x y
y x y
z z

. (B.2) 

Burada , nD  düzlemi ile x -ekseni aras nda kalan aç r. Bu durumda denklem 

(B.1) ile verilen paraboloit denklemi üslü koordinat sisteminde 

 
2 2

2 2 2 2
0 sin ( ) 4 cos( ) 2 cos( )sin( )

cos ( ) 4 sin( ) 4

x ax x y

y ay a z
 (B.3) 
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olarak yaz r. ekil 6.2’den görülece i gibi, y d  iken denklem (B.3), nD  düzlemi 

üzerinde olu acak geometriyi verir. (B.3) denklemi, ’nin farkl  de erleri için farkl  

riler vermektedir. 

0  ise, olu an e ri bir paraboldür: 

 
2 2

4 4
d zx a

a a
. (B.4) 

Olu an parabolün oda , 
2

4m
dx

a
 ve 0mz  noktas ndad r ve odak uzunlu u 

a ’d r. 0 / 2  ise, olu an ekil bir elipstir: 

 
2 2

2 21 m

S S

x x z
a b

. (B.5) 

Burada Sa  ve Sb , s ras yla, elipsin ana ve tali eksenleridir ve a daki gibi bulunur: 

 2
4
1 4 sin( )

sin ( )
Sa a a d , (B.6) 

 2
2
1 4 sin( )

sin ( )
Sb a a d . (B.7) 

Elipsin merkezi ise 2
cos( ) 2 sin( )
sin ( )

mx a d  ve 0mz ’dad r. 

Son olarak / 2  ise, düzlem paraboloidin kesit yüzeyi ile kesi ir ve 

kesi im sonucu çemberdir: 

 2 24a a d x z . (B.8) 

Çemberin merkezi 0mx  ve 0mz  noktas ndad r ve yar çap  2 4ra a a d ’d r. 

Böylece paraboloit ile düzlemin kesi imi sonucu olu acak tüm durumlar 

incelenmi  olur. En genel halde, paraboloit ile düzlemin kesi imi, her zaman elips 

vermektedir. Ancak limit durumlar nda çember ve parabol olu maktad r. Genel 

olarak parabolün, merkezi sonsuzda olan elips oldu u söylenebilir. 
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B.2. Elipsoit ve Düzlem Kesi imi 

Elipsoit, iki odak noktas  ve üç eksen uzunlu u ile tan mlan r. Özel olarak bu 

tezde olu an elipsoidin tali eksen uzunluklar  birbirine e ittir ve odaklar ana eksen 

üzerindedir. Bu tür elipsoide, prolate spheroid denmektedir ve denklemi 

 
2 2 2

2 2 1x y z
a b

 (B.9) 

ile verilmektedir. Burada a  ve b , s ras yla, elipsoidin ana ve tali eksen 

uzunluklar r. Elipsoit ile düzlemin kesi imi sonucu olu acak geometrinin 

bulunmas  için, denklem (B.2) ile verilen üslü koordinatlar kullan labilir. Denklem 

(B.9), üslü koordinatlarda 

 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2

2 2 2

cos ( ) sin ( ) sin ( ) cos ( )1

1 12 cos( )sin( )

x y
a b a b

z x y
b a b

 (B.10) 

olarak yaz labilir. Önceki bölümdekine benzer olarak, y d  iken, denklem (B.10), 

nD  düzlemi üzerinde olu an e rinin denklemini vermektedir. Denklem (B.10), 

y d  iken tekrar düzenlenirse elips denklemi elde edilir: 

 
2 2

2 2
( )

1 m

S S

x x z
a b

. (B.11) 

Burada Sa  ve Sb , elipsin ana ve tali eksenlerini belirtmektedir: 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
22 2 2

cos ( )
cos ( )

f
S f

f

a a c
a a c d

a c
, (B.12) 

 
2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 cos ( )

cos ( )

f
S f

f

a c
b a c d

a c
, (B.13) 
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ve elipsin merkezi 
2

2 2 2

cos( )sin( )

cos ( )
f

m
f

dc
x

a c
 ve 0mz ’dad r. 2 2 2

fc a b  ise odak 

uzunlu unu belirtmektedir. Önceki bölümde oldu u gibi, denklem (B.11)’de olu an 

rinin yap  ’nin de eri ile belirlenmektedir. Ancak olu an geometrik formlar 

süreklidir (önceki bölümdeki gibi parabol olu maz). 0  iken merkezi 0mx  ve 

0mz ’da olan elips olu maktad r. 0 / 2  en genel haldir ve bu durumda 

kesi im sonucu merkezi kay k elipstir. Son olarak / 2  ise S Sa b ’tir ve 

çember olu ur. En genel halde, prolate spheroid ile düzlemin kesi iminin sonucu her 

zaman elipstir denilebilir. 

B.3. Parabol ve Do ru Kesi imi 

Bu bölümde odak noktas  koordinat sisteminin orijininde olan parabol ile 

do runun kesi im noktalar n belirlenmesi için analitik formüller geli tirilecektir. 

1 1( , )x y  ve 2 2( , )x y  noktalar ndan geçen do runun denklemi 

 x yd y d x D  (B.14) 

olarak yaz labilir ve xd , yd  ve D  

 
2 1

2 1

1 2 2 1

x

y

d x x
d y y

D x y x y

 (B.15) 

olarak tan mlan r. Odak uzunlu u a  olan parabolün denklemi 

 2 4 ( )y a x a  (B.16) 

olarak yaz r. Kesi im noktalar  denklem (B.14) ve (B.16), birlikte çözülerek 

bulunur. Denklem (B.16)’da, y

x

d x D
y

d
 yaz rsa 

 
2 2

2 2
2 2 20 2 2 4y y

x x x

d d D Dx x a a
d d d

 (B.17) 
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denklemi elde edilir. Do ru ile parabolün kesi ip kesi medi i ve kaç noktada 

kesi ti i, denklem (B.17)’nin diskriminant na bak larak belirlenebilir: 

 2 2
2

16
x y y x

x

a d D a d d
d

. (B.18) 

Böylece kesi im noktas n x  bile eni 

 
2 2 2 2

1,2 2

2 2sgn( )y x y x y y x
k

y

d D d a d d ad D a d d
x

d
 (B.19) 

olarak bulunur. Burada sgn( )  signum fonksiyonudur. Kesi im noktas n y  

bile enini bulmak için, denklem (B.14)’te x  çekilerek, denklem (B.16)’da yaz rsa 

 2 20 4 4 4x

y y

d Dy a y a a
d d

 (B.20) 

denklemi elde edilir. Denklem (B.20)’nin diskriminant  

 2 2
2

16
y y x y

y

a d D a d d
d

 (B.21) 

olarak bulunur. Denklem (B.20)’den kesi im noktas n y  bile eni a daki gibi 

bulunur: 

 
2 2 2

1,2

2 2sgn( )x y x y y
k

y

ad d a d d ad D
y

d
. (B.22) 

Böylece kesi im nokta çifti 1 1( , )k kx y  ve 2 2( , )k kx y ’nin de erleri bulunmu  

olur. Ayr ca kesi imin kontrolünü yapmak için denklem (B.18) ve (B.21) 

kullan larak genel bir diskriminant ifadesi belirlemek mümkündür. Denklem (B.18) 

ve (B.21)’de 2 0yd  ve 2 0xd , oldu undan diskriminant n i aretine etkisi yoktur, 

böylece sistemin diskriminant   

 2 2
y x ya d D a d d . (B.23) 
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olarak yaz labilir. 0  ise parabol ve do ru kesi mezler, 0  parabol ile do ru 

tek noktada kesi ir ve 0  parabol do ruyu iki noktada keser. 

Denklem (B.19) ve (B.22)’den görülü ü gibi 0xd  veya 0yd  ise 

kart lan formüller geçerli de ildir. Bu özel durumlar ayr  incelenmelidir. 

Do ru 1 1( , )x y  ve 2 1( , )x y  noktalar ndan geçiyorsa, 0yd ’d r. Bu durumda 

do runun denklemi 1y y  ile verilir. Parabol denklemi 1y y  için çözülürse, 

parabol ve do ru her zaman tek bir noktada, 
2 2
1 4

4k
y ax

a
 ve 1ky y , kesi irler. 

Do ru 1 1( , )x y  ve 1 2( , )x y  noktalar ndan geçiyorsa, 0xd ’d r ve do runun 

denklemi 1x x  ile verilir. Parabol denklemi 1x x  için yaz rsa, denklemin 

diskriminant  116 ( )a x a  olarak bulunur ve kesi im noktalar n de eri, 

1,2 14 ( )ky a x a ’d r. 

B.4. Elips ve Do runun Kesi imi 

Bu bölümde merkezi orijinde olan elips ile 1 1( , )x y  ve 2 2( , )x y  noktalar ndan 

geçen do runun kesi im noktalar n belirlenmesi için analitik formüller 

geli tirilecektir. 1 1( , )x y  ve 2 2( , )x y  noktalar ndan geçen do runun denklemi 

denklem (B.14)’te verilmi tir. Merkezi koordinat sisteminin orijininde olan ana ve 

tali eksen uzunluklar , s ras yla, a  ve b  olan elipsin denklemi, 

 
2 2

2 2 1x y
a b

 (B.24) 

olarak verilebilir. Kesi im noktalar  önceki bölümde izlenen prosedür kullan larak 

bulunabilir. Bu durumda denklem (B.24)’te, y

x

d x D
y

d
 yaz rsa, elips denklemi 

 
2

2 2 2 2
2

0 2r
y x

dx x d D D d b
a

 (B.25) 
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halini al r. Burada 2 2 2 2 2
r y xd a d b d ’dir. Denklem (B.25)’in diskriminant  

 
2 2

2 2
2

4 x
x r

d b
d D

a
 (B.26) 

olarak bulunur ve kesi im noktalar n x  bile enleri 

 
2 2 2

1,2 2

sgn* ( )y y x r
k

r

Dd a ab d d d D
x

d
 (B.27) 

olarak bulunur. Burada sgn* ( )  fonksiyonu, 

 
1 , 0

sgn* ( )
1 , 0

x
x

x
 (B.28) 

ile tan mlan r. Kesi im noktalar n y  bile enlerini bulmak için denklem (B.24)’te 

x

y

d y Dx
d

 yaz rsa, 

 
2

2 2 2 2
2

0 2r
x y

dy y d D D d a
b

 (B.29) 

denklemi elde edilir. Denklem (B.29)’un diskriminant , 

 
2 2

2 2
2

4 y
y r

d a
d D

b
 (B.30) 

olarak bulunur. Böylece kesi im noktalar n y  bile enleri 

 
2 2 2

1,2 2
x y r

k
r

Dd b ab d d D
y

d
 (B.31) 

ile belirlenir. Denklem (B.26) ve (B.30)’da verilen diskriminant ifadeleri yerine, 

elipsoit ile do runun kesi imi için sistem diskriminant  basit olarak 

 2 2
rd D  (B.32) 
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ile verilebilir. Elipsin ana ve tali eksenleri e it olursa ( a b ), elips çembere dönü ür 

ve bu bölümde geli tirilen tüm formüller çember durumu için geçerlidir. 

B.5. Kesi im Noktalar n Belirlenmesi 

Önceki bölümlerde parabol-do ru ve elips-do ru kesi im noktalar n analitik 

olarak belirlenmesi için ifadeler geli tirilmi tir. Geli tirilen analitik ifadeler sonsuz 

do ru içindir. Bölüm 6’da, parabol ve elips ile saç  yüzeyini modelleyen üçgeni 

olu turan do ru parçalar  ile kesi im noktalar n belirlenmesi gereklidir. Bu nedenle 

kesi im noktalar n do ru parças  üzerinde olup olmad n belirlenmesi önem 

kazanmaktad r. Kesi im noktas n  1 1( , )x y  ve 2 2( , )x y  noktalar  aras nda kalan 

do ru parças n içinde olup olmad n testi 

 2 2
2 1 1,2 1 2 1 1,2 1 2 1 2 10 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )k kx x x x y y y y x x y y (B.33) 

itsizli i ile yap labilir. Denklem (B.33)’te, 1,2 1,2( , )k kx y , önceki bölümlerde 

bulunan kesi im noktalar r. (B.33) e itsizli ini sa layan 1,2 1,2( , )k kx y  noktalar , 

do ru parças n içerisindedir.  
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EK C  

Bu bölümde Fourier dönü ümü ve fazör gösterimi aras ndaki ili ki 

incelenecektir. Fourier dönü ümü ile fazör aras ndaki ili ki, zaman uzay  ve fazör 

gösterimi için elde edilen çözümlerin kar la lmas  için önemlidir. Özellikle bu 

tezde anl k uyar lm  fonksiyonlar kullan larak bulunan sonuçlar n kar la lmas  

fazör gösterimi için elde edilen sonuçlar ile yap lmaktad r. 

Fourier dönü üm çifti, ( )g t  fonksiyonu için 

 1( ) ( ) ( ) ( )
2

j t j tg t G e d G g t e dt  (C.1) 

olarak verilebilir [87]. Benzer olarak Fourier dönü ümü  

 2 2( ) ( ) ( ) ( )j ft j ftg t G f e df G f g t e dt , (C.2) 

olarak verilebilir [88]. Bu durumda 2  faktörü ortadan kalkar. Bu bölümde denklem 

(C.1) ile verilen dönü üm çifti baz al narak incelemeler yap lacakt r ve bu bölümde 

sunulan Fourier dönü üm çiftleri [87]-[88]’de verilmi tir. 

Belli bir 0  frekans na sahip veya harmonik Fourier serisi ile gösterilen bir 

fonksiyonun 0  frekans na ait bile eni 0( ) cos( )g t g t  ile ifade edilebilen 

fonksiyonun fazör gösterimi 

 0( ) Re j tg t ge  (C.3) 

eklindedir. Burada g , ( )g t ’nin fazör gösterimi olarak adland lacakt r.  

lk olarak 0( ) cos( )g t g t eklinde  olan  bir  fonksiyonun  fazör  gösterimi  ile  

Fourier dönü ümü aras ndaki farklar n incelenmesi uygundur. Bu durumda ( )g t  

fonksiyonun fazör gösterimi g ’dir ve Fourier dönü ümü ise 

 0 0 0( ) cos( ) ( ) [ ( ) ( )]g t g t G g  (C.4) 
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olarak verilir. Dikkat edilirse ( )g t ’nin fazör gösteriminde sadece 0  frekans nda 

bile en olu urken, Fourier dönü ümde ise 0  frekanslar nda iki bile en görülür. Bu 

durumda Fourier dönü ümü ile fazör gösterimin ayn  olmad  görülür. 

Fourier dönü ümü ile fazör gösteriminin ayn  olmad  gösterildikten sonra 

0( ) cos( )g t g t ’nin fazör gösteriminden ters Fourier dönü ümü ile elde edilmesi 

ara lmal r. ( )g t ’nin fazör gösteriminin g  oldu una daha önce de inilmi ti. 

g ’nin ters Fourier dönü ümü al rsa, g ’nin sadece 0 ’da var oldu u dü ünülerek, 

 01
0

1 1( ) ( )
2 2

j tj tF g g t g e d ge  (C.5) 

olarak bulunur. Denklem (C.5) ile verilen dönü üm sonucu, fazör gösterimine 

geçilirken uygulanan i lemden farks zd r ve ters Fourier dönü ümünden dolay  2  

faktörü gelmektedir. Denklem (C.5) ile verilen g ’nin ters Fourier dönü ümünden 

( )g t ’nin elde edilmesi a daki gibidir: 

 0 01
0

1( ) 2 Re ( ) 2 Re Re
2

j t j tg t F g g e g e . (C.6) 

Böylece fazör gösteriminden, ters Fourier dönü ümü al narak zaman uzay  

gösteriminin elde edilmesi için genel bir formül belirlenmi  oldu. E er Fourier 

dönü ümü denklem (C.2)’deki gibi tan mlan rsa 2  normalizasyonuna gerek 

kalmaz. Benzer olarak denklem (C.2)’deki ifade, Fourier dönü ümünün bir çok 

özelli ini sa layan ayr k Fourier dönü ümü için de geçerlidir [90]. 

Denklem (C.6) ile Fourier dönü ümü ile fazör gösterimi aras ndaki ili kiyi 

veren genel bir formül belirlenmi tir. Bu noktada sinüzoidal fonksiyonlar n fazör 

gösterimi ile anl k uyar lm  fonksiyonlar n Fourier dönü ümü aras ndaki ili ki 

incelenecektir. lk olarak zamanda  gecikmesine sahip Dirac delta fonksiyonun 

Fourier dönü ümü 

 ( ) jt e  (C.7) 

olarak bulunur. Dirac delta fonksiyonu sistemlerin darbe cevab n bulunmas  için 

kullan r ve istenilen fonksiyon ile konvolüsyonu al narak sistemin cevab  istenilen 
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uyart m fonksiyonu için belirlenebilir. E er uygulanan fonksiyon 0  frekans na 

sahip bir kosinüs fonksiyonu ise bu durumda Fourier dönü üm çifti 

 0 0 0cos( ) ( ) [ ( ) ( )] jt t e  (C.8) 

halini al r. Benzer olarak sinüs için dönü üm 

 0 0 0sin( ) ( ) [ ( ) ( )] jt t j e  (C.9) 

eklindedir. E er kompleks zarf n Fourier dönü ümü incelenirse, 

 0 0 0cos( ) sin( ) ( ) 2 ( ) jt j t t e  (C.10) 

elde edilir. Denklem (C.10)’da Fourier dönü ümü incelendi inde je  ifadesi 

denklem (C.7) ile verilen Dirac delta fonksiyonun Fourier dönü ümüdür ve 

konvolüsyon i lemi sonucunda (A.2) özelli i kullan larak Fourier dönü ümü 

daki gibi yaz labilir: 

 00 02 ( ) 2 ( ) jj

g
e e . (C.11) 

0( ) cos( ( ))g t t  yap ndaki bir fonksiyonun fazör gösterimi 

 0 0 0( ) Re Rej j t j tg t e e ge  (C.12) 

olarak yaz r. Denklem (C.11) ve (C.12)’den görüldü ü gibi g  fazör gösteriminden 

ba ka bir ey de ildir. Özellikle bu tezde oldu u gibi anl k uyar lm  kaynaklar söz 

konusu ise, fazör gösterimi ile Dirac delta fonksiyonun Fourier dönü ümü ayn  

kmaktad r, di er bir de le Fourier dönü ümü ister denklem (C.1) isterse denklem 

(C.2) ile tan mlans n, fazör gösteriminden ters Fourier dönü ümü ile zaman uzay  

sonucu 

 1( ) Ret F g  (C.13) 
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ile elde edilebilir. Fourier dönü ümü lineer bir i lem oldu u sürece, ( )t  üzerine 

etkiyen lineer i lemler, g  üzerine etki eder. g ’nin kompleks bir ifade oldu una 

dikkat edilmelidir.  
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EK D  

Bu bölümde, Bölüm 2 ve 6’da belirlenen integrallerin analitik sonuçlar  belirsiz 

integral olarak sunulacakt r. ntegral s rlar n belirlenmesi ilgili bölümlerde 

detayl  olarak anlat lm r. Bu bölümde sunulan analitik ifadeler [79] ve [91] 

kullan larak ve k smi integrasyon arac yla belirlenebilir. Bölüm D.1’de, Bölüm 

2.5’te detayl  olarak anlat lan konvolüsyon integrallerinin analitik sonuçlar  

sunulmu tur. Bölüm D.2’de Bölüm 6.4 ve 6.5’te sunulan integrallerin analitik 

sonuçlar  sunulmu tur. 

D.1. Bölüm 2’deki ntegrallerin Analitik fadeleri 

Bu bölümde parçal -tan ml  polinom fonksiyonlar olarak seçilen zamana göre 

temel fonksiyonu olu turan monomialler ile denklem (2.51) ve (2.52) ile verilen, 

ras yla, anl k uyar lm  RWG fonksiyonundan dolay  olu an elektrik ve manyetik 

alan n zaman ba ml klar  tan mlayan fonksiyonlar n konvolüsyonu için gerekli 

integral sonuçlar  sunulacakt r. Bölüm 2’de, çözüm için EA D’in türevi kullan ld  

sürece, vektör potansiyel ile ilgili terimlerin ikinci dereceden türev içermesinden 

dolay  vektör potansiyel için 1, t  ile olan integrallerinin belirlenmesi yeterlidir. 

Benzer olarak BA D çözümü elde etmek için MA D’in türevi al nmal r. Bundan 

dolay  da denklem (2.52)’de verilen fonksiyonlar n 1, t , 2t  ile integrallerin 

belirlenmesi yeterlidir. Denklem (2.51) ve (2.52)’deki ifadelerin benzerli ini göz 

önünde bulundurarak, denklem (2.51) ve (2.52)’deki fonksiyonlar  belirtmek için 

1 5 ( )f  fonksiyonu kullan labilir: 
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2 2

1
2 2

1 5

2 2

2 2 2 2 2

1

( )

cos
( )( )
1

( )
1

( ) ( )

i

i

c

a

c df

c

c d c d a

. (D.1) 

Burada , d  veya 2 2
id a  olarak verilir. Analitik ifadesi belirlenecek olan 

integral yap  genel olarak 

 , ( )i
i j jf d  (D.2) 

integrali ile verilebilir. Bu durumda 0 1,1 2  sonuçlar  vektör potansiyel ile, 0 3,3  

sonuçlar  skaler potansiyel ile ve 0 2,4 5  sonuçlar  ise manyetik alan ile ilgili 

sonuçlard r. 

,i j  integrallerin analitik sonuçlar  a daki gibidir: 

 0,1  (D.3) 

 
2

1,1 2
 (D.4) 

 
2

2 2 2 2
0,2

1 ( ) ln ( )
2 2

c c c
c

 (D.5) 

 
3 22 2

1,2 2
1 ( )

3
c

c
 (D.6) 

 

1 2 2 2
0,3 2 2

2 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2 2

cos ln ( )
( )

tan tan
2 2( ) ( )

i i
i

i i

i i i i

a a c c d a
cc d

c d d a c d d ad d
c ca c d a a c d a

 (D.7) 
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 2 2 1 2 2 2
1,3 2 22 2

1 ( ) cos ( )
2 2( )

i i
i

a ac d c d a
c cc d

 (D.8) 

 

3 1 2 2 2
2,3 22 2

2 2 2 2 2
3

2 2 2 23 3
1 1

3 32 2 2 2 2 2

1 cos ( )
3 6( )

( ) ln ( )
6

tan tan
2 2( ) ( )

i i
i

i
i i

i i

i i i i

a a c d a
cc d

a d a c c d a
c

c d d a c d d ad d
c ca c d a a c d a

 (D.9) 

 

3 22 2 1 2 2 2
3,3 4 42 2

2 2 2 2 2
4

1 ( ) cos ( )
4 6( )

( ) ( )
4

i i
i

i
i

a ac d c d a
c cc d
a c d c d a
c

 (D.10) 

 2 2
0,4

1 ln ( )c c
c

 (D.11) 

 2 2
1,4 2

1 ( )c
c

 (D.12) 

 
2

2 2 2 2
2,4 2 3

1 ( ) ln ( )
2 2

c c c
c c

 (D.13) 

 
2 2 2

1
0,5 2 2 2 2 2 2

2 ( )1 tan
2 ( ) ( )

i i

i i

ctda c d a
cda a c d d c d

 (D.14) 

 1
1,5 2 2 2

1 sec
( )

i

i

a
c a c d

 (D.15) 

 

2 2 2
2,5 3

2 2 2
1

3 2 2 2 2 2 2

1 ln ( )

2 ( )
tan

2 ( ) ( )

i

i i

i i

c c d a
c

c da c d ad
c a a c d d c d

 (D.16) 



 

 

131 

D.2. Bölüm 6’daki ntegrallerin Analitik fadeleri 

Bu bölümde Bölüm 6.4 ve 6.5’te belirlenen integrallerin analitik sonuçlar  

sunulacakt r. Analitik ifadesi verilen integraller elde edilirken cos( )  

dönü ümünden yararlan lm r. Verilen integraller sonuçlar nda cos( )  yaz larak 

Bölümler 6.4 ve 6.5’teki integral sonuçlar  kolayca elde edilebilir. Sonuçlarda 

atan( , )x  fonksiyonu a daki gibi tan ml r: 

 1
2 2

atan( , )= tan
1 1

xx
x

. (D.17) 

Bölümler 6.4 ve 6.5’teki integraller için sonuçlar a daki gibi bulunabilir: 

 
1

2 2

1 1 atan( , )
(1 ) 11 1 (1 ) 1

d  (D.18) 

 
2

2 2 3/ 22 2
1 1 1 atan( , )

(1 )(1 ) (1 )1 1
d  (D.19) 

 

2 2 2

2 23 2

2 3 / 2

1 1 (2 2 2)
2(1 )(1 ) (1 )1 1

(2 ) atan( , )
2(1 ) (1 )

d
 (D.20) 

 
2 2

1 atan( , )

1 1 1
d  (D.21) 

 
2

2 2 2

1 1 atan( , )
(1 )(1 )1 1 (1 ) 1

d  (D.22) 

 
2 2

2 23 2 2 2

1 1 4 4 3atan( , )
2(1 ) (1 )1 1 2 1 (1 )

d  (D.23) 



 

 

132 

 1
2 2

1 1sin ( ) atan( , )
1 1 1

d  (D.24) 

 
2

2 2 3 / 222
1 atan( , )

(1 )(1 ) (1 )1 1
d  (D.25) 

 

2 2 3

2 2 232

2 5 / 2

1 2 2

2(1 ) (1 )1 1
3 atan( , )

2(1 )

d
 (D.26) 

 
2 2
1 atan( , )

1 1 1
d  (D.27) 

 
2

2 2 3/ 222
1 1 1 atan( , )

(1 )(1 ) (1 )1 1
d  (D.28) 

 
2 2 2

2 2 2 2 5 / 232
1 1 (4 3 ) (2 ) atan( , )

2(1 ) (1 ) 2(1 )1 1
d  (D.29) 

 

2 2

22 2 2 2

2

2 2 3/ 2

1 atan( , )
( )(1 )(1 )1 1 1 ( ) 1

(2 1)atan( , )
( ) (1 )

d

 (D.30) 

 

2

22 2 2 2

3

2 2 3 / 2

1 atan( , )
( )(1 )(1 )1 1 1 ( ) 1

( )atan( , )
( ) (1 )

d

 (D.31) 

 

2 2 2

22 2 2 2

2

2 2 3/ 2

1 1 atan( , )
( )(1 )(1 )1 1 1 ( ) 1

( 2 )atan( , )
( ) (1 )

d

 (D.32) 
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2 3 4 2 2

2 2 2 23 2

2 3 2

2 2 2 2

3 2

2 5 3 2

3 2 5 / 2

(2 4 ) 1
2( ) (1 ) (1 )1 1 1

( 2 3 ) 1
2( ) (1 ) (1 )

atan( , )

( ) 1

(3 2 2 8 ) atan( , )
2( ) (1 )

d

 (D.33) 

 

2 4 2

2 2 2 23 2

2 2 3

2 2 2 2

2

3 2

2 2 3 5 4 2

3 2 5 / 2

1 (3 2 )
2( ) (1 ) (1 )1 1 1

1 ( 4 2 )
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atan( , )
( ) 1

( 8 2 3 2 ) atan( , )
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d

 (D.34) 

 

2 2 3 2

2 2 2 23 2

2 2 2 3

2 2 2 2

3

3 2

4 2 2 2 4 2 2

3 2 5 / 2

1 1 (2 5 3 )
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1 (6 4 3 )
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( ) 1
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2( ) (1 )

d

 (D.35) 




