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bzZET

Bu tez calismasinda bir Topolojik vektdor uzayy olan
Banach uzaylarinda diferensiyel hesaplar ve adi diferensivel

denklemler incelenmistir.Bu calismada izlenen plan asabidaki

bicimdedir,

1. BBlumde, Konuyla 1ilgili gerekli 6nbilgiler verilmekted:r.

2. B&élimde, Banach uzavlarinda dinlsUmler ve diferensivel
hesaplar verilmistir.

3, Btlumde, Banach uzavlarinde adi difererncsiyel denklemler
igin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmistirv,
Bu teoremlerle verilen diferensiyel denklemlerin
cozumlerinin defQisik bzellikleri elde edilmistir

ve Lineer denklemlerin uygulamalavi: verilmistir.
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SUMMARY

The plan focllowed in this work which aime to study
differential calculus and diferential eguations in Banach
epace that is topological vektor space that is topological
vector space may be as below,

In chapter I .pertinent background material is given .

In chapter 11, transformations and diferential calculus
in Banach space are given.

In chapter 111 , existence and uniqueness theorems for
ordinary differential eguatione are proved. Aprlicstions of
this material to linear eguations and to obtaining various

properties of sclutions of differential eguations sre given.
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ONSOZ

Yiksek Lisanstaki calismalarim siresince yakin ilgi ve
yardimlariyla calismalarimi destekleyen degerli hocam Sayin

Yrd.Doc.Dr. ADEM DALGIC ~a en icten tesekkirlerimi sunarim.

Yasemen UCAN
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G1R1S

Topolojik vektdr uzavlarinin temel teorisinin baslangic:
1929 - 19230 yillarine dasyaniv. Fakat fornksiyonel analizin sa-
visal problemleri Uzerinde cok eskiden beri calisilmaktadir.

Normlu uzaylarin genel tanimi 1920 - 1922 villarinda
S.Banach , H.Hahn ve E.Helly tarafindan verilmistif.

Bu sireyi izleyen on yil icinde uzay teorisi uygulamalara iki
sorun etrafinda gelisiyor

Bunlar Dualite teorisi ve Baire "nin "kategori" kavramlariyla
aralarinda bag olan teoremlerdir.

Bu callsmalarlni sonuclarinmy  S.Banach 'in 1932 yilinda
yvayinladifil * Theorie des operations Lineaires " adli eserin-
de bulmak mumkindlr.Bu eser normlu uzaylarin baslangicini be-
lirtir. Daha sonralari Banach uzaylari kurami 1939 yilindan
sonra Sovyet ve Amerikan matematikcilerce genisletilmistir
( £11 Bourbaki ) .

Bu calismada bir topolojik vekttr uzayil olan Banach
uzaylarinda diferensiyel hesaplar ve diferensiyel denklem

czUimleri incelenmistir.
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1. BOLOM
ONBILGILER
1. Normlanmis vektbr uzaylari
1.1. E vektdor uzayinds norm
Burada K cismi, R reel cicim veya £ kompleks cisimdir

Tanim 1.1.1 ¢ E vektér uzay:i olsun.

I-l:E

> R* fonksiyonu
(i) ﬁﬂ“:o;
{i? ﬁx“=€ ==>u=03
(ii) ﬁx+y“£ux“+“yu; ¥ x,v € E icin
(iiiy) § Ax“=iAl.“x" ¥ x €E, £ R icin bu
kosullari: gercekliyorsa bir narmdur.(E,“-“) ikilisine
normlamis uzay denir. ([21 Bourbaki)
bnerme 1.1.2 :E normlanmis bir vekidr uzay: olsunix.y € E nin
noktalar: arasindaki uvzaklik d(n,y)=dx—yn ile tanimlansin, bu
metrik tanimiyla E bir metrik uzaydir. Bu durumda her metrik
uzay bir topolojik yapiya sahiptir.Bu topolojide
© LIV 1 f eyl eldugundan

f-j:E —R

® —2?||»|] normu sirekli déniistmdiir.
Tanim 1.1.3 3 B(a,r)={x€E{d€a,x)§r} kﬁmésine,a merkezli ve r
yaricapli: acik yuvar denir.
Tanim 1.1.4 : B’(a,r)é{xEEld(a,x)ir} kiimesine,a merkezli ve r
varicapli: kapal: yuvar denir,
Tanim 1.1.5 S(a,r)={xEE|d(a,x)=r} bimesine,a merkezli ve v
varicaply kire denir.

Tanim 1.1.6 & (%) E nin noktalarindan oclusan bir dizi
nzo



.

olsun eger Hxn~aﬁ — 0 ise (x,) dizisi a€E ye vakinsivyor
nto

denir ve lim . = & ile tanimlanir.
: n—®

Tanim 1.1.7 : E normlanmis vekitdr uzavi,

(Kn)={aaHzse e aXnsse-d E nin Ggelerinden olusan bir dizi
olarak verilsin. Efer E icindeki bir a noktasi asafidaki
kosulu sagliyorsa (#.) dizisi yakinsaktir denilir.
RE> O icinn > N =3 || xn—a]j<€ olacak sekilde
N pozitif tamsayisi bulunabilmelidir.
Normlanmis bir uzayda {(x,.) dizisi a noktasina yakinsivyorsa
bu 2 noktasinin tekligini bilivoruz.CinkG her normlanmis uzay

bir metrik uzay ve her metrik bir Haussdorf uzayidir. {(L31)

Not : Yakinsak her (x,) dizisinin su bzelligi vardir:
¥ €0 igin m,n * N =X ﬁxm = xnn <¢ oplacak sekilde pozitif

bitr N sayisi bulunabilir.
1.2 Ranach uzaylari

Tanim 1.2.1 : E normlianmis vektdr uzayi olsun ve bunun icinde

{¥a) dizisi verilsin.
nz0

¥V £33 0 dicin man F N =% IIxm = xn] 12 olacak
sekilde N pozitif tem sayisi bulunabiliyorsa (x,.) dizisine
Cauchy dizisi denir.

Yakinsak her dizi Leauchy dizisi fakat bunun karsit: her
zaman dofru defildir.
Tanim 1.2.2 : E normlanmis vektidr uzay: olsun .E uzayindaki

her Eauchy dizisi , E icinde bir oO8eye yvakinsiyorsa



E uzayina tam uzay denir.
Tanim 1.2.3. : HNormlanmis tam uzaya Banach uzayi adi verilir.
Teorem 1.2.4.: Sonlu boyutlu normlianmis bir uzay tamdir.
Sonug ¢ Mormlanmis bir uzayin sonlu boyutlu her alt uzay:
keapalidair.
Teorem 1.2.5. & Bir Banach uzayinin kapali her alt uzay: da
Banach uzayidir. {(£73}
Tanmim 1.2.6. ¢ E bir Banach uzayi olmak dzere (u,) E nin
Un elémanlar1ndan olusah bir dizi olsun.Eger normlgi?n serisi

n nUn" vakinsak ise genel terimi un ©lan seride normda
nzg

yvakinsaktir.
Teorem 1.2.7. : Eger tanimdaki durum stz konusu ise genel
terimi uns olan seriler yakinsaktir.

Yani I wun p —> ® icin limite sahiptir,
Dindp

bu limit I u,. seklinde gésterilecek ve
n:Q

" E u. " £ E Un “ ecitsizligi saglanir. ([S51)
no ’ nag

UDnerme 1.2.8 ¢ X bir‘tnpalojik uzay olsun
B (%) kilmesi,
£ : ¥ —> R* nimerik degerler plan sinirli ve sirekli
funksiynnlar1n kimesi olsun. ¥ (x) bir vektér uzayidir.
-fz Get) —> R*

nf" = Sup If(x)) normu ile novamlanmis vektir uzayaidir,
KEX

Y. (X) bir Ranach uzayidir.([51)



bnerme 1.2.9. : F bir Banach uzay: olmak lzere

e X —>* F simirly ve sirekli diéndsimleri gbzénine
alalim tanimdans

Eger u f n = Sup_ l-F(x)] sonlu ise ¥ sinirladir.
‘-@.,(X,F) sinirla -Faﬁiiiycnlérun kitmesi bir vektdr uzayid:ir.

Bu vektér urayindaki norm yukaridaki gibi tenmnimlandiginds

‘@,.,(X;F) Banach uzayidir ([51.Cartanm).



I1. BOLOM

BANACH UZAYLARINDA DIFERENSI1YEL HESAPLAR

2. Linser Slireklil Eslemeler ve Banach Uzayinda Bésterimler
2.1. Lineer slrekli eslemeler
Eve F ( Rveya C ) cismi Uzerinde iki normlu vektér

uzayl olsun.
Teorem 2.1.1 1 ¥ * E 4—>,F bir lineer esleme igin asafidaki
kosullar esdebterdir.

ta) + E nin her noktasinda stUreklidivr :

(b) f orijinde sureklidir.

(c) “ fFix) “ nOY mu “ » “ £ 1 birim yuvarinda sainirlidir.
Kanit @+ a => b asikardir. ‘

b => ¢ £ 7in orjinde vyani sifiy noktasinda sirekli
oldugunu kabul edelim. D zaman F  ’in birim yuvarinin 7%
altindaki ters goérintisi E de sifirin komsulugudur.Béylece
bu baz: v > O igin "xn £ r yuvarini igerir.

“x“ L r ise “f(x)" £ 1 saflanacak gekilde bir v > O
vardilr.Bu sebeble

1

Ixl ¢ 1 ise [Fex] ¢ olur.Qinkii vy = rex alirsak

v
I = r-"f(x)" nldugundan‘"#(;i“ £ 1 elde ederiz,buda

"F(y)" in ||x}j£1 yuvarinda sinirli oldugunu gésterir.

c=>a  |x}} 21 olacak sekilde V x icin ||[fx)}|sM olacak

sekilde bir M >0 var.Bbylece

¥ x dcin [fO) £ H-"x“ yazabiliriz.

("x" = 0 icin agikardir "x" = r > 0 ise vy = (1/r).x vektéri



fIvl]=t i sadlaer .Bu sebeble

"F(y)" <M ve “F(x)" = r-"f(v)" £ reM = M-“x“ )

Bu kosullar altindaki F in ¢V @ € E de slUrerli ocldulunu

gbsterelim.
fix} - F(a) = f(x-a}

+ix) ~ F{(a) £ M-—§-==E olacak sekilde
fl il <
M

= - af = £ bulmak veterlidir.Biylece ¥ "in sirek-
1iligi ispatlan?r.
Gosterim

SPE;F) E den F ye biutin lineer sirekli eslemelerin
kimesini tanimiasin.Bu kimenin vektdr uzavi olduliu esikardir.

SE;F) de “F“ = Sup Qf(x)".sonludur.

(R B
(2.1.1) teoreminin {(c) sikkindan [FOOY 2 - f|x| ¢temel
baginti) ocldugunu gbririiz.Bu yluzden
¥x € E icin JFOO] £ Me|x| (2.1.2)

clacak gsekilde bir M > 0O var.

"x" £ 1 igin "F(x)" £ M saflanir.Bursdan da

Sup GO S M yani [#] <m0 gir.
U B

“f" da (2.1.2) bagintisini gercekleyecek sekilde ki blutldn

M > 0 sayilarinmin en kigugldir.



(E;F) vektdr uzayi

el = Sup Qf(x)" ¢ M normu ile bir normlamis
<

I

vektdr uzayidir. E ve F iki normlu uzay olduklarindan
S2(E:F) lzerinde tanimlanan topolcii ile tamdir.
Teorem 2.1.2: Eger F bir Banach uzayi ise(E;F) de Banach

uzayidir. ([5})
2.2. Lineer sirekli eslemelerin bileskesi

E ., F ve G lic normlu vektdr uzayl olsun , ve
f : E—>F , g: F—>06 iki lineer siirekli esleme ise

gof : E—> G lineer siUrekli eglemedir.

V x € E icin :
fftg o Y =§ o £V || < Jel- £ =] -
f lineer siirekli esleme ocldufundan
nf(x)" < "fn-"xu yazariz.Q zaman
lita o £YGOf < faf- i
(Kesim 2.1.) normun bir lineer esleme oldugu temel bafinti-
sindan
llo o £ < || ofi- h £l (2.2.1.) olur.
2.3. Normlanmis vektor uzayinin izoformizlari ; Normlanmis
vektér uzayi lizerinde esdefer normlar
Tanam : E ve F iki normlanmis vektor uzayi olmak iizere
f : E—>F eslemssi (i) ve (ii) kosulunu saflivorss

bir izomorfizmadir.



(i) ¥ lineer ve sureklidivr

F1

ide olacak sekilde

(ii) g o f = ide ve f o0 g
F den E ve lineer sirekli eslemeleri vavrdir.

Banach’s Teoremi :

Eger E ve F Banach uzaylari ise butin birebir orten
lineer sirekli eslemeler biv izomorfizmadir.
Tanim 2.3.1. ¢+ E ve F normlanmis vektdr uzay: olmak dzere ,

f ¢+ E --> F esglemesi normu koruyan birebir trten lineer
bir esleme ise f bir izametridir,yanibxvé E icin "F(x)" = "x"
dir. Bu kosul HF(x)" nun birim yuvarda sinirli oldugunu gis-
terir; bboylece f lineer slirekli eslemedir. Ayni nedenlerle
g ters eslemeside lineer ve slireklidir. Her izometri izomor-

fizmadir, tersi her zaman dogGru degildir.
Normlanmis vektdr uzayl Uzerinde esdefjier normlar

Tanim 2.3.2. ¢ fa vE f: ayni E vektdr uzayinda iki norm
olsun.Eger ikiside ayni topolojiyi tanimlaiyorsa bu iki norm

esdegerdir.

Bu tanim su sekilde de formile edilebilir

Epa P normu ile normlanm1s vektbr uzay:
Ef= fz .nnrmu ile normlanmis vektdr uzay:i olsun,
E nin birim eclemesi biri digerinin tersi olan iki tane
bivrebir trten esleme taramlar.
P -_— Ef: .
fz= 1 Ep= — Ef‘

f: ve = nin ayni topolojiyi tanimladigini stylemek
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f1 ve f= nin rnormlu vektér wzayvinin izomorfizmalari oldu-
Gunu soylemektir.

Bunun dogru olmasi icin gerek ve veter kosul f: ve f=
nin slrekli eslemeler olmasaidir.
Simdi lineer esleme icin sireklilik kriterini uygulayalim
£, "in sirekli olmasi demek

v x € Eidcin f= ) ¢ Mfitx) olacak sekilde M > ©

sayisinin olmssidir.
Benzer sekilde = nin sltrekli olmasi: demek ¥ x € E igin

ﬁ(x) < M'f&(x) olacak sekildge bir M' > O polmasidir,

Onerme 2.3.3 :

£+ ve f= normlarinin esdeQer clmasi icin gerekli ve
veterli kosul fﬁ(x)/f&(x) craninin (¥ x 3 0 icin ) sifirdan
blyik debferlerle her iki tarsaftan s:mirli olmasidir.
Teorem 2.3.4 @

o " oy ) ,
R vektir uzayinda butlin normiar esdcelferdir.,

Sonug : E normlanmis vektér uzayil ise
f : R —> E her lineer birebir trten f eslemesi bir
izomovrFizmadir. |
Teorem 2.3.5. : E sonlu boyutlu normianmis vektfr uzayi olsun
E Banach uzay: ise E ’“den F normlu vektdyr uzayina
tanimlanan blutun lineer eslemeler slreklidir.
Kanit 2 E ’"nin boyutu n olsun .
f : R —> E lineer birebir &rten bir esleme vardar.
brneceki sonuctan f bir izomorfizmadir.R™ tam oldufundan E ’'de

tamdiv.Yani Banach uzayidir.



11

Simd: g : E —> F lineer esleme olsun.

Eger h =g o £ : R —> F silirekli oldugunu ispatlavabilirsek
g =ho f* eglemesinin slrekli oldugunu styleriz.
h : R™ —> F lineer eslemesinin sirekli oldugunu

gbstermek yeterlidir. Bunun icginde
n
h (Ts « aass .7.—-\ ) = T 71""1(61) olur.
i=1

Buradan

n
| P(Sse cae 5 O £ T |Fu]e]nted) o
=1

i
( 71 ) e s s @ v 7'—.) —> 0 ise h(?! N » 8. 'Y 71—- ) —"> O
0 halde h streklidir.

Not :

(2.3.4.) teoremi ve (2.3.5.) teoreminin sonuclar:
kompleks vektdr uzaeyl icinde benzer gcekilde elde edilir.
E ve F sonlu bovutlu iki vektdr uzayi ve
dimE =m, dim F = n olsun .
E ve F nin secilen bu tabanlari X(E:;F) vektdr uzayina
uygunduy .
£ (E;F) n satir ve m situnluk matrislerin vektér uzayil

ve SUE3F) 'nin boyutu
dim ((E:F)) = men "dir.
2.4, Multilineer SlUrekli Eslemeler

Es vy ... y E~ ve F vektdér uzay: olsunlar: Eger
f: E;y x vv. ¥ En —> F eglemesi

Y k € [1,n) icin as € E4 (i % k) elemanlarinim her sistemi

icin



f : Evo —> F

X V> T E81yenerBhe1sXre@rrissesedn) kismi
eslemesi lineer ise f eslemesi multilineerdir,
{n = 2 ise ¥ bilineer . n = 3 ise tvilineer .. ,v.s)
Eger ¥ multilineer ise
FlA1X1y vne sAm¥n) = (Azy woe JARIF(X1y cue oXm) (1.4.1)
gerceklenir.

Teorem 2.4.1.

E1i 4, v0s + En ve F Normlu vektér uzayi olsunlar

ve F 1 E+ x ... " En —> F eslemesi multilineer ise asali-

daki kosullar birbirine esdegevdir.

(i) £ E:i X .co x E~ ’nin her noktasinda sureklidiev:
(ii) £ (O wee 40) € E1 X 2o % En ’de slreklidir:
(iii) "F(x;.....xn)" "x," 1 . ... "xn" 21

birim yuvarlarin carpiminda sinirladir.

Kanit :

(2.1.1.) teoremine benzer olarak

(i) => (1i)  doGrulugu asikatrdir.

(ii) => (iii) 3 Eger ¥ orjinde siirekli ise f ’in

birim yuvarlarinin ters gérintusid (0, ... ,0) € E: x ees X En
"nin komsulugundadir ve bu sebeble
(vi dcin , fxsff £ v ) => [[fixs o ou y xa) < 1 olacak
sekilde bir r > O vardir,
(1.4.1) den
Vi odcin fIxaff £ 1 => [Fflxa. o.. Gxed|| £ 1/¢7 yazabiliriz.

Bude (ii1i) ’i ispatlar.



Simdi varsayalim ki her f eslemesi icin (iii) gerceklenivor
olsun.
(Vi digin ||x:J21 ) ==> [[fxa....uxn)| M olacak sekilde
M >0 olsun.

Her x: icin

ffaweevaxad | 20 fixaff---ffx~]f (2.4.2.)
esitsizligi olur.
Bu kosullar altinda ¥ eclemesi her (ai,...,an) noktasinda
slrekli, FilXa,ceasdrn)~Flaa,..,8r)FF(X1-@2,X2yeaeyXm) +

Flae, Xo=@2snesoimltee et Ff (81,00 8n-1,%Xn—an) Olur.
Buradan (2.4.2) gerceklenir.
“F(xl,...,xn)-F(a,,....an) u < M“x;—a,"-"xg"...uxn“ +
Mxa=az]l - fas - fxll- - - xml ool 2] - fJanes | olur
Vi igin “xi’ai" £¢ oldugunu varsayalim. Bufadan
Ix:fslja:j+€& dir. |
Béylece (¢i igin "x;-asnﬁi 1=2(¥i igin “xiHSA) olacsk cekilde
bir A > O vardir.
Bundan béyle ¥i icin ﬂxi—asu <E ise
n
"F(x;....,xn>-F(az,...,aﬁ)ﬂimﬁn";Eluxi—ain)inﬂé‘“"@
(2.4.4) olur.
Eger ¢ yeterince kicik ise A 'vya £ >0 dan bagimsiz
olarak secebiliriz. (2.4.4) "den dolayi
X1 =3 &1

Yo

pF-T ise FlXapseaesaXm) =2 Fla31.:.08m)
olur.Bbylece f eslemesi {ai,...,an) noktasindg slreklidir ve

ispat tamamlanirv.



14

Gosterim : E+ X ... X En ’den F kimesine tamimlanan blUtln
lineer siurekli eslemelerin kimesi A(Ei....,EniF) ile abs-—
terilsin.

Bu kiime Ei x ... x E~ —> F bltln eslemelerin
olusturdubu vektdr uzavinin bir alt vektdr uzavyidir.

vf € S2(Es % ... x E~3F) icin

“F“ = Sup “?(x:,....xn)“ alabiliriz.

Nigenng¥n ' "x=" £ 1y ceeee o “xm“ 2 1 birim

yvuvarlarindadiv.
(1.4.2.) kullanilarak

“F(x,,....xn}H SR Wl - -« izl (2.4.5.)

bulunur ve

"F" (2.4.2.) bag@intisiny gercekleyecek sekilde bltin
M > 0 ’dan kiucuktdr.
(E14ce0Em3F) vektdr uzayl vyukaridaki normla normlanmis
vekttr uzay: olur. Eger F bir HBanach uzay:1 ise

éﬂ(Ea....,En;F) rormlu vekttr uzay: da bir Banach uzayidir.

Ornek : Bir bilineer slrekli esleme Hrnedi :

E,F ve G lUc normlu vektbr uzayl olsun , bileske islemini
gbz onine alalim : P: Y (Fi6) x Y (E;F) —> SAUE:B)
(g,f) = g o ¥ tanimiyla bilineer eslemedir ve

(2.2.1.) den
"g o {“ < “g"-"%" oldugu gbrilldr.,

Bu durumda "F" <1 ve "g“ L1 ise “g o {" £ 1 olur,

Boylece ¥ 'nin sUrerliligi gbsterilir.



2.5 Diferenciyellenebilir esleme tanim:
E ve F verilen iki Banach uzay:1 ve U bos olmavan UCE
acik kiume olsun

f : U—>F eslemesini gdzbnune alalim.
fsafiida ¥ a € U noktasi igin bu fonksivonlarin kimesinde
bir esdefier baginti tanimlanir :
Tanim 2.3.1
f1:U—>F ve f= : U —> F (U acik kUme olmak Uzere)

eslemeleri yeterince kiclik r > 0 icin tanimlanan

mi{r) = Sup IF:(x) = Fz(x)" niceligi
“x—a“ £ r
m(r)
lim = 0 (2.5.1)
rF=> 0 v
r > 0
\/ad&
milr) = olvr) (2.35.2) yi sa@livorsa i1 ve f=

eslemeleri a € U da diterlerinin herbivine tegettir.

" 3 ve fz a noktasinda tegettirler " bir esdeger badintidir.

Uzellikle de a noktasinda sifira tefiet ¥ kuralina sahibiz.

(2.5.2) kosulu f;-f=z= fonksiyonun a noktasinda stUrekliligini

saflar ve a noktasinda O deferini alir.
Tamim 2,.5.2
f : U —> F asafidaki kosullar: saflivorsa f eslemesi a € U
noktasinda diferensiyellenebilirdir denivr.
(i» F + & € U noktasinda sureklidir ;

(ii) x +—> Fix) - f{a) ve x > gi{x—a) eslemeleri a

=

-~

noktasinda tedet oclacak sekilde bir
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g s:s E —>F lineer eglemesi vardiv.
Son kosulvyu asob:idaki gibi ifade edebiliriz
" Fix) - Fla) - glx-a) “ = D("x—a" ) (2.2.3)
Eger F a noktasinca diferensivellenebilirse vukaridaki
bu uyarilar bir tek lineer slrekli g eslemesi tanimlar.
Bu eslem.e SAUEF)Y 'nmin bir elemarmidir,

¥ in a noktasindaki tirevi filz) ile belirtilir.

Tanim 2.5.3 @
Eger + U kimesinin her noktasinda diferensivellenebilirse
U 'da diferensivellenebilirdiv denir. Basitce ' ile
atsterilen
Fr:oU —> HER

a —> f'(a) eslemesi vardir.
Bu diferensiyellenebilir f eslemesinin tirevi alinmis esleme
tanimlidir. f* tirevlienmis eslemenin + eclemesi ile avni F
uzayinds deberler almadifgina dikkat edilmelidir.
Tanmim 2.5.4
Eger f : U —> F eslemesi asafidaki iki kosulu gergekliyor:

£ C* esinifinin eslemesidiy.

(i) ¥ U da diferansivellenebilir ;

(ii) U —> JL(EF) sireklidir.

Diferensiyellenebilirligin glisterimi ile 11gili uyar: :
U .+ E Banach uzsayinin agik bir kimesi
U C E wve F Banach uzayir olmak lUzere

f : U > F slrekli esleme o0lsun.
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E lzerinde veni norm tanimlavalim x € E nin yeni

normunu "x“; ile eski ~normuda "x" ile gésterilsin. Ayn:
dustncevle F lUzevinde de esdeber norm tanmnimlanabilir. Ne E
nin ne de F nin topolojisi degismez; U vine acik ve |
eslemeside slirekli kalir.

Onerme 2.35.5

Eger wverilen bir norm icin f a ey noktasinds
diferansiyellenebilir ise £ ayni1 zamanda diger butin
normlayr igcin bu noktada diferensiyellenebilirdir ve tirevler

ayni kaliv.
2.6. Bilegke fonksiyonun tlrevi

E . F ve G ti¢ Banach uzay1 olsun , U . E uzayinda acik bir
kume ve V , F uzayinda acik biv kiime olsun. & € U ve

f: U—> F ,g : V—> b6 iki sirekli eslemeyi gézdniune alalim.
b= F(a) € F ninV ‘de oldufunu varsayalim.

-1
¥ (Vy < U a noktasini kapsayan E' de acgik klume

gof : U' —> 06 bileske eslemesi U" acik kimesinde
tanimlidar.
Teorem 2.6.1 :
Eger F & noktasinda diferensiyellenebilir ve g eclemesi de
b = fla) noktssinda diferensiyellenebilir ise h=g o f a

noktasindae diferensivellenebilirdir ve

h*(a)=ag'(blof*(5) dir. (2.6.1

Diger bir deyisle ., h'(a) : E —> G lineer eslemesi
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f'(a) : E —> F ve g*(fl{a)) : F > 6 lineer eglemelerin
.bileskesidir.
2.7 TUravlerin lineerligl
u E Banach wuzayinin acik bir kimesi ve F bir Banach uzay1i
olmak Uzere ¥+ wve g eslemeleri U kimesinden F uzsvyina
tamimly iki esleme olsun.

h : U —>F

hi(x) = f{(x) + g(x) ile tanmimli: toplam eslemesidir. Benzer
sekilde A skaleriyle ile # eslemesinin M cearpim

k{x) = AF{x}

ile tanimlanan k : U —> F esiemesidir.
Drerme 2.7.1 :
Eger £ ve g a noktasinda diferensiyellenebilir ise h = f+qg

eslemesi de a noktasinda diferensiyellenebilirdivr ve
h'(a) =f'(a) + g'*(a) dir.

Eger | & noktasinda diferensivellenebilivr i1se k= A f

eslemesi de a noktasinda diferensiyellenebilirdivr ,

k*{(a)=Af"(a) dir.

2.8 Ozel fonksiyonlarin tlrevleri

Urerme 2.8.1 :

Eger £ : U —> F sabit esleme ise diferensiyellenebilirdir ve
¥V x €U idcin £*(x) = O dir.

Onerme 2.8B.2 @

Eger ¥ : U —> F eglemesi E ’den F ‘’vye linger sirekli

eslemelerin kisitlanmis: ise bu kisitlamnmigs fonksiyon



diferensivyellenebilirdir ve : ¥ x € U icin F (x)=Ff tir.

Simdi , Es , Ex wve F ¢ Banach uzayil olmak lUzere ;

f: E1 x E=x —> F bilineer slurekli eslemenin turevini incele-

yecegiz.
E: x E= Uzerinde tanimlanan
{ X3.722) + { yYa,y=) = ( Xit+yas, Xaty=)
Al X1 yxm ) = (Ax1.Ax=) islemleriyle bir vektdyr uzayirdir.
E:1 x E= vektdr uzay: Uzerinde secilen "(x;.x:)" = "x:" + J==]|

normu ile normlarnmie vektdr uzayl oclur. Bu normla E: x E=
tamdiv.
Teorem 2.8.3 :

Eger £ : Ei x Ez —> F bilineer sirekli esleme ise f

diferensivyellensbilivdir ve { @1, a=) € Eix Ex= noktasinda

tirevi

f'(az,a=)(hi,h=) = F(hi,a=2) + Flas.h=z) ile verilir. (2.8.2)

bagintisinda , { hi,h=) € Eix Ez vektbrinde

f'(as,a=m) € SR (EixE=3 F) 'nin degeri sol tarafindaki ifade

ile verilir.

Genellestirme @

E1 ve Ez Banach uzavlarinin carpimini gdzotninde bulundurarak,

¥V n €N icin Ei1 ».e..x En carpimini gtzénine alalim.



Bu carpim da bir vektdr uzavyidir.Ayni zamanda :

n
"(X1..-..Xm)"= T H X " normu ile normlanmis vektdr uzayl
i—

olur.

f:E: ¥ ¢v. X Em —> F multilineer siirekli bivr esleme olsun.

Teorem (2.8.3) asslicaki gibi genellenebilir :
£ (& ,....8}) noktasinde diferensiyellenebilir ve bu
noktadaki tlrevi

Fr'l@1,0es48m)(Hiqeceannl= F(hi,82ssser@8n)tFflar1,hzmyannyan) +
ae + F (Q340ce48m—1 4hn) (2.8.3

ile verilir.

2.9. Carpim Banach uzayinda de@erler alan fonksiyonlar.

F uzay: sonlubsavlda Banach uzaylsarinin carpimi olsun:
F=Fi: x ... x Fu
¥ i igin 1 2 2 £ k olmak lUzere
{Q : F =3 Fi: izdusim eslemeei olsun ve
Uz § Fi =3 F
Ua(X3) = (0400 eceXayee+,0) 1le tanimly birebir esleme ol-
sun.
Us ve fs lineer siirekli eslemelerdiv ve asafidaki
(2.9.1) bafintilarini gerceklerler.
f10us = 1r (Fs ’'nin birim eslemesi)
(2.92.1)

k
LT us o fﬁ = 1 (F ’nin birim eslemesi )



Unerme 2.9.1. @
Onceki gésterimler kullsnilarak . U € E ( Banach

uzayinin acik alt kimesi) clmek Uzere

f : U —>F slrekli bir esleme olsun.
Diger bir deyisle

f "in a € U ’'da diferensivyellenebilir oclmaea
V1 £i <k icin

f: = £+ o F : U~—> F:; eslemesinin a noktasinda dife-
rensiyellenebilir olmasi gerek ve veterdir ve

us o f'4al (2.9.2}
1

fi(a)y =

L e By

i
dir.

KANIT:

Us ve fi lineer eslemeleri diferensiyellenebilir. Bu
vuzden ¥ diferensiyellenebilirdir wve bileskeleride diferan-
siyellensbilir (Teo.2.6.1.).

Turevleri

f'i(a) = £ o F'(a) € SAE;F:) ile verilir.
Tersine 'y 'nin herhangi bir i (1 £ i £ k) igin diferensi-—
yeilenebildigini farzedelim.

(2.%.1) 7in (ii) bagintisi saglanir.

Ui D‘fa o fF=+F dir.
1

1 x

:

i

Uy 0 f4 dir. Bu sebeple teorem 2.6.1 ve &nevrme
1

Yani £ =
i

nex

2.7.1 ile £ , a2 noktasinda difereansivellensbilir ve
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f'(a) = ; Us o F%:(a) dirv,
Uygulama : -
Kesim 2.4. & benzer olarak,
f: Es x Ex —> F bilineer silrekli bir esleme gdzdonline alalin
Diéer taraftanda
us U —~>Es ve v : U —> Ex iki slirekli esieme
olsunlar.
f eslemesi u ve v eslemelerinin carpimini verir;
W U—>F eslemessi
Wix) = Flulx),vix)) (2.9.3) formillu ile tanimlenir.
Onerme 2.9.2 @

u ve v bir a € U noktasinda diferensiyellenebilir esler
oclsunlayr. UOyle ise w eslemesi bu noktads diferensiyellernsb:
bilir ve w*{a) tirevi h € E ic¢in

wila)eh = f(ut(a)eh,v(ad)) + flulal,v'(al)+h? (2.9.4
bagintis: ile verilir.

KANIT : (2.%9.1) bnermesi ile

U —> Ei1 x E=

x —> (u{x),vix)) eslemesi a noktasinda diferensiyelle
nebilir ve tlurevleri hr—> (u*{a@)+h,v'(a)+h) clan linee
eslemedir.Diger yandan ,

f ! Ex x Exz —> F
bilineer slrekli esleme oldufiunden E. x Ex ’nin her noktsa-
sinda diferansivellenebilir. (Tep.2.8.3).

(2.9.3) bagintis: ile tamimlanan w eslemesi



(U, Vv) +
¥ ~—> E; % Ex —> F bilezie esiemedir. Teorem (2.6.1)

den dolaylr & noktasinda diferansiyellenebilir ve tlurevlieri
bilecke eslemesinin tirevine egittiv. Simdi bu tlrevi hesap-
layalim. {2.8.2) bagintisinaga

&1 yerine u(a)

&= yerine vi{a)

hy verine u'(a)sh

h= verine vi(a)+h gederierini yerlestirerek:

4]

‘F‘(a:,a:a)(hx.h:) siad -F(h:,a:) + fla:.hz) (2.8.2)
wi'laysh = flu*(aYh,v(a)) + filu(ay.v'(a)+h) H € E icin
(2.9.4) bagintisinin sal kenarin: elce ederiz. Bu da istedi-

gimiz sonugctur.

Ozel durum:
E = R olsun. yani u ve v ten defiskenli x ’in fonksi-
vonlaridiv.bilindilgi gibi ,
u'fta)eh = heu'ta) , vi(alsh = hev'iz) ve w'(a)leh = heaw'(a)
dir. (2.9.4) bagintisinda h = 1 alirsak
w'la)= Flu'tar,vial)) + flulai.v* ial) (2.9.5)

saglanivr,



I1I1. BOLOM :

DIFERENS1YEL DENKLEMLER

3. Tanimlar ve Ana Teoremler :

Bu bslumde E. reel cisim UlUzerinde biv Banach uzayini
obstersin. E Banach uzayinda defierler alan reel tek (t) de-
degiskenli Y forkesiyonlari gbzdniune alinsin; Eger 4 diferen—
siyellenebilirse Y* de E ‘'de olur.

3.1. Birinci mertebeden diFeransiyéller denklemler

U R x E alt kimesi verilsin: U alt kimesi hemen her

zaman aci1k kUmedir, faket heyv durumds ogecerli degildir, bazen

kapali kimedir.

Verilen f : U —> E slrekli fonksiyonu igin
ds
= F£(t,»n) (3.1.1)
dt

diferensiyel dernklemini elde ederiz. Bu diferansiyel denk-
lemin cbzlmiyle tanim anlagsi1liv, verilen + Fonksiyoru C*
sinifinin fonksiyonudur.
\Q; I1—>E (I1CR acik veya kapali, sinirli veya

sinirsiz ) fonksiyonu asafideki iki kosulu saflar.

(i) (t,d(t)) €U Wt €1 iging

(11) o) = Fie,Mee)) vt € 1 dcin
Not: ¥ ’'nin C* e=i1nmifinda olmas: gerekli degildir. Eger
diferensiyellenebilirse ve (i) sartin: sagliyorssa q.'<t) nin
sireki fonksiyonudur. Cunki F(t.¥(t)) t ’'nin sireki fonksi-

yorudur .
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E=Es+ % ... x E~ Banach uzaylarinin sonlu bir carpimi
oldufunu kabul edelim. Bu durumda
U R xEs % ... x En
ve + , ¥i (1 £ 41 2 n} igin %3 € Ei olmak Uzere
Flt,Xa,069Xn} *nin bir fonksiyonu: . : U —> Ei ,

verilen f1 , ... +.f~ “Fonksiyonlara f i tanimlsar. EgGer n
tane fonksiyon C* simifinda ice Y cézimi elde edilir.

VY, : 1 —> Es yleki

(i) (£, 92(t), ..., Patt)) €U vt € 1 icin :

(11) Pie) = Foet, ), Pa(t)) Yt €1 dein (1 £ 1 £ onog

t degiskenine bafl:i n tane bilinmeyen fonksiyon icin birinci
mertebeden n tane diferensivel cenklemin bivr sictemi elde

ediliv. Bu da

ax s
= Fi{tyXayeeeXn) (1 2 i 2 n) (J.1.2)
adt
seklindedivr. Uzellikle ,
E= R~ve E:s = R (1 £ 1 £ n (3,1,2)

diferensiyel denklemleri bir diferensiyel denklem sistemi
clusturur ; verilen . Fonksivonlari ve x =‘{s(t) cbzim
fonksiyonlari skaler degerli bilinmeyen fonksiyonlardir.

Bu sistemin analizi tekil vektdr diferensiyeline esittir

3.2, n. Mertebeden diferensiyel denklem

dx dx g3
= flt,x, - ee ) (3.2.1)
gt~ dat g3

ile verilir.,



Burada UC R x E % ... x E olmak lUzere f : U —3» E
n tane

verilen sUrekli fonksiyonlar: tanimlar :
C™ simfinan cozum fonksivonu P: 1 —> E asaBidaki iki ko-
sulu saglar :
(1) (£ M), ¥ () yuee s P72 08)) €U Wt € T dcing
(i1) Pty = Fe M Lo o P () v €T dcin
(3.2.1) ’in cézuminl bulmak birinc: mertebeden n tane denk-
lemin olusturdufu sistemin cézidmunit bulmaya esdegerdiv. Bu
sistem :
dx/dt = %,
dri./dt = x=,
gdrrm-z=/dt = Krm-1.
Orrm—1/0dt = FlE, KeRKigeeeeXm—21} Olur.
Burun anlami C™ sinifindaki tek bilinmevenli “P: I —> E
fonksivonlarin bulunmasidir.Sonucta C' simifinda n tane
PPy cWemmas ¢ I —> E bilinmeyen fonksiyonlar su
sekilde bulunur :
W) =), Pacey =¥t i, Yoo (b)) = Yass (8)
Woama (t) = FE, P00, P () o), L B ()
Yukaridaki Wi, ... Ma-2 ¥ nin saglayici turevieri-
c¢ir.Bu calisma n.mertebeden olan diferensiyel denklemi birin-

ci mertebeye indirger. (E = E x ... x E)}
n tane

Bu nedenle birinci mertebeden diferensiyel denklemi gbz-
online alacatiz. Daha sonra birinci mertebeden olan sonucu n.

mertebeye cevirecediz.



Verilen (to.xs) € U icin Yte) = xe baslangic sartim
sablayan ve [to-f,te+f] = I° arsliginda (3.1.1) diferensivel
denklemi LP: I* —> E gézumline eship olacask gekilde g > ©
vardir.Bu adbnlusum n. mertebeden denklem verirse asafidaki so-

nuc elde edilir.

(n-1)

(tosXoaX Toaens X )y € u ise € > 0 vardir. Oyleki
[te ~§ ,te + €31 = I" aralifinda (3.2.1) denkleminin ¢coziumil
Y: I —> E dir ve bu cgézim

Yito)=xo
{n—1)

Yiite) = x'ay.., Y77 (o) = Xo baslangic sartin:

ssglar.

3.3. Yaklasik cbzimler
Simdi (3.1.1) diferensivel denklemine déndyoruz.

£>00lsun 3 P: I — E ¢ simifinin fonksivonu asa@idaki

kogullari salBliyorea bir £- vaklasikli cdézimdlr.
(i) (¢, 0(t)) € U vt € 1 icgin ;
(3.3.1)
(11) ety — Fle, ey || € vt € I icin

Y: 1 —> E forksiyoru (' simifimin piecewisedir,
I araliginin kompakt cldugunu kabul edelim. I, I kombakt
araliklarinmin sonlu bir bilesimidir. C' simfindaki“¥bir I.
aralibina klsltlanzr.‘?, (3.3.1) sartlarini saBlamak zorunda-
div, (ii) esitsizligi her I. &aralifinda gerceklenir.Diger bir
deyisle ,herhangi bir t € I sonlu noktasinda yalnmzca

] P-tt) = Fee ,eed) || L€ ve || PUa(t) - FlE, (L)) || 2£
olursa tiurevi sUreksiz oclabilir.

Simdi vaklacik cgézimler icin varlik teaoremini gdsterelim.



Teorem 3.3.1 :
Bixe,r) C E v > 0 varicapli ve x. € E merkezli
"x - xa" L r kapalir yuvari olsun.
I CR araligr kompakt ve ta € 1 olsun
If(t.x)’ I M (3.3.2)
(Soniu bir =sabit deter) yads
Yt €1 , “ x - %a J| £ v olacak sekilde
¥ : 1 %x Bixe,r} —> E sirekli Ffonksiyon oldufunu kabul
edelim,
J: ta ~ F/M £t £ te + v/Mile I ’"nin arakesiti
olsun. 0 zaman,

¥ £> 0 icgin
dx

= £ (t,x) diferensiyel denklemi
gt

WPito) = xo olacak sekilde \P: J —> BXc,t}
E- vsklasikli cézime éahiptir VE‘Q) C* simifinmin parcgal:
fonksiyondur. \Y, parcali lineer secilebilir.
KANIT
P vi t £ teo ile tanimlanmis aralikta ve t 2 te ile
tanimlanmis J araliginda parcalayarak olustururuz. Bu durumda
I ’nin
T - te £ v/M uzunlugunun t- 2 t £ T araliginda oldugu
durumu gdzénine alalim. 11k olarak , 1 da
‘Po : I —-> E linger—-affin fonksiyonunu gdzdnline alalim.
dyleki Polt)=xew, P'alt) = Fltus¥els
(3.3.3) Vaolt) = Xo + (t-to)f(to.x=) ile verilir.
$. lineer-affin fonkeiyonu defgerlerini Blilxe,r) yuvarinda

aliv,



i)
~3

Ciinki
vt € 1 icin t - te £ »/M oldugundan |4a(t)-xaf| £ (r/M) M

divr.
te £t 2 ty dicin

" Flto.xe) — Fltixe + (£ - ta)flta,xa)]] < 13 (3.3.4)
oldugundan Y in [tw.t:1 araliginda €~ vaklasikli cézim ol-
dugu ispatlanivr. f ’in strekliligine baktigimizda yukaridaki
esitsizlik te ’a veterince vakin her t icin gecerlidir.
te < t < T ise Yeo.I da&vaklasikl: czUmdiur.dyleki Yolte)=xe
dir, ve tanimlanmis sonuc elde ediliv.Aksi taktirde (3.3.4)°0U
sadlayan te la baslavan [(te,ta1 araligy vardir.
Cunkii t. her t ’“nin infinimumu ise (3.3.4) gegerli degildir.

te £t £ £ty igin (3.3.4) saglanir ve ayrica bu slrekli-
lik ile £t = t4 icin dogrudur. Ym(tu) = Xi oOlsun;

X1-Xeo=(t1~tw)F(tu,Xxs) ve buradan ti-te ¢ T - te £ r/M
ol dugundan "Xl”xm“ < v odir.

Fa=r - “xl—xm“ alalim. Sonra ¥ , t. £ t £ T , “x—x1“£r1
igin strekli ve tamimli olur; “F(t.x)“ £ M dir ve (3.3.5)
T - ta & ra/M divr.

Buradan ti ve xi in durumu bir 8nceki xeo ve te ’1n
durumuna benzerdir ve metoda tekrar baslamilabilir.

t: £ ¢ £ T icin

Ye(t) = x1 + (£ - t1)Flts,x1) lineer - affin fonksiyonu
tanimlanivr.Bu fonksiyon Bi(x.i,t1) de de@erler alir ve buradan

B(Xm, re) da

“'F(ta.-X:) -~ f(t,x. + (t*ta)-F(ta.x,)" SE_
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esitsizlifi gecerli olacak sekilde (t, ¢« te= € T) ile ([ti,t=]
uzun aralifi vardir.Eter t=- = T ise [tw.t:1l de Ve ’a ve
[ta,t=l de “P, 've esit olan Y fonksivonu [te,T] araliginda
diferensiyel denklemin ¢- vaklasikli coziumidur ve istenen
sonug¢ elde edilmistiv. Diger taraftan t» < T ise ayni metodla
tekrar baslayalim :

tz -ty ¢ T - t: < vi/M oldugunda ‘P (tz)=x=z ve “Xm‘X1“<F
dir.

m = Vi - "xm = xa1f| koyalim ve T - tz £ r=/M dir,
Bu yolla t ¢ t. ¢ t ¢ ... <€ tww &€ T artan dizi tumevarimla
tanimlaniry VB XoyXisearsXm € E hemde Yo,81,... Mdnes lineer
- affin fonksiyonlari B(xeo,r) ’de de@erleri ile sirasiyla
[teweta1doltistel,eeeyltme1,tn] *de tamimlanir. \P; ’lerin hepsi

Wi [to,tnd —> Bixa,r)

surekli fonksiyonlarini igerir ki bunlar parcal: 1;neerdir ve
diferensivel denklemin €- yaklasikli bir c8zUmidir. n igin
tw = T elde edilirse teorem ispatlanmis olur.

Her n icin tw ¢ T durumunda metodun strekliligi belir-
sizdir.

Gisterilebilecegi gibi bu mimkin degildir.Bu operasyonun
belirsizligi slrekli olabiliv ve t*,

tew € £ty < s <t L artan dizisinin supremumu olsun.
“xm+1 - xn“ £ M{thes - twn) oldugu asikar ve buradan {xn)} de
bivr Cauchy dizisidir." X “Xeo " 2 vy kapali yuvar oldugundan

limit x° € B(xw,r) dir. £~ £ t ¢ t° igin



Yult) = X = (E -~ to) Flt, %) o buradan
ta £t £t icin "kPm(t) ~ X “ £ M (t® - t.) dir ve

Bundan dolavi t. £ t £ t°' icin

fWOrtt) — x| 2 || x° - xn || + MttT-tw) (3.3.6) dir.
f ., (£, x") noktasinda sitrekli oldugundan |t - t‘| < ve

| £ dse || F(E.xT) - FlE,x) ﬁ <E/2

olacak sekilde N> 0 vardir.Buradanda yveterince buyilk n icgin
(3.3.6) va bakildig@inda ,

bn 2t 2t dein || FlEox™) - F(E (Pal | < E/2
ve ayrica || FE7,x7) - Fltn,xn) I ¢ €/2 dir.
BlUtin bunlardan t. < t £ t° icin

| fltmaxm) - Fee,Pa(t) I <€ dur ve sonugc olarak Yn,
[tm,t') de §- vaklasikli bir cozlUmdir.te: ’in tanimiyla
trmes 2 t° saglanir.(t® vl icine alair).
Bununla beraber t’ X tm.m » twaes oldufunda bu mimklin degildir

ve teorem (3.3.1) 'in ispati1 tamdir.

Not:

UCR x E « (to.xa) € U ve (U agik kume)

£ : U --> E sirekli fonksivonu verilsin.Her (t,x) icin U
da

|t - tml LT, " K = X " £ r esitsizliklerini

saglayan butun (t,x) ikilileri icin | Flt, %) | £ Mesitsizli-
gini gergekleyen 7 > ¢ , v > 0 . M > 0 lar vardir. o« , T Ve
M/r degerinin en kuclgu olsun ; teorem 3.3.1 ([3]1 Cartan)
' den

|t~to| ¢ o kompakt araliginda
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N

dx

= f(t,x) diferensiyel denklemi herhangi bir
dt

E> 0 icin “W(te) = x. olacak sekilde x = “P(t)
E - vaklasikli parcgali lineer cdzum vardir., « £ dan
bagimsizdir ve sonug veterince hkiiclk « deferi igin gercek-

lenir.
3.4 Brnek lineer diferensiyel denklem

A: I —>ESE) ve B : I —>E
I € R araliginda tamimlanan sUrekli fonksivonlar olmak
Uzere
dx
— = A(t) x + B(L) (3.4.1)
dt
formundaki denklem lineer diferensivel denklemdivr. Bu
flt,x) = Alt)~x + B(t)
¥t € 1 icin x € E nin strekli lineer - affin
fonksivonuduyr ;3 A(t) ve B(t) sUrekli olarak t ’vye ba@Glidir.
Bu durumda UC R alt kumesi I x E ’ve esittir.
to €1 ve Xa € E verilsin . B(xe.t) kapalir yuvari icin
(3.3.1) teoremi goziklw,
Teorem 3.4.1 :
I kompakt bir araliksa herhangi bivr £> 0 icin
‘#(tm) = Xo 0Olacak sekilde (3.4.1) denkleminin
Y: 1 —> E €- vaklasikli bir cgéziml vardir. Burada
dnemli oian Y "nin I da olmasidir.
Kanit:

" Alt) “ ( . (E3E)Y uzayinda ) normu t € 1 "nin surekli
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fonksivonudur.l kompakt oldugundan norm bivr supremuma
sahiptir.

x = Sup " Alt) " ve benzer olarak
tel

R = Bup " B(t) " olsun
tel

" F(t.%)

Ioxo- e

" 'F(t,x) " S. C(" Xen " + B + DILH‘.

" Alt)ex + B(t) " < a"x“ + 3 olur;

i~

r T den

.Buda t € 1 icin " X = e " < r

M= “ X " + 3+ ar ile " F(t.x)" <M dir,

Bu viUuzden, — = + ar elde edilirvr.

b 4

] x "xm" + 3

M
— ¢ 2 « olacak sekilde secilen v icin e verilmisse ;
.
Teorem (3.3.1) ile W(tw) = x» olacak sekilde
1 1
J=1IN1 te - et + ] kompakt araliginda
2 20

kP(parcall lineerdir) £ - vaklasikli gbzum vardir.
l.sonug 1 araliBinda g- vaklasikli parcali lineer cGzumi
bulmamiza yardim eder.I® iginde ayvri1 olarak bulmamiza yardim
eder.

(t 2 te olacak sekilde butiin £t € T 'larin kimesi ) ve
I de (t & teo olacak sekildeki butun ¢t € I ’larin klUmesi).

Ornegin I® icin T,I' nun sad kenarindaki sondeler alsun.

tP.a(t.:,) = Xw 0Olacak sekilde Y. coziimit her zaman

I'"N [te,ste + 1/2] araliginda bivr £ - vaklasikl:

cozlmdir .Ek olarak Y. parcali lineer fonksiyon vyapilabilir.
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Eger te + 1/Za 2 T olursa arzulanan sonuc elde ediliv.Bu
olmazsa t, = tw + 1/200 ¢ T . Yo (t:)= x¢ olsun; to ve xo
icin yvapilanlar t. ve x. icin tektrarlanivrsa
I* N Lty, ta + 1/2x) aralifinda P, (ti1)=x; olacak
sekilde &~ yaklasikl:i Y» parcal: lineer cbzum vardir. Eger
1

t, + > T ise
2

ispat tamamlanir.Cunki “ fonksiyonu

[tw,t] araliginda Y. ’*+a ve [t..T1 de Y, ’ve esitir. Diger

tarattan tekrar

{
ta + = t» ¢« T alindiginda
Zu
1
W, (£, + }o= x=m olur,
2

Bu islemler sonucunda yeterince blylk n degerleri igin

g
tih = te +

2 T dir.

X

3.5 Lipschitz durumu : Temel lemma

f(t,x) , U C R x E de taniml1 strekli fonksiyvon (t,x.)
ve (t,x2) € U olmak Uzere

" fFlt,x1) - F(t.xn)'" <k "x1 - x=]] (3.5.1) ise £ E de
k - Lipschitzdis,
(3.5.1) esitsizligi saglaniy ([35],Cartan).Eger f k-Lipschitz
bzelliginde ise

dx

= f(t.x) (3.5.2)
dt



diferensiyel denkleminin iki vaklasik cozumunin farka

WP, (ty - \Pa(t) majorize edilebilir.
Temel Lemma 3.5.1 @

(3.3.2) denkleminin
Py 2 I —> E €. - vaklasikli cézimi ve
By ¢+ I —> E £+ -~ vaklasibli cdzimi olsunlar
Wi (tw) = x1 ve Prlte) =xs ,te € 1 da baglangic degerleri
olsun.
Eger Yt € I igcin F ¥ £ E de k-lipschitz ise
klt‘tol et trrel-]

|[f1(t>—%(t)|| e + (€ 1€ (3.5.3)
1%

esitsizligi olur.
Temel lemmanin kaniti @

lslemi kolaylastirmak icin t. = 0 alalim. (3.5.3)
esitsizligi t > te dwrumu igin saglanir.Diger durumda t ’den
-t ’ve kadar olan degisimle saglanir.Bu durumlar varsayilla-
rak asagidakil esitsizlikler vardir.

| 9 att) = Feefact) || S €0 o | Wty - FlE M=) || £ Eas
ve buradan
|9 (8 = W=t ¢ & + Ex + || FE QB -F(E 02 3
(3.5.1) bagintisindan
[ (0 = Q=) | £ € +Ez + keff2t) ~Ha()]] (3.5.4)
esitsizligine sahip oluruz. (f, veWQ= C* sinifinmin parcala
fonksiyonlaridir.Bu sebeble her alt aralikta Y': ve 'z

tanimlidiv.) Simdi bunu tanimlavalim :
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Wity - Yoit) =%ty € sinifinin parcali fonksiyonu
verilen t > 0 igin (3.5.4) bagintisina ortalama defer teoremi

({31, Cartan ) uygulayarak 3

t
jecer - Qoo < I (Ex + B ¢ ke PO jdT olur. Fakat

8]

=

"Q(T)“ < “kWO)" + uw(w) S| dir. Buradan
E=€, + € secilirse
t
"Q(t) - W(O)" £ (g + k"Q(O)")t 1k I "W(T) - W(O)"dv (3.5.5)
Q
tslemi kolavlastirmak icin u(t) nimerik strekli fonksi-
yonu tanimlariz.

Ut = Qo = ueer 2 0
£+ kYo =20

(3.5.6)
0 zaman (3.5.5) bagintisa
t
u(t) £ at +k ulT)dr (3.5.7) oluy.
0
Bunu takip eden sonuclarin kullanimi:
Auxiliary lemma
Eger u(t) 2 0 siurekli fonksivornu [O,T]1 (T > O)

araliginda (3.5.7) esitsizligini sagliyor ise

)

(a8

t £ T idcin

a kit
u(t) £ o= (e - 1) (3.9.8) olur.

“

(3.5.6) *daki u(t) ve a degerini (3.5.8B) de yerine yazarsak

vt > 0 icgin ,

Kt
[ LPee) - wo <« £, ¥ > te - 1) olur.



Buradan

IO 2 PP e e s e v

kot kt

(e -

Ly,

(3.5.3) esitsizliginden
Wi =‘P,(O) Wt = oldudundan auxiliary
lemmas: kanitlammis oluy.
1
vit) = ulr)dr olsun :
0]
viit) = ult) vIOY = o jle (305,77 olur.
vi(t)y 2 at + Vvt [RINRIPA diferensivel esitsizliginde
bt
wit) = e v (t) v e
(A8
wilt)y = e RV o oottty deferlerini (3.5.9) da
verine vazatral (2.5.7) egitsizliai
ot
w’ (t) 2 ate olur,
wld) = O oldugunda ortalama defer esitgsizlinl saglaniy
t bt
wit) < are dr
O
2 ot bt
wit) =2 (1l - e bte )
(e
Buradan
k-t a Ft
vit) = e - Wity > (e 1 kot alur.
b
(3.5.7) esitsizligi ile u(t) 2 at Ev(t)y wve buradan
a It bt
utt: = at =+ = - 1 bk (e - 1) dirv.
’ 2
Buda (Z.5.8) *in kanmitidir.



3.6 Temel Lemmanin Uygulamalari :Teklik Teoremi

Teorem 3.6.1 : U C R x E ve f : U—>E x € E ’de
k - Lipschitz siUrekli bir fonksiyvon olsun.

4. ve qm : I —> E

dx

= f(t,x) diferensivel denkleminin iki tam cdzumd
dt

ve eger ( te € 1) dicin Wy (tw) =Yao(tw) ise®: veYs 1 ara-
liginda dzdes fonksiyonlardir,
Kanit :

Temel lemmanin (3.5.3) esitsizlidi uygulanir.Bu durumda

X1 = X= E] = E“‘ = () ise t €1 igin

O dir.Buda ¥y ve Y- nin I araliginda

| P2t ~ Yot |

dzdes oldugunu gisterir.
3.7 Lipschitz Durumunda Varlik Tearemi

Teorem 3.7.1

U C R x E kapali kitme olsun § f : U —> E Xx € E de

k - Lipschitz surekli biv fonksivon olsun. (to,x0) € U ve
I C R te 1 iceren kompakt bir aralik olsun.
Herhangi bir &> 0 icin Y: I —> E 1 ’da

£ - yaklagsikli gézim vardir, bu cozim C*' sinifinin parcal:
fonksiyonu ovleki Wit,) = xo dir.

(Teorem (3.3.1) de varolan yaklasik cdziml saflayan kosullara
verir,)

Diferensivel denklemin Y(t.) = x. olacak sekilde

L?: I —» E
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tam gdziumll 1 kompakt arali@iinda vardiv.Tam ¢Hzumln

tekligi (3.6.1) ile verilir.

Kamit :
En > 0 say1l1 dizisi ,» —> ® iken si1fira vaklasir.
P : 1 —>C
¢n(tm) = X« 0Olacal sekilde €., ~ vaklasikli gbzlim olsun.

Ve € 1 icin (3.5.1) temel lemmasindan Yt € I icgin

k|t t|

e -]

“\*n(t) ~ \P;::s (t)" f: (Em + Ep::») vatr .
b
K Yt € 1 icin I kompakt aralifindsa
kK(t-te)
e -1
nin biy Ust sinit+ olsun. 0O zaman
k

t €1 icin "Wn(t) "-Ww(t)" 2 K(E., + EL) olur.
Duzgiin yakinsak norm icin (I —» E siivebtli eslemelerin )
Y. fonksivonlarinin dizisi bir Cauchv dizisidir.Bu vizden Y.
dizisi bir ¥ limitine sahiptir.
(t,VP(t))y €U . Wt €1 ve ¥ n icin varsayimdan
U kapali . o zaman limiti (t.M(t)) € U dir.Tabiki Y(tw) = xo
dir.Buda Y’nin I ’da diferensivellenebilir ol dugunu
giosterivr.
t €1 igin Y () = F(t, ML)
t
Wit) = xo + I FOr QO dr (3.7.1)
to
"q‘n(t) - F(t.WM(t)" £ & varsavimivla ve ortalama deger

esitsizligi ile



t
LPr'l(t) R = 'F('Tu\ph('T) )d‘T f. Er'u t - t(m dl!’.
I | |

to
Bu esitsizlikte n —>» o olsun:
T € 1 da
fFlr,@e (7)) dizglin olarak f(7,%(7)) va vakinsar.Bundan dolay:

(3.7.1) bagintisinin biv limiti olur.Buda istenilen sonuctur.

Sonug (3.7.2) (Lokal varlik teoremi) :

V , (twexw) € R x E "nin bir komsuludu olsun ve
f(t,x) x ’'de + - Lipschitz ve E ’deki degerlerle
Y "de surekli bir fonksivon olsun .

Orada bir o > O var olursa asaBidaki o6zelligi saglar :

dx
= f(t.x) diferensiyvel denklemi [ = [Hw—&,Xeotxl
dt
ara11Q1nda‘P(tm) = ¥e 0Olacak sekilde biv ve valmniz bir
$: 1 —> E cozimiine sahiptir.

3.8 Lokal Lipschitz f Fonksiyonu
Tarmim : Efer ¥ (t.x:),(t.xz) € V icin
“F(t-XI) - F(t.x?)" 4 k“xa x=|]] olacak sekilde k > O
ve V (to,Xe) € U icin  (tea,Xw) Yin bivr V komsulufu varsa
f : U —> E lokal Lipschitzdir.
(Diger deyisle f nin VYV 'ye kisitlamas: x € E ' de
k ~ Lipschitzdir.
Teorem 3.B.1 :
Eger (to.xa) € U ise

dx

= fF(t,x) diferensivel denkliemi
dt
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W: [to-aetmta]l —: E tam coziumiine sahip olacak
sekilde bir o« > 0 varsa ¥ ¢ U — E fonksivonu lokal

Lipschitz ve slreklidir.

Teorem 3.8.2 (Global teklik teoremi) :

F 3+ U —> E 1lokal Lipschitz bivr fonksivon alsun § I £ R
araliginin kompakt olmasi gerekli de@ildiv.(l acik veva
kapali vada variacik . sinirly veya simrsiz secilebilir.)

Y, ve Yo : I —° E

dx

= f{t,x) di Ferensiyel denbleminin iki tam cdzuml
dt

ise ve bir te € 1 icin esitseler bu ciozumler I icinde
Gzdestitler ([S].Cartan).

Teorem 3.8.3 :

Eger f ¢+ U —» E siurekli ve lokal lipschitz ve eger
(to,%e) € U nun ic noktasi ise orada t. £ J araliga
vardir.

Y: 0 — E

dx
— = f(t,x) diferensivel denkleminin cdzimli olur.byleki
dt
W(te) = xw baslangic kosulunu saglar. (¥ cdzumi (3.8.2)

teoremivyle tektir.J\V czumli (t.,x.) baslangic verileri icgin
maksimum c¢c6zim olarak adlandirilar.
3.9 Lineer Tekil Diferensiyel Denklem :

Kesim 2,4 ’de lineey diferensivel denklemin nasil

anlasildig: aciklanmigsti.Yani



% = A(t) » + B((t) (3.9.1)
dt
A, B I € R araliginda siturekli fonksivonlardir.
Burada
flt,%) = At ~ + B((t) I » E ’de tanimli ve silrekli

dir.Herhangi biv J 1 kompakt aralifinda lokal Lipschitz
oldugundan , f ., J x E de Lipschitzdi+.
Getrcekten

Flt,x1) = Flt.xz) = AlE) (xy-xx), t € J icgin

ky = Supgﬁ(t)" olmak tUzere
t€

"F(t.X1) - F(t.xm)" 4 kj"H1mM$" var .
(3.8.3) teoremivle tyg £ I placalk sekilde (t..x.) baslangic
verisi igcin (3.9.1) denklemi bit "Maksimum Cdzume" sahiptir
Teorem 3I.9.1 (Lineer denklem icin global varlik teoremi) :
Herhangi t.. € 1 ve x. € E icin (3.?2.1) denkleminin I
araliginda tanimla ‘Q(tm) = Xo olacak sekilde

w: I —> E tam c6zuml vavrdiv.Tabiki bu cozum tektir.

J “e € E noktasini ve I araligini icine alan kompakt
bir aralik olsun (3.4.1) teoremivlie herhangi
£> 0 icin t = te icin
Xo deferini kabul eden J ’de bir E- vaklasikli c8zim
vardiv.Teaorem (3.7.1) ise ayni baslangic¢c kosullariyla J

*

araliginda tam cdzium oldugunu gisterir, te 1 icine alan ve

I y1 kapsayan her kompakt araliktas cdzim varoldugundan I da



"Maksimum ctzum" tanimlidir.

3.10 Baslangi¢ Degerine Baglilik

f : U —» E b - Lipschitz ve sivrekli olmak lizere
dx
= f(t,x) (3.10.1)
dt
di ferensiyel denklemini alalim : t. € I olsun , t = ta ’da

u degerini aldigin: wvarsayalim ve ¥V u € AC E igin 1 ’ da
tanimlanmis (3.10.1) denkleminin tam cdzimlnlin temin
edildigini varsayarak . bu tam ctziumun “P(t,u) oldudgunu kabul
edelim ;3 acaba ¢dzim baslangic degerine nasil baglidir 7
Bu (3.5.1) temel lemasindan gdrilir
u,v £ A icin =

k t = t o
"4(t.u) = Qltav) £ flu - vl e ! !

¥t €1l igin (1 nmin si1nivll oldugurnu varsayiyoruz.)

k | t "t("n'
K , e in bir Ust siniri olsun ;3 dyle ise

ect.w «‘Q<t.v>" < Kfju-v) (3.10.2) alur.

Buradan asagidaki onerme cikar :
Onerme 3.10.1

Yukaridaki varsavimlarla t = to ’da u de@erini alan
Q(t.u) cbziml t € I "dan bagimsiz bazi1 K sabiti ile u ’nun
K - Lipschitz fonksivonuduy.
Sonuc 3.10.2 :

LQ(t.u) fonksiyvonu (t,u) € I x A degiskenlerinin surekli

fonksiyonudur.Bu durumda u. verilsin , t korunsun (sabit
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kalsin). EgGer u —u. ise

Pt w — P(t,ue) vakinsar.

Lemmma 3.10.3 @

tay Easr WY: 1 = & —:+ E fonksivonu sabit Yu € A igin
t €1 da siirekli .,
gabit Y t £ [ icin A Tda siretli ise Y fonksivonu

1 «x & ’da sitreklidis,.

I «x A —*» E fonksivonu I x A ’ da

.

(b Tersine . Y
slirekli ve | kompakt ise Yi(t.u) . t €1 *ya gire u € A da
dizglnrn streklidir.

Lemmanin kaniti :

(a) tw ve ue wverilsin . T O olsun 3
et w-Ylta,ua)|f & YR -Ftoua ||+ Wit um) —Yto, ua ||
varsayiminlardan

€

¢t eI dcin Wt Wt wa) || ¢ saglayvan [[u-ue|| <V

>
£

olacak sekilde biv V) > O vardir i

Ayrica
[t-ta] ¢ N =» vetoue) ~‘V(tm.um)“ < £ olacak sekilde
2
' > 0 vardiv.Eger [u-ua| s ve |t-ta| £ ise

“W(t,u) ~‘Y(tm,um“ <E olur.

Buda Y "min (t.u) €1 x A ’da siirekli fonksiyon oldugunu
gosterir.

(by tersine . ¥ "nmin I x A ’da strekli oldugunu
varsayalim

U € A ve €3> O olsun.llerhanal bivr t € I icin

[£° -t T ve lu ag s (e ise



“\\-’(t'.ucu) - k*)(t-Ll:::\)" :‘.

m h)[m

uﬂﬂt‘.u) \P(t.uw)" 4 nlacak sekilde bir

)

Xty > O var.
Buradan

"W(t*.u) ~‘V(t‘.um)" i E (Z2.10.2) gerceklenir.

Biylece ¥ t €I ile |t '-t]| ¢ YI(t) olacalk sekilde t’ lerle
olusturulan acik kime vardir. I kompakt olduBjundan bivle
sonlu araliklarla rtulebilivr. Diger biv degisle ¥ t* € 1
ile ffu - usll <V T.10.2) vi safdlar ve ¥ t. icin Y]s& V(ty)
olacal sekilde V]> 0 ve £, £ 1 sonlu savisi varolur.
3.11 Bir parmetreye bagl:1 diferensiyel denklem

Bir L topolojik uzayinda A deaisken paramereve bagli: :
flt.») fonksiyonunu alalim yani

f 1 x Bixaw,r) x L—2 E strekli fonksivanu olmak

lzere

dx

= f(E.x3A) (3.11.1)
dt

diferensivel denklemini gézdénline alalim.

( I kompakt aralit ve B(x.,.r) E *de "X“Km" £ v kapali1 yuvar

tanimlasin.) Buradan sunltavr vazilabiliv .

(L) JFteaxs s M I x B(xo,r) x L de

(2) vV £ I icin “x:—xo“i o "xr~xm" £ rve MNeL ise
"F(t.xmzA) ~ F(t.Xm:A)"Sk"x1~xm"

diger bir deyisle , f .,Ave t nin bagimsiz bk sabiti ile x

de k-Lipschitz dir.
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Eder A€ L sabitse (3.11.1) denkleminin yalniz ve ancak
bivr cozUml vardir. Bu da
x =Ni(t) , J=INCt. -+ /M. te+r/M]  araliginda tanimli ve
W(tw) = Xw baslangic kosulunu saglar . Buradan (3,.3.1)
ve (3.7.1) teoremleri ile bu cézum ‘P (t;A) seklinde
tanimlanir,
Toerem 3.11.1 :
Onceki gdsterim ve varsayimlarla
Pt A (t,A) £ J x L ’nin sirekli fonksiyonudur.
Kanit:
A sabit kalirsa W(t:A) chzuminin t ve gore sirekli
oldugu bilinivr.
gimdi Mt A)  cozimi icin A, verilsin,
dx

Witid) , —— = Flt.x1A) denkleminin coézlmi oldugundan
dt

P (tsAa) ~ Flt. Dt Aa) tAa) = 0 (3.11.2) olur.

Bununla birlikte (3.10.73) (b) lemmasivla
Fe,¥(tiAa)sA ) fonksivonu  (t.A) nin sirekli fonksiyonudur;
CA—> AL, ise Fft, Y(t:Aa) 3N ) fonksiyonu
Flt, W(tiAa): As)  “na t € J de diizgiin olarak vakinsaktir.
Diger bir deyisle £€> 0 verilsin, vV t € J ve A€V idcgin
e R tesAers A = Flt, MitiAnls Ao || $ € (3.11.3) olacak
sekilde L wuzayinda A rin bir V komsulugu vardir.
(3.11.3) ile (3.11.2) nin karsilastirvilmasiyla ,

| Ot (tshed - FeE, P Eidad s | <& .

Bunun anlama ‘LP(t:A,”) (3.11.1) denkleminin
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¢~ vaklasikliy bir cézUmidiry WP (t: A) tam cHzimdur ve t = te

da ayni ¥. de@lerini alirlar. (3.5.1) temel lemmasi ile

L‘ l t w't(‘:r '
e -1
f Rt A) - e A e € olur.
b
t € J igin |t~tm| < /M ol dugundan

A€V (Aw Fin bir komsulgu ) ise

"\Q(t:,\) - Yt Acﬂ" s K e t k .t € J nin bagimsizi)

olur.
£> 0 keyfi degeri
Wit;A) min t € J de dizain olarak YP(t; A ) ’a vakinsa-

digin: ispat eder.

4, Lineer Diferensiyel Denklemler

4,1, Genel CdzlUm :

dx

= A(t)»x + B(t) (4.1.1) lineer diferensiyel denklemi
dt

ve

A I —:>¥(EE)

B: 1 —> E
stirekli donUstmler olsun. Tearem (3.7.1) den biliyoruz ki
bu denklem bir tek ($ : 1 —>» E cézumtne sahip dyleki

kp(t,«,.) = X. baslangi¢ kosulunu gercekler.
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Tanim 4.1.1

dx

= A(t)x (4.1.2) diferensivel denklemine
dt

homo jen denklem denii.
Eger
LP (4.1.2) dentleminin gczlimit ve
Y (4.1.1) denkleminin cézuml ise
L? +“P nin (4.1.1) denkleminin cdziiml oldudu asikardir,
Buda

ACt) Yit) + At Wt) + B(t)

T(E) 4Tt
AL P+ W(E)T + B(t) olur.

bzellikle de “Y(tixe) t=tw. da x. degerini alan (4.1.2)
homo jen denkleminin ¢bzimi olsun: ve
W(t) . t = to da s1f1ra esitlenen (4.1.1) denkleminin bir
gézuml olsun. t = t. da ». degerini alan (4.1.1) denkleminin
cozlml ise

Ritixa) +W (L) ile verilir,
( Genel cdzum , homojen c¢dzimle (4.1.1) denkleminin dzel

czuminin toplamidiv.)
4,2, Lineer Homojen Denklem

Bu kisimda (4.1.2) denklemini incelevecediz.

Witsxe) ¢ Ptina) =Witixatxs)
Qitiaxe)=AY(t;x.) AER esitliklerini dnceki
gisterimlerden dolay: Vtolavlikla vazariz. Diger bir deyisle ,
WPt xe) t = to da ». baslangic degerine lineer olarak

baglidir.
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Yt icin “f(t:0) = 0 dir. Bu durumda x=W(t) cHziml to€ I
dzel deg@eri icin sifira esit olursa [ da da sifira esit olur.
Bunun sonucunda I da “:(t)....¥ (t) Kk tane cézim oldugunu
varsayalim.

EA:i(te) = 0 ise t €1 icin APty =0

i i
olacak sekilde hepsi si1fiv olmayvan A, , ... A, sabitleri
varolur. Yani k tane Y, cozimleri lineer baBimlidirlar.

4,1.2. denklemi ile karsilastirilarak .Y : I —> E
bilinmeyen fonksiyon olmak tzere ., diger lineer homoijen
diferensiyel denklem olan R(t) bilimmeven fonksivonunun

SAEIE) de degerler aldi@i varsavilivr. Bu denklem

dR
= A(t) o Rt) 4.2.1) oluy.
dt
dR
= R"(t) € SE:E) tirevi
dt
Aalt) € SA(EE)
ve R(t)e SL(EE) lineer eslemelevrinin bileskesimne esittir.

Buda bi+ lineer homojen denklemi olusturur:
E’ = (E;E) kimesi bévle ise A(t) elemam
E* —> E’ lineer stvrekli biv donUsUm tanimlar ;
f —> A(L) o f (f € S(EE) icin
S(E’IE’) nin elemanini C(t) ile belirtelim , bu A(L)
ile taniml:

"A(t) o F" kS "A(t)" . "F" oldugundan

Cc(t) L Attty esitsizligine sahip oluruz.
I



=0
Bununla birlikte .
A I —: S2(E:E) siivellidivr, bu viizden

ACt) = Lim AL

tr—>t
Yani
Lim ACE™) ACE) = 0
Rl u
“C(t’) - CeR) " x "Q(t‘) (\(t)“ div.
£ —> t ile C(t’r» nin Cttr ve vakinsadig: aqgérilir.

Diger bir dedisle

C: I —:3(E’EN sirel li rmpt=icondur. Bu da
istenilen ispattir.

(4.2.1) di ferensivel dantlemini arastirmal icin Form
olusturalim. {(Z.%.1) varrlibk ve tellil teoremini (4.2.1)
denklemine uvgulavabiliviz.

e € Y (E3;E) E uzavindan E ve bivim eslemeyi tanimlamak
vzere , t = to da le demerini aldiayr kabul edilen (4.2.1)
denkleminin ¢dzimii R(t.t.) ile tamimlanir.
Teorem 4.2.1 1@

t = Lt da le de@erini alan (4,.2.1) denkleminin

czimlh Rt(t.tw) olmak (izere.

dx
= Alk)ex (4.1.2)
dt
diferensiyel denkleminin t = t.. da x. degerini alan cdzimi

Rttt e ile verilivr (£3].Cartan).



Tanmim :
R(t.tw) cozimine (4.1.2) denkleminin resolvanti
( yada resolvant cekirdegi) adi1 verilir,
Teorem 4.2.2 :
Eger tw.t: ve t I min g moktas:1 ise
R(t.tw) = R(t.t4) o R{t.1.te) (4.2.2) olur.
Kanmit :
(4.2.2) esitliginin sag tarafi: S((t) ile tanimlansin;g
0 zaman
ds d
= ( —— R(t.t4)) 0 R{tr1.te)
dt dt
= A(t) o R(t,ty;!) o R(t,.t.) = A(tY o S(t)y dir.
Bundan dolay: 8(t) fonksivonu (4.2.1) denkleminin cdzimidir.
t=t.: de degeri
1w 0 R(t,te) = R{ta.te) ile verilir.
Bu ylUzden S(t) fonksivonu t =ty de R(ti.ta) degerini
alan cdzumdur.
Bu sebeple (4.2.2) egitliginin sol tarafi ,vani R(t,ts)

t =ty de R(t,,te) degerini alan (4.2.1) denkleminin
cdzlmldur. Bbvlece (4.2.2) esitligi kanitlanmis olur.
Sonuc 4.2.3.

R(t,te) Isom (E3E), terside R{ta.t) izomorfizmadir.
Gergekten 3

R{te,t) 0 R(t,ta) = Rituw,te) = lg

Rit,te) o0 R{tu.t) = R(L, ) = g



n
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4,3, 8onlu Boyutlu E Uzay:

Eger E uzayinin boyvutu n ise orada iki teori vardir.
Reel ve Kompleks . Reel teoride E uzayi R™ uzavyina
izomorfik, kompleks teoride E , C" uzavina izomorfiktir.
E igcin biv taban secelim. Endomorfizm kare matrisle tanimli
olan A(t) ile belirtilir. a,.,(t) I araliginda surekli
fonksiyonlardir. Bu fonksivonlar reel durumda reel degerli
fonksivonlardir.
E igerisinde dedgerler alan x{(t) bilinmeyen fonksiyonu
R de defevrler alan n tane x,(t) fonksivoru ile belirtilir ve
(4.1.2) denklemi n tane diferensivel denklemin olusturdugu
bir sistem olur. Bu diferensivel denklem
dx 5]
= Za.(tyx, : I 2 i % n dir.
dt
t=t.,, da n tane bilinmeven fonksivonun baslangic¢ degerleri
{x1)m 1le belirtilir.
R(t,tw) resolvanta SU

{ oo, 3 (t. t(:‘.\) } ve g K] (tl':)q t('l) = (Si i
kare matrisi ile verilir.

det R(t,t.) ¥ 0 ve R(t,to) biv izomorfizmadir.
Bu deteirminant { ag.tty 3 matrisi vardimiyla kolayca

hesaplanabilir.

{ 315 3} matrisinin izi vada sonlu boyutlu vektor

uzayinin A endomorfizminin izi

n
T.(A) = L Aautq ile tanimlidi+,



matrisin izi tabanin seciminden bagimsizdisr.

T (A

det (A ~Alg) = O karakteristik denkleminin
koklerinin toplamina esittir.

Unerme 4.3.1 :

t
det R(t,t.)) = e.\:n-j T (ACT)Y) vdT (4.3.1)
t!‘b

Burada vy(t) = det R(t.t.) fonksivonunun diferensiyel
denkleminin ¢ézimli oldugunu agbistermek

veterlidir.

v (t)y = T, (A(L))«y ()

(4.3.2)

ve vita) = 1 baslangic sartini saglar . lslemi
basitlestirmelk icin R{t.tw) verine R((t) alalim.
( Bilgiannealrm) E uzavinin bir tabani olsun. E nin dis
cebiri asaf@idaki bagint: ile verilir.

R(t) es N....N\N R(t)ee, = det (R(t)).esN....Nen.

esitligin sol tarafinin tirevi

R'(t)es N\ Rtt)ex=N... NR(t)e,. + R(t)e, AR (tYex A... AR(t)en

+ veee. + R AR\ ... AR() e 1 AR’ (t)an
ile verilir. ( Multilineer Ffonksivonun tlurevidiv.)
Yukaridaki ifade (4.2.1)

diferensivel denklemi

ile
suna esittir,
(A(t) o R(tre.)ARBIe=N... A R(t)e,, + Rt e N(A(L) o R(t)ex)
N . ANR(Ien + o0 ¢+ Rit)es Av.. A R(B)en-s AAL) o Rit)ew)
div.
Butada Rit)e, = e°

= e', A 1) alarak islem



(A(t)e%)/\e‘m/\.../\ e, + eHI\(A(t)e’m)/\..../\e’m +* e sea

+ e Ao AN etndNAtheT ) (4.3.3)
olur.
{ 871y B’ ) tabanina gire A((t) nin matrisi {as ()
olsun.
0 zaman (4.3.3) bagintisinin suna esit oldugu gérilir.

N
(L ans(t)) es Aeveeo N\ e’ = T ettt Rb)es AL ...ANR(t)en

i=0
= T,.(A{t)) det (R(t)) (es N ....A en) dir.
sonucta
d
— (det R((t)) (e A...Ae.) = T, (Att)) det(R(t)) (eiA..N\en)
dt

buradan

d

(det R(t)) = T.(A(L)) det (R(t)) olur . Bu da
dt

(4.3.2) nin diferensivel denklemidir.

4.4 " Serbest Terimli " Lineer Denklem

dx
= A(t) % + B(t) (4.4.1)

dt

denklemini g6zdnune alalim. R(t.t.) karsi getirilen homojen
denklemin vrezolvant: olsun. (Teo.4.2.1)

x(t) = R(t,to) v(E) (4.4.2)
bilinmmeven x(t) fonksivonu yerine y(t) fonksiyonunu alarak
bivr " Parametrelerin defisim metodu" olusturulur,

R{t,tn) € Isom (E:E) . (4.4.2) ile verilen x(t) (4.4.1) 1
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saglar ve R(t,t.) (4.2.1) dentleminin cdzumil oldugundan
dx dR dy dy
= y{t) + R = Al IR(E, t)yv(E)] + R
dt dt dt dt

elde edilir.

(a P4
Simdi Nnin bu deferini (4,4,2) de kullanarak 3
dat
dv
R(t.t.! = Bttt (4.4.3)
dt
ve R(t,.t) "' = R(t.,t) ile
dy
= R(t.,.EY .Bit? butbinug,
dt

(4.4.2) formunda
Xee = H(E.) = Rt,.b) vitton) = wvit,) olur.

Buradan ,

L
v (L) = M, + I R(tm.T) Bl dr
te

y{t) nin bu dedevrini t4.,4,2) de verine kovarak

t t
R(t.tl:y) I R(tc::q‘T) B(T) d‘T = J‘ R{t.tm) R(t«:aq'T) B('T)
tc:'- tm

t
= I R<(t, 1)y B(T) dr
t «

sonuc olarak .

k
x(t) = R(t,t.) o ¢ I Rtt.r)Y Bty dv
ten

bulunuy-.

dr

(4.4.4

)



Homo jen denklemin resolvanti ayni zamanda (4.4.1) " serbest
terimli” denklemin gizimUni veriv . (4.4.4) esitliginin sag
tarat: iki terimin toplam: : 11k terim Rit.t.) x- bhomojen
denklemin genel cozumidin-.

Ikinci terim olan

t
I R(t, 7> Blr)y dr (4.4.5)
te
t = t, da s1fi1ra esitlenen 4.4.1) denkleminin cdzumidur.
4.9 n.mertebaeden lineer homojen denklem

11k olarak buldugmuz sonuclar:l n. mertebeye

tasiyacagiz.8imdi n. mertebeden lineer homojen denklem

alalim :
n- A
admx - d x
= Al::(t)?‘f 4 f:‘}l(ty + PR + Q:‘- 1(t) =
dgt™ dt dt ot
n-1 d’x d°~
= L A (L) —————— ' { ——— ) (4.5.1)
i=0 dt! dk°
x(t)y ., 1 —> E bilinmeyen fonksivon ve Ay {(t) katsavilari:

1 —->2£1E:E) sirekli fonksiyvonlardir.
n=1 durumu (4.2 de ) gésterilmisti.E de degerler alan n tane
bilinmeyen lineer ve bhomojen diferensivel denklem sistemi
gozonline alinirsa genel duruma buna indirgeverek sistem

asafidaki gibi

dx dx* dw v

= x%" , = X", L. . = x et (4.3.2
dt dt dt
dx Ceve Ty

i

Antt)ex 1+ A () ex® + L0 F Apeglb)ex
dt
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Bu sistem E™ de de@erler alan bilinmeven fonksiyonlarin
tekil denklem olur.
x(t) « x"(E). ... XEUUT(E) X(t) fonksivonun n tane
bileseni olur.
dX
Boylece (4.5.2) sistemi —— = A(t) s seklinde
dt
yvyazilabilir.

Alt) € SLE"E™ . elemanlari S(E3E) de olan n satir , n

stUtunlu matris ile belirtilir:

- 1
0 Lex O o gil® o o )
0 0 1y ¥ o o Jd O

Alt)= . 0 . 0 (4.5.3)
0 O 0 Les
Ao (t) A1 (L) Ax(t) Aereq (1)

Bunun resolvant: R(t,t.) aolsun ;3 bu n sativr ve n sttunlu
bir matristir.Bu resolvant matrisin birinci satirindaki ele-
manlar.

Rol(t,tw) 4 Ratt,te) o voa o Riwaf(t.te) ile tanmimlanir.

{rn-1)
t = te da Xo T (Xem « Moy eeeeXe ) degerini alan

X(t) = [n(t)  x" () e "2 ()T cBzUmid

(n—-1)
X(t)=Rm(t,tm)Xm + Roa(teted e 4000 + Rivee 1 {Eaten) Xe
n—1 (i)
= 5 Ri(t-tr::n)'.“((“u 4.5.4) ile verilir.
i=0

t ’ve gore diferensivelle (4.5.4) formundan

" E), o u T () kolavea elde ediliv.



d'x n-1 Ci)
= L Ry (bt P, (4.5.5)
dt i=0
(i)
(Ry (t.tw) Ratt, bty “in j. tlvrevi olmak lUzere)

Btvlece resolvant matvis

d'Ry
R(t,to) =] =———— (t.t. (4.35.6)
dt A
LU
O+ i 3 n-l

ile verilirse (4,.2.1) denklemini

d "R, n-1 ARy
=T Aa,tt) o . 0 < i 5t n-—l (4.5.7)
dt» j=0 dt !
seklinde vazabiliviz.
4R, ‘
t = te icin (toote) =Oas le (4.5.8)
dt 3

birim materis olur.
Blitlin Ri(t.te) € SP(EIE) dir.
(4.5.8) ile verilen n-1 tanme ilk tirev baslangic¢c degeri olmak
Uzere n. mertebeden olan (4.5.7) denkleminin cdzlmidur.

Simdi bir boyutlu vektdr uzévx olan Eﬁdévﬁéel durum
gdzonine alalim. E = R durumu olsun.

A.(t) ler a.(t) ile tanmmli skaler degei'li fonksivon-
larsa:

d"x n-1 d’ v

= % ap{x)
dtn  i=0 dt

(4.5.9

diferensivel denkleminde x(t) skaler deferli bilinmeyen
fonksiyondur. R(t,to) resolvant matrisi . elemanlari skaler

degerli fonksivonlar olan n satir ve n slitunlu matrise :



dlf 1
R(t.tc:)) = [ Ensmannssnn U5 VI GO | ]

at’
d™r . -1 oy
=L a;lt) denkleminin cdzimilt olan her i (t)
dt™ =0 dte
d I'-'

fonksiyonu t = t. da = é1ﬂ baslangig

kosulunu saglarlar.
(4.5.%) denkleminin genel c¢bziumii
n-1 (i)

x{(t) == ; ettt xa ile verilir,
i=0

Verilen biv t. igin vil(t.tn) Torma (4.5.9) denkleminin
gcozUimlerinin vektdr uzayr icin taban olusturuy.Buda n
boyutlu vektdtr uvuzavidir.Buradan

dil"j

det R(t,t.) = det[ tt, b ] olur,

dt

(4.3.1) bagintisini simdibi duruma uygularsak

Te- (A = a1+ (1) elde ederiz.Buradan
d"" | ] t

det [ —_— (t,t.) ] = e2xp an.-1 (T)dT (4.5.10) olur.
dt te.

Yukaridaki ifade

X{te) § %" (te) e a2 () 5!

x(t), %x"(E) ,o..o0 72 (EY  ye dinustlren lineer donusii-
mun determinantidiv. (Bu (4.5.8) "1n her x(t) ctziuml icin
dogrudur.)

(4.5.8) denkleminin n tane x{E).eoooe y¥n(t) gdzimieri

gozéntine alinivsa
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(n-1)
X1 (t) « XTa (k) . [ XA (t)
(n-1)
det X::(t) . }(“;‘(t) « P "o (t)
(n—-1)
¥ tt) o %7 (R) “ eee s Mo (t)
L J

determinant: (4.5.10) determinanta ile t=t. daki dedgerlerin
carpimina esittir. (Bu determinanta n gézumin Wronskiani ada
veriliy.,) Ozellikle eger &dzel biv t. deg@eri icin n gdzumin
Wronskiani sifira esitse her t de@eri icin sifira esit olur:

Bu kosullar :

hepsi si1fi1+ olmayan sabit C; katsavilari bir lineer bagin-
tinmip varlaibiny gisterir .

4.6 n., Merteben "Serbest Terimli " Lineer Diferensivyel

Denklem
dmx n—1 d* x
—— = T 4 (L) — +  B((t) (4.6.1)
dt* i=0 dt’

denklemin gdz ontne alalim burada

X 3+ I —>» E E Banach uzayinda dederler alan bilinmeyen
fonksivon . verilen A.(t) Ffonksivonlara da I —-zy&E;E)
surekli fonksivonlar ve B(t) {fonksivonu da I —> E sturekli

fonksiyondur.

4.4 Kisminin Sonucunu



6l

o
0

C(ty = . olan ve A(t) matrisi

B(t)

(4,5.3) ile verilmek lUzere

dX

= A(L)X + C((t gsistemine uygulanirsa
dt

(4.6.1) denkleminin genel cézumli t=t.. da ilk (n-1) tane
tirevlerivle beraber si1fira esit olan (4.6.1) *in cdzumlnun
ve ( (4.5.4) formu ile verilen ) homoien denklemin genel
cozUmlnin toplamidir. (4.4.4) "Un uvgun vorumlanmasivla

Cozum :

t
IRmmj(t.T)B(¢)dr (4,.6.2) ile verilir.

t(:"
Riiwqr (t,7) Nnin t = 7 da (n-2) tanesinin ilk turevlieri sifira
d 'S
egsit olan ve (n-1). tiurev olan —— t = 7 da
dt B |

le degerini aldigi kabul edilen ve M(E:E) de deferler alan

n—1 d’s
= L A;)(t) o
3=0 dt?

d"rs

denkleminin tek cdzumtdir.
dt ™
(Bu (4.5.7) ve (4.5.8) bagintilarindan gdrialier.)

(4.6.2) cbzumii (4.6.1) serbest terimli denklemin cdzumudur.

4.7. Babit Katsayil:i Linser Diferensiyel Denklem
Bu kisimda dzel biv durum calisacafiz.
A : I —> S (E3E) verilen sabit fonksivon ve

A € SL(E:E) olmak lzere ilk olarak



dx»
( 4.7.1)

i
D
X

dt

Lineer homojen denklemi arastiracagiz.Bu durumda I = R

alabiliviz:

R(t,0) = R(t) resolvant1 R —: JXAE3;E) fonksivonu
dR

—_— =N 0o R (4.7.2) diferensivel denklemin cdzimui ve
dt

R(O}) = lw baslangic kosulunu saglar .Bu fonksiyonu daha

detayl: calisalim.

{

A £ S2(E:EY dicin exp A = T — A" (4.7.3)
N 1!

eksponansiyel (£51.Cartan) tamimlicir. (A° = 1),

(4.7.3) esitliginin sag tarafa

“A”" kS "A"“ oldugundan normda vakinsak seridir.

Eger (t £ R) icin R((t) = Exp(tA) olursa

bu R(t) fonksivonu (4.7.2) denklemini saglar; R{(O)=lg
oldufu asikardir,Bu ylzden R(t) istenen resolvarttir.

tl'\
An (4.7 .4)

Rty = ¢
n20 n!

t € R lerle katsavilari SAEE) de olan serilerin toplamidir,

Buvradan

tr\_,_l tl\
A" = ¢

}: N ot 1
nzi (n—1)! nx¢  n!

R*(t) =

Burada A vi biy garpan olarak alabiliriz,o zaman

t
A = A o R(E) oluwv.

R (t) = A o (T
n20 n!

Buradan . t = te da x~ ded@erini alan (4.7.1) denkleminin



codzimia

x{(t) = axp ((t-t.)AQ) ». (4.7.3)

ile veriliv. Bu verilerden sonra (4,2.2) bagintis:

exp [(ti~ta)Al = expl(t-t10] o0 expl(t: t.2A] seklinde
vazilabiliv.
expl(ti+t:)A] = exp(t1A) o expl(t~A) ve daha genel
olarak
exp(A1+Az) = (exp{A1)) o (exp(A-~1) oluw-.
Eger A: ve Ax degismeli endomov Fizmalarsa:
A1 0 Ax = Ax o A, olur.,
exp(th) o exp(-tA) = 1w bagintis: bize erp(thA) € Isom (EZE)
oldugunu aciklar.
Simdi "Serbest terimli " bitv diferensivel denklem alalim :

dx

= Ax Bty

as

dt

(4.4.4) bagintisina gore t =t. da si1fiva esit olan cidzum
t
x (L) = exp [(t-T)AIB(T)dT ile verilir.
t o
4.8, Sabit Katsayil: Denklemler : Sonlu Boyutiu E Uzay:
Burada n boyutlu E kompleks vektdr uzayinin sipirli
olmasi1 durumunu ele alacagiz A €Y. (E3E)

exp(td) € Isom.(E3E)

A endomorFfizminin karakteristik denklemi
det (A -Alg) = 0O (4.8.1)
D”alambert Gaus teoremine gdre bu denklemin n kdkl vardir,

Au kékinin kuvveti k. 2 | olsun . Asagidaki matrisi kBsegen

forma indirgeyerek ispatlanabilen 3



b4

Asabidaki sonucun bilindigi varsavalim .A kisegen
matrisinin anlami E nin tabanm olmasidir.lLemma s (4.8.1)
denkleminin Kk, (kuvvetinin) herhangi biv kokit ,E;

A - Ai1m>k; = 0 (4.8.2) olacak sekilde butin
* EE in bir alt vektor uzayir olsun ; E. uzavi ki,
boyutludur ve E uzay:1 E. alt uzavliarinin divekt toplamidir.
(tabiki Eky = n divrd,

Bu lemmavyla
((A-Aile) ™ 0 AIX = A (A ~Ale) "' % = ALA = Asled ™ x) = 0
oldugundan = € E4 ise A x £ E; div.

A, & (Ev:E.) levr A ile belivlienmis lineer

eslemeler ise.

(A — Aslegat"t = 0 (4.8.73) olur.

Bu kosullarla

dx
= Aex homo jen denb lemi
dt
dx 4
— = ey (4.8.4) hamoisn denklemler sistemine
dt

esittir.Burada x.(t) fonksivaonlari E.: uzayvinda degerler alan
fonksiyonlardir.
(4.8B.4) ’un gdzumu

¥alt) = exp (A, ) «uy ve u, = . (0) £ E; dile verilir,
Bununla bevraber (4.8.3) gorilsy icinde exp(tA.)
basitlestirilebilir.Bu basitlestirme ile

Ay ~Ailes verine A:s - As vazarak sunu elde ederiz:



/‘-’lt Al t
expl{th) = e exp t(A;~ A ) = @ o leed ¢+ BCAT-22) + L.,
oo by —1 At
b o———— (A, A ) = @ Py (t),
(ky—13 ¢t

Pi(t) M(E.L3E.) deki deferlerle derecesi = ki—-1 olan polinom
olmak Uzere P, (t)eu, polinomlari,E nin alt uzayinda vani E;
deki dederlerle derecesi 2 b 4 palinomlarinin

olusturdusu k, boyutlu vektdr vzayvidiv.

Onerme 4.B.1 :

A nin herhangi bir As dzdederi icin

dx
= Ny (4.8.5) homajen denklemi ki bovutlu bir
dt
At t
vektor uzavi formu olan cdizumlere sahip ve e R[,(t) , sek-

lindedir, Q;(t) E:. de degerler alamn derecesi 2z ki ~1 olan
polinomdur.

(4.8.5) in herhanai bivr cozimil bhu cozimlerin
toplamidiy:

At
x(t) =L e DY, bu toplam farkli dzdegevlerin
i

Uzerinde olur.
dzel durum:Eger (4.8.1) karakteristik denkleminin n farkla

koki varsa V¥ A, dzdedlerleri icin (4.8.5) denklemi

At

e c: seklinde cbzime sahip (gy € E .« cCy # 0) ve her
¢cdzim n tane 6zel codzimlin linees bilesimidifr,
4.9 n, Mertebeden Sabit Katsayi1l:i Lineer Denklem

n. mertebeden sabit katsavili lineer denklemi olustuirmak

frin td.8) we (4,7) bezimleriri biviestirmek veterlidir.



As € LA(EZE) verilmek Uzere

fonksivaon olmak Uzere

admx

dt vy

= Ach + A‘l.

dx

dt

denklemi vevrilir.

exp (tA)

A L)

As Az

Re (L)

R*w(t)

(n—1)
Rea ()

elde ederiz.

t = te

d”x

dtt‘\

+ A (SR ]

O

ve X

Rq ()

R*a1(t)

(n-1)
R ()

(n-1) tane ilk tlrevler

n—1
}: A‘.l
i=0

denklemin cdzlimlu

Simdi ozel olarak,

uzayinin durumunu daha detayli

teo

_—+ B(t)

t
I Rmea (E=7)«B (1) dT

Bivr

: R —>E bilinmeyen

dl"n-..‘ 1 ~
(4.9.1)
dtrw-- 1
(4.9.2)
- » . Rrwwtl (t)
. R((r‘w“l)(t)
(n—-1)
- . - Rr'\-—-l (t)
E

s1firva esitlenen

"serbest terimli"”

ile verilir.

boyutlu kompleks uzay olan E

olarak incelevelim,.



&7

E = Gdurumu :
d™x n-1 d*w
= I a1
i=0 dt?

(4.92.3) homojen denklemi varsa ,
dt (o]

a. € 0 verilen sabitler ve x(t) kompleks deferli bilinmeyen
fonksiyondur.

A € éL(C”:C”), (4.7.2) matrisinde A: verine a.
degerlerinin yerlestirilmesiyle elde edilen matrisle
tamimlanmis lineer esleme olsun .

det (A -A) = 0 karakteristik denklemi ise
1

-
A" =L ar A\ (4.2.4) durumuna indirgenir;
i=0

At
A degeri icin bir Szvektor vardir. x=e formunun anlam:

(4.9.3) un bir cglziminin varolmasidir.Buradan (4.9,4)
baGintisinit elde edeiiz. (4.8) kesimindeki sonuclardan eger,X1
(4.2.4) denkleminin k. mertebeden kiki ise (4.9.3)
diferensiyel denkleminin k. tane lineer bagimsiz cizumleri

At

e s (L) fFormundadi+. Burada qi: (t) derecesi

£ ki~1 olan skaler degerli

polinomlardir.Bu formdaki polinomlavr k' boyutlu vektdr uzayi-—

dir.Bu yuzden derecesi £ k;—-1 olan herhangi bir polinom icin

At

e g: (L) (4.72.3) denkleminin cdzumldir.
OUnerme 4.%.1 1

(4.9.3) homojen denkleminin genel c¢dzimil

At
e g {E) formundadir. ([351,Cartan).
i
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