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BAZI FONKSiYON UZAYLARINDA YAKLASIM OZELLIiKLERi
OZET

Bu tezin birinci boliimiinde iki degiskenli fonksiyonlara karsilik gelen Steklov
fonksiyonlart tanimlanmis olup Sandberg ve Dingankar (1995)'1n calismalarindaki tek
degiskenli durum icin verilen ozellikler iki degiskene gore degerlendirilmistir. Tezin
ikinci boliimiinde ise tek degiskenli fonksiyonlar icin Riemann-Stieltjes integrali
araciligiyla Steklov fonksiyonu tanimlanmis yine aymi c¢alismadaki oOzellikler bu

fonksiyonlar i¢in degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler : Steklov fonksiyonu, Riemann-Stieltjes integrali, L, uzay1
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THE PROPERTIES OF APPROXIMATION IN SOME FUNCTION SPACES
ABSTRACT

In the first chapter of this thesis, Steklov functions corresponding to the
functions of two variables are described and the features which are given for condition
with one variable in the study of Sandberg and Dingankar (1995) are evaluated for
functions of two variables. In the second chapter of the thesis, Steklov function is
described thgrough the mediation of Riemann-Stieltjes integral for the functions of one

variable and again the features in the same study are evaluated for these functions.

Key words: Steklov function, Riemann-Stieltjes integral, L, space
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SIMGE VE KISALTMALAR LIiSTESI

: n—boyutlu Oklid Uzay1

: Dogal sayilar kiimesi

: Lebesgue uzay1
: A kiimesi lizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzayi
: A kiimesi lizerinde tamimly, siirekli ve kompakt destekli fonksiyonlar

Uzay1



1.GIRiS

Matematik, fizik ve miihendislik gibi kimi uygulamali bilimlerde bazi
problemlerin bilinen yollarla analitik olarak ¢dziilmesi miimkiin olmayabilir. Bu gibi
durumlarda asgari bir yanilma payiyla ¢oziime yaklasilabilir. Bu amacla gelistirilen

3

teoriye “yaklagim teori” adi verilmistir. Bu teori ile ilgili ilk adimi Leonhard Euler
Carlik Rusyasinin yaklasik bir haritasimi cizerek atmistir. Daha sonra 1799 yilinda
Laplace, yaklasim teori yardimiyla diinyanin elipsoid seklinde oldugunu teorik olarak
ispatlamistir. Fakat yaklasim teori ilk olarak 1853 yilinda P. L. Chebyshev tarafindan
“Theory of functions deviating the least possible from zero” adli ¢alismasiyla saglam
bir zemine oturtulmustur. Chebyshev, bu calismasiyla reel degerli analitik fonksiyonlara
polinomlarla yaklagilabilecegini ispatlamistir. Ardindan 1885 yilinda Karl Weierstrass
stirekli her fonksiyona polinomlar ile diizgiin olarak yaklasilabilecegini ispatlayarak
konuyu bir adim daha ileriye tagimistir. 1900 yilinda L. Fejer her fonksiyona ilgili
fonksiyonun Fourier serisi ile yaklasilabilecegini ispatlamistir. Fejer ayrica her siirekli
fonksiyonun Hermite-Fejer interpolasyonunun fonksiyona yakinsadigim ispatlamigtir.
Konuyla ilgili olarak ayrica S. N. Bernstein kendi adiyla anilan polinomlarla siirekli her
fonksiyona yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bernstein bu yaklasimi ile Weierstrass
teoreminin alternatif bir ispatinida yapmis oldu. Bernstein’ nin elde ettigi sonug¢lar daha
sonraki yillarda ¢ikacak olan modern yaklagim teorinin iskeletini olusturmustur.

1990’ 11 yillarda insan beyninin isleyisinden hareketle yapay sinir aglarinin
tanimlanmas1 fonksiyon yaklasimina yani bir boyut kazandirmistir. 1993 yilinda Chen
ve Chen tarafindan yayinlanan ¢alismada siirekli fonksiyonlara yapay sinir aglari ile
yaklastma ve bu yaklasimin dinamik sistemlere uygulanigina yer verilmistir. 1995

yilinda Sandberg ve Dingankar ortak calismalarinda Steklov fonksiyonu yardimiyla

tammlanan polinomlarla L, uzay:r iizerinde tanimli siirekli lineer fonksiyonellere

yaklasilabilecegini gostermislerdir.

Tezin birinci bolimiinde iki degiskenli fonksiyonlar aracilifiyla Steklov
fonksiyonu tanimlanmis ve Sandberg ve Dingankar (1995) calismasinda verilen
ozellikler bu anlamda incelenmistir. Tezin son boliimiinde ise tek degiskenli
fonksiyonlar icin Riemann-Stieltjes integrali aracilifiyla Steklov fonksiyonu
tanimlanmis, Sandberg ve Dingankar (1995) calismasindaki oOzellikler bu anlamda

incelenmistir.



2. GENEL BIiLGIiLER

2.1.Tamm: (X, ) bir dl¢iim uzay1 ve 1< p <o olsun. X iizerinde tamiml, reel (veya
karmasik) degerli, Olciilebilir ve

[lfeof du<es @.1)

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin hemen hemen her yerde bagintisiyla tanimli

denklik siniflarinin olusturdugu vektor uzayr L, (X) ile gosterilir. Aynica L, (X)

uzaylr fe L, (X) olmak iizere

7], =U|f(x)|" dﬂJp 2.2)

fonksiyonu ile normlu uzaydir (Rudin, 1987).

2.2.Tamm: Olgiilebilir bir X uzay: iizerinde sonlu tane deger alan fonksiyonlara

basit fonksiyon denir. aq,,a,,...,a, reel sayilar1 s basit fonksiyonun aldig1 degerler

n

olsun. Eger i=1,2,..,n igin A kiimeleri A ={x:s(x)=q,} seklinde tammlanirsa

1 , xeA
ve X, :{O ng’i , A, kimelerinin karakteristik fonksiyonlarin1 gdstermek
iizere
s(0) =2 a2, (¥) 2.3)
i=1

seklinde yazilir (Rudin, 1987).

23. Tamm: Bir A kiimesi {izerinde tanimli reel (veya karmasik) degerli siirekli

fonksiyonlar uzayr C(A) ile gosterilir.

Ayrica A kiimesi iizerinde tanimhi bir f fonksiyonu icin

{x: f(x)# O} 2.4)
kiimesinin norm ile elde edilen topolojiye gore alinan kapanmisina f fonksiyonunun

destegi denir. A kiimesi iizerinde tanimli destegi kompakt olan biitiin reel (veya



karmasik)  degerli ve siirekli  fonksiyonlarin  olusturdugu uzay C.(A) ile
gosterilir.

Eger A kiimesi kompakt ise C(A) ile C_(A) uzaylan g¢akisir (Rudin,
1987).

2.4.Teorem: A bir 6lgiim uzay1 ve 1< p<oco olmak iizere C_(A) uzayr L (A)

uzayimda yogundur (Rudin, 1987).

2.5.Teorem( Holder Esitsizligi ): p>1 olmak iizere l+l:1 (p=1icin g=o0)
P 9

esitligi saglansin. Eger fe L, ve gelL, ise fge€ L, olurve

|78l <17

esitsizligi saglanir (Bartle, 1995).

g”q (2.5)

P

2.6.Teorem( Minkowski Esitsizligi ): p=>1 olmak iizere herhangi f, g€ L, i¢in

f+geLl, ve

7+l <171, +lel, 26)

esitsizligi saglanir (Bartle, 1995).

2.7.Teorem (Riesz Temsil Teoremi ): (X,u) bir 6lciim uzay1 ve p>1 olmak iizere

l+l=1 (p=1 icin g=-co) kosulu saglansin. Eger ¢ dontsimii L, (X) uzayl
P q

tizerinde sinirli bir lineer doniigiim ise 0 zaman her fe L (X) ig¢in
o(f)=]gf du 2.7)
X

olacak sekilde ge L (X) fonksiyoneli vardir. Ayrica ||¢|| = sup |¢( f )| operator norm
1, <t
olmak iizere

lel=lsl, 2.8)
saglanir (Bartle, 1995).



2.8.Tanim: Bir f reel degerli fonksiyonu [a,b] kapal1 aralig1 tizerinde tanimli
olsun. [a,b] kapali araliginin tiim Pz{azxo,xl,...,xn =b} parcalaniglarinin g ailesi

tizerinden alinan supremum degeri

V() =sup 3| F ()= F(3) 2.9)

PEP k=0

sonluise f fonksiyonuna sonlu varyasyonlu denir (Natanson, 1964).

29.Tanim: f ve « fonksiyonlari [a,b] kapal1 aralig1 iizerinde tanimli ve sonlu
deger alan iki fonksiyon olsun ve bir [a,b] kapali araligt  a=x,<x, <..<x,=b
noktalar araciligiyla alt araliklara boliinsiin. Herbir £ =0,1,...,n—1 i¢in z, € [xk , xk+1]
secilsin ve

G=if@ﬂﬂ%ﬂ—ﬂ&» (2.10)

toplamu bicimlendirilsin. Eger ¢ toplami A =maks(x,,,—x,) —0 iken bir I sonlu

limitine yakinsiyorsa, o zaman hem alt araliga bolme metodu hem de z, noktalarinin
seciminden bagimsiz olarak bu limite f fonksiyonunun ¢  fonksiyonuna gore

Riemann-Stieltjes integrali denir ve
b
[ fodax) @.11)

seklinde gosterilir. Burada eger «@(x)=x alimirsa Riemann integrali elde edilir

(Natanson, 1964).

2.10.Teorem: Eger f fonksiyonu [a,b] kapal1 aralifinda siirekli ve & fonksiyonu

[a,b] kapali aralig1 iizerinde sonlu varyasyonlu ise (2.11) ile gosterilen integral

vardir (Natanson, 1964).

2.11.Teorem: (2.11) ile tamimlanan Riemann-Stieltjes integrali icin asagidaki

ozellikler vardir.

) [(£0+£@)da) = [ finda+] f,(x)da(x



i) [fod[e0+a]=[f@da+[ foda, )

b b
ili) k& ve [ sabit sayilar olmak iizere J.(kf(x)) d (la'(x)) = kl_[ f(x)da(x)
iv) Eger (2.11) integrali varsa a<c<b olmak iizere

b c b
[ fodax) = [ frdao+ [ fodax) (2.12)
esitligi gerceklenir. Fakat tersi genelde dogru degildir. Yani J. f(x)da(x) ve

b
I f(x)da(x) integrallerinin var olmast (2.12) integralinin var olmasim1 gerektirmez

c

(Natanson, 1964).

2.12.0rnek: f ve « fonksiyonlart [—1,1] kapali aralig1 iizerinde

-1<x<0

o , <x<0 0o ,
f(x)={ . ,0{(x)={1 (2.13)

1 , O0<x< , 0<x<1

seklinde tanimlansinlar. Bu takdirde
0 1

I f(x)da(x)= I f(x)da(x)=0

-1 0

oldugu kolayca goriiliir. K =0,1,...,n i¢in x, #0 olmak iizere [—1,1] kapal1 araligi
[%5:%,]s-s[%,sx,]  seklinde alt araliklara boliinsiin. Eger x, <0<x,, ise [x,x,,]

alt aralig1 disinda aym alt aralikta bulunan noktalar icin ~ a/(x,,,) = @(x,) olacagindan

n—1
o= z f(Zk ) (a(xk+1) - a(xk )) = f(Zi)(a(xiH) - a(xi)) = f(Zi)
k=0
yazilir. z,<0 ise 0=0 ve z,>0 ise o=1 olur. Toplam noktanin se¢ciminden

1
bagimsiz olmadigi i¢in j f(x)da(x) integrali yoktur (Natanson, 1964).

-1



2.13.Tanmim: x fonksiyonu [a,b] kapal1 aralig1 iizerinde tanimli, [a,b] kapal1 araligi
disinda sifir degerini alan reel degerli p. dereceden mutlak integrallenebilen bir

fonksiyon olsun. Her £ >0 sayisive te [a,b] icin

t+h

50="" [ x(ryar (2.14)

t—h
seklinde tanimlanan fonksiyona Steklov fonksiyonu denir (Sandberg ve Dingankar,

1995).

2.14.Teorem: (2.14) ile verilen x, fonksiyonu [a,b] kapali araligi iizerinde

siireklidir ve dolayisiyla x, fonksiyonu L, ([a,b]) uzayindadir (Chen ve Chen, 1993).

2.15.Teorem: G cR" kapali ve siirh bir kiime, B(z,r) kiimesi de 7€ G merkezli
r yarigapl bir yuvar olsun. p. dereceden integrallenebilir ve G kiimesi disinda sifir
degeri alan her x:G — R fonksiyonu igin m, sayist B(z,r) yuvarimn Olgiimiinii

gostermek lizere

X (1) == [ x(s)ds

m, B(t,r)

seklinde tanimlanan n — boyutlu Steklov fonksiyonu i¢in

'xr

<, (2.15)

esitsizligi saglanir (Krasnosel’skii ve Rutickii).

2.16.Tanim: A ve B normlu lineer uzaylar ve f:A — B bir fonksiyon olsun.
Eger her x,ye A i¢in
|f-F), <M |x-y|, (2.16)

olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa f fonksiyonuna Lipschitz kosulunu sagliyor

denir (Kufner ve ark., 1977).

2.17.Teorem: A ve B normlu lineer uzaylar, K kiimesi A uzaymnin kompakt bir

alt kiimesi olmak iizere G: K — B doniisiimii Lipschitz kosulunu saglasin. Ayrica 3



ailesi verilen herhangi 6 >0 sayis1i ve K kiimesinin sonlu elemanli herhangi bir
{x,x,,....,x,} altkiimesiigin i=1,2,...,r olmak iizere

IG(x)-H(x)|, <6 (2.17)
kosulunu saglayan H : K — B Lipschitz doniisiimlerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde
herhangi £>0 sayisi verildiginde her xe K i¢in

|G -HX)|, <& (2.18)

olacak sekilde bir H e 23 vardir (Sandberg, 1994)



3.MATERYAL VE YONTEMLAR

Bulgular boliimiiniin birinci ve ikinci boliimiinde Chen ve Chen (1993) ,
Sandberg (1994), Sandberg ve Dingankar (1995) calismalarindaki yontemler
kullanilarak sirasiyla iki degiskenli fonksiyonlara karsilik Steklov fonksiyonu ve
Riemann-Stieltjes integrali yardimi ile tek degiskenli fonksiyonlar icin Steklov
fonksiyonu tamimlandi ve bazi temel ozellikleri incelendi. Ayrica yine ayni
caligmalardaki yontemler kullanilarak Lebesgue uzayir iizerinde tamimh reel degerli
stirekli fonksiyonellere sirasiyla iki boyutlu ve Stieltjes anlaminda Steklov fonksiyonlari

yardimiyla yaklagim incelendi.



4. BULGULAR

4.1. L, (A),l<p<e Uzayr Uzerindeki Siirekli Lineer Fonksiyonellere Yaklasim

[a,b]C]R kapali aralign {izerinde Steklov fonksiyonu 2.13.Tanimda ifade

edilmisti. Burada A = [a,b]x[c,d ] c R? kiimesi iizerinde tanimli p. dereceden mutlak

integrallenebilen fonksiyonlar i¢in Steklov fonksiyonu tanimlanacaktir.

4.1.1.Tanmm: p. dereceden mutlak integrallenebilir ve A kiimesi disinda sifir degeri

alan herhangi bir x:R”> — R fonksiyonu verilsin. Herhangi % >0,1>0 sayilar1 i¢in

(t,r)e A olmak iizere

r+l t+h

%, (tr) = | ] x(e, pdedu @.1.1)
r=lt=h

bigiminde tanimlanan x,,:A— R fonksiyonuna iki degiskenli Steklov fonksiyonu

denir.

4.1.2.0nerme: Her bir x,, Steklov fonksiyonu A kiimesi iizerinde sinirhdir ve

sureklidir.

Ispat: xe L, oldugundan ||x||p <M olacak sekilde M >0 vardir. O zaman Holder

esitsizligi ile her (z,r)e A igin

r+l t+h
I x(z,p)drd u

r=lt=h

xh,l (t, r)‘ = @

r+l t+h

4hl j ,HX(T w|dzdu

r=lt—=h

1 r+l t+h 1 1
<(4hlj(~[ “x(z’ w| dZ'd,u] (4hl)a

r=lt—h

(4/11 j U | tﬁx(f 2 dT‘“‘J

r=lt—h
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elde edilir. Buna gore x,, fonksiyonu sinirhidir.

(t,»7,)€ A herhangi bir nokta olsun. Herhangi bir £>0 sayisina karsilik

q
h>0,0>0 i¢in A=max{(d—c),(b—a)} olmak iizere &= ﬂ(%hlj alinirsa

[tysr) =, 1), =\t =1 + (r=1)* <& oldugunda

1 ro+l tg+h 1 r+l t+h
) — )| =|— ,ydrd iy ——— ,uydrd
‘Xh,l(to rO) Xh’l(t ' ‘ 4hl rOJ:ItO'[hX(f IU) i 4hl r—lt'_[hX(f IU) i
1 o+l 1—h Ty+l ty+h r+l tyth r+l t+h
:4_hl I I x(z,p)drd u+ j I x(z,p)drd u— I I x(z,p)drd u— j j x(t,u)drd u
1oL 1g—h 1=l t—h r—l t—h =l to+h
1 i+l 1—h ry+l ty+h r+l ty+h r+l t+h
<— J. j xdtd u|+ j J. xdrd - J. j xdzd u|+ J. _f xdrdu
4hl =l tg=h 1=l 1=h r—l t—h r—l ty+h
Simdi parantez icindeki ifadeler ayr1 ayr1 incelensin. 1k terim igin
rofl t]h xdrd | < rof | T |x|ded
ro—l to—h 10—l to—h
d t=h
< j j |x|ded
¢ ty=h

1

[T bt g =l

c ty=h

IA

1

SM/15|t—t0|$

olur. ikinci terim igin
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VOJTZ I(Th xdtd u— r.rl I(Th xdrdu| = rJ:l I(Th xdtd u+ VOJTI tor xdtd u— VOJTI T(Th xdrd u— rjtl tor xdrdu
o=l t—h r=1 t=h o=l t=h r=l t=h r=l t=h 1o+l t—h
r=l ty+h r+l ty+h
< j xdtd |+ j I xdzdu
o~ t—=h o+l t—=h
r=l b r+l b
< j j|x|drd,u + j j|x|dz'dﬂ
i~ a i+l a
b % 1 r+l b » 1
<| | I|x|"drd,u] (b-a)|r—mn|)e|+ ( [ I dz'd,u] (b-a)|r-n)s
n—la ntla
1 1
<S2M A |r—rs
bulunur. Son terim i¢in
rjtl t]h xdrd u| < rr T |x|ded
=1 ty+h r—1 ty+h
d t+h
< j j |x|ded
¢ ty+h )
d t+h P 1
<|[ ] drdu] (d=0o)r—1,))
¢ ty+h
1 1
SMA*|t—t,|a

elde edilir. Boylece |t —t0| <J ve |r - r0| <0 oldugunda

X, (g, 1) — X, (2, ’”)‘ <

elde edilir. Bu ise istenendir.

4.1.3.0nerme : D c L,(A) kompakt bir alt kiime olsun. 2 >0,/ >0 keyfi fakat sabit

olarak alnan sayilar olmak iizere @(x)=x,, seklinde tanimlanan  ¢:D — C(A)

doniistimii siireklidir.
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Ispat: x,e D keyfi fakat sabit olarak alinan bir nokta olsun. Herhangi bir >0

1
sayisina karsilik 0 = 8(4hl ); secilirse ||x—x0||p <d ve xe€ D oldugunda

o) — (x|

= 1%~ Xona
= sup ‘x, (2, r) Xons (£, r)‘
(t,r)eA

r+l t+h

[ [ (xy=x,(z.0)) dzdp

r=lt—h

= sup |—
(t,r)eA

4hl

r+lt+h

< sup 4_hlJ- “x(r,,u)—xo(f,,u)|dfd,u

(A r—l t—h

1 r+l t+h ) ; 1
< | fhoesm-sical o oy

(%lj s+,

<€

yazilir. Bu ise istenendir.

4.1.4.0nerme: ¢(D):{xh’,;xe D} c C(A) seklinde tanimh bir alt kiime olsun. Bu

takdirde lﬂ(xh’,)z‘ seklinde tanimlanan herbir ¥ :@¢(D) - R  doniisimii

Xnal.

stireklidir.

Ispat: Bir Xons € {xh,l; xXe D} keyfi fonksiyonu verilmis olsun. Herhangi bir £ >0

sayisina karsiik 0 =€ secilirse Hxh,l—xoh,lH <0 oldugunda

< 1% = Xon 1” <&

mxh 1” xOh

elde edilir. Bu ise isteneni verir.

4.1.5S8onuc: ¢ ve w doniisiimleri sirasi ile 4.1.3.0nerme ve 4.1.4.0nerme’ de

tanimlanan  doniisiimler olmak iizere herhangi £>0,/>0 sayilart icin
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yo¢p:Dc L, >R doniisimii siireklidir. Dolayisiyla supremum ve infimum degerini

D kompakt kiimesi iizerinde alir. Boylece ~ M =sup sup
xeD (1,r)eA

x,,(t, r)‘ sonludur.

4.1.6.0nerme: [a,b] ve [c,d] araliklarinin diizgiin parcalaniglart sirasiyla

o, =a+i

—4 JA<i<n ve f,=c+j ﬂ,l < j<m sayilar1 yardimiyla olusturulmus
m

olsun. Verilen n,me N ve h>0,/>0 sayilar icin

Syl = {S L,(A) > R;s(x)= ZZCUxhl(al,,B.),ci,je]R}

Jj=l i=1

olmak iizere §= U S, Seklinde tanimlansin. S kiimesinin biitiin elemanlari

n,meN
h>0,1>0

Lipschitz kosulunu saglar.

mn

Ispat: Herhangi x,ye L,(A) ve herhangi bir se€S§ icin k:(max‘ci’j‘) -
(4hl);

secilirse

[s(x) —s(y)| =

iici,j (‘xh,l(ai’ﬁj)_ yh,l(ai’ﬂj))

(5 (@)= v, (. 5)

B+l a;+h

:Zm:. i ﬁ I j (x(t,r)= y(t,r))drdr

Bi—l a;—=h

B+l ay+h

i Cu‘4hl J- .[ |X(t,r)—y(t,r)|dtdr

J=li= Bi—l a;—h

=

1

N —
-lk‘
> (=
~~
N
< |-
INgh

S(max‘cij‘

( [[lxt.r=ya.n| dtdrj

— | max|e,, -y
ISJEmCl’/‘ 1 X y

I<i<n (4hl)l’
=kfx—y],

elde edilir. Bu isteneni verir.
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4.1.7.0nerme: D c L, (A) bir kompakt alt kiime ve g:A—R  bir adim fonksiyonu

olmak iizere herhangi £ >0,/ >0 sayilar i¢in
db
G0 = [ [ g(t, ), (1, r)dedr 4.12)

ile tamimli G : D — R doniisiimii Lipschitz kosulunu saglar.

Ispat: Her (t,r)eA icin | g(t, r)|SM olacak sekilde @~ M >0 vardir. Eger

1
=M ((b—a)(d —c))« olacak sekilde alinirsa o zaman her x,ye D igin

J
T.li g(t,r)Hth &)=y, (f,l”)‘ dtdr

SMU}(

c

|G(x) G(y) =|||gr) xhl(t r)=y,,(, r))dtdr

a'—.w

< =

X1 (t,r)— Vi (t, r)‘p dtdr)] ((b_a)(d _c))é

1
=M ((b=a)d =0))a |5, =¥,
<Klx-y,

elde edilir.

4.1.8.0nerme: Verilen herhangi bir £>0 veher xeL ,(A) igin

|x—x,, | <e (4.1.3)

olacak sekilde h>0,/>0 sayilar vardir.

Ispat: Herhangi bir xe L,(A) ve €>0 sayisi verilmig olsun. O zaman C(A) uzayimin

L,(A) uzayinda yogun olmasi geregince

(4.1.4)
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olacak sekilde en az bir yeC (A) vardir. Ayrica yve C(A) oldugundan

It —u|<h, £

r—v|<l ise |y(t,r)—y(u,v)|< — olacak sekilde >0 ve

3((b—a)d—c))r

[ >0 sayilari vardir. Aym ye C (A) icin

d b
[y =yl = [ [y =y, 0.0 diar

@ rilsth R p
=Tl [ [ vtendudv=po | | yduds) dd
db rl t+h P
= !,{[ 4_}11;[1 l._[h (y(t,r)= y(u,v))dudv| drdr
db rol 1+ P
= H Thll ,Dy(t’ r)— y(u,v)|dudv| drdr
olur ve bdylece
HY‘MJP<§ (4.1.5)
yazilabilir. Son olarak 2.15.Teorem kullanilirsa
b, <ol <5 (4.1.6)

olur. Dolayisiyla  (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6) ifadelerinden yukarida tanimlanan

h>0,l>0 sayilar icin
Hx_xh,l Hp = Hx_ YEY= YtV _xh,al

S”x— y”p +Hxh,l - yh,lup +Hyh,l _pr
<&

elde edilir.

4.1.9.Teorem: [ fonksiyonu L, (A) uzay: iizerinde taniml, siirekli, reel degerli
lineer fonksiyonel ve D kiimeside L, (A) uzaymin kompakt bir altkiimesi olsun. Bu

takdirde S kiimesi 4.1.6. Onerme’ de tanimlanan kiime olmak iizere her &£>0 ve

her xe D igcin

|f(0)—s(x)|<e 4.1.7)
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olacak sekilde bir se€ S vardir.

Ispat: Herhangi bir £>0 sayisi verilsin. Herhangi bir 6 >0 sayisi ve her xe D

icin 4.1.8.0nerme’ den Hx—xh ,H <0 olacak sekilde h>0,/>0 sayilari vardir. f
»lip

fonksiyonunun D kiimesi lizerinde diizgiin siirekli olmasi kullanilarak
&
[Fe0-foa[ <3 (4.1.8)

olacak sekilde h>0,/>0 secilmis olsun. f fonksiyonu L, (A) uzay: iizerinde

stirekli bir lineer fonksiyonel oldugundan 2.7.Teorem’ e gore l+l =1 olmak iizere

£ = [ [kt r)x, ¢, r)drdr (4.1.9)

olacak  sekilde ke L,(A) vardir.  4.1.5.Sonuctan  her xe D icin

M =sup| sup |x,,(t, r)‘ sayis1 sonludur. k fonksiyoneli integrallenebilir oldugundan
xeD | tefab]
refe.d]
d b €
Mmk(z,r)—g(z,r)|dzdr<g (4.1.10)

olacak sekilde A  kiimesi iizerinde tanimli g basit fonksiyonu vardir. (4.1.8)

(4.1.9), (4.1.10) ifadeleri kullanilirsa

F)=[[ gt r)x, (t,rdedr| <| £ ()= £ (x,)|+

f(-xh,Z ) _II g(t, I")th (t, I")dtd}"

d b
< §+ J.J.(k(t, r)—gl(t, r)) x,,(t,r)didr
e d b
< §+M!£|k(t, r)—glt, r)|dtdr
2e
< —
3
olur. Buradan
d b 28
F =[] gt rx,, (1, r)drdr <5 (4.1.11)

bulunur.
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d b
Her xe D i¢cin G(x) =J I g(t,r)x,,(t,r)dtdr  seklinde tanimlanan doniiglimiin

Lipschitz kosulunu sagladigt 4.1.7. Onerme’ de gosterildi. Simdi S deki

fonksiyonellerin, 2.17.Teorem’ de verilen 2B ailesindeki elemanlarin kosullarini

sagladigi gosterilsin. Bunun i¢in ¢ >0 sayist verilmis olsun. Yine [a,b] ve [c,d]

kapali araliklarinin diizgiin parcalanmalari y,=a+i JA<i<n, ve
n

Bi=c+j ﬁ,ls J<m sayilant yardimiyla olusturulmus olsun. gx,,  fonksiyonu
m

A kiimesi lizerinde sinirh olup, pargal olarak siirekli oldugundan her n=>n,(x) ve

m2m(x) i¢in

JJenm, wnddr=33 ¢85, (7. ) =2 < 5 (4.1.12)

j=1 i=1
olacak sekilde n(x),m (x)e N  sayilart vardir. D kiimesinin herhangi bir sonlu

{xl, Xysenns xr} alt kiimesi verildiginde 1<k <r igin n= rlnkax(nl(xk ), m= rlnkax(ml(xk )
<k<r <k<r

ve ¢ ;= b-a)d=c) g, B ;) seklinde tammlanirsa
‘ mn
G(-xk)_chi,j-xk,h!z(%,ﬂj) <5 (4113)
j=1 i=1

yazilir. O halde 2.17.Teoreme gore her xe D igin
£
|G(x)—s()| <3 (4.1.14)

olacak sekilde se S wvardir. (4.1.11) ve (4.1.14) ifadeleri kullanilirsa
| () =5(0)| <[ £ () = G| +|s(x) - G ()|
<&

elde edilir. Bu ise istenendir.
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42. L, ([a,b]), 1< p <o Uzay Uzerindeki Siirekli Lineer Fonksiyonellere

Riemann-Stieltjes Anlaminda Yaklasim

Bu kesimde 2.13.Tanim’ da ifade edilen Steklov fonksiyonu Riemann-Stieltjes

integrali kullanilarak tanimlanacaktir.

4.2.1.Tanim: «: [a,b] — R monoton artan bir fonksiyon olsun. [a,b] kapali araligi

disinda sifir degeri alan ve  p. dereceden mutlak integrallenebilen herhangi bir

X: [a,b] — R fonksiyonu araciligiyla.

1 t+h

j x(r)da(r) 4.2.1)

—h

(0= (a(t+h)—at—h)),

seklinde tanimlanan x,(#) fonksiyonuna Riemann-Stieltjes anlaminda Steklov
fonksiyonu denir.
Q‘[’,’ kiimesi L, ([a,b]) uzaymin asagidaki kosullar1 saglayan bir alt uzayi
olsun:

1) Herhangi  x,ye Q7 igin ||(x+ y)h”p < ||x+ y|

,.Vh>0,
p

2) Herhangi xe Q7 icin x(R—[a,b])={0}.

4.2.2.0nerme: o fonksiyonu monoton artan bir dogru fonksiyonu olmak iizere x,(1)

fonksiyonu sinirlidir ve siireklidir.

Ispat: Herhangi bir 4>0 verilsin. Her xe L, ([a,b]) icin ||x||p <M olacak sekilde

en az bir M >0 vardir. a(r)=mr+n olmak iizere Holder esitsizligi kullanilirsa, her
te [a,b] icin
1 t+h

I x(rda(r)

t—h

5.1 = |(@+hy—at—h)

t+h

[ [x(rlder)

—h

<
(2mh) |
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1 t+h » p 1
< M[ :fh|x(r)| da(r)j (at+h)—a(t—h))s

L(j |x(r)| da/(r)j (2mh)§

1 1

s(z—lhj ( [l da(r)j

elde edilir.
t, € [a,b] herhangi bir nokta olsun. Herhangi bir & >0 sayisina karsilik />0

1 q

. Em’h .
icin J = mT secilirse |t—t0| < J oldugunda

| 1 rh 1 to+h
O at+hy-at-h),! / X(r)da(r)_a(to +h)—a(t,— h) tOJ:h xden)
:ﬁ Eh x(r)da(r)+l0J:; x(r)da(r)—to[h x(r)da(r)— ;[h x(r)da(r)
1 to~h to+h
= o jh x(rydod(r)|+ ZL x(r)da(r)]

to+h

[ [xtr]der)

t+h

fo—

j |x(r)|der(r)| +

t—h

[t

<L{ j |x(r)|” da(r)] (|att,—n)—at—h)|)e|+

—h
1

—_ ( .[ |x(r)|” da(r)]p (Jatt, + h)—ax(t + b))

t+h

1

:L( j |x(r)| da(r)J (m|t—t0|); +
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1 to+h ) % 1
+%{ J. |X(i")| da’(i")] (m|t—t0|)

t+h

N =1
nh
M |t —t0|i
nh
<&

elde edilir. Bu ise isteneni verir.

4.2.3.0nerme: Herhangi bir £>0 verilsin. V ¢ Q° kompakt bir alt kiime olmak iizere
her xe V.cQf icin
[x—x, <€ 4.2.2)

olacak sekilde bir A >0 sayis1 vardir.

Ispat: Her xeV c QZ icin verilen herhangi € >0 sayisina karsilik

£
<5 (4.2.3)

=y
olacak sekilde en az bir  ye C([a,b]) vardir. Ayrica  ye C([a,b]) oldugundan

yukarida  verilen £>0  sayisina  karsilik |t — r| <h oldugunda

&

3(ab)—ala))r

|y(t) - y(r)| < olacak sekilde />0 sayis1 vardir. Aym ye C([a,b])

—_

icin

ly=wl =[ly0-y,0 daw)

b 1 t+h P
_ j PSS jh(y(t)— Y(r)da(r)| dedr)
b 1 t+h P
S[ a(t+h)—oa(t—h) l£1|y(t)_y“)|d0‘(r) dor)
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p

l t+h e

ot +h)—alt—h) I 3(atb)-a(a)

da(r) da(t)

b
|
a

D

5wt
° 3" (a(b)—a(a))
gP

da(t)

3[’

olur ve boylece
ly=ll, < g (4.2.4)

bulunur. Ayrica QF uzaymin birinci 6zelligi kullamlirsa

=3l ==l < be= ], <§ (4.2.5)

olur. Dolayisiyla  (4.2.3) , (4.2.4) , (4.2.5) ifadelerinden yukarida tanimlanan %~ >0

sayisl i¢in

Pe=xill =[x+ =3+ v, =y, =]

<=yl +ly =l + 5 =,
<€

elde edilir.

4.2.4.0nerme : V c L, ([a,b]) kompakt bir altkiime ve «(t)=mt+n monoton artan
bir dogru fonksiyonu olsun. Herhangi bir /A>0 sayis1 i¢cin ¢(x)=x, seklinde
tanimlanan ¢:V — C ([a,b]) doniisiimii siireklidir.

Ispat : x,eV keyfi fakat sabit olarak alman bir nokta olsun. Herhangi bir £>0

1
sayisina karsilik O = 8(2mh); secilirse ||x—x0||p <d ve xeV oldugunda Holder
esitsizligi kullanilirsa

||¢(x) - ¢(xo)”m = ||x,1 ~ Xon ”w
= sup]|xh (1) = Xy, (1)|

tela,b
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| 1 t+h
a(t+h)—a(t—h) [Ih (x(r) = x,(r))dax(r)

= sup
tefa.b]

1 t+h
< sup (ﬂ .[ |x(r)— xo(r)|d01(r)J

te[a.b) i

1

< su p(z j (.Hx(r) xo(r)| da(r)]

te[a.b]

(thj )

<&

elde edilir. Bu ise istenendir.

4.2.5.0nerme: ¢(V)={x,;xeV }cC([a,b]) alt kime olmak iizere ¥(x,)=|x,|_

seklinde tanimlanan herbir ¥ :@¢(V) — R doniisiimii siireklidir.

Ispat: x,, € #(V) Kkeyfi fakat sabit olarak alnan bir fonksiyon olsun. Herhangi bir

£>0 saywsinakarsiik o0 =¢ segilirse ||xh — X,

_ <06 oldugunda

<&

‘”xh”w _”’COh”w‘ < ”xh ~Xonll..

elde edilir.

4.2.6.Sonu¢ : ¢ ve W doniisimleri herhangi bir ~>0 sayisi icin sirasi ile
4.2.4.0Onerme ve 4.2.5.0nerme’ de tanimlanan doniisiimler olmak iizere yog:V — R
doniisiimii siireklidir. Dolayisiyla supremum ve infimum degerini V' kompakt kiimesi

izerinde alir. Boylece M =sup sup |xh (t)| sayist sonludur.

xev tela,b]

4.2.7.0nerme : [a,b] kapal arahgmn diizgiin parcalanast f§, =a+ j

b-a) | i<n
n
sayilart yardimiyla olusturulmus olsun. Verilen ne N ve h >0 sayilari i¢in

S ={SIL,, - Ris(x) =D c;x,(B)).c; € R,lﬁan}

=
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olmak iizere §= U S,, seklinde tanimlansin. Bu takdirde S kiimesinin elemanlar

neN
h>0

Lipshitz kosulunu saglar.

Ispat: Herhangi bir se S ve herhangi x,ye Lp([a,b]) icin

k= ({1<1a<x cj‘)zn: ! —  segilirse
@B+ ) - a(B,~h))”
5= =X, (5. 08) -3 (8)
" Bi+h
< c‘| ! J. (x(r)—y(r))da'(r)
j=1 ! (a(ﬁj + h) _a(ﬁj _h)) Bi~h
n 1 Bi+h
< 2 C,,-‘ (@B, +h)—a(B, - h))ﬂjj_h|x(r) - y(nldex(r)
" 1 Bi+h P
< . cii‘ 1( j |x(r)—y(r)|pd0!(r)J
T (@B —a(B -y
n 1 b p i
< . cii‘ T (j|x(r)—y(r)| da(r)j
T @B —aB -
< 1
<(marfe )2 e,
"B +h)—a(B;—h)"
=klx=,
elde edilir.

4.2.8.0nerme: V c Qf kompakt alt kiime ve g :[a,b] — R bir adim fonksiyonu

olmak iizere herhangi & >0 sayisi icin
b
G(x) = [ g(r)x,(Nda(r) (4.2.6)

ile tanimli G :V — R doniisiimii Lipschitz kosulunu saglar.
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Ispat: ¢ adim fonksiyonu oldugundan her 7€ [a,b] i¢in |g(t)|<M olacak sekilde

1
M >0 sayist vardir. Eger y=M (a(b)—a(a))s  segilirse, o zaman her x,yeV
icin

b

[ g(x,(nda(r) - [ g(r)y,(Hdair)

a

b

[ 2 (x,(n=y,()da(r)

a

< [le|x,(r) =y, ()| datr)

b
< MJ- x,(r)=y, (r)|d0((r)

o

=M

x,(r)— yh(r)|p da(r)]p (a(b)—ax(a))q

(a)—a(a))s

‘xh - yh

< 7/||x— y

P

elde edilir.

4.2.9.Teorem: f fonksiyonu L, ([a,b]) uzay: iizerinde tamimli siirekli, reel degerli

lineer fonksiyonel ve V  kiimesi de Q7 alt uzayiin kompakt bir alt kiimesi olsun.

Bu takdirde @ monoton artan bir dogru fonksiyon ve S kiimeside 4.2.7.0nerme’de

tanimlanan kiime olmak iizere her € >0 ve her xe V i¢in
|f()—s(x)|<e (4.2.7)

olacak sekilde bir se€ S vardir.

Ispat: Herhangi bir £>0 sayis1 verilsin. Herhangi bir >0 sayisi ve her xeV

icin 4.2.3.0nerme’ den ||x—xh||p<§ olacak sekilde h>0 sayis1 vardir. f

fonksiyonunun V' kiimesi iizerinde diizgiin siirekli olmasi1 kullanilarak

|f ()= f(x) <§ (4.2.8)
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olacak sekilde 4 >0 secilmis olsun. f fonksiyonu L, ([a,b]) uzayi iizerinde

stirekli bir lineer fonksiyonel oldugundan 2.7.Teorem’ e gore 1 + 1 =1 olmak iizere
q

£ (x,) = [k(r)x,(dar) (4.2.9)

olacak sekilde ke L, ([a,b]) vardir. 4.2.6.Sonug’ tan her xeV icin

M =sup sup |xh (t)| sayist sonludur. k fonksiyoneli integrallenebilir oldugundan
xeC tefab]

M [|k(r) - g(r| da(r) <§ (4.2.10)

olacak sekilde [a,b] tizerinde taniml1 bir g adim fonksiyonu vardir. (4.2.8), (4.2.9)
, (4.2.10) ifadeleri kullanilirsa

f @)= [g(nx,(Nda(r)

= ‘f(x)+ [ k(r)x, (ndar) = [k(r)x, (ndar) = [ g(r)x, (nda(r)

<|F ()= [k(r)x, (Nde(r)| +|[ k(r)x, (Nder) = [ g(r)x, (rdar)
< H[ (k)= 5()x,(r)dax(r)

S§+M£|k(r)— g(r|dar)

2¢e
3
olur. Buradan
[ 2¢
=[x (dar) < 4.2.11)

bulunur.

b
Her xeV iin G(x)= J. g(r)x,(r)da(r) seklinde tanimlanan doniisiimiin

a

Lipschitz kosulunu sagladigi  4.2.8.0nerme’ de gosterildi. Simdi S deki

fonksiyonellerin, 2.17.Teorem’ de verilen 2B ailesindeki elemanlarin kosullarini
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sagladigi gosterilsin. Bunun igin 0 >0 sayisi verilmis olsun. Yine [a,b] kapali

arahi@min bir parcalanmast ;= a+ j b;a,l < j<n sayilan yardimiyla olusturulmus
' n

olsun. «a(t) fonksiyonu monoton artan bir dogru fonksiyon oldugundan  gx,
fonksiyonu [a,b] kapali aralig1 iizerinde sinirli ve pargali siirekli olur. O zaman her

n2n,(x) oldugunda

[&(rx,(Nda) = 8 (B)x,(B) (@B, -a(B)) <6 (4.2.12)

olacak sekilde n,(x)e N sayist vardir. V kiimesinin elemanlarindan olusan herhangi

bir sonlu {x,x,,....x,} alt kiimesi verildiginde 1<i<m i¢in n =r1£1ia;1’§{n0 (x)} ve

c; = g(ﬁj)(a( Bia)—a( ,BJ.)) seklinde tanimlanirsa

<d (4.2.13)

G(x) =D ¢.%,(B)
j=1

yazilir. O halde 2.17.Teorem’ e gore her x€V icin

1G(x)— 5(x)| < g (4.2.14)

olacak sekilde se S vardir. (4.2.11) ve (4.2.14) ifadeleri kullanilirsa
|f () =5(0)| =[ () =G (x) +G(x) = 5(x)|

<€

elde edilir. Bu ise istenendir.
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S. TARTISMA

Bu calismanin birinci boliimiinde Sandberg ve Dingankar (1995) calismasinda
tek degiskenli fonksiyonlar icin tanimlanan Steklov fonksiyonu iki degiskenli
fonksiyonlar araciligi ile yeniden tamimlandi ve bazi temel Ozellikleri incelendi. Yine
aynt calismada tek degiskenli fonksiyonlar igin verilen Ozellikler iki degiskenli
fonksiyonlar icin degerlendirildi. Bulgular kisminin ikinci boliimiinde ise tek degiskenli
fonksiyonlar i¢in Riemann-Stieltjes integrali araciligiyla Steklov fonksiyonu tanimlanip

yine ayni caligmadaki 6zellikler bu fonksiyonlar i¢in incelendi.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismanin ilk boliimiinde iki degiskenli fonksiyonlar ig¢in incelenen
ozellikler n— degiskenli fonksiyonlar icin incelenebilir. ikinci boliimde tek degiskenli
fonksiyonlar i¢in Riemann-Stieltjes integrali yardimiyla tanimlanan Steklov fonksiyonu
cok degiskenli fonksiyonlar icin tekrar tanimlanabilir ve yapilan kisitlamalar
gelistirilerek daha genel durumlar i¢in incelenebilir. Ayrica & monoton artan bir dogru
fonksiyonu oldugunda Steklov fonksiyonunun incelenen baz1 Ozellikleri o

fonksiyonunun dogru fonksiyonu olmadig1 durumlar icin gelistirilebilir.
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