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Li;}lEER OLMAYAN SISTEMLERE KUADRATIK OPTIiMAL KONTROL
YONTEMLERI iLE MODEL ONGORULU KONTROL UYGULANMASI ve
KARSILASTIRILMASI

OZET

Optimizasyon konusu yillardir miithendisler, bilimadamlari, yoneticiler ve bir¢ok kisi
tarafindan ¢ok ilgi goriir. Uretim maliyeti, kalite saglanmasi, rekabet ve en 6nemli
olarakta i3 diinyasindaki basar1 bunun sebepleridir. Optimizasyon konusunu
gormezden gelmek giliniimiizde tercih edilebilecek se¢enek degildir.

Gilinlimiizde optimizasyon problemlerinden biri olan kontrol sistemi tasarimi da
onemli yer teskil etmektedir. Sistemler hemen hemen lineer olmayan davranis
gosterir. Lineer sistem teorisine dayanan kontrolciilerin tasarimi her zaman lineer
olmayan durumlara goére daha kolay ve basit olmustur. Pratikte ise tasarlanan
kontrolcti, gercek lineer olmayan davranis gosteren gercek fiziksel sisteme uygulanir.

Bu ¢alismada kisith, kisitsiz, lineer ve lineer olmayan durumlara ait optimizasyon
problemleri tanitilacak, bu problemlere yonelik ¢oziim metodlar1 ve algoritmalari
gosterilecektir. Optimal kontrolcii tasarimi lineer veya lineer olmayan programlama
kapsaminda ele alinip, programlama algoritmalar: ile lineer sistem teorisine gore
tasarlanan model Ongoriilii kontrol, lineer olmayan sistemlere uygulanip
performanslar1 karsilastirilacaktir.
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APPLICATION AND COMPARISION OF QUADRATIC OPTIMAL
CONTROL METHODS AND MODEL PREDICTIVE CONTROLLER TO
NONLINEAR SYSTEMS

SUMMARY

The subject of optimizastion has been receiving attentions from engineers, scientists,
managers, and most everybody else. This is driven by competition, quality assurance,
cost of production, and most importantly, the sucess of business enterpriese. Ingoring
the practice of optimization is not an option during current times.

In nowadays, one of the most important optimization problems is constructing the
controller. Physical systems almost behave with nonlinearity. The controllers
designed based on lineer system theory has been easier than the nonlinear one. In
practice, the designed controllers are used on the real systems which behave with
nonlinearity.

In this project, building the optimizastion problems with different kinds such as
constrained, unconstrained, linear and nonlinear, reviewing the solving methods to
these kind of optimizastion problems are considered. Designing an optimal controller
with the perspective of linear or nonlinear programming solving algorithms and
based on the linear system theory the model predictive controller are analyzed and
compared of their performance.

XiX



XX



1. GIiRiS

Optimizasyon konusu yillardir miihendisler, bilimadamlari, yoneticiler ve bir¢ok kisi
tarafindan cok ilgi goriir. Uretim maliyeti, kalite saglanmasi, rekabet ve en dnemli
olarakta ig diinyasinda basar1 bunun sebepleridir. Optimizasyon konusunu gérmezden

gelmek gilintimiizde tercih edilebilecek secenek degildir.

Optimizasyon problemlerine ait ¢oziimler yazilim ve yeterli bilgisayar kaynaklari
gerektirir. Belirtici bigcimde son yillarda optimizasyon teknikleri pek degisiklige
ugramamastir. Gelisen teknoloji ile, yiiksek bilgisayar hesaplama kapasitesi karmasik
lineer olmayan sistemler iizerinde de optimizasyon tekniklerini uygulamamizi saglar.

Bu ¢6ziim yontemleri optimizasyon problemlerinin kategorisine gore degisir.

Endiistride artan rekabet diizeyi gelistirilmekte olan {iriinlerin her zamankinden daha
ucuz, daha iy1 ve daha hizli miisteriyle bulusmasini gerektirir. Artan rekabet
baskisindan dolay1 iiriiniin kalitesi ne kadar yiiksek olmali ise liretim maliyetide az
olmalidir. Her bir parametrenin optimize edilmesi artik kagnilmzdir. Bu baglamda

optimizasyon ¢oziim metodlar1 6nemli bir yet tutar.

Gilintimiizde optimizasyon problemlerinden biri olan kontrol sistemi tasarimi da
onemli yer teskil etmektedir. Rekabet icinde olan sirketler, iiretim siirecini kontrol
veya lirliniin kendisi bir sistem ise onun kontroliinde dahi optimal kosullar artik giin
yliziine ¢ikmaktadir. Bu optimizasyon hedefleri icin elde edilen metodlarin,
performanslarida 6nemli yer tutar. Sistemler hemen hemen lineer olmayan davranig
gosterir. Lineer sistem teorisine dayanan kontrolciilerin tasarimi her zaman lineer
olmayan durumlara goére daha kolay ve basit olmustur. Pratikte ise tasarlanan

kontrolcii, gercek lineer olmayan davranisg gésteren gercek fiziksel sisteme uygulanir.

Farkli yapidaki kontrol stratejileri, optimzayon catis1 adi altinda hesaplanan
degerlerinde, sistem ¢esidine gore incelenmesi ve performansi iyice diizenlenmelidir.
Bunun i¢in kullanilan program ve i¢ yapisi degistirilmelidir. Bu calismada kisitl,
kisitsiz, lineer ve lineer olmayan durumlara ait optimizasyon problemleri tanitilacak,

bu problemlere yonelik ¢6ziim metodlar1 ve algoritmalar1 gosterilecektir. Optimal



kontrolcii tasarimi lineer veya lineer olmayan programlama kapsaminda ele alinip,
programlama algoritmalari ile lineer sistem teorisine gore tasarlanan model ongdriilii

kontrol, lineer olmayan sistemler i¢in performanslari karsilastirilacaktir.

1.1Amac¢ ve Kapsam

Bu tezin calismasinin amaci hi¢bir sekilde lineerlestirme islemi kullanilmadan
kontrol problemlerinin iteratif yontemlerle ¢oziilmesidir.Ayrica kuadratik olmayan
bir ama¢ fonksiyonu dahi olsa, kuadratik olarak ele alinabilecegini ve dogrusal
olmayan sistemlere ait optimizasyon metodlar1 ile sistemin dogrusal modelini
kullanan lineer optimizasyon kuramlardan biri olan model 6ngdriilii kontrol, lineer
olmayan sistemler iizerinde performanslarinin karsilastirilmasidir. Sistem modelleri
durum uzay formunda tamimlanarak, Kalman filtrelemesi, durum goézlemcisi
anlatilacaktir. Ele alinan optimizasyon problemi, MATLAB ve SIMULINK
ortaminda ¢oziilmiistiir. Tasarlanan kontrolciilerin, bozucu ve giiriiltii gibi olasil

etkilere kars1 performanslari irdelenecektir.

1.2Tezin iceri

Boliim 2’°de nonlineer optimizasyon problemleri tanitilir, bu problemlere ait ¢oziim
metodlar1 gosterilir, kontrol problemleri nasil bir programlama problemi olarak ele

alindig1 gosterilir ve parametrelerin se¢imine iligkin bilgi verilir.

Boliim 3’de lineer optimal kontrol problemini tanitilir. Buna ait ¢6ziim metodlar1
olan LQR ve MPC nin karakteristikleri soylenir. MPC tanitilir, ¢6ziimiin

olusturulmasinda, parametre se¢imi ve buna ait kararlilik ele alinir.

Boliim 4’de, benzetimlerde kullanilacak sistemler ve senaryolar tanitilir. Kontrol

edilecek sistemlerin hepsi lineer olmayan davranis sergiler.

Boliim 5°de ise tez 6zetlenir, ve ¢alisma ile ilgili yorum ve Oneriler aktarilir.



2. NONLINEER OPTIiMiZASYON

2.1 Kisitsiz Optimizasyon

Kisitsiz optimizasyon problemleri, belirli bir f(x) fonksiyonunu kisitlar olmadan

minimize veya maksimize etme problemidir. Kisitiz problemler bir cok uygulamada
karsimiza ¢ikar. Bu kisimda kisitsiz optimizasyon ile ilgili optimal kosullari,

problemlerin ¢6ziimiine iligskin kullanilan algoritmalar tanitilacaktir.

2.1.1 Lokal ve global minimum

Eger x* vektorii cevresindekilerden daha biiyiik degil ise, bu x* vektorii f(x)

fonksiyonunun kisitsiz lokal minimumudur, ve eger dyle bir £ > 0 sayist mevcut ise,

asagidaki denklem ile tanimlidir.

FO*) < f(x), vx [x-xH<e 2.1)
Eger x* vektori biitiin diger vektorlerden daha biiyiik degil ise, bu x* vektorii
f(x) fonksiyonunun kisitsiz global minimumudur.

f(x®) < f(x), VxeR” (2.2)

Eger kisitsiz lokal veya global minimum f(x*) < f(x) esitsizlik durumunda kesin

global ve lokal minimumdur. Sekil 2.1 ‘de lokal ve global minimumlar gosterilmistir.
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Sekil 2.1 Lokal ve global minimum



2.1.2 Optimal i¢cin gerekli kosullar

Verilen bir x* noktasmnin, miimkiinse lokal veya global minimum olup olmadigini
bulmamiz gerekir. Bu ylizden optimal olma kosullar1 belirtilmistir. Teorem (a) ilk-

mertebeden gerekli kosulu, teorem (b) ikinci-mertebeden gerekli kosulu belirtir.

Teorem (a) : Bir f fonksiyonu, f:R, - R, taniml, ve x* noktasinda tiirevi

almabilir olsun. Eger 6yle bir d vektdrii tanimhi ve V£ (x*)"d <0 ise, ayrica dyle
bir 6 >0 sayis1 var ise f(x*+Ad) < f(x*) her 1€(0,0) i¢in d vektori x* ‘in

azalan yOniidiir denir.

Kanit: f/: R, — R, ‘de tanimh f fonksiyonun x* {izerinde tiirevi alinirsa
f(x*+Ad) = f(x*)+ AVF(x*)" d + do(x*; Ad) 2.3)

Burada 1 — 0 gittikce o(x*; Ad) — 0 gider. (2.3) denklemini tekrar diizenler ve A

ile bolersek (A # 0) asagidaki gibi tanimlanir:

S (x*+2d) - f(x%)
A

=V (x*)" d +o(x*; 2d) 24

Tanimli olan Vf(x*)"d <0 ve 2 — 0 gittikge o(x*;Ad) — 0, ayrica dyle bir § >0
sayis1 mevcuttur ki her 1e(0,8) i¢in Vf(x*) d+o(x*;Ad) <0 bizi su sonuca
gotlirmektedir.

f fonksiyonu, f:R, — R, taniml, ve x* noktasinda tiirevi almabilir olsun. Eger
x* lokal minimum ise, Vf(x*) =0 dir.

Kamt: Farzedellm ki Vf(x*)#0, ve d=-Vf(x*) kabul -edersek,
Vi (x*)" d ==V (x*) Vf(x*) = —||Vf(x*)||2 <0 olur ve Teorem (a) ile x* *nin lokal
minimum oldugu varsayilir buda bizi Vf(x*) = 0 sonucuna gotiiriir.

Yukarida tanitilmis olan kosul, f fonksiyonun ilk tiirevi olan gradient vektdrleri
kullanmaktadir. Bu yiizden ilk-mertebe kosul diye adlandirilmaktadir. Gerekli kosus
Hessian matrix bazinda da tanimlanabilir, buna da ikinci-mertebe kosul denmektedir

ve Teorem (b) ‘de verilmistir:



Teorem (b) Bir f fonksiyonu, f:R, — R, tanimli, ve x* noktasinda iki kez tilirevi
alinabilir olsun. Eger x* lokal minimum ise, Vf(x*)=0 ve H(x*) pozitif

tanimlidir.

Kanit: Gelisigiizel d vektorl yonii segilir ve f fonksiyonun x* etrafinda tiirevi

alinirsa :

f(x*+Ad) = f(x*)+ AVF(x*) d + % AdTH(x*)d + A2 o(x*; Ad) 2.5
Burada H(x*)=V’ f(x*) olarak tammldir, ve x* lokal minimum oldugundan
Vf(x*)=0 ‘dir. (2.5) denklemini tekrar diizenler ve A’ ile bolersek (A° >0) :

fx *M;é) - S (x*) :% d" H(x*)d +o(x*; Ad) &0

x* lokal minimum oldugundan, kiigiik A degerleri i¢in f(x*+Ad) > f(x*), (2.6)
denkleminden goriiliir ki, kiigiik A degerleri igin %d "H(x*)d +o(x*; Ad) > 0 dir.

Limit islemi uygularsak 4 — Oyaklastiginda o(x*; Ad) — 0 yaklasir ve burdan da su

sonucu elde edilir: H (x*) pozitif tanimlidir.

2.1.3 Optimal icin yeterli kosullar

Optimal i¢in gerekli kosullardan yukarida bahsedildi. Bu kosullar her lokal minimum
icin saglanmalidir, fakat bu kosullar1 sagliyan noktalar lokal minimum olmak

zorunda degildir. Teorem (c) bununla ilgili yeterli kosulu vermektedir.

Teorem (c) Bir f fonksiyonu, f:R, — R, taniml, ve x* noktasinda iki kez tilirevi

alinabilir olsun. Eger Vf(x*)=0 ve H(x*) pozitif tanimli ise, x* kesin lokal

minimumdur.

Kanit: f fonksiyonu x* etrafinda iki kez tiirevi alinabildiginden, her x € R, i¢in
F(xX) & () + V() (x—x*)+ % (x—x*) H(x*)d +[x - x ¥ o(x; x*) (2.7

Burada x — x* gittikge o(x; x*) — 0 gider. Eger dyle bir x* e yaklasan {xk} dizin

var ise, her k i¢in f(x,)< f(x*), x,# x*gecerlidir. Boyle bir {x,} dizini igin



Vi) =0 , f(x,)<f(x*) ele almrsa ve (x, —x*)/|x, —x*¥| d, seklinde

yazilirsa:

%dkTH(x*)dk +o(x;x, —x*)<0 herki¢in (2.8)

Fakat her k i¢in ||dk|| =1, ve dyle bir K indexi mevcuttur ki, {d, } « d’ye yakmsar.
Bu alt dizini g6z Oniine alip, ayrica k € K — oo yakinsarken, o(x;x*)— 0 gider.
Buda d"H(x*)d <0 sonucunu acgida c¢ikarwr. H(x*) ‘in pozitif tammli oldugu
varsayimiyla, x* kesin lokal minimumdur sonucu ¢ikar.

Teorem (d) Bir f fonksiyonu, f:R, — R, tanimli, ve x* noktasinda iki kez tiirevi

almabilir olsun. Her x i¢in eger Vf(x*)=0 ve H(x*) pozitif tanimh ise, f

fonksiyonu konveks ve pseudokonvekstir. O zaman yalniz ve yalniz (ing. if and only

if) Vf(x*) =0, x* global minimumdur.

Kanit. Eger x* global minimumsa, o zaman Vf(x*) =0. Varsayallim ki Vf(x*)=0
o zaman her x e R, i¢in Vf(x*)" (x —x*) = 0 dir. x*'nin pseduokonveks olusundan

dolay1, her x eR, i¢in f(x) = f(x*) ve bu da teorem (d) yi kanitlamis olur.

2.1.4 Kuadratik amag fonksiyonu

Amag fonksiyonunu su sekilde oldugunu varsayalim:
1 T T
f(x)zax Ox+b'x 2.9

Burada Q simetrik nxn noyutunda matris, b vektordir. Eger x*, f

fonksiyonunun lokal mimimumu ise, asagidaki sartlar saglanmalidir:
Vi(x*)=0x+b=0 (2.10)
V2 f(x*)=0 :pozitif tanimli olmaldr. (2.11)

Eger O yari-pozitif (ing. semi positive) tanimli degil ise, f fonksiyonunun lokal
mimimas1 bulunmamaktadir. Eger @ yari-pozitif tanimh ise, f fonksiyonu

konvekstir.



Kuadratik ama¢ fonksiyonlari, nonlineer programlamada Onemlidirler. Bir¢ok
uygulamada karsimiza ¢cikmaktadirlar. Onemli olmasmin baska bir nedeni ise, Taylor

serisine ag¢ilmig olan herhangi bir fonksiyon asagidaki gibi tanimlanabilir.
F(x) = f(x)+VF(x*) (x—x%)+ % (x—x%)" H(x*)d +o(|x—x*") (2.12)

(2.12) denkleminden goriildiigii tizere, herhangi bir non-kuadratik amag fonksiyonu,
tekil olmayan [V? f(x*) pozitif tanimli] lokal mimimum noktasi olan x* noktasi

etrafinda Taylor serisine acilarak kuadratik bir fonksiyon olarak tanimlanabilir. Buda
bize her tiirli analiz ve deneysel metodlarimiz1 pozitif tanimli kuadratik amag
fonksiyonu iizerinde uygulayamamiza olanak verir. Fakat Hessian matrisin tekil

oldugu veya mevcut olmadig1 durumlarda, 2. mertebeden sonraki yliksek mertebe
terimleri 0(||x—x*||2)Taylor serisine acilirken, ihmal edilemez duruma gelir ve bu

kuadratik amag¢ fonksiyon yaklasiminida kusurlu kilmaktadir.

2.1.5 Kisitsiz optimizasyon algoritmalan

Bu boliimde kisitsiz optimizasyon problemlerine ait ¢6ziim yontem ve algoritmalari

anlatilacak ve en son kisimda kontrol problemine ait ¢6ziim metodu verilecektir.

2.1.5.1 Azalan yon ve adim biiyiikliigii

SR, =R, ‘de taniml tiirevi almabilen kisitsiz f fonksiyonunun minimizasyonunu

ele alalim. Bir ¢ok kisitsiz minimizasyon probleminde kullanilan algoritmalar, iteratif

azalma ad1 ile gegen 6nemli metodu kullanmaktadirlar. Su sekilde tanimlhidir:

Baslangi¢ noktasi x° (ilk tahmin) segilerek, ardisik olarak her iterasyon adiminda f

fonksiyonunu azaltan x',x?,... vektdrleri bulunur, asagida su sekilde tanimlanir:

F(x*H < f(xh) k=0,1,. (2.13)

Sekil 2.2°de bir f fonksiyonunun iteratif olarak azalmasi gosterilmistir.



5 .

Fée)

Sekil 2.2 Iteratif azalma

2.1.5.2 Gradient metodu

xeR, tanimh  ve Vf(x)#0 olan bir x vektoriinii ele alalm. Yar1 ¢izgideki

vektorlert:
x,=x—aVf(x) Vaz=0 (2.14)

(2.14) denkleminin x noktas1 etrafinda Taylor serisine ag¢ilimi asagidaki gibi

tanimlanir:

fx,)= () +aVf(x)" (x, -x)+o(x, =) (2.15)

Denklem (2.14) teki x, —x = —aVf(x) degerini denklem (2.15) te yerine yazilirsa:

fx)= () —a|Vf ()| +olax, =) (2.16)

elde edilir, ve Taylor serisine x noktasi etrafinda acilmis f fonksiyonu su sekilde

yazilabilir:
f(x,)=f(x)=a|Vi ()| +o(a) 2.17)

Buradaki a||Vf (x)”2 terim, sifir yakinlarinda , pozitif ama kiiciik a degerleri i¢in o(a)

degerini thmal etmemizi saglamaktadir. (2.17) denklemi tekrar diizenlenirse;

fx,)=fx)—avi)| (2.18)



(2.18) denkleminden de gortldiigii gibi f(x,) degerinin f(x) ’ten kiiciik oldugu
gozlemlenir.

Bir adim daha ileriye gotiirtirsek islemd;

x,=x+ad Va=0 (2.19)
Burada de®R, ‘de tanimli, Vf(x) ile 90 dereceden biiyiikk agrya sahip yon
vektoriidiir. Su sekilde tanimlidir:

Vi(x)"d <0 (2.20)
Taylor serisine agilmis olan f fonksiyonunu tekrar yazarsak;

f(x+ad)= f(x)+aVf(x)" d+o(a) (2.21)

Buradaki aVf(x)" d terim, sifir yakinlarinda , pozitif ama kiigiik a degerleri igin o(a)

degerini thmal etmemizi saglamaktadir. (2.21) denklemi tekrar diizenlenirse;
f(x+ad)= f(x)+aVf(x)'d (2.22)

(2.22) denkleminden de gorildigi tlizere f(x+ad) degeri, f(x) degerinden

kiigiiktiir. B1 sayede su genel algoritma ortaya ¢ikmaktadir:

X =x*+a"d* k=0,,.. (2.23)
Burada Vf(x)#0 ve d* dyle secilmelidir ki, asagidaki esitligi saglamalidir:
Vi(x""d" <0 (2.24)

Adim biiyiikliigii olan ¢* pozitif olmalidir. Eger V£ (x) =0 olursa, metod duracak ve

x*™ =x* olacaktir. Yon vektérii olan d* ve f(x) fonksiyonunun gradienti olan

Vf(x) arasindaki bag yiiziinden bu tarz algoritmalara gradient metodu denmektedir.

Bazi yazarlar bu sekilde kabul etmistir.[1 s.24]. Bu gradient metodunun énemli kism1
ayrica azalan algoritmadir, adim bilyiikligi secilmelidir ki, asagidaki kosul

saglanmalidir:

f(xF +atd"H< F(x*) , k=0,1,... (2.25)



2.1.5.3 Azalma yonii secimi
Bir¢ok gradient metodu su sekilde tanimlidir:
x =x* —a*DFVF(x") (2.26)

Burada D* pozitif taniml1 simetrik matris ve d* yon vektorii d* = -D*Vf(x*)

olarak tamimlidir. Azalma kosulu ise Vf(x*)"d* <0, D"pozitif tanimli matris

oldugundan su sekilde yazilabilir;
VI DV (x*)>0 (2.27)
D" matris secimine ait metodlar asagidaki gibi verilmistir.

2.1.5.4 Zigzag azalma (steepest descent) metodu
Zigzag azalma (ing. Steepest Descent) metodunda D* se¢imi su sekilde olmaktadir;
D=1, k=0],.. (2.28)

(2.28) denkleminde 7/ , nxn birim matristir. Bu en basit se¢cim olup, fakat ¢oziimii
yavastir. Zigzag azalma ismi, bu metodun ilging bir 6zelligi olan biitiin yonler i¢inde

d"eR normalize negatif gradient yoniinden kaynaklidir.

d* =-Vf (x")/HVf (x")” Bu gradient yonii normalize edilir ki, |d||=1olur. Bu da
a=0 durumunda, f(x* +ad) fonksiyonunun d ydniindeki V/f(x*)"d egimini

minimize eder. Zigzag azalma metodu Sekil 2.3’te verilmistir.

START

Sekil 2.3 Zigzag azalma metodu
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2.1.5.5 Newton metodu
Newton Metodun’da D* matrisi su sekilde secilmektedir:
D =V f(x*)", k=0,1,... (2.29)

V? f(x) pozitif tanimhidir. Newton Methodunun ana felsefesi, verilen x* noktasi
etrafinda f fonksiyonunun kuadratik yakinsamasi degerinin her iterasyonda
minimize etmektidir. f fonksiyonunun x*noktas: etrafinda kuadratik yakinsamasi

su sekilde tanimlanir:
S = f)+ V() (= x") + (% (x=x") V2 f (") (x = x") (2.30)

Denklem (2.30) daki f*(x) fonksiyonunun tiirevini sifira esitlersek:

VI +V? fF(x*)x=x*)=0 (2.31)
(2.31) denklenini tekrar diizenlersek:

(x=x") ==(V2f(x") "V (x") (2.32)

(2.32) denkleminden f*(x)’y1 minimum yapacak olan bir sonraki iterasyon degeri

x**!' su sekilde bulunur.
XM= xt (VL) TV () (2.33)

(2.33) denklemi Newton method’unun saf halidir (ing pure form). Daha genel

iterasyon metodu ise asagida verilmistir.
=X —d (VP () V() (2.34)

(2.34) denkleminde adim biiyiikligii a* =1 olmasi durumudur. Newton metod’u

basit iterasyonla pozitif tanimli kuadratik bir fonksiyonun global minimumunu bulur.

Fakat Hessian matrisin (V> f(x)) tekil oldugu durumlar veya mevcut olmadigi

durumlarda meydana gelebilir. Bunun i¢in modifiye edilmis Newton methodu

bulunur.
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2.1.5.6 Modifiye edilmis Newton methodu

Bir iistte anlatildig1 gibi Newton Metod’u Hessian matrisi (V? f(x)) eger pozitif
taniml1 ise, minimum nokta olan x* ’ya kuadratik olarak sonuca varmaktadir. Fakat
Hessian matrisin tekil olabilme durumu, yon vektdrii d* =-V? f(x*)Vf(x")
azalan vektor olamama durumu, veya Vf(x*)d* <0 , birim adim f fonksiyonunda

azalma vermeyebilir Bu yiizden modifiye edilmis Newton methodu kullanilir. Bu

kisim bir sonraki kisimlarda detaylica incelenecektir.

D" matrisinin farkl1 segimleri Quasi-Newton metodunda agiklanacaktir. d* yon
vektoriiniin d* =—-D*Vf(x*) olarak segilmedigi , Congugate Gradient Metodu

sonraki kisimlarda anlatilacaktir.

2.1.6 Adim boyutu sec¢imi

Bu béliimde Gradient metodunda adim boyutu olan a* ‘nin segimine iliskin pratikte

kullanilan metodlar anlatilacaktir.

2.1.6.1 Minimize kurah

d* yonii boyunca f amag fonksiyonu minimize edilecek sekilde a* secilir , ve su

sekilde tanimlanmustir:

f(x*+a*d*)y=min  , f(x* +ad") (2.35)

2.1.6.2 Limitli minimize kurah

Bir ¢ok durumda uygulanmasi daha kolay olan bu metod, minimize metodunun bir
versiyonudur. Oyle bir sabit skalar s >0 sayis1 segilir ki, ¢* adim biiyiikligi , [0,s]
bolgesinde tanimli olan biitiin adim biiyiikliikleri arasindan, amag¢ fonksiyonunu en

fazla minimize edilecek sekilde secilir, ve su sekilde tanimlanir:

f(x*+a'd")=min, g, , f(x" +ad") (2.36)

a€el0,s

Minimize ve limitli minimize kurali tek boyutta dogru arama (ing. one-dimensional
line search) metodlar1 ile kullanilmalhdir, ona ragmen «° adm biiyiikligiini
minimize etmek kolay bir sekilde hesaplanamaz. Pratikte, adim biiytikligt (2.36)

denkleminde taniml1 kriteri sagladiginda dogru arama algoritmasi durur.
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2.1.6.3 Armijo kurah

Dogru arama yontemlerindeki hesaplama sorunlarmin iistesinden gelebilmek igin,

ardigik adim biiyiikligii azalami yapilmalidir. En basitit olarak adim biiyiikigii i¢cin
ilk tahmin s secilir, ve eger x* +sd* terimi, f fonksiyonunu daha ileri bir noktaya
getirmedigi durumunda f(x* +sd*)< f(x*) , daha biiyiik degere gelesiye kadar
adim boyutu azaltilir. Bu metod pratikte ¢cok kullanish olmasmna ragmen, teoride f

amag¢ fonksiyonunun her iterasyonda daha biiyiik degerinin bulunmasi durumunda

secilecek olan adim biiyiikligii, /' amag¢ fonksiyonunun minimum yapma garantisini

Vermez.

Armijo kurali li¢ skalar parametre ile tanimhdwr. s, S, ve o, burada 0< g <1,

0<o<l1, s >0 olarak tammmhdir. Adim biiyiikliiglinii m, negatif tam say1 olmamak
kosulu ile asagidaki esitsizligin tanimli oldugu en kii¢iik m degeri icin, a* = "5
olarak segilir.

F(xX = f(x* + Brsd*) > —of"sVf(x*) d* (2.37)
Adim biiyiikliigii olan ¢ = "5, m=0,1,2,... yukaridaki esitsizlik saglanincaya

kadar ardisik olarak hesaplanir ve m = m, bulunur.

Genellikle o, sifira yakin deger secilir. Ornek olarak o €[107,107']. Azaltma

faktorii olan S, genellikle 1/2°den 1/10’a kadar degerlerden segilir.

2.1.6.4 Goldstein Kurah
Bu secim kuralinda sabit skalar olan o € (0,1/2) arasinda se¢ilir ve adim biiyiikligii

asagida tanimli esitsizlige gore segilir.

asfﬁfjﬁd?;{u631—a (2.38)
a'Vf(x")y d

2.1.6.5 Sabit adim biiyiikligii

Bu yontemde sabit adim buiytikligii s >0 segilir.

a* =s, k=0]1,.. (2.39)
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Sabit adim biiyiikliigli secimi basittir, fakat eger biiyiik deger secilirse, uyusmama
(ing. diverge) meydana gelir, kiiciik deger segilirse, f amac¢ fonksiyonunun
minimum degerine yaklagma yavas olabilir.

2.1.6.6 Azalan adim biiyiikliigii

Bu yontemde adim biiytikliigii sifira dogru yakimsar.
a“ >0, k=0]1.. (2.40)

Bu yontem digerlerinden farkli olarak, her iterasyonda ama¢ fonksiyonunda azalmay1
garanti etmemektedir. Bu yontemin zor olan kismi, o kadar kii¢iik adim boyutuna

ulagilabilir ki, dayanikli islem yapilamaz hale gelir, bunun i¢in asagidaki durum

gereklidir:
Ya=w (2.41)
k=0

Son kosul {x" } ‘nmn yakinsamasini garanti etmektedir. Oyleki, eger x* — X, mve n

gibi fazla (m>n) sayilar mevcut ise :
x" 2x" =X, x"=x" —(Zak]Vf(f) (2.42)

Bu kisimda adim biiyiikliigli se¢iminde kullanilan metodlar verildi. Genellikle yaygin
olarak kullanilan Armijo kuralidir..
2.1.7 Newton metodu

Ik bdliimde incelenen gradient metodlar1 arasinda bulunan Zigzag azalma metodu,
aralarinda en yavasi ve en basitidir. Tam tersi olan Newton metodu, bu boliimde

detayli olarak incelenecektir.

Newton metodu su iterasyonlar1 icermektedir:

=X —d (VP () V() (2.43)
Newton azamla yonii (ing. direction of descent) ise;

d' =~V f(x") V() (2.44)

Tanimlidir. Newton metodu’nu, optimal dlgek matrisi (V> £(x*))™" 6lceklendirilmis

Zigzag azalma metodu olarak diisliniilebilir.
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Adim boyutu se¢iminde baslangic degeri olarak s=1 Armijo kurali kullanildiginda,
tekil olmayan Hessian matris ile tanimli durumda, adim biiyiikliigiiniin azalmasima

gerek yoktur, ve Newton metodu su sekilde tanimlanir:
X =X = (VEF()) V(Y (2.45)

(2.45) denklemi Newton metodu’nun saf formu (ing. Newton pure form) olarak
tanimlanir. Kisitsiz optimizasyon problemlerinde Newton metodu’nun saf formu,

birkag¢ engel yaratir;
e Hessian matrisin (V> f(x*)) tekil olma durumu, buda tersininin
almamamasia sebep olur.
e Saf form ama¢ fonksiyonunun azalma garantisini vermemektedir.
e [okal minima problemini kadar lokal maxima probleminide ¢cozmeye calisir.
Vf(x*) = 0 problemini ¢ézmeye ¢aligir.

Bu yiizden, Newton metodu’nu diizenlemek gerekmektedir. Bunun i¢in bir¢ok sema
mevcuttur, bu sayede saf formu, gradient tabanli yon dizini , gradient metoduna

doniistiiriilebilir.

En basit uygulanabilir yontem, Newton yoniinii, tanimli olmadig1 veya azalan yon

olmadig1 durumlarda Zigzag yonii ile degistirmektir.

Genel anlamda, modifiye edilmis Newton metodu , ilk iterasyonlarda yakinsama
garantisi vermekle beraber, ikinci tiirev bilgisini igeren Hessian matrisin pozitif
tanimli olmadig1 durumlar da dahi kullanilabilmektedir. Bu semalar, Hessian matris
iizerinde diyagonel yonde degisimler yapilarak elde edilir, ve asagidaki denklem

¢oziilerek yon d* bulunur:

(V2 f(x")+ Ax)d" = -Vf(x") (2.46)
Burada Ax diyagonel matristir ve asagidaki durum ile tanimlanir:

(V? f(x*)+Ax) : poztif tanimh (2.47)

2.1.7.1 Modifiye edilmis Cholesky ¢arpanlarina ayirma

Her pozitif tanimli Q matrisi kendine ait tek carpanlar1 bulunmaktadir (ing.

factorization) ve su sekilde tanimlanir:
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O=LL" (2.48)

Burada L alt {liggen matris olarak tanimlidir. QOx =bolarak tanimli sistem
denklemlerini, Ly =b yigin ve L'x =b x i¢in ¢dzerek, ¢dziilebilir. Newton yoniide
su sekilde tanimli oldugundan:

(V2 f(x")d* ==Vf(x") (2.49)
(V?f(x*)) matrisine Cholesky carpanlarma ayrma metodu kullanilarak (2.49)
denkleminde ¢* hesaplanabilir. Bu islem boyunca (V*f(x*)) ‘un pozitif taniml

olmama veya tekil olma durumlari ile karsilasilabilir. Bunu engellemek i¢in Hessian
matrisin diyagoneldeki elemanlarma miidahalede bulunulur. Bu islem carpanlara

ayirma yapilirken sirayla gergeklestirilir, ve su sekilde tanimlidir:

LI =V () + Ax* (2.50)

. h, h
Ornek olarak, V? f(x") :{ ! ]2} olarak tanimlansin, ve Cholesky c¢arpanlarina

hZI 22

ayirma metodunda, istenilen L matrisi ise su sekilde tanimli olsun:

(5l 5
LLT = (2.51)
y BNO B

a,y ve B oyle secilir ki, eger V* f(x*) pozitif taniml ise, su kosulu saglamalidir.

L' =V2 f(x*), eger pozitif tanmli degilse %, ve h,, ‘yi degistirilir. (2.50) ve

(2.51) denklemlerinden yola ¢ikarak a,y ve B bulunur.

\/Z Egerh,, >0
Jh, +06, Tersi

Burada o, dyle secilmelidir ki, /4, +6, >0 saglanmalidir. @ , bulunduktan sonra y

(2.52)

ve f su sekilde bulunur:

h
ya=h,=y= f (2.53)

hy, —y° 5 2
B = 27 Egerh,, >y (2.54)

N2 —y?+6, Tersi

Bulunan ‘L' carpanlar ile, Newton yonii d* su sekilde bulunur:

LI db = —vih) (2.55)
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Bir sonraki iterasyon;

x=xF +abdt (2.56)

Burada «* adim biiyiikliigii bahsi gegen Armijo veya diger yontemlerle elde edilir.

2.1.7.2 Giivenilir alan metodu

Newton saf adimi, x* etrafinda f fonksiyonunun Taylor serisine ikinci mertebeden

acilarak, d degerinini minimize ederek elde edilecegi, dnceki kisimlarda gosterildi;
fd)=f(xH+ V() d + %dTVZ f(x"d (2.57)

Biliiyor ki f(d), d degerinin sifira yakin degerler bdlgesinde, f(x* +d) 'nin iyi bir
yaklagim degeridir, fakat kisitsiz minimizasyonda, bu alan disina ¢ikilmak zorunda

kalmabilir. Bunu 6nlemek i¢in , smirlt Newton adimi (ing. restricted Newton step)
d* , f*(d) fonksiyonunu uygun olan sifira yakin alan etrafinda minimize
edilmesine, giivenilir alan metodu (ing. Trust Region) denir.

d" e arg,, . min (d) (2.58)
Burada y* skalar bir degerdir. Denklem (2.57) ve (2.58) ‘dan gdzlemlenecegi gibi,
(V? f(x*)) pozitif taniml1 olmasa dahi, genel anlamda Newton yonii , azalan yon
olmasa dahi, smirli Newton adim1 d*, amag fonksiyonunu arttir bicimdedir. f*(d*)

. f(x*)"dan daha kiicik oldugu ve f(x*+d*) mmn |d"| kiigik degerler olmas:

durumunda, f*(d*) ‘nin ikinci mertebe degerine yakin oldugu gériiliir. Hd "H <yt
durumunda;

SGE+d)= A @) +o((r)?) (2.59)
SGH+d" )= fd+ol(r")?)

f@+dY) = f(x)+ mig{vf(x")Td+%dTV2f(xk)d}+0((7")2)

<y

(2.60)

Olarak segilir. Burada y* skalar degerinin se¢imi &nemli yer tutmaktadir. Baslangic

1Yy < £(x*) esitsizligi saglanasiya

deger olarak bir say1 secilip, ardisik olaran f(x
kadar azaltilmaya devam edilir. Baslangic degerinin se¢imi ise, ¢ok biiylik segilirse,
f amag fonksiyonunun minimize edildigi ilk degere gelesiye kadar ¢ok fazla y*

azaltim meydana gelebilir. Eger ¢ok kiiciik se¢ilirse, islem ¢ok yavas siirebilir.
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2.1.8 Eslenik yon metodu

Eslenik yon (ing conjugate direction) metodlari, zigzag azalma metodunun yavas
¢cOziimiinii hizlandirmak, ve Newton metodunda ¢ikan zorluklarin iistesinden gelme

amaclidir. Ilk olarak kuadratik problemlerin ¢dziimii i¢in bulunmuslardir.

. I T
mimimum  f(x) = 2X Ox+b'x (2.61)

s.t xeR"

Q pozitif tanimli matris olup, bu metod genel olarak Ax=b lineer sistemlerin

¢Oziimiinde de kullanilir.

Eslenik yon metodlari, bu tiir problemleri maksimum n iterasyon sonunda ¢6zebilir,
ayrica bu metod, kuadratik olmayan optimizasyon problemlerinde de kullanilabilir.

Bunun hakkinda detayli bilgi [2.s139] elde edilebilir. Bu kisimda anlatilmayacaktir.

k

nx n boyutunda verilen pozitif tanimli Q matrisin, sifirdan farkli d',...,d* vektorleri

Q-Conjugate’i olsun. Bu durumda asagida verilen tanima uymak zorundadirlar:
d'Q0d’ =0 therivejicin i#j (2.62)
Eger d',....d k. Q-Conjugate ise, lineerli bagimsizdirlar;

d“=a'd" +..+a""'d"" (2.63)
(2.63) denklemini d "TQ ile carparsak, Q-conjugacy elde edilmis olur.

d"'0d* =a'd" 0d" +...+a*'d*"" 0d*" =0 (2.64)

(2.64) denklemini Q pozitif tanimlhi ve d* #0 oldugu i¢in miimkiin degildir, ve

d',...,d" lineerli bagmsizdir.

n adet d°,...,d"" ile tanimli Q-Conjugate yoniine ait, kuadratik tanimli f amag

fonksiyonunun kisitsiz minimizasyon problemleri i¢in eslenik yon metodu su sekilde

tanimlidir:
f(x)= %xTQx +b'x (2.65)
M =x+a*d" k=01,.,n-1 (2.66)
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Burada x° rastgele bir vektor, ve adim biiyiikliigii «* 2. kisimda anlatilan dogru

minimizasyonu kurali ile bulunur;

S +a'd")=min f(x* +ad") (2.67)

(2.67) denklemini a ya gore tiirevini alip sifira esitlersek;

of (x* +a*d")

- =d" VI +a*d*) =0 (2.68)
a

d* (O(x* +a*d*)+b)=0 (2.69)
(2.69) denkleminden adim biiyiikliigiinii ayirirsak:

o d o-0xh)

7 (2.70)
dk Qdk

Eslenik yon metodunun prensibi, ardisik olarak, f fonksiyonunun global minimum
olan degerinide iceren, gittikge genisleyen lineer manifold alani i¢inde iteratif olarak

minimize etme islemidir. Her k icin x° baslangi¢ degerinden gecerek ve conjuate

-1 +1

yonler olan d°,...,d"" iizerinden yonelerek, x**' minimize etme islemidir.

2.1.8.1 Eslenik gradient metodu

Eslenik gradient metodu, Gram-Scmidt prosediiriin gradient vektorlere uygulanmasi

ile elde edilir.

g =Vi(x")=0x"+b Q2.71)
Eslenik gradient metodu su sekilde tanimlanir:

T =x" +a*d" 2.72)

a* adim bilyiikliigii, ¢izgi minimizasyon kurali ile, d* yon vektoriide, k kadar

Gram-Schmidt prosedoriiniin — g* vektdriine uygulanmast ile bulunur.
k-1 gk r od i
d'=-gt+>y e>=—d’ (2.73)

Burada d° =-g° olarak tanimlidir, eger g* =0 ise, metod optimal sonug bulur ve

durur.
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(2.73) denklemi ile verilen yon denklemi daha da sadelestirilebilir. Eger (2.73)
denklemi genisletilirse, bazi katsayilarin toplammnmn sifir olacagr goézlemlenir

[1,s136]. Sadelestirme islemi yapildig1 takdirde, eslenik gradient metodu su sekilde

tanimlidir:
dO :_gO
dk :_gk +ﬁkdk—]
KTk
ﬁk _ iﬂg/{_] (2.74)
g &

n adim sonunda metod optimal sonuca ulastiginda durur.

2.1.8.2 Onkosullu eslenik gradient metodu

Onkosullu eslenik gradient metodu (ing. Preconditioned conjugate gradient method)
farkli koordinat sisteminde uygulanan eslenik gradient metodudur. Varsayalim ki,

degiskenleri farkli degiskenler ile tanimli olsun; x =Sy, burada S tersi alinabilen

nxn boyutunda matristir. Degisken degisimi yapilmis sisteme eslenik gradient
metodu asagidaki sekilde uygulanir:

1
. h — S = — TST S + bTS
mimimum h(y) = f(Sy) 4 OSy Y (2.75)

s.t y e R”

k+

e = pk g afd” (2.76)

a* adim biiyiikligii, ¢izgi minimizasyon kurali kullanilarak bulunur. d* yon

vektoriide, eslenik gradient metodu kullanilarak bulunur.

d’ =-Vh(y")

T — Vhytye T k=0,,..,n—1 (2.77)
kN\T k

B = Vh(y™) Vh(y") (2.78)

VA VAT
x* =8y*, Vh(y")=Sg" ve H =87 olarak yazilirsa;
T =x" +a*d" (2.79)

d’=-Hg" ,d" =-Hg" + p*d*" , k=0,,..,n-1 (2.80)
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ngHgk

k _
ﬁ _gk—]THgk—]

(2.81)

Bu sekilde tanimlanmis metoda, H matrisi ile 6lgeklendirilmis dnkosullu eslenik
gradient metodu denir. Eslenik gradient metodunda oldugu gibi, n adim sonunda f

ama¢ fonksiyonunu minimize ederek durur.

2.1.9 Quasi-Newton metodu

Quasi-Newton metodu gradient metodu olup, asagidaki gibi tanimhidir:

M =x* +a*d" (2.82)
d* =-D'Vf(x") (2.83)
D" pozitif tanimli, d* yon vektoriiniin Newton yon vektoriine yakinsamasi igin, bir

iterariften digerine gecerken degistirilebilir matristir. Bu tiir metodlar, Hessian

matrisin hesaplama gii¢liigiinden, hesaplama islemini gérmezden gelmesi nedeni ile,

yayginca kullanilmaktadir. Bu metodun en 6nemli engeli ise, hafizasinda D*

matrisini tutmasi gerekmektedir.

Quasi-Newton metodunun ana fikri, ardigik iki iterasyonun gradientleri ile beraber,

amag¢ fonksiyon degerlerinin hakkinda yaklasik degerler vermektedir:

q" =V f(x")p* (2.84)
ph = xk (2.85)
q" =V -vixh) (2.86)

Verilen lineer bagimsiz iterasyon artimlarmm p°,...p"", bunlara ait gradient

artimlarmm ¢°,...,¢"" kullanarak yaklasik olarak Hessian matrisi hesaplanabilir:

VZf(xn) ~ [qO’“.’qn—]][pO’“.’pn—]]—] (2.87)

Hessian matrisin tersi ise:

Vi =p " g g (2.88)

Amag fonksiyonu kuadratik olarak verilirse, bu baglant1 kesin olmaktadir. Bir ¢ok
Quasi-Newton metodunda, D" matrisi iizerinde bilgileri saklayarak, Hessian

matrisin tersini bulunmasma yonelik degisik metodlar1 bulunmaktadir.
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En genel halde D' matrisi, D* matrisinden elde edilmektedir:

k kT k _k _k k
Dk+] :Dk+pkf - _D quqklk) +§k ko ko kT (2.89)
P q q" D'q

Burada v* ve 7% asagidaki gibi tamimlanr:

k k _k
v =D + pT _b :]
ptqt T (2.90)

- qkTDqu

Skalar say1 olan ¢* | her k icin asagidaki esitsizligi saglamalidir:

0<¢* <1 (2.91)
D’ pozitif taniml1 rastgele matristir. Skalar deger olan ¢* degerine gére metod
degismektedir. Eger her k icin ¢* =0 segilirse, Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

metodu, her k igin ¢* =1 ise, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) metodu

olmaktadir.

Bu algoritmanin en onemli 6zelligi ise, kuadratik olarak tanimli ama¢ fonksiyonuna

uygulandiginda, n iterasyon sonucunda Hessian matrisin tersi bulunmaktadir.
Dgi = pi (2.92)
Vifx")y'=D"=[p°,...p" " q°....q" "] (2.93)

Tanm: {x"}, {d"} ve {D"} Quasi-Newton algoritmasi ile elde edilmis dizinler

olsun. (2.82)-(2.83), (2.89)-(2.91) denklemleri, asagida verilmis olan kuadratik

olarak tanimli amag¢ fonksiyonunun minimize edilmesinde kullanilsin:

f(x)= %xTQx +b'x (2.94)
Adim boyutu «” ise, ¢izgi minimize kurali ile bulunsun;

S +a"d")=min f(x* +ad") (2.95)

x’,..x"" vektorlerinden hig biri optimal olmadig1 varsayilsin; o zaman;

e d°,..d"" vektorleri Q-conjugate
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e Sonug olarak D" = Q"

Kanit: Her k i¢in
d"'0d’ =0 0<i<j<k (2.96)
D*'op' = p’ 0<i<k (2.97)

(2.96) ile (2.97) denklemleri yukaridaki iki kosulu kanitlamaktadir. i <»n oldugu
durumda, x’ vektédrlerinden hig¢ biri optimal degildir ve d' azalma yoniinii verir.
Ayrica p' #0 ve p'=d'd" , d°,.d"" Q-conjugate’tir ve buda p°,..p"" lineer

bagimsiz oldugunu gosterir, sonug olarak D" Q = [ esitligi ¢ikar.

Kanitlanmasi1 gereken ayr1 esitlik ise;

D*'op* = p* Vk (2.98)
Op* =¢q" denklemi ve (2.98) denklemini yeniden diizenlenirse:

Dk+]ka :Dk+] +qk

T T
o ppt gt Dq'q" D¢t
KTk N +§ rvvy q
P q q° D'q (2.99)

=D"*q¢" + p* —D*¢* +§krkvkvk q*

=p* +§krkvkvk q"
1<k i¢in (2.96) ve (2.97) denkleminden,
VI =V +0(p™,...p") (2.100)
p' vektorii diger her vektore diktir, ayrica Op°,..Op"* vektérlerinede diktir ¢iinkii
p°,..p" Q-Conjugatedir (p’' =a'd’) ve Vf(x"™") ‘ye de diktir. Bu sebeple (2.100)

denklemi su duruma gelir:

PV =0 0<i<k (2.101)
(2.98) denkleminden,
P OD*'VI(x*) =0 0<i<k (2.102)

p'=ad'd ve d"' =-D*'Vf(x"") yola ¢ikarak;
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d"0d’ =0 0<i<j<k (2.103)

Quasi-Newton metodunun avantajlarindan birisi, dogru arama metodu dogru
oldugunda, algoritma eslenik yon bulmakla beraber, Hessian matrisin tersinin
yaklagik degerini elde etmektedir. Buda hesaplama zamani bakimdan kolaylik

saglamaktadir.

Diger bir avantaji ise, her iterasonda n adimi biiyiik oldugunda hesapalama igin
gereken durum bakimimdan da iyilik gostermektedir. Eslenik gradient metodu k.
iterasyonda, amac¢ fonksiyonunun hesabi ve gradientinin bilinmesi gerekmektedir,
fakat Hessian matrisin tekil olmasi durumunda ikinci mertebeden biiylik terimler

thmal edilmeme durumu olursa, Q-N metodu burada daha hizli olarak ¢alismaktadir.

2.1.10 Ayrik-zamanh optimal kontrol problemi

Bu boliimde, ayrik zamanda optimal kontrol probleminin ¢6ziim metodlar:

anlatilacaktir. Asagida tanimli  fonksiyonu minize eden, x:{xl,...,xN}

u={u,,...,u, ,} bulunmasi problemini ele alalim.

J(x,u)zg,\,(x,\,)+§gi(xi,ui) (2.104)
s.t.

x(@+1) = f(x(0),u(@)) i=0,.,N-1 (2.105)
x,eX,cR, i=0,...,N (2.106)
u,elU,cR, i=0,.,N-1 (2.107)

Burada u, kontrol vektorii, u = {u,...,u,_,} kontrol yériingesi, x, durum vektori,
x:{xl,...,x,\,}, durum yoriingesi olarak tanimlanir. x(i +1) = f(x(7),u(i)) sistem
modelini tamimlar. (x,,u,) € Q, <R xRN, 1se en genel halde bulunan kisitlamalari

ifade etmektedir. Bu kisimda, kisitlamasiz hal i¢in yukarida anlatilan algoritmalarin

nasil kullanildig1 incelenecek, kisitlamali hal ise bir sonraki kisimda anlatilacaktir.
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2.1.10.1 i1k mertebe gerekli optimal kosulu

2.1.2 kisimda bir optimizasyon problemi i¢in gerekli kosullar incelenmisti. Optimal
kontrol problemine ait ise, asagidaki gibi tanimhidir:

VJ(u*)=0 (2.108)
w*={u,*,..u, ¥ (2.109)

u* degerinin J amag¢ fonksiyonun lokal minimumu olmalidir. Hamiltonian

fonksiyonu cinsinden yazilirsa:

H.(x,u,,p,,)=gx,u)+plif(x,u,) (2.110)
Tanm. u* = {uo*,...,uN_] *} lokal minimum kontrol dizini, x* = {xo*,...,xN_] *} buna
ait durum degerleri olsun. (2.110) denkleminden;

Vu H, (x*u*p, ,*)=0 i=0,.,N-1 (2.111)
p;*=VH (x,*u* p,* i=0,.,N-1 (2.112)
Terminal kistt ile;

Py =Vgy(xy™®) (2.113)

2.1.10.2 Optimal kontrol i¢cin gradient metodu

Kisitsiz optimal kontrol problemleri i¢in uygulanan gradient metodlar1 prensipte tek

diizedir. Ornek olarak Zigzag azalma metodu su formu alir;

ul™ =u' —a'"VH,(x} ,uf,pl,) i=0,.,N-1 (2.114)

1

Hamiltonian fonksiyonu su sekilde tanimlidir:

H,(x;,u;,p;,) =g (x;,u,)+ pri’f‘fi(xi’ui) (2.115)
ut = {ué‘,...,u’,ﬁ,_,} k. kontrol dizini, x* = {xé‘,...,x’,ﬁ,} o giris degerlerine karsilik gelen

durum degerleri p* = {pé‘ - p’,ﬁ,} k. costate degerlerini vermektedir.

Verilen u* icin, x* sistem denkleminden ileri degerleri ile, p* ise adjoint
denklemlerinden geriye dogru gelinerek hesaplanir. (2.114) deki Zigzag azalma
metodunda, adim boyutu ise belirlenen metodlar arasindan segilir. Ornek verilirse

Armijo kurahdir.
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Her ne kadar zigzag metodu c¢ok basit olsa dahi, optimal kontrol probleminde ¢6ziim
hiz1 ¢ok yavastir. Buna sebep olabilecek nedenlerinden biriside sistemin unstabil
olma olasiligidir. Bu sebepten dolayr kontrol giris degerlerini 6lgeklendirmek veya,

conjugate gradient veya Newton metodu kullanilmalidir.

2.1.10.3 Optimal kontrol icin eslenik gradient metodu

Kisitsiz optimal kontrol problemleri i¢in uygulanan eslenik gradient metoduda direk
uygulamalidir. Yon bulma islemi, o anki gradient ve Onceki yOniin lineer
kombinasyonudur. Bu metodun performansi, diyagonel olarak Hessian matrisinin

yakin degerinin oncelikli kosul matrisi olarak kullanilmasidir.

2.1.10.4 Optimal kontrol icin Newton metodu

Newton saf formundaki bir sonraki iterasyon, f ama¢ fonksiyonunun x* noktasinda

etrafinda ikinci derecen Taylor serisine acilmis degerinin minimize edilmesi ile elde

edilir:
FED+ VI -x)+ %(x —x)'V2 () - x) (2.116)
X=X (V) TV (2.117)

(2.116) ve (2.117) denklemini optimal kontrol problemine doniistiiriildiiglinde,

verilen amag fonksiyonu J kuadratik formda ise,
Ju) = J(x5)+ VI —u®) +%(u —u 'V I —-u®) (2.118)

u = x*" —(VEI(x*) ' VI(x") (2.119)

(2.119) ile bir sonraki u optimal kontrol degeri hesaplanir.

2.1.10.5 Optimal kontrol problemi , tek link manipulator

Glinlimiizde bir ¢ok alanda kullanilan manipulatorler, kontrol edilmeleri
gerekmektedir. Onceki kisimlarda anlatilan nonlineer optimizasyon algoritmalarinin
tek link manipulatér lizerinde optimal kontrol kanunun bulunmasi bu konuda

islenecektir.
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Sekil 2.4 Tek link manipulator
Sisteme ait dinamik denklemi yazarsak;
v

N
ml ml

b = —%sin(@) - u (2.120)

2

Burada 6 agisal konumu, m linkin sonunda bulunan kiitleyi, / linkin uzunlugunu, v

baglant1 noktasindaki siirtiinme katsaymi, u ise sistemin girisi olan torku belirtir.

Durum denklemleri olarak yazarsak x, =6, x, =0 olarak secilir, ve parametre
degerleri m =2kg, [ =1m, v=6kgm’/s almirsa;

X, =X,

i . (2.121)
x, =—-9.81sin(x,) —3x, + 0.5u

Euler formiilasyonunu kullanarak (2.121) denkleminde tanimli sistem modelini,

ayrik zamanh hali asagida verilmistir:

x,(k+1) =x,(k)+ hx, (k)

, (2.122)
X, (k +1) = x, (k) + h[~9.81sin(x, (k)) — 3x, (k) + 0.5u(k)]

Burada k adim sayisini, h 6rnekleme zamanini gostermektedir.
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Tek link manipulatorii, baslangi¢ta duragan halden, belli bir referans degerine

getirmek istendigini varsayalim, bunun i¢in amag fonksiyonu su sekildedir:

J(x’u):gN(xN)-i_Egi(xi’ui) (2.123)
S.t.
X(i+1) = f(x(@),u(d)) i=0,.,N—1 (2.124)

Burada N adim miktarini, g, (x,) fonksiyonu, terminal penaltiy: ifade etmektedir.
Baslangi¢ degeri x, =[0,0]'olan ve N adim sonunda istenen referans degeri
xy =[0.4,0]' olsun. (2.121) ile taniml1 sistem denkleminde x, =0.4,x, =0 calisma

noktasma ait sisteme ait giris degeri u=7.6404 olarak bulunur ve h=0.05 ve N=40

secilip, (2.123) deki amag fonksiyonu tekrar diizenlenirse:

J =50(x,(40)—0.4) + %i (x, (k)= 0.4)* + x,” + (u(k) — 7.6404)* (2.125)

i=0
S.t.

x,(k+1) = x, (k) +0.05x, (k)

, (2.126)
X, (k +1) = x, (k) +0.05[-9.81sin(x, (k)) — 3x, (k) + 0.5u(k)]

Olarak secilir. Sisteme ait blok diyagrami Sekil 2.5’te verilmistir. Benzetim sonuglar1
MATLAB ve SIMULINK programlar1 kullanilarak yapilmustir. Sistemin fiziksel
olarak siirekli (ing. continious) sistem oldugundan, benzetimlerde sistemi ayrik-

zamana doniistiirmek i¢in ZOH (zero-order holder) kullanilmistir.

¥

EEZE T S R B e

Cptimal U Zero-Ovder 5 Heold Out1

Hold2 model Zero-Order
Heold1

¥

@—b t Scope

Clodk

To Workspace

Sekil 2.5 TLM blok diyagram
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Sekil 2.6 Sistemin Durumlar1

Geaciart

Sekil 2.8 Optimal Giris Dizini u*
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Cizelge 2.1 Algoritmalarin karsilagtiriimasi

Algoritma Quasi-Newton Zigzag
BFGS DFP Metodu
iterasyon 3 3 5
Sayisi
f(x) 3.0517 3.0517 3.0517

Fun-Count 164 164 246

ilk Mertebe 7.4277e-005 7.4277e-005 3.9275e-006
Opt.

Amag fonksiyonunu U=-Kx, geri besleme kontrol kanununu uygulandigi zaman,

minimize edecek minimum K problemine ddéniismektedir.

sonuclar1 ve blok diyagrami verigmistir.

Asagida benzetim

0.4 p ]
Constant Scope2
M T
L
+
1
- J_LI_ L sim Zero-Order -
B J_LL H Hold S
- Zero-Order
Hold2 model Zero-Order
Held1
Gain
K1 |4 - l:l
Scope
Gainl
KZI:
o . . .
Sekil 2.9 Geri beslemeli kapali ¢evrim
045 T
04 #_,———
0% /_*"7, ] B
03 ’7.—' -
o 055~ ] -
Z{ (S s 1
= H
015 _‘,—’ - i
. N, -
[ ki/—ﬁ—’ —
L | |
0 02 04 08 1 12 14 16 18
04 T
[k e T : -
T L
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0% Sy . -
gzl s ) e ol
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| E— . . - A
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Sekil 2.10 Sistemin durumlari

Sekil 2.11 Optimal giris dizini u* ve K=[-10.9295,-11.0614]

Benzetim sonuglarindan da goriilecegi tizere, kuadratik bigimde verilen bir amag
fonksiyonunun Q matrisi pozitif tanimli oldugu siirece, Q-N metodu, Zigzag metodu
da ayn1 sonuglar1 hemen hemen vermektedir. Kontrol dizini ve o kontrol dizinine ait
durum degerleri BFGS ve DFP Hessian matris gilincellemesinde ayni sonuclari
vermektedir. Konularda da anlatildigi iizere, Zigzag metodunun en oOnemli
dezavantaji yavas olmasidir. Cizelge 2.1°deki iterasyon saysindanda goriilecegi

iizere, Q-N metodu Zigzag metoduna gore daha hizli ¢6zmektedir.

2.2 Kisith Optimizasyon

Bu kisimda esitlik veya esitsizlik kisitlarma sahip nonlineer optimizasyon
problemleri incelenecektir. Genel anlamda, kisitli optimizasyon problemlerinde
kullanilan algoritmalar, problemi kisitsiz hale getirme veya kisitlar1 basit ele
almaktan geger. Minimize edilmek istenen amag¢ fonksiyonu kuadratik olmasi
durumunda, kisitlarin lineer ise, bu probleme kuadratik programlama problemi
denmektedir. Bu kisimda QP ile sequential QP  ve bunlara ait versiyonlar

anlatilacaktir.

2.2.1. Esitlik kisiti

Optimizasyon problemlerinde esitlik kisit1 (ing. equality constraint) su sekilde

tanimlanmaktadir:
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mimimum f(x) (2.127)
s.t.

c(x,))=0 i=0,.,/ (2.128)

2.2.1.1 Optimal kosulu

Tanim. Eger xx (2.128) ile tamimli kisitlamalari sagliyorsa, bu nokta uygun
(feasible) denir.

Eger x*, (2.127) ve (2.128) denklemlerinin bir ¢oziimii ise, uygun nokta olmak
zorundadir. x* ‘nin optimal olma kosulu, amag fonksiyonu ile kisitlarin bir dengesi
olarak soylenebilir. x* ‘ya yakm bir nokta, kisitlar1 ¢ignememeli ve f amag
fonksiyonunu degerini arttrmamalidir. F amag¢ fonksiyonu ve kisitlarin tiirevi
almabilir ise, Karush-Kuhn-Tucker (KKT) kosulu olarak adlandirilan optimal ilk-
mertebe kosulu su sekilde tanimlidir:

Tanim. Eger x* (2.127) ve (2.128) ya ait lokal ¢6ziimii ise, x* noktasi uygun bir

nokta olmalidir ki;
c(x,*)=0 i=0,..,/ (2.129)
Oyle bir skalar sayilar A,*,...,4, * mevcut olmalidir ki;

VF(x*) - zl‘/wcl. (x*)=0 i=0,..,/ (2.130)

Bu A, *,...,4, * skalar sayilarina Langrange Carpanlar1 (ing. Langrange Multipliers)

denmektedir. Ve(x,),...,Ve(x,) vektort, kisitlarin normali olarak adlandirilir.

Tamim. /xm boyutunda ve Ve(x,)",..,Ve(x,)" satirina sahip matris, kisitlarin

Jacobiani olarak tanimlanir. Eger N, (2.128) daki kisitlarin Jacobiani ise, (2.130)
denklemi su sekilde yazilabilir:

VFA(x*)-=N"A*=0 (2.131)

(2.130) ve (2.131) daki kosullar, Vf(x*) ‘in kisitlamalarin normali olan N ile lineer
bagimli oldugunu gostermektedir. Bu da, eger kisitli minimum noktas1 bulunmus ise,
f fonksiyonunu gradientinin ve kisitlar dyle birbirine baghdir ki, o noktadan itibaren
ama¢ fonksiyonunu azaltmak i¢in, kisitlar1 ¢ignenmek zorundadir. (2.131) denklemi
bir fonksiyonun gradienti olarak da tanimlanabilir:
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L(x,1%) = f(x)—iﬂ,ici (x) i=0,.,] (2.132)

L(x,2%) = f(x)=A"¢c,(x)  i=0,..] (2.133)
L(x,A*) Langrangian fonksiyonu olarak adlandirilir.

2.2.1.2 Uygun yon ve ikinci mertebe kosulu

Tanim. z, n boyutunda, x* noktasinda uygun yon olan n boyutunda bir vektor

olsun, ve. N (2.129) ile tanimli kisitlarin normali olsun.Eger Nz=0 ise,

normallestirilmis yoniin faredelim ki z, z|| =1 olsun ve Taylor serisine agilirsa;

c(x*+ez) = c(x*) + Nz + O(|lez| ) (2.134)

c(x*) =0 bilindigi tizere, (2.134) denklemi c(x* +&z) = O(||ez||2) duruma gelir. x*

noktasindan z yoniinde ilerleme durumunda, kisitlar ile ilk-mertebeden kosullar
saglanmis olacaktir. Eger biitiin kisitlar lineer ise, x *+&z biitiin & degerleri icin

uygun noktadir.

(2.130) kosulu , herhangi bir uygun yon olan z durumunda;
Z'Vf(x*) =0 (2.135)

(2.131) ve (2.135) kosullar1 ilk-mertebeden kosullardir. Eger x* noktasmnin f amag

fonksiyonunun minimum olma durumu i¢in, ikinci-mertebe kosul gereklidir.

Tanim. Biitiin kisitlar lineer ise, ikinci-mertebe kosul, x* minimum oldugunu

garanti eder.
Z'Vf(x*)z >0 (2.136)

Kisitlarmm  nonlineer oldugu durumlarda, (2.136) kosulunda, Langrangian

fonksiyonunun Hessian matrisi gelmektedir.
z'VL(x*,A*)z > 0 (2.137)
2.2.1.3 Kuadratik programlama

Kuadratik programlama, (2.127) ile tanimli amac¢ fonksiyonunun kuadratik olarak

verilmesi ve kisitlarin lineer olmast durumunda 6zel halidir. Esitlik kisitina sahip
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kuadratik programlama (ing. equality constrained quadratic, EQP) problemi asagida

tanimlanmistir:

mimimum [ (x) = %erx +h'x+c (2.138)
S.t.

Ax—-b=0 (2.139)

Bu probleme ait ilk-mertebe optimal olma kosulu su sekide tanimlidir:
Ax*-b=0 (2.140)
Gx*+h—A"2¥=0 (2.141)

Tekrar diizenlersek, (2.140) ve (2.141) n+l boyutunda lineer sistem olarak

¢cOzlimlenir:

—A" | x* -h
G e (2.142)
-4 0 |A* b
(2.142) ile tanimli lineer sistemin ¢6zme metodlarin biriside Gauss Eleme

Metodudur.[2.5169]

Eger G pozitif tanimh ise, (2.142) ‘in ¢oziimii bize uygun noktay1 verecektir, fakat
degil ise, x* ‘nin maksimum veya saddle noktasi olmadigmi kontrol etmek i¢in

ikinci-mertebe kosulunu da dikkate almamiz gerekmektedir.

z2'Gz>0 her z i¢in st. Az=0 (2.143)

2.2.1.4 Indirilmis gradient metodu

Indirilmis gradient metodu (ing. Reduced gradient method) lineer kisitlar1 kullanarak,

baz1 degiskenleri egale etme metodudur. Lineer kisitlamalar su sekilde tanimlidir:

Ax+b=0 (2.144)

A

A matrisini iki kisimdan oldugu varsayalim. (4 =[4,A4]), A n-l siitina, A4 1

siitiinuna sahiptir. x vektorlerinide iki kisima ayirirsak, (2.144) su sekilde yazilir:
AX+ AR =b (2.145)

Eger A tekil degilse, tersi almabilirse;
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F=A"(b- A7) (2.146)

Bu dururmda, 1 kadar degiskeni, n-1 biginden yazmis olduk, bu sayede asagidaki

esitligide yazabiliriz:
x=v+Mx (2.147)

v , n boyutunda siitun vektori, M nx(n-1) boyutunda matris olup, su sekilde

tanimlidirlar:

0 n—L)x I n—t)x(n—
y=| " M =] e (2.148)
A7'b ey

(2.138)’daki amag fonksiyonunda yerine yazarsak:

f(x)z%(?cTMT + G+ ME)+h" (v+ MX) +¢ (2.149)
Yeniden diizenlenirse:

f(x) = %)?T(MTGM))? +(V'GM +h"M)X +v Gv+h'v+c (2.150)

(2.138) denkleminin ¢dziimii, (2.150) ile tanimli (n-I) kadar X cinsinden f amag

fonksiyonunun kisitsiz hali ¢6ziim problemine doniismiistiir.

2.2.1.5 Menzil ve bos-uzay

Indirilmis gradient metodu, A matrisini tersi alinabilir kisimlara ayirmak yerine daha
genel bicimde ele alinabilir. A matrisini kisitlara normal ve tegetsel olarak iki alt

boliime ayrilacaktir.

Etlier n-degiskenli optimizasyon problemi 1 kadar lineer kisit iceriyorsa, Ax+b=0,
dogru yon (ing. feasible direction) Az=0 ‘1 saglayan (n-1) boyutundaki z vektoriiniin

herhangi bir alt kiimesinde olabilir.

Tanim. Az=0 kosulunu saglayan (n-1) boyutundaki z vektoriiniin alt kiimesi, A’nin

bos-uzay (ing. null-space) olarak adlandirilir.

Z matrisi A’nin null-space’ini siitlinunda igeren nx(n-1) matrisi olsun, buda Zw
herhangi bir n-1 vekt