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Simetrik operatorlerin genisleme teorisi operatorler teorisinin temel arasgtirma
alanlarindan birisidir. Bu teoriyi olusturacak bazi tamim ve teoremler ikinci
boliimde verilmistir. Uciincii boliimde verilen bir simetrik operatoriin kendine

es genislemesi olugturulmustur.

Doérdiincii boliimde lineer baginti, sinir degerler uzay: kavramlar: tanimlanmigtir.
Bu kavramlar yardimiyla simetrik diferansiyel operatorlerin maksimal disipatif,

akretif ve kendine eg geniglemeleri sinir kogullar1 cinsinden verilmistir.

Beginci boliimde dordiincii mertebeden simetrik diferansiyel operatorler i¢in sinir
deger uzay1 olusturulmustur. Dordiincii mertebeden simetrik diferansiyel oper-
atorlerin disipatif, akretif, kendine es genislemeleri sinir kogullar1 cinsinden ver-

ilmigtir.
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SIMGELER DiZiNi

Hilbert Uzay1

A operatoriiniin tanim kiimesi

A operatoriiniin deger kiimesi

A nin es (adjoint) operatorii
Minimal simetrik operator

Maksimal operator

Lo operatoriiniin defekt sayisi

A operatoriin geniglemesi

(A — M) operatoriiniin deger kiimesi
(A — M ) operatoriiniin deger kiimesi
A operatoriiniin defekt uzayi
Izdiistim operatorii

Lineer bagint1

Simir deger uzayi



1. GIRIS

Operatorler teorisinde kendine es operatorlerle ilgili ¢cok onemli dzellikler vardir.
Matematiksel fizigin birgok alaninda kargimiza ¢ikan denklemlerden elde edilen
operatorler kendine es degildir. Dolayisiyle kendine es operatorlerle ilgili 6zellik-
ler uygulanamamaktadir. Bu o6zellikleri kullanabilmek ic¢in simetrik operatorlerin
kendine eg, disipatif, akretif genislemelerini yapma ihtiyaci hissedilmistir. 1910
yilinda H. Weyl’in Sturm - Liouville problemi {izerine olan iinlii aragtirmasinda
temelleri atilsa da simetrik operatorlerin genisleme teorisi ile ilgili ilk sonugclar
J. von Neumann (1929), tarafindan elde edilmisgtir. J. von Neumann hangi
kosullarda simetrik operatorler kendine eg geniglemeye sahiptir ve bu geniglemenin
nasil olacagini gostermigtir. Rellich (1951), Krein (1947; 1952), Vishik (1952),
Birman (1956), Phillips (1959), simetrik operatorlerin kendine eg genislemeleri

iizerinde ¢aligan matematikcilerden bazilaridir.

Sonralari, lineer bagintilar simetrik operatorlerin genislemesinde kullanilmaya
baglandi. Bu tipteki ilk sonuclar Rofe-Beketov tarafindan elde edildi (Rofe-
Beketov, 1969). Lineer bagintilar kullanarak simetrik diferansiyel operatoérlerin
kendine es geniglemeleri sinir kogullar1 cinsinden ifade eden matematikgiler : Gor-

bachuk and Gorbachuk (1972), Bairamogly (1976), Kholkin (1980) dir.

Disipatif lineer bagintilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel op-
eratorlerin disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei and Ry-
bak (1972) tarafindan verildi. Daha sonralar1 birbirinden bagimsiz olarak Bruk
(1976), Kochubei (1975) tarafindan smir deger uzay: kavrami yardimiyla simetrik
operatorlerin disipatif, akretif, kendine eg ve diger genislemeleri yapildi. Simetrik
operatorlerin genisglemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi icin bakimiz: Gorbachuk,

Gorbachuk and Kochubei, 1989.

2n. mertebeden simetrik diferansiyel operatorlerin kendine eg genislemeleri; in-
dis defektin (n,n) oldugu durumda Naimark (1968) tarafindan, indis defektin
(2n,2n) oldugu durumda Fulton (1977), Kholkin (1980) tarafindan, indis defek-
tin (n 4+ k,n + k) oldugu durumda Guseinov and Pashaev (1983) tarafindan elde

edilmigtir.



2.mertebeden simetrik diferansiyel operatorler i¢in disipatif geniglemeler Allahver-

diev (1991a; 1991b; 1995a; 1995b) tarafindan verilmistir.

Bu calismada y¥ +Q (z) y dérdiincii mertebeden diferansiyel operatorii ele alind.
[k olarak skaler durumda indis defektin (4,4) oldugunda [0, 00) ve (—o0, c0) ar-
aliginda siir deger uzayi olusturuldu ve operatoriin maksimal disipatif, akretif,
kendine es genislemeleri sinir kosullar1 cinsinden ifade edildi. Daha sonra in-
dis defektin (3,3) oldugu durumda [0, co) araliginda maksimal disipatif, akretif,
kendine eg geniglemeleri sinir kogullar1 cinsinden ifade edildi. Son olarakta indis
defektin (4n,4n), (2n + k,2n + k) oldugu matris degerli dordiincii mertebeden
diferansiyel operatorlerin [0, 00) araliginda maksimal disipatif, akretif, kendine eg

geniglemeleri sinir kogullar: cinsinden ifade edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, Hilbert uzayinda simetrik lineer operatorlerin genisleme teorisi ile

ilgili baz1 tanmim ve teoremler verilecektir.

Tanmim 2.1. H, bir kompleks lineer uzay olmak iizere, her x,y € H icin agagidaki
sartlar1 saglayan ve (z,y) ile gosterilen kompleks sayisina x ve y elemanlarinin i¢

carppme ve H lineer uzayma da i¢ ¢carpim uzay: denir:

T + x27y) = (‘/L‘17 y) + (x27y>

Ayrica verilen bu ozellikler goz 6niinde bulundurularak, (z,\y) = A (x,y) ve
(x,y1 +y2) = (z,y1) + (z,y2) Ozellikleri de verilebilir (Akhiezer and Glazman,
1963).

Tanim 2.2. Bir H i¢ ¢arpim uzayinda

2] = v/ (2, z)

bir norm tanimladigindan, bu i¢ carpim uzayi bu norma goére lineer normlu uzay

olacaktir.

Sayilabilir, tam ortonormal sistem igeren bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay: denir

ve genellikle H ile gosterilir (Naimark, 1968).

Tamim 2.3. D, H Hilbert uzayimnin herhangi bir lineer alt uzayi (D C H) olsun.

A:DCH —H

doniisiimii ve her «, § € C ve her z,y € D icin

A(ax + By) = aAz + Ay



egitligi saglaniyorsa, verilen A doniisiimiine lineer operator, D ye de A opera-
toriiniin tanim bolgesi denir ve D(A) ile gosterilir. Bu tamimlara bagh olarak, A

operatoriiniin deger kiimesi de genellikle R(A) ile gosterilir (Naimark, 1968).

Tanim 2.4. H Hilbert uzayimnin bir alt kiimesinde tanimlanan herhangi bir F
lineer operatoriiniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise F', H de
bir lineer fonksiyoneldir denir. Tiim H uzayinda tamimlanip asagidaki kosullar:

saglayan, F' fonksiyoneline lineer sinirly fonksiyonel denir (Naimark, 1968).

l.z,y € Hve A\, u € R igin

F(Az + py) = AF(x) + pF(y)

2. Her z € H ve bir ¢ sabit sayisi igin

|F(z)] < ¢l

Tanim 2.5. H Hilbert uzaymda tanimlanan bir A lineer operatorii olsun. Her
x € H igin

[Az|| < cllz|]
egitsizligi saglanacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa A ya sinirle operatér denir. Bu ¢

sayilarinin en kiigiigiine A sinirh operatoriiniin normu denir ve || A|| ile gosterilir.

A operatoriiniin normu alternatif olarak

Ax
14] = sup 1220 p g

lzlzo [zl jep<a

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.6. H bir Hilbert uzay1 ve A bu uzayda bir lineer operator olmak iizere,

A nin tanmm kiimesi D(A), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her f € D(A) i¢in,

(Af,9) = (f, A%g)

4



esitligini saglayan A* operatoriine A nin eglenik (adjoint) operatéri denir. Bu
esitligi saglayan g € H vektorler kiimesine A* in tanim kiimesi denir ve D(A*)

ile gosterilir. A* operatorii agagidaki esitlikleri saglar (Naimark, 1968):

i)(A
i) (AA)* = NA*

(1) (A7) =

(

(1ii)(A+ B)* = A* + B*
(

(

iv)(AB)* = B*A*
v) ||A*|| = |A||, (A smurh iken)

Tamim 2.7. A* = A ise, A ya kendine eg (self-adjoint) operator adi verilir
(Akhiezer and Glazman, 1963).

Tanim 2.8. Tamim kiimesi D(A) olan bir A lineer operatorii icin, f,g € D(A)

olmak iizere,

(Af,9) = (f, Ag)

esitligi saglanirsa, A operatoriine Hermitian denir (Naimark, 1968).

Tanim 2.9. A : D(A) — H lineer bir operatér ve D(A) tamim bolgesi H Hilbert
uzaymda yogun olsun (D(A) = H). Her f,g € D(A) igin,

(Af,9) = (f, Ag)

ise, yani A C A*ise, A ya simetrik operator denir (Naimark, 1968).

Tanim 2.10. D(U), U operatériiniin tanim bolgesi olmak iizere, her z,y € D(U)
icin

(Uz,Uy) = (z,y)

ise, U ya izometrik operatér denir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tanim 2.11. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tiim A Hilbert

uzayina egit ise, U operatoriine tiniter operator denir.



Siirhi bir izometrik U operatoriiniin iiniter olabilmesi igin gerek ve yeter sart

U*U = UU* = I olmasidir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tamim 2.12. f € D(A) igin,
Af =Af

ve D(AV) C D(A) oluyorsa, A operatoriine A operatoriiniin geniglemesi denir. A
operatoriine ise A operatoriiniin kisitlamas: denir. Eger A operatorii, simetrik A
operatoriiniin bir simetrik geniglemesi ise, A C A* dur. Yani, A operatoriiniin her

simetrik geniglemesi, A operatoriiniin bir kisitlamasidir (Naimark, 1968).

Tanim 2.13. Simetrik bir A operatoriiniin uygun bir simetrik geniglemesi yoksa,

A operatorii maksimaldir denir (Naimark, 1968).
Kendine es (self-adjoint) her A operatorii, maksimal simetrik bir operatordiir.

Tanmim 2.14. A, H Hilbert uzayinda simetrik bir operator ve A, keyfi bir komp-
leks say1 olsun. Ryve Ry, swrasiyla, (A — A\I) ve (A — A ) operatorlerinin deger

kiimeleri olmak iizere,
NA:H@R)\ VGNX:H@RX

uzaylarina, A operatoriiniin defekt uzaylar: denir. Ny ve Ny defekt uzaylar,
sirasiyla, A ve A 6zdegerlerine ait A* operatériiniin ¢oziimlerinin uzaylaridir (Nai-

mark, 1968).

Tanim 2.15. m = dim Ny ve n = dim Ny (Im A > 0) olmak tizere, (m,n) ikilisi,

A operatoriiniin indis defekti olarak tanimlanir (Naimark, 1968).

Tanim 2.16. A lineer operatoriiniin D(A) tamm kiimesi H Hilbert uzayinda

yogun olmak iizere, her f € D(A) igin,
tm(Af, f) > 0 2.1)

ise, A lineer operatoriine disipatif (dissipative) operatér denir. Her f € D(A)



i¢in,

Im(Af, f) <0 (2.2)

ise A lineer operatoriine akretif (accretive) operator denir (Gorbachuk and Gor-

bachuk, 1991).

A lineer operatorii akretif (accretive) operatordiir ancak ve ancak —A operatorii

disipatif operatordiir.

Eger A disipatif (akretif) operatorii kendinden farkh disipatif (akretif) geniglem-
eye sahip degilse A operatoriine maksimal disipatif (maksimal akretif) operator

denir.

Disipatif operatér daima kapanabilir. Disipatif operatoriin kapanisi da disipat-

ifdir. Maksimal disipatif operator daima kapalidir.

Teorem 2.17. [a, b] araliginda tanimli, kompleks degerli ve Lebesgue anlaminda
slgiilebilir olan f(z) fonksiyonu icin |f(z)|* fonksiyonu bu aralikta Lebesgue an-
laminda integrallenebilir ise, f(z) fonksiyonuna |a,b] arahiginda karesi integral-

lenebilir fonksiyon denir.

(a,b) arahigimin (sonlu veya sonsuz) iizerinde Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir ve
karesi integrallenebilir tiim kompleks degerli f(z) fonksiyonlarimin tamami L?(a, b)

ile gosterilecektir. Her f(x),g(x) € L*(a,b) igin

(.9) = [ f@lglords

seklinde bir i¢ ¢carpim tammlanabilir (Jorgens, 1964).
L*(a,b) ile tammlanan uzay bir Hilbert uzayidir (Naimark, 1968).

1

Tamim 2.18. T, p1(2), ..., po(z) fonksiyonlar (a,b) arahiginda reel degerli,
PolT

Lebesgue anlaminda ol¢iilebilir ve (a,b) araligimin her sonlu [a, 8] araliginda

Lebesgue integrallenebilir olmak tizere,

() = (=1)"(poy ™)™ + (=1)" M (pry™ NV + L+ pay

7



ifadesine kendine es diferensiyel ifade denir. L?*(a,b) Hilbert uzayinda, (2n — 1).
kuazi mertebeden tiirevi dahil tiim kuazi tiirevleri mutlak siirekli olan ve I(y) €
L*(a,b) olan y(x) fonksiyonlarinin kiimesi D ile gosterilsin. D de, I(y) diferensiyel
ifadesi ile iiretilen A operatoriine maksimal diferensiyel operator denir ve her

y € D i¢in Ay = I(y) seklinde tammmlanir (Naimark, 1968).

Tamim 2.19. A simetrik operator, A keyfi reel olmayan bir say1 olmak iizere
V=(A=A)(A=XI)"

ifadesine A operatoriiniin Cayley donitigimi denir (Naimark, 1968).

Tanim 2.20. My, Ms, ..., M,, altuzaylarinda
rn+xe+...+x,=0, v, € M, k=1,2,....n

icin ry = 9 = ... = x,, = 0 oluyorsa M, M, ..., M,, altuzaylar lineer bagimsizdir
Eger My, M, ..., M,, altuzaylar1 lineer bagimsiz ise My & My & ... & M,, direkt

toplamindaki bir x vektorii
r=x1+x9+ ...+x,, v, € M, k=1,2,...,n

formunda tek tiirlii yazilabilir (Naimark, 1968).



3. SIMETRIK OPERATORLERIN KENDINE ES VE SIMETRIK GE-
NiSLEMELERI

Bu boliimde; simetrik operatorlerin kendine es ve simetrik geniglemeleri verile-

cektir.

Teorem 3.1. Ny ve N, A*operatoriiniin A ve X ya karsilik gelen ¢oziimler uza-

yidir (Naimark, 1968).

Ispat. z € Ny, y € D, icin

(Ay — \y,z) =0 (3.1)

(Ay,z) = (y,\z) (3.2)

olur. A*operatdriiniin tanimi ile € Dy ve A*zx = Az dir.
Tersine A*z = Az olsun. y € D, icin (3.1) denklemi gegerlidir ve bu (3.2) ye

denktir yani, x € N, dir.

Teorem 3.2. i) A simetrik operatorii tanim kiimesi Ry, deger kiimesi (range )
R, olan izometrik bir operatordiir.

ii) {y € Dy | Vy — y} kiimesi H da yogun bir kiimedir.

iii) Her izometrik V' operatorii belirli bir simetrik operatériin Cayley doniigtimii-

diir (Naimark, 1968).

Ispat. i) Vy € Dy, R) yaait olmalidir. Tersiney € R elemanina (A — M ) _1ope—
ratorii uygulanirsa (A — A\ )_1 y € D4 elde edilir. (A — AI) operatorii

(A=XD)""y
ifadesine uygulanabilir. Oyleyse y € Dy dir. Buradan Dy = Rx.
y=(A-XN)z (3.3)

Buradan y € Dy ve
Vy=(A—-X)z. (3.4)



V' operatoriiniin deger kiimesi R) ile gakigir. Ayrica

IVyll* = (A=A a|* = (A= A)x, (A= A])x)
= (Az, Az) — X (Az,z) — X (x, Az) + |\ (=, ©)

olur ve

> = [(A=X)z||" = ((A=XI)z, (A=) z)
= (Az, Az) — X (Az, ) — X (2, Az) + |\ (z, 2)

(Az,z) = (x, Az) oldugundan
Vyl* = llyll*

dir, yani V' izometrik operatordiir.

ii) (3.3) ve (3.4) deny — Vy= (A= Nz
Rrv={yeDyv|y—Vy} =Dy
buradan D,, H uzayinda yogundur.
iii) V' operatorii, (ii) kogulunu saglayan izometrik operator olsun. Bu oper-

atoriin 1 e esit 6zdegeri olmadigindan, y = Vy denklemi ancak y = 0 igin saglanir.

Tersini dogru kabul edelim. Bu durumda Vz € Dy i¢in

(VZ - Z??J) = (Vz>y) - (Z,y) = (VZ,Vy) - (z,y) =0

olur. Buradan y # 0 vektorii Ry_y ye ortogonal olur bu da miimkiin degildir. O

halde (I — V)" vardur.

A=A -AV)([I-V)" (3.5)

10



A simetrik operatoriiniin Cayley doéniigiimiiniin V' operatorii ile 6zdes oldugunu

gosterelim. Dy = R;_y, y € Dy icin
Aly—Vy) =Xy —AVy
dir. (ii) kogulu ile D4, H uzaymda yogundur. yi,ys € Dy igin

(Al = V), ye —Vip) = (A — AVuyr,ye — Vi)

= (A X)) W 2) = A(Vys,2) — A (y1, Via)

ve

(1 = Vi), Ay = Vi) = (1 — Vi), A2 — AVya)
= (A X)) W v2) = A(Vys,2) — Ay, Via)

dir. Buradan

(A1 = V), 2 = Vya) = (11 = Vyn) , A (y2 — Vi)

dir, yani A simetrik operatordiir.
Son olarak z =y — Vy,y € Dy ise Az = Ay — A\Vy dir. Buradan Az — \z =
()\ — X) Yy, Ax — \x = ()\ — X) Vy olur. Bu denklemlerden A operatoériiniin Cay-

ley doniistimii V' operatoriidiir.

Teorem 3.3. A;, Ay simetrik operatorler, sirasiyla V;, V5 de onlarin Cayley doniisti-
mii olsun. Ay operatorii, A; operatoriiniin geniglemesiolmas icin gerek ve yeter
kosul V5 operatoriiniin V) operatoriiniin geniglemesi olmasidir. (Akhiezer and

Glazman, 1963).

Teorem 3.4. A simetrik operatoriiniin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, A ope-

ratoriiniin V' Cayley doniigiimiiniin kapali operator olmasidir. (Naimark, 1968).

Teorem 3.5. Eger A kapali simetrik operator ise, D4, Ny, N altuzaylar: lineer
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bagimsizdir ve

Dy« =Dy @ Nx @ Ny, (3.6)
dir (Naimark, 1968).

Ispat. Ilk énce lineer bagimsizhig1 gosterelim.
r+y+z=0,2€ D,y € Ny,z € N, (3.7)
olsun. A* — I operatoriinii (3.7) ifadesinin her iki tarafina uygularsak
(A-X)z+(A=X)y=0 (3.8)

olur. Fakat (A Vi ) r € Ry ve (/\ — X) y € Ny ve bu iki alt uzay ortogonal
oldugundan (3.8) ifadesi ancak (4 — X))z =0, (A — )y =0 oldugunda gergek-
lesir, yani z = 0 ve y = 0 olur. Buradan (3.7) ifadesinden z = 0 olur. Simdi (3.6)

formiiliinii ispatlayalim. D4, Ny, N, altuzaylarinin herbiri D4+ dadir. Buradan
Da D Dy @® Ny @ Ny, (3.9)
yani, u € D~ i¢in
u=x+y+zx€ Dy ye Ny,z€ N, (3.10)

oldugunu gostermek kalir. A kapali operator oldugundan Ry kapal alt uzay
olmalidir. Tanimdan

Ry® Ny =H (3.11)

olur. Vv € H igin

v=1v+v"v € R5,v" € Ny
v = (A* —X])u olsun. v' € Ry oldugundan v' = (A—XI) x, ¥ € Dy olur.
V' = ()\—X) Y,y € Ny igin
(A*—X[)u:(A—XI)JU%—()\—X)y:(A*—XI)(Q;—l—y)
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A*y = \y, A*r = Az oldugundan
(A*=X) (u—z—y) =0

elde edilir. z =u —x —yise z =u —x —y € N, dir. Boylece (3.6) gerceklenir.

Tanim 3.6. (Neumann Formiilii) (3.6) ifadesinde A = i yazarsak
Djy =Dy ®N; & N_;
olur. Bu da gosterir ki Vo € D 4+,
r=x’+ax +a", 2°€ Dy, v €N;, 2t € N,
bigiminde tek tiirlii ifade edilebilir.
Im (A*x, ) = Hx+H2 - Hx_Hz (3.12)

ifadesine Neumann Formiili denir. Simdi bu formiilii ispat edelim:

(Az°, 2~ +27) = (2°, A (2~ +27)) = (2% —iz™ +iz™)
oldugunu gostermeliyiz.

(A*z,z) = (Az°—iz~ +izt, 2 +a~ +a™)
= (Az%,2°) + (a” —ia” +iz") + (—iz” +iz",2°)
P e e )
= (A2°2°) +2Re [(z” — iz~ +izt) +i (zF,27)]

i ([l = flam*).-

Buradan (3.12) formiiliinii elde ederiz (Naimark, 1968).
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Tanim 3.7. ¢, ¢°, ¢ kiimelerini agagidaki gibi tammlayalim:

ot = {weDa || - o | >0},
o = {zeDu |t - | =0},
= = {eeDe ot - | <0}
Bu durumda
Dy Ce’ N;Ce U{0},N_,; CcetuU{0} (3.13)

bagmtilar gegerlidir (Naimark, 1968).

Tanim 3.8. M ve N, H Hilbert uzaymnin iki alt uzay1 olsunlar. Eger N alt uza-
yinda lineer birlesimleri M alt uzayinda olmayan en c¢ok n tane lineer bagimsiz
vektor varsa n sayisina M modiliine gore N alt uzayinin boyutu denir (Naimark,

1968).
M modiiliine gore N alt uzayimin boyutu dimy; N ile gosterilir. (3.6) formiiliin-
den, ny ve ny sirasiyla Ny ve N, alt uzaylariin boyutlar: olmak {izere

dimDA* Dy = Ny + Ny

dir.

Onerme 3.9. m ve n, N; ve N_; alt uzaylarmin boyutlari olsun. O zaman e, e~

D 4 modiiliine gore sirasiyla m ve n boyutludur (Naimark, 1968).

Onerme 3.10. o >0, § € Ricin A ve B = oA + I operatorlerinin N; ve N_;
defekt uzaylar1 aym boyutludur (Naimark, 1968).

Teorem 3.11. Ust yan diizlemdeki VA € C icin
dim Ny = dim N_;, dim N, = dim N,

dir (Naimark, 1968).
Ispat. A\ = o+ir,7 >0, B = 7A+0I operatoriiniin defekt uzaylarmi Ni’ ve NLZ-
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ile gosterelim. Ny = N;, N5 = N, oldugu goriiliir.

Teorem 3.12. A kapali simetrik operator, B, H Hilbert uzay: iizerinde tanimh
sinirli hermitian operator ise A ve A+ B operatorleri ayni indis defekte sahiptirler

(Naimark, 1968).
Ispat. (A + B)" = A* + B* bagmtisindan Daypy = Dy~ dir. € Dy~ igin
(A+ B) z,2) = (A" + B)z,z) = (A*z,2) + (Bz, x)
olur. Burada (Bz, z) reel oldugundan
Im((A+ B) z,x) = Im (A%, z)
olur. Buradan da A ve A + B operatorleri icin €T, e~ kiimeleri 6zdestir. Onerme

(3.9) ile ispat tamamlanir.

Teorem 3.13. Verilen kapali simetrik A operatoriiniin her kapali simetrik A
geniglemesi belli bir U izometrik operator ile belirlenir ki bu U operatoriiniin
tanim kiimesi P, Ny nin kapali alt uzayi, deger kiimesi L de /Ny min kapali alt

uzayidir. D

2=x+2z—-Uz v€Dy,z€P (3.14)

vektorlerinden olugur.

Az’ =24+ Xz — \Uz (3.15)

gerceklenir.
Tersine boyle her U operatorii icin A operatorii kapali simetrik bir operator

belirler ve A operatoriiniin defekt uzaylar
Ny=N;—P, Ny—L (3.16)
dir (Naimark, 1968).

ispat. A kapali simetrik operator olsun. g, A nin kapali simetrik geniglemesi
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olsun. A ve A niin Cayley doniigiimlerini V' ve V ile gosterirsek V' C V diir.

Buradan

DVCD;/, RvCRf/

dir. P = Dy — Dy ve L = Ry — Ry dersek
P1Dy, LL1Ry

PCNx, L C N,

olur. U operatoriinii goyle tanimlayalim. x € P igin
Uz =Vax (3.17)

olsun. V operatorii Dy den Ry ye izometrik doniisiim oldugundan P yi izometrik
olarak L ye resmeder. (3.17) ile U operatorii tanim kiimesi P, deger kiimesi L
olan izometrik operatordiir.

Tersine U tanmim kiimesi P C Ny deger kiimesi L C N, olan izometrik operator

olsun. y € Dy, z € P i¢in

V(y+z)=Vy+Uz

alirsak V' operatoriiniin genislemelerini gosteren izometrik 1% operatorii elde edi-
lir. V operatorii belli bir A operatoriiniin kapali simetrik geniglemesinin Cayley
doniisiimiidiir. Bu A geniglemesini U operatorii ile inga edelim. Teorem 3.2. ile
D3

¥r=wW+2)-Vy+z2)=Ww+2)—Vy+Uz)=(y—Vy)+2—-Uz

y € Dy, z € P vektorlerinden olusur. Fakat x = y — Vy,y € Dy vektorleri, A

operatoriiniin D4 tanim kiimesindedir. Burada D 7

¥r=x+z2—-Uz, x€Dy,z€P
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vektorlerinden olusur. Ac A*, z € Ny, € Uz € N) oldugundan
Az =2+ 2— Uz
dir. A operatoriiniin tanimindan kendisinin defekt uzaylari
Ny=Ny—P, Ny=N,—L

ile verilir.

Teorem 3.14. A operatoriiniin geniglemesi kendine es olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul U operatoriiniin tanim kiimesinin Ny ve deger kiimesinin Ny olmasidir. Bir
.A operatorii kendine es genislemeye sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul Ny

ve N, alt uzaylarimi boyutlar esit olmasidir (Naimark, 1968).

Teorem 3.15. Kapali simetrik A operatorii maksimal operator olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul A operatoriiniin indis defektlerinden en az biri sifir, yani (0, n) veya

(n,0) olmasidir (Naimark, 1968).

Teorem 3.16. Ny ve N, alt uzaylar1 sonlu ve esit boyutlu iseler operatoriin her

maksimal geniglemesi kendine egtir (Naimark, 1968).

Tanim 3.17. Vz € D, igin
(A=A ]| = K ||| (3.18)

olacak sekilde bir k& = k (\) > 0 sayis1 varsa A sayisina A operatoriiniin regiler
tipte noktast denir. A operatoriiniin regiiler tip noktalarimin kiimesine A oper-

atoriiniin regiilerlik bolgesi denir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Teorem 3.18. A lineer operatoriiniin regiilerlik bolgesi agik kiimedir (Akhiezer

and Glazman, 1963).

Ispat. )\, A operatériiniin regiiler tipte noktast olsun. |\ — Ao| < & < 2k (o)
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ve x € Dy icin

I(A = AT) ]

v

1A = Ao ) ]| = [A = Ao [|]

V

(k(A@-—5)H$H2i%k(AwHwH

olur. Buradan Ao n | — X\g| < ¢ komgulugundaki her X\ sayisi regiiler tipte

noktadir.

Teorem 3.19. A simetrik operator ise her reel olmayan say1 operatoriin regiilerlik

bolgesindedir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Ispat. A\=0+ir,7#0, B=A— 0ol olsun. B operatrii hermitiandir. z € Dy

icin

(A= XD z|* = |Bz—irz|? = (Bz —irz, Bx — irx)
= (Bxz,Bx) +ir[(Bx,z) — (z, Bx)] + 7° (2, )

= || Ba|* + 7% |||

olur. Buradan

I(A = AD z]* > 72 |l

dir. A operatoriiniin her regiiler noktasi (3.18) esitsizligini saglar. Operatoriin

her regiiler noktasi regiiler tip noktadir.

Tersi genelde dogru degildir. Eger (A — Al )_loperatt')riiniin tanim kiimesi tiim
uzaya egit olursa regiiler tip bir nokta A operatoriiniin regiiler noktasidir. Bir op-
eratoriin regiilerlik bolgesi operatoriin biitiin regiiler noktalari icerir. Ornegin
reel olmayan her )\ sayist maksimal olmayan simetrik operatoriin spektrumu-
nun noktasidir. Ayni zamanda operatoriin regiilerlik bolgesine aittir. Regiilerlik
bolgesinin tiimleyeni A operatoriiniin spektrumundadir ve operatoriiniin spek-
tral ¢ekirdegi denir. Spektral cekirdek spektrumun parcasidir fakat tiim spek-
trum degildir. Kendine es operatorde regiiler tip nokta ile regiiler nokta egittir.

Kendine es operatoriin spektral ¢ekirdegi spektrumu ile ¢akisir.
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Eger A sayis1 A simetrik operatoriiniin 6zdegeri, My A 6zdegerine karsilik ge-
len eigenuzay ise, H — M) uzayi, A operatoriine gore invaryanttir. A oper-
atortintin H — M, daki parcasim EA ile gosterelim. ﬁ)\ operatoriiniin tanimin
A nin 6zdeger olmadigr duruma genisletelim. A\A — A olarak A A nin bu tanimin-
dan (A\A — A ) _1vard1r. Ters operatorlerin sinirli olmadigi A degerlerinin kiimesi
spektral cekirdek icindedir. Bu kiimeye spektral ¢ekirdegin stirekli parcas: denir.
Spektral cekirdegin her noktasi ya nokta spektrumda ya siirekli spektrumdadir
ya da her ikisindedir.

Sonlu indis defektli simetrik A operatoriiniin simetrik geniglemelerinde spektral

cekirdegin siirekli parcasi degismez.

Teorem 3.20. Sonlu ve esit indis defektli kapali simetrik operatoriin kendine esg

geniglemeleri aymi siirekli spektruma sahiptir (Naimark, 1968).

Teorem 3.21. Sonlu ve esit (m,m) indis defektli kapali simetrik operatoriin
kendine es genislemesinde 6zdegerlerin herbirinin kati en ¢ok m birim artirila-

bilir. Yani 6zdegerlerin katlar1 en ¢ok m olur (Naimark, 1968).

Ispat. A sonlu (m,m) indis defektli kapali simetrik operatér olsun. A, A oper-
atoriiniin  kendine esg geniglemesi olsun. A, A operatoriiniin kati p olan 6zdegeri
olsun. A operatoriiniin 6zdegeri olarak A nin kati p+q olsun (¢ > 0). Az—Xz =0
denkleminin w1, 2, ..., Tp Tpi1, oy Tpiq, Tk € Da, k = 1,2,...,p ¢oztimlerinin li-
neer bagimsiz sistemini segelim. D 7 niin D4 modiiliine gére boyutu m oldugun-
dan ¢ > m iken

0 Tpy1 + QaTpia + ..+ QgTprq € Dy

olacak gekilde hepsi birden sifir olmayan «y, sayilari vardir. O zaman
T = Q1Tpp1 + QA2Xpgo + oo + QeTp1g

A nm A 6zdegerine karsihik gelen bir 6zvektortidiir. x4, 23, ..., p, lineer bagim-
sizdir. Bu da A nin 6zdegeri olarak A min katinin p den biiyiik oldugu anlamina

gelir ki bu hipotezle celisir.
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Tanim 3.22. M, M, iki kapal alt uzay,sirasiyla P;, P, bu uzaylar iizerine olan

iki izdiisiim operatorii olsunlar. My, My uzaylar: arasindaki uzaklik:
0 (My, M) = ||P1 — P (3.19)
olarak tanimlanir (Naimark, 1968). Tanimdan
0(H — My, H — M) =0 (M, My). (3.20)
Ciinkii
0(H— M, H—M)=|1-F)-(1-PhR)=]|F-PF]

dir.
0 (M, M) <1 (3.21)

daima gecerlidir. Bunu ispatlayalim: Her x € H igin P, (1 — P)z, P, (1 — P)

ortogonaldirler ve farklar (P, — P;) x esittir. Buradan

(P = P)l* = (I (1~ P)a|®+ P (1~ Pyl (3.22)

< 1= Pl + 1Pzl = [l

1P — P <1.

Teorem 3.23. 0 (M7, M) < 1 ise dim M; = dim M, dir (Naimark, 1968).

Ispat. dim M, > dim M; oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu gostermek icin
M, uzay1 i¢inde M, uzayina ortogonal bir vektoriin bulunmadigini gostermeliyiz.

N = P, M; alalim. Acgktir ki N C M, ve
dim N < dim M; < dim M,,

N # Ms. My uzayi iginde N = P,M; e ortogonal bir x # 0 vektorii vardir.
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M, — N 1M, oldugundan bu vektor M; — N e ortogonaldir. Iki uzaymn arasidaki

uzaklhigr su sekilde de tanmimlayabiliriz:

1 - P 1-P
dl — Sup ”( 1)x‘|’d2 — Sup H( 2)1'” (3.23)
ey |2 verr |l
0 (Ml, MQ) = Inax {dl, d2} (324)
olur. (3.24) ispat edelim. (3.22) den
(P—Pys| IR (= PyeP+ P (L - P)al?
0 (My, Mp) = sup ————— =
ver 2] veH ]
(3.25)

dir. x € M; i¢in (1 — P)x =0, (1 - P) Pz = (1— P,)z oldugundan

VIB (= P) ol 1P 0= P) 1 pya

Q(Ml,M2> Z sup d2
veH ] zer |7
elde edilir. Benzer sekilde 6 (M;, M) > dyolur. Buradan
0 (Ml, Mg) Z max {dl, dg}
olur. Esitsizligin diger tarafin ispatlayalim: d tanimindan
11 = Py) Prof|” < a3 || P (3.26)

IP,(1—P)a|>=(P,(1—P)x,P,(1— P)x)
= (P (1= P)x,(1—P)x)
= (P,(1-P)x,(1- P)x)
—(1=P)P,(1=P)a,(1—P)x)

<|A-P) 1= P)z|[[(1-F)z|.
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Bu egitsizlik ve (3.26) dan

1Py (1= Pr)al” + |1 = Py) Po||* < dy||Poal|” + 2 | (1 — Pr)
< max {d},d3} (| P’ + [|(1 = Pr) 2l|)

= max {d},d3 } |||

olur. (3.25) den
0 (Ml, Mg) S max {dl, d2}

elde edilir.

Teorem 3.24. Simetrik operatoriin regiilerlik bolgesinin baglantili parcasinda

(connected component), n, indis defekt sabit kalir (Naimark, 1968).

Ispat. Baglantil parcayi I ile gosterelim. Py, N, uzay iizerine izdiisiim oper-

atorii olsun. Her g € T igin |A — A\g| < ¢ komsulugunda
0 (N As N >\0) <1

oldugunu ispat etmeliyiz. Teorem 3.23 ile bu komsulukta n), = n,, oldugu elde
edilir. Heine Borel teoremi kullanilarak I' icinde n, sabit oldugu cikariir. \g €

I', Vax € D4 vektorleri igin
(A= Xol) 2| = cll]]
dir. 0 = %c segelim. |\ — A\g| <, x € Dy igin

(A =Xl x| = [[(A=Xol)z+ (A= Ao)z|
2
> (A=l zll = A = Aol |z > gellz].

Diger taraftan 1 — P,,, A — Ao/ operatoriiniin deger kiimesi iizerine izdiigiim
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operatoriidiir. y € Ny, |ly|| =1 i¢in yL (A — AI) 2 oldugundan

. Mm@ (A= AD @+ (A= X))
0= Pyl = sup Bt EE ) = sup T

1
_ up (@Al sellzl 1
veny A=)z = Zeflo]l 2

Bu egitlik ve (3.24) den
0 (NM N)\O) <

N | —

elde edilir. Teorem ispatlanir.

Teorem 3.25. Simetrik bir A operatoriiniin regiilerlik bolgesine ait reel eksenin
keyfi bir A\g noktas: igin A operatoriiniin indis defektlerinin ikisi de n), a esittir

(Naimark, 1968).
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4. SIMETRIK OPERATORLERIN DIiSIPATIiF GENISLEMELERI
Bu boliimde; simetrik operatorlerin disipatif geniglemeleri verilecektir.
4.1. Disipatif Operatorler

Teorem 4.1.1 Her disipatif operator maksimal disipatif genislemeye sahiptir.
Disipatif A operatorii maksimal disipatif olmasi icin gerek ve yeter kosul Im A < 0
icin

R(A-XN)=H
olmasidir (Gorbachuk and Gorbachuk,1991).

Ispat. A kapah disipatif operatér, Im A < 0 olsun. O zaman R (A — \I) kapahdir.
(2.1) esitsizliginden

dir. Fakat

Im ((A=AI) £, f) < [I(A=AD) fII£]
—ImA < [[(A= ) f]

dir. Buradan R (A — AI) kapalhdir. $imdi iki durum olusabilir:

1)ImA < 0igin R(A — A\I) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi
halde A operatoriiniin kendisinden farkli disipatif A geniglemesi igin bir fy # 0
eleman1 bulunur dyle ki (ﬁ — M ) fo = 0 olur. Buradan

tm (Afo, fo) =TmA (o, fo)
olur ki bu A nm disipatifligi ile celisir.

2) R(A — M) # H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif geniglemeye sahip-
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tir ve bu genisleme su sekilde inga edilir:

N=HOR(A-M), Dy=D4+N,

E(f%—u):Af—f—Xu,fEDA,ueN.

olarak tamimlayalim. A operatorii dogru tanimlanir: f 4+ u = 0 ise
(Af, f) = (Au,u) = (u,Xu) =\ (u,u)

dir. Im (Af, f) <0iseu =0, f =0 olur.

A operatorii disipatiftir:

(A +w).f+u) = (AL

Buradan

Im (g(f—l—u),f—l—u) =Im (Af, f) +Im X (u,u) > 0.

Son olarak R (2[ — A ) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gos-

terildigi gibi A operatorii maksimal disipatiftir.

Teorem 4.1.1 den bir operatér maksimal disipatif ve maksimal akretif olmasi icin
gerek ve yeter kosul operatoriin kendine es olmasidir. Maksimal disipatif veya
maksimal akretif simetrik operatére maksimal simetrik operator denir. Teorem
4.1.1 den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir. A operatoriiniin maksi-
mal simetrik olmasi icin gerek ve yeter kosul A operatoriiniin kendinden farklh

simetrik genislemeye sahip olmamasidir.

Teorem 4.1.2. A operatorii A simetrik operatoriiniin disipatif (akretif) genigle-

mesi olsun. O zaman A C A* dir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).
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Ispat. Farz edelim ki A DA disipatif bir genisleme olsun. Teorem 4.1.1 ile

A operatoriinii maksimal disipatif kabul edelim.
- ~ ~ -1
B=(A—il)(A+il)",B = (A - u) (A + u) (4.1)

operatorlerini alalm. —i disipatif (simetrik) operatoriin 6zdegeri olamayacagin-
dan (4.1) anlamhdir. B operatorii R (A + il) uzaym R (A — iI) uzayina izometrik
olarak resmeder. Eger f € R(A+il), yani f = (A+il)g,g9 € Dy, ise,

IBfIP = (A—iD)g|* = ((A—il)g,(A~il)g)

= (Ag,Ag) —i(g,Ag) +1i(Ag,9) + (g9,9)

IFIP = lI(A+iD) gl* = (A+il) g, (A+il) g)

= (Ag,Ag) +i(g,Ag) —i(Ag,9) + (9,9)

dir.
(9,Ag) = (Ag, 9)
ise
|Bf[l = [l f]

dir. Benzer gekilde B operatoriiniin bir biiziilme operatorii oldugu gosterilir. (4.1)

ifadesinden
A:—MB+D&%J>35=‘4§+Q<§_OI

dir. Acgiktir ki B operatorii B operatoriiniin geniglemesidir. v € N_; olsun. O

zaman ul Dpg dir. v € Dg, ¢ € C i¢in

MU+MF—H§@v+uw220 (4.2)
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dir.
HEU

= 11Bu)l = o]

oldugunu hesaba katarsak (4.2) den
ul? - HEUHQ ~2Re (¢ (Bv. Bv)) 20
elde edilir. ¢ keyfi oldugundan
<§v, EU) =0

olur. Béylece Vv € Dy i¢in Bul Bv = Bo dir. Yani BulR (A —il), Bu € N;.
Buradan da C, N_; den N; ye biiziilme operatorii olmak iizere B=Ba&C.
g € Dy olsun. f = <E +i[> g

Ef: <g —i])g

olur. Son iki egitlikten f; € R(A +il), fo € N_; olmak iizere

g = %(f—§f>:2%(f1+f2—3f1—cfz)
= S (h=BR)+ 5 (f—CF)

dir. B operatoriiniin tammmindan f; — Bf; € Dy. fo — Cfy € N_; & N;. Buradan

g € Dy ve
1 1
Atg = Q_Z.(fl_Bfl)+2_i(f2+Cf2)
= %(f1+Bf1)+%(f2+Of2)
dir. Diger taraftan
Ag= S (F+Bf) =2+ BRY L (h+Ch)
2 2 2
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dir. Oyleyse
leg = A%g

dir.

4.2. Lineer Bagintilar

Tanmim 4.2.1. H bir Hilbert uzay olsun. 8 € H & H keyfi lineer kiimesine lineer

baginty denir. 6,60, lineer bagintilar olsunlar. 6, C 60, ise 05 ye 6 in genislemes:

denir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).
Tamim 4.2.2. § lineer bagitisinda {z, z'} € 6 i¢in
Im (x‘, a:) >0, ( sirasiyla, Im (x', x) <0,Im (ZE', x) = O)

oluyorsa # lineer bagmtisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) bagmti denir.
Eger disipatif ( akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkl disipatif geniglemesi
yoksa bagint1 maksimal disipatifdir. Ayni anda hem maksimal disipatif hem de
maksimal akretif olan simetrik baginti kendine estir (Gorbachuk and Gorbachuk,

1991).

0 disipatif bagintisi ile eglesen Uy operatoriinii tanimlayalim:
Dy, = {x' +ix {x,m'} € 9},

Uy (m' —I—ix) =z —iz

olsun. Uy operatoriine 6 bagintisinin Cayley doniisiimi denir. U, operatorii iyi

tammmlanmigtir. Eger {x,2'} € 0,{y,y'} € 0 igin z' + iz = y' + iy olursa

{x—y,x‘—y'}é@, -y =—i(r—y)
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olur. Diger taraftan
0<Im(2' —y,z—y)=Im(=i(z—y),z—y) =— |z —y|’
dir. Buradan z = y,z' = ' elde edilir.
U (¢ +iz) ||” = ||| + |=])* = 2Im (=", 2)

o' + iz||* = [|']|* + ll2]|* + 2Im («', z)
dir. 6 bagmtisi disipatif oldugundan

U (' +iz)|| < [|a' + iz, {x,2'} € 0 (4.3)
elde edilir. § bagmtis: simetrik ise (4.3) esitsizligi gegerlidir.
Teorem 4.2.3. K, H bir hilbert uzay tizerinde biiziilme operatorii olsun.

(K—=1)az'+i(K+1)z=0 (4.4)

(K—1)az'—i(K+1)z=0 (4.5)

egitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla maksimal disipatif ve maksimal
akretiftir. Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) bagint1 (4.4) ( (4.5)

) bigiminde gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir.

Maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti maksimal simetrik olmasi igin gerek
ve yeter kogul (4.4) ifadesindeki ( (4.5) deki ) K operatorii izometrik olmasidir.
Kendine eg bagmtilarin genel formu (4.4) veya (4.5) ile verilir, burada K operatorii

tiniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

Ispat. (4.4) ile tanimh @ lineer bagmtismi alahm. {z,2'} € 6 olsun.

K(x‘+i:p) =1 — iz
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|K (2 + i) H2 = H:c'||2 + [|lz]|* — 2Im (2, 2)
||m‘ + sz2 = Hx'HZ + ||z||* 4+ 2 Im (¢, 2) .

Sonuncu egitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa
4Im (z',z) = H:E'—i—itz— | K (x'—l—im)Hz >0 (4.6)
olur. Boylece 6 bagintis1 disipatiftir. v € H icin

1 1
x = §(u—|—Ku),$: Q—Z,(u—Ku)
tammlayalim. O zaman {z,z'} € 0, ' + iz = u,z' —ix = Ku olur. Bu da

Dy, = H,Uy = K oldugunu gosterir.

0 bagmtis1 6 bagintisimin disipatif genislemesi ise Uz D Uy olur. Bu ise ancak
Uz = Uy olmasiyla miimkiindiir. Buradan § = 6 olur. Yani 0 maksimal disipat-

ifdir.

0 keyfi maksimal disipatif baginti, Uy da 6 bagintisinin Cayley déniigiimii olsun.
O zaman Dy, = H dir. Bunu ispatlayalim: Tersini kabul edelim. Uy, D_U9 ya
stirekli olarak genisletilebilir. Dy, # H ise Uy, H© Dy, iizerinde sifira esitlenerek
Uy, H a genisletilir. Buradan K D Uy biiziilme operatorii tiim uzayda tanim-
lanir. K operatoriinii inga ederek (4.4) esitligine karsilik gelen 0 bagintisin ele
alalim. Yukarida ispat ettigimiz gibi 0 bagintisi disipatif ve 6> 6 dr. 6 bagin-
t1s1 maksimal disipatif oldugundan 0= 6, Uy = Uy olur buradan bir celigki elde
edilir. Boylece Uy, H iizerinde biiziilme operatoriidiir. Cayley doniigiimiiniin
tanmmindan V{z,z'} € 0

Uy (' +iz) = 2' — i (4.7)

dir. Daha 6nceden belirttigimiz gibi (4.7) maksimal disipatif # > 6 bagmtisim
tamimlar. 6 bagintisi maksimal disipatif oldugunda 0 = 0, yani 6 bagintisi (4.4)
ile belirlenir. (4.6) dan 6 bagintisi maksimal simetrik olmasi igin gerek ve yeter

kosul K izometrik operator olmasidir.
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0 bagmtis1 maksimal akretif olsun.
01 ={{-=z,2}: {z,2} €0} (4.8)
bagintist maksimal disipatifdir. Gosterdik ki
{z,2'} € O1(veya {—z,2'} €0) <= (K —I)a' +i(K+1)(—z)=0

dir. Bu ifade de (4.5) e denktir. Tersi de benzer sekilde gosterilir.

Son olarak # bagintis1 kendine eg olsun. O zaman K, K, operatorleri H iizerinde

izometrik operator olmak iizere

(Ke—DNa'—i(Ky+ 1)z =0

esitlikleri denktir.

KiK (2 —iz) = 2' — iz, KoK, (2' +iz) = 2' + i
elde edilir.

{2/ +iz|{z,2} €0} ={a'—izx|{z, 2} €0} =H

oldugundan

KKy =KoKy =1

olur, yani K ve K, iiniterdir. Tersi agikardir.

4.3. Sinir Deger Uzaylar: ve Disipatif Genislemeler

Tanmim 4.3.1. K Hilbert uzay, 'y, : D4+ — K lineer doniigiimler olsun.
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i) f,g € D4+ igin

(A*f7 9) - (fa A*g) = (Plfv F29);c - (Fva F19);c;

ii) Keyfi Fy,Fy € K i¢in I'yf = F,Tsf = F» olacak sekilde bir f € Dy-

vektorii vardir;

sartlarin saglayan (C, 'y, I'y) iigliisiine A operatoriiniin sinir deger uzayr denir

(Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

Teorem 4.3.2. n < oo olmak iizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator
i¢cin dim IC = n olmak iizere (IC,I'1,'y) simir deger uzay1 vardir (Gorbachuk and

Gorbachuk, 1991).

ispat.
Dy =Ds® N; & N_; (4.9)

idi. P_;,P: Da — N_; N; izdiisiim operatorleri olsun. dim N_; = dim NN;
oldugundan N; — N_; izometrik bir doniigiim vardir. Bunu U ile gosterelim.

K = N_; alirsak (H dan indirgenen ig garpima gore )

=P, +UPF,I'y=—1P_;,+1UP,

olsun. (KC,I'1,I'y) nin A operatériiniin sinir deger uzay1 oldugunu ispatlayalim.

(4.9) ifadesinden f, g € D4« ise

f=fo+Pif+PFf,g=90+ P9+ Fg, fo,90 € Da

dir.
AP, = —iP;, A*P_;, = iP_;
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ve A operatoriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak

(A°f,9) = (f, A%g) = 20 (P-if, P_ig) — (P.f, Fig))

dir. Diger taraftan U operatoriiniin izometrikligine denk olarak

(Cuf,Tag)x — (Paf, Thg) = 20 ((Poif, Prig) — (Bif, Fig))

dir. Buradan smir deger uzayimn (i) kogulu saglanir.

Fi,F, € K, f € Dy« alahm.

f=fo+ i+ fi,fo€ Da
1 . |
f_i:Z@Fl—FQ) EN_i,fi:ZU (ZFl—l-FQ)ENi
olsun. O zaman I'y f = F}, Ty f = F5 olur.

Teorem 4.3.3. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin
(K- f+i(K+1)Tef =0 (4.10)

veya

(K=DTyf —i(K+DTyf =0 (4.11)

kogulunu saglayan f € D4« vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A oper-

atoriiniin maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir.

Tersine A operatoriiniin keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) geniglemesi A*
operatoriiniin (4.10) ( (4.11) ) kosulunu saglayan f € D 4« vektorlerinin kiimesine
kisitlamasidir ki burada K biiziilme operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir.
H Hilbert uzay1 iizerinde A operatoriiniin maksimal simetrik geniglemesi (4.10) (
(4.11) ) kogulu ile belirlenir ki burada K izometrik operatordiir. Eger K iiniter
operator ise bu kogullar kendine eg genigleme belirler. Son durumda (4.10), (4.11)
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kogullar1, C'; H iizerinde kendine es operator olmak iizere
(cosC)Tyf — (sinC)T1f =0
koguluna denktir. A operatoriiniin disipatif geniglemelerinin genel formu
K (T f +ilyf) =Ty f —ilof, I'1f +il'sf € Dg (4.12)

(sirasiyla

K (D1f —ilof) =Dy f +ilof, Ty f —ilof € Dg) (4.13)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dk igin

IKFIF < N1£1]

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genisglemeleri ise K izometrik
operator olmak iizere (4.12), (4.13) formiilleri ile verilir (Gorbachuk and Gor-

bachuk, 1991).

ispat. ;L A operatoriiniin maksimal disipatif geniglemesi olsun. Teorem 4.1.3

ile AC A* dur. (K, T'1,T'9), A operatoriiniin sinir deger uzayi olmak iizere

0= {{F2f>F1f}3f€DZ}

olsun. (K,Ty,T3) nin (i) 6zelliginden 6, K da disipatif bagmtidir. Eger § > 6
ve 0 disipatif baginti ise :{?\j A* operatoriiniin D;le = {f € Do« : {Tof, T1f} € 5}
kiimesinin kisitlamasi olarak tanimlanan :47; operatoriiniin disipatif geniglemesidir.
Buradan :LT = A Eger {z,2'} € 0 ise belli bir fE€ Dy, icine =Tsf, x' =T11f,
olur. Burada f € Df? ve f € Dy dir, yani, {z,2'} € 0. Boylece 0 =0 ve

f maksimal disipatif bagintidir. Teorem 4.2.3 den istenen sonuclar elde edilir.

Farz edelim ki A, A* operatériiniin (4.10) kosulunu saglayan vektorlerin D ;
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kiimesine kisitlamas: olsun.

0= {{F2f,F1f} fe Dg}
ele alalm. Teorem 4.2.3 gore 6 bagintis1 maksimal disipatiftir. (1C,I'y,I'2) nin (i)

ozelliginden A disipatiftir.

Farz edelim ki A operatorii A operatoriiniin disipatif genislemesi olsun.

6={{raf.1f}: fe D5}

dir. 0 bagintis1 § bagintisinin disipatif geniglemesi oldugundan 0 = 0 di.
Eger f € D;Tv ise g € Dy igin I''f = I'ig,I'xaf = I'yg. Buise f — g € Dy,

buradan f € D 3. Boylece A=A ve A maksimal disipatiftir.
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5. 4. MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL OPERATORLERIN GENIiS-
LEMELERI

Bu boliimde; 4. mertebeden ¢esitli indis defekte sahip diferansiyel operatorlerin

disipatif geniglemeleri verilecektir.

5.1.(4,4) Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatorlerin Disi-

patif Genislemeleri

q fonksiyonu, [0, 00) aralig1 iizerinde siirekli olmak {izere
ly) =yW+q@)y, 0<z<oo (5.1)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alalim. Ls(0,00) uzayinda (5.1) ile
iiretilen minimal operatoriin kapanisi Ly (Do da tamm kiimesi ) olsun. D =
{y € Ly(0,00) : ¢/, y",y" fonksiyonlar1 [0,00) iizerinde lokal mutlak siirekli ve
[(y) € Ly (0,00)} olsun. D maksimal L operatoriiniin tanim kiimesidir ve L = L

dir.

q (z) dyle segilsin ki Lg operatoriiniin indis defekti (4, 4) olsun. [ (y) = 0 denklemi-
nin

v1 (0) = 1,07 (0) = 0,v{ (0) = 0,07 (0) = 0,

baglangi¢ kosullarim saglayan vy (x),vs (), v3 (x),v4 (z) ¢oziimlerini goézoniine
alalim. vy (), ve (), v3 (), v4 () ¢oziimleri lineer bagimsizdirlar ve Wronskiyen-

leri 1 e egittir. Ly operatoriiniin indis defekti (4,4) oldugundan

U1, U2, U3, Uy S L2 (07 OO)
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dir.

I,Ty : D — C* lineer doniigiimlerini [y, z], =

' (x) 2" (x) — ¢/ (x) 2" (2)]
f(0)
reo| 7O
[f? U?]oo
[f5 v1)oo

bi¢iminde tanimlayalim.

Lemma 5.1.1. Yy, z € D igin

(Ly7 z)L2 - (yv LZ)LQ = (F1y7 F2Z)(C4 - (ng, Flz)(c4

dir.

fspat. f.ge D [f.g)() = | 20"
[027f]x

biliyoruz (Fulton, 1989). Buradan

f/ll (O)
, of = 70 (5.2)
[fuv4]oo
[fav?)]oo
[977}4]35 n [Ul,g]x [9703]9[: oldugmu
[f,U4]x [U17f]x [f,Us]x

" () 2 (x) — y () 2" (2)] -

(0 < x < ) olmak iizere

Lf5 9] (x) = [v2, 9la[f; vale — [9; vala[va; fla + [v1, glelf, v3]e — [v1, flalg, vs]e (5.3)

elde edilir.

Yy, z € D igin Green formiiliinii uygularsak

(Ly>Z)L2 - (yv LZ)L2 = [yvz]oo - [y>z}0

dir.

Ty, Taz) s — Doy, T12) s =

y(0)z"(0) =z (0)y" (0)
+y"(0)2'(0) = =" (0) 5/ (0)

+[Y, V2] oo[Z, Va] oo — [Z, V2] oo ¥ V4] oo

]
+[Y, v1]oo[Z, V3]0 — [Z, V1] oo [y, V3]0
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olur. (5.3) den

(Flya FQZ)(C‘I - (F2y7F12>C4 = [yvz]oo - [y72]0

olur. Oyleyse

(Ly7 Z)L2 - (ya Lz)L2 = (Plyv FQZ)(C4 - (F2y7 FIZ>C4 .

Lemma 5.1.2. Keyfi ag, oy, ag, ag, By, 51, B, B3 € Cigin 6yle bir y € D fonksiy-

onu vardir ki agagidaki kogullar1 saglar:

y(0) = ag, ¥ (0)=ai, ¥ (0) =ay, y"(0)=as (5.4)

[yvvl]oo = 607 [yvv2]00 - Bla [yuv?)]oo - 627 [yvv4]00 - 63'

Ispat. Keyfi bir f € L, (0, 00) agagidaki kosullar1 saglasmn:

(f7 Ul)L2 = 50 — a3, (f7 U3)[,2 = ﬁz — Oq, (5-5)

(fﬂ)z)Lz = 51'1'0427 (f7U4)L2=53+040-

f = c1v1 + caug + c3v3 + c4v4 diyelim. (5.5) kogullari ¢q, ¢z, ¢3, ¢4 sabitlarinin den-
klem sistemidir ve determinant1 vy, vs, v3, v4 lineer bagimsiz fonksiyonlarin Gram
determinantidir dolayisiyle sifirdan farklhidir.

y(z), l(y) = [ denkleminin y (0) = ag, ¥'(0) = a1, ¥"(0) = ay, ¥y (0) =
ag, kogullarini saglayan bir ¢oziimii olsun. Bu durumda y (z) e Green formiilii

uygulanirsa

(f:05) 2 = (L(Y) ) 12 = [Y, 05]00 = W5 05)0, § = 1,2,3,4
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olur. I(v;) =0 (j=1,2,3,4) idi. Ayrica y(0) = ap, ¥ (0) = a1, ¥ (0) =

ag, y" (0) = a3 oldugundan

as, jJ=11ise

—Qp, J =2ise

[y, vilo =
ap, J=3ise
[ — 7 =4 1ise )
dir. Buradan
(frv1)e = [y, vi]e —as, (fiv2)2 = [y, va]oo + 2
(fivs)2 = [y, 03] — 1, (f,v4)p2 = [y, va]oo + 0

olur. Sonug olarak

[y>vl]oo = 607 [y7v2]oo = 517 [yvv?)]oo = 525 [yav4]oo = 63

elde edilir.

Teorem 5.1.3. (5.2) ile tammlanan (C* T'y,T;) iigliisii Ly operatoriiniin sinir

deger uzayidir.
Ispat. Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 smir deger uzaymm iki sartin1 saglar.

Sonug 5.1.4. K operatorii C* iizerinde biiziilme operatorii oldugunda L oper-

atoriniin

(K= DTy +i(K+1)Tay =0 (5.6)
(K—DTyy—i(K+1)Tyy =0 (5.7)

kosullarim saglayan y € D fonksiyonlar: kiimesine kisitlanigi sirasiyla maksimal
disipatif ve maksimal akretif genislemeleridir. Tersine Ly operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) geniglemeleri (5.6) ( (5.7) ) biciminde

gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir. Eger (5.6) (
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(5.7) ) ifadesindeki K operatorii izometrik operator olursa Ly operatdriiniin mak-
simal simetrik genislemesini, eger K operatorii iiniter olursa Lo operatoriiniin

kendine es geniglemesini verir. Disipatif ve akretif geniglemelerinin genel formu

K (Thy + iTqy) =Ty — iley, Iy + Ty € D (K)

K (T'yy —iloy) =Ty + ilyy, 'y — Ty € D (K)

bi¢imindedir. Burada K

IKSI <A f e D(K)

kosulunu saglayan lineer operatordiir.

Sonug 5.1.5.
y" (0) + hyy (0) =0 (5.8)
y' (0)+hy " (0)=0 (5.9)
[y, valoo — ha[y, valoo = 0 (5.10)
[y, v1]oo — haly, v3]oe = 0 (5.11)

Imh; > 0 veya hy = oo, Imhy > 0 veya hy = oo, Imhg > 0 veya hy = o0
ve Imhy > 0 veya hy = oo (Imh; = 0 veya hy = oo, Imhy = 0 veya hy =
oo, Imhg = 0 veya hy = oo ve Imhy = 0 veya hy = o0) sinir kogullar1 Ly oper-
atoriiniin ayrik smir kogullar: ile maksimal disipatif (kendine eg ) genislemelerini
verir.

Ozel olarak Imh; = 0 veya h; = oo, Imhy = 0 veya hy = oo, Imhs >
0, Im A4 > 0 olursa Ly operatorii sonsuzda disipatif olur. Imhy; > 0, Imhy > 0
ve Im hy = 0 veya hy = oo ve Im hy = 0 veya hy = oo olursa Ly operatorii sifirda

disipatif olur.
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ispat.

(Ly,y) — (v, Ly) = y(0)7"(0) =7 (0)y" (0) +y" (0)7 (0)
~7"(0)y' (0)
+[y, V2] 0 [, V] oo — [F: V2] oo Y Val oo

+y, V1] [T, V3]oo — 7, V1)oo [¥: V3] 00

olur.
y"(0) = —hy(0), y' (0) = —hs y"(0),
[, valoo = a[y, Va]oos Y5 V1)eo = haly, v3]eo
yazarsak
(Ly,y) — (v, Ly) = =1 (y(0))* + ha (y (0))

(
+ha ([, v3]00)? = Tt ([y, v3)o0)”

olur. Buradan

(Ly,y) — (y,Ly) = 2Imh, (y(0))* +2Imhy (3" (0))*

+2Tm A3 ([y, valoo)® + 2Tm hy ([y, v3)o0)? -

hy = oo olmast y (0) = 0 olmasim saglar. hy = oo ise y” (0) =0, hs = oo ise
[Y, V4]oo = 0, hy = 00 ise [y, v3]ec = 0 dir.

Imh; > 0 veya hy = oo, Imhy > 0 veya hy = 0o, Imhs > 0 veya hg = o©
ve Imhy > 0 veya hy = oo (Imh; = 0 veya hy = oo, Imhy = 0 veya hy =
00, Imhg = 0 veya hy = 0o ve Imhy = 0 veya hy = 00) simur kogullar1 Ly oper-
atoriiniin ayrik simir kogullar: ile maksimal disipatif (kendine eg ) geniglemelerini

verdigi goriiliir.
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Imh; =0 veya hy = oo, Imhy = 0 veya hy = oo, Imhz > 0, Im hy > 0 olursa
Lo operatorii sonsuzda disipatif olur. Imh; > 0, Imhy > 0 ve Imhsz = 0 veya

hs = oo ve Im hy = 0 veya hy = 0o olursa Ly operatorii sifirda disipatif olur.

Simdi de tiim reel eksende genislemeyi verelim. ¢ fonksiyonu, (—oo,00) araligi

tizerinde siirekli olmak tizere
[y) =yW +q(r)y, —oo<z<oo (5.12)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alalim. Ly (—o00,00) uzaymda (5.12)
ile tiretilen minimal operatoriin kapanigim Ly (Do da tamim kiimesi ) olsun.

" fonksiyonlar1 [0,00) iizerinde lokal mutlak

D ={y € Ly(=00,00) : ¢/, ¢",y
stirekli ve [ (y) € Ly (—00,00)} olsun. D maksimal L operatoriiniin tanim kiime-

sidir ve L = L dur.

q (z) dyle secilsin ki Ly operatoriiniin indis defekti (2,2) olsun. Lg, [ (y) diferansi-
yel ifadesinin [0, 0c0) araliginda iirettigi minimal operatériin kapanist olsun. L
operatorii de [ (y) diferansiyel ifadesinin (—oo, 0] araliginda tirettigi minimal opera-
tor olsun.

defLo=defL{ +defLy —4

oldugunu biliyoruz ( Naimark,1968). Buradan
defL§ +defLy =6

olur.

my =defL$, m_=defLy
denirse my + m_ = 6 olur. Bu durumda m_ = 2 ve my = 4 olur. Yani Lg
operatoriiniin indis defekti (4,4) diir. [(y) = ay, (0 <x < o00) denkleminin 4
tane lineer bagimsiz ¢oztimii Lo (0, 00) a aittir.

y(z) =v1 ()1 + v (x) ca + vs (x) 5 + v4 () 4, (5.13)
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C1,C2,C3,C4 € (C7 U1 (SL’) =¥ (JJ,CL), V2 (I) = ¥9 (x,a) »y U3 (SL’) = ¥3 (JI,CL) y U4 (SL’) =

¢4 (z,a) alahm. y (z) € Ly (0,00) ve Dy, L* = (L§)" maksimal operatoriiniin

tamim kiimesi olmak tizere y (x) € D, olur.

Benzer sekilde I'y, 'y : D — C? lineer doniisiimlerini

Y, 2l = " () 2 () —y (2) 2" (2)] = [y" () ' (2) = o/ () 2" ()]

olmak {izere

bi¢iminde tanimlayalim.

Lemma 5.1.6. Yy, z € D i¢in

(Ly7Z)L2 - (yv LZ)LQ = (F1y7r22)C2 - (F2y7rlz>c2

dir.

(0 <z < o0)

(5.14)

Ispat. L, operatoriiniin indis defekti (2,2) oldugundan Yy, z € D igin Green

formiiliinii uygularsak

(Ly, 2)p2 — (¥, L2) 12 = [y, 2]oo

dir. Lemma 5.1.1 den

Ty, To2)ce — (T, T12)ce = [Y, V2)oo|Z, Va)oo — [Z; V2] oo ¥, V4] oo

+[y’ Ul]OO[Z U3]OO - [Z Ul]OO[y’ 113]00

= [y,

elde edilir. Buradan (5.15) ispatlanir.

(5.15)

Lemma 5.1.7. Keyfi 3,, 5, 55, 53 € C icin 6yle bir y (x) € D fonksiyonu vardir
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ki agagidaki kogullar1 saglar:

[y7U1]OO = 507 [yvv2]00 = ﬁl? [yvv3]00 = 627 {yav4]00 = 63' (516)

Ispat. Lemma 5.1.2 den

y+ (0) = ao, ¥, (0) = an, (5.17)
Y. (0) = oo, ¥} (0) =as, ap,ar,a,a3€C

W v = Bos [V v2]oo = By,

Wi v3lee = Bas [Y4,Va]oo = B3

kosullarimi saglayan y, (x) € D, fonksiyonu vardir.

[ (y) diferansiyel ifadesinin [—1,0] araliginda {irettigi minimal operatoriin ka-
panist Ly, regiiler operatoriine bakalim. L, operatoriiniin indis defekti (4, 4)

oldugundan

y-(0) = ao, ¥ (0) = a1, ¥ (0) = az, ¥ (0) = a3, (5.18)

y- (1) = L () =y2 (1) =y (-1) =0
kosulunu saglayan y_ (z) € D ((Lg,)") vardur.

0, -0 <z < —1,
y('r>: y—($)7 —1§l’§0,

er(x)? 0§$<OO,

olsun. (5.17), (5.18) kosullarindan ve y (z) fonksiyonu x = —1 , x = 0 da diizgiin

oldugundan

[y7U1]oo = BOa [:y?U?]oo - /Bla [yvv3]oo — 627 [yav4]oo — 63
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olur.

Teorem 5.1.8. L, operatoriiniin indis defekti (2,2), LJ operatoriiniin indis
defekti (4,4) olsun. (5.14) ile tammlanan (C?,T'y, ') tigliisii Lo operatoriiniin

sinir deger uzayidir.
Ispat. Lemma 5.1.6 ve Lemma 5.1.7 smir deger uzaymm iki sartini saglar.
Sonug 5.1.9. K operatorii C? iizerinde biiziilme operatorii oldugunda L oper-
atoriiniin
(K—1Ty+i(K+1)Tey=0 (5.19)
(K—DNTy—i(K+1)Tyy=0 (5.20)

kogullarim saglayan y € D fonksiyonlar1 kiimesine kisitlanisi sirasiyla maksimal
disipatif ve maksimal akretif geniglemeleridir. Tersine Ly operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemeleri (5.19) ( (5.20) ) bi¢iminde
gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir. Eger (5.19)
( (5.20) ) ifadesindeki K operatorii izometrik operatér olursa Ly operatoriiniin
maksimal simetrik geniglemesini, eger K operatorii tiniter olursa L operatoriiniin

kendine es geniglemesini verir. Disipatif ve akretif geniglemelerinin genel formu
K (I +ilay) = Ty — ilay, Iy + iley € D (K)

K (I'y —ilyy) =Ty + Ly, 'y — iley € D (K)

bi¢imindedir. Burada K
KA <Al f € D(K)

kosulunu saglayan lineer operatordiir.

Lo operatoriiniin indis defekti (4,4), L, operatoriiniin indis defekti (4,4), L

operatoriiniin indis defekti (4,4) olsun. LT operatoriiniin regiiler tipte bir a+ €
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(—00, 00) noktasi vardir. [ (y) = a1y, denkleminin 4 tane lineer bagimsiz ¢oziimii

Ly(Ry), Ry =10,00), R_ = (—00,0] aittir.

Y (2) = v1x () & 4 vox (1) ¢ + vax () & + va4x () &,y (2) € Ly (Ry)

cliacéici’%’cf c (C, U1+ (SC) =¥ (xaai) )
Vax (T) = 0y (7,01) ,v3+ (1) = 3 (2, 01) , vax () = @y (T, a4)

alalim.

I'y,Ty: D — C* lineer doniisiimlerini

—[f-, v2]oo [f=; va]oo
, U200 y V4o
R AT N B o)
_[f*avl]oo [f*7v3]00
[f+7vl]co [f+7v3]00
bi¢iminde tanimlayalim.
Lemma 5.1.10. Vy,z € D igin
(Ly, 2) — (y, Lz) = (T'1y, I'22) e — (Pay, I'12) e
dur.
Ispat. Vy,z € D icin Green formiiliinii uygularsak
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dir. Lemma 5.1.1 den

Ty, T22)ca — (P2y, T12) s = Y4, V2]oolZ4, Va]oo — [Z4; V2] oo U Va]oo
v+ vi]oolz4, v3loe — [+, V)oY, v3]oo
Fy—s v2] o7, va]—o0 — [Z—, V2] o[y, V4] oo
Y- vi)-so[Z-, v3] oo — [F-, v1]—oo[y-, V3] oo

= Y240 — Y-, 2-]-0

Y, 2)oo = [Yrs 24]oor (U5 2] 00 = [Y—5 2-] 0

ifadesi (5.22) yi ispatlar.

Lemma 5.1.11. Keyfi ag, ay, as, ag, By, B1, B2, B3 € C igin 6yle bir y (z) € D

fonksiyonu vardir ki agsagidaki kosullar1 saglar:

[y 0] = a0, —[y-, V2] 0o = 11, (5.23)
['y,, '1]3],00 = Og, [Z/—a U4],oo = Q3
Wil = Bos [Us:v2)oe = B1s [Ut5V3leo = Bas (U Va]oo = B3

Ispat. Lemma 5.1.2 den ay, a1, as, as, By, B1s Ba, B3 € C igin 6yle bir

Y+, y- €D

fonksiyonu vardir ki agagidaki kosullar1 saglar:

y-(0) = y_(0) =y (0)=y"(0)=0, (5.24)

n

y+(0) = ¢, (0) =91 (0) =9Y(0) =0, —[y-, v1] 00 = 0,

_[y—a UQ]—OO = i, [y_,l)g]_oo = (g, [y—7v4]—oo = (g3,
Wil = Bos [Us,v2]eo = By,
[y+av3]oo = 527 [y+av4]oo :63'
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y—(z), —oo <z <0,
y(x) =
er(‘r)? 0§1’<OO,

olsun. (5.24), kogullarindan ve y (z) fonksiyonu 2 = 0 noktasinda diizgiin oldugun-

dan (5.23) elde edilir.

Teorem 5.1.12. L, operatoriiniin indis defekti (4,4), LJ operatoriiniin indis
defekti (4,4) olsun. (5.21) ile tammlanan (C* T'y,T) tigliisii Ly operatoriiniin

sinir deger uzayidir.
Ispat. Lemma 5.1.10 ve Lemma 5.1.11 siir deger uzayinm iki sartim saglar.

Sonug 5.1.13. K operatorii C* {izerinde biiziilme operatorii oldugunda L oper-

atoriiniin

(K—DTy+i(K+1)Twy=0 (5.25)
(K—DTwy—i(K+1)Tyy=0 (5.26)

kogullarin saglayan y € D fonksiyonlar1 kiimesine kisitlanisi sirasiyla maksimal
disipatif ve maksimal akretif geniglemeleridir. Tersine Ly operatoriiniin keyfi mak-
simal disipatif (maksimal akretif) geniglemeleri (5.25) ( (5.26) ) bi¢iminde gos-
terilebilir. K biiziilme operatorii bagint: ile tek tiirlii belirlenir.Eger (5.25) ( (5.26)
) ifadesindeki K operatorii izometrik operator olursa Ly operatoriiniin maksimal
simetrik geniglemesini, eger K operatorii {initer olursa Ly operatoriiniin kendine

es geniglemesini verir. Disipatif ve akretif genislemelerinin genel formu

K (I'yy+Tyy) =Ty —iloy, 'y + iy € D (K)

K (I'y —ilyy) =Ty + Loy, 'y — iley € D (K)

bi¢imindedir. Burada K

IKFIF <A1 f e D(K)

kosulunu saglayan lineer operatordiir.
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5.2. (3,3) Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatérlerin Disi-

patif Genislemeleri

q fonksiyonu, [0, 00) aralig1 iizerinde siirekli olmak {izere
)=y +q()y, 0<z<oo (5.27)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alalim. Ls (0,00) uzayinda (5.27) ile

iiretilen minimal operatoriin kapamsi Lo (D da tanim kiimesi ) olsun. D = {y €

"

Ly (0,00) : ¢/, 9", y" fonksiyonlar1 [0, 00) aralig: iizerinde lokal mutlak siirekli ve

[(y) € Ly((0,00); E)} olsun. D maksimal L operatoriiniin tamm kiimesidir ve

L = Lg dir.

q (z) oyle secilsin ki Ly operatoriiniin indis defekti (3,3) olsun. I (y) = 0 den-

kleminin

v1(0) = 1,03 (0) = 0,07 (0) = 0,0y" (0) =0,
v2(0) = 0,v5(0) = 1,45 (0) = 0,05 (0) =0,

v3(0) = 0,v5(0)=0,v; (0) = 1,05 (0) =0,

baslangi¢ kosullarini saglayan vy (x), v (z),vs (x) ¢oziimlerini gozoniine alalim.
vy (x),v9 (x),v5 (x) goztimleri lineer bagimsizdirlar ve Wronskiyenleri 1 e esittir.

Ly operatoriiniin indis defekti (3, 3) oldugundan
V1, V2,3 € Ly (0, 00)

dir.

I't,Ty: D — C3 lineer doniistimlerini

[y 2l = " (@) 2 (1) =y (2) 2" (@0)] = [y (2) & (2) — ¢/ (8) 2" (2)] (0 < < o0)
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olmak tizere

f (0) f/// (O)
if=1 f©O |[:Tey=1 £(0) (5.28)
[f7 v3]00 [f; UZ]oo

bi¢iminde tanimlayalim.

Lemma 5.2.1. Vy,z € D icin

(Ly,2) 2 — (y, L2) 2 = (F1y,F22)C3 - (F2y,F1Z)C3

dir.

Ispat. Yy, z € D igin Green formiiliinii uygularsak

(Ly7Z)L2 - (ya LZ)LZ - [yaz]oo - [y72}0

dir.
Ty, Doz)es — T2y, T12) e = y(0)2"(0) —Z(0) y™ (0)
+y"(0)Z'(0) — =" (0) ' (0)
+[y’ UQ]OO[Z 213]00 - [E, UQ]OO[y’ U3]00
olur.

[Y, v2]oo[Z, V3loo = [Z; a]oo[y, V3]oo = [45 Z]o0

oldugunu biliyoruz (Guseinov and Pashaev, 1983). Buradan

(Flya FZZ)C3 - (F2yarlz)c3 = [yaz]oo - [yaz]o
olur. Oyleyse

(Lya Z)LQ - (ya LZ)L2 = <F1y7 F2z)(c3 - (ng, Flz)(c3 .
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Lemma 5.2.2. Keyfi ag, a1, as, a3, 8y, 5, € C icin 6yle bir y € D fonksiyonu

vardir ki asagidaki kosullar1 saglar:

y(0) = ag, ¥ (0)=ai, ¥ (0)=ay, y"(0)=as (5.29)

[yyv2]oo = ﬁ()? [yvvi’)]oozﬂl‘

Ispat. Keyfi bir f € Ly (0, 00) asagidaki kosullar1 saglasmn:

(f,v2)p2 = By + a2, (f,v3)p2 =Py — . (5.30)

f = c1v1 + covg + cgvz diyelim. (5.30) kosullari cg, ¢, c3 sabitlerinin denklem
sistemidir ve determinanti vy, vy, v3, lineer bagimsiz fonksiyonlarin Gram deter-
minantidir dolayisiyla sifirdan farklidir.

y(z), l(y) = f denkleminin y (0) = ao, ¥’ (0) = au, y"(0) = @z, ¥y (0) =
ag, kosullarini saglayan bir ¢oziimii olsun. Bu durumda y (z) e Green formiilii

uygulanirsa

(frvi) 2 = (1Y), v5) 2 = [Y: v5]00 — [y, 05]0, G = 2,3

olur. [ (v;) =0 (j =2,3) idi. Ayrica

y(0) = ao, ¥ (0) =ay,

yl/ (0) — OéQ, y/ll (0) — &3

oldugundan

—Qp, J =2 ise
[yavj]o - ) .
a1, J=3ise

dir. Buradan

(fiv2)r2 = [Ys Va]oo + 2, (f,03)12 = [y, V3]0 — 11
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olur. Sonug olarak

[y,Ug]oo = 605 [yav3]oo - 51

elde edilir.

Teorem 5.2.3. (5.28) ile tammlanan (C3 Ty, T'y) tigliisii Ly operatoriiniin simir

deger uzayidir.
Ispat: Lemma 5.2.1 ve Lemma 5.2.2 siur deger uzaymin iki sartii saglar.

Sonug¢ 1. K operatorii C? {izerinde biiziilme operatorii oldugunda Ly oper-

atoriniin

(K—1Ty+i(K+1)Ty=0 (5.31)

(K—DTy—i(K+1)Tyy=0 (5.32)
kosullarin saglayan y € D fonksiyonlar: kiimesine kisitlanisi sirasiyla maksimal
disipatif ve maksimal akretif genislemeleridir. Tersine Ly operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) geniglemeleri (5.31) ( (5.32) ) bigiminde
gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir. Eger (5.31)
( (5.32) ) ifadesindeki K operatorii izometrik operatdr olursa Ly operatoriiniin

maksimal simetrik geniglemesini, eger K operatorii iiniter olursa Ly operatoriiniin

kendine es genislemesini verir.

5.3.(4n,4n) Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatorlerin

Disipatif Genislemeleri

E, n boyutlu bir Oklid uzay1 olmak tizere

(1, v) = /O S t) v (1) pdt

skaler carpimi ile degerleri £ de olan vektor degerli fonksiyonlarin kiimesini

Ly ((0,00); E) ile gosterelim. Q (z) = Q*(x), [0,00) araligy iizerinde matris
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degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere
) =yP+Q(r)y, 0<z<oo (5.33)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alahm. Ly ((0,00) ; E') uzaymda (5.33) ile
tiretilen minimal operatériin kapamsi Lq (D da tamm kiimesi ) olsun. D = {y €
Ly ((0,00); E) : ¢/, y",y" fonksiyonlar: [0,00) iizerinde lokal mutlak siirekli ve
[(y) € La((0,00); E)} olsun. D maksimal L operatoriiniin tanmim kiimesidir ve

L = L dir.

Dy ={yeD:y(0)=y(0)=9"(0)=9"(0)=0, [y, 2]co =0} olsun. Burada
her z (x) € D icin

"

[ya Z]l‘ = (y 7Z)E - (y7 Z”,)E - (y”a Z,)E - (y/7 Z”)E (0 <z < OO)

dir.

Q (z) oyle segilsin ki Ly operatoriiniin indis defekti (4n,4n) olsun. Buna gore
[ (y) = Ay denklemi Lo ((0,00); E) ait 4n tane ¢dziime sahiptir. [ (y) = Ay den-
kleminin

01 (0,A) = 1,1 (0,A) = 0,7 (0, 1) = 0,7 (0,A) =0,
03 (0,A) = 0,95 (0,A) = 1,5 (0,A) = 0,5 (0,A) =0,
03 (0,2) = 0,5 (0, ) = 0,5 (0,A) = 1,5 (0, ) = 0,
04 (0,2) = 0,4 (0,) = 0,5 (0,1) = 0,7 (0,\) =1,

baslangic kosullarini saglayan ¢, (z,A), @, (2, ), @5 (2, ), @, (x, \) ¢oztimlerini

gozoniine alalim.

v (z) = ¢y (2,0), 02 () = @, (2,0) w3 (2) = 03 (2,0) , 04 (z) = 04 (2,0)
olmak iizere y () = V (x) ¢ = vy (x) c1+v2 (z) coatvs (x) c3+v4 () cq, €1, C2, 3, ¢4 €
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vi(z) wve(x) w3z(x) wy(x)
Uiy=| () wvy(z) wvy(z) vy(x)
vl (z) vy (z) vg(x) vy (x)

tanimlayahm.

-1 0

olsun. J = —J* ve J? = —[ dir. UTJU = J oldugu aciktir.

()

)
/
T ~
Lemma 5.3.1. Wy (z) = U™! y'(@) ve P, E* nin E? altuzay: iizerine
e

y" (v)

ortogonal izdiigiim operatorii olmak iizere her y (z) € D igin

lim P (Wy) (z) = P (Wy) (<) (5.34)

T—00

limiti vardir. Ozel olarak y (z) =V (z)c (c € E?) ise
lim (Wy) () = (Wy) (00) € E? (5.35)

limiti vardir.

Ispat. y,z € D icin Green formiiliinii uygularsak

(Lyv Z) - (yv LZ) = [y> Z}OO - [ya Z]O
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=V (x)c (c€FE?* z€ D ign
y (x) z () 2 ()
PRI (z) | (z) N wwe| * (z)
y/// (:L‘) Z,// (‘r) Z/// (x)
y" (x) 2" (x) 2" (x)
= | ¢, J2U* (z)J # (@) = | U™ (2) 7@
Z”/ (x) Z”/ (I)
Z” (x) z// (,CL‘)

— (Je, (W) (2)) = (PJe,(W2) (2))
Oyle ise P (Wz) (z) € E? dir. Je keyfi oldugundan
lim P(Wz)(z) =P (W2z)(c0) € E?

dir. Ozel olarak y (v) = V (z)c (c € E?) ise (Wz)(x) € E? ve buradan (5.35)

elde edilir.

Teorem 5.3.2. I»,, E? de 6zdeslik operatorii olsun.

b= (12n>02n) ) Py, = (OQn,Izn) : E4 — E2

ortogonal déniisiim olsun. Si, Sy : D — E? lineer doniisiimlerini

Sy = (PWy) (00), Say = (PaWy) (c0)

ile tamimlayalim.
F17 FQ D — E4
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lineer doniigiimlerini

y (0) y" (0)
Nwy=1 v©) [,T2u=1 4" (0)
Sly S2y

ile tamimlayalim. Bu durumda

(L*y,z) — (y,L*z) = (FlyaFZZ)El - (F297F1Z)E4

olur.
ispat.
(L*y7 Z) - (ya L*Z) = [Z/, Z]OO - [y’ 2]0
dir.
Ty, T22) pa — (Toy, T12) pa = (S1y, S22) 2 — (S2y, S12) g2 — Y, 2)o
olur.

(51, 522) g2 — (524, S12) e = (P (Wy) (2) , o (W2) (%)) 2
— (2 (Wy) (z), PL(Wz) (2)) £
= (BFh =P P) (Wy) (x),(Wz) (2)) ga

dir.
P;Pl—Pl*PQZJ

oldugundan

(519, 522) g2 — (529, 512) g2 = (J (W) (), (W2) (2)) s
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Buradan

(FlyaFQZ)El - (F2y7F1z)E4 =

U@ | Y S @ | ° (@)
y/// (‘,L,) Z/” (LU)
e 2w ))
y () z ()
@ | Y | T
y/// (:E) Z/" (.CB)
v (@) 2@ ))
y () z ()
JUJPU () S I EEACY
y/// (l,) Z”/ (x)
rw ) \ 7w )
y () z ()
ARECAREE
y/// (-:B) Z”/ (1,)
vyw )\ 7w )

= [y, %]oo

(51?/, ng)Eg - (52% Slz)E2 - [?J, Z]o

= [yv Z]OO - [y7z]0

olur. Ispat tamamlamir. Simdi sinir deger uzaymin (ii) kosulunu ispatlayalim.

h=h®hy®hs, =9 Dgo®gs EDE D E? de iki vektor olsunlar. v, ¢

(5.33) denkleminin agagidaki kosullar1 saglayan iki ¢oziimii olsunlar:

¢ (0) = h17 ¢, (O) = h27 ¢/” (0) =91, ¢” (O) =92

(S9) (00) = Pihs + Py gs.
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Acgiktir ki

P1*P1+P2P2* = IE47 P;Pl—PfPQZJ,
PP} = —PJP; = I,

PJP; = PP =0

dir. Buna gore

Pl(SQ/J)(oo)=P1P1*h3+P1P2*gg:PQJPfh3+P2JP;ggzh3

PQ(S’QD)(OO):ngl*hg—{—PgP;gg:—Pljpl*hg—PlJP;ggzgg

dir. 0 < f1(t), fa(t) € CF°, fi(t) + f2(t) = 1 ve fo sifirin komsulugunda bire

esit, kompakt dayanakli fonksiyon olsun.

y(l’,)\) = h (x)gb(x,)\) + fo (x)lﬁ(% )‘)

olsun. Bu durumda y € D (L*) ve I'yy = h,'yy = g olur. Sonug olarak agagidaki

teoremi elde ederiz.
Teorem 5.3.3. (E*,T'},T'y) uzay1 Lo operatoriiniin sinir deger uzayidir.

Sonug 5.3.4. K operatorii E* iizerinde biiziilme operatorii oldugunda

(K—=DTy+i(K+ )Ty =0 (5.36)
(K—=I)Tyy—i(K+1)Tyy=0 (5.37)

denklemleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla L, operatoriiniin maksimal disi-
patif ve maksimal akretif geniglemeleridir. Tersine L, operatoriiniin keyfi maksi-
mal disipatif (maksimal akretif) geniglemeleri (5.36) ( (5.37) ) bigiminde gosterile-
bilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir.

Eger K operatorii {initer olursa bu sinir kogullar1 kendine es genislemeyi verir.
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Bu durumda C' operatorii, E* uzayi iizerinde kendine es operatér olmak iizere
(cosC)Tay — (sinC) Ty =0

kosulu (5.36) kosuluna denktir.

5.4. (2n+k,2n+k) Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operator-

lerin Disipatif Genislemeleri

E, n boyutlu bir Oklid uzay1 olmak iizere

(u,v) = /Ooo(u (t),v(t))pdt

skaler carpimi ile degerleri £ de olan vektor degerli fonksiyonlarin kiimesini
Ly ((0,00) ; E) ile gosterelim. @ (z) = Q* (x) , [0, 00) aralig1 iizerinde matris degerli

siirekli bir fonksiyon olmak iizere
)=y +Q2)y, 0<z<o0 (5.38)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alahm. Ly ((0,00) ; E') uzaymda (5.38) ile
iiretilen minimal operatoériin kapanist Lo (Do da tanim kiimesi ) olsun. D = {y €
Ly ((0,00); E) = ¢, 9", y" fonksiyonlar: [0,00) iizerinde lokal mutlak siirekli ve
[(y) € Ly ((0,00); E)} olsun. D maksimal L operatoriiniin tanmim kiimesidir ve

L = L dir.

Dy = {yeD:y((0)=9(0)=9"(0) =y"(0) =0,[y, 2].o =0} olsun. Burada
her z (z) € D igin

"

[ya Z]I = (y 7z)E - <y7 Z”/)E - (y”a Z,)E - (y/7 Z”)E (0 S r < OO)
dir.

Q (z) oyle segilsin ki Ly operatoriiniin indis defekti 1 < k < 2n olmak iizere

(2n + k,2n + k) olsun. bu durumda L, operatoriiniin en azindan bir a € (—o00, 00)
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reguler tip noktasi oldugunu varsayalim. Buna gore

[(y) = ay

denklemi L ((0,00) ; E) uzayna ait 2n + k tane ¢oziime sahiptir.

[ (y) = Ay denkleminin
¢ (0,0) =1, 90,1 (0, /\) =0, 90/1, (0, /\) =0, 90,1” (07 A) =0,

%) (07)‘) =0, 90,2 (07/\) =1, 90/2, (07/\) = 0790,2” (07)‘) =0,
SO3 (07)\) - 07 90/3 <O7)‘) - 0790,{‘7: (07)‘) - -[7 901‘7;” (07)\) = 07
Pyq (Oa)‘) =0, 9021 (07)‘) = 079021/ (07)‘) = 079021” (07)‘) =1,

baslangi¢ kogullarini saglayan ¢, (z,A), ¢, (2, A), @5 (2, ), @, (x,\) ¢oztimlerini
gozoniine alalim.

LE)O), y(0) = ¢ (0) =0, [y, 2]oo = 0 smur kogullar1 ile (5.38) den iiretilen simetrik
operator olsun. Indis defekti (k, k) dir. Ly C Léo), (L(()O)) ’ C L dir. (L((JO)) ’ operato-
riiniin tamum kiimesi {y € D : y (0) =4’ (0) =0} dwr. [(y) = Ay denkleminin
D ((Lg°’>*) a ait bir ¢oziimii

y(x,N) = @3 (x,N)er + o4 (2, N) e, cr,c0€ E

bigimindedir. Lgo)operatérﬁm‘in indis defekti (k, k) oldugundan [ (y) = ay denk-
lemi D (<L80)> > aait k tane y; (z,\) (j = 1,..., k) ¢oziime sahiptir. Bu ¢oziimler

Y (% )\) = ¥3 (I, /\) C1j + Py (% >\) Coj,  C1j,C25 € E

dir. y; (=, A) ler lineer bagimsiz olduklarindan ¢;; (1 = 1,2, j =1,...,k) ler E nin

E’lil) k boyutlu alt uzayini geren lineer bagimsiz elemanlardir.

(5.38) ifadesi ve y” (0) = y”(0) = 0,[y,2]oc = 0 smr kosullar ile iiretilen
simetrik operator Lél)ile gosterelim. L(()l)in indis defekti (k, k) dir. Ayrica Ly C

60



*

Lél), (Lél)>* C L dir. (Lél)) operatoriiniin tanim kiimesi
{yeD:y"(0) =y"(0) =0}
dir. I (y) = Ay denkleminin D (Lé”) ) a ait ¢oziimleri
yj (@A) = ¢y (x, N er + @y (2, 2, 1,02 € E

dir. L{" operatoriiniin indis defekti (k, %) oldugundan I(y) = ay denkleminin

D (L(()l)) aait y; (z,\) (j =1,...,k) lineer bagimsiz ¢oziimleri vardir. Bu ¢tziim-

ler

Yi (2, ) = @y (@, ) e + g (2, 0) 25, c1jicoj €E

dir. y; (x, \) vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan ¢y, ¢, ler lineer bagimsizdir-

lar ve E nin E,?) alt uzayim geren elemanlaridir. E,il) = EIEQ) = By (dim By = k)

oldugu aciktar.

U1 (ZL’) =¥ (I,O) , U2 (1}) = P9 (:L‘70) y Us (x) =3 (:L‘,O) y U4 (:L‘) = ¥y (:E70>
olmak iizere
y(x) =V (r)c=v1(2)c1 +va(x) c2 4+ v3(x) c3 + v4 (T) €4, €1, C2, C3,¢4 € By

olsun. y € Ly ((0,00); F) ve y € D dir.

tanimlayalim.
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0 1
J=i

olsun. J = —J* ve J? = —I dir. UTJU = J oldugu aciktir.

()

Lemma 5.4.1. Wy(z) = U}
e

y" (v)

ortogonal izdiigiim operatorii olmak iizere her y (z) € D igin

lim P (Wy) (z) = P (Wy) (o)

T—00

=V (z)e (ce€ Ey)ise

limiti vardir. Ozel olarak y (z)

lim (Wy) (z) = (Wy) (o) € B

r—00

limiti vardar.

Ispat. y,z € D icin Green formiiliinii uygularsak

(Lya Z) - (ya LZ) = [y7 Z}oo - [yu Z]O

Vi(z)e (c€ Ey) z€ D igin

y(z) =
y (z) z (z)
T A A B A I I oy

ylll (CC) Z”/ (x)

y" (x) 2" (x)
z ()

= | ¢, J2U* (z)J # (@) = | U (z)

Z//I (x)
z// (x)

Y
y, I) S 4 . .. .
ve P, E* nin Fj altuzay: iizerine

(5.39)

(5.40)



= (Je.(W2) (@) = (PJe.(W2) (@) = (Je. P(W2) ()

Oyle ise P (Wz) (z) € Ey dir. Je keyfi oldugundan
lim P (Wz)(z) =P (Wz) () € E

Tr—00

dir. Ozel olarak y (z) = V (z)c (c € Ey) ise (Wz) () € E; ve buradan (5.40)
elde edilir.

Teorem 5.4.2. [, E, uzay iizerinde 6zdeslik operatorii olsun.
P = (I,0), Po=(04,I}) : B* — E

ortogonal doniigtim olsun. S;,.5; : D — Ej, lineer doniisiimleri
S1y = (PiWy) (00), Say = (PWy) (0)

ile tanimlayalim. I'y,I's : D — E & E & E}) lineer doniistimleri

y (0) y" (0)
D=1 v(©) [.T2w=1 4" (0)
Sﬂ/ SZy

ile tamimlayalim. Bu durumda

(L*y,2) — (y, L*z) = ([, PQZ)EEBEEBEk — (P2, Flz)EEBEEBEk

olur.

ispat.

(L*y7 Z) - (y7 L*Z) = [ya Z]OO - [y7 Z]O

dir.

(F1y>FQZ)E@E@Ek - (F2y7F12)E@E@Ek = (5197522)Ek — (S2y, Slz)Ek —ly. 2Jo
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olur.

= (A (Wy)(z), P, (W2) (2))p,

(S1y, 522>Ek — (S2y, S1Z)Ek

— (P (Wy) (), P (Wz) (2)) g,
= (PP = P Py) (Wy) (), (W2) (2)) g

dir.

=J

P;P, — PP,

oldugundan

(J (Wy) (x),(Wz) (2)) s

(S1y, ng)Ek — (529, SlZ)Ek.

N /Z Wz NZ
N———
=
J

*
=
~
_
-

<
S
—
—
ORCORNG)
NN}, w
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—
— T T T
a8 &8 & &
> = N S
(\

—~

o)

T

-

N

~

)

~
/l\

8

R

=)

|
<
&y
-
—
—_ = T T
B &5 & &
N, %
/l\

—
\))\W/\I/
EEEE
yyﬂyly
N—
~
(\

64



bulunur. Buradan

(FlyaP2z)E@E@Ek - (P2y7F12)E@E@Ek = (Sly7 S2Z)Ek - (521/’ Slz)Ek - [yu Z]o

= [y, 200 = [y, 2o

olur bu da ispat1 tamamlar.
h="hi®hs®hs,g=g1PDgPD g3, EDESD E}, uzayinda iki vektor olsunlar. v, ¢
fonksiyonlar: (5.38) denkleminin agagidaki kogullar saglayan iki ¢oziimii olsunlar:
(b (O) = h'17 ¢/ (O) = h27 ¢I” (O> =91, ¢// (O) =92
(S¢) (00) = Pihs + P5gs.
Agiktir ki
PP+ PP, = I, PP—P'P,=J,

PP = —PJP; =1,

dir. Buna gore
P1<S’l/1>(00>:Plpl*hg—i-PlPQ*g;g:ngpl*hg—i—PQJPQ*gg:hg

PQ(S¢)<00) :ngl*hg‘f’PQP;gg:—Pljpl*hg—Ple]P;g:g:gg
dir. 0< fi(t),fo(t) € C°, f1(t) + f2(t) = 1 ve fo sifirin komsulugunda bire

esit, kompakt supportlu fonksiyon olsun.

y(@,A) = fi(@)¢(x,A)+ fa(2) ¥ (2, })

olsun. Bu durumda y € D (L*) ve I'yy = h,T'sy = g olur. Sonug olarak asagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 5.4.3. (F & E @ Ei,I'1,T's) Lo operatoriiniin sinir deger uzayidir.
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Sonug 5.4.5. K operatorii £ & F & Ej uzay: tizerinde biiziilme operatorii

oldugunda

(K —D)Tyy+i (K + ) Toy =0 (5.41)
(K—0Ty—i(K+1)Ty=0 (5.42)

denklemleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla Lo operatoriiniin maksimal disi-
patif ve maksimal akretif geniglemeleridir. Tersine L, operatoriiniin keyfi maksi-
mal disipatif (maksimal akretif) geniglemeleri (5.41) ((5.42) ) bi¢iminde gosterile-
bilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tiirlii belirlenir.

Eger K operatorii iiniter olursa bu sinir kogullari kendine eg genislemeyi verir.

Bu durumda C, E® F & Ej, uzay1 iizerinde kendine es operator olmak iizere

(cosC)Tyy — (sinC) Ty =0

kogulu (5.41) koguluna denktir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada y¥ +Q (z) y dérdiincii mertebeden diferansiyel operatoriiniin cesitli
indis defekte sahip oldugu durumlarda sinir deger uzay1 olusturuldu ve operatoriin
maksimal disipatif, akretif, kendine eg geniglemeleri sinir kogullar1 cinsinden ifade

edildi.

Bu galisma Allahverdiev (1991a) in galigmasina benzer olarak geligtirilebilir. Al-
lahverdiev (1991a), ¢alismasinda limit ¢gember durumunda disipatif Schrédinger
operatoriin kendine eg dilatasyonunu kurup karakteristik fonksiyonunu hesaplamis-
tir. Buradan disipatif operatorlerin 6z fonksiyonlarinin tamlhigini ispatlamigtir.
Allahverdiev (1991a) in galigmasindaki operatorii 4. mertebeden operator alinarak
dispatif operatoriin kendine es dilatasyonu kurulabilir. Karekteristik fonksiyon

hesaplanabilir. Oz fonksiyonlarn tamhg: ispatlanabilir.
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