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GEN·IŞLEMELER·I.............................................................................
24

4:1: Disipatif Operatörler..................................................................... 24

4:2: Lineer Ba¼g¬nt¬lar............................................................................ 28

4:3: S¬n¬r De¼ger Uzaylar¬ve Disipatif Geni̧slemeler.............................. 31

5: 4. MERTEBEDEN D·IFERANS·IYEL OPERATÖRLER·IN
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ÖZET

Doktora Tezi

S·IMETR·IK OPERATÖRLER·IN ·IND·IS DEFEKT VE GEN·IŞLEME

TEOR·IS·I

Hüseyin TUNA

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Bilender PAŞAO¼GLU

Simetrik operatörlerin geni̧sleme teorisi operatörler teorisinin temel araşt¬rma

alanlar¬ndan birisidir. Bu teoriyi oluşturacak baz¬ tan¬m ve teoremler ikinci

bölümde verilmi̧stir. Üçüncü bölümde verilen bir simetrik operatörün kendine

eş geni̧slemesi oluşturulmuştur.

Dördüncü bölümde lineer ba¼g¬nt¬, s¬n¬r de¼gerler uzay¬kavramlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bu kavramlar yard¬m¬yla simetrik diferansiyel operatörlerin maksimal disipatif,

akretif ve kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden verilmi̧stir.

Beşinci bölümde dördüncü mertebeden simetrik diferansiyel operatörler için s¬n¬r

de¼ger uzay¬oluşturulmuştur. Dördüncü mertebeden simetrik diferansiyel oper-

atörlerin disipatif, akretif, kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden ver-

ilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Simetrik operatör, Kendine eş operatör, disipatif oper-

atör, akretif operatör, geni̧sleme, s¬n¬r de¼ger uzay¬, s¬n¬r koşullar¬, indis defekt,

lineer ba¼g¬nt¬.

2011, 73 sayfa
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ABSTRACT

Ph. Dr. Thesis

INDICES DEFECT AND EXTENSION OF SYMMETRIC

OPERATORS THEORY

Hüseyin TUNA

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. Bilender PAŞAO¼GLU

The theory of extensions of symmetric operators is one of the main research areas

of operator theory. Some de�nitions and theorems based on this theory are given

in the second section.

In the third section, self adjoint extension of a symmetric operator is constructed.

In the fourth section, the notions of a space of boundary value and linear relations

are de�ned. On that basis maximal dissipative and self adjoint extensions of a

symmetric di¤erential operator are described in terms of boundary conditions.

In the �fth section, a space of boundary value for fourth order di¤erential opera-

tor is constructed. A description of all maximal dissipative, accretive, self adjoint

and other extensions of fourth order di¤erential operator is given in terms of

boundary conditions.

Key Words: Symmetric operators, self adjoint operators, dissipative operators,

accretive operators, a space of boundary value, boundary conditions, indices de-

fect, linear relation.

2011, 73 pages
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

H Hilbert Uzay¬

D (A) A operatörünün tan¬m kümesi

R (A) A operatörünün de¼ger kümesi

A� A n¬n eş (adjoint) operatörü

L0 Minimal simetrik operatör

L Maksimal operatör

def L0 L0 operatörünün defekt say¬s¬eA A operatörün geni̧slemesi

R� (A� �I) operatörünün de¼ger kümesi

R�
�
A� �I

�
operatörünün de¼ger kümesi

N� A operatörünün defekt uzay¬

P ·Izdüşüm operatörü

� Lineer ba¼g¬nt¬

(K;�1;�2) S¬n¬r de¼ger uzay¬
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1: G·IR·IŞ

Operatörler teorisinde kendine eş operatörlerle ilgili çok önemli özellikler vard¬r.

Matematiksel �zi¼gin birçok alan¬nda kaŗs¬m¬za ç¬kan denklemlerden elde edilen

operatörler kendine eş de¼gildir. Dolay¬s¬yle kendine eş operatörlerle ilgili özellik-

ler uygulanamamaktad¬r. Bu özellikleri kullanabilmek için simetrik operatörlerin

kendine eş, disipatif, akretif geni̧slemelerini yapma ihtiyac¬hissedilmi̧stir. 1910

y¬l¬nda H. Weyl�in Sturm - Liouville problemi üzerine olan ünlü araşt¬rmas¬nda

temelleri at¬lsa da simetrik operatörlerin geni̧sleme teorisi ile ilgili ilk sonuçlar

J. von Neumann (1929), taraf¬ndan elde edilmi̧stir. J. von Neumann hangi

koşullarda simetrik operatörler kendine eş geni̧slemeye sahiptir ve bu geni̧slemenin

nas¬l olaca¼g¬n¬göstermi̧stir. Rellich (1951), Krein (1947; 1952), Vishik (1952),

Birman (1956), Phillips (1959), simetrik operatörlerin kendine eş geni̧slemeleri

üzerinde çal¬̧san matematikçilerden baz¬lar¬d¬r.

Sonralar¬, lineer ba¼g¬nt¬lar simetrik operatörlerin geni̧slemesinde kullan¬lmaya

başland¬. Bu tipteki ilk sonuçlar Rofe-Beketov taraf¬ndan elde edildi (Rofe-

Beketov, 1969). Lineer ba¼g¬nt¬lar kullanarak simetrik diferansiyel operatörlerin

kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden ifade eden matematikçiler : Gor-

bachuk and Gorbachuk (1972), Bairamogly (1976), Kholkin (1980) dir.

Disipatif lineer ba¼g¬nt¬lar kullan¬larak operatör katsay¬l¬simetrik diferansiyel op-

eratörlerin disipatif ve kendine eş geni̧slemeleri Gorbachuk, Kochubei and Ry-

bak (1972) taraf¬ndan verildi. Daha sonralar¬birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak Bruk

(1976), Kochubei (1975) taraf¬ndan s¬n¬r de¼ger uzay¬kavram¬yard¬m¬yla simetrik

operatörlerin disipatif, akretif, kendine eş ve di¼ger geni̧slemeleri yap¬ld¬. Simetrik

operatörlerin geni̧slemesi ile ilgili daha ayr¬nt¬l¬ bilgi için bak¬n¬z: Gorbachuk,

Gorbachuk and Kochubei, 1989.

2n: mertebeden simetrik diferansiyel operatörlerin kendine eş geni̧slemeleri; in-

dis defektin (n; n) oldu¼gu durumda Naimark (1968) taraf¬ndan, indis defektin

(2n; 2n) oldu¼gu durumda Fulton (1977), Kholkin (1980) taraf¬ndan, indis defek-

tin (n+ k; n+ k) oldu¼gu durumda Guseinov and Pashaev (1983) taraf¬ndan elde

edilmi̧stir.
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2:mertebeden simetrik diferansiyel operatörler için disipatif geni̧slemeler Allahver-

diev (1991a; 1991b; 1995a; 1995b) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada y(4)+Q (x) y dördüncü mertebeden diferansiyel operatörü ele al¬nd¬.

·Ilk olarak skaler durumda indis defektin (4; 4) oldu¼gunda [0;1) ve (�1;1) ar-

al¬¼g¬nda s¬n¬r de¼ger uzay¬oluşturuldu ve operatörün maksimal disipatif, akretif,

kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬ cinsinden ifade edildi. Daha sonra in-

dis defektin (3; 3) oldu¼gu durumda [0;1) aral¬¼g¬nda maksimal disipatif, akretif,

kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden ifade edildi. Son olarakta indis

defektin (4n; 4n); (2n+ k; 2n+ k) oldu¼gu matris de¼gerli dördüncü mertebeden

diferansiyel operatörlerin [0;1) aral¬¼g¬nda maksimal disipatif, akretif, kendine eş

geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden ifade edildi.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, Hilbert uzay¬nda simetrik lineer operatörlerin geni̧sleme teorisi ile

ilgili baz¬tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2:1: H, bir kompleks lineer uzay olmak üzere, her x; y 2 H için aşa¼g¬daki

şartlar¬sa¼glayan ve (x; y) ile gösterilen kompleks say¬s¬na x ve y elemanlar¬n¬n iç

çarp¬m¬ve H lineer uzay¬na da iç çarp¬m uzay¬denir:

1. (x; x) > 0; (x; x) = 0() x = 0

2. (x; y) = (y; x)

3. (�x; y) = � (x; y)

4. (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y)

Ayr¬ca verilen bu özellikler göz önünde bulundurularak, (x; �y) = � (x; y) ve

(x; y1 + y2) = (x; y1) + (x; y2) özellikleri de verilebilir (Akhiezer and Glazman,

1963).

Tan¬m 2:2: Bir H iç çarp¬m uzay¬nda

kxk =
p
(x; x)

bir norm tan¬mlad¬¼g¬ndan, bu iç çarp¬m uzay¬bu norma göre lineer normlu uzay

olacakt¬r.

Say¬labilir, tam ortonormal sistem içeren bir iç çarp¬m uzay¬naHilbert Uzay¬denir

ve genellikle H ile gösterilir (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:3: D, H Hilbert uzay¬n¬n herhangi bir lineer alt uzay¬(D � H) olsun.

A : D � H �! H

dönüşümü ve her �; � 2 C ve her x; y 2 D için

A(�x+ �y) = �Ax+ �Ay

3



eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, verilen A dönüşümüne lineer operatör, D ye de A opera-

törünün tan¬m bölgesi denir ve D(A) ile gösterilir. Bu tan¬mlara ba¼gl¬olarak, A

operatörünün de¼ger kümesi de genellikle R(A) ile gösterilir (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:4: H Hilbert uzay¬n¬n bir alt kümesinde tan¬mlanan herhangi bir F

lineer operatörünün de¼ger kümesi reel veya kompleks say¬lar kümesi ise F , H de

bir lineer fonksiyoneldir denir. Tüm H uzay¬nda tan¬mlan¬p aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glayan, F fonksiyoneline lineer s¬n¬rl¬fonksiyonel denir (Naimark, 1968).

1: x; y 2 H ve �; � 2 R için

F (�x+ �y) = �F (x) + �F (y)

2: Her x 2 H ve bir c sabit say¬s¬için

jF (x)j � c kxk

Tan¬m 2:5: H Hilbert uzay¬nda tan¬mlanan bir A lineer operatörü olsun. Her

x 2 H için

kAxk � c kxk

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir c say¬s¬varsa A ya s¬n¬rl¬operatör denir. Bu c

say¬lar¬n¬n en küçü¼güne A s¬n¬rl¬operatörünün normu denir ve kAk ile gösterilir.

A operatörünün normu alternatif olarak

kAk = sup
kxk6=0

kAxk
kxk = sup

kxk�1
kAxk

eşitli¼gi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tan¬m 2:6: H bir Hilbert uzay¬ve A bu uzayda bir lineer operatör olmak üzere,

A n¬n tan¬m kümesi D(A), H Hilbert uzay¬nda yo¼gun olsun. Her f 2 D(A) için,

(Af; g) = (f; A�g)
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eşitli¼gini sa¼glayan A� operatörüne A n¬n eşlenik (adjoint) operatörü denir. Bu

eşitli¼gi sa¼glayan g 2 H vektörler kümesine A� ¬n tan¬m kümesi denir ve D(A�)

ile gösterilir. A� operatörü aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar (Naimark, 1968):

(i)(A�)� = A

(ii)(�A)� = �A�

(iii)(A+B)� = A� +B�

(iv)(AB)� = B�A�

(v) kA�k = kAk ; (A s¬n¬rl¬iken)

Tan¬m 2:7: A� = A ise, A ya kendine eş (self-adjoint) operatör ad¬ verilir

(Akhiezer and Glazman, 1963).

Tan¬m 2:8: Tan¬m kümesi D(A) olan bir A lineer operatörü için, f; g 2 D(A)

olmak üzere,

(Af; g) = (f; Ag)

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, A operatörüne Hermitian denir (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:9: A : D(A) �! H lineer bir operatör veD(A) tan¬m bölgesi H Hilbert

uzay¬nda yo¼gun olsun (D(A) = H). Her f; g 2 D(A) için,

(Af; g) = (f; Ag)

ise, yani A � A�ise, A ya simetrik operatör denir (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:10: D(U), U operatörünün tan¬m bölgesi olmak üzere, her x; y 2 D(U)

için

(Ux; Uy) = (x; y)

ise, U ya izometrik operatör denir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tan¬m 2:11: Bir U izometrik operatörünün tan¬m ve de¼ger kümesi tümH Hilbert

uzay¬na eşit ise, U operatörüne üniter operatör denir.
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S¬n¬rl¬ bir izometrik U operatörünün üniter olabilmesi için gerek ve yeter şart

U�U = UU� = I olmas¬d¬r (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tan¬m 2:12: f 2 D(A) için, eAf = Af

ve D( eA) � D(A) oluyorsa, A operatörüne eA operatörünün genişlemesi denir. eA
operatörüne ise A operatörünün k¬s¬tlamas¬denir. E¼ger A operatörü, simetrik eA
operatörünün bir simetrik geni̧slemesi ise, A � eA� d¬r. Yani, eA operatörünün her
simetrik geni̧slemesi, eA� operatörünün bir k¬s¬tlamas¬d¬r (Naimark, 1968).
Tan¬m 2:13: Simetrik bir A operatörünün uygun bir simetrik geni̧slemesi yoksa,

A operatörü maksimaldir denir (Naimark, 1968).

Kendine eş (self-adjoint) her A operatörü, maksimal simetrik bir operatördür.

Tan¬m 2:14: A, H Hilbert uzay¬nda simetrik bir operatör ve �, key� bir komp-

leks say¬olsun. R�ve R�, s¬ras¬yla, (A� �I) ve
�
A� �I

�
operatörlerinin de¼ger

kümeleri olmak üzere,

N� = H 	R� ve N� = H 	R�

uzaylar¬na, A operatörünün defekt uzaylar¬ denir. N� ve N� defekt uzaylar¬,

s¬ras¬yla, � ve � özde¼gerlerine ait A� operatörünün çözümlerinin uzaylar¬d¬r (Nai-

mark, 1968).

Tan¬m 2:15: m = dimN� ve n = dimN� (Im� > 0) olmak üzere, (m;n) ikilisi,

A operatörünün indis defekti olarak tan¬mlan¬r (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:16: A lineer operatörünün D(A) tan¬m kümesi H Hilbert uzay¬nda

yo¼gun olmak üzere, her f 2 D(A) için,

Im(Af; f) � 0 (2.1)

ise, A lineer operatörüne disipatif (dissipative) operatör denir. Her f 2 D(A)

6



için,

Im(Af; f) � 0 (2.2)

ise A lineer operatörüne akretif (accretive) operatör denir (Gorbachuk and Gor-

bachuk, 1991).

A lineer operatörü akretif (accretive) operatördür ancak ve ancak �A operatörü

disipatif operatördür.

E¼ger A disipatif (akretif) operatörü kendinden farkl¬disipatif (akretif) geni̧slem-

eye sahip de¼gilse A operatörüne maksimal disipatif (maksimal akretif) operatör

denir.

Disipatif operatör daima kapanabilir. Disipatif operatörün kapan¬̧s¬da disipat-

ifdir. Maksimal disipatif operatör daima kapal¬d¬r.

Teorem 2:17: [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, kompleks de¼gerli ve Lebesgue anlam¬nda

ölçülebilir olan f(x) fonksiyonu için jf(x)j2 fonksiyonu bu aral¬kta Lebesgue an-

lam¬nda integrallenebilir ise, f(x) fonksiyonuna [a; b] aral¬¼g¬nda karesi integral-

lenebilir fonksiyon denir.

(a; b) aral¬¼g¬n¬n (sonlu veya sonsuz) üzerinde Lebesgue anlam¬nda ölçülebilir ve

karesi integrallenebilir tüm kompleks de¼gerli f(x) fonksiyonlar¬n¬n tamam¬L2(a; b)

ile gösterilecektir. Her f(x); g(x) 2 L2(a; b) için

(f; g) =

bZ
a

f(x)g(x)dx

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬mlanabilir (Jorgens, 1964).

L2(a; b) ile tan¬mlanan uzay bir Hilbert uzay¬d¬r (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:18:
1

p0(x)
; p1(x); :::; pn(x) fonksiyonlar¬ (a; b) aral¬¼g¬nda reel de¼gerli,

Lebesgue anlam¬nda ölçülebilir ve (a; b) aral¬¼g¬n¬n her sonlu [�; �] aral¬¼g¬nda

Lebesgue integrallenebilir olmak üzere,

l(y) = (�1)n(p0y(n))(n) + (�1)n�1(p1y(n�1))(n�1) + :::+ pny

7



ifadesine kendine eş diferensiyel ifade denir. L2(a; b) Hilbert uzay¬nda, (2n� 1):

kuazi mertebeden türevi dahil tüm kuazi türevleri mutlak sürekli olan ve l(y) 2

L2(a; b) olan y(x) fonksiyonlar¬n¬n kümesi D ile gösterilsin. D de, l(y) diferensiyel

ifadesi ile üretilen A operatörüne maksimal diferensiyel operatör denir ve her

y 2 D için Ay = l(y) şeklinde tan¬mlan¬r (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:19: A simetrik operatör, � key� reel olmayan bir say¬olmak üzere

V = (A� �I)
�
A� �I

��1
ifadesine A operatörünün Cayley dönüşümü denir (Naimark, 1968).

Tan¬m 2:20: M1;M2; :::;Mn altuzaylar¬nda

x1 + x2 + :::+ xn = 0; xk 2Mk; k = 1; 2; :::; n

için x1 = x2 = ::: = xn = 0 oluyorsa M1;M2; :::;Mn altuzaylar¬lineer ba¼g¬ms¬zd¬r

E¼ger M1;M2; :::;Mn altuzaylar¬lineer ba¼g¬ms¬z ise M1 �M2 � ::: �Mn direkt

toplam¬ndaki bir x vektörü

x = x1 + x2 + :::+ xn; xk 2Mk; k = 1; 2; :::; n

formunda tek türlü yaz¬labilir (Naimark, 1968).
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3: S·IMETR·IKOPERATÖRLER·INKEND·INE EŞ VE S·IMETR·IKGE-

N·IŞLEMELER·I

Bu bölümde; simetrik operatörlerin kendine eş ve simetrik geni̧slemeleri verile-

cektir.

Teorem 3:1: N� ve N� A
�operatörünün � ve � ya kaŗs¬l¬k gelen çözümler uza-

y¬d¬r (Naimark, 1968).

·Ispat. x 2 N�; y 2 DA için

(Ay � �y; x) = 0 (3.1)

(Ay; x) =
�
y; �x

�
(3.2)

olur. A�operatörünün tan¬m¬ile x 2 DA� ve A�x = �x dir.

Tersine A�x = �x olsun. y 2 DA için (3.1) denklemi geçerlidir ve bu (3.2) ye

denktir yani, x 2 N� dir.

Teorem 3:2: i) A simetrik operatörü tan¬m kümesi R�; de¼ger kümesi (range )

R� olan izometrik bir operatördür.

ii) fy 2 DV j V y � yg kümesi H da yo¼gun bir kümedir.

iii) Her izometrik V operatörü belirli bir simetrik operatörün Cayley dönüşümü-

dür (Naimark, 1968).

·Ispat. i) 8y 2 DV ; R� ya ait olmal¬d¬r. Tersine y 2 R� eleman¬na
�
A� �I

��1
ope-

ratörü uygulan¬rsa
�
A� �I

��1
y 2 DA elde edilir. (A� �I) operatörü

�
A� �I

��1
y

ifadesine uygulanabilir. Öyleyse y 2 DV dir. Buradan DV = R�:

y =
�
A� �I

�
x (3.3)

Buradan y 2 DV ve

V y = (A� �I)x: (3.4)

9



V operatörünün de¼ger kümesi R� ile çak¬̧s¬r. Ayr¬ca

kV yk2 = k(A� �I)xk2 = ((A� �I)x; (A� �I)x)

= (Ax;Ax)� � (Ax; x)� � (x;Ax) + j�j2 (x; x)

olur ve

kyk2 =


�A� �I

�
x


2 = ��A� �I

�
x;
�
A� �I

�
x
�

= (Ax;Ax)� � (Ax; x)� � (x;Ax) + j�j2 (x; x)

(Ax; x) = (x;Ax) oldu¼gundan

kV yk2 = kyk2

dir, yani V izometrik operatördür.

ii) (3.3) ve (3.4) den y � V y =
�
�� �

�
x

RI�V = fy 2 DV j y � V yg = DA

buradan DA; H uzay¬nda yo¼gundur.

iii) V operatörü, (ii) koşulunu sa¼glayan izometrik operatör olsun. Bu oper-

atörün 1 e eşit özde¼geri olmad¬¼g¬ndan, y = V y denklemi ancak y = 0 için sa¼glan¬r.

Tersini do¼gru kabul edelim. Bu durumda 8z 2 DV için

(V z � z; y) = (V z; y)� (z; y) = (V z; V y)� (z; y) = 0

olur. Buradan y 6= 0 vektörü RI�V ye ortogonal olur bu da mümkün de¼gildir. O

halde (I � V )�1 vard¬r.

A =
�
�I � �V

�
(I � V )�1 (3.5)
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A simetrik operatörünün Cayley dönüşümünün V operatörü ile özdeş oldu¼gunu

gösterelim. DA = RI�V ; y 2 DV için

A (y � V y) = �y � �V y

dir. (ii) koşulu ile DA; H uzay¬nda yo¼gundur. y1; y2 2 DV için

(A (y1 � V y1) ; y2 � V y2) =
�
�y1 � �V y1; y2 � V y2

�
=

�
�+ �

�
(y1; y2)� � (V y1; y2)� � (y1; V y2)

ve

((y1 � V y1) ; A (y2 � V y2)) =
�
(y1 � V y1) ; �y2 � �V y2

�
=

�
�+ �

�
(y1; y2)� � (V y1; y2)� � (y1; V y2)

dir. Buradan

(A (y1 � V y1) ; y2 � V y2) = ((y1 � V y1) ; A (y2 � V y2))

dir, yani A simetrik operatördür.

Son olarak x = y � V y; y 2 DV ise Ax = �y � �V y dir. Buradan Ax� �x =�
�� �

�
y; Ax� �x =

�
�� �

�
V y olur. Bu denklemlerden A operatörünün Cay-

ley dönüşümü V operatörüdür.

Teorem 3:3: A1; A2 simetrik operatörler, s¬ras¬yla V1; V2 de onlar¬n Cayley dönüşü-

mü olsun. A2 operatörü, A1 operatörünün geni̧slemesiolmas¬için gerek ve yeter

koşul V2 operatörünün V1 operatörünün geni̧slemesi olmas¬d¬r. (Akhiezer and

Glazman, 1963).

Teorem 3:4: A simetrik operatörünün kapal¬olmas¬için gerek ve yeter koşul,A ope-

ratörünün V Cayley dönüşümünün kapal¬operatör olmas¬d¬r. (Naimark, 1968).

Teorem 3:5: E¼ger A kapal¬simetrik operatör ise, DA; N�; N� altuzaylar¬lineer

11



ba¼g¬ms¬zd¬r ve

DA� = DA �N� �N� (3.6)

dir (Naimark, 1968).

·Ispat. ·Ilk önce lineer ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬gösterelim.

x+ y + z = 0; x 2 DA; y 2 N�; z 2 N� (3.7)

olsun. A� � �I operatörünü (3.7) ifadesinin her iki taraf¬na uygularsak

�
A� �I

�
x+

�
�� �

�
y = 0 (3.8)

olur. Fakat
�
A� �I

�
x 2 R� ve

�
�� �

�
y 2 N� ve bu iki alt uzay ortogonal

oldu¼gundan (3.8) ifadesi ancak
�
A� �I

�
x = 0;

�
�� �

�
y = 0 oldu¼gunda gerçek-

leşir, yani x = 0 ve y = 0 olur. Buradan (3.7) ifadesinden z = 0 olur. Şimdi (3.6)

formülünü ispatlayal¬m. DA; N�; N� altuzaylar¬n¬n herbiri DA� dad¬r. Buradan

DA� � DA �N� �N�; (3.9)

yani, u 2 DA� için

u = x+ y + z; x 2 DA; y 2 N�; z 2 N� (3.10)

oldu¼gunu göstermek kal¬r. A kapal¬ operatör oldu¼gundan R� kapal¬ alt uzay

olmal¬d¬r. Tan¬mdan

R� �N� = H (3.11)

olur. 8v 2 H için

v = vp + vq; vp 2 R�; vq 2 N�

v =
�
A� � �I

�
u olsun. vp 2 R� oldu¼gundan vp =

�
A� �I

�
x; x 2 DA olur.

vq =
�
�� �

�
y; y 2 N� için

�
A� � �I

�
u =

�
A� �I

�
x+

�
�� �

�
y =

�
A� � �I

�
(x+ y)
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A�y = �y; A�x = Ax oldu¼gundan

�
A� � �I

�
(u� x� y) = 0

elde edilir. z = u� x� y ise z = u� x� y 2 N� dir. Böylece (3.6) gerçeklenir.

Tan¬m 3:6: (Neumann Formülü) (3.6) ifadesinde � = i yazarsak

DA� = DA �Ni �N�i

olur. Bu da gösterir ki 8x 2 DA� ;

x = xo + x� + x+; xo 2 DA; x
� 2 Ni; x+ 2 N�i

biçiminde tek türlü ifade edilebilir.

Im (A�x; x) =


x+

2 � 

x�

2 (3.12)

ifadesine Neumann Formülü denir. Şimdi bu formülü ispat edelim:

�
Axo; x� + x+

�
=
�
xo; A

�
x� + x+

��
=
�
xo;�ix� + ix+

�
oldu¼gunu göstermeliyiz.

(A�x; x) =
�
Axo � ix� + ix+; xo + x� + x+

�
= (Axo; xo) +

�
xo; � ix� + ix+

�
+
�
�ix� + ix+; xo

�
�


x�

2 + i



x+

2 � i
�
x�; x+

�
+ i
�
x+; x�

�
= (Axo; xo) + 2Re

��
xo; � ix� + ix+

�
+ i
�
x+; x�

��
+i
�

x+

2 � 

x�

2� :

Buradan (3.12) formülünü elde ederiz (Naimark, 1968).

13



Tan¬m 3:7: "+; "o; "� kümelerini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

"+ =
n
x 2 DA� :



x+

2 � 

x�

2 > 0o ;
"o =

n
x 2 DA� :



x+

2 � 

x�

2 = 0o ;
"� =

n
x 2 DA� :



x+

2 � 

x�

2 < 0o :
Bu durumda

DA � "o; Ni � "� [ f0g ; N�i � "+ [ f0g (3.13)

ba¼g¬nt¬lar¬geçerlidir (Naimark, 1968).

Tan¬m 3:8: M ve N; H Hilbert uzay¬n¬n iki alt uzay¬olsunlar. E¼ger N alt uza-

y¬nda lineer birleşimleri M alt uzay¬nda olmayan en çok n tane lineer ba¼g¬ms¬z

vektör varsa n say¬s¬na M modülüne göre N alt uzay¬n¬n boyutu denir (Naimark,

1968).

M modülüne göre N alt uzay¬n¬n boyutu dimM N ile gösterilir. (3.6) formülün-

den, n� ve n� s¬ras¬yla N� ve N� alt uzaylar¬n¬n boyutlar¬olmak üzere

dimDA� DA = n� + n�

dir.

Önerme 3:9: m ve n; Ni ve N�i alt uzaylar¬n¬n boyutlar¬olsun. O zaman "+; "�

DA modülüne göre s¬ras¬yla m ve n boyutludur (Naimark, 1968).

Önerme 3:10: � > 0; � 2 R için A ve B = �A + �I operatörlerinin Ni ve N�i

defekt uzaylar¬ayn¬boyutludur (Naimark, 1968).

Teorem 3:11: Üst yar¬düzlemdeki 8� 2 C için

dimN� = dimN�i; dimN� = dimNi

dir (Naimark, 1968).

·Ispat. � = �+ i� ; � > 0; B = �A+�I operatörünün defekt uzaylar¬n¬N
0
i ve N

0
�i
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ile gösterelim. N� = N
0
i ; N� = N

0
�i oldu¼gu görülür.

Teorem 3:12: A kapal¬simetrik operatör, B; H Hilbert uzay¬üzerinde tan¬ml¬

s¬n¬rl¬hermitian operatör ise A ve A+B operatörleri ayn¬indis defekte sahiptirler

(Naimark, 1968).

·Ispat. (A+B)� = A� +B� ba¼g¬nt¬s¬ndan D(A+B)� = DA� dir. x 2 DA� için

((A+B)� x; x) = ((A� +B)x; x) = (A�x; x) + (Bx; x)

olur. Burada (Bx; x) reel oldu¼gundan

Im ((A+B)� x; x) = Im (A�x; x)

olur. Buradan da A ve A+B operatörleri için "+; "� kümeleri özdeştir. Önerme

(3.9) ile ispat tamamlan¬r.

Teorem 3:13: Verilen kapal¬ simetrik A operatörünün her kapal¬ simetrik eA
geni̧slemesi belli bir U izometrik operatör ile belirlenir ki bu U operatörünün

tan¬m kümesi P; N� nin kapal¬alt uzay¬, de¼ger kümesi L de N� n¬n kapal¬alt

uzay¬d¬r. D eA
xp = x+ z � Uz; x 2 DA; z 2 P (3.14)

vektörlerinden oluşur. eAxp = x+ �z � �Uz (3.15)

gerçeklenir.

Tersine böyle her U operatörü için A operatörü kapal¬simetrik bir operatör

belirler ve eA operatörünün defekt uzaylar¬
eN� = N� � P; eN� � L (3.16)

dir (Naimark, 1968).

·Ispat. A kapal¬simetrik operatör olsun. eA; A n¬n kapal¬simetrik geni̧slemesi
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olsun. A ve eA nün Cayley dönüşümlerini V ve eV ile gösterirsek V � eV dür.

Buradan

DV � DeV ; RV � ReV
dir. P = DeV �DV ve L = ReV �RV dersek

P?DV ; L?RV

P � N�; L � N�

olur. U operatörünü şöyle tan¬mlayal¬m. x 2 P için

Ux = eV x (3.17)

olsun. eV operatörü DV den RV ye izometrik dönüşüm oldu¼gundan P yi izometrik

olarak L ye resmeder. (3.17) ile U operatörü tan¬m kümesi P; de¼ger kümesi L

olan izometrik operatördür.

Tersine U tan¬m kümesi P �N� de¼ger kümesi L� N� olan izometrik operatör

olsun. y 2 DV ; z 2 P için

eV (y + z) = V y + Uz

al¬rsak V operatörünün geni̧slemelerini gösteren izometrik eV operatörü elde edi-

lir. eV operatörü belli bir A operatörünün kapal¬simetrik geni̧slemesinin Cayley

dönüşümüdür. Bu eA geni̧slemesini U operatörü ile inşa edelim. Teorem 3.2. ile

D eA
xp = (y + z)� eV (y + z) = (y + z)� (V y + Uz) = (y � V y) + z � Uz

y 2 DV ; z 2 P vektörlerinden oluşur. Fakat x = y � V y; y 2 DV vektörleri, A

operatörünün DA tan¬m kümesindedir. Burada D eA
xp = x+ z � Uz; x 2 DA; z 2 P
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vektörlerinden oluşur. eA � A�; z 2 N�; 2 Uz 2 N� oldu¼gundan

eAxp = x+ �z � �Uz

dir. eA operatörünün tan¬m¬ndan kendisinin defekt uzaylar¬
eN� = N� � P; eN� = N� � L

ile verilir.

Teorem 3:14: eA operatörünün geni̧slemesi kendine eş olmas¬için gerek ve yeter
koşul U operatörünün tan¬m kümesinin N� ve de¼ger kümesinin N� olmas¬d¬r. Bir

.A operatörü kendine eş geni̧slemeye sahip olmas¬için gerek ve yeter koşul N�

ve N� alt uzaylar¬n¬boyutlar¬eşit olmas¬d¬r (Naimark, 1968).

Teorem 3:15: Kapal¬simetrik A operatörü maksimal operatör olmas¬için gerek

ve yeter koşul A operatörünün indis defektlerinden en az biri s¬f¬r, yani (0; n) veya

(n; 0) olmas¬d¬r (Naimark, 1968).

Teorem 3:16: N� ve N� alt uzaylar¬sonlu ve eşit boyutlu iseler operatörün her

maksimal geni̧slemesi kendine eştir (Naimark, 1968).

Tan¬m 3:17: 8x 2 DA için

k(A� �I)xk � k kxk (3.18)

olacak şekilde bir k = k (�) > 0 say¬s¬varsa � say¬s¬na A operatörünün regüler

tipte noktas¬ denir. A operatörünün regüler tip noktalar¬n¬n kümesine A oper-

atörünün regülerlik bölgesi denir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Teorem 3:18: A lineer operatörünün regülerlik bölgesi aç¬k kümedir (Akhiezer

and Glazman, 1963).

·Ispat. �0; A operatörünün regüler tipte noktas¬olsun. j�� �0j � � � 1
2
k (�0)
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ve x 2 DA için

k(A� �I)xk � k(A� �0I)xk � j�� �0j kxk

� (k (�0)� �) kxk � 1

2
k (�0) kxk

olur. Buradan �0 ¬n j�� �0j � � komşulu¼gundaki her � say¬s¬ regüler tipte

noktad¬r.

Teorem 3:19: A simetrik operatör ise her reel olmayan say¬operatörün regülerlik

bölgesindedir (Akhiezer and Glazman, 1963).

·Ispat. � = � + i� ; � 6= 0; B = A� �I olsun. B operatörü hermitiand¬r. x 2 DA

için

k(A� �I)xk2 = kBx� i�xk2 = (Bx� i�x;Bx� i�x)

= (Bx;Bx) + i� [(Bx; x)� (x;Bx)] + � 2 (x; x)

= kBxk2 + � 2 kxk2

olur. Buradan

k(A� �I)xk2 � � 2 kxk2

dir. A operatörünün her regüler noktas¬(3.18) eşitsizli¼gini sa¼glar. Operatörün

her regüler noktas¬regüler tip noktad¬r.

Tersi genelde do¼gru de¼gildir. E¼ger (A� �I)�1operatörünün tan¬m kümesi tüm

uzaya eşit olursa regüler tip bir nokta A operatörünün regüler noktas¬d¬r. Bir op-

eratörün regülerlik bölgesi operatörün bütün regüler noktalar¬n¬içerir. Örne¼gin

reel olmayan her � say¬s¬ maksimal olmayan simetrik operatörün spektrumu-

nun noktas¬d¬r. Ayn¬zamanda operatörün regülerlik bölgesine aittir. Regülerlik

bölgesinin tümleyeni A operatörünün spektrumundad¬r ve operatörünün spek-

tral çekirde¼gi denir. Spektral çekirdek spektrumun parças¬d¬r fakat tüm spek-

trum de¼gildir. Kendine eş operatörde regüler tip nokta ile regüler nokta eşittir.

Kendine eş operatörün spektral çekirde¼gi spektrumu ile çak¬̧s¬r.
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E¼ger � say¬s¬A simetrik operatörünün özde¼geri, M� � özde¼gerine kaŗs¬l¬k ge-

len eigenuzay ise, H � M� uzay¬; A operatörüne göre invaryantt¬r. A oper-

atörünün H � M� daki parças¬n¬ bA� ile gösterelim. bA� operatörünün tan¬m¬n
� n¬n özde¼ger olmad¬¼g¬duruma geni̧sletelim. bA� = A olarak bA� n¬n bu tan¬m¬n-
dan

� bA� � �I
��1

vard¬r. Ters operatörlerin s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬� de¼gerlerinin kümesi

spektral çekirdek içindedir. Bu kümeye spektral çekirde¼gin sürekli parças¬denir.

Spektral çekirde¼gin her noktas¬ya nokta spektrumda ya sürekli spektrumdad¬r

ya da her ikisindedir.

Sonlu indis defektli simetrik A operatörünün simetrik geni̧slemelerinde spektral

çekirde¼gin sürekli parças¬de¼gi̧smez.

Teorem 3:20: Sonlu ve eşit indis defektli kapal¬ simetrik operatörün kendine eş

geni̧slemeleri ayn¬sürekli spektruma sahiptir (Naimark, 1968).

Teorem 3:21: Sonlu ve eşit (m;m) indis defektli kapal¬ simetrik operatörün

kendine eş geni̧slemesinde özde¼gerlerin herbirinin kat¬en çok m birim art¬r¬la-

bilir. Yani özde¼gerlerin katlar¬en çok m olur (Naimark, 1968).

·Ispat. A sonlu (m;m) indis defektli kapal¬ simetrik operatör olsun. eA; A oper-

atörünün kendine eş geni̧slemesi olsun. �; A operatörünün kat¬p olan özde¼geri

olsun. eA operatörünün özde¼geri olarak � n¬n kat¬p+q olsun (q > 0). eAx��x = 0
denkleminin x1; x2; :::; xp;xp+1; :::; xp+q; xk 2 DA; k = 1; 2; :::; p çözümlerinin li-

neer ba¼g¬ms¬z sistemini seçelim. D eA nün DA modülüne göre boyutu m oldu¼gun-

dan q > m iken

�1xp+1 + �2xp+2 + :::+ �qxp+q 2 DA

olacak şekilde hepsi birden s¬f¬r olmayan �k say¬lar¬vard¬r. O zaman

x = �1xp+1 + �2xp+2 + :::+ �qxp+q

A n¬n � özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bir özvektörüdür. x1; x2; :::; xp; lineer ba¼g¬m-

s¬zd¬r. Bu da A n¬n özde¼geri olarak � n¬n kat¬n¬n p den büyük oldu¼gu anlam¬na

gelir ki bu hipotezle çeli̧sir.

19



Tan¬m 3:22: M1;M2 iki kapal¬alt uzay,s¬ras¬yla P1; P2 bu uzaylar üzerine olan

iki izdüşüm operatörü olsunlar. M1;M2 uzaylar¬aras¬ndaki uzakl¬k:

� (M1;M2) = kP1 � P2k (3.19)

olarak tan¬mlan¬r (Naimark, 1968). Tan¬mdan

� (H �M1; H �M2) = � (M1;M2) : (3.20)

Çünkü

� (H �M1; H �M2) = k(1� P1)� (1� P2)k = kP1 � P2k

dir.

� (M1;M2) � 1 (3.21)

daima geçerlidir. Bunu ispatlayal¬m: Her x 2 H için P2 (1� P1)x; P1 (1� P2)x

ortogonaldirler ve farklar¬(P2 � P1)x eşittir. Buradan

k(P2 � P1)xk2 = kP2 (1� P1)xk2 + kP1 (1� P2)xk2 (3.22)

� k(1� P1)xk2 + kP1xk2 = kxk2

kP1 � P2k � 1:

Teorem 3:23: � (M1;M2) � 1 ise dimM1 = dimM2 dir (Naimark, 1968).

·Ispat. dimM2 > dimM1 oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunu göstermek için

M2 uzay¬içinde M1 uzay¬na ortogonal bir vektörün bulunmad¬¼g¬n¬göstermeliyiz.

N = P2M1 alal¬m. Aç¬kt¬r ki N �M2 ve

dimN � dimM1 � dimM2;

N 6= M2: M2 uzay¬ içinde N = P2M1 e ortogonal bir x 6= 0 vektörü vard¬r.
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M1�N?M2 oldu¼gundan bu vektörM1�N e ortogonaldir. ·Iki uzay¬n aras¬ndaki

uzakl¬¼g¬şu şekilde de tan¬mlayabiliriz:

d1 = sup
x2M2

k(1� P1)xk
kxk ; d2 = sup

x2M1

k(1� P2)xk
kxk (3.23)

� (M1;M2) = max fd1; d2g (3.24)

olur. (3.24) ispat edelim. (3.22) den

� (M1;M2) = sup
x2H

k(P2 � P1)xk
kxk = sup

x2H

q
kP2 (1� P1)xk2 + kP1 (1� P2)xk2

kxk
(3.25)

dir. x 2M1 için (1� P1)x = 0; (1� P2)P1x = (1� P2)x oldu¼gundan

� (M1;M2) � sup
x2H

q
kP2 (1� P1)xk2 + kP1 (1� P2)xk2

kxk = sup
x2H

k(1� P2)xk
kxk = d2

elde edilir. Benzer şekilde � (M1;M2) � d1olur. Buradan

� (M1;M2) � max fd1; d2g

olur. Eşitsizli¼gin di¼ger taraf¬n¬ispatlayal¬m: d2 tan¬m¬ndan

k(1� P2)P1xk2 � d22 kP1xk
2 (3.26)

kP2 (1� P1)xk2 = (P2 (1� P1)x; P2 (1� P1)x)

= (P2 (1� P1)x; (1� P1)x)

=
�
P2 (1� P1)x; (1� P1)

2 x
�

= ((1� P1)P2 (1� P1)x; (1� P1)x)

� k(1� P1)P2 (1� P1)xk k(1� P1)xk :
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Bu eşitsizlik ve (3.26) dan

kP2 (1� P1)xk2 + k(1� P2)P1xk2 � d22 kP1xk
2 + d21 k(1� P1)xk2

� max
�
d21; d

2
2

	 �
kP1xk2 + k(1� P1)xk2

�
= max

�
d21; d

2
2

	
kxk

olur. (3.25) den

� (M1;M2) � max fd1; d2g

elde edilir.

Teorem 3:24: Simetrik operatörün regülerlik bölgesinin ba¼glant¬l¬ parças¬nda

(connected component), n� indis defekt sabit kal¬r (Naimark, 1968).

·Ispat. Ba¼glant¬l¬parçay¬� ile gösterelim. P�; N� uzay¬üzerine izdüşüm oper-

atörü olsun. Her �0 2 � için j�� �0j < � komşulu¼gunda

� (N�; N�0) < 1

oldu¼gunu ispat etmeliyiz. Teorem 3.23 ile bu komşulukta n� = n�0 oldu¼gu elde

edilir. Heine Borel teoremi kullan¬larak � içinde n� sabit oldu¼gu ç¬kar¬l¬r. �0 2

�; 8x 2 DA vektörleri için

k(A� �0I)xk � c kxk

dir. � = 1
3
c seçelim. j�� �0j < �; x 2 DA için

k(A� �0I)xk = k(A� �0I)x+ (�� �0)xk

> k(A� �0I)xk � j�� �0j kxk >
2

3
c kxk :

Di¼ger taraftan 1 � P�0 ; A � �0I operatörünün de¼ger kümesi üzerine izdüşüm
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operatörüdür. y 2 N�; kyk = 1 için y? (A� �I)x oldu¼gundan

k(1� P�0) yk = sup
x2DA

j(y; (A� �I)x)j
k(A� �0I)xk

= sup
x2DA

j(y; (A� �I)x+ (�� �0)x)j
k(A� �0I)xk

= sup
x2DA

j(y; x)j j�� �0j
k(A� �0I)xk

�
1
3
c kxk
2
3
c kxk

=
1

2
:

Bu eşitlik ve (3.24) den

� (N�; N�0) �
1

2

elde edilir. Teorem ispatlan¬r.

Teorem 3:25: Simetrik bir A operatörünün regülerlik bölgesine ait reel eksenin

key� bir �0 noktas¬için A operatörünün indis defektlerinin ikisi de n�0 a eşittir

(Naimark, 1968).
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4: S·IMETR·IK OPERATÖRLER·IN D·IS·IPAT·IF GEN·IŞLEMELER·I

Bu bölümde; simetrik operatörlerin disipatif geni̧slemeleri verilecektir.

4:1: Disipatif Operatörler

Teorem 4:1:1 Her disipatif operatör maksimal disipatif geni̧slemeye sahiptir.

Disipatif A operatörü maksimal disipatif olmas¬için gerek ve yeter koşul Im� < 0

için

R (A� �I) = H

olmas¬d¬r (Gorbachuk and Gorbachuk,1991):

·Ispat. A kapal¬disipatif operatör, Im� < 0 olsun. O zamanR (A� �I) kapal¬d¬r.

(2.1) eşitsizli¼ginden

Im ((A� �I) f; f) � � Im� (f; f)

dir. Fakat

Im ((A� �I) f; f) � k(A� �I) fk kfk

� Im� � k(A� �I) fk

dir. Buradan R (A� �I) kapal¬d¬r. Şimdi iki durum oluşabilir:

1) Im� < 0 için R (A� �I) = H olursa A maksimal disipatif operatör olur. Aksi

halde A operatörünün kendisinden farkl¬disipatif eA geni̧slemesi için bir f0 6= 0

eleman¬bulunur öyle ki
� eA� �I

�
f0 = 0 olur. Buradan

Im
� eAf0; f0� = Im� (f0; f0)

olur ki bu eA n¬n disipati�i¼gi ile çeli̧sir.

2) R (A� �I) 6= H ise A operatörü kendisinden farkl¬disipatif geni̧slemeye sahip-
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tir ve bu geni̧sleme şu şekilde inşa edilir:

N = H 	R (A� �I) ; D eA = DA +N;

eA (f + u) = Af + �u; f 2 DA; u 2 N:

olarak tan¬mlayal¬m. eA operatörü do¼gru tan¬mlan¬r: f + u = 0 ise

(Af; f) = (Au; u) =
�
u; �u

�
= � (u; u)

dir. Im (Af; f) � 0 ise u = 0; f = 0 olur.eA operatörü disipatiftir:
� eA (f + u) ; f + u

�
= (Af; f) + � (u; u) + (Af; u) + � (u; f)

= (Af; f) + � (u; u) + (f; A�u) + � (u; f)

= (Af; f) + � (u; u) + � (f; u) + � (u; f)

Buradan

Im
� eA (f + u) ; f + u

�
= Im (Af; f) + Im� (u; u) � 0:

Son olarak R
� eA� �I

�
= H oldu¼gunu kontrol etmek zor de¼gildir. Yukar¬da gös-

terildi¼gi gibi eA operatörü maksimal disipatiftir.
Teorem 4.1.1 den bir operatör maksimal disipatif ve maksimal akretif olmas¬için

gerek ve yeter koşul operatörün kendine eş olmas¬d¬r. Maksimal disipatif veya

maksimal akretif simetrik operatöre maksimal simetrik operatör denir. Teorem

4.1.1 den A simetrik operatörü maksimal simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul

operatörün defekt say¬lar¬ndan biri s¬f¬ra eşit olmas¬d¬r. A operatörünün maksi-

mal simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul A operatörünün kendinden farkl¬

simetrik geni̧slemeye sahip olmamas¬d¬r.

Teorem 4:1:2: eA operatörü A simetrik operatörünün disipatif (akretif) geni̧sle-

mesi olsun. O zaman eA � A� d¬r (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).
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·Ispat. Farz edelim ki eA � A disipatif bir geni̧sleme olsun. Teorem 4.1.1 ileeA operatörünü maksimal disipatif kabul edelim.
B = (A� iI) (A+ iI)�1 ; eB = � eA � iI

�� eA + iI
��1

(4.1)

operatörlerini alal¬m. �i disipatif (simetrik) operatörün özde¼geri olamayaca¼g¬n-

dan (4.1) anlaml¬d¬r. B operatörüR (A+ iI) uzay¬n¬R (A� iI) uzay¬na izometrik

olarak resmeder. E¼ger f 2 R (A+ iI), yani f = (A+ iI) g; g 2 DA ise;

kBfk2 = k(A� iI) gk2 = ((A� iI) g; (A� iI) g)

= (Ag;Ag)� i (g; Ag) + i (Ag; g) + (g; g)

kfk2 = k(A+ iI) gk2 = ((A+ iI) g; (A+ iI) g)

= (Ag;Ag) + i (g; Ag)� i (Ag; g) + (g; g)

dir.

(g; Ag) = (Ag; g)

ise

kBfk = kfk

dir. Benzer şekilde eB operatörünün bir büzülme operatörü oldu¼gu gösterilir. (4.1)
ifadesinden

A = �i (B + I) (B � I)�1 ; eA = �i� eB + I
�� eB � I

��1
dir. Aç¬kt¬r ki eB operatörü B operatörünün geni̧slemesidir. u 2 N�i olsun. O

zaman u?DB dir. v 2 DB; � 2 C için

k�v + uk2 �



 eB (�v + u)




2 � 0 (4.2)
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dir. 


 eBv


 = kBvk = kvk
oldu¼gunu hesaba katarsak (4.2) den

kuk2 �



 eBu


2 � 2Re�� � eBv; eBv�� � 0

elde edilir. � key� oldu¼gundan

� eBv; eBv� = 0
olur. Böylece 8v 2 DB için eBu? eBv = Bv dir. Yani eBu?R (A� iI) ; eBu 2 Ni:
Buradan da C; N�i den Ni ye büzülme operatörü olmak üzere eB = B � C:

g 2 D eA olsun. f =
� eA + iI

�
g

eBf = � eA � iI
�
g

olur. Son iki eşitlikten f1 2 R (A+ iI) ; f2 2 N�i olmak üzere

g =
1

2i

�
f � eBf� = 1

2i
(f1 + f2 �Bf1 � Cf2)

=
1

2i
(f1 �Bf1) +

1

2i
(f2 � Cf2)

dir. B operatörünün tan¬m¬ndan f1 �Bf1 2 DA: f2 � Cf2 2 N�i �Ni: Buradan

g 2 DA� ve

A�g =
1

2i
(f1 �Bf1) +

1

2i
(f2 + Cf2)

=
1

2
(f1 +Bf1) +

1

2
(f2 + Cf2)

dir. Di¼ger taraftan

eAg = 1

2

�
f + eBf� = 1

2
(f1 +Bf1) +

1

2
(f2 + Cf2)
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dir. Öyleyse eAg = A�g

dir.

4:2: Lineer Ba¼g¬nt¬lar

Tan¬m 4:2:1: H bir Hilbert uzay olsun. � 2 H �H key� lineer kümesine lineer

ba¼g¬nt¬denir. �1; �2 lineer ba¼g¬nt¬lar olsunlar. �1 � �2 ise �2 ye �1 in genişlemesi

denir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

Tan¬m 4:2:2: � lineer ba¼g¬nt¬s¬nda fx; xpg 2 � için

Im
�
xp; x

�
� 0;

�
s¬ras¬yla, Im

�
xp; x

�
� 0; Im

�
xp; x

�
= 0

�
oluyorsa � lineer ba¼g¬nt¬s¬na disipatif (s¬ras¬yla, akretif, simetrik) ba¼g¬nt¬denir.

E¼ger disipatif ( akretif, simetrik) ba¼g¬nt¬n¬n kendisinden farkl¬disipatif geni̧slemesi

yoksa ba¼g¬nt¬maksimal disipatifdir. Ayn¬anda hem maksimal disipatif hem de

maksimal akretif olan simetrik ba¼g¬nt¬kendine eştir (Gorbachuk and Gorbachuk,

1991).

� disipatif ba¼g¬nt¬s¬ile eşleşen U� operatörünü tan¬mlayal¬m:

DU� =
�
xp + ix :

�
x; xp

	
2 �
	
;

U�
�
xp + ix

�
= xp � ix

olsun. U� operatörüne � ba¼g¬nt¬s¬n¬n Cayley dönüşümü denir. U� operatörü iyi

tan¬mlanm¬̧st¬r. E¼ger fx; xpg 2 �; fy; ypg 2 � için xp + ix = yp + iy olursa

�
x� y; xp � yp

	
2 �; xp � yp = �i (x� y)
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olur. Di¼ger taraftan

0 � Im
�
xp � yp; x� y

�
= Im (�i (x� y) ; x� y) = �kx� yk2

dir. Buradan x = y; xp = yp elde edilir.



U� �xp + ix
�

2 = 

xp

2 + kxk2 � 2 Im �xp; x�



xp + ix


2 = 

xp

2 + kxk2 + 2 Im �xp; x�

dir. � ba¼g¬nt¬s¬disipatif oldu¼gundan



U� �xp + ix
�

 � 

xp + ix



 ;�x; xp	 2 � (4.3)

elde edilir. � ba¼g¬nt¬s¬simetrik ise (4.3) eşitsizli¼gi geçerlidir.

Teorem 4:2:3. K; H bir hilbert uzay üzerinde büzülme operatörü olsun.

(K � I)xp + i (K + I)x = 0 (4.4)

(K � I)xp � i (K + I)x = 0 (4.5)

eşitlikleri ile verilen lineer ba¼g¬nt¬lar s¬ras¬yla maksimal disipatif ve maksimal

akretiftir. Tersine key�maksimal disipatif (maksimal akretif) ba¼g¬nt¬(4.4) ( (4.5)

) biçiminde gösterilebilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir.

Maksimal disipatif (maksimal akretif) ba¼g¬nt¬maksimal simetrik olmas¬için gerek

ve yeter koşul (4.4) ifadesindeki ( (4.5) deki ) K operatörü izometrik olmas¬d¬r.

Kendine eş ba¼g¬nt¬lar¬n genel formu (4.4) veya (4.5) ile verilir, buradaK operatörü

üniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

·Ispat. (4.4) ile tan¬ml¬� lineer ba¼g¬nt¬s¬n¬alal¬m. fx; xpg 2 � olsun.

K
�
xp + ix

�
= xp � ix
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K �xp + ix
�

2 = 

xp

2 + kxk2 � 2 Im �xp; x�

xp + ix


2 = 

xp

2 + kxk2 + 2 Im �xp; x� :

Sonuncu eşitlikler taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

4 Im
�
xp; x

�
=


xp + ix



2 � 

K �xp + ix
�

2 � 0 (4.6)

olur. Böylece � ba¼g¬nt¬s¬disipatiftir. u 2 H için

xp =
1

2
(u+Ku) ; x =

1

2i
(u�Ku)

tan¬mlayal¬m. O zaman fx; xpg 2 �; xp + ix = u; xp � ix = Ku olur. Bu da

DU� = H;U� = K oldu¼gunu gösterir.

e� ba¼g¬nt¬s¬ � ba¼g¬nt¬s¬n¬n disipatif geni̧slemesi ise Ue� � U� olur. Bu ise ancak

Ue� = U� olmas¬yla mümkündür. Buradan e� = � olur. Yani � maksimal disipat-

ifdir.

� key�maksimal disipatif ba¼g¬nt¬, U� da � ba¼g¬nt¬s¬n¬n Cayley dönüşümü olsun.

O zaman DU� = H d¬r. Bunu ispatlayal¬m: Tersini kabul edelim. U�; DU� ya

sürekli olarak geni̧sletilebilir. DU� 6= H ise U�; H	DU� üzerinde s¬f¬ra eşitlenerek

U�; H a geni̧sletilir. Buradan K � U� büzülme operatörü tüm uzayda tan¬m-

lan¬r. K operatörünü inşa ederek (4.4) eşitli¼gine kaŗs¬l¬k gelen e� ba¼g¬nt¬s¬n¬ele
alal¬m. Yukar¬da ispat etti¼gimiz gibi e� ba¼g¬nt¬s¬disipatif ve e� � � d¬r. � ba¼g¬n-

t¬s¬maksimal disipatif oldu¼gundan e� = �; Ue� = U� olur buradan bir çeli̧ski elde

edilir. Böylece U�; H üzerinde büzülme operatörüdür. Cayley dönüşümünün

tan¬m¬ndan 8 fx; xpg 2 �

U�
�
xp + ix

�
= xp � ix (4.7)

d¬r. Daha önceden belirtti¼gimiz gibi (4.7) maksimal disipatif e� � � ba¼g¬nt¬s¬n¬

tan¬mlar. � ba¼g¬nt¬s¬maksimal disipatif oldu¼gunda e� = �; yani � ba¼g¬nt¬s¬(4.4)

ile belirlenir. (4.6) dan � ba¼g¬nt¬s¬maksimal simetrik olmas¬için gerek ve yeter

koşul K izometrik operatör olmas¬d¬r.
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� ba¼g¬nt¬s¬maksimal akretif olsun.

�1 =
��
�x; xp

	
:
�
x; xp

	
2 �
	

(4.8)

ba¼g¬nt¬s¬maksimal disipatifdir. Gösterdik ki

�
x; xp

	
2 �1(veya

�
�x; xp

	
2 �)() (K � I)xp + i (K + I) (�x) = 0

dir. Bu ifade de (4.5) e denktir. Tersi de benzer şekilde gösterilir.

Son olarak � ba¼g¬nt¬s¬kendine eş olsun. O zaman K1; K2 operatörleri H üzerinde

izometrik operatör olmak üzere

(K1 � I)xp + i (K1 + I)x = 0

(K2 � I)xp � i (K2 + I)x = 0

eşitlikleri denktir.

K1K2

�
xp � ix

�
= xp � ix; K2K1

�
xp + ix

�
= xp + ix

elde edilir.

�
xp + ix j

�
x; xp

	
2 �
	
=
�
xp � ix j

�
x; xp

	
2 �
	
= H

oldu¼gundan

K1K2 = K2K1 = I

olur, yani K1 ve K2 üniterdir. Tersi aşikard¬r.

4:3: S¬n¬r De¼ger Uzaylar¬ve Disipatif Geni̧slemeler

Tan¬m 4:3:1: K Hilbert uzay, �1;�2 : DA� ! K lineer dönüşümler olsun.
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i) f; g 2 DA� için

(A�f; g)� (f; A�g) = (�1f;�2g)K � (�2f;�1g)K ;

ii) Key� F1; F2 2 K için �1f = F1;�2f = F2 olacak şekilde bir f 2 DA�

vektörü vard¬r;

şartlar¬n¬sa¼glayan (K;�1;�2) üçlüsüne A operatörünün s¬n¬r de¼ger uzay¬denir

(Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

Teorem 4:3:2: n � 1 olmak üzere (n; n) indis defektli key� simetrik operatör

için dimK = n olmak üzere (K;�1;�2) s¬n¬r de¼ger uzay¬vard¬r (Gorbachuk and

Gorbachuk, 1991).

·Ispat.

DA� = DA �Ni �N�i (4.9)

idi. P�i; Pi : DA� ! N�i; Ni izdüşüm operatörleri olsun. dimN�i = dimNi

oldu¼gundan Ni ! N�i izometrik bir dönüşüm vard¬r. Bunu U ile gösterelim.

K = N�i al¬rsak (H dan indirgenen iç çarp¬ma göre )

�1 = P�i + UPi;�2 = �iP�i + iUPi

olsun. (K;�1;�2) nin A operatörünün s¬n¬r de¼ger uzay¬oldu¼gunu ispatlayal¬m.

(4.9) ifadesinden f; g 2 DA� ise

f = f0 + P�if + Pif; g = g0 + P�ig + Pig; f0; g0 2 DA

dir.

A�Pi = �iPi; A�P�i = iP�i

32



ve A operatörünün simetrik oldu¼gunu dikkate al¬rsak

(A�f; g)� (f; A�g) = 2i ((P�if; P�ig)� (Pif; Pig))

dir. Di¼ger taraftan U operatörünün izometrikli¼gine denk olarak

(�1f;�2g)K � (�2f;�1g)K = 2i ((P�if; P�ig)� (Pif; Pig))

dir. Buradan s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n (i) koşulu sa¼glan¬r.

F1; F2 2 K; f 2 DA� alal¬m.

f = f0 + f�i + fi; f0 2 DA

f�i =
1

2i
(iF1 � F2) 2 N�i; fi =

1

2i
U�1 (iF1 + F2) 2 Ni

olsun. O zaman �1f = F1;�2f = F2 olur.

Teorem 4:3:3: K; H Hilbert uzay¬nda büzülme operatörü ise A� operatörünün

(K � I) �1f + i (K + I) �2f = 0 (4.10)

veya

(K � I) �1f � i (K + I) �2f = 0 (4.11)

koşulunu sa¼glayan f 2 DA� vektörlerinin kümesine k¬s¬tlamas¬s¬ras¬yla A oper-

atörünün maksimal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemesidir.

TersineA operatörünün key�maksimal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemesiA�

operatörünün (4.10) ( (4.11) ) koşulunu sa¼glayan f 2 DA� vektörlerinin kümesine

k¬s¬tlamas¬d¬r ki burada K büzülme operatörü geni̧sleme ile tek türlü belirlenir.

H Hilbert uzay¬üzerinde A operatörünün maksimal simetrik geni̧slemesi (4.10) (

(4.11) ) koşulu ile belirlenir ki burada K izometrik operatördür. E¼ger K üniter

operatör ise bu koşullar kendine eş geni̧sleme belirler. Son durumda (4.10), (4.11)
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koşullar¬, C; H üzerinde kendine eş operatör olmak üzere

(cosC) �2f � (sinC) �1f = 0

koşuluna denktir. A operatörünün disipatif geni̧slemelerinin genel formu

K (�1f + i�2f) = �1f � i�2f; �1f + i�2f 2 DK (4.12)

(s¬ras¬yla

K (�1f � i�2f) = �1f + i�2f; �1f � i�2f 2 DK) (4.13)

koşulu ile verilir. Burada K operatörü f 2 DK için

kKfk � kfk

sa¼glayan lineer operatördür. A operatörünün simetrik geni̧slemeleri iseK izometrik

operatör olmak üzere (4.12), (4.13) formülleri ile verilir (Gorbachuk and Gor-

bachuk, 1991).

·Ispat. eA; A operatörünün maksimal disipatif geni̧slemesi olsun. Teorem 4.1.3

ile eA � A� d¬r. (K;�1;�2), A operatörünün s¬n¬r de¼ger uzay¬olmak üzere

� =
�
f�2f;�1fg : f 2 D eA	

olsun. (K;�1;�2) nin (i) özelli¼ginden �; K da disipatif ba¼g¬nt¬d¬r. E¼ger e� � �

ve � disipatif ba¼g¬nt¬ise
ffA A� operatörünün DffA =

n
f 2 DA� : f�2f;�1fg 2 e�o

kümesinin k¬s¬tlamas¬olarak tan¬mlananffA operatörünün disipatif geni̧slemesidir.

Buradan ffA = eA: E¼ger fx; xpg 2 e� ise belli bir f 2 DA� ; için x = �2f; xp = �1f;

olur. Burada f 2 DffA ; ve f 2 D eA d¬r, yani, fx; xpg 2 �: Böylece e� = � ve

� maksimal disipatif ba¼g¬nt¬d¬r. Teorem 4.2.3 den istenen sonuçlar elde edilir.

Farz edelim ki eA; A� operatörünün (4.10) koşulunu sa¼glayan vektörlerin D eA
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kümesine k¬s¬tlamas¬olsun.

� =
�
f�2f;�1fg : f 2 D eA	

ele alal¬m. Teorem 4.2.3 göre � ba¼g¬nt¬s¬maksimal disipatiftir. (K;�1;�2) nin (i)

özelli¼ginden eA disipatiftir.
Farz edelim ki ffA operatörü eA operatörünün disipatif geni̧slemesi olsun.

e� = nf�2f;�1fg : f 2 DffA
o

d¬r. e� ba¼g¬nt¬s¬ � ba¼g¬nt¬s¬n¬n disipatif geni̧slemesi oldu¼gundan e� = � d¬r.

E¼ger f 2 DffA ise g 2 D eA için �1f = �1g;�2f = �2g: Bu ise f � g 2 DA;

buradan f 2 D eA: Böylece eA = ffA ve eA maksimal disipatiftir.
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5: 4. MERTEBEDEN D·IFERANS·IYEL OPERATÖRLER·IN GEN·IŞ-

LEMELER·I

Bu bölümde; 4. mertebeden çeşitli indis defekte sahip diferansiyel operatörlerin

disipatif geni̧slemeleri verilecektir.

5:1:(4,4) ·Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatörlerin Disi-

patif Geni̧slemeleri

q fonksiyonu; [0;1) aral¬¼g¬üzerinde sürekli olmak üzere

l (y) = y(4) + q (x) y; 0 � x <1 (5.1)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alal¬m. L2 (0;1) uzay¬nda (5.1) ile

üretilen minimal operatörün kapan¬̧s¬L0 (D0 da tan¬m kümesi ) olsun. D =

fy 2 L2 (0;1) : y0; y00; y000 fonksiyonlar¬ [0;1) üzerinde lokal mutlak sürekli ve

l (y) 2 L2 (0;1)g olsun. D maksimal L operatörünün tan¬m kümesidir ve L = L�0

d¬r.

q (x) öyle seçilsin ki L0 operatörünün indis defekti (4; 4) olsun. l (y) = 0 denklemi-

nin

v1 (0) = 1; v
0
1 (0) = 0; v

00
1 (0) = 0; v

000
1 (0) = 0;

v2 (0) = 0; v
0
2 (0) = 1; v

00
2 (0) = 0; v

000
2 (0) = 0;

v3 (0) = 0; v
0
3 (0) = 0; v

00
3 (0) = 1; v

000
3 (0) = 0;

v4 (0) = 0; v
0
4 (0) = 0; v

00
4 (0) = 0; v

000
4 (0) = 1;

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan v1 (x) ; v2 (x) ; v3 (x) ; v4 (x) çözümlerini gözönüne

alal¬m. v1 (x) ; v2 (x) ; v3 (x) ; v4 (x) çözümleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬rlar ve Wronskiyen-

leri 1 e eşittir. L0 operatörünün indis defekti (4; 4) oldu¼gundan

v1; v2; v3; v4 2 L2 (0;1)
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d¬r.

�1;�2 : D ! C4 lineer dönüşümlerini [y; z]x = [y000 (x) z (x) � y (x) z000 (x)] �

[y00 (x) z0 (x)� y0 (x) z00 (x)] (0 � x <1) olmak üzere

�1f =

0BBBBBB@
f (0)

f 0 (0)

[f; v2]1

[f; v1]1

1CCCCCCA ; �2f =

0BBBBBB@
f 000 (0)

f 00 (0)

[f; v4]1

[f; v3]1

1CCCCCCA (5.2)

biçiminde tan¬mlayal¬m.

Lemma 5.1.1. 8y; z 2 D için

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = (�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4

d¬r.

·Ispat. f; g 2 D [f; g] (x) =

������ [v2; g]x [g; v4]x

[v2; f ]x [f; v4]x

������ +
������ [v1; g]x [g; v3]x

[v1; f ]x [f; v3]x

������ oldu¼gunu
biliyoruz (Fulton, 1989). Buradan

[f; g] (x) = [v2; g]x[f; v4]x � [g; v4]x[v2; f ]x + [v1; g]x[f; v3]x � [v1; f ]x[g; v3]x (5.3)

elde edilir.

8y; z 2 D için Green formülünü uygularsak

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = [y; z]1 � [y; z]0

d¬r.

(�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4 = y (0) z000 (0)� z (0) y000 (0)

+y00 (0) z0 (0)� z00 (0) y0 (0)

+[y; v2]1[z; v4]1 � [z; v2]1[y; v4]1

+[y; v1]1[z; v3]1 � [z; v1]1[y; v3]1
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olur. (5.3) den

(�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4 = [y; z]1 � [y; z]0

olur. Öyleyse

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = (�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4 :

Lemma 5.1.2. Key��0; �1; �2; �3; �0; �1; �2; �3 2 C için öyle bir y 2 D fonksiy-

onu vard¬r ki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

y (0) = �0; y
0 (0) = �1; y

00 (0) = �2; y
000 (0) = �3 (5.4)

[y; v1]1 = �0; [y; v2]1 = �1; [y; v3]1 = �2; [y; v4]1 = �3:

·Ispat. Key� bir f 2 L2 (0;1) aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

(f; v1)L2 = �0 � �3; (f; v3)L2 = �2 � �1; (5.5)

(f; v2)L2 = �1 + �2; (f; v4)L2 = �3 + �0 :

f = c1v1 + c2v2 + c3v3 + c4v4 diyelim. (5.5) koşullar¬c1; c2; c3; c4 sabitlarinin den-

klem sistemidir ve determinant¬v1; v2; v3; v4 lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyonlar¬n Gram

determinant¬d¬r dolay¬s¬yle s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

y (x) ; l (y) = f denkleminin y (0) = �0; y
0 (0) = �1; y

00 (0) = �2; y
000 (0) =

�3; koşullar¬n¬sa¼glayan bir çözümü olsun. Bu durumda y (x) e Green formülü

uygulan¬rsa

(f; vj)L2 = (l (y) ; vj)L2 = [y; vj]1 � [y; vj]0; j = 1; 2; 3; 4
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olur. l (vj) = 0 (j = 1; 2; 3; 4) idi. Ayr¬ca y (0) = �0; y
0 (0) = �1; y

00 (0) =

�2; y
000 (0) = �3 oldu¼gundan

[y; vj]0 =

8>>>>>><>>>>>>:

�3; j = 1 ise

��2; j = 2 ise

�1; j = 3 ise

��0; j = 4 ise

9>>>>>>=>>>>>>;
d¬r. Buradan

(f; v1)L2 = [y; v1]1 � �3; (f; v2)L2 = [y; v2]1 + �2

(f; v3)L2 = [y; v3]1 � �1; (f; v4)L2 = [y; v4]1 + �0

olur. Sonuç olarak

[y; v1]1 = �0; [y; v2]1 = �1; [y; v3]1 = �2; [y; v4]1 = �3

elde edilir.

Teorem 5.1.3. (5.2) ile tan¬mlanan (C4;�1;�2) üçlüsü L0 operatörünün s¬n¬r

de¼ger uzay¬d¬r.

·Ispat. Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n iki şart¬n¬sa¼glar.

Sonuç 5.1.4. K operatörü C4 üzerinde büzülme operatörü oldu¼gunda L0 oper-

atörünün

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.6)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.7)

koşullar¬n¬sa¼glayan y 2 D fonksiyonlar¬kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬s¬ras¬yla maksimal

disipatif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�

maksimal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.6) ( (5.7) ) biçiminde

gösterilebilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir. E¼ger (5.6) (
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(5.7) ) ifadesindeki K operatörü izometrik operatör olursa L0 operatörünün mak-

simal simetrik geni̧slemesini, e¼ger K operatörü üniter olursa L0 operatörünün

kendine eş geni̧slemesini verir. Disipatif ve akretif geni̧slemelerinin genel formu

K (�1y + i�2y) = �1y � i�2y;�1y + i�2y 2 D (K)

K (�1y � i�2y) = �1y + i�2y;�1y � i�2y 2 D (K)

biçimindedir. Burada K

kKfk � kfk ; f 2 D (K)

koşulunu sa¼glayan lineer operatördür.

Sonuç 5.1.5.

y000 (0) + h1y (0) = 0 (5.8)

y0 (0) + h2 y
00 (0) = 0 (5.9)

[y; v2]1 � h3[y; v4]1 = 0 (5.10)

[y; v1]1 � h4[y; v3]1 = 0 (5.11)

Imh1 � 0 veya h1 = 1; Imh2 � 0 veya h2 = 1; Imh3 � 0 veya h3 = 1

ve Imh4 � 0 veya h4 = 1 (Imh1 = 0 veya h1 = 1; Imh2 = 0 veya h2 =

1; Imh3 = 0 veya h3 = 1 ve Imh4 = 0 veya h4 = 1) s¬n¬r koşullar¬L0 oper-

atörünün ayr¬k s¬n¬r koşullar¬ile maksimal disipatif (kendine eş ) geni̧slemelerini

verir.

Özel olarak Imh1 = 0 veya h1 = 1; Imh2 = 0 veya h2 = 1; Imh3 >

0; Imh4 > 0 olursa L0 operatörü sonsuzda disipatif olur. Imh1 > 0; Imh2 > 0

ve Imh3 = 0 veya h3 =1 ve Imh4 = 0 veya h4 =1 olursa L0 operatörü s¬f¬rda

disipatif olur.
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·Ispat.

(Ly; y)� (y; Ly) = y (0) y000 (0)� y (0) y000 (0) + y00 (0) y0 (0)

�y00 (0) y0 (0)

+[y; v2]1[y; v4]1 � [y; v2]1[y; v4]1

+[y; v1]1[y; v3]1 � [y; v1]1[y; v3]1

olur.

y000 (0) = �h1y (0) ; y0 (0) = �h2 y00 (0) ;

[y; v2]1 = h3[y; v4]1; [y; v1]1 = h4[y; v3]1

yazarsak

(Ly; y)� (y; Ly) = �h1 (y (0))2 + h1 (y (0))
2

�h2 (y00 (0))2 + h2 (y
00 (0))

2

+h3 ([y; v4]1)
2 � h3 ([y; v4]1)

2

+h4 ([y; v3]1)
2 � h4 ([y; v3]1)

2

olur. Buradan

(Ly; y)� (y; Ly) = 2 Imh1 (y (0))
2 + 2 Imh2 (y

00 (0))
2

+2 Imh3 ([y; v4]1)
2 + 2 Imh4 ([y; v3]1)

2 :

h1 =1 olmas¬y (0) = 0 olmas¬n¬sa¼glar. h2 =1 ise y00 (0) = 0; h3 =1 ise

[y; v4]1 = 0; h4 =1 ise [y; v3]1 = 0 d¬r.

Imh1 � 0 veya h1 = 1; Imh2 � 0 veya h2 = 1; Imh3 � 0 veya h3 = 1

ve Imh4 � 0 veya h4 = 1 (Imh1 = 0 veya h1 = 1; Imh2 = 0 veya h2 =

1; Imh3 = 0 veya h3 = 1 ve Imh4 = 0 veya h4 = 1) s¬n¬r koşullar¬L0 oper-

atörünün ayr¬k s¬n¬r koşullar¬ile maksimal disipatif (kendine eş ) geni̧slemelerini

verdi¼gi görülür.
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Imh1 = 0 veya h1 =1; Imh2 = 0 veya h2 =1; Imh3 > 0; Imh4 > 0 olursa

L0 operatörü sonsuzda disipatif olur. Imh1 > 0; Imh2 > 0 ve Imh3 = 0 veya

h3 =1 ve Imh4 = 0 veya h4 =1 olursa L0 operatörü s¬f¬rda disipatif olur.

Şimdi de tüm reel eksende geni̧slemeyi verelim. q fonksiyonu, (�1;1) aral¬¼g¬

üzerinde sürekli olmak üzere

l (y) = y(4) + q (x) y; �1 < x <1 (5.12)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alal¬m. L2 (�1;1) uzay¬nda (5.12)

ile üretilen minimal operatörün kapan¬̧s¬n¬ L0 (D0 da tan¬m kümesi ) olsun.

D = fy 2 L2 (�1;1) : y0; y00; y000 fonksiyonlar¬ [0;1) üzerinde lokal mutlak

sürekli ve l (y) 2 L2 (�1;1)g olsun. D maksimal L operatörünün tan¬m küme-

sidir ve L = L�0 d¬r.

q (x) öyle seçilsin ki L0 operatörünün indis defekti (2; 2) olsun. L+0 ; l (y) diferansi-

yel ifadesinin [0;1) aral¬¼g¬nda üretti¼gi minimal operatörün kapan¬̧s¬olsun. L�0
operatörü de l (y) diferansiyel ifadesinin (�1; 0] aral¬¼g¬nda üretti¼gi minimal opera-

tör olsun.

defL0 = defL+0 + defL�0 � 4

oldu¼gunu biliyoruz ( Naimark,1968). Buradan

defL+0 + defL�0 = 6

olur.

m+ = defL+0 ; m� = defL�0

denirse m+ + m� = 6 olur. Bu durumda m� = 2 ve m+ = 4 olur. Yani L+0

operatörünün indis defekti (4; 4) dür. l (y) = ay; (0 � x � 1) denkleminin 4

tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümü L2 (0;1) a aittir.

y (x) = v1 (x) c1 + v2 (x) c2 + v3 (x) c3 + v4 (x) c4; (5.13)
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c1; c2; c3; c4 2 C; v1 (x) = '1 (x; a) ; v2 (x) = '2 (x; a) ; v3 (x) = '3 (x; a) ; v4 (x) =

'4 (x; a) alal¬m. y (x) 2 L2 (0;1) ve D+; L
+ =

�
L+0
��
maksimal operatörünün

tan¬m kümesi olmak üzere y (x) 2 D+ olur.

Benzer şekilde �1;�2 : D ! C2 lineer dönüşümlerini

[y; z]x = [y
000 (x) z (x)� y (x) z000 (x)]� [y00 (x) z0 (x)� y0 (x) z00 (x)] (0 � x <1)

olmak üzere

�1f =

0@ [f; v2]1

[f; v1]1

1A ;�2f =

0@ [f; v4]1

[f; v3]1

1A (5.14)

biçiminde tan¬mlayal¬m.

Lemma 5.1.6. 8y; z 2 D için

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = (�1y;�2z)C2 � (�2y;�1z)C2

d¬r.

·Ispat. L�0 operatörünün indis defekti (2; 2) oldu¼gundan 8y; z 2 D için Green

formülünü uygularsak

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = [y; z]1 (5.15)

d¬r. Lemma 5.1.1 den

(�1y;�2z)C2 � (�2y;�1z)C2 = [y; v2]1[z; v4]1 � [z; v2]1[y; v4]1

+[y; v1]1[z; v3]1 � [z; v1]1[y; v3]1

= [y; z]1

elde edilir. Buradan (5.15) ispatlan¬r.

Lemma 5.1.7. Key� �0; �1; �2; �3 2 C için öyle bir y (x) 2 D fonksiyonu vard¬r
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ki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

[y; v1]1 = �0; [y; v2]1 = �1; [y; v3]1 = �2; [y; v4]1 = �3: (5.16)

·Ispat. Lemma 5.1.2 den

y+ (0) = �0; y
0
+ (0) = �1; (5.17)

y00+ (0) = �2; y
000
+ (0) = �3; �0; �1; �2; �3 2 C

[y+; v1]1 = �0; [y+; v2]1 = �1;

[y+; v3]1 = �2; [y+; v4]1 = �3:

koşullar¬n¬sa¼glayan y+ (x) 2 D+ fonksiyonu vard¬r.

l (y) diferansiyel ifadesinin [�1; 0] aral¬¼g¬nda üretti¼gi minimal operatörün ka-

pan¬̧s¬L�01 regüler operatörüne bakal¬m. L�01 operatörünün indis defekti (4; 4)

oldu¼gundan

y� (0) = �0; y
0
� (0) = �1; y

00
� (0) = �2; y

000
� (0) = �3; (5.18)

y� (�1) = y0� (�1) = y00� (�1) = y000� (�1) = 0

koşulunu sa¼glayan y� (x) 2 D
��
L�01
���

vard¬r.

y (x) =

8>>><>>>:
0; �1 < x � �1;

y� (x) ; �1 � x � 0;

y+ (x) ; 0 � x <1;

9>>>=>>>;
olsun. (5.17), (5.18) koşullar¬ndan ve y (x) fonksiyonu x = �1 , x = 0 da düzgün

oldu¼gundan

[y; v1]1 = �0; [y; v2]1 = �1; [y; v3]1 = �2; [y; v4]1 = �3
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olur.

Teorem 5.1.8. L�0 operatörünün indis defekti (2; 2), L+0 operatörünün indis

defekti (4; 4) olsun. (5.14) ile tan¬mlanan (C2;�1;�2) üçlüsü L0 operatörünün

s¬n¬r de¼ger uzay¬d¬r.

·Ispat. Lemma 5.1.6 ve Lemma 5.1.7 s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n iki şart¬n¬sa¼glar.

Sonuç 5.1.9. K operatörü C2 üzerinde büzülme operatörü oldu¼gunda L oper-

atörünün

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.19)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.20)

koşullar¬n¬sa¼glayan y 2 D fonksiyonlar¬kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬s¬ras¬yla maksimal

disipatif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�

maksimal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.19) ( (5.20) ) biçiminde

gösterilebilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir. E¼ger (5.19)

( (5.20) ) ifadesindeki K operatörü izometrik operatör olursa L0 operatörünün

maksimal simetrik geni̧slemesini, e¼gerK operatörü üniter olursa L0 operatörünün

kendine eş geni̧slemesini verir. Disipatif ve akretif geni̧slemelerinin genel formu

K (�1y + i�2y) = �1y � i�2y;�1y + i�2y 2 D (K)

K (�1y � i�2y) = �1y + i�2y;�1y � i�2y 2 D (K)

biçimindedir. Burada K

kKfk � kfk ; f 2 D (K)

koşulunu sa¼glayan lineer operatördür.

L0 operatörünün indis defekti (4; 4) ; L�0 operatörünün indis defekti (4; 4) ; L+0

operatörünün indis defekti (4; 4) olsun. L�0 operatörünün regüler tipte bir a� 2
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(�1;1) noktas¬vard¬r. l (y) = a�y; denkleminin 4 tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümü

L2 (R�) ; R+ = [0;1); R� = (�1; 0] aittir.

y� (x) = v1� (x) c
�
1 + v2� (x) c

�
2 + v3� (x) c

�
3 + v4� (x) c

�
4 ; y� (x) 2 L2 (R�)

c�1 ; c
�
2 ; c

�
3 ; c

�
4 2 C; v1� (x) = '1 (x; a�) ;

v2� (x) = '2 (x; a�) ; v3� (x) = '3 (x; a�) ; v4� (x) = '4 (x; a�)

alal¬m.

�1;�2 : D ! C4 lineer dönüşümlerini

�1f =

0BBBBBB@
�[f�; v2]1
[f+; v2]1

�[f�; v1]1
[f+; v1]1

1CCCCCCA ;�2y =

0BBBBBB@
[f�; v4]1

[f+; v4]1

[f�; v3]1

[f+; v3]1

1CCCCCCA (5.21)

biçiminde tan¬mlayal¬m.

Lemma 5.1.10. 8y; z 2 D için

(Ly; z)� (y; Lz) = (�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4

d¬r.

·Ispat. 8y; z 2 D için Green formülünü uygularsak

(Ly; z)� (y; Lz) = [y; z]1 � [y; z]�1 (5.22)
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d¬r. Lemma 5.1.1 den

(�1y;�2z)C4 � (�2y;�1z)C4 = [y+; v2]1[z+; v4]1 � [z+; v2]1[y+; v4]1

+[y+; v1]1[z+; v3]1 � [z+; v1]1[y+; v3]1

+[y�; v2]�1[z�; v4]�1 � [z�; v2]�1[y�; v4]�1

+[y�; v1]�1[z�; v3]�1 � [z�; v1]�1[y�; v3]�1

= [y+; z+]1 � [y�; z�]�1

[y; z]1 = [y+; z+]1; [y; z]�1 = [y�; z�]�1

ifadesi (5.22) yi ispatlar.

Lemma 5.1.11. Key� �0; �1; �2; �3; �0; �1; �2; �3 2 C için öyle bir y (x) 2 D

fonksiyonu vard¬r ki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

�[y�; v1]�1 = �0;�[y�; v2]�1 = �1; (5.23)

[y�; v3]�1 = �2; [y�; v4]�1 = �3

[y+; v1]1 = �0; [y+; v2]1 = �1; [y+; v3]1 = �2; [y+; v4]1 = �3:

·Ispat. Lemma 5.1.2 den �0; �1; �2; �3; �0; �1; �2; �3 2 C için öyle bir

y+; y� 2 D

fonksiyonu vard¬r ki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

y� (0) = y0� (0) = y00� (0) = y000� (0) = 0; (5.24)

y+ (0) = y0+ (0) = y00+ (0) = y000+ (0) = 0;�[y�; v1]�1 = �0;

�[y�; v2]�1 = �1; [y�; v3]�1 = �2; [y�; v4]�1 = �3;

[y+; v1]1 = �0; [y+; v2]1 = �1;

[y+; v3]1 = �2; [y+; v4]1 = �3:
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y (x) =

8<: y� (x) ; �1 � x � 0;

y+ (x) ; 0 � x <1;

9=;
olsun. (5.24), koşullar¬ndan ve y (x) fonksiyonu x = 0 noktas¬nda düzgün oldu¼gun-

dan (5.23) elde edilir.

Teorem 5.1.12. L�0 operatörünün indis defekti (4; 4), L+0 operatörünün indis

defekti (4; 4) olsun. (5.21) ile tan¬mlanan (C4;�1;�2) üçlüsü L0 operatörünün

s¬n¬r de¼ger uzay¬d¬r.

·Ispat. Lemma 5.1.10 ve Lemma 5.1.11 s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n iki şart¬n¬sa¼glar.

Sonuç 5.1.13. K operatörü C4 üzerinde büzülme operatörü oldu¼gunda L oper-

atörünün

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.25)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.26)

koşullar¬n¬sa¼glayan y 2 D fonksiyonlar¬kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬s¬ras¬yla maksimal

disipatif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�mak-

simal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.25) ( (5.26) ) biçiminde gös-

terilebilir.K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir.E¼ger (5.25) ( (5.26)

) ifadesindeki K operatörü izometrik operatör olursa L0 operatörünün maksimal

simetrik geni̧slemesini, e¼ger K operatörü üniter olursa L0 operatörünün kendine

eş geni̧slemesini verir. Disipatif ve akretif geni̧slemelerinin genel formu

K (�1y + i�2y) = �1y � i�2y;�1y + i�2y 2 D (K)

K (�1y � i�2y) = �1y + i�2y;�1y � i�2y 2 D (K)

biçimindedir. Burada K

kKfk � kfk ; f 2 D (K)

koşulunu sa¼glayan lineer operatördür.
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5:2: (3,3) ·Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatörlerin Disi-

patif Geni̧slemeleri

q fonksiyonu; [0;1) aral¬¼g¬üzerinde sürekli olmak üzere

l (y) = y(4) + q (x) y; 0 � x <1 (5.27)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alal¬m. L2 (0;1) uzay¬nda (5.27) ile

üretilen minimal operatörün kapan¬̧s¬L0 (D0 da tan¬m kümesi ) olsun. D = fy 2

L2 (0;1) : y0; y00; y000 fonksiyonlar¬[0;1) aral¬¼g¬üzerinde lokal mutlak sürekli ve

l (y) 2 L2 ((0;1) ;E)g olsun. D maksimal L operatörünün tan¬m kümesidir ve

L = L�0 d¬r.

q (x) öyle seçilsin ki L0 operatörünün indis defekti (3; 3) olsun. l (y) = 0 den-

kleminin

v1 (0) = 1; v01 (0) = 0; v
00
1 (0) = 0; v

000
1 (0) = 0;

v2 (0) = 0; v02 (0) = 1; v
00
2 (0) = 0; v

000
2 (0) = 0;

v3 (0) = 0; v03 (0) = 0; v
00
3 (0) = 1; v

000
3 (0) = 0;

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan v1 (x) ; v2 (x) ; v3 (x) çözümlerini gözönüne alal¬m.

v1 (x) ; v2 (x) ; v3 (x) çözümleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬rlar ve Wronskiyenleri 1 e eşittir.

L0 operatörünün indis defekti (3; 3) oldu¼gundan

v1; v2; v3 2 L2 (0;1)

d¬r.

�1;�2 : D ! C3 lineer dönüşümlerini

[y; z]x = [y
000 (x) z (x)� y (x) z000 (x)]� [y00 (x) z0 (x)� y0 (x) z00 (x)] (0 � x <1)
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olmak üzere

�1f =

0BBB@
f (0)

f 0 (0)

[f; v3]1

1CCCA ;�2y =

0BBB@
f 000 (0)

f 00 (0)

[f; v2]1

1CCCA (5.28)

biçiminde tan¬mlayal¬m.

Lemma 5.2.1. 8y; z 2 D için

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = (�1y;�2z)C3 � (�2y;�1z)C3

d¬r.

·Ispat. 8y; z 2 D için Green formülünü uygularsak

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = [y; z]1 � [y; z]0

d¬r.

(�1y;�2z)C3 � (�2y;�1z)C3 = y (0) z000 (0)� z (0) y000 (0)

+y00 (0) z0 (0)� z00 (0) y0 (0)

+[y; v2]1[z; v3]1 � [z; v2]1[y; v3]1

olur.

[y; v2]1[z; v3]1 � [z; v2]1[y; v3]1 = [y; z]1

oldu¼gunu biliyoruz (Guseinov and Pashaev, 1983). Buradan

(�1y;�2z)C3 � (�2y;�1z)C3 = [y; z]1 � [y; z]0

olur. Öyleyse

(Ly; z)L2 � (y; Lz)L2 = (�1y;�2z)C3 � (�2y;�1z)C3 :
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Lemma 5.2.2. Key� �0; �1; �2; �3; �0; �1 2 C için öyle bir y 2 D fonksiyonu

vard¬r ki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

y (0) = �0; y
0 (0) = �1; y

00 (0) = �2; y
000 (0) = �3 (5.29)

[y; v2]1 = �0; [y; v3]1 = �1:

·Ispat. Key� bir f 2 L2 (0;1) aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n:

(f; v2)L2 = �0 + �2; (f; v3)L2 = �1 � �1: (5.30)

f = c1v1 + c2v2 + c3v3 diyelim. (5.30) koşullar¬ c1; c2; c3 sabitlerinin denklem

sistemidir ve determinant¬v1; v2; v3; lineer ba¼g¬ms¬z fonksiyonlar¬n Gram deter-

minant¬d¬r dolay¬s¬yla s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

y (x) ; l (y) = f denkleminin y (0) = �0; y
0 (0) = �1; y

00 (0) = �2; y
000 (0) =

�3; koşullar¬n¬sa¼glayan bir çözümü olsun. Bu durumda y (x) e Green formülü

uygulan¬rsa

(f; vj)L2 = (l (y) ; vj)L2 = [y; vj]1 � [y; vj]0; j = 2; 3

olur. l (vj) = 0 (j = 2; 3) idi. Ayr¬ca

y (0) = �0; y
0 (0) = �1;

y00 (0) = �2; y
000 (0) = �3

oldu¼gundan

[y; vj]0 =

8<: ��2; j = 2 ise

�1; j = 3 ise

9=;
d¬r. Buradan

(f; v2)L2 = [y; v2]1 + �2; (f; v3)L2 = [y; v3]1 � �1
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olur. Sonuç olarak

[y; v2]1 = �0; [y; v3]1 = �1

elde edilir.

Teorem 5.2.3. (5.28) ile tan¬mlanan (C3;�1;�2) üçlüsü L0 operatörünün s¬n¬r

de¼ger uzay¬d¬r.

·Ispat: Lemma 5.2.1 ve Lemma 5.2.2 s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n iki şart¬n¬sa¼glar.

Sonuç 1. K operatörü C3 üzerinde büzülme operatörü oldu¼gunda L0 oper-

atörünün

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.31)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.32)

koşullar¬n¬sa¼glayan y 2 D fonksiyonlar¬kümesine k¬s¬tlan¬̧s¬s¬ras¬yla maksimal

disipatif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�

maksimal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.31) ( (5.32) ) biçiminde

gösterilebilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir. E¼ger (5.31)

( (5.32) ) ifadesindeki K operatörü izometrik operatör olursa L0 operatörünün

maksimal simetrik geni̧slemesini, e¼gerK operatörü üniter olursa L0 operatörünün

kendine eş geni̧slemesini verir.

5:3:(4n,4n) ·Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatörlerin

Disipatif Geni̧slemeleri

E; n boyutlu bir Öklid uzay¬olmak üzere

(u; v) =

Z 1

0

(u (t) ; v (t))Edt

skaler çarp¬m¬ ile de¼gerleri E de olan vektör de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesini

L2 ((0;1) ;E) ile gösterelim. Q (x) = Q� (x) ; [0;1) aral¬¼g¬ üzerinde matris
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de¼gerli sürekli bir fonksiyon olmak üzere

l (y) = y(4) +Q (x) y; 0 � x <1 (5.33)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alal¬m. L2 ((0;1) ;E) uzay¬nda (5.33) ile

üretilen minimal operatörün kapan¬̧s¬L0 (D0 da tan¬m kümesi ) olsun. D = fy 2

L2 ((0;1) ;E) : y0; y00; y00 fonksiyonlar¬ [0;1) üzerinde lokal mutlak sürekli ve

l (y) 2 L2 ((0;1) ;E)g olsun. D maksimal L operatörünün tan¬m kümesidir ve

L = L�0 d¬r.

D0 = fy 2 D : y (0) = y0 (0) = y00 (0) = y000 (0) = 0; [y; z]1 = 0g olsun. Burada

her z (x) 2 D için

[y; z]x = (y
000; z)E � (y; z000)E � (y00; z0)E � (y0; z00)E (0 � x <1)

dir.

Q (x) öyle seçilsin ki L0 operatörünün indis defekti (4n; 4n) olsun. Buna göre

l (y) = �y denklemi L2 ((0;1) ;E) ait 4n tane çözüme sahiptir. l (y) = �y den-

kleminin

'1 (0; �) = I; '01 (0; �) = 0; '
00
1 (0; �) = 0; '

000
1 (0; �) = 0;

'2 (0; �) = 0; '
0
2 (0; �) = I; '002 (0; �) = 0; '

000
2 (0; �) = 0;

'3 (0; �) = 0; '
0
3 (0; �) = 0; '

00
3 (0; �) = I; '0003 (0; �) = 0;

'4 (0; �) = 0; '
0
4 (0; �) = 0; '

00
4 (0; �) = 0; '

000
4 (0; �) = I;

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan '1 (x; �) ; '2 (x; �) ; '3 (x; �) ; '4 (x; �) çözümlerini

gözönüne alal¬m.

v1 (x) = '1 (x; 0) ; v2 (x) = '2 (x; 0) ; v3 (x) = '3 (x; 0) ; v4 (x) = '4 (x; 0)

olmak üzere y (x) = V (x) c = v1 (x) c1+v2 (x) c2+v3 (x) c3+v4 (x) c4; c1; c2; c3; c4 2
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E olsun y (x) 2 L2 ((0;1) ;E) ve y (x) 2 D dir.

U (x) =

0BBBBBB@
v1 (x) v2 (x) v3 (x) v4 (x)

v01 (x) v02 (x) v03 (x) v04 (x)

v001 (x) v002 (x) v003 (x) v004 (x)

v0001 (x) v0002 (x) v0003 (x) v0004 (x)

1CCCCCCA
tan¬mlayal¬m.

J = i

0@ 0 I

�I 0

1A
olsun. J = �J� ve J2 = �I dir. UTJU = J oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 5.3.1. Wy (x) = U�1

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ve eP ; E4 nin E2 altuzay¬üzerine
ortogonal izdüşüm operatörü olmak üzere her y (x) 2 D için

lim
x!1

eP (Wy) (x) = eP (Wy) (1) (5.34)

limiti vard¬r. Özel olarak y (x) = V (x) c (c 2 E2) ise

lim
x!1

(Wy) (x) = (Wy) (1) 2 E2 (5.35)

limiti vard¬r.

·Ispat. y; z 2 D için Green formülünü uygularsak

(Ly; z)� (y; Lz) = [y; z]1 � [y; z]0
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y (x) = V (x) c (c 2 E2) z 2 D için

[y; z]x =

0BBBBBB@J
0BBBBBB@

y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA =

0BBBBBB@JU (x) c;
0BBBBBB@

z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA

=

0BBBBBB@c; J
2U� (x) J

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA =

0BBBBBB@c; U
�1 (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
= (Jc; (Wz) (x)) =

� ePJc; (Wz) (x)
�
=
�
Jc; eP (Wz) (x)

�
E4

Öyle ise eP (Wz) (x) 2 E2 dir. Jc key� oldu¼gundan

lim
x!1

eP (Wz) (x) = eP (Wz) (1) 2 E2

dir. Özel olarak y (x) = V (x) c (c 2 E2) ise (Wz) (x) 2 E2 ve buradan (5.35)

elde edilir.

Teorem 5.3.2. I2n; E2 de özdeşlik operatörü olsun.

P1 = (I2n; 02n) ; P2 = (02n; I2n) : E
4 ! E2

ortogonal dönüşüm olsun. S1; S2 : D ! E2 lineer dönüşümlerini

S1y = (P1Wy) (1) ; S2y = (P2Wy) (1)

ile tan¬mlayal¬m.

�1;�2 : D ! E4
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lineer dönüşümlerini

�1y =

0BBB@
y (0)

y0 (0)

S1y

1CCCA ;�2y =

0BBB@
y000 (0)

y00 (0)

S2y

1CCCA
ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda

(L�y; z)� (y; L�z) = (�1y;�2z)E4 � (�2y;�1z)E4

olur.

·Ispat.

(L�y; z)� (y; L�z) = [y; z]1 � [y; z]0

dir.

(�1y;�2z)E4 � (�2y;�1z)E4 = (S1y; S2z)E2 � (S2y; S1z)E2 � [y; z]0

olur.

(S1y; S2z)E2 � (S2y; S1z)E2 = (P1 (Wy) (x) ; P2 (Wz) (x))E2

� (P2 (Wy) (x) ; P1 (Wz) (x))E2

= ((P �2P1 � P �1P2) (Wy) (x) ; (Wz) (x))E4

dir.

P �2P1 � P �1P2 = J

oldu¼gundan

(S1y; S2z)E2 � (S2y; S1z)E2 = (J (Wy) (x) ; (Wz) (x))E4
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=

0BBBBBB@JU
�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ; U�1 (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@JU
�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

ypp (x)

1CCCCCCA ;�JU�J (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@JUJ
2U�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@J
0BBBBBB@

y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

= [y; z]1

Buradan

(�1y;�2z)E4 � (�2y;�1z)E4 = (S1y; S2z)E2 � (S2y; S1z)E2 � [y; z]0

= [y; z]1 � [y; z]0

olur. ·Ispat tamamlan¬r. Şimdi s¬n¬r de¼ger uzay¬n¬n (ii) koşulunu ispatlayal¬m.

h = h1 � h2 � h3; g = g1 � g2 � g3 E � E � E2 de iki vektör olsunlar.  ; �

(5.33) denkleminin aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan iki çözümü olsunlar:

� (0) = h1; �
0 (0) = h2; �

000 (0) = g1; �
00 (0) = g2

(S ) (1) = P �1 h3 + P �2 g3:
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Aç¬kt¬r ki

P �1P1 + P2P
�
2 = IE4 ; P

�
2P1 � P �1P2 = J;

P2JP
�
1 = �P1JP �2 = IE2 ;

P1JP
�
1 = P2JP

�
2 = 0

dir. Buna göre

P1 (S ) (1) = P1P
�
1 h3 + P1P

�
2 g3 = P2JP

�
1 h3 + P2JP

�
2 g3 = h3

P2 (S ) (1) = P2P
�
1 h3 + P2P

�
2 g3 = �P1JP �1 h3 � P1JP

�
2 g3 = g3

dir. 0 � f1 (t) ; f2 (t) 2 C10 ; f1 (t) + f2 (t) = 1 ve f2 s¬f¬r¬n komşulu¼gunda bire

eşit, kompakt dayanakl¬fonksiyon olsun.

y (x; �) = f1 (x)� (x; �) + f2 (x) (x; �)

olsun. Bu durumda y 2 D (L�) ve �1y = h;�2y = g olur. Sonuç olarak aşa¼g¬daki

teoremi elde ederiz.

Teorem 5.3.3. (E4;�1;�2) uzay¬L0 operatörünün s¬n¬r de¼ger uzay¬d¬r.

Sonuç 5.3.4. K operatörü E4 üzerinde büzülme operatörü oldu¼gunda

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.36)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.37)

denklemleri ile verilen lineer ba¼g¬nt¬lar s¬ras¬yla L0 operatörünün maksimal disi-

patif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�maksi-

mal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.36) ( (5.37) ) biçiminde gösterile-

bilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir.

E¼ger K operatörü üniter olursa bu s¬n¬r koşullar¬kendine eş geni̧slemeyi verir.
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Bu durumda C operatörü; E4 uzay¬üzerinde kendine eş operatör olmak üzere

(cosC) �2y � (sinC) �1y = 0

koşulu (5.36) koşuluna denktir.

5:4: (2n+k,2n+k) ·Indis Defektli 4. Mertebeden Diferensiyel Operatör-

lerin Disipatif Geni̧slemeleri

E; n boyutlu bir Öklid uzay¬olmak üzere

(u; v) =

Z 1

0

(u (t) ; v (t))Edt

skaler çarp¬m¬ ile de¼gerleri E de olan vektör de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesini

L2 ((0;1) ;E) ile gösterelim.Q (x) = Q� (x) ; [0;1) aral¬¼g¬üzerinde matris de¼gerli

sürekli bir fonksiyon olmak üzere

l (y) = y(4) +Q (x) y; 0 � x <1 (5.38)

4. mertebeden diferansiyel ifadesini ele alal¬m. L2 ((0;1) ;E) uzay¬nda (5.38) ile

üretilen minimal operatörün kapan¬̧s¬L0 (D0 da tan¬m kümesi ) olsun. D = fy 2

L2 ((0;1) ;E) : y0; y00; y000 fonksiyonlar¬ [0;1) üzerinde lokal mutlak sürekli ve

l (y) 2 L2 ((0;1) ;E)g olsun. D maksimal L operatörünün tan¬m kümesidir ve

L = L�0 d¬r.

D0 = fy 2 D : y (0) = y0 (0) = y00 (0) = y000 (0) = 0; [y; z]1 = 0g olsun. Burada

her z (x) 2 D için

[y; z]x = (y
000; z)E � (y; z000)E � (y00; z0)E � (y0; z00)E (0 � x <1)

dir.

Q (x) öyle seçilsin ki L0 operatörünün indis defekti 1 � k � 2n olmak üzere

(2n+ k; 2n+ k) olsun. bu durumda L0 operatörünün en az¬ndan bir a 2 (�1;1)
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reguler tip noktas¬oldu¼gunu varsayal¬m. Buna göre

l (y) = ay

denklemi L2 ((0;1) ;E) uzay¬na ait 2n+ k tane çözüme sahiptir.

l (y) = �y denkleminin

'1 (0; �) = I; '01 (0; �) = 0; '
00
1 (0; �) = 0; '

000
1 (0; �) = 0;

'2 (0; �) = 0; '
0
2 (0; �) = I; '002 (0; �) = 0; '

000
2 (0; �) = 0;

'3 (0; �) = 0; '
0
3 (0; �) = 0; '

00
3 (0; �) = I; '0003 (0; �) = 0;

'4 (0; �) = 0; '
0
4 (0; �) = 0; '

00
4 (0; �) = 0; '

000
4 (0; �) = I;

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan '1 (x; �) ; '2 (x; �) ; '3 (x; �) ; '4 (x; �) çözümlerini

gözönüne alal¬m.

L
(0)
0 ; y (0) = y0 (0) = 0; [y; z]1 = 0 s¬n¬r koşullar¬ile (5.38) den üretilen simetrik

operatör olsun. ·Indis defekti (k; k) d¬r. L0 � L
(0)
0 ;
�
L
(0)
0

��
� L dir.

�
L
(0)
0

��
operatö-

rünün tan¬m kümesi fy 2 D : y (0) = y0 (0) = 0g d¬r. l (y) = �y denkleminin

D
��
L
(0)
0

���
a ait bir çözümü

y (x; �) = '3 (x; �) c1 + '4 (x; �) c2; c1; c2 2 E

biçimindedir. L(0)0 operatörünün indis defekti (k; k) oldu¼gundan l (y) = ay denk-

lemiD
��
L
(0)
0

���
a ait k tane yj (x; �) (j = 1; :::; k) çözüme sahiptir. Bu çözümler

yj (x; �) = '3 (x; �) c1j + '4 (x; �) c2j; c1j; c2j 2 E

dir. yj (x; �) ler lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan cij (i = 1; 2; j = 1; :::; k) ler E nin

E
(1)
k k boyutlu alt uzay¬n¬geren lineer ba¼g¬ms¬z elemanlard¬r.

(5.38) ifadesi ve y00 (0) = y000 (0) = 0; [y; z]1 = 0 s¬n¬r koşullar¬ ile üretilen

simetrik operatör L(1)0 ile gösterelim. L
(1)
0 in indis defekti (k; k) dir. Ayr¬ca L0 �
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L
(1)
0 ;
�
L
(1)
0

��
� L dir.

�
L
(1)
0

��
operatörünün tan¬m kümesi

fy 2 D : y00 (0) = y000 (0) = 0g

dir. l (y) = �y denkleminin D
�
L
(1)
0

��
a ait çözümleri

yj (x; �) = '1 (x; �) c1 + '2 (x; �) c2; c1; c2 2 E

dir. L
(1)
0 operatörünün indis defekti (k; k) oldu¼gundan l (y) = ay denkleminin

D
�
L
(1)
0

��
a ait yj (x; �) (j = 1; :::; k) lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri vard¬r. Bu çözüm-

ler

yj (x; �) = '1 (x; �) c1j + '2 (x; �) c2j; c1j; c2j 2 E

dir. yj (x; �) vektörleri lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan c1j; c2j ler lineer ba¼g¬ms¬zd¬r-

lar ve E nin E(2)k alt uzay¬n¬geren elemanlar¬d¬r. E(1)k = E
(2)
k = Ek (dimEk = k)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

v1 (x) = '1 (x; 0) ; v2 (x) = '2 (x; 0) ; v3 (x) = '3 (x; 0) ; v4 (x) = '4 (x; 0)

olmak üzere

y (x) = V (x) c = v1 (x) c1 + v2 (x) c2 + v3 (x) c3 + v4 (x) c4; c1; c2; c3; c4 2 Ek

olsun. y 2 L2 ((0;1) ;E) ve y 2 D dir.

U (x) =

0BBBBBB@
v1 (x) v2 (x) v3 (x) v4 (x)

v01 (x) v02 (x) v03 (x) v04 (x)

v001 (x) v002 (x) v003 (x) v004 (x)

v0001 (x) v0002 (x) v0003 (x) v0004 (x)

1CCCCCCA
tan¬mlayal¬m.
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J = i

0@ 0 I

�I 0

1A
olsun. J = �J� ve J2 = �I dir. UTJU = J oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 5.4.1. Wy (x) = U�1

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ve eP ; E4 nin Ek altuzay¬üzerine
ortogonal izdüşüm operatörü olmak üzere her y (x) 2 D için

lim
x!1

eP (Wy) (x) = eP (Wy) (1) (5.39)

limiti vard¬r. Özel olarak y (x) = V (x) c (c 2 Ek) ise

lim
x!1

(Wy) (x) = (Wy) (1) 2 Ek (5.40)

limiti vard¬r.

·Ispat. y; z 2 D için Green formülünü uygularsak

(Ly; z)� (y; Lz) = [y; z]1 � [y; z]0

y (x) = V (x) c (c 2 Ek) z 2 D için

[y; z]x =

0BBBBBB@J
0BBBBBB@

y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA =

0BBBBBB@JU (x) c;
0BBBBBB@

z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA

=

0BBBBBB@c; J
2U� (x) J

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA =

0BBBBBB@c; U
�1 (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
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= (Jc; (Wz) (x)) =
� ePJc; (Wz) (x)

�
=
�
Jc; eP (Wz) (x)

�
E4

Öyle ise eP (Wz) (x) 2 Ek dir. Jc key� oldu¼gundan

lim
x!1

eP (Wz) (x) = eP (Wz) (1) 2 Ek

dir. Özel olarak y (x) = V (x) c (c 2 Ek) ise (Wz) (x) 2 Ek ve buradan (5.40)

elde edilir.

Teorem 5.4.2. Ik; Ek uzay¬üzerinde özdeşlik operatörü olsun.

P1 = (Ik; 0k) ; P2 = (0k; Ik) : E
4 ! Ek

ortogonal dönüşüm olsun. S1; S2 : D ! Ek lineer dönüşümleri

S1y = (P1Wy) (1) ; S2y = (P2Wy) (1)

ile tan¬mlayal¬m. �1;�2 : D ! E � E � Ek lineer dönüşümleri

�1y =

0BBB@
y (0)

y0 (0)

S1y

1CCCA ;�2y =

0BBB@
y000 (0)

y00 (0)

S2y

1CCCA
ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda

(L�y; z)� (y; L�z) = (�1y;�2z)E�E�Ek � (�2y;�1z)E�E�Ek

olur.

·Ispat.

(L�y; z)� (y; L�z) = [y; z]1 � [y; z]0

dir.

(�1y;�2z)E�E�Ek � (�2y;�1z)E�E�Ek = (S1y; S2z)Ek � (S2y; S1z)Ek � [y; z]0
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olur.

(S1y; S2z)Ek � (S2y; S1z)Ek = (P1 (Wy) (x) ; P2 (Wz) (x))Ek

� (P2 (Wy) (x) ; P1 (Wz) (x))Ek

= ((P �2P1 � P �1P2) (Wy) (x) ; (Wz) (x))E4

dir.

P �2P1 � P �1P2 = J

oldu¼gundan

(S1y; S2z)Ek � (S2y; S1z)Ek = (J (Wy) (x) ; (Wz) (x))E4

=

0BBBBBB@JU
�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ; U�1 (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@JU
�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;�JU�J (x)

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@JUJ
2U�1 (x)

0BBBBBB@
y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

=

0BBBBBB@J
0BBBBBB@

y (x)

y0 (x)

y000 (x)

y00 (x)

1CCCCCCA ;

0BBBBBB@
z (x)

z0 (x)

z000 (x)

z00 (x)

1CCCCCCA

1CCCCCCA
E4

= [y; z]1
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bulunur. Buradan

(�1y;�2z)E�E�Ek � (�2y;�1z)E�E�Ek = (S1y; S2z)Ek � (S2y; S1z)Ek � [y; z]0

= [y; z]1 � [y; z]0

olur bu da ispat¬tamamlar.

h = h1�h2�h3; g = g1�g2�g3; E�E�Ek uzay¬nda iki vektör olsunlar.  ; �

fonksiyonlar¬(5.38) denkleminin aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan iki çözümü olsunlar:

� (0) = h1; �
0 (0) = h2; �

000 (0) = g1; �
00 (0) = g2

(S ) (1) = P �1 h3 + P �2 g3:

Aç¬kt¬r ki

P �1P1 + P2P
�
2 = I; P �2P1 � P �1P2 = J;

P2JP
�
1 = �P1JP �2 = I;

P1JP
�
1 = P2JP

�
2 = 0

dir. Buna göre

P1 (S ) (1) = P1P
�
1 h3 + P1P

�
2 g3 = P2JP

�
1 h3 + P2JP

�
2 g3 = h3

P2 (S ) (1) = P2P
�
1 h3 + P2P

�
2 g3 = �P1JP �1 h3 � P1JP

�
2 g3 = g3

dir. 0 � f1 (t) ; f2 (t) 2 C10 ; f1 (t) + f2 (t) = 1 ve f2 s¬f¬r¬n komşulu¼gunda bire

eşit, kompakt supportlu fonksiyon olsun.

y (x; �) = f1 (x)� (x; �) + f2 (x) (x; �)

olsun. Bu durumda y 2 D (L�) ve �1y = h;�2y = g olur. Sonuç olarak aşa¼g¬daki

teoremi elde ederiz.

Teorem 5.4.3. (E � E � Ek;�1;�2) L0 operatörünün s¬n¬r de¼ger uzay¬d¬r.
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Sonuç 5.4.5. K operatörü E � E � Ek uzay¬ üzerinde büzülme operatörü

oldu¼gunda

(K � I) �1y + i (K + I) �2y = 0 (5.41)

(K � I) �1y � i (K + I) �2y = 0 (5.42)

denklemleri ile verilen lineer ba¼g¬nt¬lar s¬ras¬yla L0 operatörünün maksimal disi-

patif ve maksimal akretif geni̧slemeleridir. Tersine L0 operatörünün key�maksi-

mal disipatif (maksimal akretif) geni̧slemeleri (5.41) ( (5.42) ) biçiminde gösterile-

bilir. K büzülme operatörü ba¼g¬nt¬ile tek türlü belirlenir.

E¼ger K operatörü üniter olursa bu s¬n¬r koşullar¬kendine eş geni̧slemeyi verir.

Bu durumda C; E � E � Ek uzay¬üzerinde kendine eş operatör olmak üzere

(cosC) �2y � (sinC) �1y = 0

koşulu (5.41) koşuluna denktir.
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6: TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smada y(4)+Q (x) y dördüncü mertebeden diferansiyel operatörünün çeşitli

indis defekte sahip oldu¼gu durumlarda s¬n¬r de¼ger uzay¬oluşturuldu ve operatörün

maksimal disipatif, akretif, kendine eş geni̧slemeleri s¬n¬r koşullar¬cinsinden ifade

edildi.

Bu çal¬̧sma Allahverdiev (1991a) in çal¬̧smas¬na benzer olarak geli̧stirilebilir. Al-

lahverdiev (1991a), çal¬̧smas¬nda limit çember durumunda disipatif Schrödinger

operatörün kendine eş dilatasyonunu kurup karakteristik fonksiyonunu hesaplam¬̧s-

t¬r. Buradan disipatif operatörlerin öz fonksiyonlar¬n¬n taml¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧st¬r.

Allahverdiev (1991a) in çal¬̧smas¬ndaki operatörü 4:mertebeden operatör al¬narak

dispatif operatörün kendine eş dilatasyonu kurulabilir. Karekteristik fonksiyon

hesaplanabilir. Öz fonksiyonlar¬n taml¬¼g¬ispatlanabilir.
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