EGE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

(DOKTORA TEZI)

ASAL HALKALARIN TEK YANLI iDEALLERI
UZERINDE GENELLESTIRILMIS TUREVLI

BAZI OZDESLIKLER

Cagr1 DEMIR

Tez Damismani: Prof. Dr. Nurcan ARGAC

Matematik Anabilim Dah

Bilim Dah Kodu: 403.03.01
Sunus Tarihi: 01.07.2011

Bornova-iZMiR
2011






il

Cagr1 DEMIR tarafindan doktora tezi olarak sunulan “Asal Halkalarin Tek Yanh Idealleri
Uzerinde Genellestirilmis Tiirevli Bazi Ozdeslikler” baslikli bu c¢alisma E.U. Lisansiistii
Egitim ve Ogretim Yonetmeligi ile E.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Egitim ve Ogretim
Yonergesi'nin ilgili hiikiimleri uyarinca tarafimizdan degerlendirilerek savunmaya deger
bulunmus ve 01.07.2011 tarihinde yapilan tez savunma sinavinda aday oybirligi/oycoklugu ile

basarili bulunmustur.

Jiiri Uyeleri: Imza

Jiiri Baskam : Prof. Dr. Hatice KANDAMAR ...iiiiiiinninnnnenncenens
Raportér Uye :Doc. Dr. Emine ALBAS e
Uye : Prof. Dr. Nurcan ARGAC  .veeeeeereneeeenenenes
Uye : Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU  ....cueeueeveerrecrennnnne

Uye : Prof. Dr. Neset AYDIN  eeeeeeeeenenes






OZET

ASAL HALKALARIN TEK YANLI iDEALLERI UZERINDE
GENELLESTIRILMIiS TUREVLI BAZI OZDESLIKLER

DEMIR, Cagri

Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Prof. Dr. Nurcan ARGAC
Temmuz 2011, 100 sayfa

Bu tez esas olarak alti bolimden olusmaktadir. ilk bolimde tez konusu
tanitilmis ve ilgili literatiir kisaca 6zetlenmistir. Ikinci boliim gerekli alt yapiya ve
kafi diizeyde genellestirilmis polinom 6zdesligi teorisine ayrilmistir. Bu tezin ana
cergevesini olusturan daha sonraki dort boliimde, asal halkalarin tek yanli idealleri

tizerinde genellestirilmis tiirevleri ihtiva eden bazi 6zdeslikler incelenmistir.

Asal halkalarin belirli tiirden doniistimlerini ihtiva eden o6zdesliklerin
incelenmesindeki ama¢ bu 6zdeslige sahip halkanin yapisini karakterize etmek,
yada bunun miimkiin olmadigi durumlarda ise 0&zdesligin ihtiva ettigi

doniisiimlerin formunu belirlemektir.

Bu tez kapsaminda goz Oniine alman o6zdeslikler incelenirken, asal
halkalarin genellestirilmis ve diferansiyel 6zdeslikleri teorisi ana ara¢ olarak
kullanilmistir. Hem halkanin idealinin hem de bu 06zdesliklerde ihtiva edilen

genellestirilmis tiirevin miimkiin olan en iyi betimlemesi verilmeye ¢alisilmistir.

Tezin ¢ikarimlari, literatiirde iyi bilinen bir¢cok sonucu ileri diizeyde bir

genellige ulagtirmaktadir.

Anahtar sozciikler: Asal halka, genellestirilmis tlirev, maksimal sag

kesirler halkasi, genellestirilmis polinom 6zdesligi, diferansiyel 6zdeslik.
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ABSTRACT

SOME IDENTITIES OF PRIME RINGS WITH GENERALIZED
DERIVATIONS ON ONE-SIDED IDEALS

DEMIR, Cagri

PhD in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Nurcan ARGAC
July 2011, 100 pages

This thesis essentially consists of six chapters. In the first chapter, the topic
of the thesis is introduced and the corresponding literature is briefly outlined. The
second chapter is devoted to necessary background and an adequate account of
general GPI theory. Some identities of prime rings involving generalized
derivations on one-sided ideals are examined in the subsequent four chapters

which constitute the main frame of this thesis.

The goal of investigating identities involving certain types of mappings of
prime rings is to characterize the structure of the ring admitting this identity, or,
when this is not possible, to determine the form of the mappings those involved in
the identity.

While studying the identities considered in the scope of this thesis, the
theory of generalized and differential polynomial identities of prime rings is used
as a main tool. It is striven to give the best possible characterization of both the

ideal of the ring and of the generalized derivation involved in these identities.

The conclusions of the thesis extend most of the well known results in the

literature at a high level of generality.

Key words: Prime ring, generalized derivation, maximal right ring of

quotients, generalized polynomial identity, differential identity.






X

TESEKKUR

Bu calisma boyunca her acidan degerli goriislerinden ve birikiminden
faydalandigim danigman hocam Sayin Prof. Dr. Nurcan ARGAC a, tez projesinin
olgunlagmasinda ve neticelenmesinde degerli goriislerini ve Onerilerini
esirgemeyen hocam Sayin Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU’na ve ayni1 zamanda
ekip caligmalarimizda deneyim, birikim ve fikirlerinden yararlandigim basta
degerli hocam Sayin Dog¢. Dr. Emine ALBAS olmak {izere isimlerini buraya
yazamadigim tiim ekip arkadaslarima, saglamis olduklar1 katkilarindan dolay1

yiirekten tesekkiir ederim.

En basindan beri her sartta destegini esirgemeyen biricik yoldasim ve ayni
zamanda meslektasim Emel UNVER DEMIR’e ve simdi daha da biiyiimiis olan
sevgili aileme gostermis olduklar1 anlayistan ve verdikleri essiz manevi destekten

dolay1 minnettarliklarimi sunarim.






xi

ICINDEKILER
Sayfa

OZET oottt e v
ABSTRACT ..o o vii
TESEKKUR ..ot ix
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI .......cocoooviiiiiiiieeeeceeeeeeand Xiii
L. GIRIS et 1
2. ONBILGILER ......ooovviiiiieeeeeeeeeee e n e 3
2.1 Genel BIlIET.....c..oiiiiiiiiiiiiiicec e 3
2.2 Asal Halkalarin Genellestirilmis OzdesliKIeri...........ccocoeeeiuiieeiieeeennn. 12
3. TEK YANLI IDEALLER UZERINDE ENGEL KOSULLU

GENELLESTIRILMIS TUREVLER ........coiiiiiiiieeeeeeeee e 18

4. COKLU DOGRUSAL POLINOMLAR UZERINDE GENELLESTIRILMIS
TUREVLER ..ottt 36

5. HOMOMORFIZMA VEYA TERS-HOMOMORFIZMA OLARAK
HAREKET EDEN GENELLESTIRILMIS TUREVLER..........ccccececeeeeeennn. 59

6. ASAL HALKALARIN SAG IDELLERI UZERINDE GENELLESTIRILMIS

TUREVLI BELIRLI BIR OZDESLIK ........c.oiiiiiiiiieeeeeeeeeeee s 78
T SONUC ... 93
KAYNAKLAR DIZINT ..o, 95

OZGECMIS ..o 100






Xiii

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

VA (R) R halkasinin merkezi

D(R) R halkasinin yogun sag ideallerinin kiimesi

Ann, (A) A nin sag sifirlayam

Ann, (A) A ’nin sol sifirlayam

® Direkt toplam

® Tensor ¢arpim

* Serbest carpim

Soc(R) R halkasinin “socle”’si

U R halkasinin sag (sol) Utumi kesirler halkasi

0. R halkasimin iki yanl sag Martindale kesirler halkas1
0. R halkasinin simetrik Martindale kesirler halkasi
C R halkasinin genisletilmis merkezi

RC R halkasinin merkezi kapanisi

K{Xx} X kiimesi iizerindeki serbest K -cebir

GF (q) g elemanl Galois cismi

[x, y] x ve y elemanlarmin komiitator carpimi



X1v

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi (devam)

ad (b) b elemani ile belirli ig tiirev

rank (r) r elemaninin ranki

Endy (M) xM sol R-modiiliiniin sol R -homorfizmalarinin kiimesi
M, (D) D boliimlii halkasi tizerindeki 7 x n matrisler halkasi

a a eleman ile soldan ¢arpim

a, a eleman ile sagdan ¢arpim

Kisaltmalar

GPI Genellestirilmis polinom 6zdesligi.

PI Polinom 6zdesligi.



1. GIRIS

Asal halkalarin tiirevlerini ihtiva eden bazi 6zdesliklerin cebirsel bir
incelemesi ilk defa 1957 yilinda Posner tarafindan yapilmistir (Posner, 1957). Bu

calismada asal bir halkanin bileskeleri de bir tiirev olan d, ve d, gibi iki tiireve
sahip olmasi1 problemi ele alinmistir. Bu baglamda problem, aslinda her x,y e R
icin dd, (xy) -dd, (x) y—xdd, ( y) =0 0zdesligini saglayan asal halkalarin ve
tiirevlerinin incelenmesi problemidir. Posner, boyle bir 6zdesligin saglanmasi
durumunda halkanin karakteristigi 2 olmadik¢a d, ve d, tiirevlerinden en az

birinin sifir tiirevi olmas1 gerektigini gostermistir. Yine ayni ¢alismada asal bir

halkanin sifirdan farkli merkezleyen bir d tiirevine sahip olmasi, yani her
X,y €R icin [[d (x),x], y}=0 0zdesliginin saglanmasi, durumunda halkanin

degismeli oldugu sonucuna varilmistir. Yukarida bahsedilen 6zdesliklerin her ikisi

de aslinda birer diferansiyel ozdesliktir. Ozel olarak d, d, ve d, tiirevleri ig

tirevler oldugunda bu 06zdesliklerin ikisi de birer genellestirilmis polinom

0zdesligi olur.

Bahsettigimiz bu sonuglar, halkanin sagladig1 bazi 6zdesliklerin incelenmesi
ile bazen halkanin, bazen de bu 6zdesligin ihtiva ettigi doniisiimlerin yapisi
hakkinda bir takim bilgiler toplanabilecegini gostermektedir. Posner’in ele aldigi
Ozdesliklerin incelenmesi bugiin gelinen nokta itibariyle gorece kolay olsa da
alandaki gelismeye yaptig1 etki ¢ok biiytiktiir. Zira takip eden 40 yil igerisinde,
yukaridaki problemler ve benzerleri birgok matematike¢i tarafindan (yar1) asal
halkalar kapsaminda farkli acilardan ele alinmis ve baslarda degismelilik

teoremleri denilen bir¢ok ilging sonug elde edilmistir. G6z Oniine alinan benzer
nitelikteki bu ilk 6zdeslikler halkanin endomorfizmalari, (a,ﬂ ) -tlirevleri, yari

tirevleri ve genellestirilmis tiirevleri gibi degisik tiirden doniistimlerini ihtiva

etmektedir (detaylar i¢in bkz. Ashraf et al., 2006).

Yukarida bahsettigimiz gibi, 6zellikle degismeli olmayan halkalar teorisinde
karsilasilan ve eleman bazinda hesaplamalar1 igeren bir¢ok problem, ¢ogunlukla

genellestirilmis bir polinom o6zdesligi (GPI) ile ifade edilebilir. 1965 yilinda



Amitsur’un primitif GPI-halkalar1 iizerine yaptig1 ¢alismasiyla temelleri atilmis
olan GPI teorisi, 1969 yilinda Martindale tarafindan asal GPI-halkalara
genisletilmistir. En 6nemli ilerlemelerden biri de 1970 yilinda Kharchenko’nun
asal halkalarin tlirevlerini ve otomorfizmalarini ihtiva eden genellestirilmis
polinom O6zdesliklerini inceledigi ¢alismasidir. Bu Oncii ve yenilik¢i caligmalari
izleyen, Ozellikle son 30 yil igerisinde, asal GPI-halkalar1 teorisinde saglanan
ilerleme ile birlikte hem giiclii bir teknik alanin icerisine sokulmug hem de asikar

olmayan bir¢ok ilging sonucun elde edilmesine olanak saglanmstir.

Bu calismadaki amacimiz yukarida bahsettigimiz giiclii teknigi kullanarak
literatiirde var olan bazi sonuglart miimkiin oldugunca ileri diizeyde bir genellige
ulagtirmaktir. Tezde yer alan dort ana boliimiin her birinde farkli bir 6zdeslik ele
aliacaktir. Bu 6zdesliklerin her biri asal halkalarin tek yanli idealleri {izerinde
genellestirilmig tiirevli 6zdeslikler olacaktir. Her boliimiin basinda o boliimde ele

alinacak problem tanitilarak literatiir 6zeti sunulacaktir.



2. ONBILGILER

2.1 Genel Bilgiler

Bu boéliimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak i¢in halkalar teorisinde

iyi bilinen bazi temel kavram ve sonuglar hatirlatilacaktir.

Tanmim 2.1.1 (Hungerford, 1974) R (birlesmeli) bir halka, ,M bir sol R -modiil
olsun. RM # (O) ve M ’nin hi¢cbir 6z alt modiili yoksa M ’ye basit
(indirgenemez) modiil denir. R bir halka, R* #(0) ve R ’nin iki yanl hi¢bir 6z

ideali yoksa R ’ye basit halka denir.

Yardimer Ozellik 2.1.1 (Herstein, 1976, Lemma 1.2.2) R birimli bir basit halka

olsun. R ’nin bir minimal sag ideali varsa R bir Artin halkasidir.

Tanmm 2.1.2 (Hungerford, 1974) M, bir (sol) R-modiil ve 4, M ’nin bostan

farkl1 bir altkiimesi olsun.
Ann (A)={r:reR ve her ae 4 igin ra=0|

kiimesine A4 altkiimesinin sol sifirlayam denir. Sag sifirlayan da benzer sekilde

tanimlanir.

Tanmm 2.1.3 (Hungerford, 1974, Definition 9.1.5) M , bir sol R -modiil olsun.
Ann, (M ) = (O) ise M ’ye sol “faithful” modiil denir. Basit bir (sol) “faithful”

R -modiil varsa R halkasma (sol) primitif halka denir. Birimli basit bir halka

primitiftir.

Tanim 2.1.4 (Hungerford, 1974, Definition 9.1.8) V', bir D bolimlii halkasi
tizerinde bir (sol) vektor uzayi, R de End ( b V) ‘nin bir alt halkas1 olsun. Her »
pozitif tamsayisi, V ’nin lineer bagimsiz her {ul,...,un} altkiimesi ve ¥V ’nin

herhangi bir {v1 ,...,vn} altkiimesi i¢in (u,)=v,, i € {1,...,n} , olacak sekilde bir

€ € R varsa R’ye V' ’nin endomorfizmalarinin yogun bir halkasi denir.



Teorem 2.1.1 (Hungerford, 1974, Theorem 9.1.9) R, bolimlii bir D halkasi
tizerindeki bir 7 sol (sag) vektdr uzaymin endomorfizmalarinin yogun bir halkasi

olsun. O zaman R bir sol (sag) Artin halkasidir ancak ve ancak dim, V' sonludur.

Bu durumda R = End,, (V') dir.

Teorem 2.1.2 (Hungerford, 1974, Theorem 9.1.12) R primitif bir halka, M
“faithful” basit bir R-modiil olsun. M’yi D=End,(M) bolimli halkasi

izerinde bir vektor uzayi olarak goz oniine alalim. O zaman R, M D -vektor

uzaymin endomorfizmalarinin yogun bir halkasina izomorftur.

Teorem 2.1.3 (Hungerford, 1974, Theorem 9.1.14) Bir R Artin halkasi

iizerindeki asagidaki sartlar denktir:
(i) R basit bir halkadir.
(@) R primitif bir halkadir.

(#ii) R, boliimlii bir D halkasi lizerindeki sonlu boyutlu bir V' # (O) vektor

uzayinin endomorfizmalar halkasina izomorftur.
(iv) Pozitif bir n tamsayisi ve boliimlii bir D halkast i¢in R = M, (D) dir.

Tamm 2.1.5 (Beidar et al.,, 1996) R bir halka olsun. Her a € R i¢in axa=a
olacak sekilde bir x € R varsa R halkasina bir (von Neumann) regiiler halka

denir.

Yardimer Ozellik 2.1.2 (Lambek, 1966) R bir regiiler halka olsun. Her a,b < R

icin aR+bR =gR ve g=g* olacak sekilde bir g € R vardir. Ustelik ga=a ve
gb=>b"dir.

Tanmm 2.1.6 R bir halka olsun. a,be R i¢in aRb=(0) oldugunda a=0 veya

b =0 oluyorsa R halkasina asal halka denir. Primitif bir halka asaldr.



Tanim 2.1.7 R bir halka olsun. @ € R i¢in aRa =(0) oldugunda a =0 oluyorsa

R halkasina yar asal halka denir. Her asal halka bir yar1 asal halkadir.

Tanim 2.1.8 R bir halka olsun.
Z(R)={x:xeR ve her » € R igin xr=rx}
kiimesine R halkasinin merkezi denir. Z(R), R halkasinin alt halkasidir.

Yardimer Ozellik 2.1.3 R bir asal halka ve a,beR olsun. aeZ(R) ve
abe Z(R) ise be Z(R) veya a =0 dur.

Yardimer Ozellik 2.1.4 R bir asal halka, / R ’nin sifirdan farkli bir sag (sol)

ideali olsun. O zaman / idealinin sag (sol) sifirlayani sifirdir.

Tamim 2.1.9 (Beidar et al., 1996) R bir halka ve J, R halkasinin bir sag ideali

olsun. Her 7, € R, 1, #0 i¢in rr #0 ve r,r € J olacak sekilde bir » € R varsa

J idealine bir yogun sag ideal denir. R halkasinin yogun sag ideallerinin kiimesi

D(R) ile gosterilir.

Tanim 2.1.10 (Beidar et al., 1996) R bir halka ve K, R halkasinin bir sag ideali

olsun. R ’nin sifirdan farkli her J sag ideali icin K NJ # (O) ise K’ya R’nin

bir “essential” sag ideali denir. Yogun bir sag ideal “essential” bir sag idealdir.

Onerme 2.1.1 (Beidar et al., 1996, Proposition 4.3.3) I, R halkasinin bir

minimal ideali olsun. I* # (0) oldugunu kabul edelim. O zaman [ = Re olacak

sekilde bir e e/ idempotent elemani vardir. Ustelik eRe boliimlii bir halkadir.

Ayrica R yari asal bir halka ve f € R, fRf bolimlii bir halka olacak sekilde bir

idempotent ise Rf , R ’nin bir minimal sol idealidir.



Tanim 2.1.11 (Beidar et al., 1996) Bir R halkasinin tiim minimal sol ideallerinin

toplamima R ’nin sol “socle”si denir ve Soc,(R) ile gosterilir. Sag “socle”

kavrami da benzer sekilde tanimlanir. Soc, (R), R ’nin bir idealidir ve R ’nin

minimal sol ideallerinin bir direkt toplamidir. Genel halde bir R halkasinin sol

“socle”si ile sag “socle”sinin esit olmasi gerekmez. R, yar1 asal bir halka ise

Soc, (R) = Soc, (R) *dir. Bu durumda kisaca Soc(R) gdsterimi kullanilir.
Teorem 2.1.4 (Beidar et al., 1996, Theorem 4.3.7) R, sifirdan farkli “socle”ye

sahip primitif bir halka, V' herhangi bir indirgenemez “faithful” R -modiil ve

e€ R de R’nin minimal bir idempotent elemani olsun (bkz. Tanim 2.1.20).

D = End, (V) (iliskili boliimlii halka) ve A = eRe diyelim. O zaman

(i) Halka olarak A ile D izomorftur.

(#)) R ’nin sifirdan farkli her sag (sol) ideali minimal bir idempotent eleman

igerir. (bkz. Tanim 2.1.20)

(iii) Soc(R) , End ( b V) ‘nin bir sag idealidir.

(iv) Soc(R), R nin her sag (sol) “essential” idealinde kapsanr.
) Soc(R) , R ’nin tek minimal idealidir.

(i) Soc(R) basit bir halkadir.

Onerme 2.1.2 (McCoy, 1964, Corollary 7.9 and Theorem 7.13) R minimal bir

sag ideale sahip basit bir halka ise Soc(R) regiilerdir.

Tanim 2.1.12 (Lambek, 1966) M ,, R halkas: lizerinde sifir olmayan bir modiil

olsun. Asagidaki sartlar birbirine denktir:

O M= Soc(M)



(#i) M , minimal alt modiillerinin toplamidir.
(#ii) M , indirgenemez modiillerin bir direkt toplamina izomorftur.

M , yukaridaki denk sartlar1 sagliyorsa M ’ye tamamen indirgenebilir
modiil denir. Ustelik tamamen indirgenebilir bir modiiliin her alt modiilii ve her

boliim modiilii indirgenebilirdir.
Tanim 2.1.13 (Beidar et al., 1996) R yari asal bir halka olsun.
M ={(f;J) |J € D(R) ve f:J, — R, bir sag R—homomorﬁzma}
kiimesi lizerinde asagidaki sekilde tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir.

(f;J) ~ (g;K) «=> L c InK olacak sekilde bir L € D(R) vardir
ve L iizerinde f =g ’dir.

Bir ( fiJ ) € M elemaninin denklik sinifini [ fiJ ] ile gosterelim. Denklik siniflart

tizerinde toplama ve ¢arpma iglemlerini agagidaki gibi tanimlayalim:
[f:J]+[g:K]=[f+gJ K]
[f:)[e:K] = fe:g™ ()]

Bu sekilde tanimlanan islemlerle M ’nin elemanlarinin denklik siniflarinin
kiimesi bir halka teskil eder. Bu halkaya R ’nin maksimal sag kesirler halkasi

(sag Utumi Kesirler halkasi1) denir ve U =U(R) ile gosterilir. Herhangi bir R

halkasinin maksimal sag kesirler halkasi izomorfizmaya bagli olarak asagidaki

ozellikleri saglayan U halkasi olarak karakterize edilebilir.
(/) R, U ’nun bir alt halkasidir.

(ii) Her g €U i¢in ¢qJ < R olacak sekilde bir J € D(R) vardir.



(@iiy Her g €U ve J € D(R) i¢in gJ = (0) ise ¢ =0 dur.

(iv) Her J € D(R), ¢:J, > R, sag R -modiil doniistiimii ve her x € J i¢in

@(x) = gx olacak sekilde bir g € U vardir.
Tanim 2.1.14 (Beidar et al., 1996) R yari asal bir halka olsun.
N = {1 :1, R 'nin bir ideali ve Ann, (1) = (0)}
kiimesi ¢arpim ve sonlu arakesit altinda kapalidir.
T= {(f;J):J eN, f:J, >R, sag R—homorﬁzmas1}

kiimesini goz Oniline alalim. 7 kiimesi lizerinde asagidaki sekilde tanimlanan =~

bagintis1 bir denklik bagintisidir:

(f;J) ~ (g;K) = L c I nK olacak sekilde bir L € N vardir
ve L iizerinde f = g ’dir.

{ fiJ } , ( fiJ )eT elemaninin denklik sinifin1  gostersin. Denklik siniflari

iizerinde toplama ve ¢arpma islemlerini asagidaki gibi tanimlayalim:
(g Ky ={f+ K}
(I &K ={fe:KI}

Bu sekilde tanimlanan islemlerle 7 ’nin elemanlarinin denklik siniflariin kiimesi
bir halka teskil eder. Bu halkaya R ’nin iki yanh sag (Martindale) kesirler
halkasi denir ve Q. = Q. (R) ile gosterilir. Herhangi bir R yar1 asal halkasinin iki

yanlt sag kesirler halkasi izomorfizmaya bagli olarak asagidaki ozellikleri

saglayan Q. halkasi olarak karakterize edilebilir.



(@ R, O ’nin bir alt halkasidir.
(@) Her g € 0. i¢in gqJ < R olacak sekilde bir J € N vardir.
@@iiy Her g€ Q. ve J € N igin gJ =(0) ise ¢ =0 dur.

@iv) Her JeN, ¢:J, > R, sag R-modiil doniisiimii ve her x € J i¢in

@(x) = gx olacak sekilde bir g € QO vardur.
Q. ’nin
0, =QS(R)={qu:ba21JeN i¢in unquR}

alt halkasina R ’nin simetrik (Martindale) kesirler halkasi denir. Q. halkasinin

merkezine R ’nin genisletilmis merkezi denir ve C ile gosterilir. R yar asal bir

halka ise
C=Z(0,(R)=Z(Q.(R)) = {q eU:herreRi¢in gr = rq}
dir. Ustelik R asal bir halka ise C bir cisimdir.

Tanim 2.1.15 (Beidar et al., 1996) R yar asal bir halka olsun. U 'nun RC alt
halkasina R ’nin merkezi kapamsi denir. Ayrica RC =R ise R’ye merkezi

kapahdir denir. Burada R asal (yar1 asal) bir halka ise RC, U, Q. ve Q, ’'ninde

asal (yar1 asal) oldugunu belirtelim.

Tanim 2.1.16 (Hungerford, 1974) K birimli, degismeli bir halka ve 4 herhangi

bir halka olsun. (4,+), iiniter bir K-modiil ve her ae K ve s,te A igin
a(st) = (as)t = s(at) esitlikleri saglaniyorsa 4, K degismeli halkasi {izerinde bir

cebirdir veya 4 bir K -cebirdir denir.
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Tamm 2.1.17 (Jacobson, 1975) K bir cisim ve A4 da basit bir K -cebir olsun.
A’nin merkezi C bir cisimdir. Eger 4 ’nin merkezi C=K:-1 ise 4A’ya K

uzerinde merkezi basit cebir denir.

Teorem 2.1.5 (Erickson et al., 1975, Theorem 3.5) A, @ iizerinde merkezi kapali

bir asal cebir ve F, @®’nin bir cisim genislemesi ise 4A®, F, F iizerinde

merkezi kapali bir asal cebirdir.

Yardimer Ozellik 2.1.5 (Herstein, 1976) R birimli basit bir halka ve Q., R

halkasinin iki yanli (sag) Martindale kesirler halkasi ise o zaman

O =R =RC dir.

Yardimer Ozellik 2.1.6 (Herstein, 1969, Lemma 1.1) R bir halka ve 7 da R ’nin

stfirdan farkli bir sag ideali olsun. n sabit bir tamsay1 olmak iizere herhangi bir

a €l verildiginde a" =0 ise R ’nin sifirdan farkli bir nilpotent ideali vardir

(Levitzki Teoremi).

Tamm 2.1.18 (Herstein 1969) R bir halka ve a € R, a* =0 olsun. Her x € R

icin @¢(x) = x —xa + ax —axa ile taniml1 doniisiim R ’nin bir otomorfizmasidir. R

halkasinin bu tip otomorfizmalarina 6zel i¢ otomorfizmalar denir.

Tanim 2.1.19 (Rowen, 1980) R bir halka, M “faithful” basit bir R -modiil
olsun. D = Endy (M) bdliimlii halkast olmak iizere her » € R i¢in M, M ’nin

bir alt D -vektoér uzayidir. rank(r) =dim,, (rM ) boyutuna » elemaninin M -
ranki denir. Ustelik her r,se€R icin rank(r + s) < rank(r) + rank(s) ,

rank(rs) < rank(r) ve rank(rs) < rank(s) ’dir. Dolayisiyla R halkasinin sonlu

rankl1 elemanlarinin kiimesi R ’nin bir idealidir. Ayrica R yar1 asal bir halka ise

Soc(R) = {r :reR ve rank(r) < oo} *dir.
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Yardimar Ozellik 2.1.7 (Rowen, 1980, Lemma 7.1.11) R yar asal bir halka, M

bir basit “faithful” R -modiil olsun. » € R igin rank(r) =1 ise Rr, R ’nin bir

minimal sol idealidir.

Tanim 2.1.20 (Rowen, 1980) R yari asal bir halka, e € R bir idempotent eleman

olsun. rank(e)=1 ise e’ye minimal idempotent denir.

Tamim 2.1.21 R bir halka d : R > R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y € R
igin d(xy)=d(x)y+xd(y) ise d doniisimiine R ’nin bir tiirevi denir. a € R
olmak tiizere her x € R igin d(x) = [a,x] ile taniml1 doniistim bir tiirevdir ve bu

tip tlirevlere i¢ tiirev denir.

Tamim 2.1.22 (Hvala, 1998) R bir halka, g:R — R toplamsal bir doniisim
olsun. Her x,y e R i¢in g(xy)=g(x)y+x0(y) olacak sekilde R ’nin bir o
tiirevi varsa g doniisiimiine R 'nin bir genellestirilmis tiirevi denir. Burada &
tirevine, g genellestirilmis tiirevine karsihik gelen tiirev denir. a,b € R olmak
lizere her x e R i¢in g(x)=ax+xb ile taniml doniisiim bir genellestirilmis

tiirevdir ve bu tip genellestirilmis tiirevlere genellestirilmis ic¢ tiirev denir.

Teorem 2.1.6 (Lee, 1999, Theorem 2) R sol “faithful” bir halka ve U, R ’nin
sag Utumi kesirler halkasi olmak {izere R ’nin herhangi bir / yogun sag

idealinden U igine her tiirev U ’da bir tiireve tek tiirli genisletilebilir.

Teorem 2.1.7 (Lee, 1999, Theorem 4) R yari asal bir halka ve U, R ’nin sag
Utumi kesirler halkas1 olmak iizere R ’nin herhangi bir / yogun sag idealinden

U icine her g genellestirilmis tiirevi U ’da bir genellestirilmis tiireve tek tiirlii
genisletilebilir ve bazt aeU elemanm1 ve de Der(U ) tirevi  i¢in

g(x) =ax+d(x) formundadir. Ustelik, a elemani ve d tiirevi g genellestirilmis

tirevi ile tek turlu belirlidir.
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2.2 Asal Halkalarin Genellestirilmis Ozdeslikleri

Bu kisimda, tez boyunca sik¢a kullanilacak bazi kavramlara ve sonuglara
yer verilecektir. Tez kapsaminda ele alinacak 0Ozdesliklerin asal halkalarin
genellestirilmis tiirevlerini ihtiva eden o0zdeslikler olacagini daha Once
belirtmistik. Asal halkalarin genellestirilmis tiirevlerinin ilk cebirsel incelemesi
1998’de Hvala tarafindan yapilmistir (Hvala, 1998). Daha sonra Lee (1999),
Hvala’nin genellestirilmis tlirev tanimini (yar1) asal bir halkanin yogun bir sag
idealinden Utumi kesirler halkasi i¢ine bir doniisiim olarak genisletmis ve tam bir

karakterizasyonunu vermistir (bkz. Teorem 2.1.7).

R bir halka ve x,yeR olmak iizere [x,y]=xy—)x ile x ve y

elemanlarinin komiitator carpimini gosterecegiz.

Tamm 2.2.1 (Jacobson, 1975) X herhangi bir sayilabilir kiime ve S <X > , X

iizerindeki birimli serbest yart grup olsun. K birimli degismeli bir halka olsun.

K {X } , S <X > ’1 taban kabul eden serbest K -modiilii gostersin. K {X } iizerinde
carpma islemini “yan yana koyma” olarak tanimlayalim. Bu durumda K {X } bir
K -cebir olur. Bu cebire X iizerindeki serbest K -cebir denir. K {X } serbest

cebrinin elemanlarina polinom denir ve f(X,,X,,...,X,) seklinde gosterilir.

Taban elemanlarina da monomial denir.

Tamm 2.2.2 (Jacobson, 1975) f e K{X}olsun. f, K{X} in sonlu iiretilmis
K{X,,...,X,} alt cebrine ait ise f = f(X,,...,X,) yazilir. 4 bir K -cebir olsun.
Her a,,...,a, € 4 i¢in f(a,,...,a,)=0 ise f’ye A i¢in bir polinom 6zdesligidir
(PI) denir. 4 halkasina da polinom o6zdesligi halkas1 (PI-halkasi) denir. f
polinomunun her monomiali X,’de birinci dereceden ise f’ye X, ’de

dogrusaldir denir. f polinomu her bir X,’de dogrusal ise f ’ye ¢oklu dogrusal

denir.

S, simetrik grup ve sg: S, — {1,—1} isaret fonksiyonu olmak iizere
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5, (Xpyeon X)) = Z sE() Xy -+ X a

resS,
polinomuna n degiskenli standart polinom denir.

Tanim 2.2.3 (Leron, 1975) R bir halka ve M, (R), R 1lizerindeki nxn matrisler

halkasi olsun. R*, R halkasma 1 elemanini ekleyerek elde edilen birimli halka ve
e, de (i, Jj ) -inci igerigi 1, diger tiim igerikleri O olan matris olsun.
u =(A1,...,Ak), M, (R) ’de bir matris dizisi olsun. u dizisinin degeri
| u |= A -4, carpmm olarak tanimlanir. {1,...,k} kiimesinin bir o
permiitasyonu igin u° = (Aa(l),...,AU(k)) dizisine # 'nun bir permiitasyonu denir.

M, (R) "de bir u dizisi, a, € R, ie{l,...,k}, olmak tizere u =(aleilj],...,akeikjk)

formunda ise u dizisine basit dizi denir. Basit bir dizinin degeri uygun bir a € R

i¢in ae, formundadir.

u basit bir dizi olsun. Bazi o permiitasyonu i¢in ‘ u® ‘:beﬁ #0 ise u’ya
cift ve i # j olmak lizere bazi o permiitasyonu igin ‘ u® ‘: be, #0 ise u’ya tek

dizi denir.

Yardimar Ozellik 2.2.1 (Leron, 1975, Lemma 2) R bir halka ve f (X . ¢ k)
coklu dogrusal bir polinom olsun. u=(A1,...,Ak), M, (R)’de basit bir dizi

olsun.

() u cift bir dizi ise f (u) matrisi kosegendir.

(if) u tek bir dizi ise bazi a € R ve i # j i¢in f(u)=ae, formundadir,
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Tamm 2.2.4 (Beidar et al., 1996) R yar asal bir halka ve X degismeli olmayan
bilinmeyenlerin sayilabilir bir kiimesi olsun. 7 =U *. C{X} serbest ¢arpimini ele
alalim. 7 kiimesinin elemanlarina genellestirilmis polinom denir. g, €U ve
Y € X olmak tizere, m=q,Y,q,Y,q,...Y,q, tipindeki elemanlara monomial, g,
elemanlarina da m monomialinin katsayilari denir. 7 kiimesinin her f eleman,

monomiallerin sonlu toplami seklindedir ve bu gosterim tek tirlidir.
f=f(X,,...,X,)eT olmak iizere her #,...,r, e R i¢in f(n,...,r,)=0 ise f

polinomuna R igin bir genellestirilmis polinom 6zdesligi (GPI) ve R halkasina

da bir genellestirilmis polinom 6zdesligi halkas1 (GPI-halkasi) denir.

Tamm 2.2.5 (Beidar et al., 1996) d, R asal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve
I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. f €U *. C{X} olmak iizere her

K,....,t, €l i¢in

f(rl,...,rn,d(rl),...,d(rn)) =0

ise f(X,,....X,,d(X)),...,d(X,)) ifadesine /’da bir diferansiyel oézdeslik

denir.

Teorem 2.2.1 (Beidar et al., 1996, Theorem 6.1.9) R, genisletilmis merkezi C

olan primitif bir halka olsun. R bir genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasidir

ancak ve ancak dim. (eRe)<oo olacak sekilde bir ee R idempotent eleman

vardir (Amitsur Teoremi).

Teorem 2.2.2 (Beidar et al., 1996, Theorem 6.1.10) R, genisletilmis merkezi C
olan primitif bir halka olsun. R, C {izerinde bir polinom 6zdesligi halkasidir
ancak ve ancak R, C 1lizerinde sonlu boyutlu merkezi bir basit cebirdir

(Kaplansky Teoremi).

Yardimer Ozellik 2.2.2 (Beidar et al., 1996, Proposition 4.4.3) L, bir 4

halkasinin minimal bir sol (sag) ideali olsun. L’ # (O) oldugunu kabul edelim. O
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zaman L = Ae (L =eA) olacak sekilde bir e=e” € L idempotent eleman1 vardir.

Ustelik ede boliimlii bir halkadir.

Teorem 2.2.3 (Beidar et al., 1996, Theorem 4.3.11) R, sifirdan farkli bir
H =Soc(R) “socle”sine sahip primitif bir halka, b,....,b, € H ve s de

sSmax{rank(h):heH } olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman
b,...,b, eeRe olacak sekilde bir e=e’eH idempotenti vardir ve

rank(e) =n>s olmak ilizere eRe, R ’nin iligkili boliimli halkasi D iizerindeki

nxn matrisler halkasina izomorftur (Litoff Teoremi).

Teorem 2.2.4 (Martindale, 1969, Theorem 1) R asal bir halka olsun. a,b € RC

olmak {izere her x € R i¢in axb = bxa ise a ve b, C-bagimlidir.

Uyarn 2.2.1. (Chuang, 1988) R asal bir halka ve U, R ’nin sag Utumi kesirler

halkast olsun. a,,...,a, €U elemanlart C flizerinde dogrusal bagimsiz ve bazi

g g €T =U*, C{X} polinomlari igin

a,8; (Xlﬁ"'aXn)+..'+akgk (Xl"“’X”):OET

olsun. Her bir h el olmak iizere g (X,.....X,)=> Xh (X,...X,)

formunda ise g,,...,g, polinomlar1 7" serbest ¢arpiminin sifir elemanlaridir. Ayni

sekilde
g (Xl,...,Xn)a1 +t+ g, (Xl,...,Xn)a,c =0eT

n

ve h;eT olmak {izere g (X,...X,)= hA(Xl,...,Xn)Xj formunda ise

J
J=1

g,,---»g, polinomlar1 yine 7 serbest ¢arpiminin sifir elemanlaridir.

Asagidaki iki teorem (Teorem 2.2.5 ve 2.2.6) bu calisma boyunca en sik

kullanacagimiz iki énemli sonugtur. Ilki Martindale’ye ait asal GPI-halkalarinin



16

siniflama teoremidir. Ikincisi ise asal halkalarin diferansiyel ozdesliklerini
betimleyen Kharchenko Teoremi’dir. Kharchenko Teoremi, teoremin ifadesinde
belirtildigi tiirden bir diferansiyel 6zdeslik saglayan asal bir halkanin aslinda bir

GPI-halka oldugunu sdyler.

Teorem 2.2.5 (Martindale, 1969, Theorem 3) R asal bir halka ve § = RC, R 'nin
merkezi kapanigt olsun. O zaman S, C iizerinde genellestirilmis bir polinom

0zdesligi saglar ancak ve ancak S, minimal bir eS sag idealini igerir (dolayisiyla

S primitiftir ve Soc(S ) # (0) ’dir) ve eSe, C iizerinde sonlu boyutlu bir bolimlii

cebirdir (Martindale Teoremi).

Teorem 2.2.6 (Kharchenko, 1978, Theorem) d, R asal halkasinin sifirdan farkli

bir tiirevi ve [, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun.

n

f(Xp...X,.d(X,),....d(X,)), I idealinde bir diferansiyel 6zdeslik,

ani her r,...,r el icin
1° >'n

f(rl,...,rn,d(rl),...,d(rn)):0

olsun. Bu durumda agagidakilerden biri saglanir:

(@) d, Q. iki yanl sag Martindale kesirler halkasinda bir i¢ tlirevdir, yani

her x € R igin d(x) =[g,x] olacak sekilde bir g € O, eleman vardir ve I,

f( XX, [a. X 09, X,])
genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar, veya

(@) d, Q. iki yanh sag Martindale kesirler halkasinda bir dis tiirevdir ve /

ideali, f (Xl,...,Xn,Y1 . 4 ) genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.

2 n
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Yardimer Ozellik 2.2.3 (Lanski, 1993, Lemma 2) R merkezi Z = Z(R) iizerinde

degismeli olmayan sonlu boyutlu basit bir cebir olsun. Eger {X,,...,X,} de d

dereceli homojen olan g(X,,...X,)eR*, Z {X } polinomu, R icin bir 6zdeslik

J

ise uygun bir F' cismi ve n >1 tamsayis1 icin R M, (F) "dir ve g(Xl,...,X,),

M, (F) igin de bir dzdesliktir.

Teorem 2.2.7 (Chuang, 1988, Theorem 2) R asal bir halka ve U, R ’nin sag
Utumi kesirler halkasi olsun.U, 'nin herhangi bir yogun alt modili M i¢in
M ’nin sagladig1 genellestirilmis polinom O6zdeslikleri ile U ’nun sagladig

genellestirilmis polinom 6zdeslikleri aynidir.

Yardimar Ozellik 2.2.4 (Lee, 1995, Lemma 2) R yart asal bir halka ve 7, R ’nin
bir sag ideali olsun. O zaman [ ve [U, katsayillart U ’da olan ayni

genellestirilmis polinom 6zdesliklerini saglar.

Teorem 2.2.8 (Lee, 1992, Theorem 2 and 3) R asal (yar1 asal) bir halka, U,
R ’nin sag Utumi kesirler halkas1 ve [,, U, nin yogun bir alt modiilii olsun. O
zaman [/ ve U aym diferansiyel 6zdeslikleri saglar. Ozel olarak, / R ’nin
sifirdan farkli bir sag ideali olmak tlizere I/, IR ve [IU aym diferansiyel

0zdeslikleri saglar.
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3. TEK YANLI iDEALLER UZERINDE ENGEL KOSULLU
GENELLESTIRILMIiS TUREVLER

Bu boliimiinde asal halkalarin sol idealleri tizerinde genellestirilmis tiirevleri

ihtiva eden Engel sartli belirli bir 6zdeslik incelenecektir' .

Herhangi x,y e R icin [x,y]1 = [x,y] =xy— yx olmak iizere her k£ >2 i¢in
x ve y elemanlarmn k-inci komiitatorii [x,y] = [[x, V] y] olarak

tanimlanir.

Lanski (1997), k ve n sabit pozitif tamsayilar olmak tizere bir d tiirevine

sahip asal bir R halkasinin sifirdan farkli bir 7 sol ideali lizerinde her x € I i¢in

[d(xk),xk]n =0

0zdesliginin saglanmasi1 durumunda d =0 veya R’nin degismeli olmasi
gerektigini gostermistir. Daha sonra bu sonu¢ Albas, Arga¢ ve De Filippis
tarafindan genellestirilmis tiirevlere genisletilmistir (Albas et al., 2008).

Lee ve Shiue (1999), degismeli olmayan asal bir R halkasinin sifirdan
farkli bir [ sol ideali tizerinde benzer bir 6zdesligi ele almislardir. Bu

caligmalarinda Lee ve Shiue, k,m,n,r sabit pozitif tamsayilar olmak iizere R

halkasi, her x € I i¢in

' Bu boliimde elde edilen sonuglar Journal of Korean Mathematical Society dergisinde

yaymlanmigtir (Demir and Argag, 2010).

? Bu bsliimde yapilan ¢alisma TUBITAK tarafindan 108T257 nolu proje kapsaminda

desteklenmistir.
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olacak sekilde sifirdan farkli bir d: R — R tiirevine sahip ise R=M, (GF (2))

oldugunu gostermislerdir.

Bu bolimde amacimiz Lee ve Shiue’nin yukaridaki sonucunu
genellestirilmig tiirevlere genisletmektir. Daha acik bir ifadeyle asagidaki

teoremleri ispatlayacagiz:

Teorem 3.1 R degismeli olmayan asal bir halka ve k,m,n,r sabit pozitif
tamsayilar olsun. Her x € R i¢in [g(x’”)x",x"l =0 olacak sekilde R ’nin bir g

genellestirilmis tlirevi varsa o zaman uygun bir a € U elemani ve her x € R i¢in

g(x) = xa formundadr.

Teorem 3.2 R degismeli olmayan asal bir halka, / da R ’nin sifirdan farkli bir

sol ideali ve k,m,n,r sabit pozitif tamsayillar olsun. Her xe/ igin

[ g(x’")x”,x’]k =0 olacak sekilde R ’nin bir g genellestirilmis tiirevi varsa o

zaman R=M, (GF(2)) ve I[1,I]=(0) olmadik¢a her xeR i¢in g(x)=xa

olacak sekilde bir a e U elemani vardir.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2’yi ispatlamak i¢in ihtiyacimiz olan bir dizi

yardimci 6zelligi ispatlayarak ilerleyelim.

Yardimer Ozellik 3.1 F bir cisim, >2 bir tamsay1, R =M,(F) ve a,be R

olsun. k,m,n,r sabit pozitif tamsayilar olmak iizere her x € R i¢in
[ax +[b,x ]x , X ]k =0 (3.1

oldugunu kabul edelim. O zaman a + b € F ’dir.

Ispat. ec R idempotent bir eleman olsun. (3.1) denkleminde x =e alip soldan
1-e ile garparak herhangi bir e idempotent eleman igin (1—e)(a+b)e=0

oldugu goriiliir. O halde a + b kdsegen bir matristir. Her x € R i¢in
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[(uau_1 )x"“" + [(ubu"l),qu",x’l =0

oldugundan her ueR tersinir elemam i¢in u(a+b)u”' matrisi de kdsegen

t
olmahdir. B € F' olmak lizere a+b = Z PBe, diyelim. O zaman her bir j >1 i¢in

ii
i=1

(1 + el_].)(a + b)(l - 91_;) matrisinin (1, /) igerigi S, -, =0 dir. Dolayisiyla

a+be F dir.

Yardimar Ozellik 3.2 R degismeli olmayan asal bir halka ve k,m,n,r sabit

pozitif tamsayilar olmak {izere a,b € R elemanlar1 her x € R i¢in
[ax +[b,x ]x , X ]k =0 (3.2)

olacak sekilde olsun. O zaman a +b € Z(R)dir.

Ispat. Celiski elde etmek icin a + b ¢ C oldugunu kabul edelim. O zaman
f(X)=[(a+b)x"" —x"bX", X" |

R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Teorem 2.2.7’den
f (X ), Q. i¢in de bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. C 'nin sonsuz ve
sonlu olmasina gore F ile sirasiyla C’nin ya cebirsel kapanisin1 ya da C ’nin
kendisini gosterelim. O zaman standart bir muhakemeyle (bkz. Lee and Wong,
1995) f (X ) , O ®. F icin de bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. (Ericson
et al., 1975), Theorem 2.5 ve 3.5 uyarinca O, ® . F' merkezi kapal1 asal bir F -
cebir oldugundan R ve C’yisirastyla O ® . F ve F ile yer degistirerek R ’nin

merkezi kapali ve C ’nin ya sonlu ya da cebirsel kapali oldugunu kabul edebiliriz.
Martindale Teoremi’nin 1s18inda (bkz. Teorem 2.2.5), R C’yi iliskili bolimli
halkas1 olarak kabul eden ve sifirdan farkli bir A “socle”sine sahip primitif bir

halkadir.
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a+bgC oldugundan baz1i heH igin [a + b,h] #0°dir. Litoff
Teoremi’nden (bkz. Teorem 2.2.3) h,ah,ha,bh,hb € eRe olacak sekilde bir e € H

idempotent elemanm1 vardir. ef (eXe)e, R icin bir genellestirilmis polinom

0zdesligidir. O halde

[(eae)X””" +[(ebe),X’"]X",X’]k

eRe i¢in bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Baz1 s >1 i¢in eRe= M (C )

oldugundan Yardime1 Ozellik 3.1 uyarinca eae + ebe, eRe halkasinin merkezi bir

elemanidir. O zaman eae + ebe = ce olacak sekilde bir ¢ € C vardir. Boylece

ch :eaeh+ebeh:eah+ebh:ah+bh:(a+b)h

olur. Benzer sekilde

hc=heae+hebe=hae+hbe=ha+hb=h(a+b)

dir. Buradan da [a +b, h] =0 ¢eliskisine ulasilir. O halde a+be Z (R) olmalidir.

Sonug¢ 3.1 R asal bir halka ve k,m,n sabit pozitif tamsayilar olmak iizere a € R

elemant her x € R i¢in
[ax’”,x” l{ =0
olacak sekilde ise a € Z (R) “dir.

Teorem 3.1’in Ispati. R ’nin yogun bir sol ideali iizerinde tanimli her

genellestirilmis tiirevin U ’ya tek tiirlii genisletilebilecegini ve uygun bir a e U

eleman1 ve de Der(U ) tiirevi i¢in g(x) =ax+d (x) formundan oldugunu
belirtmistik. d =0 ise o zaman her x € R i¢in [ax’”*",x’]k =0 olur. U bu son

6zdesligi saglar (bkz. Teorem 2.2.7). Ustelik R asalken U da asal oldugundan R
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ile U’yu yer degistirerek ae R ve C=Z(R) oldugunu kabul edebiliriz. Bu

durumda Sonug 3.1 uyarinca a € C olur. Boylece her x € R igin g(x) =ax =xa

oldugu goriilir ve ispat biter. O zaman bundan sonra d #0 oldugunu kabul

edebiliriz.

Kharchenko Teoremi (bkz. Teorem 2.2.6) 1s1ginda ispat1 iki alt duruma

ayiralim:

Durum I. d, bir beU elemanm ile belirli i¢ tiirev, yani her xeU igin

d (x) = [b,x] olsun. O zaman R, asikar olmayan
[aX””" +[b,x" ]X",X’]k

genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Teorem 2.2.7 uyarmmca U da

yukaridaki genellestirilmis polinom 6zdesligi saglar. Ustelik U asal oldugundan
(bkz. Tanim 2.1.15) R ile U ’yi yer degistirerek a,be R ve C = Z(R) oldugunu
kabul edebiliriz. O zaman Yardimci Ozellik 3.2 uyarinca a+b e C’dir. Bu

durumda her x € R i¢in g(x)=(a+b)x—xb=x(a+b—b)=xa olur.

Durum II. Simdi 4, U ’nun bir dis tiirevi olsun. Ispata devam etmeden &nce,

degismeli olmayan X ve Y degiskenlerinin

m—1
G(Y.X)=) Xyx"

i=0

m-1
polinomunu tanimlayalim. Simdi d (X’” ) =Y Xd(X)x " = G(d (X) ,X) "dir.

i=0

O zaman R,
[aX™" +G(d(X),X) X", X" ]

diferansiyel 6zdesligini saglar. Boylece Kharchenko Teoremi’nden R,
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[aX™" +G(Y,X) X", X" ],
0zdesligini saglar. Yani her x,y € R i¢in [ax””" + G( y,x)x",x"]lc =0 dir. Ozel

olarak y =0 alinirsa her x € R i¢in [ax”””,x’}k =0 oldugu goriliir. Boylece her

x € R i¢in

[d(xm)x",x"]k =0

olur. Lee and Shiue’deki (1999) Theorem 1 uyarinca d =0 olmalidir. Bu

celiskiyle de ispat tamamlanir.

Lee and Shiue’deki (1999) muhakemenin hemen hemen aynisini kullanarak

asagidaki yardimci 6zelligi ispatlayalim.

Yardimer Ozellik 3.3 F bir cisim ve #>2 olmak iizere R =M, (F ) ve [ da R

halkasinin bir minimal sol ideali olsun. m,n,r, k sabit pozitif tamsayilar olmak

tizere her x € [ igin
[ax"”” + [b, x" ] x",x" ]k =0
oldugunu kabul edelim. O zaman R =M, (GF (2)) olmadik¢a a+b € F ’dir.

Ispat. a+b¢ F oldugunu kabul edelim. / bir minimal sol ideal oldugundan
I = Re,, oldugunu kabul edebiliriz. e=¢’ €I herhangi bir idempotent eleman

olsun. Hipotezden
[ae + [b, e] e, e]k =0

olur. Bu son esitligi soldan 1—-e ile ¢arparsak, her e=¢” € igin

(l—e)(a+b)e:0 (3.3)
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oldugu gorilir. Simdi feF ve xeR keyfi elemanlar olsun. O zaman

f=e+(1-e)xe ve g =e+ B(1—e)xe de I da idempotent elemanlardir. Kisalik
icin c=a+b diyelim. ce¢F ve (1 - e)ce =0’dir. Dolayistyla (3.3)’den

(l—f)cf =0 ve (l—g)cg =0 dir. Boylece

(1-e)—(1-e)xe)c(e+(1-e)xe)=0

Ve
(1-e)-B(1-e)xe)c(e+B(1-€)xe)=0
elde edilir. (3.3)ti kullanarak asagidaki denklemlere ulastlir:
(1-e)exe—(1—e)xce—(1—e) xec(1-€)xe =0
Ve
B(1-e)exe— B(1-e)xce— B (1-e)xec(l—e)xe=0.
ilk denklemi £ ile carpip ikinci denklemden gikararak her x € R igin
(B - B)(1-e)xec(1-e)xe=0

elde edilir. O zaman (Posner, 1957) Lemma 2’den ya Se{0,1} ya da

ec(1—e)=0"dir. Ikinci olasilik saglaniyorsa, ozel olarak e,c(1—¢,)=0 olur.

x € R herhangi bir eleman ise uygun bir x € F igin
X€,,C = X ce, = Hxe,

olur. Diger taraftan, (3.3) uyarinca her e=¢’ e/ igin [c,e]=0"dir. O zaman

2 . .
e=e €1 i¢in
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[e.e]=[e )= (e~ u)e

oldugu goriilir. Her xeR i¢in e, +(1—¢,)xe, €I bir idempotent eleman

oldugundan
(c—,u)(e11 +(1—e”)xe”) =0

olmalidir. (c - ,u) e, =0 oldugundan  yukaridaki  son  denklemden
(c—u)Re, =(0) elde edilir. Buradan da ¢ = e F geliskisine ulagilir. O halde

F =GF (2) olmalidir.

Simdi #=2 oldugunu gosterelim. Celiskiye ulasmak i¢in ¢ >2 oldugunu
kabul edelim. i ve j, 2<i,j <t olacak sekilde iki farkli tamsay1 olsun. O zaman

€, €, +e.

il >

e, te; ve ¢,+e,+e; elemanlar1 /’da idempotent elemanlardir.

(3.3) 1s181nda

ce, =¢€,c€,

C(en +ei1) (911 +ei1)c(e11 +ei1)9

c(e11 +eﬂ) (e“ +€j1)C(€11 +ej1)
ve

c(e11 +e, +ej1) :(e“ +e, +eﬂ)c(e11 +e, +eﬂ) (3.4)

esitliklerini elde ederiz. ce, =¢,ce, oldugunu kullanip diger denklemleri

karsilastirirsak

e,ce, +e,ce = 0
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sonucuna variriz. [, € F' olmak Uzere c¢= z Be; diyelim. Yukaridaki son

1<i, j<t

denklemden f,=0=p, elde edilir. Dolayisiyla (3.4)’deki ikinci denklem
ce, = ¢, haline indirgenir. Boylece her p=i i¢cin S,=0 ve S, =/, olur

Buradan da ¢ =a+b e F geliskisine ulasilir. O halde 7=2 olmalidir ve bdylece

ispat biter.

Yardimer Ozellik 3.4 R asal bir halka, / da R halkasinin sifirdan farkli bir sol

ideali ve a € R olsun. m,n,k sabit pozitif tamsayilar olmak {lizere her x € [ i¢in
[ax’” ,x" l{ =0
ise 0 zaman R= M, (GF(2)) ve I[1,1]=(0) olmadik¢a a € Z(R)’dir.

Ispat. Her x e/ igin [ax’”,x" l{ =0 oldugunu kabul edelim. O zaman her x e/

i¢in
[[a,x"]xm,x"] :[axm,x"] =0
k k+1

olur. Simdi (Lee and Shiue, 1999) Lemma 3 uyarinca R;MZ(GF (2)) ve
I[I,I] = (O) olmadik¢a a € Z(R) dir.

Yardimar Ozellik 3.5 R degismeli olmayan asal bir halka, / da R halkasmin
sifirdan farkli bir sol ideali ve a,be€ R olsun. m,n,r,k sabit pozitif tamsayilar

olmak tizere her x € [ i¢in

[ax"“" + [b,xm]x" ,x" ]k =0 (3.5)

ise 0 zaman R= M, (GF(Z)) ve I[1,I]=(0) olmadik¢a a+b e Z(R) dir.
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Ispat. a+b ¢ C oldugunu kabul edelim. Eger baz1 S eC i¢in I(b—f)=(0) ise

b'=b— B diyerek Ib' =(0) olur. Ustelik (3.5)’ten her x €/ igin
[axm+n+[b’,xln}xn,xr]k :0

dir. Buradan her x e/ igin [(a+b')x’"+”,x’}k =0 olur. Yardimer Ozellik 2.2.4
uyarinca / ve Ul aym genellestirilmis polinom 6zdesliklerini sagladigindan her
xeUl igin [(a+b')x"’+",x’]k =0 dir. Ustelik UIb'=(0) ’dir ancak ve ancak
Ib'=(0) dir. Simdi / ve Ul aym temel sartlari saglar. Dolayisiyla R ve I yi

srrastyla U ve UI ile yer degistirerek a,b’e R ve C=Z(R) oldugunu kabul

edebiliriz. Boylece a+b'¢C oldugundan Yardimer Ozellik 3.4 uyarinca
R=M, (GF(Z)) ve I[1,I]=(0) oldugu sonucuna varilir.

O halde her feC i¢in [ (b— ﬁ);t(O) oldugunu kabul edebiliriz. Bu

durumda (Lee, 1995) Lemma 3 1518inda ya R bir polinom 6zdesligi halkasidir ya

da ub ve u, C-bagimsiz olacak sekilde bir u € I elemani vardir. ikinci durumda

()™ 4 b, (Xu)" (XY (XY |

k
R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir.

Diger taraftan Teorem 2.2.7°den her x € Q.1 i¢in
|:axm+n +[b’ xm}xn,xr ]k — 0

dir. Yardimer Ozellik 3.2°deki ayn1 muhakemeyi uygulayarak ve I ile Q.1 y1 yer

degistirerek, R halkasimin C’yi iliskili boliimlii halkasi olarak kabul eden ve
stfirdan farkli bir H “socle”sine sahip primitif bir halka ve /=/C oldugunu

kabul edebiliriz. Ustelik C, ya cebirsel kapalidir ya da sonludur. H ;t(O)
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oldugundan R ’nin minimal sag (ve sol) idealleri vardir. Ustelik N, R ’nin bir

minimal sag ideali ise 0 zaman N’ ;t(O) olacagindan Yardimci Ozellik 2.2.2

uyarinca N =eR olacak sekilde bir e=e’ € R idempotent eleman1 vardir. Simdi
eger R asikar olmayan idempotent elemanlar icermiyorsa, o zaman. N =R

olmalidir. Yani R ’nin kendisinden baska minimal sag ideali yoktur. Dolayisiyla

R ’nin kendisinden ve (0) idealinden baska sag ideali yoktur. Boylece R bir

boliimli halkadir ve /=R olur. O zaman Teorem 3.1’in ispatindan a+beC
celigkisine ulasiriz. O halde R ’nin asikar olmayan bir idempotent igerdigini kabul

edebiliriz. Diger taraftan

- I[l,l]:(O) ’dir ancak ve ancak H][HI,HI]:(O)’dlr (bkz. Yardimect

Ozellik 2.2.4).
- Baz1 4 eC igin I(b— ,u) = (O) ’dir ancak ve ancak Hl(b— ,u) = (O) “dir.

O halde 7’y1 HI ile yer degistirerek / < H oldugunu kabul edebiliriz.
Oncelikle 7 [I v ] # (O) oldugunu kabul edelim. O zaman 7, ranki 2 veya 2’den

biiylik olan bir idempotent daima igerir. e, [ ’da bodyle bir idempotent olsun.

Simdi (3.5) denkleminde x yerine exe alarak her x € R i¢in

|a(exe)™” +[ b,(exe)" |(eve) (exe) | =0

k

elde edilir. Bu son denklemi soldan e ile carparsak her x € R igin

[(eae)(exe)"”" + [(ebe) ,(exe)m}(exe)" ,(exe)r} =0

k

oldugu goriilir. Ancak ¢=rank(e) olmak iizere Teorem 2.2.3’den
eRe= M, (C) dir. Yardimer Ozellik 3.2°den e(a+b)eeCe oldugu sonucuna

variriz. (3.5) denkleminde x =e alinirsa, rank(e) > 2 olacak sekildeki her e/

idempotenti i¢in
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(a+b)e:e(a+b)eeCe

oldugu gdriilir. Difer taraftan, her xeR i¢in e+(l—e)xeel elemam da
rank (e +(1-e) xe) = rank (e)>2 olacak sekilde bir idempotent elemandir (bkz.

Tanim 2.1.19). c=a+b dersek, rank(e) >2 olacak sekildeki her eel

idempotenti i¢in ce = ece € Ce olur. Ozel olarak, her x € R i¢in
c(e+(1—e)xe) € C(e+(1—e)xe)

dir. Soldan e ile carparak ece+ecxe—ecexee Ce elde edilir. ece=cee Ce
oldugundan her x € R igin [e,c]xe € Ce dir. Bir an i¢in [e,c]# 0 oldugunu kabul
edelim. x,€R elemanim bazi feC igin [e,c|xe=Pe=0 olacak sekilde

se¢elim. O zaman
Pexe =[e,c]x,exe e Ce

dir. Dolayisiyla f#0 oldugundan eRe=Ce’dir. Ancak eRe=Ce olmasi
rank(e)=1 olmasi gerektirir. O halde [e,c]=0 olmalidir. Simdi / tamamen

indirgenebilir bir H -modiil oldugundan (bkz. Tanim 2.1.12) 7 ’nin her bir

elemant rank( f ) >2 olacak sekildeki uygun bir > = f e I idempotent elemani

icin Hf icinde kapsanir ve fc=cf e Cf ’dir.

xel olsun. O zaman x=hf olacak sekilde bir he H eleman1 ve
f? = f el idempotenti vardir. Buradan xc = hfc € Chf = Cx ve dolayisiyla her
xel igin [xc,x] =0 elde edilir. Bu son denklemi dogrusallastirarak her x,y e/

i¢cin

[xc,y]+[yc,x] =0 (3.6)
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elde edilir. (3.6)’da y=e alip [e,c]=0 oldugu kullanilirsa e[c,x]=0 oldugu
goriiliir. Boylece her x,yel i¢in O=ef[c,xy]=ex[c,y] olur. Dolayisiyla
eRI [c,l] = (0), yani I[c,l] = (O) ‘dir.  Ozel olarak, her xel igin
[x[c,x],x] =0’dir. (Lee and Shiue, 1999) Lemma 3 (i7) 15181nda baz1 4 € C igin
I(c—/i) =(0) oldugu elde edilir. xR olsun. O zaman f = e+(1—e)xe el,
rank( f ) = rank(e) >?2 olacak sekilde bir idempotent elemandir. rank(e) >2
olacak sekildeki her e’ =eel idempotent elemani igin [c,e]=0 oldugundan,

ozel olarak her x € R icin [c— Ae+(1 —e)xe] =(’dir. Buradan
(c—/l)e+(c—/1)(1—e)xe:0

elde edilir. Diger taraftan (c - /1)6 = [c -A, e] =0’dir. O halde her xe R i¢in
(c - i)xe =0 olur. Bu durumda R ’nin asalligt ¢=4e€C olmasin1 gerektirir.

Boylece a+b=ceZ (R) celiskisine ulasilir. Yani / [I v ] = (0) olmalidir.

Eger simdi baz1 1 >2 i¢in H =M, (C ) olsun. / ¢ H, H ’nin bir sol ideali
ve | [I v ]=(0) oldugundan (Bresar, 1995) Lemma 5.1 uyarinca /, H ’nin bir

minimal sol idealidir. Dolayistyla Yardimc1 Ozellik 3.3 uyarinca ispatlanacak bir

sey yoktur. O halde her />2 i¢in H #M,(C) oldugunu kabul edebiliriz. ¢ ¢ C

oldugundan baz1 4 € I igin ch # hc *dir. Litoff Teoremi’nden (bkz. Teorem 2.2.3),

rank(e)>3 ve ch,hc,h € eHe olacak sekilde bir ¢’ =ee H idempotenti vardir.

Simdi ece ¢ Ce’dir. Gergekten ece € Ce olsaydi eceh = hece olur ve buradan da
eh=h=he, ech=ch ve hce=hc oldugundan ch=hc cg¢eliskisine ulasilird1.
Diger taraftan, 0#h el neRe’dir. R merkezi kapali, IC=1 ve I[I,I] = (O)

oldugundan yine (Bresar, 1995) Lemma 5.1 uyarinca /, R ’nin bir minimal sol

idealidir. Ayrica / NeRe de eRe’nin bir minimal sol ideali ve ¢=rank(e)>3

olmak iizere eRe=M,(C)’dir. Gergekten eger eRe’nin bir J sol ideali

J c IneRe olacak sekilde ise o zaman RJ c R/ — [’dir. RJ, R ’nin bir sol
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ideali ve / da R ’nin bir minimal sol ideali oldugundan RJ :(0) olmalidir.

Dolayisiyla R ’nin asalligindan J = (O) “dir. Simdi hipotezden her x € R i¢in

[(eae)(exe)mw + [(ebe) ,(exe)m }(exe)" ,(exe)rJ =0

k

ve buradan da her x € I NeRe i¢in
[(eae) X"+ [(ebe) ,x" ] x",x" ]k =0

olur. Yardimc1 Ozellik 3.3 geregince eRe= M, (GF (2)) celigkisine ulasilir.

Boylece ispat biter.

Ornek 3.1 s>2 bir tamsayt ve R=M (F), bir F cismi iizerinde tim sxs

matrislerin halkas1 olsun. / = Re,, olmak lizere a=1-e, ve b=e, ise k,m,n,r
sabit pozitif tamsayilar olmak iizere her x e/ i¢in [ax””" +[b, x’"}x",x" ]k =0

ve a+b=leZ(R) ’dir.

Teorem 3.2°nin Ispati. R *nin yogun bir sol ideali iizerindeki her genellestirilmis

tirevin U ’ya tek tirlii genisletilebilecegini ve uygun bir aeU eleman ve
d eDer(U ) tiirevi  i¢in g(x)=ax+d (x) formunda oldugunu daha once

belirtmistik.

Eger d =0 ise her xel igin [ax"”",x’]k =0 olur. O zaman Yardimci
Ozellik 3.4 uyarmca R=M,(GF(2)) ve I[I,I]=(0) olmadik¢ga aeC

sonucuna variriz. Eger aeC ise her xe R i¢in g(x)=ax=xa olur. O halde

d # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

Kharchenko Teoremi 1s181inda ispat1 iki duruma ayiralim:
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Durum I. d, beU-C elemanm ile belirli i¢ tiirev, yani her xeU igin

d(x)=[b,x] olsun. O zaman I, asikar olmayan
[aXI71+n + [b’ X’n ] X" , Xr ]k

genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Yardimcir Ozellik 2.2.4’den RI da
yukaridaki genellestirilmis polinom 06zdesligini saglar. R ve U ayni
genellestirilmis polinom 06zdesliklerini sagladigindan Ul da bu son &zdesligi

saglar. O zaman Yardimct Ozellik 3.5°i Ul sol idealine uygulayarak
U=M,(GF(2)) ve UI[UILUI|=(0) olmadik¢a a+beC oldugu sonucuna

variriz. Yardimer Ozellik 3.5%in ispatinda oldugu gibi R ve I ’y1 sirastyla U ve

Ul ile yer degistirebiliriz. O zaman 0Ozel olarak, R=M, (GF (2)) ve

1 [I v ] = (O) olmadik¢a a+beC oldugu sonucuna variriz. Simdi a+beC

oldugundan her x € R i¢in
g(x) = ax+[b,x] =(a+b)x—xb = x(a+b—b) =Xxa
oldugu goriiliir.
Durum II. 4, U 'nun bir dis tiirevi olsun. Ispata devam etmeden 6nce degismeli

m—1
olmayan X ve Y degiskenlerinin G(Y,X)=) X'YX"' polinomunu

i=0

tanimlayalim. Simdi d (X ’") = G(d (X ) , X ) oldugu agiktir.

[aX™" +G(d(X),X) X", X" ]

k’

I i¢in bir 6zdeslik oldugundan her u € I - C igin

[ a(Xu)™" + G (d (Xu), Xu)(Xu)',(Xu) |

k

da R icin bir 6zdesliktir. Dolayisiyla R
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[ a(Xu)™" + G(d (X )u+ Xd (u), Xu) (Xu)',(Xau) ] .

k

0zdesligini saglar. Bu durumda Kharchenko Teoremi’nden R asagidaki 6zdesligi

de saglar:

| a(Xu)"™" + G (Yu+ Xd (1), Xu) (Xu)" (XY | .

k

O zaman her x,y € R i¢in

[a(xu)mw +G(yu +xd(u),xu)(xu)" ,(xu)'} =0 (3.7

k

dir. Ozel olarak (3.7) denkleminde y =0 alinirsa her x € R i¢in

[a(xu)"w+G(xd(u),xu)(xu)",(xu)r} =0 (3.8)
k
oldugu goriiliir. G(Y,X), Y ye gore lineer oldugundan (3.7) denkleminden (3.8)

denklemini ¢ikarirsak her x,y € R igin

[G(yu,xu)(xu)" ,(xu)r} =0

k

oldugu goriiliir. O zaman her x, y € R igin

0= 3 (o) (o)) | = 3 (o) (o) | )" 09

i+j=m-1

elde edilir. u ¢ C oldugundan (3.9), R igin agikar olmayan bir genellestirilmis
polinom 6zdesligidir. Dolayistyla Martindale Teoremi’nden RC sifirdan farkli bir
H “socle”sine sahip primitif bir halkadir. J = HI, H ’nin sifirdan farkli bir sol
idealidir. Teorem 2.1.4’den H basit bir halka oldugundan H° = H ve buradan da
HJ =H’I =HI =J oldugu goriiliir. Ustelik J ve I ayni temel sartlar1 saglar.
Simdi R’yi H ile [ ’y1da J ile yer degistirerek genelligi bozmadan R ’nin basit
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bir halka, Soc(R) =R ve RI=1 oldugunu kabul edebilitiz. e=e* e/ asikar

olmayan bir idempotent olsun. O halde her x,y € R i¢in (3.9)’dan

> (xe) | (ve).(xe) | (xe)" =0

i+ j=m—1 k

dir. s € R herhangi bir eleman olmak iizere bu son denklemde y =(1—e¢)s alirsak

(1 _ e) s (xe)kr+m+n—l -0

oldugunu goriiriiz. Buradan da e=0 veya e=1 c¢eliskisi elde edilir. O halde
I ’nin herhangi bir idempotent elemani asikardir. Bu durumda /=R olur.

Dolayistyla her x,y € R igin

Z xiliy’xrl{ =0

i+j=m-1

durumunu goz Oniine almaliyiz. Bu durumda yukaridaki 6zdeslik R icin bir
polinom Ozdesligidir. (Lanski, 1997) Lemma 2’den uygun bir F cismi igin
Rth(F )’dir. Ustelik M,(F ), R ile aym polinom 6zdesligini saglar. Ozel

olarak M, (F),

> X'[r.x ]k X7 (3.10)

i+j=m-1

Ozdesligini saglar. Bir an i¢in ¢ >2 oldugunu kabul edelim. (3.10)’da x=e¢,, ve
y=e,, almirsa e, =0 celigkisine ulasilir. O halde s =1 olmalidir. Bu ise R 'nin

degismeli olmayist ile celisir.

Asagidaki Ornek sonuclarimizin yari1 asal halkalarda genellikle dogru

olmadigini gostermektedir.

Ornek 3.2 F herhangi bir cisim ve GF (2) iki elemanli Galois cismi olsun.
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GF(2) GF(2)

0
R=|GF(2) GF(2) ©
0 0 F

yar1 asal halkasin1 ve R ’nin

GF(2) 0 0
I=|GF(2) 0 0
0 0 F
1 10
sol idealini gbz Oniine alalim. Eger a=|{0 0 0| ve a € F sabit bir eleman
0 0 1

olmak tzere b =

oS O O
oS O O

0

0 | ise her u,ve GF(2) i¢in uv(u+v)=0 oldugundan
a

her x € [ igin

[ax2 + [b, x]x, x] =0

oldugu kolayca goriilebilir. O zaman g (x) =ax+ [b, x] = (a + b)x —xb, her xel

icin [ g(x)x, x] =0 olacak sekilde bir genellestirilmis tiirevdir. Ancak

at+tbegC=

S O
S O

0
0 [:AeGF(2),ueF
u

dir.
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4. COKLU DOGRUSAL POLINOMLAR UZERINDE
GENELLESTIRILMIS TUREVLER

Bu boliimde asal halkalarin sag ideallerinin ¢oklu dogrusal polinomlar
tizerindeki genellestirilmis tirevli iki 6zdesligi incelenecektir'. Daha acik bir

ifadeyle asagidaki problem ele alinacaktir:

Problem. K birimli degismeli bir halka olsun. R asal bir K -cebir, / R ’nin bir
sag ideali, g R ’nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi ve f (X . ¢ n) de

K iizerinde ¢oklu dogrusal bir polinom olsun.

L Her x,,....x, €I igin g(f(x,....x,)) f(x,...,x,) =0 ise f(X,,....X,)

polinomu, g genellestirilmis tiirevi ve R halkast hakkinda ne sdylenebilir?

2. Her x,,...,x, €l i¢in g(f(xl,...,xn))f(xl,...,xn)eC ise f(X,,....,X,)

polinomu, g genellestirilmis tiirevi ve R halkas1 hakkinda ne sdylenebilir?

Lanski (1988), R asal bir halka ve L de R ’nin degismeli olmayan bir Lie

ideali olmak iizere her x e L i¢in d(x)x=xd(x) olacak sekilde R ’nin sifirdan

farli bir d tiirevinin var olmasi durumunda char(R)=2 oldugunu ve R ’nin s,

standart 6zdesligini sagladigini gostermistir.

Bresar (1993), degismeli olmayan asal bir halkanin eg-merkezleyen
tirevlerinin sifir tlirevine esit olmasi gerektigini gostermistir. Daha agik bir

ifadeyle R asal bir halka olmak iizere R 'nin d ve ¢ gibi iki tiirevi her x € R
igin  d(x)x—x5(x)eZ(R) olacak sekilde ise R degismelidir veya
d=0=¢"d.

' Bu boliimde elde edilen sonuglar Algebra Colloquium adh dergide yaymlanacaktir.
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Lee ve Shiue (1998), Bresar’in yukaridaki sonucunu polinomlara su sekilde

genisletmiglerdir: R asal bir halka, f (Xl,...,X n) de C iizerinde bir polinom ve

d ile 6 da R ’nin tiirevleri olsun. Her x,,...,x, € R i¢in

d(f(xl,...,xn))f(xl,...,xn)—f(xl,...,xn)5(f(x1,...,xn))eC

ve f(X,,....X,), RC iizerinde merkezi degerli degil ise 0 zaman ya d =0=35

veya char(R)=2 ve dim.RC =4 olmadik¢ca d =-& dir ve f(Xl,...,Xn)z,

RC tizerinde merkezi degerlidir.

Bu béliim i¢in ana motivasyonumuz Lee ve Shiue’nin yukaridaki sonucudur.
Esas olarak bu sonucun asal halkalarin sag idealleri lizerinde genellestirilmis

tiirevler icin kismi bir genellemesini elde etmeyi amagliyoruz.
Literatiirde var olan su sonuc¢lardan da bahsetmekte fayda vardir.

Bresar (1994), R asal bir halka, / R ’nin sifirdan farkli bir sag ideali ve d
de R ’nin bir tiirevi olmak tlizere d (I )I = (0) olmast icin gerek ve yeter bir sartin
her x € R igin d(x) = [q,x] ve gl = (O) olacak sekilde bir g € U elemaninin var

olmasi oldugunu gostermistir. Bu sonucun Teorem 4.1’de ¢oklu dogrusal

polinomlar lizerinde genellestirilmis tiirevlere bir genellemesi elde edilecektir.

Albas ve Argag (2004) Posner’in bir sonucunu (Posner, 1957)

genellestirilmis tiirevlere genislettikleri ¢alismalarinda, degismeli olmayan asal bir
R halkasmnin her x € R elemani igin [ g(x),x] e Z(R) olacak sekilde sifirdan
farkli bir g genellestirilmis tlirevine sahip olmasi durumunda bazt 4 € C ve her

X€eR i¢cin g (x) = Ax formunda olmas1 gerektigini gostermislerdir.

Daha yakin bir zamanda Ma ve Xu (2006), Bresar’in (1993) yukarida
bahsettigimiz sonucunu genellestirilmis tiirevler icin ispatlamislardir: R

degismeli olmayan asal bir halka ve g ile # de R ’nin iki genellestirilmis tiirevi
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olsun. Her xeL, R’nin merkezi olmayan bir Lie ideali, igin

g(x)x—xh(x)eZ(R) olacak sekilde ise 0 zaman ya R, s, standart dzdesligini
saglar ya da her xeR i¢in g(x)=xa ve h(x)=ax olacak sekilde bir aeU

vardir.

Bu boliimde elde edilecek olan iki ana teorem asagida ispatlayacagimiz bir

dizi yardimci &zelligin birer sonucu olacaktir. ilk olarak g genellestirilmis

tirevinin bir genellestirilmis i¢ tiirev olmast durumunda problemimizdeki
0zdesligi once halka, daha sonra da halkanin sag idealleri iizerinde inceleyerek

ilerleyecegiz.

Yardimei Ozellik 4.1 R, merkezi Z (R) ve genisletilmis merkezi C olan asal bir
halka olsun. a,be R ve f (X 1,...,Xn), C iizerinde ¢oklu dogrusal bir polinom

olsun. f(Xl,...,X

n

) polinomunun R icin bir 6zdeslik olmadigin1 ve her

X;,...,X, € R i¢in

(af(xl,...,xn)+ f(xl,...,xn)b)f(xl,...,xn) =0
oldugunu kabul edelim. O zaman asagidakilerden biri saglanir:
(i) a=-b e C dir,

@ f (X prees X, ) , R lzerinde merkezi degerlidir ve a +b =0 dur.

Ispat. Eger f (Xl,...,X n), R tiizerinde merkezi degerli ise ispatlanacak bir sey
yoktur. f(X,,...,X,) polinomunun merkezi degerli olmadigini ve ya a ¢ Z(R)

yada b ¢ Z(R) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(af (X, X))+ (X X,)B) f(Xe . X))
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R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 06zdesligidir. Martindale
Teoremi’nden RC sifirdan farkli bir “socle”ye sahip primitif bir halkadir
(Martindale, 1969). O zaman RC, boliimlii bir D halkasi tizerindeki bir V' vektor

uzayimnin D -dogrusal doniisiimlerinin yogun bir alt halkasidir.

Eger dim,V = ise (Wong, 1996) Lemma 2’den RC, (aX+Xb)X

0zdesligini saglar. Bu 6zdesligi dogrusallastirarak her x,y € RC igin
(ax+xb)y+(ay+yb)x =0

oldugu goriiliir. (BreSar, 1994) Lemma 4’ten her x € R i¢in ax+xb=0 elde

edilir. Buradan da a = —b € C c¢eliskisine ulasilir.

O halde dim, V' =k sonlu bir tamsay1 olmalidir. Bu durumda RC, asikar
olmayan bir genellestirilmis polinom 06zdesligi saglayan basit bir halkadir.

Yardimer Ozellik 2.2.3°den uygun bir F cismi i¢in RC < M ,(F ) "dir. Ustelik
M,(F ), RC ile aymi genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Boylece her

D eMt(F) icin

(af(xl,...,xn)+f(xl,...,xn)b)f(xl,...,xn) =0

dir. f (Xl,...,X ) polinomunun M,(F ) tizerinde merkezi degerli olmasi

n

durumunda yukaridaki denklem her x,,...,x, € M, (F) igin

(a+b)f(xl,...,xn)2 =0

denklemine indirgenir. Ustelik f (X 1,...,Xn), R igin bir 6zdeslik olmadigindan
M ,(F ) icin de bir 6zdeslik degildir. Dolayisiyla (Chang, 2003) Lemma 2’den

a+b =0 olmalidir.
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Diger taraftan, f (X 1,...,Xn) polinomu Mt(F ) tizerinde merkezi degerli
bir polinom degilse o zaman Yardimci Ozellik 2.2.1°den k #/ olmak iizere

f(u,...,u,) = ae, olacak sekilde u,,...,u, € M,(F) ve 0#a € F vardir. Ustelik
{f(ul,...,un):ul,...,un eM,(F)} kiimesi M, (F)’nin tim F -otomorfizmalari
altinda degismezdir. Herhangi i = j igin {1,...,n} kiimesinin bir o permiitasyonu

0(k)=i ve 0(l)=j olacak sekilde olsun. O zaman her z a.e eMt(F)

rsors
1<r,s<t

icin 1//[ Z arsemJ: Z Ao )o(s) ile taniml1 doniistim bir F -otomorfizmadir.

1<r,s<n 1<r,s<n

O zaman (p(ul.) =7, dersek her i # j i¢in

f(rl,...,rn):f(l//(ul),...,l//(un)):w(f(ul,...,un))=1//(aek,):aeﬁ

olacak sekilde 7,...,7, € M, (F) vardir. O halde her i # j igin

_ _ 2
0= (aaeij + aeijb)aeij =« bﬁel.j

oldugu gorilir. Boylece her i# j i¢in b, =0, yani b kdsegen bir matristir.

Ustelik ¢, M, (F)’ninbir F -otomorfizmasi ise her x,,...,x, € M,(F) igin

(@(a) £ (Koo, )+ £ (H1s005%,)9(8)) £ (%1505, ) = 0

dir. O zaman yukaridaki gibi (p(b) kosegen bir matris olmalidir. b kdsegen bir

matris oldugundan S € F' olmak iizere b = Z Pe, olsun. Simdi herhangi j>1

i=1 !
icin ¢(b)= (1 + elj)b(l - elj) matrisinin (1, /) igerigi S, =0 olmaldr.

Dolayisiyla b € F ’dir. Bu durumda yine her x,,...,x, € M, (F ) i¢in

(a+b)f(x1,...,xn)2 =0
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olur. Yukaridaki gibi (Chang, 2003) Lemma 2’den a+b =0 oldugu sonucuna

varilir. Boylece a =—b € C ¢eliskisi ispat1 bitirir.

Yardimar Ozellik 4.2 R, merkezi Z (R) ve genisletilmis merkezi C olan asal
bir halka olsun. a,beR, f(X,,...,X,) C iizerinde ¢oklu dogrusal bir polinom

ve I da R ’nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Her x,,...,x, € i¢in

(af(xl,...,xn)+f(xl,...,xn)b)f(xl,...,xn) =0
ise o zaman asagidakilerden biri saglanir:
@ f(X,,....X,)X,,, I i¢in bir 6zdesliktir,
(i) her x € I i¢in ax = —bx € Cx ’tir.

(i) (a+b)I=(0) ve [ f(X,..... X,), X, |X,,,. I icin bir 6zdesliktir.

Ispat. Eger f (X . ¢ n), R icin bir 06zdeslik ise ispatlanacak bir sey yoktur.
Dolayisiyla f (Xl,...,Xn) polinomunun R i¢in bir 6zdeslik olmadigini kabul

edebiliriz. Ilk olarak ya R ’nin bir GPI-halkas1 oldugunu ya da yardimci &zelligin
saglandigin1 gostermek istiyoruz. Eger au ve u C-bagimsiz olacak sekilde bir

u € [ varsa o zaman

(af (uXy,...,uX,)+ f(uX,,...,uX,)b) f (uX,,...,uX,) (4.1)

R icin asikar olmayan bir polinom o6zdesligidir. Clinkii af (qu,...,an)2

polinomunun (4.1) icinde asikar olmayan bir gegisi vardir. Boylece R bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasidir. O halde her u e/ i¢in au = Au

olacak sekilde bir 4 € C elemaninin var oldugunu kabul edebiliriz. O zaman R

n

(Af(uX,,...ouX, )+ f(uX,,....uX,)b) f(uX,,...,uX,) (4.2)
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0zdesligini saglar. Eger baz1 u € [ i¢in bu ve u C-bagimsiz ise
f (X, ouX,)bf (uX,,...,uX,)

polinomunun (4.2) i¢inde asikar olmayan bir gecisi oldugundan yine R ’nin bir
GPI-halkas1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla her u € I igin bu = fu olacak sekilde bir

p € C elemanin var oldugunu kabul edebiliriz. O zaman her x,,...,x, € R i¢in

(ﬂ,+,6’)f(ux1,...,uxn)2 =0

dir. Boylece ya A+ =0 ya da her x,...,x, eR i¢in f(uxl,...,uxn)2 =0
olmalidir. Eger A+ =0 ise her u e/l i¢in au =—-bu € Cu olur. Simdi ikinci
durumun saglandigimi kabul edelim. O zaman [, f (Xl,...,Xn )2 polinom

0zdesligini saglar. Bu durumda [/ asikar olmayan bir polinom 6zdesligi

sagladigindan (Lee, 1996) uyarinca IC =eRC olacak sekilde bir e e Soc(RC)
idempotent elemant vardir. O halde R, f(eX,,....eX,) 6zdesligini ve
dolayisiyla ef (eXl,...,eXn)2 0zdesligini saglar. O zaman (Chuang and Lee,
1996)’daki ana teoremden R, ef (eX,,...,eX, )eX,,, ozdesligini saglar. Bu ise I,

f(Xh.... X)X, zdesligini saglar demektir.

Bundan sonra R’nin bir GPI-halkasi oldugunu kabul edebiliriz.
(Martindale, 1969) uyarinca RC, sifirdan farkli bir J = IH ’yi sag ideali kabul
eden sifirdan farkli bir H “socle”sine sahiptir. Bu noktada A ’nin basit bir halka
(bkz. Teorem 2.1.4), J=JH oldugunu ve (Lee, 1992)’den J ile [ ’nin ayni
temel sartlar1 sagladigini belirtelim. R’yi H ile ve [ ’y1da J ile yer degistirerek

R ’nin basit bir halka, soc(R) =H ve IR =1 oldugunu kabul edebiliriz.

Yardimer Ozellikte yer alan sonucun gerg¢eklenmedigini kabul edelim. O

zaman ya
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(@) (a+b)u;t0, ya
(7i) au,bu ¢ Cu ve (a+b)v¢0, ya da

(iii) [ f (byse-isb, )sB, |B,.y %0

olacak sekilde wu,v,h,...,b, el vardir. Ustelik, her 1<i<n igin
tl.(Xl,...,XH,X : X,), monomialleri iginde X, degiskeninin bir gegisinin

+12° 2" n

bulunmadigi n—1 degiskenli ¢coklu dogrusal polinom olmak iizere

S (X X)) =D 0(X e X X e, X)) X

l

seklinde yazilabilir.

f(X,.....,X,) polinomunun / i¢in bir 6zdeslik olmadigi agiktir. O halde

bazi i e{l,...,n} i¢in ,(X,,.... X, , X,

S LR

X, )X .» 1 icin bir 6zdeslik degildir.

Sadelik i¢in i =n diyelim. Yani ¢,(X,,....X, )X

no

I i¢in bir 6zdeslik degildir.

O zaman

)w #0

n

tn(wl,...,w

n—1

olacak sekilde w,...,w el vardir. Onerme 2.1.2’den R regiiler bir halka

oldugundan

n n+2
eR=uR+vR+) wR+) bR
i=1 i=1
dir. Ustelik eu=u, ev=v ve her ie{l...n} i¢in ew,=w, ve her

je{l,...,n+2} igin eb,=b, olacak sckilde bir e=e’e/=IR idempotenti

vardir (bkz. Yardime1 Ozellik 2.1.2). Ozel olarak, her 7,...,r, € R i¢in
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Oz(af(erl,...,ern (1—e))+f(er1,...,ern(l—e))b)f(erl,...,ern(l—e))

= (atn (er,....er, )er,(1—e)+t (er,....er, )er, (l—e)b)tn (eiq,...,elgl_l)eigl (1 —e)

dir. O zaman

t (erl,...,ernfl)ern (1 —e)btn (erl,...,ernfl)ern (l—e) =0,

n

ve dolayisiyla
((1 —e)bet, (erl,. . .,ernfl)ern )3 =0

dir. Bu durumda (1—e)bet, (en,...,er, JeR, R’nin smirl indeksli nil bir sag
idealidir. O halde Yardimci Ozellik 2.1.6°dan  her 7,...,r, e R igin
(1—e)bet, (er,....er, ,)er, =0 dir. Dolayisiyla (Chuang and Lee, 1996)’den ya
(I—e)be=0 yada t,(X,,...,X, ) X,, eR i¢in bir dzdesliktir. Eger ikinci durum

saglanirsa, 6zel olarak

0=t (ewl,...,ew 71)ewn =1, (W,

n n—1

)wn;tO

celiskisi elde edilir. O halde (1 - e) be=0 oldugunu kabul edebiliriz. Ustelik her

%,...,r, € R igin
0 :(af(erl,...,ern)+f(erl,...,ern)b)f(erl,...,ern) (4.3)

dir. (4.3) denklemini soldan 1-e ile carparak (1-e)aef (erl,...,ern)2 =0

denklemi elde edilir. Boylece (Chang, 2003)’den (1—e)ae=0 veya

f (erl,. . .,ern)er,m =0 oldugu sonucuna varilir. Eger ikinci durum saglanirsa

0=[ f(ehy.....eb,).eb,., Jeb,., =[ f (B b, )b, |b,oy %0
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geligkisine ulagilir. Dolayisiyla (1—e)ae=0 olmalidir. Bu durumda her

X,...,X, € R i¢in
(eaef(exle,...,exne) + f(exle,...,exne)ebe)f(exle,...,exne) =0
oldugu aciktir. Yardimeir Ozellik 4.1°den ya
(i) eae =—ebe e Ce,ya
(ii) eae+ebe=0 ve f(X,,....,X,), eRe iizerinde merkezi degerlidir, ya da
(#ii) f(Xl,. X, ) , eRe ic¢in bir 6zdesliktir.

Eger ilk durum gerceklenirse ae = eae = —ebe = —be € Ce ve buradan da
au = aeu = —beu = —bu € Ceu = Cu

celiskisi elde edilir. Eger ikinci durum gergeklenirse
[f(Xl""’Xn)’Xn+1]Xn+2
eR tlizerinde bir 6zdesliktir. Buradan da yine

0=[f(eb,....eb,).eb,,, |eb,., =[ [ (bir.sB,) b, |byy # 0

ve 0= (eae + ebe)v = (ae + be)v = (a + b)ev = (a + b)v # 0 c¢eliskilerine ulasilir.

Son olarak f(X,,...,X,), eRe i¢in bir 6zdeslik ise her x,,...,x,,, € R i¢in

[f(exl,...,exn),ex,m]exn+2 =0

olur. Yukaridaki gibi bu da bir ¢eliski dogurur. Boylece ispat biter.
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Teorem 4.1 K birimli degismeli bir halka, R merkezi Z(R) olan asal bir K -
cebir, U ve C de sirastyla R ’nin sag Utumi kesirler halkasi ve genisletilmis

merkezi olsun. g, R ’nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi, f (X . ¢ )

K tizerinde c¢oklu dogrusal bir polinom ve I/ da R ’nin sifirdan farkli bir sag

ideali olsun. Eger her x,,...,x, €I i¢in

g(f (%seres,)) £ (Xpsevesx, ) =0

ise 0 zaman ya f(Xl,...,Xn)X

n+l?

I ig¢in bir 6zdesliktir ya da her x € R igin

g (x) =ax+ [b, x] olacak sekilde a,b e U vardir ve agagidakilerden biri saglanir:

(@) al =(0) ve [f(Xl,...,Xn) X . |X

4 n+l n+2°

I igin bir 6zdesliktir.
(ii) al =(0) ve (b—B)1=(0) olacak sekilde bir # e C vardr.
ispat. Daha once belirttigimiz gibi R ’nin yogun bir sag ideali ilizerindeki her

genellestirilmis tiirev U ’ya tek tiirlii genisletilebilir ve uygun bir a e U elemani

ve deDer(U) tirevi i¢in g(x)=ax+d(x) formundadir. O zaman her

X5...,x, €l i¢in

(af(xl,...,xn)+d(f(xl,...,xn)))f(xl,...,xn):0

dir. Dolayisiyla u € [ i¢in U,

(af(qu,...,an)+d(f(qu,...,an)))f(qu,...,an)

0zdesligini saglar. f(X1 . & )X

n

., polinomunun / i¢in bir 6zdeslik olmadigini

kabul edelim. Eger d =0 ise her x,...,x, €/ igin af(xl,...,xn)2 =0 olur. O
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zaman (Chang, 2003)’den al =(0) olmalidir. Bdylece her x € R igin g(x)=ax

ve al =(0)dir. O halde d # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

f(X,...,X,) polinomu K iizerinde ¢oklu dogrusal bir polinom

oldugundan «_ € K olmak lizere

f(X.nX,)= 0 GUREED g

oeS,

formundadir. R asal bir halka oldugundan K < C oldugunu kabul edebiliriz ve

4 n

dolayisiyla herhangi bir o€ K igin d(a-l)eC’dir. e (Xl,... X ) ile
f (Xl,...,Xn) polinomunun her bir o katsayisi yerine d (0‘0 -1) yazilarak elde

edilen polinomu gosterelim. Boylece

olur.

Bu durumda 7,

(af(Xl,...,Xn)+fd(X1,...,Xn)+Zf(Xl,...,d(Xl.),...,Xn)jf()(l,...,xn)

0zdesligini saglar. Kharchenko Teoremi 1s1g1nda ispati iki duruma ayiralim:

Durum L. Eger d bir beU —C eleman ile belirli i¢ tiirev, yani her x €U igin

d(x)=[b,x] ise o zaman g(x)=ax+d(x)=(a+b)x—xb olurve I

ozdesligini saglar. Yardimei1 Ozellik 4.2°den asagidakilerden biri saglanr:
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() f(X,,....X,)X,,,, I i¢in bir dzdesliktir,
(@f) her x € I igin (a +b)x =bx € Cx, yani ax =0 ve bx € Cx ’dir,

Gii) [ f(X..nX,). X, ]X,,, I icgin bir polinom &zdesligidir ve

al = (a +b—b)I = (O) >dir.

Simdi f(X,,....X,)X

n

., polinomunun 7 ig¢in bir dzdeslik olmadigimi kabul

ettigimizden ilk durum saglanmaz. Eger son durum saglaniyorsa ispat biter. O

halde ikinci durumun saglandigini kabul edelim. O zaman al =(0) ve her x e/
igin bx e Cx’dir. O zaman her xe/ igin [bx,x]=0 olur. O halde bu son

denklemi dogrusallagtirarak her x,yel igin [b,x]y+[b,y]x=0 elde edilir.

r € R olmak lizere y yerine yr yazarak ve tekrar yukaridaki son denklemi

kullanarak

[b,y][x,r] = y[b,r]x

elde edilir. Simdi her s € R i¢in x yerine xs yazarak [b,I ]I [R,R] =(O) oldugu
goriiliir. O zaman R ’nin asalligindan R degismelidir veya [b,l ]I = (O) “dir. Eger
R degismeli ise [b,1]1=(0) oldugu agiktir. Boylece (Bresar, 1994) Lemma’dan

(b—B)1=(0) olacak sekilde bir e C vardir.

Durum II. Simdi d, U ’nun bir dig tiirevi olsun. / ve [U ayni diferansiyel
0zdeslikleri sagladigindan (bkz. Teorem 2.2.8)

(af (Xpson X,)+d (£ (X X)) £ (Xien X,)

IU igin bir 6zdesliktir. O zaman U
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af (uX,,...,uX,)+ f*(uX,,...,uX,)

+Zn:f(uX1,...,d(u)Xi+ud(Xi),m’an) f(qu,...,an)

0zdesligini saglar. d bir dis tiirev oldugundan Karchenko Teoremi geregince U

af(qu,...,an)+fd (uX,,...,uX,)

n X\, uX
+Zf(uX1,...,d(u)Xi+uYi,...,an) f (o ")
i=1

0zdesligini saglar. Bu durumda U

fuX,,..ouY,.. uX,) f(uX,,...,uX,,...,uX,)

1

6zdesligini saglar. Ozel olarak U, f (uX e UX e uX )2 0zdesligini saglar. Bu
durumda /7, f (X Y. ¢ )2 0zdesligini saglar. Boylece IC =eRC olacak sekilde
bir e=e’eSoc(RC) vardir (Lee, 1996). O halde R, f(eX,,...,eX,)
0zdesligini, ve dolayisiyla ef (eX N & )2 0zdesligini saglar. O zaman (Chuang
and Lee, 1996)’deki ana teoremden R, ef (eX,,...,eX, )eX,,, ozdesligini saglar.
Yani f(Xl,...,X )X IC=eRC igin bir Ozdesliktir. Bu ise [/ ’nin

n n+l?

., 0zdesligini saglamiyor olusuyla gelisir.

n

f( X X,) X

Sonuc¢ 4.1 K birimli degigmeli bir halka, R merkezi Z (R) olan asal bir K -

cebir, U ve C de swrastyla R ’nin sag Utumi kesirler halkasi ve genisletilmis

merkezi olsun. g, R ’nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi, f (X . ¢ n)

K izerinde ¢oklu dogrusal bir polinom olsun. Eger her x,,...,x, € R i¢in

g(f (xsesx,)) £ (3yeeesx, ) =0
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ise 0 zaman ya f(Xl,...,Xn), R ig¢in bir 6zdesliktir ya da her xe R icin

g(x)=[b,x] olacak sekilde b €U vardir ve f(X,,...,X,), R iizerinde merkezi

degerlidir.

Yardimai Ozellik 4.3 K birimli degismeli bir halka, R merkezi Z (R) olan asal

bir K-cebir, U ve C de swrasiyla R’nin sag Utumi kesirler halkas1 ve

genisletilmis merkezi olsun. g, R ’nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi,
f (Xl,...,Xn) K lizerinde ¢oklu dogrusal bir polinom olsun. Eger her

X;,...,X, € R i¢in

g(f(xl,...,xn))f(xl,...,xn) eC
ise 0 zaman ya
@) f(X,.....X,), R i¢in bir 6zdesliktir, ya da
(i) char(R) =2’dir ve R, s, standart 6zdesligini saglar, ya da

@@ii) her xeR i¢in g(x)=ax+[b,x| olacak sekilde a,beU vardir ve

asagidakilerden biri saglanir:
(1) a,beC ve f(Xl,. X, )2 , R tlizerinde merkezi degerlidir,
2)aeCve f (X RN, ¢ n), R iizerinde merkezi degerlidir.

Ispat. Uygun bir a U elemani ve d € Der(U) tiirevi i¢in g(x)=ax+d(x)

formunda oldugundan her x,,...,x, € R i¢in

(af(xl,...,xn)+d(f(x1,...,xn)))f(xl,...,xn)e C
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dir. Eger her x,...,x, € R i¢in
(af(xl,...,xn)+d(f(x1,...,xn)))f(xl,...,xn):0

n

ise Sonug 4.1°den ispat biter. Aksi halde g(f(rl,...,r ))f(rl,...,rn);to olacak

sekilde 7,...,7, € R elemanlar1 vardir. Kabuliimiizden her x,,...,x, € R i¢in

[af(xl,...,xn)+f" (xl,...,xn)+Zf(xl,...,d(xi),...,xn)jf(xl,...,xn) eC

i=1
dir. O halde R merkezi bir

n

[af(Xl,...,Xn)+fd(Xl,...,Xn)+Zf(Xl,...,d(X,.),...,Xn)jf(Xl,...,Xn)

i=1

(4.4)

diferansiyel polinomuna sahiptir. Chang and Lee’deki (1998) Theorem 1’den R

bir polinom 6zdesligi halkasidir.

d tirevinin bir b e U eleman ile belirli bir U -i¢ tiirev oldugunu kabul
edelim. O zaman U ve R ayni genellestirilmis polinom 6zdesliklerini

sagladigindan her x,,...,x, €U i¢in

((a+b)f(xl,...,xn)—f(xl,...,xn)b)f(xl,...,xn)e C

dir. O halde U asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligi saglayan

birimli bir basit halkadir. Dolayisiyla (Martindale, 1969)’den D, C iizerinde

sonlu boyutlu béliimlii bir cebir olmak iizere U =M, (D) dir. Yardimer Ozellik
2.2.3°den U< M,(F) olacak sekilde uygun bir F cismi ve 7>1 tamsayisi

vardir. Ustelik M, (F), merkezi degerli
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((a+b)f(Xpsois X,) = f(Xpseon X, )B) £ (X, X))

genellestirilmis polinomunu saglar. a;,b; € F igin a = Z aze, ve b= Z b,e;

1<i, j<t 1<i, j<t

ij>
diyelim. Eger f(Xl,...,Xn), Mt(F) lizerinde merkezi degerli ise her

X,...,x, € M, (F) igin [b,f(xl,...,xn)] =0 olacagindan

2

af (x,....x,) €Z(M,(F))=F

olur. Buradan da f(Xl,...,Xn), Mt(F) icin bir 6zdeslik olmadikca a e F

oldugu sonucuna varilir.

Simdi f(X,,...,X,) polinomunun M, (F) iizerinde merkezi degerli
olmadigini kabul edelim. O zaman Yardimei Ozellik 2.2.1°den [ (u,,...,u, ) = ae,
olacak sekilde &=/, wu,..,u,eM,(F) ve O#aeF vardir. Ustelik
{f(vl,...,vn) VsV, € MI(F)} kiimesi M,(F)’nin tim F -otomorfizmalari
altinda degismez kaldigindan herhangi i # j i¢in f (rl,. . .,rn) = ae, olacak sekilde

.ok, €M, (F) vardir. Dolayisiyla her i # j igin

a’ ((a + b)el./. - ez/b)ei/ =—a’bh.e €F

JiTij

dir. Diger bir ifadeyle her i # j i¢in b, =0dir. Yani b kosegen bir matristir.

Ustelik ¢, M, (F)’ninbir F -otomorfizmas ise her x,,...,x, € M,(F)

((p(a+b)f(x1>---axn)_f(xp---,x,,)(P(b))f(xl,...,xn)eF

dir. Buradan da yukaridaki gibi (p(b) kosegen bir matristir. Dolayisiyla her i # j

i¢in

o(b) :(1+ezf)b(1_ez/)
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kosegen bir matris olmalidir. O zaman (b » —bii)eij =0, yani b, =b, dir. O halde
beF olmaldir. Bu durumda her x,,...,x, € M,(F) i¢in af (x,....,x, )2 € F dir.
Eger f(X,,....X, )2, M,(F) iizerinde merkezi degerli ise a e F olmahdir. O

zaman (iii-1) saglamr. f(X,,..., X, )2, M, (F) iizerinde merkezi degerli degilse o

zaman
{f(xl,...,xn)2 D A eM,(F)}

kiimesi ile iretilen toplamsal alt grubu diisiinelim. char(R):2 ve t=2

olmadik¢a bu alt grup merkezi olmayan bir Lie ideal icerir (Chuang, 1987). Eger

ilk durum saglanirsa ispat biter. O zaman M, (F ) 'nin aB < F olacak sekilde
merkezi olmayan bir B Lie idealini igerdigini ve B = |:M (F),M,(F ):| oldugunu
kabul edebiliriz. O halde her i+ j igin e, € B ’dir. Oyleyse ae; € ' oldugundan
0= [ei/.,aei]} =a e, dir. Boylece a kosegen bir matristir. Yukaridaki gibi a € F'

oldugu kolayca goriiliir ve yine (iii-1) saglanir.

Simdi d’nin bir U -dis tiirev oldugunu kabul edelim. Kharchenko

Teoremi’ni (4.4) nolu 6zdeslige uygularsak her x,,...,x,,y,,...,», € R i¢in

(af(xl,...,xn)+fd (xl,...,xn)+zn:f(xl,..., i,...,xﬂ)]f(xl,...,xn)e C

i=1

olur. Ozel olarak, her i € {1,...,n} i¢in

f(xl,...,yl.,...,xn)f(xl,...,xi,...,xn) eC

dir. ¢ e U — C olsun. O zaman

[c,f(xl,...,xn)]f(xl,...,xn) :Zf(xl,...,[c,xi],...,xn)f(xl,...,xn) eC
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olur. Boylece (Lee and Shiue, 1998) Theorem 2’den char(R)zZ oldugu ve

R ’nin s, standart 6zdesligini sagladig1 sonucuna varilir.

Teorem 4.2 K birimli degismeli bir halka, R merkezi Z (R) olan asal bir K -

cebir, U ve C de sirastyla R ’nin sag Utumi kesirler halkasi ve genisletilmis

merkezi olsun. g, R ’nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi, f (X . ¢ n)

K tizerinde c¢oklu dogrusal bir polinom ve I/ da R ’nin sifirdan farkli bir sag

ideali olsun. Eger her x,,...,x, €I i¢in

g(f(xl,...,xn ))f(xl,...,xn) eC
ise 0 zaman ya
@) f(Xl,...,Xn )Xn+1 , I 1i¢in bir 6zdesliktir, ya da
(i) char(R) =2’dir ve R s, standart 6zdesligini saglar, ya da

(iii) her x€ R i¢in g(x)=ax+[b,x] olacak sekilde a,beU vardir ve

asagidakilerden biri saglanir:
(1) a,beC ve f(Xl,...,Xn )2 , R tlizerinde merkezi degerlidir,
2)aeCve f (X 1,...,Xn), R iizerinde merkezi degerlidir,

3) al =(0) ve [ f(X,..... X, ). X,., | X

n+2°

I i¢in bir 6zdesliktir,

(4) al =(0) ve (b—p)I=(0) olacak sekilde bir S e C vardir.
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Ispat. Eger her x,,...,x, €/ igin g(f(xl,...,xn))f(xl,...,xn)=O ise Teorem
4.1°den ispat biter. Aksi halde g(f(rl,.. r))f(rl,...,rn):&O olacak sekilde

*2%n

%,....r, €1 elemanlari vardir. O zaman her x,,...,x, €/ i¢in

[af(xl,...,xn)+f" (xl,...,xn)+Zf(xl,...,d(xi),...,xn)jf(xl,...,xn) eC

i=l

dir. Bu durumda / merkezi bir

[af(Xl,...,Xn)+fd(Xl,...,Xn)+Zf(Xl,...,d(Xi),...,Xn)jf(Xl,...,Xn)

diferansiyel polinomuna sahiptir. O zaman R bir Pl-halkasidir (Chang and Lee,

1998) ve Posner Teoremi’nden RC sonlu boyutlu merkezi bir basit C -cebirdir

(Beidar et al., 1996). Wedderburn-Artin Teoremi’nden, RC ;MS(D) olacak

sekilde sonlu boyutlu merkezi bir D boliimlii C -cebri vardir. Her x,,...,x, € IC

icin de
(af(xl,...,xn)+d(f(xl,...,xn)))f(xl,...,xn) eC

dir. R’yi RC ile yer degistirerek R :MS(D) oldugunu kabul edebiliriz. Her

X,...,x, €l ve re R igin

(af(xlr,...,xn)+fd (xlr,...,xn)+Zn:f(xlr,...,d(xl.),...,xn)]f(xlr,...,xn)e C

i=1

dir. O zaman

af (xr,....x,)+ [ (xr,....x, )+

n f(xlr,...,xn)eC
f(d(xl)rerld(r),xz...,xn)Zf(xlr,...,d(xi),...,xn)

i=2
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olur. d, U -dis tiirev ise o zaman Kharchenko Teoremi’nden her x,,...,x, € ve

r € R i¢in

af (xr,....x,)+ [ (xr,...x, )+

n f(xr,....x,)eC
f(d(xl)r+xls,x2...,xn)Zf(xlr,...,d(xi),...,xn) )

i=2

dir. Ozel olarak s =0 alarak

af (xirye. )+ [ (x7see0x,)+

oldugu goriiliir. Bu son iki 6zdeslik karsilastirilirsa her x,,...,x, €/ ve r,seR

i¢in
f(xs,...x,) f(xr,....x,)eC

elde edilir. Ozel olarak her x,,...,x, el ve seR igin f(xs,...,x,) € C dir.
Dolayisiyla her x,,...,x, €I i¢in f(x,,...,x, )2 € C’dir. Eger her x,,...,x, €I icin

S(%0x,) =0 ise f(X,,..., X,)X,

,)X,.., I icin bir 6zdesliktir (Chang, 2003).
Eger baz1 x,,...,x, €l i¢in f(xl,...,xn)z;éO ise o zaman f(xl,...,xn)2

tersinirdir. Bu durumda 7 = R olur ve Yardimei Ozellik 4.3’ten ispat biter.

Simdi d 'nin bir b € U elemanu ile belirli i¢ tiirev oldugunu kabul edebiliriz.

D ’nin maksimal bir K alt cismini se¢elim. O zaman m = S[K :C ] olmak iizere
M (D)®. K=M,(K) veher x,,...,x, €] ®. K igin Yardime1 Ozellik 2.2.4 ve

(Lee and Wong, 1995) Proposition’dan

(af(xl,...,xn)+d(f(x1,...,xn)))f(xl,...,xn)e Z(Mm (K)) =K
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dr. O halde R=M,(K)oldugunu ve 1</<m  olmak iizere
I=eR=(e,+...+¢;)R oldugunu kabul edebiliriz. g(7)/=(0) olmasi

durumunda ispatlanacak bir sey yoktur. Ustelik / =m ise I = R olur ve Yardimec1

Ozellik 4.3’ten ispat biter. Dolayisiyla g(7)I#(0) ve /#m oldugunu kabul

edelim.

seklinde yazalim. f (Xl,...,Xn) polinomunun / igin bir 6zdeslik olmadigini

kabul edelim. O zaman baz1 ie{l,...,n} i¢in #(X,,....X, . X,

IESEREE

X, )X, 1
icin bir dzdeslik degildir. Yardime1 Ozellik 4.2°de oldugu gibi sadelik igin i =n
alip ¢, (X . )X . polinomunun / i¢in bir 6zdeslik olmadigini kabul edelim.

Simdi her x,,...,x, € R i¢in

(af(exl,...,exn)+d(f(ex1,...,exn)))f(exl,...,exn) e Z(R)

oldugundan
[(af(exl,...,exn)+d(f(exl,...,exn)))f(exl,...,exn),l—e} =0

elde edilir. O zaman x,,...,x, € R icin

O:[((a+b)f(exl,...,exn)—f(exl,...,exn)b)f(exl,...,exn),l—e}e
:—(1—e)(a+b)f(ex1,...,exn)ze

oldugu goriiliir. O halde ya f(eR)e=(0) ya da (1—¢)(a+b)e=0"dir (Chuang
and Lee, 1996). ilk durumda istenilen sonuglardan birini elde ederiz. Diger

durumda ise (a+b)e=e(a+b)eel olur. Benzer sekilde her x,,...,x, € R igin
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(af(exl,...,exn(l—e))+d(f(exl,...,exn(l—e))))f(exl,...,exn(l—e)) € Z(R)

oldugundan

[(af(exl,...,exn(l—e))+d(f(exl,...,exn(l—e))))f(exl,...,exn (l—e)),eJ =0

dir. Buradan da

t (exl,...,exnfl)exn (1 —e)btn (exl,...,exnfl)exn (1 —e) =0

n

elde edilir. O zaman her x,,...,x, € R igin ((1 —e)bet, (ex,,...,ex,_, )ex, )3 =0 dir.

O halde Levitzki Teoremi’nden her x,,...,x, € R i¢in
(1 - e)betn (ex1 yeerX, | )exn =0

olur. Yine (Chuang and Lee, 1996) uyarinca ya f (eR)e=(O) ya da
(1—e)be=0’dir. Eger ikinci olasilik saglanirsa be=ebecl ve ae=eaecl

olur. Bu ise al =/ ve bl = I demektir. Bu durumda g([) c (a+b)I—Ib cl

olur.

Diger taraftan g(f(#.....,)) S (s....7,) # 0 olacak sekilde #,...,r, €1

elemanlarinin var oldugunu kabul ettigimizden Z (R) NI # (0) “dir.  Ustelik

matrisler halkasinda sifirdan farkli merkezi bir eleman tersinir oldugundan [
tersinir elemanlar igerir. Bdylece [/ tersinir elemanlar igerir ve dolayisiyla

Yardimc1 Ozellik 4.3’ten ispat biter.
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5. HOMOMORFIZMA VEYA TERS-HOMOMORFIZMA OLARAK
HAREKET EDEN GENELLESTILMIS TUREVLER

Bu boliimde asal halkalarin sag idealleri tizerinde homomorfizma ya da ters-

homomorfizma olarak hareket eden genellestirilmis tiirevler incelenecektir.

S, R halkasinin bostan fakli bir altkiimesi ve g:R—>R de R ’nin
toplamsal bir doniisiimii olsun. Eger her x,yeS i¢in g(xy)=g(x) g(y)
oluyorsa g toplamsal doniisiimiine S kiimesi lizerinde homomorfizma gibi
hareket ediyor denir. Benzer sekilde eger her x,yeS i¢in g(xy)=g(y)g(x)
oluyorsa g donilistimiine S kiimesi {izerinde ters-homomorfizma gibi hareket

ediyor denir.

Bu boéliimde ele alinacak problem i¢in ana motivasyonumuzun kaynagi Bell
ve Kappe’nin (1989) yaptiklar1 ¢alismadir. Sozii gegen bu calismada Bell ve
Kappe, asal bir halkanin sifirdan farkli bir sag ideali iizerinde bir homomorfizma
ya da bir ters-homomorfizma olarak hareket eden bir tiirevinin sifir tiirevi

oldugunu gostermislerdir.

Literatiirde Bell ve Kappe'nin yukaridaki sonucunun farkli acilardan
genellestirmeleri bulunmaktadir. Yenigiil ve Argag (1994), ayn1 problemi yari asal
bir R halkasinin bir d « -tiirevi i¢in ele almig ve « Orten bir endomorfizma ise

d =0 oldugunu gostermislerdir.

Yine literatiirde, asal halkalarin Lie idealleri iizerinde homomorfizma ya da
ters-homomorfizma olarak hareket eden tlirevlerinin incelendigi calismalar da
bulunmaktadir. Asma, Rehman ve Shakir, 2-burulmasiz asal bir halkanin her
xe L i¢in x* € L olacak sekildeki merkezi olmayan bir L Lie ideali iizerinde
homomorfizma ya da ters-homomorfizma olarak hareket eden bir d tiirevinin
sifir tiirevi oldugunu gostermislerdir (Asma et al., 2003). Daha sonra Wang ve

You, yukaridaki sonugtaki “her x e L igin x* € L” olma sartin1 kaldirmislardir

(Wang and You, 2007).
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Gusi¢, asal bir halkanin sifirdan farkli iki yanli bir ideali {iizerinde
homomorfizma ya da ters-homomorfizma olarak hareket eden bir F
genellestirilmis tlirevinin sifir doniistimii veya halkanin birim doniisiimii oldugunu

gostermistir (Gusic, 2005).

Ali ve Kumar (2009), ayn1 problemi asal halkalarin Jordan idealleri tizerinde

genellestirilmis (O',T) -tiirevler i¢in ele almislardir. Son olarak, asal halkalarin

merkezi olmayan Lie idealleri {izerinde Jordan homomorfizmasi gibi hareket eden
genellestirilmis tlirevlerin incelendigi, De Filippis’e (2009) ait calismadan da

bahsetmekte fayda vardir.

Yardimer Ozellik 5.1 R degismeli olmayan bir asal halka ve a,b €U olsun.
(i) Eger her x,y € R i¢in
axy+[b,xy]—(ax+[b,x])(ay+[b,y]):O (5.1)
ise ae{0,1} ve beC dir.
(@) Eger her x,y € R igin

axy+[b,xy]—(ay+[b,y])(ax+[b,x]):O (5.2)
ise a=0 ve be C dir.
Ispat.

(@) Ik olarak b e C oldugunu gésterelim. Celiskiye ulasmak icin b ¢ C oldugunu
kabul edelim. O zaman (5.1)’den

aXY +[b, XY |~ (aX +[b, X])(aY +[b.Y])
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genellestirilmis polinomu, R halkasi i¢in agikar olmayan bir 6zdesliktir. Teorem
2.2.7°den bu 0zdeslik ayn1 zamanda U i¢in de asikar olmayan bir polinom
ozdesligidir. Ustelik, R asal oldugunda U da asal oldugundan R yerine U
Utumi kesirler halkasini alarak C’nin R halkasinin merkezi oldugunu kabul
edebiliriz. Bu durumda R merkezi kapali asal bir C-cebir, yani R = RC ’dir
(Erickson, 1975). Martindale Teoremi’nin 1s18inda, R = RC sifirdan farkli bir
“socle”’ye sahip primitif bir halkadir (Martindale, 1969). Bdylece oyle bir D

boliimlii halkast ve D {izerinde bir V,, vektor uzayr vardir ki R halkas1 ,V

tizerinde yogun olarak hareket eder.

[lk olarak dim, V" >3 oldugunu kabul edelim.

1. Adim: Herhangi bir veV igin v ve bv vektorlerinin D fizerinde lineer
bagimli oldugunu gostermek istiyoruz. Oncelikle bv=0 oldugunda v ve bv
vektorleri D -bagimli olacagindan bv # 0 oldugunu kabul edelim. Eger v ve bv

D -bagimsiz ise o zaman dim,}) >3 oldugundan v,bv,w vektorleri de D -

bagimsiz olacak sekilde bir w eV vektorii vardir. R ’nin yogunlugundan

xv=0, w=0,
xbv=w, ybv=v,

xw=0, yw=0.

olacak sekilde x,y € R elemanlar1 vardir. O zaman

0= ((axy+[b,xy])—(ax+[b,x])(ay+[b,y]))v =—w

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla her veV icin v ve bv, D lizerinde lineer

bagimli olmalidir.

2. Adim: Simdi her veV igin bv=vA olacak sekilde bir A € D elemaninin var

oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun i¢in u,v €V —{0} olsun. O zaman bu =uZ,

ve bv=vA, ve b(u+v)=(u+v)4,, olacak sekilde 44,4, €D elemanlan

u+v u+v

vardir. Boylece
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Ozu(/l -1 )+v(/1 —/1)

u+v u u+v v

olur. Eger u ve v lineer bagimsiz ise 4, =4 =4 elde edilir. Aksi halde,
dim, ¥ >3 oldugundan {u,w} ve {v, w} kiimelerinin her ikisi de lineer bagimsiz
olacak sekilde bir we V' vardir. Bu durumda da yukaridaki gibi 4, =4 =4, elde

edilir. Boylece 4, =4 € D eleman1 v vektoriiniin secilisinden bagimsizdir.

Simdi e R ve veV olsun. O zaman bv=vA, r(bv) = r(v/i) (rv)ﬂ ve
b(rv)=(rv)/1 oldugundan [b,r]v=(br)v—(rb)v=b(rv)—r(bv)=0, yani
[b, R] V= (0) olur. Boylece V sol “faithful” indirgenemez bir R -modiil

oldugundan [b,R] = (0) ve buradan da b € Z(R) < C c¢eliskisi elde edilir.

O halde dim,V <2 olmalidir. Bu durumda R birimli basit bir GPI-
halkasidir. Boylece R merkezi lizerinde sonlu boyutlu merkezi bir basit cebirdir.

Dolayistyla Yardimer Ozellik 2.2.3°den R < M, (F ) olacak sekilde uygun bir F
cismi vardir. Ustelik M, (F ), R ile ayn1 genellestirilmis polinom 6zdesligini

saglar. Eger k>3 oldugunu kabul edersek 1. ve 2. Adim’larda oldugu gibi bir

celigskiye variriz. Eger k=1 ise yine R halkasinin degismeli oldugu celiskisine

variriz. O halde Rc M, (F ) oldugunu ve M, (F ) , 2x2 matrisler halkasinin
aXY +[b, XY |~ (aX +[b,X])(aY +[b,Y])

polinom Ozdesligini sagladigini kabul edebiliriz. $imdi x=e, =y alinirsa
xy=0= yx ve buradan (ae12 +[b, elz])2 =0 elde edilir. Bu son denklemi sagdan

e,, ile carparak

_ _ L2
0 - eleeIZbeD - b21612



63

elde edilir. Boylece b,, = 0’dir. Benzer sekilde x =e,, =y almirsa b, =0 oldugu

goriiliir. O halde b kosegen bir matristir.

Herhangi bir ¢ € Aut, (M 5 (F )) otomorfizmasi i¢in baslangi¢ hipotezinden

her x,y € M, (F) i¢in

o(a)o(x)o(y)+[0(b).0(x)0(¥)]=(o(a)o(x)+[o(b).0(x)])
(2(a)o(y)+[(b).0(»)])

oldugu goriiliir. Ozel olarak ¢, ¢(x)=(1+¢,)x(1—¢,) ile tammli otomorfizma

ise yukaridaki gibi

(p(b) = (1+e12)b(1—e12)
=b+e,b—-be, —e,be,
:b+(b22 _bll)elz

kosegen bir matris olmalidir. Bu ise b, = b,,, yani b merkezi demektir. Bu ¢eliski

iddiamizi ispatlar.

Simdi » merkezi bir eleman oldugundan (5.1) denklemi her x,y € R i¢in
axy = axay denklemine indirgenir. R ve R ’nin iki yanli Martindale kesirler
halkas1 Q. ayni polinom 06zdesliklerini sagladigindan Teorem 2.2.7°den aym
zamanda her x,yeQ i¢in axy=axay olur. O birimli oldugundan bu son
denklemden her x,yeQ igin ax(l—a) y=0 elde edilir. Dolayisiyla Q ’nin

asalligindan a =0 veya a =1 elde edilir.
(7i)’nin ispat1 (7)’ye benzer sekilde kolayca yapilabilir.

(#i) Oncelikle b € C oldugunu ispatlamak istiyoruz. Celiskiye ulasmak icin b ¢ C
oldugunu kabul edelim. O zaman (5.2)’den
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aXY +[b, XY |-(aY +[b,Y])(aX +[b, X])

genellestirilmis polinomu, R halkas1 i¢in asikar olmayan bir 6zdesliktir. Bu
0zdeslik ayni zamanda U igin de asikar olmayan bir polinom 06zdesligidir.
Ustelik, R asal oldugunda U da asal oldugundan R yerine U kesirler halkasini
alarak C’nin R halkasinin merkezi oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda R
merkezi kapali asal bir C-cebir, yani R = RC’dir. Martindale Teoremi’nin
1s18inda, R = RC sifirdan farkli bir “socle”’ye sahip primitif bir halkadir. Boylece

oyle bir D boliimlii halkast ve D {izerinde bir V, vektor uzayr vardir ki R

halkas1 V' lizerinde yogun olarak hareket eder.

[lk olarak dim, ¥ >3 oldugunu kabul edelim. Herhangi bir ve V' igin v ve

bv vektorlerinin D iizerinde lineer bagimli oldugunu gostermek istiyoruz.
Oncelikle bv=0 oldugunda v ve bv vektdrleri D -bagimli olacagindan bv # 0
oldugunu kabul edelim. Eger v ve bv D-bagimsiz ise o zaman dim,} >3
oldugundan v, bv, w vektorleri de D -bagimsiz olacak sekilde bir we V' vektori

vardir. R ’nin yogunlugundan

xv=0, yw =0,
xbv=v, ybv=w,

xw=0, yw=0.

olacak sekilde x,y € R elemanlar1 vardir. O zaman

0= ((axy+[b, xy])—(ay+[b,y])(ax+[b,x]))v =—-w

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla her veV icin v ve bv, D fizerinde lineer
bagimli olmalidir. (i)’nin 1. ve 2. Adim’larindaki muhakemelerin neredeyse aynisi
kullanarak her veV i¢in bv=vA olacak sekilde bir A€ D elemaninin var

oldugu goriiliir. Dolayistyla dim, ¥ <2 olmalidir. Yardimcr Ozellik 2.2.3’den

RcM, (F ) olacak sekilde uygun bir F cismi vardir. Ustelik M, (F ), R ile
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ayni genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. (7)’deki gibi £ =2 oldugunu ve
M, (F), 2x2 matrisler halkasinin

aXY +[b, XY ]~ (aX +[b,X])(aY +[b.Y])

polinom o&zdesligini sagladigini kabul edebiliriz. Simdi x=e, =y alinirsa
xy=0= yx ve buradan (ae12 +[b, 912])2 =0 elde edilir. Bu son denklemi sagdan

e, ile carparak
_ _ 1.2
O - el2bel2b612 - b21€12

bulunur. Boylece b,, =0’dir. Benzer sekilde x=e, =y almirsa b, =0 oldugu

goriiliir. O halde » kdsegen bir matristir.

Herhangi bir ¢ € Aut, (M 5 (F )) otomorfizmasi i¢in baslangi¢ hipotezinden

her x,ye M, (F) i¢in

p(a)p(x)p(»)+[0(b).0(x)0()]=((a)o(»)+[2(b).0(»)])
(p(a)e(x)+[0(b).0(x)])

dir. Ozel olarak ¢, (p(x) = (1 +e, )x(l - elz) ile tanimli otomorfizma ise

yukaridaki gibi

p(b)=(1+¢,)b(1-¢,)
=b+e,b—be, —e,be,
= b"'(bzz _bn)elz

kosegen bir matris olmalidir. Bu ise b, =b,,, yani b merkezi demektir. Bu ¢eliski

iddiamizi ispatlar.



66

b merkezi bir eleman oldugundan (5.2) denklemi her x,yeR igin
axy = ayax denklemine indirgenir. Teorem 2.2.7°den R ve (. ayni polinom
ozdesliklerini sagladigindan, ayn1 zamanda her x,y € Q. i¢in axy = ayax olur. Bu
son denklemden her x,y,z e Q. i¢in axyz = azaxy = axzy , yani ax[ Vv, Z] =0 elde
edilir. Dolayistyla R degismeli olmadigindan ve Q ’nin asalligindan a =0 elde

edilir.

Teorem 5.1 R asal bir halka ve / da R ’nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun.

R ’nin bir g genellestirilmig tiirevi / iizerinde bir homomorfizma gibi hareket

ediyorsa, o zaman agagidakilerden biri saglanir:

(@) Her reR igin g(r)=ar olacak sekilde bir aeU eleman1 vardir.

Ustelik al = (0) ’dir ya da her x €/ i¢in ax = x ’tir.

(ii) Her r € R igin g(r) = ar+[b,r] olacak sekilde a,beU elemanlar

vardir. Ustelik her x €/ igin ax=x ve bl = (0) “dir.

Ispat. Hipotezden her x,yel i¢in g(xy)=g(x)g(y)’dir. R’nin her
genellestirilmis tiirevi U sag Utumi kesirler halkasina tek tiirlii genisletilebilir

oldugunu ve uygun bir aeU elemam ve deDer(U) tirevi igin

g(x) =ax+d (x) formunda oldugunu biliyoruz. O zaman her x,y € [ igin

axy+d(xy):(ax+d(x))(ay+d(y)) (5.3)

olur. Eger d =0 ise o zaman (5.3) denkleminden her x,y e[ i¢in axy = axay

oldugu goriiliir. Buradan da her x,y e/ ve r € R i¢in axr(ay - y) =0 elde edilir.
O zaman R ’nin asallifindan ya al=(0) ya da her xe/l igin g(x)=ax=x

oldugu sonucuna varilir ve dolayisiyla (7) saglanir.

Simdi d # 0 oldugunu kabul edebiliriz. Ispat1 iki alt duruma ayiralim:
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I. Durum: Ilk olarak d 'nin bir U -i¢ tiirev oldugunu kabul edelim. O zaman

d = ad (b) olacak sekilde bir beU —C elemani vardir. O halde her x,y €1 i¢in

axy+[b,xy] :(ax+[b,x])(ay+[b,y]) (5.4)
olur.
G(X,Y)=aXY +[b,X|Y + X [b,Y]|-aXaY —aX[b,Y]-[b,X]aY —[b,X][b,Y]

diyelim. Baz1 a,f € C igin (b—a)l = (O) = (a —ﬂ)] oldugunu iddia ediyoruz.
Celiskiye ulagmak icin her 4 € C igin (b—ﬂ)[ #* (0) oldugunu kabul edelim. O
zaman Lee’den (1995) ya R bir polinom 6zdesligi halkasidir ya da bu ve u, C-
bagimsiz olacak sekilde bir u € I eleman1 vardir. R bir Pl-halkasi ise R ’nin bir
GPI-halkas1 oldugu aciktir. Diger durumda ise G(uX ,uY ) , R icin asikar olmayan
bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Ustelik G(uX ,uY ), Q. icin de asikar
olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Simdi F ile, C ’nin sonsuz
veya sonlu olmasina gore sirasiyla ya C’nin cebirsel kapanigin1 ya da C ’nin
kendisini gosterelim. O zaman standart bir muhakemeyle (Lee and Wong, 1995),
G(uX ,uY ), 0. ®. F ig¢in de bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Teorem
2.1.5’den Q. ®. F, merkezi kapali asal bir F -cebir oldugundan R ve C’yi
sirastyla O ®. F ve F ile yer degistirerek R ’nin merkezi kapali, yani R = RC
oldugunu ve C’nin ya sonlu ya da cebirsel kapali oldugunu kabul edebiliriz.

Martindale Teoremi 1518inda, R C ’yi iligkili boliimlii halkasi olarak kabul eden

ve sifirdan farkli bir A “socle”sine sahip primitif bir halkadir.

Eger R asikar olmayan idempotent elemanlar icermiyorsa R bdliimli bir
halkadir ve dolayisiyla /=R olur. Bu durumda R degismeli olmadigindan
Yardimer Ozellik 5.1 (i) uyarinca b e C geliskisine ulasilir. O halde R ’nin asikar
olmayan bir idempotent eleman igerdigini kabul edebiliriz. Simdi / ve [H ayni

genellestirilmis polinom 6zdesliklerini sagladigindan her x,y € IH igin



68
axy + [b,x] v+ x[b,y] —axay — ax[b,y] - [b, x] ay —[b, x][b, y] =0

olur. O zaman [ ve [H ’yi yer degistirerek / < H oldugunu kabul edebiliriz.

e €l bir idempotent olsun. ae,be € Ce oldugunu gostermek istiyoruz. x,y e R

olmak tizere ex(l — e) , ey(l — e) € [ ’dir. Hipotezden her x,y € R igin

0 = G(ex(l - e),ey(l —e))
= —aex(l - e) aey(l - e) - aex(l - e)[b,ey(l - e)] (5.5)

- [b,ex(l - e)] aey(l - e) - [b,ex(l - e)][b,ey(l - e)}
elde edilir. (5.5) denklemini sagdan e ile ¢arparsak her x,y € R igin
ex(l—e)bey(l—e)be =0

oldugu goriiliir. Boylece (1 —e)be =0 ’dir. (5.5) denklemini soldan 1-e ile garpip
(1 - e)be =0 oldugunu kullanarak (1 - e) ae=0 sonucuna varilir. eeH

oldugundan rank(e) sonludur (bkz. Tanim 2.1.19). Dolayisiyla Teorem 2.2.3

uyarinca 7T =eRe halkast sonlu boyutlu merkezi bir basit C -cebirdir.

G(eX ,eY ) e, R icin bir genellestirilmis polinom 6zdesligi oldugundan
eanY+[ebe,XY]—(ean+[ebe,X])(eaeY+[ebe, Y])

eRe icin bir genellestirilmis polinom &zdesligidir. Boylece Yardime1 Ozellik 5.1

uyarinca ae = eae, be = ebe € Z (eRe) = Ce *dir.

H,, , tamamen indirgenebilir bir sag A -modiil oldugundan, /, de tamamen
indirgenebilir bir sag H -modiildiir (bkz. Tanim 2.1.12). y €[ olsun. / tamamen
indirgenebilir oldugundan y e eH olacak sekilde bir ee/ idempotent elemani

vardir. Bazi xe H i¢cin y=ex diyelim. O zaman by=bexeCex=Cy ve
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ay = aex € Cex=Cy olur. Bu durumda her ye/ igin [ay,y]=0=[by,y] olur.
Simdi her y,ze [ igin

0=[a(y+2).r+=]~[avz] [azr]

ve bu son denklemden de her y,z,we [l igin

0= ay,zw] [azw y]

[
( ay,z az y )w+z[ay,w]+az[w y]
z[ay, ]+az[w y]
:z[a,w]y+[a,z][w,y]

elde edilir. O halde y,z,w,t € igin

0=z [a w]yt+[ ][w yt]
( a,w y+ w y])t+[a,z]y[w,t]
[a z]y[w t]

yani [a,1]1[1,1]=(0)’dlr. Bu durumda [a,]]] =(O) ya da [I,I]=(O)’d1r.
[1 1 ] :(O) olmasi R ’nin degismeli olmasini gerektireceginden bir ¢eligkidir. O
halde [a,/]7=(0) olmalidir. Bu durumda (a—/)I=(0) olacak sekilde bir

B eC vardir (Bresar, 1994). Benzer sekilde (b—a)l=(0) olacak sekilde bir

a € C vardir. Simdi baslangic hipotezimizden her x, y € [ igin

0 =axy +[b,xy] —(ax+[b,x])(ay+[b,y])
=xy(a+B-b)-xyp(a+[-b)
=xy(1—ﬂ)(a +ﬁ—b)

olur. Dolayisiyla (1 - ﬁ)(a +/ —b) =0’dir. B#1 ise 1-peC oldugundan

tersinirdir ve boylece b =a + f € C ¢eliskisine ulasilir. O zaman £ =1 olmalidir.

Bu durumda her xel i¢in ax=x oldugu elde edilir. Ustelik
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d=ad(b)=ad(b—a) oldugundan b yerine b—a alarak bl =(0) olur. Bu ise

bize (ii)’yi verir.

II. Durum: Simdi d ’nin U -dig tlirev oldugunu kabul edebiliriz. u €/ sifirdan

farkli herhangi bir eleman olsun. O zaman (5.3) denkleminden her x, y € R i¢in
auxuy +d (ux)uy +uxd (uy) = (aux +d (ux)) (auy +d (uy))
elde edilir. Bu son denklemden de her x,y € R igin

auxuy+d(u)xuy+ud(x)uy
+uxd(u)y+uxud(y) :(aux+d(u)x+ud(x))(auy+d(u)y+ud(y))

oldugu goriliir. Yukaridaki bagintt U i¢in de bir diferansiyel 6zdesliktir (bkz.

Teorem 2.2.8). Simdi Kharchenko Teoremi’nden her x, y,z,we U igin
auxuy+d(u)xuy+uzuy+uxd(u)y+uxuw=(aux+d(u)x+uz)(auy+d(u)y+uw)

olur. Ozel olarak bu son denklemde x =0=y alinirsa her z,we U i¢in uzuw =0

elde edilir. U asal bir halka oldugundan da u =0 ¢eligkisine varilir. Béylece ispat

tamamlanir.

Teorem 5.2 R asal bir halka ve / da R ’nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun.

R’nin bir g genellestirilmis tiirevi / Ttzerinde bir ters-homomorfizma gibi

hareket ediyorsa, o zaman asagidakilerden biri saglanir:

(@) Her reR igin g(r)=ar olacak sekilde bir aeU eleman1 vardir.

Ustelik al = (0) ’dir ya da her x €/ igin ax = x ’tir.

(ii) Her r € R igin g(r)=ar+[b,r] olacak sekilde a,beU elemanlar

vardir. Ustelik her x €/ igin ax=x ve bl = (0) “dir.
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Ispat. Eger R degismeli ise Teorem 5.1 uyarinca ispatlanacak bir sey yoktur. O

halde R 'nin degismeli olmadigini kabul edebiliriz. Her x,y €/ igin

g(w)=g(r)g(x) (5.6)

oldugunu kabul edelim. Simdi g, R ’nin bir genellestirilmis tiirevi oldugundan

her xeR i¢in g(x)=ax+d(x) olacak sekilde bir aeU eleman ve

d € Der(U) tiirevi vardur. (5.6) dzdesliginden her x,y € i¢in

axy+d(xy):(ay+d(y))(ax+d(x)) (5.7)
olur. Ilk olarak d =0 oldugunu kabul edelim. O zaman her x,y e I icin
axy = ayax (5.8)

olur. » € R herhangi bir eleman olsun. (5.8) denkleminde y yerine yr alinir ve
(5.8) tekrar kullanilirsa, her x,y el ve r € R igin ay[ax,r] =0 elde edilir. Simdi

bu son denklemden her x,y e/ ve r,s € R igin
0= ay[ax, rs] = ayr[ax, s]

oldugu gorilir. O halde aIR[aI ,R]=(O)’d1r. R asal bir halka oldugundan
a1=(0) veya [aI,R]=(0)’d1r. a1=(0) ise (i)’deki durumu elde ederiz. Eger
[a] ,R]=(O) ise yukaridaki gibi aIR[R,R]=(O) oldugu goriiliir. R ’nin
degismeli olmadigini kabul ettigimizden yine al =(0) sonucuna variriz. Bdylece

her iki durumda da (7) saglanir.

Simdi d #0 oldugunu kabul edebiliriz. Kharchenko Teoremi’nin 1s18inda

(bkz. Teorem 2.2.6) ispat1 iki alt duruma bolelim.
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I. Durum: ilk olarak d’nin U -i¢ tiirev oldugunu kabul edelim. O zaman

d =ad (b) olacak sekilde bir be U —C elemam vardir.

G(X,Y)=aXY +[b, XY+ X[b,Y]|-aYaX —aY [b,X]|-[b,Y]aX —[b,Y][b,X]

diyelim. Bazi 1€C i¢in (b—21)I1=(0) oldugunu iddia ediyoruz. Celiski elde
etmek i¢in her € C i¢in (b—a)I#(0) oldugunu kabul edelim. (Lee, 1995)

Lemma 3 1518inda ya R bir polinom 6zdesligi halkasidir ya da bu ve u C-
bagimsiz olacak sekilde bir u € I elemani vardir. Eger R bir polinom 6zdesligi

halkasi ise R ’nin ayn1 zamanda bir genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasi
oldugu agiktir. Diger durumda ise G(uX uY ), R i¢in asikar olamayan bir
genellestirilmis polinom 6zdesligidir. R ve Q. aym genellestirilmis polinom
0zdesliklerini sagladigindan G(uX ,uY ) Q. icin de bir genellestirilmis polinom
0zdesligidir. C ’nin sonsuz veya sonlu olusuna gore F ile sirasiyla ya C’nin

cebirsel kapanigini ya da C’nin kendisini gosterelim. O zaman standart bir
muhakemeyle (bkz. Lee and Wong, 1995, Proposition), G(uX,uY), O ®.F
icin de bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Q. ® . F merkezi kapal1 asal bir
F -cebir oldugundan (Erickson et al., 1975) Theorem 2.5 ve 3.5 uyarinca, R ve
C’yiswrasiyla Q. ®. F ve F ile yer degistirerek R ’nin merkezi kapali oldugunu
ve C’nin ya sonlu ya da cebirsel kapali oldugunu kabul edebiliriz. Martindale

Teoremi’'nden R, sifirdan farkli bir H “socle”sine sahip ve karsilik gelen

boliimlii halkast C olan primitif bir halkadir.

Eger R asikar olmayan idempotent elemanlar igermiyorsa, R ’nin kendisi
boliimlii bir halkadir ve dolayisiyla 7 = R olur. Bu durumda Yardimer Ozellik 5.1
(iiy’)den b e C c¢eliskisine ulasilir. Boylece R ’nin asikar olmayan idempotent
elemanlar icerdigini kabul edebiliriz. O zaman R degismeli degildir. Simdi her

x,y€lH igin G(x, y) =0’dir. Bu durumda / ve IH ’yi yer degistirerek / < H

oldugunu kabul edebiliriz. ee bir idempotent olsun. be € Ce oldugunu iddia

ediyoruz. Eger be=0 ise ispatlanacak bir sey yoktur. Dolayisiyla be =0
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oldugunu kabul edelim. x,yeR olsun. O zaman ex(l-e),ey(l—e)el dur.

Hipotezden her x,y € R igin
0=G(ex(1-e),ey(1-e))e=ey(1—e)bex(1-e)be
elde edilir. O halde (1-e)be = 0 dur. Benzer sekilde
0=(1-¢)G(ex(1-e).ey(1-e))=(1—¢)aey(1—e)aex(1-e)
denkleminden (1—e)ae=0 oldugu goriiliir. O halde
eaeXY +[ebe, XY | —(eaeY +[ebe,Y])(eaeX +[ebe, X))

eRe icin bir genellestirilmis polinom o6zdesligidir. Z (eRe)=Ce oldugundan

Yardimei Ozellik 5.1 uyarinca ae = eae, be = ebe € Ce oldugu goriiliir.

H,, , tamamen indirgenebilir bir sag§ H -modiil oldugundan, /, de tamamen
indirgenebilir bir sag H -modiildiir. y e/ olsun. / tamamen indirgenebilir
oldugundan y eeH olacak sekilde bir ee/ idempotent elemani vardir. Bazi
xeH i¢in y=ex diyelim. O zaman by=bexeCex=Cy ve
ay =aex € Cex=Cy olur. Teorem 5.1°deki muhakemenin aynisin1 kullanarak
bazi «a,feC i¢in (b—p)I=(0)=(a—a)l oldugu gorilir. Ustelik
ad(b)=ad (b- ) oldugundan b yerine b— /3 alarak bI =(0) oldugunu kabul

edebiliriz. Simdi her x,y e/ igin

0= axy+[b,xy]—(ay+[b,y])(ax+[b,x])
=xy(a—b)—y(a—b)x(a—b)
=xy(a—b)—yxa(a-b)

oldugu goriiliir. Bu durumda x,y,z e/ igin
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0=(xy(a-b)-yxa(a-b))z

(5.9
=axyz—a’yxz

elde edilir. Eger =0 ise o zaman al =(O) olup bu ise hipotezden b=0

celigkisine ulasmamiza sebep olur. Dolayisiyla a #0 olmalidir. Simdi (5.9)

denkleminden x,y,z € i¢in xyz =ayxz ve buradan da y yerine wy alarak her
x,v,z,wel igin [x,w]yz=0 elde edilir. Bu ise [1,1]1=(0) demektir. Yine
(5.9) denkleminden x,y,zel i¢in xyz=ayxz=axyz, yani a =1 elde edilir. O

zaman her x € [ i¢in ax = ax = x olur. Bu ise (i7)’deki durumdur.

II. Durum: Simdi d ’nin U -dig tlirev oldugunu kabul edebiliriz. u € sifirdan

farkli herhangi bir eleman olsun. O zaman (5.7) denkleminden her x, y € R i¢in
auxuy +d (ux)uy + uxd (uy) = (auy +d (uy))(aux +d (ux))
elde edilir. Bu son denklemden de her x,y € R i¢in

auxuy+d(u)xuy+ud(x)uy
+uxd(u)y+uxud(y) :(auy+d(u)y+ud(y))(aux+d(u)x+ud(x))

elde edilir. Yukaridaki baginti U i¢in de bir diferansiyel 6zdesliktir (Lee, 1992).

Simdi Kharchenko Teoremi’nden her x, y,z,we U igin
auxuy+d(u)xuy+uzuy+uxd(u)y+uxuw=(auy+d(u)y+uw)(aux+d(u)x+uz)

olur. Ozel olarak bu son denklemde x =0=y almirsa her z,we U igin uwuz =0

oldugu goriiliir. U asal bir halka oldugundan da u =0 g¢eligkisine varilir. Boylece

ispat tamamlanur.

Sonug¢ 5.1 R asal bir halka ve g de R ’nin bir genellestirilmis tlirevi olsun. Eger
g, R ilzerinde bir homomorfizma veya bir ters-homomorfizma gibi hareket

ediyorsa o zaman g =0 yada g R iizerinde birim doniislimdiir.
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Elde edilen sonuglar asal bir halkanin genellestirilmis bir tiirevinin halkanin
sifirdan farkli bir sag ideali lizerinde homomorfizma olarak hareket etmesi sart1 ile
bir ters-homomorfizma olarak hareket etmesi sartinin denk oldugunu

gostermektedir.

Ornek 5.1 R=M, (F) asal halkasinin 7 = {(x yj IX, Y€ F} sag idealini goz
Xy

oniline alalim. «, f, y € F sabit elemanlar olmak iizere

(ﬁ l—ﬂ] [1+a —l—aj

a= ve b=

y l—y a -a

olsun. Her » € R igin g(r) = ar+[b,r] ile taniml1 doniisiim bir genellestirilmis

. -a l+a
tirevdir. Ustelik her (x yj el igin g(x y] =(x+ y)( ] olur.
Xy X y -a l+a

-a l+«a

Burada e:( j matrisi idempotent bir matristir. Boylece her

-a l+«a

, el i¢in
Xy z t

Ve

g@ ng(z 3:(x+y)e(z+t)e:(x+y)(z+t)e

g(z tjg@ yj:(z+t)e(x+y)e:(z+t)(x+y)e
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oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla g, I {izerinde hem homomorfizma hem de

ters-homomorfizma olarak hareket eder. Aslinda g([ )g Fe oldugundan

[g(l),g([)] =(0) dur.

Asagidaki ornek elde edilen sonuglarda asallik sartinin kaldirilamayacagini

gostermektedir.

Ornek 5.2 F karakteristigi 2 olan bir cisim olsun.

F F F
R={0 F 0
0O 0 F
halkasinin
F F F
I=|0 F 0
0O 0 O

idealini goz Oniine alalim. Z (R) =~ F’dir. Simdi a, f € F sabit elemanlar olmak

uzere

1 00 0 a B
a=/0 1 0| ve b=0 1 0
000 00 1

olsun. Her xeR igin g(x):ax+xb seklinde tanimli doniisim  bir

genellestirilmis tlirevdir ve [ iizerinde bir homomorfizma (ayn1 zamanda ters

homomorfizma) olarak hareket eder. Ustelik her A€ F ve her xeR igin

g(x)=(a+/1)x+x(b—/1) oldugunu da belirtelim. Ama her xel igin

(a+i)x=x 1se A =0"dir. Budurumda ¢ # 0 ise



S O O
S = R

oldugundan (b— 1)1 =bI #(0) dur.
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6. ASAL HALKALARIN SAG IDEALLERI UZERINDE
GENELLESTIRILMIS TUREVLI BELIRLIi BiR OZDESLIK

Bu boliimde asal halkalarin sag idealleri iizerinde genellestirilmis tiirevlerini
ihtiva eden 0zel bir 6zdeslik ele alinarak hem genellestirilmis tiirev hem de ideal

karakterize edilecektir. Daha acik bir ifadeyle asagidaki problemi inceleyecegiz:

Problem. R asal bir halka, / R ’nin sifirdan farkli bir sag ideali ve G de R 'nin

bir genellestirilmis tlirevi olsun. Her x €  i¢in

[[G(x),x],G(x)] =0

ise G genellestirilmis tiirevini ve / idealini karakterize etmek miimkiin miidiir?
Teorem 6.1°de bu probleme tam bir cevap verecegiz.

Yukaridaki problem icin esas motivasyonumuzu De Filippis’in (2008)

asagidaki sonucundan aliyoruz:

R karakteristigi 2 olmayan asal bir halka ve G de R’nin bir
genellestirilmis tiirevi olsun. Her x € R igin [[G(x),x],G(x)} =0 ise o zaman

ya R degismelidir ya da her xR i¢in G(x) = Ax olacak sekilde bir 1€C

vardir.

Ayni ¢alismada De Filippis elde ettigi bu sonucu degismeli olmayan Banach
cebirleriyle ilgili su teoremi ispatlamak i¢in kullanmistir: 4 degismeli olmayan
bir Banach cebri, a€ 4 ve d:A—> A doniisimi de A ’nin siirekli bir tiirevi

olsun. L, a elemam ile belirli soldan c¢arpma doniisiimii olmak {izere
G=L,+d (stirekli) genellestirilmis tiirevi, her xed i¢in
[[G(x),x], G(x)} € J(A) (A ’nin Jacobson radikali) olacak sekilde ise o zaman

[a,A] c J(A) ve d(A) c J(A) “dir.



79

Daha sonra De Filippis ve Tamam El-Sayiad benzer bir problemi merkezi
olmayan Lie idealler lizerinde ele almislardir (De Filippis and Tamam El-Sayiad,

2009).

Bahsedilen bu calismalardan daha o6nce Park (2005), yar1 asal bir R
halkasinda her xeR igin [[d(x),x},d(x)] =0 veya <<d(x),x>,d (x)> =0
(<x, y> =xy+ yx Jordan ¢arpimini gostermektedir) olacak sekilde bir d tiirevinin

var olmasi durumunda her x € R i¢in [d (x),x] elemaninin nilpotent olacagin

gostermistir. Elde ettigi bu sonucu da degismeli olmayan karmasik Banach
cebirleriyle ilgili su sonucu ispatlamak i¢in kullanmistir: 4 degismeli olmayan bir

karmasik Banach cebri ve d:4—> A4 donlisimi de her xeAd icin
[[d(x),x],d(x)} eJ(A) veya <<d(x),x>,d(x)>eJ(A) (A’nmin Jacobson
radikali) olacak sekilde A4’nin silirekli lineer bir tiirevi ise o zaman

d(A) c J(A) “dir.
Detay vermeden yukarida bahsettigimiz sonuglarin, degismeli olmayan
Banach cebirleri teorisinde Singer-Wermer Teoremi’yle yakindan iligkili

oldugunu da belirtelim (bkz. Mathieu, 1994).

Yardimar Ozellik 6.1 R asal bir halka ve I R ’nin bir sag ideali olsun. a € R
elemani1 her x € I i¢in [ax,x] =0 olacak sekilde ise (a - i)] = (0) olacak sekilde
bir A € C vardir.

Ispat. [ax,x] =0 denklemini lineerlestirerek her x,y € I i¢in

[a,x]y+[a,y]x=0 (6.1)

elde edilir. (6.1)’de » € R olmak iizere y yerine yr yazarak ve tekrar (6.1)1

kullanarak

[a,y][x,r] = y[a,r]x (6.2)
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elde edilir. Simdi her s € R i¢in (6.2)’de x yerine xs yazarak [a,I]I[R,R] :(O)
oldugu goriilirr. O =zaman R’nin asalligindan R degismelidir veya

[a,1]1=(0)dir. Eger R degismeli ise [a,I]I=(0) oldugu agiktir. Boylece

(Bresar, 1994) Lemma’dan (a - /1)[ = (O) olacak sekilde A € C vardur.

Asagidaki yardimcei 6zellik dnemlidir ve genellestirilmis i¢ tlirev durumunun

ispatinda kullanilacaktir.

Yardimer Ozellik 6.2 R karakteristigi 2 olmayan asal bir halka, / R ’nin

stfirdan farkli bir sag ideli ve a,b € R olsun.
(/) Her x €1 icin [[ax,x],ax] =0 isebazt A eC igin (a—A)I=(0) dur.
(i) Her x €I igin [[xb,x],xb] =0 ise bl = (O) veya b e Z(R) dir.

Ispat.

(i) Hipotezden her x € [ igin
[[ax,x],ax] =0 (6.3)

dir. Yardimer Ozellik 2.2.4°den (6.3) her xeIU icin de saglamr. R ve [ ’y1

sirastyla U ve [IU ile yer degistirerek /C =1 ve R ’nin merkezi C flzerinde
merkezi kapali oldugunu kabul edebiliriz. C ’nin sonsuz olmasi durumunda E’,
C’nin cebirsel kapanisi olmak {lizere R= R®, C ve I=1 ®, C diyelim. O
zaman (Erickson et al., 1975)’den R merkezi C iizerinde merkezi kapalidir ve
(6.3) standart bir muhakeme ile her x I icin saglanir. Dolayisiyla R, I ve C’yi
sirastyla R, I ve C ile yer degistirerek C’nin sonlu ya da cebirsel kapali
oldugunu kabul edebiliriz. Bazi A€ C igin (a—A4)I=(0) oldugunu gostermek

istiyoruz.
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u €l olsun. O zaman her x € R igin
[[aux,ux],aux] =0

dir. Celiski elde etmek i¢in baz1 u € I i¢in au ve u elemanlarinin C -bagimsiz

oldugunu kabul edelim. Simdi
[[auX,uX] , auX] (6.4)

polinomunun R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 06zdesligi

oldugunu iddia ediyoruz. Aksi halde

au (XuXauX — XauXuX + XuXauX) —u (XauXauX)

T =U*. C{X} serbest ¢arpiminn sifir elemani olur. O zaman Uyari 2.2.1°den

uXauXauX =0eT

olmasi au =0 celiskisine sebep olur. O halde (6.4), R i¢in asikar olmayan bir

genellestirilmis polinom 06zdesligidir. O zaman Martindale Teoremi’'nden R,

C’yi iligkili boliimlii halkasi olarak kabul eden ve sifirdan farkli bir H = Soc(R)

“socle”’sine sahip primitif bir halkadir. Simdi / ve [H, (6.3) denklemini saglar.
Dolayisiyla I ve IH’yi yer degistirerek I < H oldugunu kabul edebiliriz.

e =e’ e I herhangi bir idempotent olsun. O zaman her r € R igin
[[aere,ere], aere] =0 (6.5)

dir. (6.5) denklemini soldan e ile ¢arparsak her » € R igin

[[(eae)(ere),ere:l ,(eae)(ere)] =0
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elde edilir. eRe asal bir halka char(eRe)=char(R)#2 ve eaeceRe
oldugundan (De Filippis, 2008) Proposition uyarinca ya eRe degismelidir ya da
eae € Z(eRe) = Ce’dir. Her iki durumda da eae € Ce olur. Diger taraftan, her

r € R igin
[[aer(l - e),er(l - e)],aer(l - e)] =0

dir. Komiitatorii acarak her re€ R igin er(l - e)aer(l - e) aer(l - e) =0 elde

edilir. O halde her reR icin ((1 - e)aer)4 =0’dir. Yani (1-e)aeR smurh

indeksli bir nil sag idealdir. Levitzki Teoremi’nden (bkz. Yardimci Ozellik 2.1.6)

(1 - e)ae =0 olmalidir. Simdi ae =eae e Ce’dir. I tamamen indirgenebilir bir

sag H -modiil oldugundan (bkz. Tanim 2.1.12) 7 ’nin her bir elemani uygun bir

f=f*el idempotenti igin fH ’de kapsanir. O zaman herhangi bir xe/

elemani i¢in x = fx olacak sekilde bir /' = f* e I idempotenti vardir. Bylece
ax = afx = fafx € Cfx =Cx

dir. Dolayisiyla her x e/ igin [ax,x]zO olur. Yardimer Ozellik 6.1°den bazi

A€C igin (a—2)I=(0)dir
(#) ikinci kismin ispat1 ilk kismin ispatina ¢ok benzerdir. Simdi her x € I igin
[[xb,x],xb]=0 (6.6)

dir. Yine Yardimci Ozellik 2.2.4°den (6.6) her x € IU igin de saglanir. R ve 1°y1
sirastyla U ve [IU ile yer degistirerek /C =1 ve R ’nin merkezi C fizerinde

merkezi kapali oldugunu kabul edebiliriz. (i)’de oldugu gibi C sonsuz oldugunda

R, I ve C’yi sirasiyla R, I ve C ile yer degistirerek C ’nin sonlu ya da

cebirsel kapali oldugunu kabul edebiliriz.

u € I olsun. O zaman her x € R igin
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[[uxb,ux],uxb] =0 (6.7)

dir. Celiski elde etmek icin b ¢ C ve bl # (0) oldugunu kabul edelim. O zaman

bu # 0 olacak sekilde bir u € I vardir.
[[qu,uX],qu]

polinomunun R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligi

oldugunu iddia ediyoruz. Eger degilse

(quuXuX —uXuXbuX + uXbuXuX )b - (ququuX )

T =U*. C{X} serbest ¢arpimimn sifir elemani olur. Uyar1 2.2.1’den

uXbuXbuX =0eT

olur ve buradan da bu =0 g¢eliskisi elde edilir. O zaman (6.7), R i¢in asikar

olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Bu son durumda Martindale

Teoremi’nden R, sifirdan farkhi bir H = Soc(R) “socle”’sine sahip primitif bir

halkadir. Ustelik (6.6) I[H tarafindan da saglandigindan I ve IH’yi yer
degistirerek / < H oldugunu kabul edebiliriz. Yukaridakine benzer sekilde

e =e’ e I herhangi bir idempotent olsun. O zaman her r € R igin

[[ereb,ere],ereb] =0 (6.8)

dir. Yine eRe asal bir halka char(eRe) = char(R) #2 ve ebe € eRe oldugundan

(De Filippis, 2008) Proposition uyarinca ya eRe degismelidir ya da ebe € Ce ’dir.

Her iki durumda da ebe € Ce olur. Diger taraftan, her » € R i¢in

[[er(l —e)b,er(1 —e):I,er(l - e)b} =0
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dir. Komiitatorii agarak her reR i¢in er(l1—e)ber(l1—e)ber(l—e)=0 elde
edilir. O halde (1—e)beR siurh indeksli bir nil sag idealdir. Yine Levitzki

Teoremi’nden (l—e)bezo olmalidir. Dolayisiyla her ee/ idempotenti i¢in

be =ebe € Ce’dir. I tamamen indirgenebilir bir sag H -modiil oldugundan 7 'nin

her bir eleman1 uygun bir f = f* € I idempotenti igin fH ’de kapsanir. O zaman

herhangi bir x € I elemani i¢in x = fx olacak sekilde bir ' = f* €I idempotenti

vardir. Boylece

bx = bfi = fbfx € Cfi = Cx

dir. Dolayisiyla her x e/ igin [bx,x]:O olur. Yardimecr Ozellik 6.1°den bazi

w1 e C igin (a - ,u)[ = (O) “dir. Simdi (6.6) denklemi her x € I igin

0=[[xb,x],xb]=x"u(b— p)
denklemine indirgenir. Ozel olarak,
eu(b—u)=0
ve her 7 € R igin
(e+er(1-e))u(b—u)=0

oldugundan eR,u(b - ,u) = (0) , yani u=0 veya b=pueC’dir. bgC kabul

ettigimizden x =0 olmalidir. Ancak bu durumda da b/ = (0) celiskisine ulasilir.

Yardima Ozellik 6.3 R karakteristigi 2 olmayan asal bir halka, / R ’nin

sifirdan farkli bir sag ideali ve a,b € R olsun. Her x € [ igin

[[ax+xb,x],ax+xb] =0 (6.9)
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ise asagidakilerden biri saglanir:
() Baz1 1 eC igin (a—A)I=(0)=(b+A)I d,
(i) Baz1 A€ C igin (a—A)1=(0) ve be Z(R) dir.
Ispat. u € I olsun. O zaman her x € R igin

[[aux + uxb,ux],aux + uxb] =0 (6.10)

dir. R ve U aym genellestirilmis polinom 6zdesliklerini sagladigindan (6.10) her
xeU i¢in de saglamir. R ve [’y1 swasiyla U ve [U ile yer degistirerek

C=7 (R) oldugunu kabul edebiliriz. R ’nin ya bir genellestirilmis polinom

0zdesligi halkasi oldugunu ya da yardimci 6zelligin saglandigin1 gostermek
istiyoruz. Dolayistyla R ’nin bir GPI-halkasi olmadigini kabul edelim. Ayrica bazi
uel igin au ve u elemanlarinin C-bagimsiz oldugunu da kabul edelim. O

zaman R

[[auX + qu,uX],auX + qu]

polinomunu saglar. (6.10) denklemi agilarak
f (x) = 2xuxaux + 2xuxuxb — xauxux — xuxbux
ve

g (x) = 2xbuxaux + 2xbuxuxb — xauxaux — xauxuxb

— xuxbaux — xuxbuxb — xbauxux — xbuxbux

olmak t{izere her x € R i¢in

auf(x) + ug(x) =0
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oldugu goriliir. R agikar olmayan higbir genellestirilmis polinom 06zdesligi

saglamadigindan Uyar1 2.2.1°den
auf (X)=0eT =U . C{X}
olmalidir. O zaman

2auXuXauX + 2auXuXuXb — auXauXuX — auXuXbuX , (6.11)

T ’nin sifir elemanidir. Simdi eger 1 ve b elemanlar1 C-bagimli, yani b e C ise

o zaman (6.9) denklemi her x € / igin

0

[[(a +b)x,x:|,(a +b)x]

denklemine indirgenir. Bdylece Yardimci Ozellik 6.2 (i) uyarinca

(a+b—-p)1=(0) olacak sekilde bir BeC vardir. b—f=-1eC dersek

(a—2)I=(0) ve be Z(R) oldugu goriiliir. Bu ise bize (ii)’yi verir.

O zaman 1 ve b elemanlarinin C-bagimsiz, yani b ¢ C oldugunu kabul

edebiliriz. (6.11) denklemini bu sefer

(Za(uX)2 auX — auXa(uX)2 - a(u)()2 qu) + (2a(uX)3)b =0eT

formunda yazalim. Yukaridaki gibi (2a(uX )3 )b =0€T oldugu sonucuna varilir.

Ancak bu durum char(R)=2 veya au=0 veya b=0 olmadik¢ca miimkiin

degildir. Bu ise baslangic hipotezleri ile celisir. Simdiye kadar baz1 u € [ i¢in au
ve u elemanlar1 C-bagimsiz oldugunda yardimci 6zelligin saglandigim1 ya da
R ’nin bir GPI-halkas1 oldugunu gosterdik. O halde her u e/ i¢in au ve u

elemanlarinin  C-bagimli oldugunu kabul edebiliriz. O zaman her u e/ igin

[au,u]=0 olur ve dolayisiyla Yardimer Ozellik 6.1°den bazi AeC igin

(a - /1)[ =0 oldugu goriiliir. Simdi (6.9) denklemi her x €  igin
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[x(b+2).x],x(b+2)]=0

denklemine indirgenir. Bu durumda Yardime1 Ozellik 6.2 (ii)’den be C veya

(b + /1)[ = (O) elde edilir.

O halde simdi R ’nin bir GPI-halkas1 oldugu durumu g6z 6niine alabiliriz. O
zaman Martindale Teoremi’nden R, C’yi iliskili boliimli halkast olarak kabul
eden ve sifirdan farkli bir H “socle”’sine sahip primitif bir halkadir. Ustelik I ve

IH sag ideallerinin ikisi de (6.9) denklemini sagladigindan 7 ile IH ’yi yer
degistirerek / = H oldugunu kabul edebiliriz. e =e’ € I herhangi bir idempotent

olsun. O zaman her » € R igin

[[aere + ereb, ere] ,aere + ereb] =0 (6.12)

dir. (6.12) denklemi sagdan ve soldan 1—e ile carpilirsa char(R) # 2 oldugundan

her » € R igin
(1 - e) aererereb(l - e) =0

elde edilir. R asal oldugundan (Richoux, 1979) Theorem’den (1 - e)ae =0 veya
eb(l — e) =0 dir. Eger (1 — e) ae =0 ise (6.12) denklemini sagdan e ile ¢arparak

her » € R igin

[[(eae)(ere) + (ere)(ebe),ere] ,(eae)(ere) + (ere)(ebe)] =0

elde edilir. Benzer sekilde eb(l—e)=0 ise (6.12) denklemini soldan e ile

carparak yine yukaridaki ayni denklem elde edilir. O zaman her iki durumda da

a' = eae ve b' = ebe olmak lizere her x € eRe igin

[[a'x+xb',x],ax +xb' | =0 (6.13)
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oldugu goriiliir. eRe asal bir halka, char(eRe)=char(R)#2 ve a',b'eeRe

oldugundan (6.13) denkleminden (De Filippis, 2008) Proposition uyarinca ya eRe

halkasinin degismeli oldugu ya da a',b' € Z(eRe) = Ce oldugu sonucuna varilir.

O zaman her iki durumda da d',b" € Ce ’dir.

Simdi herhangi bir e=¢”* e igin eb(l - e) =0 ise (1 - e)ae =0 oldugunu
gostermek istiyoruz. O halde ¢eliski elde etmek igin baz1 e=e’el igin

eb(1—e)=0 ancak (1—e)ae =0 oldugunu kabul edelim. Herhangi bir & € C ve
r € R elemanlarint alip ¢ = aer(l - e) diyelim. O zaman ¢°=0’dir ve xR
igin ¢(x)=(1+¢g)x(1—q) ile tammh doniisim ¢(/)< I olacak sekilde R ’nin

bir C -otomorfizmasidir. O halde her x € [ i¢in
[[(p(a)erx(p(b),x],(p(a)x+x(0(b)]=O (6.15)

dir. Yukaridaki gibi (6.15) denklemi (1—e)(p(a)e=0 veya e(p(b)(l—e)=0

olmasini gerektirir. Eger (1 - e)(p(a)e =0 ise o zaman

0=(1—e)(p(a)e=(l—e)ae

celigkisi elde edilir. O halde ego(b)(l - e) =0 olmalidir. Hesaplamayla her o € C

ve r € R icin
azer(l — e)ber(l — e) + aeber(l — e) —aer(l — e)b(l — e) =0 (6.16)

oldugu goriiliir. Ozel olarak (6.16) denkleminde dnce o =1 ve daha sonra a = —1

alimip bu sekilde elde edilen iki denklem toplanirsa char(R) # 2 oldugundan her
reR i¢in er(l—e)ber(1-e)=0 elde edilir. O halde (1—e)be=0 ve boylece

eb=ebe=be’dir. seR ve f=e+es(l—e)el olsun. (1- f)af #0 oldugunu
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gormek kolaydir. O zaman jb(l— f ):0 olmalidir. Bu ise yukaridaki gibi

fb =bf olmasin gerektirir. Yani her s € R igin
[b,e+es(1 —e):I =0

dir. Boylece (Felzenszwalb, 1982) Lemma 1’den b € C oldugu sonucuna varilir.

Simdi (6.9) denklemi her x € / i¢in

0

[I:(a +b)x,x],(a +b)x}

denklemine indirgenir. O halde her » € R i¢in
[[(a +b)er(l—e),er(l1- e)],(a +b)er(l- e)] =0,

yani er(l - e)aer(l - e) aer(l - e) = 0’dir. Buradan da (1 - e) ae =0 celiskisi elde

edilir. Boylece iddiamizi ispatlamis oluruz. O zaman her e=e’ el igin

ae =eae € Ce’dir. Simdi / tamamen indirgenebilir sag§ H -modiil oldugundan

I 'nin her eleman: uygun bir £ = f* e I idempotenti i¢in fH ’de kapsanir. x € /
olsun. O zaman fx = x olacak sekilde bir f = f* € I idempotenti vardir. O halde
ax =afx = fafx e Cfx =Cx’dir. Bu ise her xel igin [ax,x] =0 demektir.
Dolayistyla Yardimer Ozellik 6.1°den bazi A€ C igin (a —ﬂ,)I = (0) “dir. (6.9)

denkleminden her x € 7 igin
[x(b+2).x].x(b+2)]=0

oldugu goriilir. Bdylece Yardimer Ozellik 6.2 (ii) uyarinca (b+4)I=(0) veya

b e Z(R) dir ve ispat biter.

Teorem 6.1 R karakteristigi 2 olmayan asal bir halka, / R ’nin sifirdan farkli bir

sag ideli ve G de R ’nin bir genellestirilmis tiirevi olsun. Her x € I i¢in
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[[G(x).x].G(x)]=0 (6.17)

ise 0 zaman ya R degismelidir ya da her xR i¢in G(x)=ax+xb olacak

sekilde a,b € U elemanlar1 vardir ve asagidakilerden biri saglanir:
() Baz1 1 €C igin (a - /1)[ = (O) = (b + i)[ “dir,
(i) Baz1 A€ C igin (a—A)1=(0) ve beC dir.

Ispat. Daha 6nce de belirttigimiz gibi R ’nin yogun bir sag ideali iizerindeki her
G genellestirilmis tiirevi U ’ya tek tiirlii genisletilebilir ve uygun bir peU

elemani ve d € Der(U ) tiirevi i¢in G(x) =px+d (x) formundadir. O zaman her

x € I eleman1 i¢in
[I:px+d(x),x],px+d(x)}:0 (6.18)

dir. Teorem 2.2.8 uyarinca /I ve IU aym diferansiyel 6zdeslikleri sagladigindan

6.18) denklemi her x € IU ig¢in de saglanir. Eger d =0 ise her x e [U igin
g g
[[ px, x|, px]zO olur. Yardimci Ozellik 6.2 (i))den bazr AeC igin

(p—A)IU=(0)’dir. O zaman p=a dersek her reR i¢in G(r)=ar ve

(a—4)I=(0) olur. O halde d # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

Kharchenko Teoremi 1s181nda ispat1 iki duruma ayiralim:

Durum I. 4, bir g e U — C eleman ile belirli i¢ tiirev olsun. O zaman (6.18)’den

her x € IU igin
[I:(p+q)x—CIX,XJ,(p+q)x—qx]:O (6.19)

dir. O halde R ve I ’yisirasiyla U ve IU ile yer degistirerek p,q € R oldugunu
kabul edebiliriz. Kisalik i¢in a=p+gq ve b=-g diyelim. Simdi Yardimc1
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Ozellik 6.3’ten bazi A€ C igin (a—A)I=(0)=(b+A)I veya (a—A)I=(0) ve
b e C dir.

Durum II. Simdi d, U ’nun bir dis tiirevi olsun. Ispata devam etmeden once

(6.18) denklemini dogrusallastiralim. (6.18) denkleminde x yerine x+ y yazarak

her x,y e[ igin

[6()-3):6()]+[[6(x).r).0(x) +[[6(3).x]-6(+)]
+[[6(x).7):6()]+[[6(:):x].6 () ]+ [G(»).r).6(x)] =0

(6.21)

elde edilir. (6.21)’de x yerine —x alip elde edilen denklemi (6.21) ile toplayarak
char(R) # 2 oldugundan her x,y €[ i¢in

[G(x).x].G(»)]+[[G(x).¥].G(x) | +[[G(»).x].G(x) ] =0 (6.22)

oldugu goriiliir. (6.22)’de x yerine xr yazarak her x,y €l ve r € R igin

[6(x)r+ad (). ).6(3) [+[[G(x)r+xd ).y ]G ()]
+[G(y)=x”]aG(x)r+xd(r)] =0

olur. Kharchenko Teoremi’nden R, her x,y €/ ve r,s € R igin

[[G(x)r+ xs,xr],G(y)J +[[G(x)r+xs,y},G(x)]+ [[G(y),xr],G(x)r +xs] =0

ozdesligini saglar. Ozel olarak R, her x,y e ve se R (dolayisiyla her seU)

i¢in

[[xs,y],xs] =0
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Ozdesligini saglar. Bu son denklemde s=1 alinarak her x,yel igin

[[x,y],x] =0 elde edilir. O zaman her x,y,z €] igin

0= [[x, yz],x] =2[x,y][zx]

ve char(R)#2 oldugundan da [x,y][x,z]=0 olur. Simdi bu son denklemde z
yerine zr yazarak her x,y,zel ve reR igin [x,y]z[x,r]=0 oldugu goriilir.
Dolayistyla herhangi bir x €I igin [x,/]/ =(0) veya x € Z(R)’dir. Buradan da
[£,1]1=(0) veya R ’nin degismeli oldugu sonucuna varhr. Eger [1,1]I =(0) ise
x,y el igin [[x,y],x]=0 olusundan x[x,y]=0 elde edilir. Buradan da R ’nin

degismeli oldugunu gérmek kolaydir.

Teoremdeki karakteristik sartinin kaldirilamayacagimi gosteren asagidaki

Oornekle bu bolimii sonlandiralim.

Ornek 6.1 F karakteristigi 2 olan bir cisim, R =M, (F ) ve a € R herhangi bir

eleman olsun. O zaman her x € R i¢in G(x)=[a,x] ile tanimli G tiirevi i¢in

G(x)2 € Z(R) oldugundan her x € R i¢in

[[6(x):21,G(x)]=| G(x)" x| =0

dur.
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7. SONUC

Bu tezin ana boliimlerini olusturan 3-6. boliimlerde asal halkalarin tek yanh
idealleri iizerinde genellestirilmis tiirevli birbirinden bagimsiz dort farkl 6zdeslik

incelenmistir.

Uciincii boliimde, asal halkalarin sol idealleri iizerinde genellestirilmis

tiirevleri ihtiva eden Engel kosullu belirli bir 6zdeslik incelenmistir. Boyle bir

0zdesligi saglayan asal bir halka GF (2), 2 elemanli Galois cismi, iizerindeki

2x2 matrisler halkasi ve halkanin ideali de bir minimal ideal olmadikca
genellestirilmig tirevin Utumi kesirler halkasindan uygun bir eleman ile sagdan

carpma donilisiimii oldugu sonucuna varilmistir.

Doérdiincii boliimde, yine asal halkalarin sag idealleri {izerinde c¢oklu
dogrusal bir polinomu ve halkanin bir genellestirilmis tiirevini ihtiva eden iki
0zdeslik incelenmistir. Bu tlirden 6zdesliklerin saglanmasi durumunda halkanin
farkli yapilarda olabilecegi gozlenmis ve olasi tim durumlarin detayli bir
betimlemesi yapilmistir (bkz. Teorem 4.1 ve 4.2). idealin genellestirilmis tiirev
altindaki goriintiisii, idealin sol sifirlayaninda kapsanmadik¢a ya halkanin ya da

idealinin bir polinom 6zdesligini saglamas1 gerektigi sonucuna varilmistir.

Besinci boliimde, asal halkalarin sag idealleri iizerinde homomorfizma ya da
ters-homomorfizma olarak hareket eden genellestirilmis tlirevler incelenmistir.
Elde edilen sonugclar, halkanin genellestirilmis bir tiirevinin tek yanli bir ideal
tizerinde homomorfizma gibi hareket etmesiyle anti-homomorfizma gibi hareket

etmesinin birbirine denk durumlar oldugunu gostermektedir.

Altinct boliimde ise karakteristigi 2 olmayan asal bir halkalanin bir / sag

ideali lizerinde yine halkanin bir G genellestirilmis tlirevini ihtiva eden 6zel bir
0zdeslik incelenmistir. Her x e/ igin [[G(x),x],G(x)} =0 ise G ’nin bir

genellestirilmis i¢ tiirev olmasi gerektigi sonucuna varilmis ve genellestirilmis

tiirev ideal lizerinde sol sifirlayan sartlari ile betimlenmistir.
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Yapilan ¢alismalarda elde edilen sonuglar, literatiirde mevcut olan bir ¢ok
sonucun bir genellemesi niteligindedir. Hem 06zdesligin  ihtiva  ettigi
genellestirilmis tiirevin, hem de ideal ve halkanin olasi en iyi betimlemesi

verilmeye caligilmistir.

Ele alman problemlerin incelenmesinde asal halkalarin genellestirilmis
polinom 6zdesligi teorisi arag¢ olarak kullanilmig ve kullanilan bu yontemin detayli

sonuclar elde etmede ne kadar etkili ve faydali oldugu bir kez daha goriilmiistiir.

Uciincii béliimde sonuglar 1s1g1nda ele alinabilecek diger bir problem sudur:

Asal bir R halkasinin g ve & gibi genellestirilmis iki tiirevi R 'nin sifirdan farkl
bir / sag (sol) ideali lizerinde her x € I i¢in, k,m,n,r,s,t sabit pozitif tamsayilar
olmak iizere, [g(x'" )x" —x’h(x“'),xt]k =0 olacak sekilde ise R ’nin yapisi ve g
ile & genellestirilmis tlirevleri hakkinda ne sdylenebilir? Boyle bir 6zdesligin

saglanmasi durumunda, 6zel olarak m =r ve n=s ise herhangi sabit bir a €U

veher xe R i¢in g(x)=xa ve h(x)=ax formunda olabilir.

Ozellikle dordiincii boliimde ¢oziilen problemin motivasyonu ile asal
halkalarin ¢oklu dogrusal polinomlar iizerindeki es-merkezleyen genellestirilmis
tiirevleri incelenebilir. Bu problem gorece daha zor bir problem olmakla beraber,
calisma boyunca kullandigimiz yontem bu problemin de olasi bir ¢oziimiinde

kullanilabilir niteliktedir.

Altinct boliimde ele alinan problemin daha genel bir hali olan su problem

incelenebilir: n sabit bir pozitif tamsayr olmak {izere her xel igin

[x,G(x)] =0 ise R asal halkasmin yapisim betimlemek miimkiin miidiir?

Karakteristik iizerinde baz1 kisitlamalarla sonuglarin hemen hemen ayni olacagi

tahmin edilmektedir.
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