T.C.
MUGLA UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ZAMAN SKALALARINDA YUZEYLER VE BAZI OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZIi

OMER AKGULLER

AGUSTOS 2010
MUGLA



T.C.
MUGLA UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ZAMAN SKALALARINDA YUZEYLER VE BAZI OZELLIKLERI

YUKSEK LiSANS TEZI

Omer AKGULLER

MUGLA 2010



T.C.
MUGLA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Yrd. Doc. Dr. Sibel PASALI ATMACA damsmanhgmda Omer
AKGULLER tarafindan hazirlanan Zaman Skalalarinda Yiizeyler ve Baz1 Ozellik-
leri baghkl tez, 27/08/2010 tarihinde Matematik Anabilim Dali'nda yiiksek lisans
tezi olarak oybirligi/exeektagn ile kabul edilmistir.

Basgkan : Prof. Dr. Mehmet SEZER Imza

Danigman : Yrd. Dog. Dr. Sibel PASALI ATMACA Imza : ¢ o
.. . . . tq
Uye : Prof. Dr. Ferhan MERDIVENCI ATICI Imza : 4/"%1-'01\ LM


rippinpippin
Stamp

rippinpippin
Stamp

rippinpippin
Line


ONSOZ

Bu c¢alismanin ortaya g¢ikmasini saglayan, anlayisini ve bilgisini hicbir za-
man esirgemeyen degerli hocam Sibel PASALI ATMACA’ya; bana her konuda
gliven saglayip, essiz bilgisiyle beni yetistiren hocam Murat ATMACA’ya; soru-
larim1 hi¢bir zaman cevapsiz birakmayip konuya farkli bir vizyondan bakmami
saglayan degerli hocam Ferhan MERDIVENCI ATICI’ya; Matematik Boliimii'niin
saygideger hocalarina ve arastirma gorevlisi arkadaslarima; son olarak da hayatimi

anlamh kilan degerli esim Ozge AKGULLER e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Omer AKGULLER, Mugla, 2010



ICINDEKILER

ONSOZ oo
ICINDEKILER  ...ooooooimiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e
OZET ot
ABSTRACT ettt
SEMBOLLER ......cooiiiiiiieeteeee ettt
Lo GIRIS e,
2. KAYNAK OZETLERI .o
2.1. Zaman Skalalarinda Analiz = ...,
2.2. Zaman Skalasinda TUIEV  .....cccoooieiiiiiieieeeeeee e
2.3. Zaman Skalasinda Integral = .......cccocooiiiiiieeeeeeee e
2.4. Zincir Kurallart ..o
2.5. Polinomlar e
3. MATERYAL ve METOT ..o,
3.1. Zaman Skalalarinda Kismi TUrev —.......cccccovviivinienieniinienencecee,
3.1 Zincir Kurall oo
3.2. Zaman Skalalarinda Vektor Degerli Fonksiyonlar —.........................
3.3. Genellestirilmis Regiiler Egriler ve Tanjant Dogrulart —...................
3.4, YONIU A-TULEV oottt
4. ARASTIRMA BULGULARI .
4.1. Zaman Skalalarinda YUzeyler .......ccccooviiviiiiiiiieeiieeee e
4.1.1. Diizglin dontgiimler ...
4.1.2. Tanjantlar ve A-tlrevler ............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieennns
4.1.3. Tanjant dUzIemleri  ....c.ccoveeiieiiiiiieeeece e
4.2. Vektor Alanlar1 ve Kovaryant A-TUrev  .........cooovvviiiiiiinnennnnn.
4.3. Zaman Skalalarinda Yiizeylerin Sekil Operatorleri ..........cccccueeeee.
5. TARTISMA ve SONUCLAR ...
KAYNAKLAR e
OZGECMIS oot

II

Sayfa No
I

1T
1A%
\4
VI



vV

ZAMAN SKALALARINDA YUZEYLER VE BAZI OZELLIKLERI
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2010

OZET

Bu caligmanin amaci, zaman skalalari ile parametrelenen yiizeyleri tanimlamak
ve baz1 oOzelliklerini incelemektir. Zaman skalasinda tanmimlanan ylizeylere ait
diizglin dontisiimler, tanjantlar ve tanjant diizlemleri arasgtirilmigtir. Zaman
skalasinda tanmimli vektor alanlari incelenmis, vektér alanlari ile elde edilen
kovaryant A-tiirevlerin yardimi ile yiizeylerin sekil operatorleri sunulmustur.
Zaman skalalarinda paremetrelenmis ytizeylerin vektorel analizi icin vektor
degerli fonksiyonlar tanimlanmig, kismi A-tireve ait genel tamim ve teoremler
ele alinmigtir. Yiizeyler iizerindeki egriler yardimi ile yapilacak ytlizey analizi icin
de genellestirilmis regiiler egriler ve tanjant dogrulari verilmistir. Sonug olarak,
dinamik denklemler tizerine yogunlagan zaman skalasi analizi caligmalarinin,
geometrik anlamlara da sahip oldugu, stirekli ve diskret yapiya sahip yiizeylerin

analizi i¢in de oldukga kullanigh oldugu gosterilmistir.
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SURFACES ON TIME SCALES AND SOME OF THEIR
PROPERTIES
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ABSTRACT

The aim of this study is to define surfaces which are parametrized on time scales
and to investigate some of their properties. The regular transformations, tangents
and tangent planes of surfaces defined on time scales have been researched.
Vector fields which are defined on time scales have been studied, and by using
covariant A-derivative which are obtained by vector fields, shape operators of
surfaces have been presented. For vector analysis of surfaces parametrized by time
scales, vector valued functions have been defined, and general definitions and
theorems of the partial A-derivative have been considered. Generalized regular
curves and tangent lines have been given to study surface analysis which is based
on curves on surfaces. As a result, it is shown that studies of the time scale
analysis which are focused on dynamic equations has also geometric meanings

and are very useful for analysis of surfaces which have continuous and discrete form.
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1. GIRIS

Zaman skalasi analizi ilk olarak Stefan Hilger tarafindan Z ve R tzerindeki
diskret ve stirekli analizi birlestirmek i¢in ortaya atilmigtir (Hilger, 1990). Hilger’in
tanimladigi A-tiirev ve A-integral tanimlar ile birlikte, bir ¢ok arastirmaci bu
konuyu ele almig ve daha ileri analiz tamim ve teoremlerini tanitmistir. Yapilan
caligmalar, siirekli ve diskret tanim kiimelerinde ayn1 anda tanimh dinamik den-
klemler {izerine yogunlagmigtir. Bu konu ile ilgili detayli galigmalar (Bohner ve
Peterson, 2001),(Bohner ve Peterson, 2003), (Atict ve Guseinov, 2002) ve (Haile
ve Hall, 2003)’de bulunabilir.

Bohner ve Guseinov’un (2004) yaptigi ¢aligma ile, zaman skalalarinda kismi A-
diferansiyel kavrami tanitilmigtir. Bu ¢alisma ile birlikte, zaman skalalarinda temel
geometrik yorumlar da verilmistir. Bu yorumlarin temel tanim ve teoremleri (Gu-
seinov ve Ozyilmaz, 2001)’de bulunabilir. Genellestirilmig tanimlar ve teoremler
ise (Aktan vd., 2008)’de bulunabilir.

Calismamizin ikinci boliimiinde; zaman skalalarinda analizin temel tanim ve
teoremleri verilmistir. Konuya yabanci olabilecek okuyucular i¢in en temel teo-
remler ispatlari ile birlikte verilmigtir. Ayrica tek degiskenli fonksiyonlar i¢in zin-
cir kurallar1 ve polinomlar genel olarak bu boliimde ele alinmistir. Daha detayh
caligmalar (Bohner ve Peterson, 2001) ve (Agarwal ve Bohner, 1999)’da bulun-
abilir.

Caligmamizin ti¢iincii boliimiinde; zaman skalalarinda geometrik yorumlar yap-
mamiza olanak saglayan kismi A-diferansiyel kavrami ele alinmistir. Bu kavram
ile ilgili en detayl bilgi (Bohner ve Guseinov, 2004)’te bulunabilir. Bunun ile bir-
likte, geometrik analizi miimkiin kilabilmesi i¢in zaman skalalarinda vektor degerli
fonksiyonlar kavrami ile temel tanim ve teoremleri verilmistir. Son olarak da regiiler
egriler icin tanjant dogrular1 ve yonli A-tiirev kavrami verilmistir. Bu kavramlar
icin detayh bilgiler ise (Bohner ve Guseinov, 2004) ve (Guseinov ve Ozyilmaz,
2001)’de bulunabilir.

Caligmamizin dordiincii boliimiinde ise; iki farkli zaman skalasi ile parametre-
lenen yiizey yapilar: ele alinmigtir. Zaman skalalarinda tanimli bir yapinin yiizey

olabilmesi i¢in gerekli teoremler verilmistir. Bunun ile birlikte, zaman skalalarinda



taniml ytizeylerin 6zellikleri ele alinmigtir. Ayrica zaman skalalarinda vektor alan-
lar1 ve kovaryant A-tiirev kavrami verilmistir. Bu kavramin bir geometrik yorumu
olarak da zaman skalalarinda taniml yiizeyler icin sekil operatorleri ele alinmigtir.
Sekil operatorii ile birlikte ortaya ¢ikan teoremler de bu boliimde ele alinmistir.
Calismamizin son boliimi olan sonug ve tartigma boliimiinde; elde ettigimiz

sonuclar genel olarak degerlendirilmigtir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Zaman Skalalarinda Analiz

Zaman skalasi; reel sayilar kiimesinin bostan farkli kapali herhangi bir alt
kiimesidir. Reel sayilar kiimesi R, dogal sayilar kiimesi IN, tam sayilar kiimesi
7., Cantor kiimesi zaman skalas1 ornekleridir. Fakat, rasyonel sayilar kiimesi @Q,
irrasyonel sayilar kiimesi @', karmasik sayilar kiimesi C , (0, 1) acik araligi zaman
skalas1 degildir.

R reel sayilar kiimesi ve Z tamsayilar kiimesi disinda,

hzZ. = {hn:ne€Zh>0}
K, = {¢":q€Q,q¢>1,neZ}u{0}
Ni = {n?:ne€NyqeQ}
gibi bir ¢ok yapr zaman skalasi oldugundan zaman skalasimin birlestirme vasfi
diginda genisletme vasfi da bulunmaktadir.
Bu calismamiz boyunca bir zaman skalasini T ile gosterecegiz.

Bu boliimde, zaman skalalari ile iligkili temel tanimlamalar1 ve bunlar yardimi

ile zaman skalalarinda tanimli fonksiyonlarin diferansiyellerini ele alacagiz.
Tanim 2.1 T herhangi bir zaman skalasi olsun. t € T i¢in o : T — T oyle ki
o(t)y=inf{s €T | s>t}

seklinde tanimlanan fonksiyona t noktasinin ileri atlama operatori denir.

Benzer sekilde; t € T icin p: T — T oyle ki
p(t)y =sup{seT | s <t}
seklinde tanimlanan fonksiyona da t noktasinin geri atlama operatori denir.

Bu tanimda, () bos kiime olmak {izere, sup ) = inf T ve inf () = sup T olarak kabul
edilmektedir. Eger o(t) > t ise t noktasi sag yayilmis, o(t) = ¢ ise ¢ sag yogun,
p(t) < t ise t sol yayilms, p(t) = t ise ¢ sol yogun olarak adlandirilir. Ayrica
p(t) <t < ao(t)ise t ayrik, p(t) =t = o(t) ise ¢t yogun noktadir denir.



Tamim 2.2 T herhangi bir zaman skalasy olsun. t € T i¢in p: T — [0,00) dyle
ki
p(t) = o(t) =t

seklinde tanimlanan fonksiyona tanecik fonksiyonu denir.

Yukaridaki tanimlarda; ¢t € T oldugunda o(t) ve p(t) degerleri de T kiimesinin
elemanidir. Bunun sebebi zaman skalalarinin T kiimesinin R reel sayilar kiimesinin

kapali bir alt kiimesi olmasidir.

Ornek 2.3 T = R ve T = Z durumlarnda yukarida verdigimiz tanwymlary in-

celeyelim;
(i) T =R ise, herhangi bir t € T i¢in
o(t)=inf{s e R | s >t} =inf(t,00) =t .

Benzer sekilde p(t) =t oldugu da gérilebilir. O halde R nin biitin noktalar:

yogundur. Tanecik fonksiyonu ise;

pt)=o(t)—t=t—t=0 dur.

(ii) T =7 ise, herhangi bir t € T i¢in
ot)y=inf{se€Z |s<t}=inf(t+1,t+2,t+3,...)=t+1 .

Benzer gekilde p(t) =t — 1 oldugu da gorilebilir. O halde 7, nin biitin nok-

talary ayriktir. Tanecik fonksiyonu ise;

pt)=o(t)—t=t+1—-t=1 dir

Teorem 2.4 (Matematiksel Tiimevarim)
to € T ve {S(t) : t € [to,00)} asaqudaki ifadeleri saglayan onermeler ailesi

olsun;
(i.) S(to) dnermesi dogrudur.

(ii.) t € [ty,00) sag yayumus ve S(t) dogru ise S(o(t)) de dogrudur.



(i1i.) t € [tg,00) sag yogun ve S(t) dogru ise t nin bir U komsulugu vardir dyle ki

her s € U N (t,00) i¢in S(s) onermesi dogrudur.
(iv.) t € (ty,00) sol yogun ve her s € [to,t) i¢in S(s) dogru ise S(t) dogrudur.

O halde S(t) hert € [ty,00) i¢in dogrudur.
Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.7 0

2.2. Zaman Skalasinda Turev

Zaman skalasinda A-tiirevi tamimlayabilmek i¢in T’den elde edilen A-tiirevle-

nebilirlik bolgesi T* agagidaki gibi tanimlanabilir:

- T\ (p(max T), max T|, maxT < oo
T, diger durumlarda

Tanim 2.5 f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Herhangi bir € > 0 degeri

wein t nin bir U komsulugu vardwr oyle ki
[f(a() = f(s)] = fFA@)[o(t) = sl <elo(t) —s| ,¥seU
6zelligini saglayan f2(t) degerine, f fonksiyonunun t noktasindaki A-tirevi denir.

Ornek 2.6 (i) f : T — R fonksiyonu, a sabit olmak izere f(t) = o ile

tamumlansin. O halde; herhangi bir € > 0 i¢in
[f(a(t)) = f(s) =0-[o(t) = s]| = |a —a] = 0 < £[o(t) — 5|
her s € T degeri igin saglanir ve f2(t) = 0 dar.

(i) f: T — R fonksiyonu her t € T igin f(t) =t olarak tanvmlansin. Herhangi

bir e > 0 u¢in
[f(o(t)) = f(s) =1-[o(t) = s]| = |o(t) = s — (o(t) = 5)| = 0 < elo(t) — s
her s € T degeri icin saglanir ve f2(t) =1 dar.

Teorem 2.7 f: T — R bir fonksiyon vet € T" olsun. O halde asagidaki 6zellikler

saglanar:



(i) [ fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu t noktasinda

stureklidar.

(ii) f fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilir ve t noktasi sag yayilmag ise

flo(t) = f(#)

1= f1(t)

(7ii) t noktasy sag yogun ise [ fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilirdir

ancak ve ancak
)~ f(s)

s—t t—s

degeri var ve sonludur. Bu durumda

PO ON

s—t t—s

(iv) f fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilir ise
flo() = f(t) + u@®) f2(t)

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.16 O

Ornek 2.8 Tekrar T = R ve T = Z durumlarima ele alalvm.

(i) T =R ise, Teorem (2.7) (iii)’den, f : R — R fonksiyonu

A-diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak

f0) — 1y L0 = 1)

s—t t—s
limiti varder, bir baska degisle ancak ve ancak f fonksiyonu diferansiyel-

lenebilirdir. Bu durumda;

olur.

(ii) T = Z ise, Teorem (2.7) (ii)’den, f : Z — R fonksiyonu, A ileri fark
operatori olmak tzere;

s HE®) = O _ ft+1) = 1t) _ .
Fa( = HE D = B0 - pa 1) - £0) = Af)

ile A-diferansiyellenebilirdir.




Teorem 2.9 f,g: T — R fonksiyonlarinin t € T" noktalarinda diferansiyellene-

bilir olduklariny kabul edelim.
(i) (f +9)2(t) = f2(t) + g°(1)
(ii) « sabit bir say olmak tizere; (af)>(t) = a(f)?(t)
(iii) (f.9)(t) = f2()g(t) + f(o(t)g(t) = f2()g(o(t) + f(t)g™ (2)
| S A e )
(o) 1000000 20 s (5) (0=~ 0

A A B A

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz Teorem 1.20 O

Teorem 2.10 « bir sabit ve m € IN olsun.

(i) f(t) = (t — )™ ile tamwmlanan [ fonksiyonu igin;

m—1
PR = (o(t) —a)’(t —a)" '
v=0
y 1 : : .
(ii) g(t) = o ile tanimlanan g fonksiyonu i¢in;
— m
m—1 1

gA(t) = - z% (0(t) — a)m v (t — )+

V=

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.24 O

Tanim 2.11 t € T , 02(t) = a(o(t)) ve p*(t) = p(p(t)) olmak izere;
her bir n € W igin o™ (t) ve p™(t) tamaml ise ; f : T — R fonksiyonu n kez

diferansiyellenebilirdir denir.

Ornek 2.12 Genel olarak f ve g fonksiyonlar: iki kez diferansiyellenebilir ise fg

fonksiyonunun da iki kez diferansiyellenebildigini soyleyemeyiz.

(f9)® = f2g+ 79"



ele alalvm. f ve g fonksiyonlar ikinci mertebeden diferansiyellenebilir ise
(f9)>% = (f2g+f79%)"°

= [P+ 2790+ [0+ [
= fABG g (fAT 4 fodygA |y poogAA

elde ederiz.

Ornek 2.13 h > 0 olmak iizere T = hZ = {hk | k € Z} olsun. t € T i¢in;

ot)=inf{seT : s>t} =inf{t+hn : nec N} =t+h

ve benzer sekilde p(t) =t — h bulunur. T nin her noktas: izole nokta oldugu i¢in;

pt)=o(t)—t=t+h—t=nhn

elde edilir, yani tanecik fonksiyonu sabittir. f: T — R fonksiyonu i¢in;

aoy _ Fo() = £ _ S+ )~ f(0)
PO=""w  ~ &

f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiurevini ele alirsak;

fA(a(t) = f2(1)

pu(t)
fAE+h) = 21

h

f(+2R)—f(t+h) _ f(t+h)—f(D)

h h

h
ft+2n) =2f(t+h)+ f(t)
h2

oA =

elde edilir.

2.3. Zaman Skalasinda integral

Bu boliimde zaman skalasinda A-integral ile ilgili temel tanim ve teoremler

verilmigtir.

Tanim 2.14 f : T — R fonksiyonunun; T nin tim sag yogun noktalarinda sag
limat var ve T nin sol yogun noktalarindaks sol limit degeri var ve bu limit degerleri

sonlu ise bu f fonksiyonuna reguler denir.



Tanim 2.15 f : T — R fonksiyonunun; T nin tim sag yogun noktalarinda
sureklt ve T nin sol yogun noktalarindak: sol limit degeri var ve bu limit deger:
sonlu ise bu fonksiyona rd-surekli denir. Calismamaz boyunca rd-strekli fonksiyon-
larin kumesing

C’/‘d - Crd(T) = Crd(Ta ]R)

ile gosterecegiz. f @ T — R fonksiyonlarinin n-inci mertebeden tirevleri var ve

surekli iseler, bu fonksiyonlarin kiumesi;
O = (1) = O (T.R)
ile gosterilir.

Diizenli ve rd-stirekli fonksiyonlarin bazi sonuglari asagidaki teoremde ele

alinmigtir.
Teorem 2.16 f: T — R olsun.
(i) f siirekli ise f rd-sireklidir.
(ii) f rd-sirekli ise f dizenlidir.
(ii) Ileri sigrama operatori o(t) rd-sireklidir.
() f rd-siirekli veya diizenli ise f7 da ayni ézelliklidir.

(v) f strekli olsun. g : T — R fonksiyonu dizenli veya rd-siirekli ise f o g de

aym ozellige sahiptir.

Ispat: (Hilger, 1990) bkz. Teorem 4.1 O

Tanim 2.17 f : T — R fonksiyonu verilsin. Eger F : T — R fonksiyonu T*
iizerinde A-tiirevlenebilir ve her t € T* igin FA(t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f

nin A-antitirevi veya ilkeli denir.

Tanim 2.18 f : T — R fonksiyonunun A-antitirevi varsa, f ye A-integral-
lenebilir fonksiyon denir. Bu durumda, a,b € T olmak tzere f nin a’dan b’ye
A-integrali

[ s st=Fo) - Pl

olarak tanimlanar.
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Ornek 2.19 « # 1 sabit bir sayr ve T = 7 i¢in /atAt integraling hesaplayalim.

( at )A:A< at ):at+1_at:at
a—1 a—1 a—1
t
/afAt:( - >+c
a—1

Teorem 2.20 Her rd-surekli fonksiyonun antitirevi vardar.

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.74 O

oldugundan;

olur.

Teorem 2.21 f € C,q vet € T" ise

o(t)
1 f(r) Ar = u()f(t)

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.75 O

Teorem 2.22 f2(t) > 0 ise f artandr.
Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.76 O

Teorem 2.23 a,b,ce T, a € R ve f,g € C,q olmak “izere;

o [ oo = [ 1o AH/;()N
(u)/ (af(t) At—a/f

iy [ 50 ai=— [ 50 a
mu/UwAhifﬂwm+/UmAt
W/f 1) At = (f4)(0) t/f

wi) [ 1090 At = F)® /f



11

(viii) [a,b) aralginda |f(t)] < |g(t)| ise

/abf(t) At‘ < /abg(t) At

b
(ix) Her a <t <bigin f(t) >0 ise/ f(t) At >0

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.77 O

Teorem (2.23)’un (v) ve (vi) siklar1 kismi integrasyon formiiliinii vermektedir.
Ayrica Teorem (2.23)un biitiin siklart f ve g fonksiyonlarinin regiiler olma duru-

munda da gegerlidir.

Teorem 2.24 a,b € T ve f € C,q olsun.

/abf(t)At:/abf(t)dt.

(i) [a,b] aralge sadece izole noktalardan olusuyorsa

(i) T =R ise

b Doiclapy HOF(t)  sa<b
/ f(t) At = 0 La= b
— D tepay MO () sa>D

(iii) T = hZ = {hk: ke N}, h>0 ise

b Sia kb a<b
/ f) At=< 0 ,a=1b
' N Y

_b
k=3

(iv) T =17 ise
) o ft) La<b
/f(t) At=4 0 ,a="b
a SS ) s

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz Teorem 1.79 O
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Tanim 2.25 o € T, supT = oo ve f fonksiyonu [a,00) araliginda rd-siirekli

olsun.
o0 b
/ f(t) At = blim f(t) At
ile tanamlanan integrale improper integral denir.

Verilen limit degeri var ve sonlu ise improper integral bu limit degerine yakinsar.

Aksi durumda ise improper integral i¢in wraksaktir denir.

2.4. Zincir Kurallar:

f,9 : R — R geklindeki fonksiyonlar i¢in zincir kuralinin; g fonksiyonu ¢ nok-

tasinda ve f fonksiyonu g(¢) noktasinda tiirevlenebilir ise

(fog)(t) = [f(g(t)g'(t)
oldugunu biliyoruz. Fakat bu o6zellik her zaman skalasi i¢in gegerli degildir.

Ornek 2.26 f,g:Z — 7Z fonksiyonlar, f(t) = 2 ve g(t) = 2t ile tanvmlansin ve

T = 7Z olsun. Bu durumda
(fog)(t) =8t +4#8t+2=f2(g(t)g"(t)
esitligin saglanmadigy goruliir.

Baz1 durumlarda asagidaki teoremde ele alinan tiirev ve A-tiirevin kullanilmasi

kolaylik saglar.

Teorem 2.27 Kabul edelim ki g : R — R sirekli, g : T — R fonksiyonu T"
tzerinde A-diferansiyellenebilir, ve f : R — R surekli olarak tirevlenebilir olsun.

O halde dyle bir ¢ € [t,o(t)] vardur dyle ki

(fog)2(t) = f'(9(c))g™(t)

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz Teorem 1.87 O

Ornek 2.28 Verilen T = 7, f(t) = 1> ve g(t) = 2t igin, Teorem (2.27)’den

(fo9)*(3) = f(9(c)g™(3)



13

olacak sekilde oyle bir ¢ sayisimn var oldugunu biliyoruz. Hesaplamalary yaptigi-

mazda;

(fog)*(3) =28
f(g(e)g™(3) =8¢

denkleminden ¢ degerini ¢cozersek ¢ = % elde ederiz, ve ¢ € [3,4] dur.

Asgagidaki teoremde verilen zincir kural ise (Keller,1999) ve (P6tzsche,2001)’de

tanimlanmigtir.

Teorem 2.29 f: R — R fonksiyonu sirekli olarak diferansiyellenebilir ve
g: T — R fonksiyonu da A-diferansiyellenebilir olsun.
O halde f o g fonksiyonu A-diferansiyellenebilirdir ve

(o {/f 0+ hult)g (1) dhf %0

esitligi saglanar.

Ispat: (Pétzsche,2001) bkz. Teorem 1 0

Ornek 2.30 g: Z — R ve f : R — R fonksiyonlarin g(t) = t* ve f(z) = exp(x)

ile tammilansin. O halde:
Pt =t+1)? =12 =24+1 ve f(x)=exp(z)
olur. Teorem (2.29)’i uygularsak;
Goa*® = { [ 1+ muttg0) anf oo
= (2t+1) /01 exp (t* + h(2t + 1)) dh

= (2t +1)exp(t?) /01 exp (h(2t +1)) dh

— (2t + 1) exp(t?) [exp(h(2t + 1)}

2t+1
= exp(t?) (exp(2t +1) — 1)

Bu boliimiin geri kalaninda (Ahlbrandt vd., 2000) nin sonuglarini ele alacagz.
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Onerme 2.31 T bir zaman skalasy ve v : T — R kesin artan bir fonksiyon olsun
oyle ki T := v(T) de zaman skalasidur. T nan ileri sigrama operatorini o, tirev
operatorunt de A e gosterelim.

O halde voo =oow dir.

Teorem 2.32 Kabul edelim kiv: T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := v(T)
de bir zaman skalasi olsun. w: T — R fonksiyonunu alalim. t € T* icin v™(t) ve
wﬁ(v(t)) degerleri var ise

A A

(wow) w? o v)v®

esitligi saglanar.

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz Teorem 1.93 O

Ornek 2.33 T = Ny ve v(t) = 4t + 1 olsun. O halde,

T=v(T)={dn+1:ne€ Ny} ={1,5,9,..}
olur. Bununla birlikte, w: T — R fonksiyonu w(t) = t? olsun. O halde,
(wov)(t) = w(v(t) = (4 + 1)*
dir ve buradan

(wov)(t) = [(4t+1)+1]* — (4t 4 1)
= 16t>+40t + 25 — 16t2 — 8t — 1

= 32t +24

elde ederiz. Teorem (2.32)"i uyguladigvmizda bileske fonksiyonun A-tirevini elde
edebiliriz.
Il olarak v™ = 4 daha sonra da

Aoy w@@)—wt) (t+4)?2—¢
W) = =t tea—p ATt

elde edebiliriz. Buradan,

(w™ o v)(t) = w5(4t +1)=8t+6 .

O halde,

[(w® o v)v?](t) = (8t + 6)4 = 32t + 24 = (w o v)> ()

elde ederiz.
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Teorem (2.32)'in bir sonucu olarak bir fonksiyonun tersinin tiirevinin

formiiliinii asagidaki teoremde oldugu gibi verebiliriz.

Teorem 2.34 Kabul edelim ki v : T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := v(T)
de bir zaman skalast olsun.

O halde v™ # 0 oldugu noktalarda;

dir.
Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz. Teorem 1.97 O

Benzer sekilde; Teorem (2.32)’in bir sonucu olarak, integralde yerine koyma

kuralin1 agsagidaki teoremde oldugu gibi verebiliriz.

Teorem 2.35 Kabul edelim ki v : T — R kesin artan bir fonksiyon ve T := v(T)
de bir zaman skalasy olsun.
f T — R fonksiyonu rd-sirekli ve v, rd-sirekli sekilde diferansiyellene-

biliyorsa, a,b € T i¢in

/abf(t)vA(t) At = /Uv(b)(f ov)(s) As

(a)

Ispat: (Bohner ve Peterson, 2001) bkz Teorem 1.98 O

Ornek 2.36 t € T:= N2 = {\/n:n € Ny} icin
t
/ (VP +1+7)3" ar
0

integraling, yerine koyma metodu ile bulalim.
1 1
t € Ng igin v(t) = t* alalum. O halde v: INZ — R kesin artandur ve
1
v(INg) = INg bir zaman skalasidur.

v fonksiyonunun A-tirevini hesaplarsak;
VAt =V F 1+t

elde ederiz.
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O halde, f(t) = 3" ise, Teorem (2.32)den,

t
/0<\/727+1+T>372 Ar =

2.5. Polinomlar

0'in antitiirevi 1, 1’in antitiirevi ¢ dir, fakat keyfi bir zaman skalasi i¢in ¢'nin

antitiirevini veren bir formil bulmak imkansizdir. Ornegin, % nin A-tiirevi

t) 4+t t
o)+t u)
2 2
oldugundan; % her zaman skalasinda t nin antitiirevi degildir. Ayni zamanda %

nin A-tiirevi, iki diferansiyellenebilir fonksiyonun ¢arpimi seklinde ifade edilebiliyor
olmasina ragmen, diferansiyellenebilir bir fonksiyon degildir.

Benzer bir durum polinomlar i¢in de gegerlidir. Yani; hi¢ bir klasik polinom
birden fazla mertebeden diferansiyellenebilir olmak zorunda degildir. O halde, za-
man skalasi lizerinde yapilacak analiz i¢in hangi fonksiyonun 6nem tagidigi sorusu

ortaya ¢ikar. Bu fonksiyon

¢ t
/ o(T) AT veya / T AT
0 0

integrallerinden biridir.

Gergekte;

gQ(s,t):/:@(T)—s) AT ve /:hga,s):/:(T—s) AT
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seklinde iki fonksiyon tanimlarsak, bunlar arasindaki iligki;
t
ga(t,s) = /(0(7') —s) AT
o t t
= /(0(7’)—7) AT—/ TAT—/ s AT

_ /:(TQ)A AT+/tsTAT—s(t—s)

= / T AT+ 12— 57— s(t - s)
t

- [(T—t)m

= hg(s, t)

seklinde bulunabilir.

Bu béliimde herhangi bir zaman skalasinda tanimli fonksiyonlar igin Taylor
formiiliinii verecegiz. Burada verdigimiz sonuglar digindakiler (Agarwal ve Bohner,
1999)’da bulunabilir.

k € T, olmak iizere; g, hy : T?> — R genellestirilmis polinomlar; rekusif olarak

asagidaki gibi tanmimlanir.
Tanim 2.37 Her s,t € T olmak tzere,
go(t,s) = ho(s,t) =1

ve, k € Ny icin verilen gy ve hy fonksiyonlar: i¢in ggi1 ve hyi1, her s;t € T i¢in,

asagqidaks gibi tamamlanar;
t
gaaltes) = [ alo(r).9) ar
t
hk+1(t, S) = / hk(T, S) AT

Uyar1 2.38 h2(t,s) degerini, s’yi sabit tutarak hy, 'mn t degiskenine gore tirevi

olarak alirsak, k € IN ve t € K i¢in,
hA(t,s) = hp_1(t, s)

olur. Benzer sekilde,

gA(t> 8) - gk—l(a(t)v 8)
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dir. Ayrica, yukaridaki tanamlar agikca
gi1(t,s) = hi(t,s) =t —s
denklemini saglar.

k > 1 igin hy ve gj degerlerini bulmak, baz1 zaman skalalar1 icin kolay olsa da,
her zaman kolay degildir. Zaman skalalarinda Taylor formiiliinii vermeden once

asagidaki ornegi ele alalim;

Ornek 2.39 T =R wve T = Z durumlar icin hy ve gx fonksiyonlar: kolayca

bulunabilir.

(i) T =R durumunu ele alalim:

t € R i¢gin o(t) =t olacagindan, k € Ny i¢in hy = g olur. Buradan,

g2(t,s) = ho(t,s)

elde ederiz. Her s,t € R ve k € Ny i¢in

(t—s)"

gr(t, s) = hi(t, s) = X

oldugunu ispatlamak icin matematiksel tumevarim kullanacagiz.

I k=0 igin (1) denkleminin saglandige agiktar.

II. Kabul edelim ki herhangi bir m € g i¢in (1) denkleminin saglandigina
kabul edelim. O halde,

Im+1 (tv 3) - hm-i—l(t? S)
t _\m
_ / =" 4
s m!
B (1 — s)mtt T=t
o (m+) |,
- (t _ S)m—l—l
- (m+1)!

oldugundan (1) denklemi m + 1 i¢in de saglanar.
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f R — R fonksiyonunun k mertebeden turevienebildigini kabul edelim. O

halde,

(1ot = (R S )

esitligi de saglanar.

(i) T =7 durumunu ele alalm.
t € Z igin o(t) =t + 1 olacagindan, t,s € Z i¢in
t
lts) = [ halris) As

ey

- (%)

elde ederiz.
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3. MATERYAL ve METOT

Zaman skalalarinda analiz; Stefan Hilger tarafindan ortaya atildiktan sonra
matematigin geometri, cebir, uygulamali matematik ve topoloji gibi temel alan-
larinda da kullanilmigtir. Zaman skalalarinda parametrelenen bir egrinin diferan-
siyel oOzelliklerini incelerken A-tiirev tanimi oldukca kullanigh olmugtur. Benzer
sekilde, iki zaman skalasinda parametrelenen ytizeylerin diferansiyel ozelliklerini
incelerken kismi A-diferansiyel tanim ve teoremleri kullanigh olacaktir (Guseinov
ve Ozyilmaz,2001),(Aktan vd., 2008),(Ozyilmaz,2006).

Martin Bohner ve Gusein Sh. Guseinov’'un (2004) bilim diinyasina sunmus
oldugu makalede, zaman skalalarinda kismi A-tiirevin tanimi ve geometrik yo-
rumu verilmigtir. Caligmamizin temeli bu tamimlamalar ve teoremler tizerine ku-
rulmustur. Bununla birlikte Gusein Sh. Guseinov ve Emin Ozyilmaz’m (2001)
detayli olarak caligtigi tanjant dogrular ve regiiler egriler de caligmamizda kul-

lanilacaktir.

3.1. Zaman Skalalarinda Kismi Tirev

n € N vei € {1,2,...n} olmak iizere, her bir T; kiimesi bir zaman skalasi

belirtsin.
A" = T, x..xT,= {(tl, 7tn) 1t e T, ,VZ S {]_, ,TL}}

kiimesine n-boyutlu zaman skalasi uzay1 denir.
o; ve p; , T; kiimeleri icin sirasiyla ileri sicrama ve geri sicrama operatorleri

olsunlar. v € T; icin, o; : T; — T; ileri sicrama fonksiyonu

oi(u) =inf{fv € T; | v > u}

ile, p; : T — T; geri sigrama fonksiyonu ise

pi(u) =sup{v e T; | v < u}

ile taniumlanir.



21

Tanim 3.1 f: A" — R bir fonksiyon olsun.

hm f(tl, ceey ti—17 Ui(ti)7 ti—&—l» ceey tn) — f(tl, ceey tz‘—l; Si, t,;+1, ceey tn)
8 = 1 O-Z(tl) -
s; # o (t)

limit degeri var ve sonlu ise, bu degere f fonksiyonunun t; € T bilesenine gore

kismi A-tirevi denir ve

veya fi'(1)

ile gosterilir.

Benzer gekilde bir f : A — R fonksiyonunun yiiksek mertebeden kismi A-

af ()
Aty

0%f(t)
Ait?

tiirevlerinden de bahsetmek miimkiindiir. nin ¢; ye gore kismi A-tiirevini

ile ifade ederiz. Daha yiiksek mertebeden kismi A-tiirevler de benzer sekilde elde

edilebilir.

Tamim 3.2 § yeteri kadar kiigiik bir say, t° € A" noktasimn 0-komsulugu Us(t°)

ve heri,j € {1,...,n} i¢in;

lim a;(t°,¢) = 0 wve }Eﬁ) Bt ) =0

t—t0

ve t = t° noktasinda 0 degerini alacak sekilde Us(t°) da tamimlanan o; = o;(t°,t)

ve Bi; = Bi;(t°,t) fonkiyonlar: verilsin.

FE, ) = Ft1, ot ZA 0 - )+ S alt 1)
=1

ve, her bir j € {1,...,n} ve hert € U(s(to) i¢in

J), o (@), tn) = f(t, oty t)
Z Ai(t) =) + Bylos (1) — 5] + Z 3 (10 —

i=1 =1
i i#j

olacak sekilde t = (ti,...,t,) € A™ dan bagimsiz dyle Ay, ..., A, sayilary var ise
f: A" — R fonksiyonuna t* = (9,...,8%) € T% x ... x T% noktasinda tamamen

A-diferansiyellenebilirdir denir.
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Uyar: 3.3 Tamwm 3.2°den, f: A" — R fonksiyonu t° € T% x ... x T® noktasinda
tamamen A-diferansiyellenebilir ise bu noktada stireklidir ve t° noktasindaki birinci

mertebeden kismi A-tiurevleri sirast ile Ay, Ao, ..., A, degerlerine egittir:

o) _ o1(1)
Altl N Lo Antn

=A,.

Tanim 3.4 f: Ty x Ty — R fonksiyonu yukarida verilen kosullar altinda tama-
men A-diferansiyellenebiliyor ve Vo' (t°,s°); (t°,5%) wve (01(t°),s") noktalarimn
bazr komsuluklariman birlesimi olmak iizere, her (t,s) € Vo1 (t°,s°) i¢cin Ay ve Ay

degerleri ile birlikte (t,s) € Ty x Ty den bagimsiz bir B degeri vardur dyle ki

Flo1(t), 02(5%)) = f(t,s) = Ai[oa(t°) = 1] + Bloa(s”) — s (2)
+ mloi(t?) — 1] + pfoa(s”) — 5]

oluyor ve v = 71(t%, 8% t,8) ve yo = (1%, % s) fonksiyonlars (t,s) = (¢, s%)

noktasinda sifir degerini alir ve

lim (1% 5%, s) =0 we hHlO"}/Q(tO,SO;S) =0

(t,5)—(t9,50) 5—s
ise [ fonksiyonuna (t9,s°) € T% x T4 noktasinda o1-tamamen A-diferansiyellene-

bilirdir denar.

Uyar1 3.5 (2) denkleminde o fonksiyonu sadece s degiskenine bagliduvr. Bu denk-

lemde t = a1 (1°) yazlir ise
0f (01(t%), s°

B e
AQS

elde edilir.

Tanim 3.6 f:T; x Ty — R fonksiyonu yukarida verilen kosullar altinda tama-
men A-diferansiyellenebiliyor ve Vo2 (%, s%); (1%, ") ve (t°,02(s°)) noktalarinin
bazr komsuluklarimin birlesimi olmak tizere, her (t,s) € Vo2(t°, %) igcin Ay ve Ay

degerleri ile birlikte (t,s) € Ty x Ty den bagimsiz bir D degeri vardur dyle ki
flo1(t?),02(s%) = f(t,s) = D[on(t°) =] + As[oa(s”) — 3] (3)
+ o () — 1] + n2loa(s°) — 5]
oluyor ve m1 = n1(t°, 8% ) ve my = no(t°, 8% ¢, s) fonksiyonlar (t,s) = (t9,s%)
noktasinda sifir degerini alir ve

lim 7, (%, s%¢) =0 we lim (¢, 8% ¢, 8) =0

110 (£,5)—(£9,5)
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ise [ fonksiyonuna (t°,s%) € T% x T4 noktasinda oa-tamamen A-diferansiyellene-

bilirdir denar.

Uyar1 3.7 (3) denkleminde n, fonksiyonu sadece t degiskenine baghdir. Bu denk-
lemde s = a4(s°) yazlir ise

Af(t° oq(sY)

D =
Aqt

elde edilir.

3.1.1. Zincir kural

Zaman skalalarinda tamimli tek degiskenli fonksiyonlar i¢in zincir kurallarini
vermistik. Bu boliimde iki degiskenli fonksiyonlar i¢in zincir kurallarini ele alacagiz.
Iki degiskenli fonksiyonlara gegig yapmak icin ilk olarak T zaman skalasin ele
alalm. T zaman skalasi i¢in ileri sicrama operatori o ve A diferansiyel operato-

rii olsun. Bununla birlikte

p:T—-R ve v:T—R
fonksiyonlar1 verilsin.

e(T) =T, ve (T) =T,

olarak belirleyelim. Ty ve Ty kiimelerinin de birer zaman skalasi olduklarini kabul
edecegiz.
T ve Ty icin ileri sicrama ve delta diferansiyel operatorleri sirast ile o7 , Aq,

09, Ay olsun. £ € T* noktasi icin

t" = p(€") ve s =v(E")

olarak belirleyelim.

Yukaridaki hipotezler ile birlikte f : Ty x Ty — R fonksiyonu verilsin.

Teorem 3.8 f fonksiyonu (t°, s°) noktasinda oi-tamamen A-diferansiyellenebilir

olsun. @ ve 1 fonksiyonlarinin £° noktasinda A-tirevieri var ise € € T noktasy igin
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bileske fonksiyonun da £ noktasinda A-tirevi vardir ve

Of (o1(t%), s")
AQS

of(t,s%)

FAE) = 2

P2 + V(€

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 7.1 O

Teorem 3.9 [ fonksiyonu (1°, s°) noktasinda oy-tamamen A-diferansiyellenebilir

olsun. @ ve 1 fonksiyonlarinin £° noktasimda A-tirevieri var ise € € T noktasy igin

bileske fonksiyonun da £° noktasinda A-tirevi vardir ve

_ 8f(t07 02(80))
Aqt

Of (19, s%)

A
FA(€) v

P2 (€°) + vAE)

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 7.2 [

Simdi, T(;) ve T (o) seklinde iki zaman skalasm ele alalim. T(;) ve Ty nin
ileri sigrama ve delta diferansiyel operatorleri sirasi ile o1y , Ay, o), A2y olsun.

Bununla birlikte
(’O:T(l)XT(2)—>]R, ve 77/)2T(1)><T(2)—>R

fonksiyonlar1 (£,7) degiskenleri ve (£°,7°) sabit noktalar ile verilsin.

Ty =Ti(1°) = ¢(Tq), ") ve T =T2(E") = ¢(¢°, Tz)
ve
t° = (% n°) ve " =(n°)
olarak belirleyelim.T; ve Ty kiimelerinin de birer zaman skalasi olduklarii kabul
edecegiz.
T, ve Ty igin ileri sicrama ve delta diferansiyel operatorleri sirast ile o7 , Ay,

09, Ay olsun.

Yukaridaki hipotezler ile birlikte f : Ty x Ty — R fonksiyonu verilsin.
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Teorem 3.10 f fonksiyonu (t°, s°) noktasinda o\-tamamen A-diferansiyellenebi-
lir olsun.¢ ve v fonksiyonlarmn (£°,n° noktasinda birinci mertebeden kismi A-

tirevleri var ise (&,m) € T(1y x Ty noktass igin

F(&m) = fle&m),v(En))

bileske fonksiyonun da (£°,1°) noktasinda kismi A-tiirevi vardir ve

OF(&.n°) _ 0f(°,8°) 9p(&", ) | 0f (1), s") DU (E®, ")

Amé IVANY A€ Ags Amé

ve

OF(E%,n°)  0f(t°,s°) Dp(&°,1°) +0f(01(t°),8°)8¢(§°,77°)

Agn Aqt Agn Ags Ay
formiilleri ile ifade edilir.

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 7.4 O

Teorem 3.11 f fonksiyonu (t°, s°) noktasinda oo-tamamen A-diferansiyellenebi-
lir olsun. ve v fonksiyonlarmin (£°,1n° noktasinda birinci mertebeden kismi A-

tiirevleri var ise (§,n) € T 1y x T (o) noktas: i¢in

F(&m) = fle&mn),v(En))

bileske fonksiyonun da (£°,n°) noktasinda kismi A-tirevi vardur ve

OF(£0,n°)  Of(°, 09(s°)) 0p(£°,1°) +0f(t°,8°)8¢(§°,77°)

Ané At Amy§ Ays Amy§

ve

OF(&%,n") _ 0f (82, 02(s")) 9p(€® 1) | OJ(%,5%) BU (€%, ")

Ayn B Aqt Ayn Ays Ayn

formiilleri ile ifade edilir.

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 7.5 O

3.2. Zaman Skalalarinda Vektor Degerli Fonksiyonlar

E= (&, ., &) ves = (1, ..., $n) seklindeki n-boyutlu iki vektoriin skalar carpimi

§-¢= Zf&'
i=1
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dir. Herhangi bir £ vektoriiniin normu ise,

[HERYEENDI
=1

seklindedir.
Zaman skalasinda tanimli parametre ¢ olsun. Eger her bir ¢ parametresine
karsilik bir r(¢) vektorii ataniyorsa, bu r(t) fonksiyonuna ¢ € [a,b] parametre-

sine kargilik gelen vektor degerli fonksiyon denir. {z,y, 2} koordinat sistemi olmak

tizere, r(t) fonksiyonu; r(t) = {x(t), y(t), z(t)} ile ifade edilir.

Tanim 3.12 t degeri ty degerine yaklasirken, r(t) — r(to) degeri de sifira

yaklaswor ise, r(ty) vektorine r(t) nin limit degeri denir ve,

lim r(t) = r(to)

t—t,

ile gosterilir.

r(t) fonksiyonunun limit degeri olmasi i¢in her bir x(t), y(t) ve z(t) fonksiyon-

larinin da limit degeri olmasi gerekir.

Tanim 3.13 Vektor degerli bir fonksiyonun A-tiurevi, her bir bileseninin tek tek

A-tirevinin alimmast ile elde edilir. Bir baska degisle,

L r(o(®) = r(s)

s—t  o(t)—s
limit degeri var ve sonlu ise, bu degere r(t) vektor degerli fonksiyonunun A-tirevi

denir.

Onerme 3.14 r(t) ve ry(t) iki vektor degerli fonksiyon olsun.

i (ri(8) + ()" = () +75(2)
i, (r1r9)™ = rlry + rord = rArg 42
fspat:

1.

(ri(t) + (1)) = lim

s—t U(t) S
~ lim ri(o(t)) —ri(s) - ro(o(t)) — ra(s)
n ls—nf o(t)—s - £—’t oft) —s
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o () = 1 E)(0) = n(s)ra)
v st o(t) —s
L ((e) — @) (o) | ra(s) (ralo(®) = rafs)
= o (1) — s + oy ot) — s
= ()5 () + i)y (1)
0

Vektor degerli fonksiyonlarin i ve vektorel ¢arpimlarinin A-tiirevi ise ardagik

eg carpanlarin A-tirevi ile hesaplanabilir.

Onerme 3.15 7(t) ve ro(t) iki vektor degerli fonksiyon olsun.
1. (Tl-TQ)A:T1A~T2+T‘1’-r2A =rd g+ -1

i (ry X 1ro)S =12 X g+ 17 X 18 =12 X rg 41y X 1H

I spat:

(rl-rg)A(t) = lim

. r1(s) - (ra(o(t)) — r2(s))
B J{rhlj:m{(o(t)) —U7“<1t()8)_ jim?” ( (l)}
I = o(t)—s i
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1o (o (t) X ra(0()) = ri(s) x ra(s)

(rixra)®) = im ZORE

-ty [ =) o)
s—t o(t)—s
+lim [7"1(5) X ((7;2(5;)7(?2 - 7"2(8))}

_ [E{E 7“1(00(78; ::1(3 y £i£)r%rg(0(t))}

+ [lirr% r1(s) x lim

= (0 x15) + (r x1y)

O

Tanim 3.16 (Vektor Degerli Fonksiyonlar igin Taylor Agilimi)
r(t) wvektor degerli fonksiyonunun n-inci mertebeden A-tirevleri var ve bu
turevler rd-siurekli olsun.

ho(r,s) =1, k € Ny i¢gin

hk-i—l(rv S) :/ hk(T7S) AT

ve i = {1,2,3} olacak sekilde x; koordinat fonksiyonlar: igin

P8
(b ty) = / b (10 (7)) 22 (7) A

to

olmak tizere, r(t) fonksiyonunun bilesenleri x(t),y(t) ve z(t) i¢in Taylor Agilima;

2(t) = ho(t, to) z(to) + hi(t, to) z™(to) + halt, to) ™ (to) + ... + 01(gn(t, to))
y(t) = ho(t,to) y(to) + ha(t,to) y*(to) + halt, to) ¥ (to) + ... + 02(gn(t, to))

2(t) = ho(t, to) 2(to) + ha(t, to) 2°(to) + ha(t,to) 22 (to) + ... 4+ 03(gn(t,t0))
seklinde olur.

Yukarida verilen ti¢ denklem sistemi; tlir? gn(t,to) = 0 oldugundan, o(g,(t, o))
—lo

uzunlugu sonsuzkii¢iik olan vektorii gostermek iizere;
r(t) = ho(t, to) r(to) + ha(t,to) 7™ (to) + ha (t,t0) 72" (to) + ... + 0(ga(t, to))

seklinde yazilabilir.
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Uyar:1 3.17 Skalar fonksiyonlar ve vektor degerli fonksiyonlarin Taylor agilima
arasinda temel bir fark vardur. f(t) skalar fonksiyonunu ele alacak olursak, p"~'(t)

ve t arasindaki bir & noktast i¢in;

o(gn(t,t0)) = F27(€) hura(t.to) -

Vektor degerli fonksiyonlar i¢in benzer bir formil bulamayiz. Cunki; genel olarak
o(gn(t,to)) vektorinin farkly birlesenlerine karsilik gelen & noktalar: da farkldar.
Fakat, o(g,(t,to)) vektorinin g,(t,ty) degerine karsilik olarak sonsuzkiigiik uzun-

lukta olmast daha onemlidir.

3.3. Genellestirilmis Regiiler Egriler ve Tanjant Dogrulari

T bir zaman skalas: olsun.

Tanim 3.18 Reel degerli f1, fa, f3 fonksiyonlar: [a,b]" C T aralginda A-tirevle-

nebilir ve A-turevleri rd-strekli olmak tzere,
r=N{1) . y=hLt) , 2= [0, el (4)
dontusumuyle olusturulan I' egrist,
RO+ 12 OF + 15 OF #£0 (5)

ozelligini her t € |a,b]" i¢in saghyor ise, [a,b] C T araliginda parametrelenmis T’

egrisine A-regiiler egri denir.
I' egrisi icin,
r=(zy,2) , ()= (/i) f2(0), f(1)) (6)
dontigiimiini ele alirsak; (4) denklemi
r=f(t) , tela,b (7)
ve (5) denklemi ise
IF2@I#0 , tefab) (8)

halini alir.
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I', (4) formunda oldugu gibi parametrelenmis bir egri olsun.
O halde I egrisi {(¢, f(t)) :t € [a,b] C T} kiimesinin xy-diizlemindeki gésterimi-
dir. t° € T* olsun. Py = (t°, f(t°)), T iizerinde bir noktadur.

Tanim 3.19 Ly; ' egrisi tzerindeki sabit bir Py noktasindan gecen dogru, P;
[ egrisi tzerinde hareket eden bir nokta, d(P,Ly); P noktasimin Ly dogrusuna

uzaklhgi, d(Py, B§); Py ve P§ noktalary arasindaki uzaklik olmak tizere;
i. Lo dogrusu ayni zamanda B = (a(tY), f(o(t°))) noktasindan gecer;

1. Py noktasi I' egrisinin izole bir noktasi degil ise

G P

P # Py

—0 9)

sartlary saglamyor ise, Ly dogrusuna I egrisinin Py noktasindaki A-tanjant

dogrusu denir.

Teorem 3.20 f fonksiyonu t° noktasinda tamamen A-diferansiyellenebilir ise, bu
fonksiyon ile ifade edilen egrinin Py = (t°, f(t°)) noktasinda bir tek A-tanjant

dogrusu vardwr ve denklemi; (z,y) € I' olmak iizere
y— (%) = fA%) (@ —1°) (10)

seklindedir.
Ispat: f, t° € T* noktasinda tamamen A-diferansiyellenebilir bir fonksiyon, T
bu fonksiyon tarafindan belirlenen egri, ve Ly da (10) denklemi ile verilen dogru
olsun. Simdi, Ly dogrusunun P5 noktasindan da gegtigini gosterelim.

Gergekten de, o(t°) = t° ise P§ = Py olur ve onermemiz dogrudur.

Simdi o(t°) > t° olma durumunu ele alalim. P§ noktasimn koordinatlarina (10)

denkleminde yerine yazarsak,
Flo(t®) = f(t°) = 2" o) —1°]

elde ederiz ve bu ifade f strekli oldugu i¢in dogrudur.
Simdi (9) ézelliginin saglandiginy kontrol edelim. Py moktasinin T egrisinde

bir izole nokta olmadigint kabul edelim. P € I' degisken noktasinin koordinatlar:
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(t, f(t)) dir. Analitik geometriden bilindigi gibi; M = /1 + [f2(t9)]? olmak ‘izere,

P noktasi ile Ly dogrusu arasindaki uzaklhk
1
AP, Lo) = 22 [ (1) = £1°) = FAO)(E —19)
formulii ile ifade edilir. Diferansiyellenebilirlik kosulundan; A = f*(t°) dur ve
1

1
ﬂpgby:E?MQ—¢%|:K?mHt—#]

olur. Daha sonra,

olur. O halde
d(P 1
( 7LO)<—]0¢|—>O :

d(P,Py) — M

I egrisinin Py noktasindaki tanjant denkleminin (10) oldugunu géstermis olduk.

P — By iken

Simdi, bu denklemin tek oldugunu gosterelim.
Py # P ise bu ayrik noktalardan gecen A-tanjant dogrusu kendisiyle ¢akigir.
Simdi, Py = F§ olacak sekilde izole olmayan bir noktay. ele alalim. Kabul
edelim ki, I’ egrisinin Py noktasindaki tanjant dogrusu L var ve denklemi a®*+b* = 1

olacak sekilde
a(z —1") = bly — f(t")] =0 (11)

ifade edilsin. P € T' degisken noktasinin koordinatlary (t, f(t)) olsun. (11) denkle-

mint kullanarak;
d(P, L) = a(t —1°) = b[f(t) — f(t°)]

elde ederiz. Diferansiyellenebilirlik kosulundan; A = f2(t°) ve
d(P, L) = |a—b[f>(t°) + o] | [t — °|

dir. Daha sonra, ayni diferansiyellenebilirlik kosulundan;

d(P.Ro) = /(t =102+ [f(t) = f(t")]
= V(t =02+ [fA) + al2(t - 1)

— VIFA@) TP -t
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O halde;
d(P.L) _ |a—Db[f>(t°) +af

d(P.F) T+ [fA(E) + o

elde ederiz. t — t° iken o — 0 olacagindan,

a—0bf2(t% =0

elde ederiz. Buradan b # 0 oldugunu gérebiliriz. Aksi halde a = b = 0 elde ederdik.
O halde, L dogrusu (10) denklemi ile verilen dogrudur. [

Uyar1 3.21 Fy noktast I' egrisinin bir izole noktasi ise, Py noktasindan gegen

A-tanjant dogrusu Py ile Py noktalarindan gegen dogru ile ¢akisur.

Uyar1 3.22 Py noktast ' egrisinin bir izole noktas: degil ve I' nin Py da bir

tanjant dogrusu var ise, P — Py iken PPy dogrusu bu tanjant dogrusuna yakinsar.

3.4. Yonlu A-Tirev

T bir zaman skalasi, ¢ ve A sirasiyla ileri sigrama ve delta tiirev operatorleri

w
olsunlar. 0 € T oldugunu kabul edecegiz. Bunun ile birlikte, w = ' € R?
%)

birim vektor ve (¢, s°) € R? sabir bir nokta olsun.
Ty={t=t"+¢w; : £€T} ve To={s=5"+&w, : £€T}

olarak alalim. O halde T; ve T, kiimeleri zaman skalalaridir ve t* € T; ve s° € Ty
dir. Ty ve Ty icin ileri sigrama ve delta diferansiyel operatorleri sirasi ile oy , Ay,

09, Ay olsun.

Tanmim 3.23 f: Ty x Ty — R verilsin. f fonksiyonunun p = (t°, s°) noktasindaki

w vektori yonindek: tirevt,
F(£> - f(to + éwla 80 + €w27>
olmak tzere & € T i¢cin
af(t°, s°)
FA _ A — )
0 =1 = L

degeri ile tanimlanar.
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Teorem 3.24 f fonksiyonu p = (t°, s) noktasinda oy-tamamen A-diferansiyelle-

nebilir olsun. f nin (t°, s°) noktasinda w vektori yoninde A-tirevi vardir ve

_04) |, (). )

A
wp [f] Alt i AQS

%)

formiili ile ifade edilir.

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 8.2 O

Teorem 3.25 f fonksiyonu (t°, s°) noktasinda oo-tamamen A-diferansiyellenebi-

lir olsun. f nin (t°,s°) noktasinda w vektori yoninde A-tirevi vardr ve

0 0 0 <0
BT (o L G

formiili ile ifade edilir.

Ispat: (Bohner ve Guseinov, 2004) bkz. Teorem 8.3 O
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Zaman Skalalarinda Yiizeyler

A3 = Ty x Ty x Ty olmak iizere, herhangi bir S yiizeyini A*iin alt kiimesi
olarak ele alabiliriz. Fakat A3"{in her alt kiimesi bir yiizey belirtmez. S C A%iin

yiizey olabilmesi icin diizgiin ve 2-boyutlu olmas1 gerekmektedir.

Tanim 4.1 S, A? wzayinin bir alt kiimesi olsun. S’in her bir P noktasi icin, P
nin A3 de bir A komsulugu ve A* nin bir U kompakt alt kiimesinden , A® uzayina
bir ¢ fonksiyonu asagidaki ikt onermeyi saglayacak bicimde bulunabiliyor ise, S ye

A wzayinda bir yiizey denir.

(i) ¢ : U — A3 fonksiyonu A-diferansiyellenebilir ve ¥(t,s) € U igin

Op(ts) Dl s)
Alt AQS

£0

yani reguler bir fonksiyondur.

(i) p(U) =S NA dirveyp:U— o(U) fonksiyonu homeomorfizmadar.

Yukaridaki tammda verilen (o, U) ikilisine basit yizey, o' : M NU — U
fonksiyonu ile olugturulan (=1, U) ikilisine de koordinat sistemi adi verilir. Ayrica

¢ : U — A3 fonksiyonuna S yiizeyinin yama fonksiyonu da denir.

Tanim 4.2 S yizeyinin herbir P noktas: i¢in, P € o(U) olacak sekilde ¢ yama

fonksiyonu var ise S yuzeyine dizgin yiuzey denir.

Onerme 4.3 U, Ty x Ty nin kompakt bir alt kiimesi ve f U — A3 fonksiyonu

da A-diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda;
S=A{(t,s, f(t,5)) | (t,s) € Ty x T2}

kumest bir yuzeydir.
Ispat: A? deki Euclidyen koordinat sistemi {z1,22} olmak dizere U dan A?
uzayina, o = (x1, 9, f(1,12)) esitligiyle tanimlanmas ¢ fonksiyonunun basit yizey

oldugu kolayca gorulebilir.
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Ik olarak, koordinat fonksiyonlar x1, xs her zaman A-diferansiyellenebilir
olduklarindan ve f fonksiyonunun A-diferansiyellenebilirligi verildiginden dolays

@ fonksiyonu da A-diferansiyellenebilirdir diyebiliriz.

Ayrica,
Ox1 Ox1
Ajx Agxo 1 0
— _Oxy _Oxy —
J(SO) Ajx Agxo 0 1
Of(z1,2)  Of(w1,72) Of(z1,w2)  Of(w1,72)
Az Aoxo Az Aoz

olmak tzere, Yq = (q1,q2) € U i¢in rank(J(¢)) = 2 oldugundan ¢ fonksiyonu
duzgindir.

@ fonksiyonunun homeomorfizma oldugu da apagiktir. [J

Teorem 4.4 U ve U, R? kompakt iki alt kiimesi ve ¢ : U — A® regiiler bir yizey
yamast olsun. ® : U — U bijektif ve C2 siafiman elemana ve @1 1 U — U bijektif

ve C29 sinafinan elemana olsun. O halde;
G=¢@od:U — A

fonksiyonu da regiiler bir yizey yamasidar.
Ispat: o siirekli ve ® fonksiyonu C?9 sinafinan elemans oldugundan, ¢ fonksiyonu
da C25 swnafiman elemanidor.
(t,s) € U ve (,5) € U olmak tizere; ® fonksiyonu i¢in ®(f,3) = (t,s) olsun.
Simdi ¢ fonksiyonunu oi-tamamen A-diferansiyellenebilir ve oy-tamamen A-
diferansiyellenebilir olma durumlarina gore incelemeliyiz.
[l olarak @ fonksiyonunun oy -tamamen A-diferansiyellenebilir olma durumunu
ele alalvm; o halde zincir kuralindan

dp Ot 0Oy n ds 0
A(l)f A(l)fAlt A(l)f Ags

ve
dp Ot Oy n 0s 07t
A(g)g A(g)g At A(g)g Ays

elde ederiz. O halde;

(12)

0P 0P < ot Os ot Os ) Do D
A(l)t A(g)g A(g)g A(l)g

= X = X
A(l)t A(2)§ Aqt JADY



36

bulunabilir. (12) denkleminin sag tarafindaki sabit deger ise

ot Js
Ayt Ayt
— (1) (1)
J((I)) N ot Os

jakobiyen matrisinin determinantina esittir.
Benzer sekilde; ¢ fonksiyonu oo-tamamen A-diferansiyellenebilir ise

0P y 0P ( ot 9s Ot 85)(‘990"2X8g0
A(l)f A(Q)g A(l)EA(Q)g A(2)§ A(l)f Aqt JADY

(13)

bulunabilir. (13) denkleminin sag tarafindaki sabit deger ise

ot _9s
J(®) = ot s
A@F  Bwps

jakobiyen matrisinin determinantina esittir.

J(U o W) = J(0)J(V) esitliginin sirekli fonksiyonlar i¢in saglanduge bilinmek-
tedir. Bu esitlikte U = ® ve W = &1 alirsak, J(®~1) = J(®)~" oldugu gorilebilir.
Buradan J(®) nin tersi vardur diyebiliriz. O halde J(®) matrisinin determinants
hi¢bir noktada sifur olmaz. Sonug olarak; (12) ve (13) denklemleri igin, ¢ fonksi-

yonu requlerdir diyebiliriz. [

4.1.1. Diizgiin doniisiimler

S1 ve 8 ler diizglin yiizeyler olmak tizere f : §§ — Sy dontigiimiinii ele alalim.
S, ve S, yiizeylerinin sirasiyla parametreden bagimsiz olarak ¢, : U — A® ve
0y : Uy — A? yamalariyla ortiilebilecegini bir onceki boliimde gordiik. o, ve o

dontigiimleri bijektif oldugundan, herhangi bir f : §; — S; dontisiimii
py o fopr:Ur— Uy

dontigiimiinii dogurur.

Tanim 4.5 Yukarida verilen ozelliklerdeki dontusumler i¢in,
pylofopr U — U

dontsimu C5 simafinen bir elemana ise f: Uy — Uy dontsimine de C7 sinifinan

bir elemant yani dizgun donisium denir.
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Onerme 4.6 f 8 — S bir diffeomorfizma olsun. @1 dontisumi bir yizey ya-
mast i1se f oy dontsumi de Sy i¢in bir yuzey yamasidor.

Ispat: S, ve S, yiizeyleri surasi ile 1 : Uy — A3 ve o : Uy — A3 yiizey yamalar
ile ortuliyor olsun.

f diffeomorfizm oldugundan; F' : Uy — Us birebir, orten, Coy sinifinin elemant ve

F~1 € C% olmak iizere;

flr(u,v)) = @a(F(u,v))

olur. Teorem (4.4)’den ispat sonlanar. O]

4.1.2. Tanjantlar ve A-tiirevler

Bir S yiizeyini incelemek i¢in o yiizey iizerinde bulunan I' egrileri kullanilir.

Tanim 4.7 Bir S yizeyinin P noktasindaki tanjant vektori, yizeyin P nok-
tasindan gecen egrisinin o noktadaki tanjant vektorudiur. S yuzeyinin tanjant
uzayr, yizeyin P noktasindaki biitin tanjant vektéorlerinin kimesidir ve Tp(S) ile

gosterilir.

Onerme 4.8 o : U — A dondisiimii S yiizeyinin P noktasin iceren bir yamas,
(u,v) ikilisi U kompakt kiimesinin koordinatlar: ve T egrisi S yiizeyinde P nok-

tasindan gegen bir dizgiin egri olsun. @(ug,vg) = P olmak tzere;

i. I' egrisi oq-tamamen A-diferansiyellenebilir ise P noktasindaki tanjant uzay
Op(ug, vo)  Ip(01(uo), vo)
Alu AQ’U

vektorleri tarafindan gerilen uzaydar.

ii. I' egrisi oo-tamamen A-diferansiyellenebilir ise P noktasindaki tanjant uzay
Op(ug, 02(v0)) Op(uo, o)
Alu AQU

vektorleri tarafindan gerilen uzaydar.

Ispat: T diizgiin ejrisi S yizeyinde ve

olsun.
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i. T egrisi o1-tamamen A-diferansiyellenebilir olsun. O halde;

Oy Ot
FA _ A
Alu ur AQU v

o1

0
olur. O halde T'® vektérii A—SD ile vektorlerinin lineer kombinasyonu-

1U 2U
dur.

Tersi olarak, N> uzaywmn bir alt vektor uzaynda alacagumiz her vektor, oyle
dp N 0pt .
Alu H AQU g

A ve p sabitleri igin A klinde yazilabilir.
D(t) = (g + A, v + pt)

tanimlayalim. t = 0 noktasinda , yani P € S noktasinda, I' egrisi dizgiun bir

egridir. Buradan;

o1
olur. Bu da gostermektedir ki T le 00
Alu AQ’U

S yuzeyindeki bir I' egrisinin P noktasindak: tanjant vektorudir.

vektorlerinin gerdigi her vektor

I egrisi oy-tamamen A-diferansiyellenebilir olsun. O halde;

Dp™? i
ra — A A
Alu ur AQU v

02

ile —— wvektorlerinin lineer kombinasyonu-
1u 2V

olur. O halde T2 wvektori 0

dur.

Tersi olarak, N> uzaywmn bir alt vektor uzaynda alacagumiz her vektor, oyle

aAgplu + Aa—:; seklinde yazilabilir.

N we u sabitleri igin N
['(t) = o(ug + N't,v0 + 1't)

tanimlayalim. t = 0 noktasinda , yani P € S noktasinda, I' egrisi dizgiun bir

egridir. Buradan;

0p7? 0
¥ 4l ¥
Alu AQU

rs =

02

0
ile ¥ pektorlerinin gerdigi her vektor

¥
Alu AQU

S yuzeyindeki bir I' egrisinin P noktasindaki tanjant vektorudir.

olur. Bu da gostermektedir ki
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4.1.3. Tanjant diizlemleri

(1%, s%) € T5 x T% sabit bir nokta olsun.

Tanim 4.9 Qy; S yiizeyi tizerindeki sabit bir Py = (1°,°, f(t°, s%)) noktasindan
gecen dizlem, P; S yiizeyi lizerinde hareket eden bir nokta, d(P,); P noktasinin
Qo dizlemine uzakligr, d(FPy, FJ); Py ve P§ noktalart arasindaki uzaklik olmak

uzere;

i. Qo dizlemi ayne zamanda Pyt = (o1(tY), s°, f(01(t°), s°)) ve

P = (19, 09(s%), f(t°, 02(s")) noktalarindan geger;

it. Py noktast S yiizeyinin izole bir noktasi degil ise

. d(P, )
1 —— = 14
ron d(Po, ES) (14
P £ Py

sartlary saglanmyor ise, Qg dizlemine S yizeyinin Py noktasindaki A-tanjant

diuzlemsi denir.

Teorem 4.10 f fonksiyonu (t°,s°) noktasinda tamamen A-diferansiyellenebilir
ise, bu fonksiyon ile ifade edilen yiizeyin Py = ((t°, s°), f(1°, s°)) noktasinda bir tek
A-tanjant dizlemi vardir ve denklemi; (x,y,z) € S olmak iizere

GRS F (1, 5°)

2= fE0st) = S - ) Sy - ) (15)

seklindedir.
Ispat: f, (t° %) € T% x T4 noktasinda tamamen A-diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, S bu fonksiyon tarafindan belirlenen yiizey, ve Qo da (15) denklemi ile
verilen dizlem olsun. Simdi, Q dizleminin PJ' noktasindan da gegtigini gostere-
lim.

Gergekten de, o1(t°) = t° ise Py* = Py olur ve énermemiz dogrudur.

Simdi o1(t°) > t° olma durumunu ele alalbim. PJ* noktasimn koordinatlarin
(15) denkleminde yerine yazarsak;

Floa(®),90) - 1(6°,50) = 2LE o) 0

elde ederiz ve bu ifade f fonksiyonu (t°, s°) noktasinda siirekli oldugu i¢in dogrudur.

Benzer sekilde, Q) dizleminin PJ? noktasindan da gegtigi gosterilebilir.
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Simdi (14) ozelliginin saglandiginy kontrol edelim. Py noktasinin S yiizeyinde
bir izole nokta olmadigini kabul edelim. P € S degisken noktasinin koordinatlar:
(t,s, f(t,s)) dir. Analitik geometriden bilindigi gibi;

¥ 1 2D I,

olmak tzere, P noktasi ile Qg diizlemi arasindaki uzaklik

0P 0) = ¢ [.9) = 2050 = LSy - P

formuli ile ifade edilir.

Diferansiyellenebilirlik kosulundan; Ay = of (At?’tso) ve Ay = %Zfo) dir. Buradan

d(P,Q) = % ‘al(t —t9) + an(s — 30)}

1
Vet FadV(t =102+ (s — 50

IN

olur. Daha sonra,

d(P.Py) = /(t =10+ (s — sO)2 + [f(t,5) — J (10, 5°)]2
> \/(t—10)2+ (s — s0)2

olur. O halde
d(P, ) 1

—y/ a2 4+ai—0 .

PP ik
T PR SN

S yilizeyinin Py noktasindaki tanjant denkleminin (15) oldugunu gdstermis
olduk. Simdi, bu denklemin tek oldugunu gosterelim.

o1(t%) > 1% ve 09(s%) > s durumu aymi anda saglanwyor ise, Py # PJ* # By*
olur. Bu durumda Qo A-tanjant duzlemi tektir ve bu ayrik ¢ noktadan gecer.
Kalan olasy durumlar, da incelememiz gerekmektedir.

Kabul edelim ki, S ylizeyinin Py noktasindaki tanjant dizlemi ) var ve denklemi

a® + b* + ¢ =1 olacak sekilde
a(z —1%) =bly — ) —c[z = f(t°,s")] = 0 (16)

ifade edilsin. P € S degisken noktasimn koordinatlar (t,s, f(t,s)) olsun. (16)

denklemini kullanarak;

d(P,Q) = {a(t — 1) 4 b(s — %) + c[f(t,s) — f(1°, SO)H
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— af(tovso) (tovso) )

A—QS °cn

At

d(P,Q) = Ha — (A +a)](t — ")+ [b— c(Ag + ar)](s — 30)|

dir. Daha sonra, ayni diferansiyellenebilirlik kosulundan;

d(P.Po) = V(t =107+ (s — s)2 +[f(t,5) — f(1°, s°)]2

= V(=102 + (s = 592 + [(A1 + a1)(t = 10) + (A2 + an) (s — )2 .

O halde;

d(P,) [[a — c(Ay + ar)(t — 1)) + [b — (A + ag) (s — %)]|

d(P,Py)  \/(t =192+ (s — 92 + [(Ay + an)(t — 19) + (A3 + az)(s — s°)]2

(17)

elde ederiz.

Simdi kalan olasy durumlar: ele alalim.

(a)

(b)

o1(t%) = 1° ve 09(s°) = s¥ olsun. Kabuliimiizden, P — Py iken (17) denk-
leminin sol tarafy 0’a gider. (17) denkleminde s = s° alp, denklemin sag
tarafindaki ifadenin payinae ve paydasina |t — 9| ile bolip, her iki tarafinda

t — t iken limit durumuna gecersek

O tO 0
a—cA =0 yani a—cM:() (18)
Aqt

elde ederiz. Benzer sekilde; (17) denkleminde t = t° alip, denklemin sag
tarafindaki ifadenin payini ve paydasim |s — s°| ile bolip, her iki tarafinda
s — s¥ iken limit durumuna gegersek

- C@f(to, sY)

b—cAy =0 '
cAs yani Ays

—0 (19)

elde ederiz.

¢ # 0 oldugu gorilebilir. Cunki, aksi halde a = b = ¢ = 0 olurdu. O halde 2,

(15) denklemi ile verilen dizlemdir.

o1 (1% = 1% ve 03(s®) > s olsun.Bu durumda, (18) denklemini (a)
sikkindakine benzer sekilde (17) denkleminden elde edebiliriz. Fakat, s° lar
dan bazilary izole nokta olabileceginden (19) denklemini (a) sikkindakine ben-

zer sekilde (17) denkleminden elde edemeyebiliriz. O halde, (t°, s°) noktasinin
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yeteri kadar kigik komsulugundaki her (t,s) noktasi i¢in s = s° elde edebi-
liriz, ve bu yizden de s — so limit durumuna geg¢is i¢in |s — so| bolmesini
yapamayiz.

A-tanjant dizlemin tanima geregince, ) dizleminin P%* noktasindan da

gecmesi gerekmektedir, ve bu € dizlemu i¢in
a(z —1") + bly — o (s2)] — c[z = f(t°, 02(s"))] = 0
denklemini elde ederiz. Bu denklemu kullanarak;
d(P, Q) = |a(t — t°) + bls — 02(s")] + c[f(t,5) — F(t°, 02(5"))]|
elde ederiz. Buradan, diferansiyellenebilirlik kosulu ile
A(P.0) = [fa — e(Ar + fa)](t 1)+ b~ e(dg + B)](02(°) — )

elde ederiz. O halde;
d(P,Q) _ la— (A + Bar)](t — t°) + [b— c(Az + Ba2)](02(s°) — 5
d(P,Fo)  \/(t = 1°)2 + (5 — s9)2 + [(A1 + an)(t = 1°) + (A2 + ag)(s — sO)?

olur. Burada s = s° alp (18) durumunu géz oniinde bulundurursak;

d(P, ) _ =Bt — %) + [b— (A2 + B2)](02(5°) — 5)|
d(PaPO) s=50 |t—t0|\/1 A1+011 )
elde ederiz. t — t9 iken limit durumuna gecersek;
0 (0
b—cAy=0 yani b—cM:0
AQS

oldugu gorilir. Bu esitlik vardwr, cunki, aksit halinde sag-taraf limit duru-

munda sonsuza gider. Ispatin kalan kisma (a) sikkina benzer sekilde bitirile-

bilir.

Son olarak, kabul edelim ki o1(t%) > t° ve 09(s°) = s° olsun. Bu durumda,
alr — o1(t°)] + by — 5°) — ez — f(o1(t"),s°)] = 0

denklemi ve diferansiyellenebilirlik kosullary gozonine alinarak (b) sikkina

benzer sekilde ispatlanabilir.

Uyar1 4.11 F, # FJ' # F5? oluyor ve S yuzeyinin Py noktasinda bir A-tanjant

diizlemi var ise, bu dizlem Py, FJ' ve Py? noktalarindan gegen tek dizlem ile

cakisr.
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4.2. Vektor Alanlar1 ve Kovaryant A-Tiirev

A" =Ty xTyx..xT,vei=1,..,nicin her bir T; zaman skalasinda taniml

ileri sicrama ve delta diferansiyel operatorleri sirasiyla o; ve A; olsun.

Tanim 4.12 U, A" uzayimn kapaly bir alt kimesi olsun. U nun her bir p nok-
tasina, p noktasinda bir tanjant uzay karsihk getiren fonksiyona U dizerinde bir
vektor alani denir. X, U uzerinde bir vektor alani ise, her p € U i¢cin

X:U— [ JTAm

peU

dir.

Ornek 4.13 ——, A" dzerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alani, A" uzayimin
i

her bir p noktasina, d,; Kronecker Deltasy olmak tizere, bu noktada
3ij(p) = (0i1,0i2, ..., 0in)p tanjant wvektorini karsilik getiren fonksiyondur. A™

uzayrman her bir p noktasindaki vektor alanlarinin kiimesi x(A™) ile gésterilir.

R
ANE A P ADY 2 broe Ay,

p noktasinda n tane tanjant vektor secelim. Bunlarin A" deki dagilima ile n tane

0 0
vektor alany elde edilir. {Alxl,..., Az

dogal baz vektor alanlary sistemi veya kisaca dogal baz alan sistemi denir.

Tanim 4.14 |, olacak sekilde, A" dzerindeki her bir

} vektor alany n-lisine A™ dzerindeki

Demek oluyor ki , 1 <1 < nvektor alani, T; ye karsilik gelen pozitif Oz;

ig
ekseni dogrultu ve yoniindeki birim vektor alanmidir.

X € x(A™) i¢in vektor uzaylarinda baz tanimindan

= 0

ifadesi tek tiirliidiir. Burada gecen
a; : A" — R

koordinat fonksiyonlarina X vektor alaninin Euclid koordinat fonksiyonlar: denir.
«; fonksiyonlarinin sagladigi diferansiyellenebilirlik sartlari, koordinat fonksi-

yonu oldugu vektor alanmmin da diferansiyellenebilirlik sartin1 da belirler. Yani,
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«; ler o;-tamamen A-tirevlenebilir ise X vektor alam icin de o;-tamamen A-
diferansiyellenebilirdir denir.

X, A™ uzaynda bir vektor alani ve v, € T,(A™) olsun.

g:T—A" pt)y=p+tv

olmak iizere, X vektor alaninin J egrisi iistiine kisitlanigi adini verdigimiz X o (3
vektor alanim ele alalm. X o 3, 3 egrisi iistiinde bir vektor alamidir. G(T) kiimesi,
p noktasindan gegen ve v vektdriine paralel kapali dogrudur. (X o 3)2 vektérii, p

noktasinda, 7),(A™) uzaymin bir elemamdir.

Tanim 4.15 (X o 3)2(0) vektoriine, X vektor alaninan v, vektori yonindeki ko-
varyant A tirevi denir ve DUAP X seklinde gosterilir.

e

Teorem 4.16 v, € T,(A") ve X = ZaiA— is
iLi
i=1

- 0
Ay }:
Dy, X = — Up[@i]m

)

dir.

. = 0

Ispat: t € T i¢in B(t) = p + tv olmak tzere, X o f = E (o ﬁ)(A o B)
i=1 e

oldugundan,

DX = (X 0 B(0) = 3 (0s0 5)0) 5 =(0) = (a0 A0 5 (0

i=1 =1

olur. (a; o 3)2(0) sayrsi, oy fonksiyonunun v, yonindeki A-tirevi oldugundan;

- 0
Ay }:
Dy, X = — Up[@i]m

dir. O

Teorem 4.17 Asagidaki onermeler dogrudur.
i. Hera,be R, vy, w, € TpA(A”), X € x(A™) igin,

DA

avp+bwyp

X =aDy X +bDjy X

dur.



45

ii. Her a,be R, v, € TPA(A"), X, Y € x(A") i¢in,
Dy (aX +bY) = aDy X +bD,Y
dir.
fspat:
. H beR TAA”X—n 0 A") ici
i. Hera,b € R, v,,w, € T2(A"), _ZI:%REX( ) i¢in,

n

0
Dﬁ;ﬁbpr = Z(avp+bwp)[ai]T

i=1 iLi
n

= ) (avy[o] + bwp[ai])&

=1

= avaaz +bzwp042

= anp X + ngpX

Z

it. Hera,be R, v, € TA A", Zaz g Z% (A™) igin,

Dy (aX +bY) = Z vplacy + i

JANY
=1
" 0
= Z(avp[ai] +b7fp[%‘])r
i1 g
= avaozz —i—vap%
i=1

= aDp X + bDUAp

Teorem 4.18 T ve T(1) kiimeleri zaman skalalary olmak tzere v, € T (A™) ve
[ A* — T1) fonksiyonu A-diferansiyellenebilir olsun. T' : T — A® egrisi ve sabit

bir to € T noktasu igin, T'(ty) = p ve T2(ty) = v, ise, bu durumda
(f o T)(to) = v, [f]

dur.
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fspat: . T — Tl X Tg X Tg ve Fl(T) = T17F2(T) = TQ,Fg(T) = Tg olsun.
Ty, Ty ve T3 zaman skalalarinin ileri sicarama ve delta diferansiyel operatorlerini

siraswyla o1, Aq, 0o, Ag, 03, As olarak kabul edelim.

i. f fonksiyonu oq-tamamen A-diferansiyellenebilir ise

A: af FA+ 8f0’1 afo’l
Az N Aoy Asxs

olur. v, = I'2(t%) = {TP(%),T2(t9), T (%)} vektori igin, (20) denklemi-

(fol) Iy + rs (20)

nin sag tarafi oi-tamamen A-diferansiyellenebilir f fonksiyonunun A-tirev

vektori ile v, vektoriunin i¢ carpimina esittir. O halde;

(f o 1) (to) = v5'[f]
dar.

ii. f fonksiyonu oo-tamamen A-diferansiyellenebilir ise

O e, OF A O

ANEA] ADY 2 ARY 2 s

olur. v, = T2(t%) = {TP(°),T2(t9), T8 (t%)} vektori igin, (21) denklemi-

(foD)2 I+ Iy + (21)

nin sag tarafi oo-tamamen A-diferansiyellenebilir f fonksiyonunun A-tirev

vektori ile v, vektoriunin i¢ carpimina esittir. O halde;

(f o 1) (to) = v5'[f]
dar.

1i. f fonksiyonu oz-tamamen A-diferansiyellenebilir ise

O OF L Of s
All’l AQIQ A3'753 ’

olur. v, = T2(1%) = {T£(t°),T2(t°),T5(t%)} vektori igin, (22) denklemi-

(foI)? I+ s+

(22)

nin sag tarafi oz-tamamen A-diferansiyellenebilir f fonksiyonunun A-tirev

vektori ile v, vektoriunin i¢ carpimina esittir. O halde;

(f o) (to) = v,'[f]

dar.
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4.3. Zaman Skalalarinda Yiizeylerin Sekil Operatorleri

Bu boliimde, 8 C A? yiizeyinin her bir P noktasma, T,(S) uzayndan, yine
T,(S) uzayma giden lineer bir Sp dontigiimii karsilik getiren bir S déniigtimiini ta-
nimlayacagiz. Yizeyin bir P noktasi komgulugundaki bi¢imi, Sp doniigimi ile
yakindan ilgili oldugundan, S doniisiimiine yiizeyin sekil operatorii denir. Daha

formal bir tanim asagida verilmigtir.

Tanim 4.19 P; S yuzeyinin herhangi bir noktasi ve U; P nin S yiizeyi tizerinde
bir komsulugundaki dik vektor alany olmak tzere; P noktasindaki herbir tanjant

vektor v, ise

SP(U) = —DUApU .

Sp ye S ylzeyinin P noktasinda U vektorinden elde edilen sekil operatori denir.

Lemma 4.20 S C A? yiizeyinin her P noktasy i¢in, sekil operatorii
Sp . TP(S) — TP(S)

lineer bir operatordiir.

Ispat: Yo, w, € Tp(S) ve Va,b € R igin;

Splav 4+ bw) = —DaAUerw(U)
= —aD5(U) — bD2(U)
= GSP(U) + bSP(U))

Teorem 4.21 VP € S i¢in Sp = 0 ise S yiizeyi dizlemseldir.
Ispat: Sp =0 ise, sekil operatorinin tanimindan DvAp(U) = 0 diyebiliriz.
Bu durumda; her v, wvektori icin ytuzeyin normal vektori U; v, tanjant

vektorine diktir. O halde yuzey bir dizlem tzerindedir. [
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Teorem 4.22 T', S C A3 yiizeyinde bir egri ise
2. U = S(I2) - (1)

dar.
fspat: I' egrisi S yiizeyinde oldugundan, T' nin birinci mertebeden A tirev

vektorleri I'2 lar S yiizeyine her zaman tegettir. O halde;
*.U=0
olur. Bu ifadenin A-tiirevi;
4. U+ (027 U° =0
dir. S(T®) = —DAA(U) oldugunu biliyoruz. O halde;
2. U = S(I2) - (12

dur. O
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5. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu calismada hem ayrik hem stirekli yapida olan geometrik sekillerin yiizey
tanimlar1 ve bazi ozellikleri verilmistir. Sonug olarak, bu tip yapidaki yiizeylerin
analizlerinin yapilabilmesi i¢in gerekli teoremler, zaman skalasi teorisi yardimi ile
olugturulmustur. Daha ¢ok dinamik denklemler tizerine yogunlagan zaman skalasi
analizi caligmalarinin, geometrik anlamlara da sahip oldugu, siirekli ve diskret
yapiya sahip ylizeylerin analizi i¢in de oldukga kullanigh oldugu gosterilmistir.

Diferansiyel geometri, geometrik problemler itizerinde diferansiyel metodlar
ve integral hesaplamalariyla calisan matematiksel bir disiplindir. Bu disiplin
igerisinde, ylizey yapilari diferansiyel operatorlerle incelenmektedirler. Paramet-
reye bagimli olarak tanimlanan yiizeyler, parametrenin siirekli oldugu durumlarda
tiirev operatorleri, parametrenin diskret oldugu durumlarda ise fark operatorleri
ile incelenmektedir.

Zaman skalasinda tamimlanan A-tiirev operatori ile birlikte, parametrenin
siirekli veya diskret olma durumlar: i¢in birlestirilmig bir teori ortaya atmak
miimkiin olmustur.

Diferansiyel geometriden bildigimiz tizere, egrilerin hiz vektorleri, egrinin
siirekli oldugu noktalardaki birinci tiirevi ile elde edilir. Egrinin siireksiz oldugu
noktalarda hiz vektorlerinden bahsetmek miimkiin degildir. Bohner ve Guseinov'un
(2004) sunmus oldugu ¢aligmada, zaman skalarinda parametrelenmis egrilerin sag
yayilmig noktalarindaki hiz vektorlerinin, egrinin o noktasidaki birinci A-tiirevleri
ile elde edilebilecegi gortilmektedir. Ayni caligmada, iki zaman skalasi ile paramet-
relendirilmis ylizeylerin sag sicramaya sahip noktalarindaki tanjant diizlemleri de,
yuzeylerin o noktalarindaki birinci mertebeden kismi A-tiirevlerine bagh olarak
elde edilebilecegi goriilmektedir.

Vektor degerli fonksiyonlar diferansiyel geometri konularinin analizinde onemli
rol oynamaktadir. Zaman skalalarinda taniml vektor degerli fonksiyonlar igin de
genellestirilmig bir teori bu ¢calisgmamizda ele alimmistir. Bu fonksiyonlarin A-tiirev-
lerinin tanim ve teoremleri elde edilmistir. Buna baglh olarak, zaman skalalarinda
taniml vektor degerli fonksiyonlarin Taylor agilimlar: ele alinmigtir. Bu tanim ile

birlikte, zaman skalalarinda tanimli egri ve yiizeylerin kuadratik incelemelerinin
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yapilabilmesi miimkiindiir. Ayrica, i¢ boyutlu zaman skalas1 uzayimimn R*’iin bir alt
uzay1 oldugunu goz oniine alarak, R? vektor uzayinin elemanlarinin, zaman skalasi
uzayinda yapacagimiz vektorel analiz i¢in de kullanilabilecegi goriilmektedir.

Zaman skalalarinda taniml yiizeyler ilk olarak Bohner ve Guseinov’un (2004)
calismasinda tammmlanmigtir. Bu calisgmada, zaman skalalarinda yiizeyler icin
elde edilen tanim ve teoremler, ylizeyin parametre araligindan goriintii uzayina
tanimlanan regiiler dontigimlere bagimh olarak verilmistir. Bu tanim ile birlikte,
zaman skalalarinda yiizeylerin, reel parametrelendirilmis yiizeylere benzer olarak,
parametreden bagimsiz olduklar1 yani aym yiizeyin bir ¢ok farkl sekilde parame-
trelenecegi de gosterilmistir. Ayni1 zamanda, diffeomorf olan iki ylizeyin parametre
kiimeleri arasindaki iligki incelenmis ve zaman skalalarinda ytizeylerin tanjant-
larinin yiizeyler tizerinde bulunan egrilerin A-tiirevleri ile incelenebileccegi gos-
terilmigtir. Kismi A-tiirevler ile elde edilen vektorler kiimesinin, yiizeyin tanjant
diizlemi i¢in bir baz oldugu da ispatlanmistir. Yiizeyin, zaman skalas1 parametre-
sine bagh olarak sag yayilmig noktalarindaki baz kiimesi, ilgili zaman skalasinin
ileri atlama operatorii ile iligkili oldugu gosterilmistir. Bunun ile birlikte, Bohner ve
Guseinov’un (2004) vermig oldugu tanjant diizlem tanimina uygun olarak zaman
skalalarinda ytizeyler i¢in tanjant diizlemleri elde edilmistir.

Bir yiizeyin herbir noktasindaki tanjant vektorlerinin olugturdugu matematik-
sel yapiya vektor alani denilmektedir. Diferansiyel geometride yiizeylerin incelen-
mesinde biiyiik rol oynayan vektor alanlarinin ve buna baglh olarak tanimlanan
kovaryant tiirevlerin zaman skalasi karsiliklar: caligmamizda incelenmigtir. Kapal
bir parametre kiimesinden, yiizeyin kismi A-tiirevleri ile elde edilen tanjant uzayina
bir doniistim olarak tanimlanan vektor alanlarinin cebirsel ozellikleri gosterilmis ve
tanimi i¢in tekrardan kismi A-tiirev operatorlerinin olusturdugu baz kiimesi kul-
lanilmigtir. Ayrica yiizey tizerinden gecen herhangi bir 3 egrisi ele alinarak, yiizeyin
tanjant vektor alanina baglh olarak kovaryant A-tiirevin nasil tanimlanacagl gos-
terilmigtir.

Vektor alanlarinin ve kovaryant A-tlirevin tanmimlanmasi ile birlikte zaman
skalalarinda yiizeylerin sekil operatorlerinin incelenmesi miimkiin olmustur. Za-
man skalalarinda yiizeylerin herhangi bir noktasindaki tanjant diizleminden ayni

tanjant diizlemine bir dontigiim olarak tanimlanan sekil operatorii, ylizeyin o nok-
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tasindaki komsulugu ile yakindan ilgilidir. Lineer bir operator olan sekil operatorii-
niin, yiizeyin diizlemsel olma durumunda sifira esit oldugu da gosterilmistir. Bunun
ile birlikte, sekil operatoriiniin zaman skalalarinda yiizeyler tizerindeki egrilerin A-
turevleri ile olan iligkisi verilmistir.

Calismamiz boyunca, zaman skalalarinda tamimlanmig yiizeylerin analizi i¢in
ozellikle kismi A-tiirevlerin oldukga kullanigh oldugu gortilmiigtiir. Ayrica, diskret
ve/veya stirekli parametre ile olugturulan yiizeylerin regiilerlik ézelliklerinin, tan-
jant uzaylarimin, bu uzaylarimin bazlarimin ve yiizeyin seklinin incelenmesi icin
zaman skalasi teorisinden yararlanilabilecegi gortilmitstiir. Ayrica bu caligmamiz,
ileride yapilacak olan kuadratik yaklagimlar ve egrilikler ile ilgili olacak caligmalara

temel olusturacaktir.
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