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OZET
YUKSEK LiSANS
RASYONEL FARK SISTEMLERININ COZUMLERININ KARARLILIGI
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Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Necati TASKARA
2011, 61 Sayfa

Jiiri
Yrd. Do¢. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Doc¢. Dr. Coskun KUS

Bu ¢alisma alt1 béliimden olugmaktadir.

Birinci Boliimde, ¢aligma ile ilgili genel bilgi verildi.

Ikinci Béliimde, fark denklemleri ile ilgili yapilmis baz1 alismalar hakkinda bilgi verildi.

Uciincii Boliimde, galismamuz igin gerekli temel kavramlar hakkinda bilgi verildi.

Doérdiincii Boliimde, Nasri ve ark.(2005) de HIV viriisii ile ilgili olusturduklart fark denklem sistemi
iizerine yaptiklar ¢aligma incelenmistir.

Besinci Bolimde, x,,, = x,. e”7¥0)+¥n -y =y oTU¥tSEnpn = 0,1,2,... 1, 5 X, Ve Yo
negatif olmayan sayilar olmak iizere, fark denklem sisteminin denge noktalari bulunarak, lokal ve global

asimtotik kararliligr incelenmigstir. Ayrica, bu boliimdeki teoremler niimerik 6rneklerle somutlagtirilmstr.
Altinci Bélimde, x,., = yi, Vna1 = i, Zps1 = t;, tpe1 = In¥n-i = 0,1,2, .. rasyonel fark
n

Zn n—1 Xn—1

denklem sisteminin ¢odziimlerinin periyodikligi arastirildi. Daha sonra, x,., = ﬁ, Vna1 = ﬁ, Zps1 =
n-—. n—.

t;, bper = % n=20,1,2,.. genel rasyonel fark denklem sisteminin de ¢odziimlerinin periyodik

n—(k+1) n—1

oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Global Asimtotik Kararldik, Lokal Asimtotik Kararlilik, Periyodiklik, Rasyonel
Fark Denklem Sistemi.
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This study consists of six sections:
In the first section, we have given general information about study.
In the second section, we have given some information about some difference equations studied before.
In the third section, we have given information about necessary concepts for our study.
In the fourth section,we have investigated a system of difference equation of Nasri and his friends
a(2005) study about HIV infection,
In the fifth section, we have investigated the global behaviour of the difference equation,
Xpoq = X" A7*Vn gy =y er(-yn)tsin n = 0,1,2, ...
The parameters r and s and the initial conditions x,, , ¥, are positive . The numerical examples for this difference

equation were given.

In the sixth section, we have investigated the periodical solutions of a system of difference equation,

1 1 1 X - . . . .
Xne1 == Vst = 0 Zner = T tper =221 5 =0,1,2,.. Than we have investigated the periodical

Xn—1

solutions of a system of general rational difference equation,
Xpor = ——) Yna1 = ——) Zppy = ————, bpyq = 22228 =012
n+1 Vn—k r Jn+1 Zn_k » 4n+l tn—(k+1) » n+l Xp_1 [ e L

Keywords: Global Asymptotic Stability, Local Asymptotic Stability, Periodicity, System Of The
Rational Difference Equation
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

Z : Tam sayilar

Z* ; Pozitif tam sayilar

Z- ; Negatif tam sayilar

N : Dogal sayilar

R ; Reel sayilar Kiimesi

R? ; Iki boyutlu reel sayilar kiimesi
R3 ; Ug boyutlu reel sayilar kiimesi
v ; Her

= : Vardir (En az bir)

) ; Oyle ki

< : Kiguk

> : Buyuk

< Kiguk esit

= Buyuk esit

* : Esit degil

€ : Elemandir

= ; Gerek sart

<= : Yeter sart

=4 ; Gerek ve yeter sart
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1. GIRIS

Bu tezde;

— r(1—xp)+s
xn+1 — xn.e ( n) J/n

Yn+1 = Yn- er(l—yn)+sxn

tipindeki biyolojik fark denklem sisteminin negatif olmayan  ve s parametreleri reel
say1 ve baglangi¢ kosullart x,, y, pozitif sayilar olmak tlizere; ¢oziimlerinin davraniglart,
denge noktalarinin lokal kararliligi ve global asimtotik kararligi incelendi. Burada
gengler x, ve yetiskinler y, secilmek tizere, bu iki popiilasyon arasindaki etkilesim
modeli Simth (2002) tarafindan yukaridaki denklem sistemi olarak belirlenmisti. Burada
gengler ve yetigkinler arasinda baglt yogunluk olasiligindan bahsedilmistir. Buna gore
yetigkinler bu bagli yogunluk oraninda geng¢ ¢ocuklarini 6zgiir birakmaktadirlar. Bu fark
denklemine ait teoremlerin ispati ile ilgili nimerik 6rnekler verilmistir.

Daha sonra ise,

_ _ _ 1 Xn Yn—1
Xn+1 = ’ Yn+1 = Zn+1 = ’ lny1 = ’
Z tn-1 Xn-1
1 Xn Yn—2
X = — = Z = t =
n+1 Vi ’ Vn+1 Z _1: n+1 tn—2, n+1 Xn—1

Fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin periyodikligi arastinlmigtir. Bu ¢oziimlerin,

genellestirmesi olan,

1 1 1 Xn Yn—(k+1)
Xn+1 = ’ Ynr1=7—", Inv1 =7 tn+1 ==
Vn-k Zn-k z*Ln—(k+1) Xn-1

genel rasyonel fark denklem sisteminin de ¢oziimlerinin periyodik oldugu gosterilmistir.
Bu genellemelere varilirken bugiine kadar g¢alisilmig olan fark denklemleri ve fark

denklem sistemleri incelenmisgtir.



1.1. Tezin Yapisi

Bu tez; 1. Bolum Girig, 2. Bolum Kaynak Aragtirmasi, 3. Bolim Fark Denklemleri ile
Ilgili Temel Tamm ve Teoremler, 4. Boliim Lineer Olmayan Fark Denklem Sisteminin
Coziimii ve Global Asimtotik Kararliligi, 5. Bolim x,,4; = x,,. ™1™ ¥0)*¥ny, . =

Y. e"17Yn)+%n Denklem Sistemi, 6. Bolim

1 1 1 Xn Yn—(k+1)
Xp41 =——, Vn41 = —, Zp41 = ——, tp41 = —= Rasyonel Fark
Yn—k Zn—k tn—(k+1) Xn—1

Denklem Sistemlerinin Pozitif Coztimleri, 7. Boliim Sonuglar ve Oneriler olmak tizere

toplam yedi bolimden olugmaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Fark denklemlerinin yeni ¢alisma alanlarindan olan global asimptotik kararlilik
ile ilgili literatirde son yillarda yapilmis oldukga fazla sayida ¢alisma vardir. Bunlar

ayr ayri bagliklar altinda ve tarih sirasi ile 6zetleyelim:

Xn+1

Schinas (1997) Bu c¢alismada x,,{ = Lyness fark denkleminin ¢oziimlerinin

Xn—1

periyodikliginden ve denklem sabitinden hareketle,

ay, + A bx, + A
xn+1 = ;—J yn+1 = ;— y n= 0, 1, 2, e
n-1 n—1
nyn + A bpx, + A
Xn+1 = "3:"—1 Vnt+1 = ”y"—l , n=012..
n- n—
_ max{any,, A} _ max{byx,, A}
Xn+1 = x—1; VYn+1 = T ,n=0,12,..
n- n—

denklem sistemleri ve rasyonel formdaki benzer bazi fark denklemlerinin, fark denklem
sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem sistemlerinin denklem sabitlerini ve
coziimlerinin  periyodikligi  incelenmigtir.  Caligma  sonucunda; ¢esitli  fark
denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin denge noktalari, denklemlerin
katsayilarinin sabit olmasi veya periyodik birer dizi olmast gibi durumlarda katsayilara
ve denklemin genel terimlere bagli oldugu elde edilmistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998) Bu calismada p ve ¢ pozitif tamsayilan igin

. 1. . A+ A+x
lineer olmayan iki fark denkleminden olusan, x, ., = x—y”, Vn41 = —2
n-p n—q

fark denklem

sisteminin ¢oziimlerinin salinimli davranigt ve sinirliligr incelenmistir. Ayrica bu fark
denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararlilig ¢aligilmigtir.
Fark denklem sisteminin denge noktasinin (¢, ¢) = (1+4, 1+4) oldugunu elde edilmis ve
sisteminin ¢oziimlerinin A € (0, %) i¢in bu noktada salinimli oldugunu gorilmistir.
Ayni sartlarda sistemin ¢oziimlerinin alt ve st sinirlan elde edilmistir. A > 1 i¢in de
pozitif denge noktasinin global asimptotik kararlt oldugu gorilmistiir.

Amleh ve ark. (1999) Bu ¢alismada asagidaki ¢ fark denklemi incelenmistir:

Xn + Xp-1Xn—2 Xp—1 + XpnXp—2 Xn + Xp—1Xn-2

Xpt1 = 1y Xn+1 = 1 Xp+1 =
xnxn—lﬁ'xn—z xnxn—lﬁ'xn—z xnxn—zﬁ'xn—l




bu denklemlerin pozitif baglangi¢ sartlari altinda, pozitif denge noktalar1 olan x = 1°de
global asimptotik kararli olduklarn gosterilmigtir. Ayrica denklemlerin sira degisikligi
olmak tzere, pozitif yart donmelerinin bir veya iki terimli, negatif yar1 donmelerinin ise

bir veya Ug¢ terimli oldugunu gostermisglerdir.

Grove ve ark. (2001) Bu calismada x,,.q = xi + yi » Yne1 = xi + yi rasyonel

sisteminin ¢oziimlerinin varligl ve davranigt tizerinde durulmustur.

Grove ve ark. (2001) Caligmalarinda a, b, ¢ ve d reel sayilar ve baslangi¢ sartlart x, ve
L
Yn

d

Vo keyfi reel sayilar olmak uzere, x,,,1 = =4+ —=, ntl = —+=.,n=12,.. fark
y Xn Y Xn

Yn

denklem sisteminin, her n > 0 igin iyi tammli oldugu (x,, yo) € R? degerlerinin

kiimesini ve ¢oziimlerinin davramiglarini aragtirmiglardir. Bu fark denklem sisteminde,

Zn = n donigimii yaparak Riccati Fark denklemine ulagsmigs ve bu denklemin
Yn

karakteristik denkleminin ¢oziimlerinden hareketle a, b, ¢ ve d reel sayilar i¢in gartlar
elde etmisler, yani denklemin good kiime ve forbidden kiimesine ulagmiglardir.
Denklemin ¢oziimleri hakkinda bazi sartlar altinda genellemeler verilmistir.

Clark ve Kulenovic (2002) Bu calismalarinda a, b, ¢ ve d keyfi pozitif sayilar ve x,

yobaslangi¢c sartlart negatif olmayan sayilar olmak tUzere, x,.q = ﬁ, Vel =
bi ’;x ,n=0,1,2, ... fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin global asimtotik kararliligini

ve asimtotik davranigini incelemislerdir.

Cmar (2004) Bu calismada xp.q = —2—+—n=0,1,2,.. fark denkleminin

—1+xXnXn_1
cozimlerini, bu ¢oziimlerin baglangi¢ sartlarina gére durumlart ve bu ¢éztimlerin lokal
asimptotik kararliligini incelendi.

Li ve Zhu (2003) Yaptiklan iki ayr ¢aligmadan birincisinde a € [0, o0) ve baslangi¢

. XnpnXn—1t+a . . e . .
sartlant x_q,xo € (0, ) olmak tizere x,,41 = % fark denklem-inin ¢ozimlerinin
n n-—1

global asimptotik kararli oldugunu ve ikincisinde ise, a € [0,00) ve x_;,x_1,Xy €

(0, ) olmak tizere, asagidaki iki fark denklemini incelemislerdir.

X _ XnXp—1+Xp—2t+a ve x _ Xp—1t+ XpXp_+a
n+1 — n+1 —
Xp + Xp_1Xn—2 t+a XnXp—1+Xp—2t+a

bu rasyonel fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin X = 1 pozitif denge noktasinda global

asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir. Ancak, Yang (2005) yaptig1 ¢alismada; Li



ve Zhu’ nun ¢aligmasinda bulunan ve algilanmasi gli¢ olan bazi hatalar1 saptamis ve bu

hatalari  diizelterek x,,.q = % fark denkleminin global asimptotik
n n—-14+n-2

kararliligini tekrar incelemistir.
Kulenovic ve Nurkanovic (2003) Bu caligmalarinda 4 ve B katsayilar1 (0, o)

araliginda secilen reel sayilar ve xg, yo baslangi¢ sartlari negatif olmayan keyfi sayilar

olmak lizere, X,41 = Axn%, Yn+1 = B Vn 13 fark  denklem  sisteminin
¢coztimlerinin global kararliligint aragtirmiglardir.

2
Yang, Lai, Evans, Mebson (2004) Bu caligsmalarinda x,, = a Dnoat Oy ,n=1, 2,

d—xp_»
(a,b = 0; c,d > 0) fark denkleminin global asimptotik  kararliligini
incelemislerdir.

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004) Bu calismalarinda; pozitif baglangi¢ sartlar

altinda x4 =14+ —"— x4 =1+ fark denklem sisteminin pozitif

Yn-m Xn-m

¢cozimlerinin davraniglarini incelemisglerdir.

Cmar ve Yal¢inkaya (2004) Literatiirde ti¢ degiskenli fark denklem sistemleri tizerine

. ) 1 1 1
yapilan ilk ¢aligmalardan olan makalelerinde, X, 1 = —, Yp41 = ———, Zpy1 =
Zn Xn—-1¥Yn-1 Xn-1

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin periyodiklik 6zelligini incelemislerdir.
{x,} ve {z,,} ¢oziimlerinin tg periyotlu, {y,} ¢oziimlerinin ise on iki periyotlu oldugunu

ispat etmiglerdir.

1 Yn

Cmar (2004) Calismasinda x,,44 =S Yne1 = fark denklem sisteminin

Xn-1Yn-1
cozimlerinin dort periyotlu oldugunu incelemisgtir.
Kulenovic ve Nurkanovi¢ (2005) Bu calismalarinda a, b, ¢, d, e ve f keyfi degerleri

(0,00) araliginda segilen reel sayilar ve xg,Vo,Zo baslangi¢ sartlari negatif olmayan

. a+x c+ e+z
keyfi sayilar olmak izere, X,41 = —— VYn41 = sz/:ll’ Zpna1 = ﬁ

n=201,2,.. fark
b+yn

denklem sisteminin ¢éziimlerinin global asimtotik kararligini incelemislerdir.

Saleh, Aloqeili (2005) Bu calismalarinda,

Yn—-k
Vne1 = A+ nT,y_k, Y_k+1r - Yor A€(0,00); ke{2,3,4,..}

n

pozitif denge noktast ¥ = 1 + A 'nin global asimptotik kararliligint elde etmislerdir.



Sun ve Xi (2005) Yaptiklan ¢alismada x,,11 = f(Xp_s, Xn_t), N E Ngves <t, tEN
olmak tzere lineer olmayan fark denkleminin tim pozitif ¢oziimlerinin tek denge
noktasina yakinsamasi i¢in yeterli sartlari ortaya koymuslardir.

Ozban (2006) Calismasinda, tim baglangi¢ sartlart ve parametreler pozitif olmak tizere

Yn

Xpt1 =1+—— Yp1 =1+ fark denklem sistemini ¢éziimlerinin

Yn-k Xn-m Yn-m—k

periyodikligini arastirmig ve ispat etmistir.
A

+

n—k Xn-3k

Douraki ve ark. (2006) Bu caligmalarinda Xn+1 = 7 ;A,B € (0,00);

X_3k+1r X—3k42, ---» X € (0,00) ¢odziimlerinin & periyotlu oldugunu incelemislerdir.

Iricanin ve Stevic (2006) Asagidaki iki fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerini

caligmiglardir:
2 3 1
n+1 — (3) Il T @ el T (2)
n 1 n 1 n 1
x@ 4 (3) (3) x@® (1) @)
Lo 1% @ _ltx x5 o _Ttx +x., o
n+1 (4) rin+l (5) rerAngl T (3) :
n 2 n 2 n 2

Papaschinopoulos ve ark. (2007) Yaptiklan calismada a;, b;,i = 1,2, ...,k pozitif

sabitler, k > 3 tamsay1 ve biitiin baglangi¢ sartlar1 pozitif olmak tizere,

agxE(n) + by

xn+1)=———,
i ) Xp—1(n—1)
a;x,(n) + by .
+1))=——"-"— =3,4..,k
xy(n ) e —1) l
a;_1%xi_1(n) + b;_
xi(n_l_l)zllll() i—-1

xi—2(n—1) ’

denklem sistemini ¢oziimlerini incelemiglerdir.

tnZpn—1+ta Zptp—1t+a

Yal¢inkaya ve ark. (2008) Bu caligmalarinda, z,,q = P— , ther =
n—1

Zn+tn_1
n=0,1,2,.. fark denklem sisteminin global asimptotik kararlilig1 i¢in bir yeterli

kosulun oldugunu gostermiglerdir.



Simsek ve ark. (2009) Yaptiklan calismada, pozitif baglangi¢c degerleri i¢in x,.q =

A A X . .. A s
max {—,ﬁ}, Vn+1 = Max {—,—n} fark  denklem  sisteminin  ¢oziimlerini
Xn Xn Yn Vn
incelemislerdir.

Taskara N.,, Uslu K. and Tollu D.T. (2011) Bu c¢aligmalarinda,

Xp+Xp— . .
Pn®n™ G4 k€ N, X_g_1, X—jor - € R sartlart olmak tzere fark denkleminin

In+1 = IntXn—(k+1)
periyodikligi ve genellestirilmis ¢oziimu i¢in gerek ve yeter sartlart incelemiglerdir.

Ayrica, genel ¢oziimiin (k + 1) periyotlu oldugunu gostermislerdir.



3. FARK DENKLEMLERI ILE iLGILI GENEL TANIM VE TEOREMLER

Fark denklem; bir veya daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile
bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Diferansiyel denklemlere
benzerlik gosteren ve inceleme siireci yoninden daha yeni olan fark denklemlere
fonksiyonel denklemler de denir.

Diferansiyel denklemler, eski hipotezlere gore, fiziksel olaylarin matematiksel
modeli, siirekli degisim oranlan arasindaki denklemler olarak ifade ediliyordu. Fakat
20. yuzyilin baglarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide gortlen genetik olaylardaki
gelismeler, tim doga olaylarinin sureklilik terimleri ile ifade edilmeyecegini
gostermistir. Boylece fark denklemler kullanilarak diferansiyel denklemlerde gorilen
sureksizlik halleri kaldirilmak istenmistir. Giiniimiizde bir¢ok alanda uygulanan fark
denklemleri, daha ¢ok hareket analizinde devreleri matematiksel olarak ifade etmede,
ekonomide talep ve arz denklemlerini olusturmada, ekonomik dalgalanmalar veya
devresel hareketleri agiklamada, igsizlik orani hesabinda, spektrum analizinde filtre
dizayni gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu bolumde fark denklemleri ile ilgili literatirde var olan genel tanim ve
teoremler verilmigtir.

Tanim 3.1. Denklemdeki bagimli degiskenin en buiyik ve en kii¢iik indisleri arasindaki
farka Mertebe denir (Elaydi, 1995).
Tanmm 3.2. F(n, Y, Vna1s - Vnak) = 0 seklinde k. mertebeden bir fark denkleminin
genel ifadesinde esitligin sag tarafi “0” ise bu fark denklemine Homojen (otonom) Fark
Denklemi denir. “0”dan farkli ise homojen olmayan fark denklemi denir (Elaydi, 1995).
Tammm 3.3. Eger bir fark denklemi y,, veya herhangi bir fark ifadesinin 2. ya da daha
yiiksek dereceden kuvvetini igeriyorsa ya da y, ile y,.,n nin (0 <m < k) ¢arpimint
iceriyorsa bu fark denklemine Lineer Olmayan Fark Denklemi denir. Aksi durumda
Lineer Fark Denklemi denir (Elaydi, 1995).
Ornek 3.1. Asagidaki denklemleri mertebe, homojenlik ve lineerlik bakimindan
inceleyiniz.

1. Ypex+3sinay,q =y, =0 (2. mertebeden, homojen, lineer)

e Ynez+4Ypq—n=0 (2. mertebeden, homojen degil, lineer)

4

2
3. Vnez Y2 = e Yni1 (3. mertebeden, homojen degil, lineer degil)
4

. Yn+z = tann ( Herhangi bir yorum yapilamaz)



x bagimsiz degiskeninin surekli oldugu durumda, y(x) bagimli degiskeninin
degisimi y'(x),y" (x), ..., y*(x), ... turevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak x
"in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.

Bu bolimde x ’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu
farklarin bulundugu denklemler tizerinde duracagiz.

Tanim 3.4. n bagimsiz degisken ve buna bagli degiskende y olmak tizere, bagimli ve
bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y),E%(y), .., E™(y),.. gibi farklarim
icine alan bagintilara Fark Denklemi denir (Elaydi, 1995). Dikkat edilir ise n’ nin

surekli oldugu halde Diferansiyel Denklemler ile arasinda biiyiik benzerlikler vardir.

AoYn + A1Yn+1 = fn

birinci mertebeden fark denklemidir.

AoYn-1+ AYn + A2Vn+1 = Yn

ikinci mertebeden fark denklemidir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y’ nin

hesaplanabilmesi igin gerekli olan baslangi¢ sart1 sayis1 goz 6niine alinmaktadir.

Vntz — Vnps1 + Y =1 (2.mertebeden fark denklemidir.)

3.1. Lineer Fark Denklemleri

Tamim 3.1.1 Bir fark denkleminde bagimli degisken birinci derecedense bu denkleme
Lineer Fark Denklemi denir. Genel olarak lineer fark denklemleri (bakiniz Tanim 3.3.):
Yntke ¥ Q-1 Ynrk-1+ -+ Ao Yn = fu
seklinde gosterilir.

Lineer fark denklemleri katsayilarinin durumuna gore isimlendirilirler:

a. Eger f,, = 01ise denkleme Lineer Homojen Fark Denklemi denir.

b. ag,aq,a,, ..., a; katsayilan sabit iseler, denkleme Sabit Katsayili Lineer

Fark Denklemi denir.
¢. Qg,aq,0y,..,a; katsayillarnt bagimsiz degiskenin fonksiyonlart iseler

denkleme Degisken Katsayili Lineer Fark Denklemi denir. Ornegin;
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(n+ 1A%y, — 6Ay, + 10y, =0,n € Z

Euler Fark Denklemi, degisken katsayili lineer homojen bir fark denklemidir (M. Saleh,
2005).

Ornek 3.1.1. y,., —ay, =0; a,vov; € R fark denkleminin genel ¢6zimiini elde
ediniz.

Coziim 3.1.1. Bu denklem ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark
denklemdir. Simdi, y,,y; baslangi¢ sartlar1 i¢in sirayla 7y, degerleri elde edilsin.
Bunun i¢in y,,y; baslangi¢ sartlarini denklemde yerine yazarak ¢ozimi baglatmak

gereklidir, soyle ki:

Y2 = aYo

Y3 =ay:

Vs = ay, = a(ay,) = a’y,
ys = ay; = a(ay,) = a’y;
Yo = ays = a(a’y,) = a®yq
y7 = ays = a(a’y;) = a’y;

sonuglart bulunur. Bu gekilde iterasyona devam edilirse gorulir ki,

kyro, =2k
Yo =170 " . k=01,..
a*y, n=2k+1

seklinde bir y,, ¢oziimu elde edilir.
3.2. Fark Denklemler icin Genel Tanim ve Teoremler

Teorem 3.2.1. / reel sayilarin herhangi bir alt aralig1 olmak tzere, f: I x I — [ surekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x_,, x, € I baglangi¢ sartlar1 igin,
xn+1 = f(xn’ xn—l) n= O: 17 27 (321)

denklemi bir tek {x,}y=_; ¢oziimiine sahiptir (Llaydi, 1995).
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Tanmm 3.2.1. Eger X noktasi igin (X, X) = X ise X’ e, { * nin Denge Noktasi denir. Eger

vn = 0igin X = x,, ise 0 zaman X’ e, [’ nin sabit noktasi denir (Dehghan, 2005).
Ornek 3.2.1. x,,; = xi fark denkleminin denge noktasinin £1 oldugunu gosteriniz.

Coziim 3.2.1 f(X,X) =X == iseX = +1 dir.

M| =

Tanmm 3.2.2. Eger V n > 0 i¢in x_q, xo € J tken x, € ] olacak sekilde bir /] € I alt
aralig varsa, bu araliga (3.2.1) denkleminin Degismez Araligi denir (Dehghan, 2005).
Tamm 3.2.3. ¥, (3.2.1) denkleminin denge noktasi olmak tizere:

a. Eger x_q, xo € | olmak tizere her € > 0 igin, | xo — %| + | x_; — ¥| < 6
iken her n > 0 igin, | x,, — %| < € olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa, x
Denge Noktasi Kararlidir denir.

b. Eger x denge noktasi kararli ve x_q, xo € J iken lim,_, x, = X
olacak sekilde, | xo — x| + | x_1 — %| < y sartin1 saglayan y > O sayisi
varsa, X denge noktast Lokal Asimptotik Kararlidir denir.

c¢. Eger her x_q, xo € J iken lim,_, x, = X ise, X denge noktasina
(ekim Noktasi denir.

d. Eger ¥ denge noktasi kararli ve ¢ekim noktast ise, ¥ denge noktasi
Global Asimptotik Kararlidw denir.

e. [Eger x denge noktasi kararli degil ise, Kararsizdmr denir.

f. Eger x_q, xo €] iken |[xo—X|+|x_;—X%X|<r ve bazsm N >-1
sayilart igin | xy — X| = r olacak sekilde bir r > 0 sayisi varsa, X denge
noktasina Repeller denir.

Tamim 3.2.4. Eger {x,} dizisi i¢in x4, = X, ise, {x,} dizisi p periyotludur denir ve p
bu sart1 saglayan en kiiglk pozitif tam sayidir (Elaydi, 1995).
Tamm 3.2.5. (3.2.1) denkleminde, f(x,, x,—1) fonksiyonunu f (u,v) seklinde

diginelim:

(% B _0f(% %)
"TTon T Ty

olmak tzere;

Yn+1 =TYn T SYn-1 (3~2~2)



12

denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(3.2.2) denkleminin karakteristik denklemi:

AP—rl-s5=0 (3.2.3)

dir (Elaydi, 1995).

Teorem 3.2.2. (Lineer Kararhilik Teoremi):

Eger (3.2.3) denkleminin her iki kokiu de mutlak degerce 1’den kuguk ise, X denge
noktast lokal asimptotik kararlidir.

a. Eger (3.2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik
ise, X denge noktasi kararsizdir.

b. (3.2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1° den kiigiik olmasi
icin gerek ve yeter sart |r| <1—s < 2olmasidir. Bu durumda, X denge
noktast lokal asimptotik kararlidir.

c. (3.2.3) denkleminin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1°den buytk olmasi
icin gerek ve yeter sartlar |s| > 1ve |r| < |1 —s| olmasidir. Bu durumda,
X denge noktast repellerdir.

d. Her x_q,xy €1 i¢in eger lim,_ ., X, = X ise; o zaman X denge noktasi
global ¢ekimlidir denir.

e. Eger X denge noktasi kararli ve global ¢ekimli ise x° e global asimptotik
kararlidir denir.

f. (3.23) denkleminin, bir kokiunin mutlak degerce 1’den buyulk, diger
kokinin mutlak degerce 1’den kigiik olmast i¢in gerek ve yeter sartlar
r2+ 4s >0ve |r]>|1—s|olmasidir. Bu durumda, ¥ denge noktasi
kararsizdir (Chatterjee ve ark., 2003).

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri i¢in Teorem 3.2.2. asagidaki

sekilde genellestirilebilir.

Xn = f(%n Xn-1,%n-2), n=012,.. (3.2.4)

fark denklemini ele alalim.

(3.2.4) denkleminde, f(x;,, X,_1,%p_2) fonksiyonunu f(u,v,w) seklinde diigtinelim:
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r = 9f (X, X,%) s = af(xXx,%) ve t = 9f (X, X,%)
ou v ow

olmak Uzere,
Yn+1 =TYn tSYn-1 +1¥Yn— (3'2'5)

denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(3.2.5) denkleminin karakteristik denklemi:

AB—ri2—-5s1-t=0 (3.2.6)
dir.
Teorem 3.2.3.

a. Eger (3.2.6) denkleminin biitin kokleri mutlak degerce 1’den kigiik
ise, X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
b. Eger (3.2.6) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce
1’den biiyiik ise, X denge noktasi kararsizdir.
¢. (3.2.6) denkleminin butiin koklerinin mutlak degerce 1°’den kiigik
olmast igin gerek ve yeter sartlar [r + t|<1—s |r — 3t|<s+
3ve t?— s — rt < 1 olmasidir. Bu durumda, ¥ denge noktast
lokal asimptotik kararlidir (Chatterjee ve arkadaglari, 2003).
Ornek 3.2.2. x,.; —ax,_; =0; |a| < 1,x_y,x, €1 ikinci mertebeden lineer fark
denkleminin X = 0 denge noktast hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekimli
oldugundan X = 0 denge noktasi global asimptotik kararlidir. Asagida s6z konusu

denklemin a = 0,5; x_; = 50; xo = 100 sartlan altindaki uygulamasi verilmistir.
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Cizelge 3.2.2.
n X, n X, n X,
20 0,097656 27 0,003052 34 0.000763
21 0,024414 28 0.006104 35 0,000191
22 0,048828 29 0,001526 36 0,000381
23 0,012207 30 0,003052 37 0,000095
24 0,024414 31 0.000763 38 0,000191
25 0,006104 32 0,001526 39 0,000048
26 0,01220 33 0,000381 40 0,000095
1.1e-01 ]
9.0e-02 —-
7.2e-02 —-
5 4e-02 —-
3.6e-02 —:
1.8e-02 —-
'I
4.8¢-06 -] i .B?nOOnOQOOGOGG
1.8e+01 2.2e+01 2.6e+01 3.0e+01 3.4e+0 3.8e+01 4.2e+01
Sekil 3.2.2.

Gorildugi gibi x4 — ax,_; = 0; denklemi |a| < 1,x_q, xy € I sartlan altinda global

asimptotik kararlidir.

Tanmm 3.2.6. Eger {x,,} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan

sonsuz sayidaki terim igin X,4, = X, ise, {x,} dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve

bu sart1 saglayan en kiiglik pozitif tam sayidir (Elaydi, 1995).

Teorem 3.2.4. (Clark Teoremi): p, ¢ € R vek, n€ {1,2,...} olmak iizere;

Xnt1 +PXn +qxn_ =0
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fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart |p| + |q| < 1
olmasidir (Elaydi, 1995).

Ornek 3.2.3. x,,; —ax,_, =0; |a] <1, x_1,x, €] ikinci mertebeden lineer fark
denkleminin ¥ = 0 denge noktasi hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekimli
oldugundan X = 0 denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Denge noktasi tanimindan, X —aXx = 0 olup, X = 0 dir. Bu denklem,
Xp+1 = 0xy + axp_q

seklinde yazilabilir. Teorem 3.2.4 bu denkleme uygulanmirsa asagidaki esitsizlik

yazilabilir.
0] + |a] < 1
olup, |a| < 1 elde edilir. Boylece, Teorem 3.2.4 (Clark Teoremi)e gore Xy q —

ax,_1 = 0 denklemi, |a| < 1, x_;,xo €[ sartlan altinda lokal asimptotik kararlidir.

Dabhast,

k=0,1,..

v = akx,, n =2k
" \afx.,, n=2k+1"’

oldugundan,

lim x4 = lim a*x_, =0
2k—1 1
k—oo k—oo
ve

lim x,, = lima®fx, =0
k—oo k—oo

olup,

limx,=0=Xx

n—-0o
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limiti elde edilir. Bu ise s6z konusu denklemin X = 0 denge noktasinin global ¢ekimli
oldugunu gosterir. Boylece denklem global asimptotik kararlidir.

Teorem 3.2.5.

[ Xp_1y s Xn—g) =0, n=10,1,2, ... (3.2.7)
denkleminin bir X denge noktasi civarindaki lineer denklemi,

Xn4+1 = PoXn + P1Xn_1 + =+ PxXn_r ., n =01, ... (3.2.8)
denklemidir. (3.2.8) lineer denkleminin karakteristik denklemi ise,

ARFL oA — i — g A —p =0 (3.2.9)
denklemidir. Burada py, py, ---, P katsayilari reel sayilar olmak tizere;

|pol + |pol + -+ Ipe| < 1

ise, bu durumda, (3.2.9)’un butiun kokleri mutlak degerce 1’den kiguktur (Ladas, 1995).

Teorem 3.2.7. [a, b] reel sayilarin bir araligi ve
f:la,b] x [a,b] — [a,b]
seklinde taniml1 f fonksiyonu strekli ve asagidaki 6zellikleri saglasin.
a. f(x,y), her bir y € [a, b] i¢in x € [a,b]’e gore azalmayan ve f(x,y),

her bir x € [a, b] i¢in y € [a, b]’ye gore artmayandir.
b. Eger (m, M) € [a, b] x [a, b] ikilisi,

fm,M) =m

Ve

f(M,m)=M
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sisteminin bir ¢6zimi ise,

m=M

dir. O zaman s6z konusu denklem bir denge noktasina sahiptir ve bitiin ¢oziimleri bu
denge noktasina yakinsar (Ladas, 1995).

Ispat 3.2.7.my = ave My, = bolsun. i = 1,2, ...i¢in

M; = f(Mi-1,mi—1)

ve

m; = f(mi_1, M;_1)

olur. Simdi gorilebilir ki; her bir i > 0 igin,

Ve

minkSMi, k>2i+1

olur. Boylece;

m = limm;
1—0c0
ve
1—0c0

yazilabilir. O zaman,
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M > limsupx; = liminfx; > m
1—0c0 1—00

ve [ surekli oldugundan

m=f(m M)
ve
M= f(M,m)

olur. Boylece,

m=M

olur. Bu ise istenen sonugtur.

Teorem 3.2.8. [a, b] reel sayilarin bir araligi ve f,

fila,b] x [a,b] = [a, b]

seklinde tanimly, siirekli ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.
a) f(x,y), her bir y € [a, b] i¢in x € [a,b]’e goére artmayan ve f(x,y), her bir
x € [a, b] igin y € [a, b]’ye gore azalmayandir.
b) (3.1.1) fark denklemi [a, b] kapali araliginda asal iki periyotlu ¢oziime sahip
degildir.
O zaman (3.1.1) denkleminin [a, b] kapali araliginda bir denge noktast vardir ve (3.1.1)

denkleminin biitin ¢éziimleri bu denge noktasina yakinsar (Ladas, 1995).
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4. LINEER OLMAYAN FARK DENKLEM SISTEMININ COZUMU VE
GLOBAL ASIMPTOTIK KARARLILIGI

Bu bolumde Nasri ve ark. (2005), tarafindan HIV virisu ile ilgili yapilan
caligmaya yer verilmigtir. Bu ¢alismaya gore T}, T, ve V; degiskenlerine gore asagida
olusturulan diferansiyel denklem sistemi, fark denklemine ¢evrilmis ve bu fark denklem
sisteminin ¢ozimu, global asimtotik kararligl incelenmistir. Burada,

T;: HIV viriisi tastyan CD4* T toplam hiicre sayisi,
T,: HIV viriisii bulasmamis CD4* T toplam hiicre sayisi

V. HIV viriisi bulagmis hiicre sayisidir. Diferansiyel denklem su sekilde verilmigtir:

darT.
d_t4 =5+ e, T, (V1 (£) — y1T4 (1), t > 1o, Ty(to) = T4, (4.1)

dT
— =L OVO —esTi(®),  t>t,  Ti(t) =T7, (4.2)

dV.
— =Ty (D) = aVi(®), t > to, Vi(to) = V7, (4:3)

Ve

e; =7 —k,(1—Epp)(r + ),
ey = ky(1 — Egp)(r + a), (4.4)
es =y + ke,

es =y2(1—Epp)N(1—L).

(4.1)-(4.3) denklem sisteminin sol tarafindaki her bir esitlik i¢in, tiiretilmis zaman
yaklagimi ile bunun birinci derece ileri fark yaklagimlarindan nimerik metodlar
bulunabilir. Bu egitliklerin sag tarafinda, zaman araligi / > 0 olacak sekilde uygun

yaklagimlar agsagidaki gibi yazilabilir.
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1

T(thnﬂ =T = s+e TV =y I, (4.5)
1 n+1 n n+lyn n+1

T(TI =T = e, T{ V" —es T, (4.6)
1 n+1 n n+1 n

T(VI - VI ) = €4TI - O-VI . (4‘.7)

T,(nl), Ty(nl) ve V;(nl) degerlerinden her birinin yaklasik degeri T, T;* ve V;* olarak
nitelendirilir.

(4.5)-(4.7) esitlikleri yeniden duizenlenirse agsagidakiler elde edilir,

T+ Is
Tn+1 — 4 , 4‘8
L D) (48)
TH + le, Ty
e 2 It leels T Y (4.9)
1+ le;
Vr 4+ le, THHL
ypr LYl (4.10)

1+lo

fark denklem sisteminin ¢6ziimii (4.8)-(4.10) denklem sistemine gore yapilmigtir. Bu
denklemlere gore lokal asimtotik kararligi ve global asimtotik kararligi incelenmistir.

(4.8)-(4.10) denklem sistemi diizenlenecek olursa;

_ T+a

n+1
e T (4.10)
T = dTM + eTprve, (4.11)
Vit = fVr 4+ g, (4.12)

elde edilir. Bu esitliklerin ¢ den baska diger biitiin parametreleri negatif degildir.
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T =ax,, T/' = éyn ve V' = z,, degiskenlerini degistirerek (4.10)-(4.12) sistemlerini
b=b,d=d, é=adéegvef = f olmak iizere yeniden diizenlenirse;

1+xp
Kni1 = oo (4.13)
Yn+1 = AYn + €Xn41Zn, (4.14)
Zn+1 = [Zn + Yo+ (4.15)

elde edilir. ¢c#=0 ve e# (b—1)(1 —d)(1—f) kabul edilecek olursa (4.13)-(4.15)

sistemlerinin su iki denge noktast bulunur.

(b—il, 0,0) (4.16)

Ve

((l—d)(l—f) e+(1-b)(1-d)(1-f) e+(1—b)(1—d)(1—f)) (4.17)

e ’ c(1-a) T e(-d)(-1)

c =0vee=(b-1)A—-d)(1—f) oldugu zaman (4.13)-(4.15) sisteminin denge
noktasi sadece (4.16) dir. P degiskenine bagl ve baslangi¢c degeri (X¢,Vo,Zo) olan
(4.13)-(4.15) sisteminin ¢#= 0 ve e# (b —1)(1 —d)(1—f) sartlanina bagli denge

noktasi incelenecek olursa,

(5 a-ney) (4.18)

elde edilmisgtir.
b>10< d<1ve0<f <1oldugunu kabul edilerek denge noktasi olan (%,y, Z)

nin jakobiyen matrisi bulunacak olursa;
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1 c(1+%) 7
b+cz (b+c7z)?
| ez be(1l + x)
JEYD=vz ¢ Brooe
ez be(1+ x)
= d [+
b+cz (b + cz2)2

ve J(X,¥,7Z) ninu = ﬁ ve v = 1 + X igin karakteristik polinomu,
P(A) =2 —(d+f+u+beu?v)A? + (du + fu +df + eu?v)i —dfu, (4.19)

olur ve (4.16) nin denge noktasinin karakteristik denklemi,

e

</1—%> [/12 —(r_1+d+f>/1+df] (4.20)

olarak elde edilir.
Teorem 4.1. (Nasri ve ark. 2005) (4.13)-(4.15) denklem sistemi b > 1, 0 <d <1,
e > 0ve 0< f < 1olmak Uizere asagidaki sartlart saglar.
i. Eger e<(b—1)(1—-d)(1—f) sarti saglanacak olursa (4.16) denklemi
asimtotik kararlidir.
ii. Eger e>(Mb—-—1)(1—-d)(1—-f) sart1 saglanacak olursa (4.16) denklemi

kararsizdir.

< 1 1

iii. Eger e=((b-1)(1—-d)(1—f) olursa (E’O’O) ve (ﬂ’ 1-1NHy, 1/))
denge noktalarinda karakteristik polinomun kokleri 1,% ve df’ dir.

Teorem 4.2. (Nasri ve ark. 2005) (4.13)-(4.15) denklemi b > 1, 0<d <1, e >
Ove 0 < f < 1olmak tizere asagidaki sartlar saglar.

i. Eger e>(b—-—1)(1—-d)(1—f) sarti saglanacak olursa (4.17) denklemi
asimtotik kararlidir. Boylece ¢ < 0 oldugu zaman sistemin R3., da denge
noktasi yoktur.

ii. Eger e<(b—-1)(1—-d)(1—f) sarti saglanacak olursa (4.17) denklemi
kararsizdir

iii. Boylece ¢ > 0 oldugu zaman R3. da denge noktast yoktur.



23

iv.  (4.17) denge noktasi repeller degildir.
Teorem 4.3. (Nasri ve ark. 2005) (4.13)-(4.15) denklem sistemi b > 1,¢ >0, 0 <
d<1l e>0ve 0<f <1 olmak izere, eger e<(b—1D)(1—-d)(1—f) sarti

saglanirsa (b—il, 0,0) denge noktasi global asimtotik kararlidir.
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5. Xpi1 = Xp. @AYy — g e"1-Y)*s% FARK DENKLEM SISTEMI

Bu boliimde,
Xnt1 = Xp. e 7Hn)¥SIn (5.1)
Vn+1 = Yp. € LI ¥Sn (5.2)

denklem sisteminin negatif olmayan r ve s parametreleri reel say1 ve baglangi¢ kosullar
Xo, Yo pozitif sayilar olmak iizere; denklem sisteminin karakterini inceleyecegiz. Bu
denklem sistemlerinin degiskenleri olan x, gencleri, y,, yetiskinleri ifade etmektedir.
Bu iki populasyon arasindaki etkilesim modeli Smith (2002) tarafindan (5.1) ve (5.2)
denklemleri olarak belirlenmistir. Burada gengler ve yetigkinler arasinda bagli yogunluk
olasiligindan bahsedilmistir. Buna gore yetigkinler bu bagli yogunluk oraninda geng
cocuklarini 6zgiir birakmaktadirlar. Burada (5.1)-(5.2) tipindeki biyolojik fark denklem
sisteminin ¢oztimlerinin davramislari, denge noktalarinin lokal kararliligi ve global
asimtotik kararlig1 incelenecektir.

Bundan sonraki c¢aligmamizda gerekli olan ve literatiirde iyi bilinen fark
denklem sistemi tanimlart 3. Bolumde yer alan g¢alismadan yararlamlarak
diizenlenmigtir.

Tammm 5.1. Eger X,y asagidaki sartlari saglarsa, (x,y) € I3 X I, noktasi (5.1)-(5.2)

denklem sisteminin denge noktasi olarak isimlendirilir.

x =F (%, %), (5.3)
y = FE&), (5:4)

Tanim 5.2. V £ > 0 igin ||(xq, yo) — (X, ¥)|| < 6 iken (V(x0,y0) € 11 X I3)

vn > 0 icin ||(x, 1) — (L < €

olacak sekilde & > 0 mevcut ise (5.1) ve (5.2) sisteminin denge noktast olan (X,y)

kararlidir denir. Aksi halde ise kararsizdir.
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Tanim 5.3. Eger sistemin denge noktasi kararli ve V(xy, yo) € I X I, igin

|Cxo, ¥0) — (DI <vy

olacak sekilde y > 0 varsa ve
lim (e, ) = &7 = 0

ise (5.1) ve (5.2) sisteminin denge noktas1 Asimtotik Kararlidir denir,

Tamm 5.4. Eger (5.1)-(5.2) sisteminin denge noktasi kararli ve V (xq, ¥o) € I; X I igin
lim |G, ) = (£ 7)1 =0

Ise (5.1)-(5.2) sisteminin denge noktast olan (X, V) Global Asimiotik Kararlidir denir.
Tamm 5.5. Her (Xq,y,) € I; X I, igin,

0 <lx0,y0) = &N <7

olacak sekilde r > 0 sayis1 varsa ve

IGnoyn) —EDN =y

olacak sekilde N> 1 mevcutsa o takdirde (5.1)-(5.2) fark denklem sisteminin(X,¥)
denge noktasi repellerdir.
Tammm 5.6. (5.1)-(5.2) denklem sisteminin iki tane denge noktast olsun. Bu durumda
her iki denge noktasi da eszamanli olarak asimtotik kararli ise buna bistability denir.
Tanmm 5.7. (5.1)-(5.2) denklem sistemi p parametresine bagli olsun. u nin y, degeri
icin sistemin dogal niteligi degisirse uq da bifurcation olusur denir.
Tamim 5.8. R? de R?, = {(x,y):x = 0,y > 0} kiimesi negatif olmayan bolgedir,
R2. = {(x,y):x > 0,y > 0} kiimesi ise pozitif bolgedir.

(5.1)-(5.2) denklem sisteminin kararlilig1 incelenebilmesi i¢in 6ncelikle denge

noktasinin bulunmasi gerekir.
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Teorem 5.1. (5.1)~(5.2) denklem sisteminin denge noktalart ,

&) =(0,0) ve XY)=(—,—)

’
r—§s r-—S§

dir.
Ispat 5.1. (5.1)«(5.2) denklemlerinin denge noktalar: bulunacak olursa;

% = x.e"(1=%)+sy (5.5)

y=79. er(l—y)+sf (56)
(5.5) denklemi duzenlenirse;

f(l _ eT‘(l—J?)+S_’)7) =0
¥=0 veya 1—er@=0+sy = ¢ (5.7)
er(l—f)+sy =1

rl—-x)+sy=0 (5.8)

(5.6) denklemi duzenlenirse;

}—](1 _ er(l—j_/)+sf) =0

y=0 veya 1— =M% = (5.9)
er(l—y)+sf =1

r(l—y)+sx=0 (5.10)
(5.7) ve (5.9) denklemlerinden birinci denge noktast (X,¥) = (0,0) olur. (5.8) ve (5.10)

denklemlerinde ortak ¢ozim uygulanirsa, X = yolur. (5.7) denkleminde yerine

yazilirsa,
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r(l—x)+sk=0
r

X =
r—S

bulunur ki ikinci denge noktast (X,y) = (ﬁ ,TTTS) olur. O halde denge noktalari,
(0,0) ve (ﬁ ,TTTS) olur ve ispat tamamlanmisg olur.
Simdi de buldugumuz denge noktalarinin kararliligini inceleyelim.
Teorem 5.2. (5.3)-(5.4) denklem sisteminin (%,§) = (0,0) denge noktasinda jakobiyen
matrisi j(X,¥) = j(0,0) ve bu jakobiyen matrisin karakteristik polinomu P(}) ile
gosterilsin.
Bu durumda agagidaki esitlikler dogrudur;
i 0 < r ise, P(A) nin koklerinden en az biri 1 den buyik olacagindan denge
noktast olan (X,¥) = (0, 0) kararsizdir.
i, 0 < r ise, P(A) min butiin koékleri 1 den buiyik olacagindan, denge noktast
olan (X,¥) = (0,0) repellerdir.
Ispat 5.2. Oncelikle (%,%) = (0,0) denge noktasimn jakobiyen matrisini bulacak

olusak,

o er(l—f)+sy _rfer(l—f)+sy Sfer(l—f)+sy
](x; y) - }—]er(l—y)+sf er(l—y)+sf _ r}—]er(l—y)+sf

jon =% 9]

e’ — A 0 _
0 er—7\|_0

(x,¥) = (0,0) denge noktasinin karakteristik denklemi ve kokii,

(e"=22=0

— T
Mo=e

olur.
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(%,¥) = (0,0) igin, P(A) kokleri A; , = e” ve r parametresi negatif olmayan reel sayilar
olduguna gore;
e 0<7 igin, |7\1,2| > 1 oldugundan (x,y) = (0,0) kararsizdir ve ayni
zamanda (X, ¥) repellerdir. Boylece (i) ve (i1) ispatlanmis olur.

Teorem 5.3. (5.3) ve (5.4) denklem sisteminin (X,y) = (ﬁ ,ﬁ) denge noktasinda
Jakobiyen matrisi j(X, V) = j( rrTs ,ﬁ) ve bu jakobiyen matrisin karakteristik polinomu
P(}) ile gosterilsin.
Bu durumda agagidaki esitlikler dogrudur;

i. Eger P(A) nun bitiin kokleri |4| < 1 oldugu zaman birim diskin igindedir, bu

durumda denge noktast olan (%,7) = (— ,ﬁ) asimtotik kararlidir.

il. P(A) nin koklerinden en az biri 1 den biiyiik ise denge noktasi olan (X,y) =
(: T—) kararsizdir.
iii. P(A) nin butin kokleri 1 den biyiik ise, denge noktasi olan (X,y) =

(% ,%) repellerdir.

EpMSS(xy)-(;? rﬂdmgemkmmmumbwwmnmmmmbMMmkdmwk
o er(l—f)+537 T‘fer(l )+sy Sfer(l—f)+537
](x' y) = [ yer(l V)+sx er(l—y)+sf _ r}—]er(l—y)+sf]
. r? sr
j( r r ): r—s r—s
r—s’'r—s sr r?
r—s r—s
r—s—r? \ ST
r—s r—s -0
sr r—s—r A
r—s r—s
(x,y) = (: r—) denge noktasinin karakteristik denklemi ve kokleri,
2
r—s—r
——2)? 2=0
(—— )
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r—s—r%+sr r—s—r?—sr
—A —A)=0
r—s r—s

r—s—r2+sr r—s—r?—sr
Ag = ve A4_ =
r—s r—s
Buradan kokler,
r(r+s)

A3 =1—r1,7 # solmak Uzere ve A4, =1— —

bulunur.

r(r+s) igin'

#y) = (= ,—=) isin PQ) kokleri A3 = 1—7 ve A =1-"0
a) 0<r<1ligin|A;z] < 1olur
o 0<s<r<1sartlan igin |A4] < 1 olacagindan (¥,y) denge noktasi
asimtotik kararlidir. Boylece (i) ispatlanmis olur.
e s>1 alindiginda |A4] > 1 olacagindan (X,9) denge noktasi
kararsizdir. Boylece (i) ispatlanmis olur.
b) 1<r <2 igin|A3] < 1olur.
e s <rsartlari igin |A4| > 1 olacagindan (X, ¥) denge noktasi kararsizdir.
e r < s alindiginda |A4] > 1 olacagindan (x,y) denge noktasi kararsizdir.
Boylece (i1) ispatlanmis olur.
¢) r > 2igin |Az] > 1 olur.
e 1 > salindiginda |A4] > 1 olacagindan (%,y) denge noktasi repellerdir.
o r < s alindiginda |A4] > 1 olacagindan (X, y) denge noktasi repellerdir.

Boylece (ii1) ispatlanmis olur.
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5.1. Niimerik Ornekler

Bu kisimda, Teorem 5.2. ve Teorem 5.3.’uin iddialarina dair nimerik O6rnekler
verilmistir.
Ornek 5.1.1. 0 <r <1 ve 0 <s <r <1 sartlaninda (5.1)-(5.2) denklem sisteminin
cozimleri agsagida verilmistir:
a. n=2012..i¢inr =0,5ve s =0,33 olma durumlarinda baslangi¢ sartlart
Xg = 1 veyg = 1 verildiginde (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri gizelge

5.1.1.a. ve Sekil 5.1.1.a. da verilmigtir.

Cizelge 5.1.1.a.

n Xn Yn

0 1 1

1 1,3956124251 1,3956124251
2 1,8234517348 1,8234517348
3 2,2184808060 2,2184808060
4 2,5271086901 2,5271086901
5 2,7343426437 2,7343426437
6 2,8581291956 2,8581291956
7 2,926515357 2,926515357
38 3 3
39 3 3
40 3 3
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3,5

g /

/ ()
1,5 / w—y/(n)
1

0,5

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Sekil 5.1.1.a.

n =2012..i¢inr =0,5ve s =0,33 olma durumlarinda baslangi¢ sartlart
Xo = 1,3 ve yo = 1, 3 verildiginde (5.1) - (5.2) denklem sisteminin ¢oztimleri

sOyledir:



Cizelge 5.1.1.b.

h Xn Vn
0 1,3 1,3
1 1,7258118851 1,7258118851
2 2,1341368594 2,1341368594
3 2,4654462043 2,4654462043
4 2,6951803069 2,6951803069
5 2,8356420623 2,8356420623
6 2,9143924559 2,9143924559
7 2,9562728487 2,9562728487
38 3 3
39 3 3
40 3 3
3,5
3
25 //
2
/ ——x(n)
1,5 / =—y(n)
1
0,5
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

Sekil 5.1.1.b.
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c¢. n=012,..i¢cinr=0,33ves = 0,25 olma durumlarinda baslangi¢ sartlart

Xo = 1 ve yo = 0,5 verildiginde (5.1) - (5.2) denklem sistemlerinin ¢ozimleri

soyledir:
Cizelge 5.1.1.c.

n Xn Yn
0 1 0,5
1 1,1331484531 0,758448398
2 1,3102648363 1,091249969
3 1,5521175534 1,468840557
4 1,8641237747 1,85191929
5 2,2204939721 2,221717182
6 2,5762314495 2,575812027
7 2,900462411 2,900699809
22 3,997882395 3,9946377628
23 3,99534578 3,9996662240
24 4,001215105 3,9954596038

4,5

4

3,5 /

3 //

> / ——x(n)

2 —y(n)

1,5

1

0,5 /

0 ———
123456 7 8 91011121314 151617 1819

Sekil 5.1.1.c.
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Sonuc 5.1.1. Ornek 5.1.1. de verilen ¢izelge ve sekillerde goriildiigii gibi, 0 <7 < 1ve
0 < s <r <1 baslangi¢ sartlarinda (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri (X,y) =

(— —) denge noktasina yakinsamaktadir. Buna gore Teorem 5.3. den (5.1) - (5.2)

T'ST'S

denklem sisteminin lokal asimtotik kararlt oldugu gorilur.

Teorem 5.1.1. 0 <r <1 ve 0 <s <r <1 baslangi¢ sartlarinda (5.1)-(5.2) denklem

sisteminin ¢ozimleri, (X, y) = (: T—) denge noktasi global asimtotik kararlidir.

Ispat 5.1.1 (5.1)«(5.2) denklem sisteminin (%, y) = (— —) denge noktasinin global

r—s r—

asimptotik kararli oldugunu ispatlamak i¢in hem lokal asimptotik kararlt hem de ¢ekim
noktasi oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 5.3°den (X,y) = (: T—) denge noktasinin lokal asimptotik kararlt

oldugu agiktir. Bu durumda, ispatt tamamlamak i¢in (5.1)-(5.2) denklem sisteminin
Xt meo, Wntneo pozitif ¢oziminin lim,,_, X, =% velim,_ oy, =¥ ,n = o iken

(x,y) = (: :) denge noktasina yakinsadigini yani:

(xn: yn) - (_ _)

T'ST'S

oldugunu gostermeliyiz.
Ornek 5.1.1. de verilen cizelge ve sekillerde goriildiigii gibi, 0 <r<1ve 0<s <
r <1 baslangi¢ sartlarinda  (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri (X,¥y) =

(: :) denge noktasina yakinsadigi agiktir. Tablodaki verilerden,

Xog <X <Ay <Ay <o K xpyp <0 <X

Ve

Yo <Y1 <Yz <Yz < <yp <<y

elde edilir ki buradan,

lim,_,eXx, =%

Ve
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limy .oy =¥

oldugu gorulir. Yani,

(s V) = (== =)

dir. Dolayistyla, 0 <7 < 1ve 0 < s <r < 1 baslangi¢ sartlarinda (5.1)-(5.2) denklem
sistemi (X,y) = (ﬁ ,TTTS) denge noktasi global asimtotik kararlidir.

Ornek 51.2. 0<r<1 ve s>1 sartlannnda, r = 0,5 ve s =1,5 olmak tzere,

Xo=1 ve yg=1 alinarak, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin c¢oztimleri agagida

verilmigtir:
Cizelge 5.1.2.
n xn yn
1 1
1 4,48168907 4,48168907
2 653,0731016 653,0731016

3 4,5515E+286 4,5515E+286
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5E+286

4,5E+286

4E+286

3,5E+286

3E+286

/ x(n)

2,5E+286

/ y(n)

2E+286
1,5E+286

1E+286
5E+285

0

Sekil 5.1.2.

Sonuc 5.1.2. Ornek 5.1.2. de verilen ¢izelge ve sekillerde goriildiigii gibi, 0 < r < 1ve

s > 1 baglangi¢ sartlarinda (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri Teorem 5.3.e gore

(x,y) = (L L) denge noktasinda, kararsizdir.

’
r—s r-—S§

Ornek 5.1.3. 1<r<2 ve s<r sartlarinda r =1,9 ve s =0,5 olmak iizere,

Xg=1 ve yo =3 alinarak,

verilmigtir:

(5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢ozimleri asagida
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Cizelge 5.1.3.

n Xn Yn

0 1,0000000000 3,0000000000
1 4,4816890703 0,1106495022
2 0,0063462926 5,6362715243
3 0,7020106695 0,0008447076
4 1,2371315149 0,0080095589
5 0,7915599237 0,0979035964
6 1,2352066076 0,8073412273
7 1,1829559032 2,1590020611
8 2,4593599259 0,4312877155
9 0,1906647025 4,3459894107
10 7,7950809908 0,0082892641
11 0,0000193462 2,6885360062
19 0,2332297768 3,8621298284
20 6,9046644708 0,0188694138
21 0,0000935298 3,8430540035

9,0000000000
8,0000000000
7,0000000000
6,0000000000
5,0000000000
4,0000000000
3,0000000000
2,0000000000
1,0000000000

0,0000000000

e X(N)

=—y(n)

A
A4

\ AN

Wil /J

™

9 11 13 15 17 19 21 23

3 5

Sekil 5.1.3.
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Ornek 5.14. 1<r<2 ve r<s sartlaninda r=1,5 ve s =2 olmak izere,

Xo =15 ve yo =2 alinarak, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢ozimleri asagida

verilmigtir:
Cizelge 5.1.4.
n Xn Yn
1,5 2
1 38,68551 8,963378
2 6,65E-16 2,33E+29
2,5E+29

2E+29 /
1,5E+29
/ —X(n)
1E+29 / y(n)
5E+28 /

Sekil 5.1.4.

Sonu¢ 5.1.4. Orek 5.1.3. ve Ornek 5.1.4. de verilen gizelge ve sekillerde goriildiigii
gibi, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri 1 <r < 2, r <s ves <r (yani;r # )

sartlarinda Teorem 5.3.e gore (X,y) = (L L) denge noktasinda, kararsizdir.

r—s 'r-s
Ornek 5.1.5. r>2 ve r>s sartlainda r=5 ve s=2 olmak izere,
Xo=1 ve y,=0,9 alinarak, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri asagida

verilmigtir:
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Cizelge 5.1.5.
n Xn Vn
0 1 0,9
1 6,0496474644 10,9642445646
2 0,2187669671 0,0000000000
3 10,8744605552 0,0000000000
4 0,0000000000 0,0432467425
5 0,0000000000 5,1703114162
6 0,0000000000 0,0000000045
7 0,0000000004 0,0000006750
8 0,0000000644 0,0001001714
9 0,0000095538 0,0148593158
10 0,0014606157 2,0474482147
11 12,9189613530 0,0109138179
12 0,0000000000 255280306322,635
14,0000000000
12,0000000000
10,0000000000
8,0000000000
l \ ——x(n)
6,0000000000 I \ ey (n)
4,0000000000 I \ /A\
2,0000000000 V \
0,0000000000 T T T .\ 1
7

9 10 11 12

Sekil 5.1.5.
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Ornek 5.1.6. r>2 ve r<s sartlaninda r=3 ve s=45 olmak izere,

Xg = —2 ve yo = —1 alinarak, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri asagida
verilmigtir:
Cizelge 5.1.6.
n Xn Yn
22 -1
1 -180,034 -0,04979
2 -1E+238 0

1 2\ 3
-2E+237 \
-4E+237
\ —X(n)
-6E+237
\ —y(n)
-8E+237 \
-1E+238

-1,2E+238

Sekil 5.1.6.

Sonu¢ 5.1.5. Ormek 5.1.5. ve Ornek 5.1.6. da verilen gizelge ve sekillerde goriildiigii
gibi, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri r > 2, r>s ver <s (yani; r #5 )

sartlarinda Teorem 5.3° e gore (X,y) = (ﬁ ’rTTs) denge noktasinda kararsizdir ve

ayni zamanda Teorem 5.3.iii. den dolay1 repellerdir.
Ornek 5.1.7. 0 <r olmak iizere, (5.1)-(5.2) denklem sisteminin (¥, %) = ( 0,0) denge

noktasina gore ¢oziimleri agsagida verilmistir:
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a. n = 0,12 ...icinr = 2 ve s = 1 olma durumlarinda baslangi¢ sartlar1 xq = 1

ve yo = 5 verildiginde (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢ozumleri soyledir:

Cizelge 5.1.7.a.

n Xn Yn
1 5
1 148,4132 0,004559
2 1,4E-126 9,52E+62
1E+63

9E+62

8E+62 /
7E+62 /
6E+62 /

5E+62 / =&o—x(n)
4E+62 / —&—y(n)
3E+62 /
2E+62 /
1E+62 /

[any
N
w

Sekil 5.1.7.a.

b. n = 10,20, 30, ... i¢gin r =5 ve s =2 olma durumlarinda baglangi¢ sartlart

Xo = 15 veyo = 5 verildiginde (5.1)-(5.2) denklem sisteminin ¢oziimleri soyledir:




42

Cizelge 5.1.7.b.

n Xn Yn

10 15 5

20 1,31348E-25 110132,3290
120000

100000 /

80000 /
60000 /
40000 /

20000 /

L

x(n) y(n)

Sekil 5.1.7.b.

Sonuc 5.1.6. Ornek 5.1.7. de verilen ¢izelge ve sekillerde goriildiigii gibi, (5.1)-(5.2)
denklem sistemi 0 < r ve keyfi s sabitleri i¢in, Teorem 5.2° ye gore (X,y) = (0,0)

denge noktasi kararsizdir ve ayni zamanda Teorem 5.2.1i. den dolay1 repellerdir.
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6. RASYONEL FARK DENKLEM SISTEMLERININ POZIiTiF COZUMLERI

6.01. Xpry=—, Yoy = i Zns1 =, by =221 FARK DENKLEM

’
Yn n—1 Xn-1

SISTEMININ POZITiF COZUMLERI

Bu boliimde;

X_1,%0,Y-1,Y0,%0,t-1,to€ (0,0) (6.1.1)
olmak tizere,

1 1 1 Xn Vn-1
Xnt1 = —Vn+1 = T Zpy1 = 7 lpy1 = — , n=012,.. (6.1.2)
n Zn th-1 Xn-1

fark denklem sisteminin ¢oziimleri arastirilmigtir.

Teorem 6.1.1. Xx_;,X0,V_1,Y0,Z0,t_1,to € (0,00) olmak 1tizere, (6.1.2) denklem
sisteminin ¢éziminin {x,, Yn, Z, tn } oldugunu varsayalim. Bu durumda (6.1.2)
denklem sisteminin butiin ¢oziimleri alt1 periyotlu ve periyodiktir.

Ispat 6.1.1. (6.1.1) hipotezi altinda (6.1.2) denklem sisteminin bitin ¢ozimleri
pozitiftir.

Boylece (6.1.2) denklem sistemi yardimiyla asagidaki esitlikler elde edilir:

_ 1 1 1 Xn Yn-1
Xpn+1 = 7 Yn+1 = Zp+1 = ’ lne1 = s
n n z*Ln—l Xn-1
_ _ _ 1 Xn+1 Yn
Xn+2 = Zp, Yn+2 = bn—1s Zp+2 =7 ln+2 = s
In Xn
1 Xn-1
Xpt3 = ’ Yn+3 = tn Zp+3 = ’ ln+3 Yno
z*Ln—l Xn Yn-1
_ 1 _ Xn Yn-1 _ _ 1
Xnta = t_, Yn+a = ’ Zp+4a = X, lhts = =
n Xn-1 Zyn
_ 1 _ Xn Yn-1 _ _ 1
Xp4s5 = t_, Yn+s = ’ Zp+s = Xp, z*Ln+5 -
n Xn-1 Zyn
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Xn+6 = Xn, Yn+e = Yns Zp+e = Zn, lhte = ln -

olup, Tanim 3.2.4° den denklem sisteminin ¢oziimlerinin alt1 periyotlu oldugu goriliir.

Teorem 6.1.2.%x_1,X0,Y_1,YV0,Z0,t—1,to € (0,0), x_1 =1,%9 =S,Yy_1 =UYo =
q,Zg = h,t_1 =m,ty =n baglangic sartlann ile (6.1.2) denklem sisteminin
¢oziimlerinin{x,, yn, Z,, t,} oldugunu varsayalim. Bu durumda » =0, 1, 2, ... igin

(6.1.2) denklem sisteminin butiin ¢oziimlert,

_1 _1 1 _su
Xen+1 = Yen+1 = 7> Zen+1 = v ton+1 = —>
1 1
Xen+2 = h, Yen+2 = M, Zen+2 = e lon+2 = 7
1 T
Xen+3 = o Yen+3 =N, Zen+3 = Py lon+a = 4
1 su 1
Xen+4 = o Ven+a = > Zen+a = S, lon+a = 7’
T 1
Xen+5 = su’ Yen+s5 = E: Zen+s5 — E: len+s = M,
Xen+6 = S, Yen+e6 = 4 Zen+e = N, lon+e = N.

Ispat 6.1.2. (6.1.1) hipotezine gore (6.1.2) denklem sisteminin bitin ¢ozimleri
pozitiftir.
Boylece n = 0 i¢in bu ¢oziimun saglandigr acgiktir. Simdi (n — 1) i¢in teoremin dogru

oldugunu varsayalim:

_1 1 1 _su
Xen—-5 = = Yen-5 = 7 Zen—5 = z*L6n—5 -
q h m
1 1
Xen—-a = h, Yen—4 =M, Zen—a = = lon-4 ==
n S
1 T

Xen-3 = o Yeén-3 =N, Zen-3 = ——) lon-3 = 4
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1 su 1
Xen—2 = o Yen-2 = - Zen—2 = S, lon—2 = 7’
T 1 1
Xen-1 = S0 Yen-1 = = Zen-1 = = lon-1 =M,
Xen = S, Yen = 4, Zen = h, len = .

Yukarida (n-1) igin kabul ettigimiz esitliklerden faydalanilarak n i¢in asagidaki sonuglar
elde edilir:

1 1 1 1
Xen+1 = = Yen+t1 = —— =7
Yen q, Zen h,
7 _ 1 i t _ Xen YVen—1 Su
6n+1 ten—1 m’ 6n+1 Xem—1 r
1 1
Xentz = —— =h, Yen+2 = =m,
Yen+1 Zen+1
2 1 1 ¢ _ Xep+1Yen 1 1
6n+2 — - 6n+2 — - -~
z*L6n n Xen Xen N
1 1 1
Xen+3 = = Yen+3 = =n,
Yen+2 M Zen+2
2 1 1 r ¢ _ Xen+2Yen+1 1 —q
6n+3 — - su _ ’ 6n+3 — - -
ton+1 - su Xen+1 Xen+1
1 1 1 1 su
Xen+a = — Yen+4 = =7 =0
Yen+z N Zen+3 U r
2 1 — ¢ _ Xen+3Ven+2 11
6n+4 — — 6n+4 — - - 3
lon+2 Xon+2 Xentz h
1 T 1 1
Xen+5 = = ’ Yen+s5 = =
Yen+a SU Zen+a S
2 1 1 1 ¢ _ Xen+aVen+s 1 m
6n+s =7 — T =, 6n+5 = = =m.
lon+sa Yen 4 X6n+3 X6n+3



1

Xen+6 = —y =Zgpta = S,
6n+5
1 1

Zén+6 — = =h,

lon+a  Yen+1

Boylece ispat tamamlanmig olur.
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1
Yen+e = ——— = lon+3z = 4
Zen+5
_ Xen+sVen+sa 1
ten+e = = =n.
Xen+4 Xen+4



1 1 n Yn—
6.2. xn+1 = y_’ yn+1 = Z_, Zn+1 = t—, tn+1 — In Vn—2 FARK
-1 -1 — n—1
SISTEMININ POZITiF COZUMLERI
Bu boliimde;
X_1, X0, Y-2, Y-1, Yo, Z-1, Zo, 2,11, to€ (0,0)
olmak Uzere,
1 1 1 Xn Yn—2
Xn+1 = Yn+1 = » Znt1 = » tpyr = = n= 0,12,.
n—-1 Zn—1 z*Ln—2 Xn-1

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimleri aragtirilmigtir.
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DENKLEM

(6.2.1)

(6.2.2)

Teorem 6.2.1. x_1, Xo, Y—2, Y-1, Yo, Z-1, Zo,t—3, t_1, to€ (0,00) olmak tzere, (6.2.2)

denklem sisteminin ¢Oézimunin {x,, Y, Zn, tn } oldugunu varsayalim. Bu durumda

(6.2.2) denklem sisteminin bitin ¢éziimleri dokuz periyotlu ve periyodiktir.

Ispat 6.2.1. (6.2.1) hipotezi altinda (6.2.2) denklem sisteminin bitiin ¢oziimleri

pozitiftir.

Boylece (6.2.2) denklem sistemi yardimiyla asagidaki esitlikler elde edilir:

1 1 1 Xn Yn-2
Xpt1 = ’ Yn+1 = ’ Zp+1 = ’ lh+1 = ’
n-1 Zp-1 z*Ln—2 n-1
1 1 1
Xpy2 = ’ Yn+2 =7 Zp+2 = » ln+2 = ’
Yn Zyn z*Ln—l n
1
n+3 = Zn-1 Yn+3 = tn-2, Zp+3 = t_, lh+3 = Yn-1-
n
_ _ Xn— _
Xn+a = Zp, Yn+a = z*Ln—ll Zp+4 = z*Ln+4 =Yn,
Xn Yn-2
1 1
Xp4s5 = ’ Yn+s5 = tns Zp+s = Xq lnes = ’
z*Ln—Z Zp-1
_ 1 _ Xn Yn-2 _ _ 1
Xn+e = ’ Yn+e = ’ Zp+e = Xn+1» z*Ln+6 -
z*Ln—l Xn-1 Zyn
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1 1 1 . .
Xn+7 = 7 Y47 = Zpny7 =7 n+7 = n-2,
In Xn Yn
Xp—1
Xpn+g = ’ Yn+8 = Yn-1 Zp+8 = Zp—-1 ln+g = tp—1r
Xn Yn-2
Xn+9 = Xn, Yn+o = Yn» Zp+9 = Zp, lnto = tye

olup denklem sisteminin ¢dziimlerinin dokuz periyotlu oldugu goruliir.
Teorem 6.2.2. X_1,X0Y-2,¥Y-1 ,yo' Z_1,Zg, t_z, t—l y to € (0, OO)) X_1 =71, Xg =
S Y2 =LY 1=UYo=q Z-1 =P, Zyg =h t;=1,t1=m, ty = nbaslange

sartlant ile (6.2.2) denklem sisteminin ¢o6ziimlerinin{x,, y,, Z,, t,} oldugunu

varsayalim. Bu durumda » =0, 1, 2, ... i¢in (6.2.2) denklem sisteminin biitiin
cozumleri;
1 1 S
Xon+1 = 7 Yon+1 = E: Zon+1 = 7 lon+1 = -
1 1 1 1
Xon+2 = a: Yont+z = 7 Zon+z = lon+2 = o
1
Xon+3 = D» Yonsz =1, Zon+z = lonyz = U,
r
Xont+a = h, Yon+a = M, Zon+a = s_j' lon+a = 4,
1
Xon+s = TJ Yon+s = 1, Zop+s5 = S, lon+s = E:
1 S 1 1
Xonte = Yonte = Zon+e = lon+e = 7’
1 1
Xon+7 = Yont+7 =3 Zon+7 = E: tons7 =1,
r

Xon+g = s_j' Yon+g = U, Zon+g = D» lon+g =M,
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Xon+9 = S, Yon+o = 4, Zonto = h, lon+o = 1.

Ispat 6.2.2. (6.2.1) baslangi¢ degerleriyle, (6.2.2) denklem sisteminin biitiin ¢oziimleri
pozitiftir.
Boylece n = 0 i¢in bu ¢oziimiin saglandig agiktir. Simdi (n — 1) i¢in teoremin dogru

oldugunu varsayalim. Yani,

1 1 S
Xon-g = 7 Yon-g = E: Zon-8 = 7 lon-g = -
1 1 1
Xop-7 = a: Yon-7 = n Zop-7 = o lop-7 = o
1
Xon-6 = D> Yon-6 = L, Zon-6 = v lon-6 = 1,
r
Xopn-5 = h, Yon-5 =M, Zop-5 = S_j, lon-s = 4,
1
Xon-4 = T Yon-4 =N, Zop-4 =S, lon-4 = E:
1 S 1 1
Xon-3 = Yon-3 = Zon-3 = lop-3 = 7’
1 1
Xon-2 = Yon-2 =3 Zop—2 = E: ton—2 =1,
r
Xop-1 = s_j' Yon-1 = U, Zop-1 =D, lop-1 =M,
Xon = S, Yon = 4, Zon = h, lon =1
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Yukarida (n-1) igin kabul ettigimiz esitliklerden faydalanilarak n i¢in asagidaki sonuglar
elde edilir:

1 1 1 1
Xon+1 = == Yon+1 = ==
Yon-1 U Zop—1 P
4 1 1 ¢ _XonYon—2 _S]
9n+1 — -7 9n+1 — -
ton—2 1 Xon-1 r
1 1 1 1
Xon42 = —— =, Yon+2 =—— =7,
Iin q Zop h
2 1 1 ¢ _ Xont1Yon-1 1
on+2 — - on+2 — -~
op-1 M Xon N
1 1
Xon+s = — =D Yon+3 = =1,
Yon+1 Zop+1
2 1 1 ¢ _ Xon+2 Yon _
on+3 — - on+3 — -
lop. 1N Xon+1
1 1
Xon+a = —— = h, Yon+4 = =m,
Yon+2 Zgp+2
1
. 1 Xy T " _ Xon+3 Yon+1 _ Yon+1 Yon+1 _gq
In+4 = = = In+4 = = =q.
lon+1  Xon Yon-2 SJ Xon+2 Xon+2
1 1 1
Xon+s = = T: Yon+s = =n,
9n+3 Zgp+3
1 _ Xont4 Yon+z 1
Zop+s5 = ‘ =S, z*L9n+5 - - .
9n+2 Xon+3 P
1 1 1 sj
Xon+e = = Yon+e = ==
Yon+a M Zon+4 r
1 1 _ Xonis Yon43z 1
Zop+e = =-—, lonte =—————— =7
on+3 U Xon+4
1 1 1 1
Xony7 = ———— = Yon+7 = ==
Yon+s n Zon+5 N
_ 1 1 _ Xon4e6 Yon+a __
Zop+7 = ==, tony7 = ————— =1L
tonta q Xon+5s



1 T
Xonig = =— Yon+8
Yon+e SJ,
1
Zgn+8 = t = p: t9n+8
In+5
1
Xon+9 = v =Xgp =S5, Yon+9
on+7
= Zg = h
Zon+o = 7 = Zop = N, lon+o

Boylece ispat tamamlanmig olur.

1
= =u,
Zon+6

_ Xon+7 Yon+s

Xon+6

— 1 — —
B Zon+7 ~Yon =4

Xon+8 Yon+e __ _
—_— = t9n = n.
Xon+7

51
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1 _ 1 _ 1 _ XnVn—(k+1)
6.3. Xnt1= 7T Ynt1 =7 Zpy1 = ’ tn+1 - FARK
Yn—k Zy i Lo (k+1) Xn-1

DENKLEM SISTEMININ POZITiF COZUMLERI
Bu boliimde;

X-1X0Y-k-v Y-k Y-kt V-1 V0 Z— k0 Z— g+ 10 Z—k+2) Z—f+35 -5 20,

ot boprtr E-erzs Logets s Lo, €(0, 0) (6.3.1)

olmak Uzere,

1 1
Xn+1 = ﬂ' Yn+1 = E:
n— n—
1 Xn Yn-
2y = ——— fopr = 220D 0,12, (6.3.2)
z*Ln—(k+1) Xn-1

fark denklem sisteminin pozitif ¢éziimleri aragtirilmigtir.

Teorem 6.3.1 ke N ve

X-1X0Y-k-v Y-k Y-kt V-1 V0 Z— k0 Z— g+ 10 Z—k+2) Z—f+35 -5 20,

ot toptrs Eorzs Loieras ooe s Lo €(0, 00) (6.3.1)

olmak tuzere, (6.3.2) denklem sisteminin ¢Ozimunin {x,, Y, Zn, tn} oldugunu
varsayalim. Bu durumda (6.3.2) denklem sisteminin buitiin ¢oztimleri (3k + 6) periyotlu
ve periyodiktir.

Ispat 6.3.1. (6.3.1) baslangi¢ sartlaniyla, (6.3.2) denklem sisteminin bitiin ¢6zimleri
pozitiftir.

Boylece (6.3.2) denklem sistemi yardimiyla asagidaki esitlikler elde edilir:

1 1 1 _ Xn Yn—(k+1)
Xpt1 = ’ Yn+1 = ’ Zp+1 = ’ z*Ln+1 - ’
Vn-k Zn-k z*Ln—(k+1) Xn-1
1 1 1 1
Xpy2 = ’ Yn+2 = ’ Zpt+2 = ’ ln+2 = ’
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1 1 1
Xn+3 = ’ Yn+3 = ’ Zp+3 = ” ’ tnts = VYn-k »
Yn—k+2 Zn—k+2 n—k+1
1
Xn+k+3 = Zn—k+10  Yn+k+3 = ln—io Zn+a = o ln+a = Yn—k+1 »
n—k+2
Xn+k+4 = Zn—k+2, Vn+k+4 = tn—k+10  Zn+k+4a = Xn ln+s = Yn—k+2 »
1 1 1
Xn+2k+4 = P Vn+k+5 = tn-k+20  Zn+k+s = lnakss = —,
n—k n—k Zn—k+1
1 1 1 1
Xn+2k+5 = _t » Yn+2k+5 = " Zn+k+6 == lntkve =T,
n—-k+1 Xn Yn-k+1 Zn—k+2
1
Xn+2k+6 = —t v Yn+2k+6 = Yn—-kr  Zn+2k+6 = Zn-k» tn+2k+6 = tn—k»
n—-k+2
Xn+3k+6 = Xn» Yn+3k+6 = Yno Zn+3k+6 = Zn tnt3k+e = ln.

Teorem 6.3.2. ke N ve

X-1X0Y-k-v Y-k Y-kt V-1 V0 Z— k0 Z— g+ 10 Z—k+2) Z—f+35 -5 20,
ot toptrs Eorzs Loieras ooe s Lo €(0, 00) (6.3.1)
olmak  uzere, X1 =1%X =8Yp-1=&Y- =8Y-p+1 =& Y-k+2 = VYo =

GY-1=U Zpg=bZ g1 =f, Z g2 =1L Zg=hzZ g =p, tpg=C tp =
G t_ks1 =B, t_xiz = a,ty =n baglangic sartlant ile (6.3.2) denklem sisteminin
¢oziimlerinin{x,, y,, 2z, } oldugunu varsayalim. Bu durumdan =0, 1, 2, ... i¢in (6.3.2)

denklem sisteminin biitiin ¢géziimleri,

1 1 1 sd
Xn(3k+6)+1 = 7 Yn(3k+6)+1 = 3 Zn(3k+6)+1 = o thk+e)+1 = >
1 _ 1 1
Xn(3k+6)+2 = 3> Yn@r+6)+2 = 3 Zn(3k+6)+2 = thk+6)+2 = 5
1 1 1 _
Xn(3k+6)+3 = 3 Yn(3k+6)+3 = 7 Zn(3k+6)+3 = > lh(3k+6)+3 = @ ,



Xn(3k+6)+k+3 — f
Xn3k+6)+k+4 — L

1
Xn(3k+6)+2k+4 — P

Xn(3k+6)+2k+5 — Ik

1
Xn(3k+6)+2k+6 —

Xn(3k+6)+3k+6 — S,

Ispat 6.3.2.

Ynk+6)+k+3 — 9,
Vn@Ek+6)+k+4 — B,

YnBk+6)+k+5 = &,

1
Yn(3k+6)+2k+5 =

Yn@Bk+6)+2k+6 — s

Yn@Ek+6)+3k+6 — 4

1
Zn(3k+6)+4 —
Zn(3k+6)+k+4 — S

1
Zn(3k+6)+k+5 =

1
Zn(3k+6)+k+6 = 3

Zn(3k+6)+2k+6 = D,

Zn(3k+6)+3k+6 = M

54
ln@k+6)+4 = €
tn3k+6)+5 = UV

1
ln(3k+6)+k+5 = ;:

1
tn(ak+6)+k+6 = 7>

ln(3k+6)+2k+6 = 9 »

ln3k+6)+3k+6 — M.

(6.3.1) hipotezine gore (6.3.2) denklem sisteminin bitin g¢oziimleri

pozitiftir. Béylece #=0 i¢in bu ¢oziimiin saglandigi agiktir. Simdi (#-1) i¢in teoremin

dogru oldugunu varsayalim:

1
Xn(3k+6)-3k-5 = 7’
1

Zn(3k+6)-3k-5 =
1

Xn(3k+6)-3k—4 — 2’
1

Zn(3k+6)—3k—4 — E

1
Xn(3k+6)-3k-3 =

Zn(3k+6)—3k—3 —

’

| -

\H

Xn(3k+6)-2k-3 =

’

LRl =

Zn(3k+6)-3k-2 =

’

1
Yn(3k+6)-3k-5 = 7

ln(3k+6)-3k-5 =

Yn@Bk+6)-3k—4 — 7

ln(3k+6)-3k—-4 —

sd

r

1

1
s

1

Yn(3k+6)-3k-3 = J»

ln(3k+6)-3k-3

Yn(3k+6)-2k-3

=a.

=g,

ln(3k+6)-3k—2 — € -



Xn3k+6)—2k—2 — L

Zn(3k+6)—2k—2 — S

1

Xn(3k+6)—-k—2 = 7

1
Zn(3k+6)—2k—1 — 7

1

Xn(3k+6)—-k—1 — %

1
Zn(3k+6)-2k = 3

|~

Xn(3k+6)—k — »

o R

Zn(3k+6)—-k =

’

Xn(3k+6) = S,

Znk+e) = 1

’
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Yn(k+6)-2k-2 = B>

ln3k+6)-3k-1 = V-

Yn3k+6)-2k-1 = &,

1
ln(Bk+6)-2k-1 = 7

1
Yn(3k+6)—k-1 = 3

1
th3k+6)-2k = 7~

Yn3k+6)-k = 4,

lnBk+6)-k = 9.

Ynik+6) = 4

ln3k+e) = M.

Yukarida (n-1) igin kabul ettigimiz esitliklerden faydalanilarak n i¢in asagidaki sonuglar

elde edilir:

Xn(3k+6)+1 =

Zn(3k+6)+1 —

Xn(3k+6)+2 =

Zn(3k+6)+2 =

Yn@Bk+6)-k B
ln(3k+6)—(k+1)
Yn@Bk+6)-k+1 Bl

1

ln@Kk+6)—k

1 1 1
P Yn@Bk+6)+1 = m = X
_ l braserrt = Xn(3k+6) Yn(3k+6)—-k=1 _ sd .
¢ Xn(3k+6)-1
1 1 1
= P Yn(3k+6)+2 — m = 7
1, busrseyss = Xn(3k+6)+1 Yn(3k+6)-k _ l
g Xn(3k+6) S



1 1
Xn@Bk+6)+3 — =
Yn@Br+6)-k+2 UV
2 _ 1 1
n(3k+6)+3 tnak+6)—k+1 B’
— 1 —
Xn(3k+6)+k+3 = —yn(3k+6)+2 =,
2 _ 1 1
n(3k+6)+4 tn(ak+6)—k+2 a’
1 .
Xn(3k+6)+k+4 — —y Skr6e3 =1,
n
1
Zn(3k+6)+k+4 = T k612 =5,
n
1 1
Xn(3k+6)+2k+4 — —y Skt6rEes = 5,
n
1 1
Zn@Bk+6)+k+5 = 57—
( ) tnik+6)+3 @
_ 1 1
xn(3k+6)+2k+5 h Yn(3k+6)+k+4 - EJ
_ 1 1
Zn(3k+6)+k+6 — Inkroe €
_ 1 1
An(3k+6)+2k+6 = Yn(zk+6)+k+5 B Z,
Zn(3k+6)+2k+6 — —tn(3k+6)+k+4 =0,
_ 1
xn(3k+6)+3k+6 h Yn(3k+6)+2k+5
= Xn(3k+6) = S,
_ 1
Zn(3k+6)+3k+6 — Tnorrorroree

= Zp(3k+6) = h,

Boylece ispat tamamlanmig olur.

1 1

Yn@k+6)+3 = - =5
Zn(3k+6)—-k+2 L

Xn(Bk+6)+2 Yn(3k+6)—k+1
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1

=g

ln(3k+6)+3 =
n ) Xn(3k+6)+1
1
T e— a .
Xn(3k+6)+1
— 1 J—
Yn(Bk+6)+k+3 = Znkrerrs
¢ _ Xn(3k+6)+3 Yn(Bk+6)—k+2 __
n(3k+6)+4 — " =e.
n(3k+6)+2
1
Yn@k+6)+k+4 — T — B,
Zn(3k+6)+3
_ Xn(3k+6)+4 Yn(3k+6)—k+3
ln(3k+6)+5 — =V
Xn(3k+6)+3
1
Yn@Bk+6)+k+5s — - =@,
Zn(3k+6)+4
_ Xn(3k+6)+k+4 Yn(3k+6)+3
bn(3k+6)+k+5 = =
Xn(3k+6)+k+3
_ 1 _ 1
Yn(3k+6)+2k+5 — —Zn(3k+6)+k+4- =7
¢ _ Xn(3k+6)+k+5 Yn@Bk+6)+a _ 1
n(3k+6)+k+6 — -7
Xn(3k+6)+k+4 l
p— 1 —
YnBk+6)+2k+6 — —Zn(3k+6)+k+5 =a,
¢ _ Xn(3k+6)+2k+5 Yn(38k+6)+k+4
n(3k+6)+2k+6 — .
n(3k+6)+2k+4
_ 1
Vn(3k+6)+3k+6 — Znorteriairs
= Ynck+s) — 4
¢ _ Xn(3k+6)+3k+5 Yn(38k+6)+2k+4
n(3k+6)+3k+6 —

Xn(3k+6)+3k+4

= tnckt+e) =N .
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6.4. Niimerik Ornekler

Ornek 6.4.1. 6.3.2 Fark denklem sisteminde k = 1 ve baslangi¢ sartlan x_; = 1;x, =
2,5 y_.1=15vy,=3;z9g=3,51t_1 =2; ty =4 secildiginde asagidaki sonuglar

elde edilerek sistemin alt1 periyotlu oldugu gosterilmis olur.

Cizelge 6.4.1.
N Xn Yn Yn Zn
0 2,5 3 3,5 4
1 0,333333 0,285714 0,5 3,75
2 3,5 2 0,25 0,4
3 0,5 4 0,266667 3
4 0,25 3,75 2,5 0,285714
5 0,266667 04 0,333333 2
6 2,5 3 3,5 4
7 0,333333 0,285714 0,5 3,75
8 3,5 2 0,25 0,4
9 0,5 4 0,266667 3
10 0,25 3,75 2,5 0,285714
11 0,266667 04 0,333333 2
12 2,5 3 3,5 4
13 0,333333 0,285714 0,5 3,75
14 3,5 2 0,25 0,4
15 0,5 4 0,266667 3
16 0,25 3,75 2,5 0,285714
17 0,266667 04 0,333333 2
18 2,5 3 3,5 4
4,5
e X(N)
===y(n)
2(n)
==t(n)
1 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19

Sekil 6.4.1.
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Ornek 6.4.2. 6.3.2 Fark denklem sisteminde k = 1 ve baslangi¢ sartlart x_; = 1; x5 =
7, y_z = 3, y—l = 2, yo = 8, Z_1 = 4‘, Zg = 9, t_z = 5, t—l = 6, to = 9,5
secildiginde asagidaki sonuglar elde edilerek sistemin dokuz periyotlu oldugu

gosterilmis olur.

Cizelge 6.4.2.

N Xn Yn Zn ty

0 7 8 9 9,5

1 0,5 0,25 0,2 21

2 0,125 0,111111 0,166667 0,142857
3 4 5 0,105263 2
4 9 6 0,047619 8

5 0,2 9,5 7 0,25

6 0,166667 21 0,5 0,111111
7 0,105263 0,142857 0,125 5

8 0,047619 2 4 6

9 7 8 9 9,5
10 0,5 0,25 0,2 21
11 0,125 0,111111 0,166667 0,142857
12 4 5 0,105263 2
13 9 6 0,047619 8
14 0,2 9,5 7 0,25
15 0,166667 21 0,5 0,111111
16 0,105263 0,142857 0,125 5
17 0,047619 2 4 6
18 7 8 9 9,5

25

20

15 x(n)

10 z(n)

/ ===1(n)
5 =
0 - ===
1 23 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19

Sekil 6.4.2.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

7.1. SONUCLAR

Bu ¢alismada,

Xyl = xn.er(l—xn)+syn
Yn+1 = Vn- e (1-yn)tsan

tipindeki biyolojik fark denklem sisteminin negatif olmayan r ve s parametreleri reel
say1 ve baglangi¢ kosullart x,, y, pozitif sayilar olmak tlizere; ¢oziimlerinin davraniglart,
denge noktalarinin lokal kararli ve global asimtotik kararli olup olmadigi incelenmistir.

Daha sonra ise,

_ _ _ _ XnYn—1
Xn+1 = ’ Yn+1 =7 Zpt1 = ’ ln+1 =
Z tn-1 Xn-1
__1 — _ 1 __ XnYn-2
Xn+1 = ’ Yn+1 = ’ Zpy1 = ’ z*Ln+1 -
Yn— Zn—-1 n-2 Xn—1

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin periyodikligi aragtirilmistir. Buradan da,

1 1 1 Xn Yn—(k+1)
Xn+1 = y Y+l = ’ Zn+1 = » lpyr =
Vn-k Zn-k z*Ln—(k+1) Xn-1

genel rasyonel fark denklem sisteminin ¢ozimlerinin periyodik oldugu sonucuna

vartlmigtir.
7.2. ONERILER

1 1 1 Xn Yn—(k+1)
Xn+1 = ’ Ynr1 =7, Inv1 =7 tn+1 ==
Vn-k Zn-k z*Ln—(k+1) Xn-1

denklem sisteminin, lokal asimtotik kararliligt ve global asimtotik kararlilig

incelenebilir.
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