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OZET

Bu tezin amaci1 degisken ¢ekirdekli singiiler integral operatorlerin agirlikli sinirliklarini
arastirmaktir. Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Tlk énce konu ile ilgili temel kavramlar
verilmistir. ikinci boliimde agirlikli Hardy uzaylar ve A, agirliklarm Tanimlar ile birlikte
ozellikleri incelenmistir. Ugiincii boliimde her iki degiskene gore diizgiin olan gekirdeklerin
sinifi ele alinmig ve daha sonra bu tip ¢ekirdekli singiiler integral operatorlerin Ly, sinirliligini
elde etmek i¢in Kurtz-Wheeden metodu incelenmistir. Buna ek olarak bu operatdrlerin H,, -L,,
stirhligr  incelenmistir. Son bolimde, degisken ¢ekirdekli singiiler integrallerin Ly, ,

Hy,-L,, smirliliklari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: A, Agirliklar, Degisken Cekirdekli Singiiler Integral Operatérler, Hy,-L,,

Smirliliklar, Singiiler integraller.



ON THE SINGULAR INTEGRAL OPERATORS WITH VARIABLE KERNEL
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter devoted to the fundamental
concepts. In the second chapter, the definitions of 4, of weights and the weighted Hardy spaces
togerher with their properties is given. In Chapter 3, the class of kernels with smoothness in
both variables are discussed and Kurtz-Wheeden's method to get the L,, boundedness of singular
integral operators with kernel in this category are investigated. In additional, the H,-L,
boundedness of the operator are studied. In the final chapter, the weighted boundedness of the

singular integral operator with variable kernels are investigated.

Keywords: A, Weights, H,-L, Boundedness, Singular Integral, Singular Integral Operator
With Variable Kernel.
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1. GIRIS
Calderon-Zygmund Singiiler integral operatdler teorisi 1950 yillarda incelenmeye
baglanmistir. Bu teori kismi diferensiyel denklemler alaninda ¢ok 6nemli rol oynar. Singiiler

integral operatorler, ilk olarak konvoliisyon tipli operatdr olarak ele alinmistir. S"*, R™de

(n = 2) birim kiire ve do lebesque dlgiimii olmak iizere bu operatérlerin sinifi

T(x)= p.v.J K(x—y)f(y)dy

seklinde Tanimlanir. Burada K cekirdegi
(K(rx) =r"Kx), Vr>0vex e R"\{0}icin

4 f K(x)do(x) =0

L Sn—l

sartlarin1 saglar. Bu tip singiiler integraller birgok ¢alisma bilim adamlar tarafindan kapsamli

bir sekilde ele alinmustir [1-7].

Giintimiizde ¢ogu matematik¢i, Calderon-Zygmund operatorlerinin ikinci tipi tizerinde
yogunlagsmiglardir. Bu tip degisken g¢ekirdekli singiiler integral operatdrler sinif su sekilde
Tanimlanir. K(x,y) ¢ekirdegi R"x(R™\{0}) lizerinde Taniml bir kompleks fonksiyon olsun ve

asagidaki sartlar1 saglasin.

0] Her x e R" i¢in K (x,.), —n. dereceden homojendir yani 1> 0 ve y # 0 igin

K(x,Ay) = A" K(x,y)
dir.
(i) Her x e R"i¢in K (x,.), S""iizerinde integrallenebilirdir ve

sup | IK(x=y)|do(y) <o

xeR"gn1

(iii). Her xeR" jcin I K(x—y)do(y)=0 dir. Simdi K(x,y) ¢ekirdegi yardimiyla

Sn—l

o« _[Key 1y
£(x,y) 0, | y |< c
seklindeki yeni g¢ekirdegi Tamimlayalm. Bu durumda f eC(R") igin konvolisyon tipli
T operatOriinii

T (0= [ K, 0xx=y) F(y)dy

I



seklinde Tanimlayalim. Bu durumda T, her yerde iyi Tanimlidir. Eger
Tf(X) = IirTng f(x)

limiti varsa T operatorine K degisken ¢ekirdekli singiiler integral operator denir. Bizim

amacimiz bu tiir operatorler sinifin1 ¢alismaktadir.

1955 ve 1956 yillarinda Calderon Zygmund [8, 2] degisken ¢ekirdekli singiiler integral
operatdrlerinin L, simrhligini aragtirmustir. Bu ¢aligmalar sonucunda bu operatorlerin, degisken

katsayili ikinci mertebeden lineer eliptik denklemler ile ¢ok yakin iligskisi oldugunu
bulmustur[9]. Calismasinda ([2], Teorem 2 ve [8], Teorem 2) sonuglarin1 asagidaki sekilde
genellestirmigtir. p > 1i¢in p'=p/(p—21) olsun.

Teorem 1.1: 1< p,q < igin;

1
p'(n-1)

0)1<p52he%<<%+ ve

1
p (n-1)

GDZSp<wbeé<§+

saglasm. Kabul edelim ki, supj |[K(x—y)[fdo(y)<oo dir. Budurumda her f eC”(R") i¢in

xeR" g1

Tf operatorii hemen her yerde mevcut ve || Tf || ,<C|| f ||, olacak sekilde bir C>0 sabiti

vardir. Ozellikle p>q' igin || Tf || ,<C]|| f |, dir.

LP—

Bu tezin amaci bu sonuglart agirlikli uzaylara genisletmektir. Bolim 2’de
A, agirhklarinin Tanmmlart ve H_ uzaylarimn Tamm ve oOzellikleri verilmistir. Degisken
cekirdeklerin diizgiinliigi iki kategoride ele alinmustir. Birincisi her iki degiskende de
diizgiinlige sahip ¢ekirdekler smifidir. Bu kategorideki c¢ekirdekli T operatorintin L
siirliligimi  elde etmek igin dort esitsizlik ele alimarak Kurtz-Wheeden metodu [10]
kullamlmustir. Buna ek olarak operatorlerin H”- L° sinirliligi géz tniine alimmistir. Bu
sonuglarda 3. Boliimde verilmistir. 2. Kategori sadece y degiskenine gore diizgiinliige sahip

cekirdeklerin sinifi olup bunlarda 4. Boliimde incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 (Konvoliisyon): fve K, R™de Tanimli ve dlgiilebilir iki fonksiyon olsun. Bu

durumda,

hG) = (F +K)) = | FOIKG = )dy
Rn
bi¢imindeki h(x) fonksiyonuna f ve K ’nin konvoliisyonu denir.

Tamm 2.2 (Singiiler integral): f ve K ’de Tanimli ve 6lgiilebilir iki fonksiyon olsun.

Bu durumda,

he) = (= K6 = | FOIKCe=y)dy

bigimindeki h(x) fonksiyonuna f ve K ’nin konvoliisyonu denir. Eger, o =n ise h(x)

integraline singiiler integral denir. Burada ¢, K ’nin homojenlik mertebesi ve n uzayin
boyutudur.

Tamm 2.3 (Lokal Integrallenebilir Fonksiyon): f :[a,b] > R bir déniisim olsun.
a<b icin her sonlu [a,b] araliginda f fonksiyonu integrallenebilir ise bu durumda f
fonksiyonu R uzayinda lokal integrallenebilirdir denir

Tamm 2.4 (Calderon-Zygmund Teorisi): K,R™\{0}izerinde lokal integrallenebilen

ve R™de bir pargali dagilimli ve

K(£)[<A
olacak sekilde y € R™ igin
j [K(x-y)-K(x)dx<B

[x>2]y]
olsun. Bu durumda, 1< p <ooigin
K= 1], <Co | £],
ve
C
l{x € R™|K * f(x)| > A} < I”f”Ll

dir.



Tamm 2.5 (Hormander sart1): K, R™\{0}iizerinde lokal integrallenebilen ve R™’de

pargali dagilimli bir fonksiyon olsun. y € R"igin

J; [K(x—y)-K(x)dx<B

~ 6

esitsizligi saglantyorsa bu esitsizlige “ Hormander Kosulu™ denir.
Tamm 2.6 (Homojen Fonksiyon): Her 4 >0ve x € R" i¢in
Q(Ax)=27Q(x)
ise Q(x) gekirdegine a.dereceden homojendir denir.
Tanim 2.7 (Diizgiin egri): r, | araliginda Tanimli vektoér degerli bir fonksiyon olsun.

Eger r, | lizerinde siirekli tiirevlere sahip ve | ’nm her bir t i¢ noktasinda r’(t):&O ise r

fonksiyonu diizgiindiir denir. Eger bir C egrisinin diizgiin bir r(t) parametrik gosterimi varsa c

egrisine diizgiin egri ad1 verilir.

Tamm 2.8 (L, Uzayn): f integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

P = [P(R™) = {f:f IfGO)IPdx <o, 1<p< oo}
Rn

kiimesine L uzay1 denir. Bu uzay iizerinde norm

1

p
i = ([ rcoas)

Tamm 2.9 (Karakteristik fonksiyon): (~h,h) araliginda,
_ 1, x e(—h,h);
7 (x)= {0, xe(~hh).

ise x,(x) fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir.

seklinde Tanimlanir.

Tamm 2.10 (Olgiilebilir Fonksiyon): Her « reel degeri igin {x: f(x)>a} climlesi

Olgiilebilir ise f fonksiyonuna R’de 6l¢iilebilir fonksiyon denir.

Tamm 2.11 (Shwartz Uzayi): Eger f fonksiyonu R™’de her mertebeden tiirevlenebilen

ve tiim tlirevleri sonsuzda azalan ise yani, her @, § € R" i¢in



sup|x“D” f (x)| <o

xeR"

ise f fonksiyonuna Shwartz Uzayina aittir denir ve f € S(R") ile gosterilir. Burada

n

a _ oy O
XY = X X7 X

ve
P _ 6/31 aﬁz aﬁn _ aﬂﬁﬁz*--*ﬂn
oxlroxf> oxP oxr.ox:..ox

dir.
Tamim 2.12 (Sinirh Operator): T : X —Y bir lineer doniistim olsun. Her x € X i¢in

[T, < K],
olacak sekilde bir K sabit varsa T operatdriine sinirli operator denir.

Tanmm 2.13 (Alt Lineer Operator): X,Y F cismi iizerinde iki vektdr uzayi

T:X =Y lineer doniisiim olsun. Her & € R*ve her x,y e X i¢in
(i) xyeX
(i) T(x+y)<T(x)+T(y)

saglaniyorsa T ’ye “alt lineer operator” denir.

Tamm 2.14 (Destek-Support): G, R™nin bos olmayan bir alt kiimesi ve G, G
*nin R™’de kapanisi olsun. Eger G , R™ nin kompakt alt kiimesi (kapal1 ve simrl) ve G = Q) ise

GcQ dir. u, G kiimesi tizerinde Tanimli bir fonksiyon ise

Supp(u)={xeG:u(x)=0}
kiimesine U ’nun destegi denir. Eger Supp(u)<Q ise u fonksiyonuna Q’da kompakt destege
sahiptir denir.
Tamm 2.15 (Kiiresel Harmonik): Bir K mertebeli homojen harmonik polinomu birim

kiire yiizeyine kisitlanmasma K mertebeli kiiresel harmonik denir.

Tamm 2.16 (Ortonormal Baz): Herhangi bir X i¢ carpim uzayinda {ee,,...e}
birim dikey (ortonormal) kiimesi lineer bagimsizdir. Ozellikle eger X i¢ garpim uzay1 k —

boyutlu ise 0 zaman {e,.e,,....e} kiimesi X igin bir tabandir ve her x e X vektéril



[

X:Z(x,en)en

n=1

bi¢iminde yazilabilir. Bu durumda {e,.e,,...e} ye bir ortonormal taban (birim dikey taban)

denir ve (x,e, ) sayilarina bu tabana gdre X ’in bileseni denir.

Tamm 2.17: X ve Y iki lineer uzay ve T:D; < X =Y bir fonksiyon olsun. T
fonksiyonuna operatér denir. Burada D;, T ’nin tanim kiimesi ve T (DT ) cY de T ’nin goriintii

kiimesidir. Eger D;, X ’nin bir lineer alt uzayr ve T bir lineer doniisim ise her
a, B € R (veyaC) ve x,ye X igin T(ax+By)=aT (x)+ AT (y) dir.

Tamim 2.18 (Agirhk Fonksiyonu): we R" — [0, oo) seklinde Taniml1 hemen hemen her
yerde lokal integrallenebilen pozitif w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Tamm 2.19 (Fatou Lemma): (x,A, w) Olgi uzayr ve (f,), f:X —[0,)
fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
f lim inf f,,du < hm 1nff fndu
X n—-oo
dir.
Tanim 2.20 (Hélder Esitsizligi): f <L”,geL” ve ~ +$ =1 olmak iizere,
[F()a()aq <[] ]all,
esitsizligine Holder esitsizligi denir.
Tamm 2.21 (Zayif Tip): (X, ) ve(Y,v) iki dl¢li uzayr ve T,LP (X, u) uzayinda Y’den

C’ye olciilebilir fonksiyonlar uzayina bir operator olsun. Eger,

v({y € Y:|Tf()| > A}) < ( I ”p)

ise g > oo i¢in T operatériine (p, q) zayif tipli denir. Eger T: LP (X, u) — L*(Y, v) smirh bir
operator ise bu durumda T’ye(p, oo) zayif tipli operator denir. Eger T: LP (X, u) = L* (Y, v)

sinirlt bir operatdr ise bu durumda T', (p, q) kuvvetli tipli denir.

Tamim 2.22 (Doubling Sart): p>1lvewe A  icin W fonksiyonu doubling sartin

saglar. Yani ¢ >0 sayst igin w(21)<cw(1) dir.



3. SINGULER INTEGRAL OPERATORLERININ AGIRLIKLI SINIRLILIGI

Bu boliimde singiiler integral operatorlerinin agirlikli siirliligi tizerinde durulacaktir.
dolayisiyla Muckenhoupt Ap agirlikli sinifinin ve agirlikli Hardy uzaymin bazi 6zellikleri

verilecektir.
3.1. Ap Agirhiklar:

Ap notasyonu ilk defa Rosenblum [11] tarafindan kullanilmistir. Reel sayilar {izerinde
Ap’nin korektrasyonu ise Muckenhoupt [12] tarafindan verilmistir. Coifman ve Fefferman [13]
bu sonuglart yiiksek boyuta genigletmistir. Ap sartt Hardy-Littewood maksimal fonksiyonlar

i¢in gerek ve yeterli sarttir ve Hilbert doniisiimlerinin L} (bk.[12, 13, 14]) uzay iizerinde smirlt

olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Simdi Ap agirliklarinin 6zelliklerini ve Tanimini verelim.

Tamm 3.1.1: 1< p<oo igin eger her B c R™ yuvari igin
p-1

1 1
— | wx)dx —JW x) "/ @Dy <C
|B|).! (o )| 757 w0

esitsizligi saglanacak sekilde ¢ >0 sayis1 varsa R™ negatif olmayan ve lokal integrallenebilir w

fonksiyonuna A, sinifina aittir denir. Burada |B|, B yuvarinin Lebesque dlgiisiidiir. p=1 ve her
B c R"™ yuvart igin

1 .

—f w(x) dx | < Cessinfyegw(x)

|BI
B

esitsizligini saglayacak sekilde her bir c>0 sayis1 varsa we A, ’dir.

Eger A, sarti p>1 icin saglanirsa We A, ise bu durumda her 2<& <oo igin we A,
dir. Baz1 n>1 i¢in we A, ’dir. 1< p<co igin We A, ise ayn1 zamanda her r>p icin we A,
dir. Gostermek i¢in ¢, =inf {q >1l:we A]} kullanacagiz. A, sarti ile ters Holder sart1 arasinda

yakin bir iligki vardir.

Tamm 3.1.2: Eger her B € R" igin

1/r

1 1
mew(x) dx <C Elw(x)dx



esitsizligi saglanacak sekilde r>1 ve C >0 sabiti varsa, w fonksiyonuna r. mertebeden ters

Holder sartin1 saglar denir ve We RH, seklinde gosterilir.
Lemma 3.1.3: Farz edelim ki we A, dir. Budurumda & >0 iginw € A, _, dir [12].

Teorem 3.1.1: r>1 olsun. Bu durumda W e A olmasi i¢in gerek ve yeter we RH,
olmasidir.
W(E) ile _[ w(x)dx agirhik dlgiisiinii gosterelim. B(x,r) ile x merkezli r yarigaph
B

yuvart gosterelim. Biliyoruz ki p=>1 i¢in ve weA, igin doubling sarti saglanir. Yani
w(B(s,2r)) <Cw(B(x,r)) olacak sekilde C > 0sayisi vardir [15].

Ispat: (=) w" € A, olsun. Bu durumda

r 1o
w (X)ZCE‘!W (x)dy

dir. Boylece esitsizligin her iki tarafinin = Kuvvetini alip x ’e gore integralini alirsak
r

1 i 1
B B

elde edilir. Bu ise0<l<1 icin we RH, dir.
r

(c) Tersine, bazi 0<l<1 icin WeRH, olsun. Bu durumda bazi £>0 igin
r

weRH, ., dir. Boylece

l+e

1

(i J' Wr(1+s)dyj “ <C i I wdy
B2 B2

elde edilir.

1

r

Holder esitsizliginden sag taraftaki esitsizlik C[éjwrdy] den kiigtliktiir. Buradan
B
w' e A dir.

Simdi asagidaki Teoremi verelim.



Teorem 3.1.2: p>1,x €R™ ve r>0 i¢cin weA, olsun. Bu durumda A>1 ve
herhangi bir B(x,r) yuvari icin w(B(x,Ar)) <CA™w(B(x,r)) dir. Burada C, B(x,r)ve A’dan
bagimsizdir [7].

Ispat: f >0 ve B(X,r)yuvarl icin

(fB)pW(B(X,r))SCIf(X)pW(X)dX
B
esitsizliginde f =y, alalim. Burada, E  B(x,r) dir. Bu durumda

(fs)"w(B(xr))<C[ zew(x)dx <Cw(B(x.r))
B
dir. f, =éj.f(x)dx20 olsun. Her xeB(x,r) igin fy <M (fz,)(x) olsun. Bu durumda,
B

O<t< fg igin
B(x,r) € S¢ = (x € R M(fxp)(x) > t}
dir. Boylece

W(B(x,r)) sCt’p!.. f (x)pw(x)dx

elde edilir. Buradan E < B(x,r) dlgiilebilir bir alt kiimesi ve esitsizlikte f i f,_ile yer

degistirelim. Boylece

[WJ W(B(X,I’))SW(E)

elde edilir. Esitsizlikte E’nin yerine B(X, r) ve B(X, r) > nin yerine lB(X, r) aldigimizda
W(AB(x,r)) <CA™w(B(x,r))
elde edilir.

Bir E kiimesinin Lebesque 6l¢iisti ile onun agirlikli W(E) Lebesque 6l¢iisii arasindaki

baglantidan dolay1 asagidaki Teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.3: p<1 i¢gin we A, ve r>1 icin weRH, olsun. Bu durumda bir B

yuvarinin herhangi bir dlgiilebilir E alt kiimesi i¢in

EN _wE) _ _ (1EN\"
C; (E) < W <dC, (m>



olacak sekilde bir C,,C, > 0 sabitleri vardir [16, 17].

1 1
Ispat: |E| :jW(X) Pw(x)p dx olsun. Holder esitsizliginden
E

o |

.[W(X)_%w(x)% dx < [IW(X)_zdx] ({W(x)dx]i

E E

dir. Burada i+1=1 dir. Boylece
P q

[ j w(x)zdeSC j w(x) Pax

olup
dir. Buradan

elde edilir. Buradan

w5 gt g e

dir. Buradan
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olup

elde edilir. Ispat tamamlanir.

Agirlikli Hardy uzaylar iizerinde operatorlerin sinirliligini elde etmek igin asagidaki

lemmaya ihtiyag¢ vardir.

Lemma3.1.4: p>1icin we A, olsun. Bu durumda her r >0 igin x, € R™ i¢in

W) »
|x—x |>rmdx S CT W(B(xO; T))

olacak sekilde r ’den bagimsiz bir C > 0 sabiti vardir.

Ispat: p>1 icin wWe A, oldugunu biliyoruz. Buradan £>0 ve p-&>1ve WeA ,

olur. Teorem 2.1.1’in We A, _, i¢in yazarsak

w(x)
np 4%
2kr<|x—xy|<2k+1r |x — xo

< (2kr)_npf w(x)dx < (251) 7 w(B(xo, 2541r))

|x—xo|s2k+1r
< Cpyn2 K€ Pw (B (xo, 7))

elde edilir. Boylece

w(x)
j Tl
[x—xq|2r |x - xOl P

ZJ W(x) _ T e <C T'_anW(B(X r))i 2 —kne
2kr<|x—xq|<2k+1r |x - xolnp R o

k=0
< Cynr ™Pw(B(xo,7))

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
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3.2 Agirhikh Hardy Uzaylar
@, S(R") ‘de bir fonksiyon olsun. Burada S(R™) Schwatz uzay: olup bu uzay

fano(x)dx =1 esitligini saglayan hizli bir sekilde azalan diizgiin fonksiyonlar uzayidir.
r>0x€R"® igin @(X)=r"¢p(x/r) alalm ve  f*  maksimal  fonksiyonu

f*(x)=sup| f *¢ (x)| seklinde Tanimlayalim. Bu durumda HE(R™) agirlikli Hardy uzay:

r>0

f* € I[P (R™) olacak sekilde f* € S'(R™) dagilimli fonksiyonlardan olusur ve || f Il =l f*||u;
olarak alinir.

T operatoriinin H) - L sinirlihi@ini géstermek i¢in Garcia-Cuerva’nin agirhkli Hardy

uzaylar1 igin atomik ayrisim teorisini kullanacagiz [18, 19]. Asagidaki yol ile atomik

parcalanisina gore agirlikli Hardy uzaylarini karakterize edelim.

Tamm 3.2.1: q, kritik indeks olmak lizere we A, olacak sekilde q=p ve

0<p<l<g<eo olsun. [], biiyik tam fonksiyon, N=[n(g,/p—1)] ve S€Z igin s =N

olsun. Bu durumda a fonksiyonuna eger asagidaki sartlar saglarsa x, merkezli w — (p,q,s)

atomu denir.

(i) ae€Ll(R™ve x, merkezli B yuvarinda desteklidir.

11

(i) ||a||uz£W(B)q P di.

(iii) |al<'S olacak sekilde her oo multi indeksi igin fRn a(x)x*dx = 0’dr.

q =00 oldugundan, L!, L anlaminda olacak ve || f |||:; =| f ||, seklinde alacagiz.

Teorem 3.2.1: O<p<l<q<owo ve p=#(Q icin weA, olsun. Bu f dagilm

fonksiyonunun HP (R™) uzayinda olmasi igin gerek ve yeter sart dagilim anlaminda

f =Z Aa; olacak sekilde Z | 2 |P< oo &zelligini saglayan herhangi bir {4} dizisinin ve
w—(p,q,N) atomlarinin {ai} dizisinin var olmasidir. Ayrica,

||f ||pH,f,~inf {leilpai; Z A;a;  a, f nin bir ayrisimidir w — (p, q, N)}

olmasidir.
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Atomik ayrisim Hardy uzaylarinda operatorlerin  sinirliligini  elde etmek igin
kullamighdirlar. Fakat genelde bir operatorin Hardy uzaylar {izerinde sinirli bir operator
olduguna sonucuna operatdrlerin normunun atomlara karsilik gelen bolgeler iizerinde diizgiin
siirli olduguna bakilarak varilamaz [20]. Bundan dolayr eger T operatoriine ekstradan bir

siirelik eklersek, bu durumda T operatdriinin HY uzayr iizerindeki sinrhligini elde

edelim[9,10].
Lemma 3.2.1: 0<q<oo olsun. Kabul edelim ki S, herhangi bir w—(1,q,N), a atomu
igin ”Sa”Liv <C olacak sekilde L%, (R™)’den Ly, (R™)’e simrh bir alt lineer operatér olsun. Bu

durumda S, HL(R™)'den L, (R™) *e sinirhidur.

Ispat: Kabul edelim ki, f e H}, (R™)’dir Teorem 2.1.1°den

f=> % ite Y] <Cliflly
=1 j=1

yazabiliriz. Burada a;, w—(1,q,N) atomudur. f =Z 4;8; alalim. Bu durumda f, dizileri
j=1

H. (R™)’den f ’e yakinsar. Bu f;, dizileri L}, (R™) de f ’e yakinsar. Bu hipotezler yardimiyla

|Sf |, Lo (R™) uzayinda | Sf |’e yakinsar. Her x € R%¢in lim|Sf_ (X)|= Sf ()| olacak sekilde
n K nk

{|ank |} alt dizisi vardur.

ng
IS fuelly, < € Y 4] 1Sailly, < Cllfllg
j=1

oldugundan Fatou Lemmasindan,
ISF 1, <ClI £,
elde edilir. Bu da lemma’y1 ispat eder. Fatou lemmasindan bir operatorin HJ) - L, sinirliligim

elde etmek icin asagidaki Teoreme L2, sinirlilik olarak verilen T operatdriiniin siirekliligini
aciklayalim.
Teorem 3.2.2: 0<p<1l ve weA, olsun. L% (R") iizerinde sl bir lineer S

operatorii igin S operatorinin  HP (R™) den L!(R™) e sinirli bir operator olarak
genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

”Sa”u; <C herhangi birw — (p, 2, [n(2/(p — 1)] — a atom

olacak sekilde bir C sabitin mevcut olmasidir [21].
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4. iKi DEGISKENLI DUZGUN OLAN SiINGULER INTEGRAL OPERATORLERININ
SINIRLILIGI

4.1 iki Degiskenli Diizgiin Cekirdekler

Bu boliimde iki degiskenli diizgiin olan singiiler integral operatorlerinin sinirliligi ele
alinacaktir. Uygunluk i¢in asagidakileri ele alalim. R™ X R™’de Tanimli bir 2(x, z) fonksiyonu

asagidaki sartlar saglarsa, ¢ > 1 i¢in L” (R™) x L? (§™1) uzayindadir denir.
(i) Her A >0 ve her X,z R™igin
Q(x,12) = Q(x, 2) (4.1)
(ii) Her x € R™igin
Jen-1 2 (x,y)do(z) =0 (4.2)
(iii). supyegn fsn_l.(z (x,y)x*do(z) =0 4.3

Burada z € R™\{0}i¢in 2’ =zlz] g,

K(x.2) = .le,f’)

alalim. Bu durumda K degisken ¢ekirdekli T singiiler integrali

Tf(x) = p.v. [ 2552 (3 dy (4.4)

"o lx—ym
seklinde Tanimlayalim.
4.2 Kurtz-Wheeden Metodu

1990’da Watson [7] konvoliisyon tipli singiiler integral operatorii

._ e -
I =po. [ TR 0y

seklinde goz oniine alinmistir. Burada 2 € L9(S™"1),1 < g < o 0. mertebeden homojen ve

fsn_lﬁ(x') do-(x') =0dir. K(x) = ac) seklinde alalim. Bu durumda asagidaki Teoremi

|x|™

verebiliriz.
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Teorem 4.2.1: 1 < q < oo olsun. Kabul edelim ki K
o 1/q
2mR)"/a Rx—y)— K)|%d =H
SUP(o<|y|<R) ( ) [ (x—y) (x)] X =Hg <o
me1 2MR<|x|<2M*1R

L .
9 Hormander sartin1 saglar. Eger w € Ap /0 q' < p < wise bu durumda
q!
||Tf||L5/ S Bp,wa”Lﬁ,

Ayrica By, Cpw (||ﬁf || ot Hgq)’den daha kiigiiktiir. Burada CF, p,w’ye bagh
sn—1

sabitler olup (||22|| veya H,’den bagimsizdir.

Ll (Sn—l)

Teorem 4.2.1°1 ispat etmek icin Watson, Kurtz-Weeden metodunun [22] agirlikli
kestirimlerdeki metoduna yogunlasmustir. ilk énce 1 < p < o igin T agirliksiz LP simirliligint

ispat etmistir. Daha sonra agirliksiz LP sinirliligini kullanip
M*(TF)(x) < qu*r(x) (4.5)
esitsizligini gostermek i¢in K ¢ekirdeginin bazi diizgiin tipi kullamlmistir. Burada t > 0 igin

fi=W(f |t))1/ t ve M Hardy-Littwood maximal operatoriinii géstermektedir ve

Mvm=m%@iJWﬂw—@1w
157,

1

seklindedir. Burada fp = IB]

) s f(¥)dy ve B, R™ de bir birim yuvari gdstermektedir.

M#*f(x) < 2"1Mf(x)

esitsizligi agiktir. Burada

Mf(x) = SUPr>0 [f(Y) - fB(x,r)] dy

1
|B(X, T‘)l B(x,r)
(4.5)’1 kullanarak bilinen w € A% igin
IMfllp, < ClM*F p (4.6)
[23] ve w € A, igin
IMfllp < Clifllp (4.7)

kestirimlerle birlikte T operatoriiniin LY, simrhiligini elde etmek kolaydir.
4.3 Lp Stmirhg:

Bu kisim 4.2°de verilen Kurtz-Wheeden argiimetleri ele alacagiz. Kisim 4.1°de
Tanimlanan T singiiler operatoriiniin  LP agirlikli simirhigin saglatmak i¢in K ¢ekirdegi

iizerindeki baz1 diizgilinliikleri bulacagiz.
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Teorem 4.3.1: 1<q<oo ve her R>0 i¢in

1
SUPGyermy L1 R 11 (fymp oo g K6 Z = ¥) = K(x,2)1%dz)" <0 (48)
1

© LT, q
Sup(x,yER”)(0<|x—y|<R Zm:l(ZmR) /q (fszS|Z|52m+1R[K(x: Z) - K(}’, Z)]qdz)q < ® (49)

olacak sekilde 2(x,z) € L” (R™) x LT (S™ 1) dir. Eger w € Ap/ ,q < p < ise budurumda
q/
T, LY, {izerinde smirhdur.

Yukaridaki (4.8) ve (4.9) g= « icin ||. ||.,.2™R < |z| < 2™*1R oldugundan anlasilamaz.
1 < g4 < g, < 0 igin kolayca kontrol edilebilir.

q, icin (4.8) saglanir —q; icin (4.8) saglanir.

q i¢in (4.9) saglanir —q; i¢in (4.9) saglanir.

Simdi Teorem 4.3.1’in ispatin1 verelim:

Ispat: w e Ap/ ve g < p < o olsun. Teorem 1.1°i kullanarak (4.8) ve (4.9) kabulleri
q,

ile birlikte
M¥(Tf)(x) < Cf*q'(x) fe€ L} icin (4.10)
oldugunu iddia edelim. Bir an i¢in bu iddianin dogrulugunu kabul edelim. (4.6), (4.7) ve bu
iddiadan dolay1
1Ty, < UMETHIg, < Ml <€ £, < Clifllg,

w

elde edebiliriz. Burada w € Ap/q’p >q

p=q icinw€ Ap/ .= A7 oldugundan wlte e As/q, olacak sekilde bir € > 0 vardir.
q

verildiginde herhangi bir 5> U icin wite € As /q,’dir. wo(x) = 1vew;(x) = wl*é(x) alalim.

= min {l,l,} olsun. Teorem 1.0.1’den T operatorii L, tizerinde sinirhdir. Burada
2(n-1) p'p
r= #(;q,’dir. s>p=q (1+¢&)(p—r)=s—r olacak sekilde secelim. Bu durumda bir

onceki durumdan T operatdriiniin LS, iizerinde smirlihg gosterilir. Olgiim degiskenli Stein-

Weiss interpolasyon Teoremi uygulanirsa [24, Teorem 2.1.1] T operatoriiniin sinirlihigi elde
edilir. f € L, olmak iizere iddiay1 ispat etmek icinx, € R"™ ve R>0 oldugunda

B = {x: |x — xo| < R/2} ve By = B(x,,2**'R),k = 0 olsun. Bu durumda,

f= i fm
m=0
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olur. Buradam € N i¢in f, = fXB0 Ve fn = fy(Bm- Bm-1)

i) e = anal dxs oz | Z|Tfm<x) (i)l dx

yazabiliriz. m = 0 durumunda kestirimi elde etmek igin
1
q

1 l
(7%l s < | 750 f TR dx | < 05 cfiro)

esitsizligini elde etmek i¢cin Holder esitsizligini ve Teorem 1.1°1 kullanalim, buradan:
1 *
51 | 1o = (Tfodsldx < 2075 < Cf; (x0)
B
elde edilir. m = 1 ve x € B igin

0 o8] 1
Z[Tfm(x)— (Thds1 = ). ’E || Th - @r0) }dy‘
= m=1

o0

=),

m=1

1
SEL <m2=:1 RnIK(x,x—z)—K(y,y—z)||fm(z)|dz>dy

f ( {K(x.x—Z)—K(y.y—Z)}fm(Z)dZ>dY‘

|B]

elde edili. yEB igin f, {z € R™ 2™*1R < |z —xo| < 2™*2R}  kiimesinde destekli

oldugundan yukaridaki kabuller altinda

> Wl ( | K (x,x = 2) —K(y,y—Z)I"dZ>
m=1 2M+1R<|z—x,|<2™M+2R

') n 1/q
< Cf (xy) Z 2mR)a % f K(ox —2) — K(y,y — 2)|dz
a m=1 2MR<|y—z|<2Mt3R

1/q

© n /q
< Cfy0) ) @R ( | K x = 2) = KO,y z)|qdz)
m=1 2MR<|y—z|<2M+3R

0 n 1/q
HCF o) ) @R x (f Gz =2) = Gy = Z)'qdz>
~= 2MR<|y—z|<2M+3R

= Il + 12
I, ve I integrallerinde Z = y — z alalim. (4.8) kabulii ve (4.9) kabullerinden I, + I,
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o0 n 1/(1
= Cf;(x0) le(sz) fa x ( f s K7 =0 =) =K, z-)|qdz->

0 1/q
+Cf(x0) z (ZmR)n/q' (f IK(x,Z) — K(y, Z‘)lqdz‘) < Cf(xo)
m=1 2MR<|z|<2™M+3R
elde edilir. Boylece

1
o f ITf@) = (TP)pldx < Cf;(x0)
B

her R > 0 igin elde edilir. Buradan,
M*(Tf)(xg) < 2" M(Tf)(x0) < Cf,;(xo)

elde edilir. x, € R™ keyfi oldugundan (4.10) ispatlanmis olur.
4.4. HY — LY Simirliik

T operatériiniin HL, — LY, sinirhligmi elde etmek icin Lemma 3.2.1'den asagidaki zayif

kestirimi vermek gerekir.

Lemma 4.4.1: w € A; olsun. Kabul edelim ki K (4.8) ve (4.9) g>1 sartlarim1 ve

Xo € R™, her y # 0 igin
f|x|>2|y||1((x + x9,x —y) — K(x + x¢, x)|[w(x + x¢)dx < Cw(y + x;) (4.11)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T operatorii L, (R™)’den L‘l,(,w(R")’e stnirlidir. Yani,

C
w(lx € RITFCOL> 1) <7 [ IFGIwGds
Rn

olur. Eger w € A; ise (4.11) sart1 asagidaki Lipschitz sartindan daha zayiftur. Lipschitz sarti
[19, Boliim 3]

')
IK(z,x —y) —K(zx)| <2 (v|x] = 2|y, v2)

|x|n+8

olacak sekilde x, y, z’den bagimsiz bir C sabiti ve 0 < § < 1 vardr.

ispat: w € 4; ve f € L}, (R™) olsun. Calderon-Zygmond ayrisiminda verilen her A>0

icin asagidaki sartlar saglayacak sekilde ayrik kiiplerin {Q j}jEN bir ailesi mevcuttur. Simdi bu

kosullar1 yazalim:
a) R*=EUF,E= Uj,Q;dir

1

h) 1<
) |j

Jo,If@)ldx < 2" 2 dir.

c) Hemen hemen her yerde x € Ficin |f(x)| < A dir.
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d) 1B <3 [l FGOldx dir.
Simdi
f(x), X E€F ise

g =7_1 |f(x)]dx, x € Q; ise
|Q]| Qj

ve

b = ()~ g = ). <f(x) i f If(y)ldy> Yo, () = Z by()
j J
fonksiyonlar1 Tanimlayalim. Burada )(Q],(x)’nin karakteristik fonksiyonunu gosterir.

e) Hemen her x, € R™ igin |g(x)| < 2™A’dr.

f) Her b; bir Q; kiipiinde desteklidir. fQ, bj(x)dx = 0
]

n. n. A n. A
{x € R™ [Tf(x)] >~ 1} C {x € R™: [Tg(x)| > 5} u {x € R™: [Th(x)| > E}
oldugundan Lemma 4.4.1
w ({x ER" : [Tg(x)| > %}) < %fmn If () |w(x)dx (4.12)
ve

w({x e R™ITh@)I > 3}) <5 fow IF @)IW()dx (4.13)

esitsizliginden goriliir. (4.12) esitsizligini elde etmek igin Teorem 4.3.1°den

w ({x € R™ [Tg(x)| > %}) < ,1%[ IT g (019 w(x)dx

=4 fRn 90w o) < 2 fw 9G] w(x)dx

elde edilir. Bu esitsizligi tamamlamak icin

f 19| wlodx < ¢ f IF GO lw () dx

oldugunu gormeliyiz. F kiimesinde g = f alalim. Her bir Q; kiipiinde w € A; oldugundan

fQ o)l W < f (I o] j If(y)ldy>W(x)dx

w(Q))
)]

OIS gy < ¢ j ) Iw)dy
Qj
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elde edilir. (4.13) esitsizligini ispat etmek icin kenar uzunlugu 2v/n olan ayni1 merkezli kiipleri

Q* gosterelim. Teorem 3.1.2°den

wi| o <D waen=e) way
J J J

1 . c
= CZE o (y>|—w|gj’|) dy <3| 1F@Iweay

elde edilir. Q kiipiiniin merkezi y;olsun. fQ_ bj = 0, oldugundan
J

A Cc
WX € Rn\LJJ Qj: ITb(x)| > > < IZ-{W \Qj*|Tbj(x)|W(x)dx

o

s%Z[Q b)

=32,
]

+ yj)dxdy

w(x)dx

JQ. |K(x,x—y)—K(x,x—yj)| bj(y)dy

|[K(Ge,x —y) — K(x,x —y;)| dy|w(x)dxdy

flx—yJIZZIy—yjl

by 3l x [ KRG+ yx= ) = K+ 330w

i~V |x]=2]y|

elde edilir. Burada Q; —y; = {x —YjiX € Qj}’dir. Boylece (4.11) sartindan

. c
wlixe Rn\qu S| Th(x)| > A/2 sIZLj_bij(ywj)lw(y+y,-)dy

C
"7 Z fQ ]_ |6 w()dy
¢ c
<5 [ bOIweday =3[ o)l +lgmDwedy

C
<2 [ 1rolweay
[Rn
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.1: Farz edelim ki g>1 igin (4.8), (4.9), (4.11), sartlar1 saglanacak sekilde

N € L*(R™) x L1(S™ 1) olsun. Bu durumda T operatdrii eger w € A, ise HY, ve LL,’e sinirhdir.
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Ispat: Lemma 3.2.1 ve (4.11)’den herhangi bir w icerisinde (1,0,0) — a atomu igin

[ITall 13, < € olacak sekilde a’da bagimsiz bir € >0 sabitinin var oldugunu gostermek
yeterlidir.

a, xo merkezli birw — (1, ,0) atomu ve supp(a) < B(x,, ) olsun.

Teorem 4.3.1 ve 3.1.2°den

1 , 1/q'
f |ITa(x)] w(x)dx < W(B(xo, 2r)) /a <f [Ta(x)|? w(x)dx)
B(xq,21) B

(x(]er)

1
/.
< CW(B(xo,r))l/q <L Ia(x)lq'w(x)dx> !

(xo,1)

< Cllallw(B(xo,7)) <C

elde edilir. (4.11)’in kabulii be a’nin 0 alma sart1 kullanilarak

f [Ta(x)|w(x)dx
B(xq,21)¢

L(XO,ZT)C

Sf |a(y+x0)|><<f IK(x + x9,x —y) — K(x + x¢, x)| W(x+x0)dx>dy
B(0,r) B(xq,21)¢

fB( ) (K(x,x —y) — K(x,x — x¢))a(y)dy| w(x)dx

<c j la(y + xo)l w(y + x0)dy
B(0,r)

< Cllallw(B(xo,7)) <C

elde edilir. Boylece Teorem 4.4.1’in ispati tamamlanmis olur.

Daha sonraki Teoremi vermeden once degisken €Q(x,y) ¢ekirdekleri altinda asagidaki

Tanimlara ihtiyag vardir. (4.3) sart1 yerine

1
SUP (xeR™ r20) (fsn—llﬂ(x + rz’,z’)|q do(z')) fa < oo (4.3
sartint alalim g > 1 i¢in Q’a eger (3.0.1) (3.0.2) ve(3.0.3")
Jy 22 s < o (4.14)
sartim1 saglarsa L9 — Dini sartlarim saglar demektir. Buradan
1,
wq(8) = sup xeR sup yegn-r |2(x +7zy) = 0(x + rz',z')|q do(z')

r=0 gn-1 |y'—z’|56
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bulunur. Asagidaki lemma K ¢ekirdeginin bir kestirimi elde etmek i¢in bu sartlar1 kullanmasi

gerektigini ifade eder.

Lemma 4.4.2: g= 1olsun. Farzedelim ki 2(x, z) € L*(R™) x LI(S™"1) (3.0.3") sartin1

saglar. Eger |y| < SR olacak sekilde bir 0 < § < - sabiti varsa herhangi bir x, € R™ igin:

Ya 4lyl/R
- 6
<f |K(x+x0,x—y)—K(x+x0,x)|qu> <CR n/q'<m+f wd&)
R<|x|<2R 2|lyl/R g

olur. Burada C>0, R ve y’den bagimsizdir.

Ispat: 0<p <% ve R < |x| < 2R oldugundan |x —y|~|x| oldugunu goéstermek

kolaydir. Buradan

‘Q(xo +x,x—vy) 02(xy+x,x)

lx —y|"= |x |

1 1 Dxg+x,x—vy)— 00y +x,x

:.Q(x0+x,x)< _ _) (xo y)_(o )
lx —y[*=® x| |x —y|"=*

|yl 120 +x,x —y) = 02(x + x,%)|
SC<|Q(x°+x’x)||x|”‘“+1 x[e
ve buna dayanarak

q Y,
<J N0+ x9,x—y) 2(xy+ x,x) 4 ) a
- x
R<|x|<2R |x — y|*~« ||

Iyl fa
g1
<C .L<|x|<2R|!2(x+x0,x)| [T Da dx

Y

N0+ x9,x —y) — 2(xo + x,%)|? a

+C<f 12 0 %’)_)(0 )] dx) =+,
R<|x|<2R |x|ma)q

elde edilir.
n
i s C”Q”L“’(Rn)xm(Sn—l)|Y|R_(n_“+1)Rn/q = CR Ja-(-a (%)

oldugu asikardir. Diger taraftan Q’nin homojenliginde
A
2R
J,=C f t~(n-a)q+n-1 f |2(x0 + tx', tx" +y) — 2(xo + tx', tx)| do(x)) |dt
R

Sn—l

n
/e 2R
< CR /a-(n “)<fR <fsn—1

. x'=§ oo N\ dt) =
Q(x0+tx,m>—!2(x+tx,tx)| do(x)) T)q (4.15)

Burada ¢ = y/t’dir. R <t < 2R ve |y| < BRi¢in || < %elde edilir. Her x" € S™ 1 icin
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Iﬁ’:él — x'| < 2|¢| oldugu goriiliir. Boylece (4.15)’deki ig taraftaki integral
"t r 04 r q q 2|}’|
Sup ,egn-t |.Q(x0 + tx ,y) —0(x+ tx,x)| do(x) < wg (2[¢]) = wg —~
sn-1 |x'-y'|<2|¢]
oldugundan
1
2R /a
J, < CR"/a—(n—®) f (Ug M ﬂ
R t |t
2%' dé i 2|y|
n n
_ CR"/a~n-a) f 152 = cRMa-m-@a (21
CR i wgq () 5 CR wg |
R
n/g—(n—a) 4%' q dé
< CR"a fz% wi(8)%
elde edilir. Simdi (4.14) yerine
I
s <o, 0<as<1 (4.16)

degistirerek L7 -Dini sartim1 genellestirelim. Eger 2 (3.3.6) ¢ = 1 ve 0 < a < 1 i¢in saglarsa bu
durumda L?* — Dini sartim saglar denir. 0 < f <a <1 igin, eger 2 L?* — Dini sartim
saglarsa bu durumda 2 L9 —Dini sartim saglar. Béylece @ < a igin LY% —Dini sarti

saglayan tiim fonksiyonlar simifim DinJ ile gosterilir.

Lemma4.4.3:0<a <1ve :M < p <1 olsun. Farzedelim ki 2 € DinJ,
3+ |9-8(2—p-2=
M icin (4.8) ve (4.9) sartlarim1 saglayacak sekilde olsun. Eger

A

! .
wi € A(p_‘_ﬂ_l)qy ise bu durumda T’e HE “den LP,’e siirhdr.
n q

) 3+ [9-8(2-p-pE)
Ispat: g = 2(2_p_%)

. q' -
oldugundan w EA(p_‘_p_:_%)q/AZ/q, elde edilir.

Teorem 4.3.1°den de herhangi bir w — (p, 2, N) — a atomu i¢in ||Ta||,» <C olacak sekilde bir
a’dan bagimsiz C > 0 sabitinin mevcut oldugunu goéstermek yeterlidir. a,x, merkezli

supp(a) € B(xy,r) Ozelligini saglayan bir w — (p,2, N)-atomu olsun. Teorem 4.3.1 ve
3.1.2°den g = 2 i¢in

p
/2
.f ITa()|Pw(x)dx < w(B(xo, 87"/ <f |Ta(x)|2w(X)dx>
B(x(,87) B

(x0,81)
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p
< CW(B(xO)r)l_p/z (fB(xo,T) |a(x)|2W(x)dx)

<C

/2

elde edilir. Simdi I: = fB )clTa(x)lpw(x)dx integralinin sinirhiligini gésterelim j=> 3i¢in

(xo,ar
Ej = ({x e R™: 2/r < |x — xo| < 27*'r})
kiimesini alalim, Holder Esitsizliginden
I=%7; ijlTa(x)lpW(x)dx < X3 (ij w(x)dx) ijlTa(x)l wP (x)dx (4.17)
- q' - q' . . pa l I}
elde edilir. w? € A(p+ﬂ_l)q, oldugundan w? € Agolacak sekilde bir 1 < s < (p + )q

n q q

vardir. Teorem 3.1.2°den ve Holder esitsizliginden

1 1
Lj w(x)dx < <ij dx)q (L] w(x)q'dx )q
< c(zfr)g{wq' (B(xp 2*7) }H’ (4.18)

elde edilir. a’nin 0 olma sart1 kullanilarak

ij [Ta(x)|w(x)dx =f

Ej

f L KCux =)~ K = o) a(y)dy‘ w(x)dx
B(xq,r

< fyeam 10O KX =) = KCox —x)l w()dx} dy — (419)

elde edilir. Holder esitsizliginden;

-f |[K(x,x —y) — K(x,x — x9)| w(x)dx
Ej

1 1
< (fE]. w(x)q’dx) fa (ijIK(x,x —y)—K(x,x — xo)lqu) fa

I j+1 1/61’
< {Wq (B(xo.27*17)) } ij||K(x,x —y)—K(x,x —xg)| dy | (4.20)

bulunur. s < (p + % - %) q' oldugundan s < (p + % - i) q' olacak sekilde @ < a vardur.

2 € Dinl kabuliinden dolay1 L% sart: saglanr.

Boylece |y — xg| < r igin Lemma 4.4.3’den.
1

<f IK(x,x —y) — K(x,x — xo)lqu>q
Ej
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1

q
:U]. " ],+1|K(x+xo'x—(y—xO))—K(x+x0,x)|qu> <
2Jr<|x|<2

COUCHON

elde edilir. (4.17)’den (4.21)’e esitsizlikler gdz oniine alindiginda:

q n
—1_ds)c277%(2)r)a 4.21
1wq(8) J& (i’

0 §lta

I<c ( Joegmla@)ldy )p Dy z—jap(zjr)# _ {Wq’(a(xo,zf+1r)) } Yar (4.22)

ili pa 1) 5 5 aeq
elde edilir. (p += q) q' < 2 oldugu aciktir. Boylece w? € A(p pe 1y, c A,olur.

n q
Buradan,
1 1
2 2
[ leoiay < ( [ lemrwomay ) < [ wortay )
B(xq,7) B(xo,7) B(x0,7)
1
< Cr"w(B(xO,r)) » (4.23)
elde edilir. w?' € Agoldugundan Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4’den
! . 1 ! m ! 1 ’
o (B2} " < c20 w (B}
jns _n
<C2dr qW(B(XO,T)) (4.24)

elde edilir. (4.22)’den (4.24)e

® (3 ns
1< CZ /@) o
j=3
sonucu elde edilir. Buradan son esitsizlik s < (p + % — %) q"’e gore elde edilmistir ve boylece

Teorem ispatlanmis olur.

Lemma 4.4.3’te eger w agirhigi A; sinifina kisitlanirsa bu durumda wi €4 2 dir.
ql

g= 2 igin Teorem 4.3.1’den T operatdriiniin L2, iizerinde smirli oldugu goriiliir. Bu durumda

Lemma 4.4.3 ispatindaki ayn1 argiimentler kullanildiginda asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.42: 0 <a <1 ve ——<p <1 olsun. Farz edelim ki q= 2 icin, (4.8) ve

(4.9) olacak sekilde Q€ Dinl’dir. Eger wi € A; budurumda T, HY, ve IP e siirhdur.
4.5. Lipschitz Siirekli Cekirdekler

Bu kisimda T operatoriiniin HY, ve L smirlilhigimi elde etmek icin K degisken cekirdegi

tizerine konulan diger sartlar1 bulacagiz.
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Sonu¢451:1<p<oovew€A, olsun.0<e<1

Cly|¢ ..
supeern  IK(oz =) —KGo <22 lzl=2lyl  icin (4.25)
ve
K(x,2)— K@) <52 lzlz 2=yl igin (4.26)

olacak sekilde x, y, z’den bagimsiz bir C sabiti varsa T operatérii LY, iizerinde smirhdr.
Ispat: 1<p<oovewe A, verildiginde w € Ap saglayacak sekilde bir = p’ vardr.
ql

Iddia ediyoruz ki (4.25) ve (4.26) sartlar1 ve (4.8) ve (4.9) sartlarim saglar.

[e's) 1/q
Z (ZmR)"/q’ (f |K(x,z—vy)) — K(x, Z)lqu>
me1 2MR<|z|<2M+1R

b n | |£ q 1/(1
ch(sz)?U < y+> dz>
= amps|zlsam+ip \ 2"

<C 27MmE=(C

NgE

1
elde edilir. Burada da C, x ve y’den bagimsizdir. 0 < [x — y| < R igin

o) 1/(1
> @Ry ( | IK(x,2)) = KO, Z)I"d2>
m=1 2MR<|z|<2M+1R

1
s q /a
Scz(sz)n/ql<f <|X—}’|e> dZ)
= 2mRs|zl<zm+ip \ 12|
<C z 27mE = ¢
m=1

Teorem 4.3.1°den T operatdriiniin LY, sinirliligi elde edilir.

3
i

Teorem 4.5.1: Kabul edelim ki K, (4.25) Lipschitz sartin1 ve 0 < € <1 igin (4.26)

p
sartini saglar. ﬁ <pslvew€Ad,+ % .Budurumda T, H! den L, ’ye sinirlidir.

Ispat: Teorem 3.2.2 ve Sonug 4.5.1°den herhangi bir w — (p, 2, N)- « atomu icin ITall,» <C

olacak sekilde a’dan bagimsiz bir C > 0 sayisinin mevcut oldugunu gostermek yeterlidir,
a, X, merkezli ve supp(a) ©€ B(xy,1) Ozelligini saglayan bir w — (p, 2, N)- atomu olsun.

T’nin L2, siirlihig ve Lemma D
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NS

_b
L(xo,zr)wa(x)lpw(x)dx < W(B(xmr))1 2 <L ITa (o) 2w (x)dx )

(xo,r)

<cw(B (xo,zr))l_g (L

ifadesini verir. (4.25) ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa

1/p
(f |Ta(x)|Pw(x)dx )
B(x,27)¢

C 1/p
< <f {j |K (x,x — y)) —K(,x — x0)| Ia(y)ldy }pw(x)dx>
B(x0,21)¢ \/B(x¢,1)

14
ly —xol°
<C —————la(y)|dy w(x)dx
Blxo2r) UBGepr) 1%~ Xol

1

w(x) P
= (re (IB(xo,?”) |a(y)|dy ) (fB(xO,Zr)C |x—2xq|P(n+e) dx ) (4-27)

elde edilir. p< 1 ve € <1 oldugundan p + % < 2 elde edilir. Buradan w € Ap+E cA,olur.
n

NS

la(x)[?w(x)dx )

(xo,7)

1/p

Holder estisizliginden

1

- 1
Joamla®ldy  <llallz, (S w7y ) < Crolalls w(B (o, ) (4.28)

elde edilir. w € A, ,pe oldugundan Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4’den

I, 2O gy = Cr P+ (B(xo, 1)) (4.29)

(x0,2r) Jx—2xo[P+E

elde edilir. (4.27) ve (4.29) esitsizliklerinden

(f [Ta(x)|Pw(x)dx >p <C
B(xo,Zr)C

elde edilir. Boylece Teorem ispat edilmis olur.
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5. TEK DEGISKENLI DUZGUN CEKIiRDEKLER
1966 Yilinda Fobes ve Riviere [25]

TF(x) = p.v. fwm, x = Y)F () dy

seklinde Tanimlanan K (x, y) degisken ¢ekirdekli T singiiler integral operatorii LP simirligini goz
onine almiglardir. Burada K (x,y), R™ X (R™\{0}) tizerinde Tanimli fonksiyonu asagidaki
ozellikleri saglar.
0] Her x € R™ i¢in K(x, . ), n. dereceden homojendir. Yani A>0 ve y # 0 i¢in
K(x,Ay) = A"K(x,y)

dir.
(i) Her x € R™ i¢in K (x,.), ™1 kiire iizerinde integrallenebilir ve
SUp_ L K@ y)do(y) <o
(iii)  Her x € R™ i¢in
| KGuydom) =0
5n—1
dir.

Fobes ve Riviere ikinci degisken ilizerinde daha simirliliga yogunlasmislardir. Ama
birinci degiskende sinirlilik gerekmez. Onlar kabul etmislerdir ki K (x,*)eC* (R™\{0}) ve her
nkath = (By, ... Bn), BjeN =N U {0} ,1<j <nigin

(2) KCew| < 5.1)

SUp xern®
yesn—l

olur. Bu sartlar altinda Fobes ve Riviere 11 < p < o igin T operatoriiniin L, uzay1 iizerinde

siirlihi@ini elde etmislerdir. Diger taraftan Watson [7]

Tf(x) =p.v. fRnE(X —y)f(dy

seklinde Tamimlanan konvoliisyon tipli singiiler operatérii goz oniine almistir. Burada K
asagidaki sartlar1 saglar. Her r > 0 ve x € (R™\{0} igin
K(rx)=r"
{ N (5.2.)

Jsn-1 K()da(y) =0

ve K’nin homojenliginden

© 1/q
SUPociyicr ). (ZRYMY ( f [RG—y) - mx)r’dx) (1<q<o)
- 2MR<|x|<2mt1R

m=1
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ve

SUPo<|y|<R Z (sz)n sup 2MR < |x| < 2m+1R |E(x - Y)) - E(x)| (q = oo)
M=

=1
bulunur R’den bagimsizdir. Boylece 1 < q < o i¢in K € LI(S™ 1) (5.2) sartimive 1 < q < o

i¢in

oo 1/q
= L
Hq = supo<|y|<r z QmRYMY <f |[K(x —y) — K(x)| dx> < oo
- 2MR<|x|<2M+1R

m=1

veya (=oo i¢in,

Hy = SUPo<|y|<R Z @2mR)n Supszs|x|<2m+1R|E(x -y)— K(x)l <

m=1

sartlarm saglarsa L, Hormander sartini da saglar denir. Watson [13 bunu ispat etmistir]

Teorem 5.1: Kabul edelim ki 1 < g < oo igin K, L9 Hoérmander sartin1 sartini saglar.

Egerp # 1licinw € Ap , q' < p < oo ise bu durumda ||Tf||Lp < By, w||f|l,p *dir. Ayrica B, ,
a" w w

sirt G, (||E ||L1 g1 T Hq)’den daha kiigiiktiir. Burada €y, yalmz p ve w’e bagh bir sabit

olup ||I? || veya H,’dan bagimsizdir.

Ll (Sn—l)
5.1. LE, Simrhhig

Bu kisimda T operatoriiniin LP agirhikli simirliligini elde etmek igin Fabes-Riviere’nin

[25] iddiasini takip edecegiz.

Teorem 51.1: K(x,*) € C* (R™\{0}) (5.1) sartini saglasin  ve

w € Ap, 1 <p < coolsun. Budurumda f € CZ(R™) igin
ITefllp < Clifllp (5:3)
olur. Burada C, € ve f'.den bagimsizdir. Ayni zamanda her bir f € CZ(R™) igin LY, normuna
gore lim,,oT.f =Tf. Boylece T operatorii Tanimhdir ve (5.3) esitsizligini saglar.

Siireklilikten T, LY, uzayi iizerine simrli olmasi genisletilebilir.

Teoremi ispat etmeden Once ispata gerekli olacak n-boyutlu kiiresel harmoniklerin bazi
Ozelliklerini ifade edelim. Y,,(x) bir m. Dereceden m-boyutlu kiiresel harmonik olsun. Bu

durumda

AY (5 +al) ne1 i
FP Yn(x)| < C,, ,Vx eSSV, Va=(a,ay....,a,) EN
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olur,

i@}, 1<is(MIPTH (AR mr (5.4)

m. dereceden tiim kiiresel harmonik uzayinda elde edilen bir ortonormal baz olsun [26]. Bu

durumda {Ym, j (x)}mj S™~1 kiiresi iizerinde bir tam ortonormal fonksiyonlar sistemi olusur.

Eger f € C(R™) ve f(X)~Ym)mj Ym,;(x) (x €S™1) ise f(x)’in S™* ise
fF(x)’in {Yp, j}’e gore fourier serisi ise her s> 1 i¢in
Ay =DM (m+n-2)"° fsn_l A% gn-1 f(X) Yo j(x)do (x) (5.5)
Burada
g = | FOon (o)
dir ve Agn-1, S™ 1 kiiresi iizerinde Laplace-Beltrami operatoriidiir. Bu sonucun ispat1 [27] dir.
iistelik kiiresel harmonikler icin asagidaki esitsizliklerin de saglanamayacagini gostermemiz de

gerekecektir.

Lemma 5.1.1: Kabul edelim ki K € C*(R™\{0}) (5.4)’i saglar ve

. d -
B* == sup,ggn-1 ﬁK(x)| + supegn-1 |K(x)| < o0 (5.6)

1<isn

olsun. Bu durumda K, L, -Hormander sartim saglar. Ustelik H, sabiti C,,B*’da daha kiigiiktiir.
Burada C,, yalniz n’e bagli bir sabittir.

Ispat: K’nin homojenliginden

_ o (x—¢ 11 N AN
K(’"”‘K(x)‘K(|x'—5|>(|x—y|n ) {K<Ix’—€|> K(")}

elde ederiz. Buradan x’ = — € S" 1 pe & = L dur.

|x| ||
Sy et 1
|x_y|n |x|n - xnt1
Ve
x'—¢
- —x'| < Cplé|
lx" — ¢ "
oldugundan,
= = CnB* |yl
K(x,y) — K(x) < &lﬁ

olur. Boylece 0< |y| < R i¢in
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D @R supympapeicameial R = ) = R@)| < CuB”

m=1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.1.1.%in Ispati: y € S™ ! icin kiiresel harmonikleri uygularsak.
D GOV ;)
m,j
serisi i¢in K (x, y) ¢ekirdegini ifade edebiliriz. y € (R™) verildiginde
y' = |§_| e sn1

olsun. yi ile E ¢ R™ kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostersin. Bu durumda « = 0 i¢in
(5.4)’yi ve yeterince biiyiik S i¢in (5.5)’1 uyguladigimizda L (R™)’de 1 < q < oo olmak iizere
Yin,; )
Dm0 [ L fa-y)

ly|>e |Y|n

m,j

serisi y degiskenli K,(y,) cekirdegine yakinsar. Bu nedenle f € C°(R™) igin hemen hemen

her yerde

Y, ('
TfG) = Y G [ )

f(x—y)dy
e ize YI"

elde edilir.

(5.6) sartin1 saglayan

9= sup > (a%)af(y)

lx|=1

elde edilir. Lemma 5.1.1 ve Teorem 5.1°den.

ITefllp < Cp’w||f||L€VZmn—2
m

a 04
sy = ol | Dinslloges + s |(55) 0
y'esn-1
(5.5) kestirimi
a (04
sl <, |(55) )
|x|<2s

esitsizligi verir. Bu esitsizlik |a| < 1 igin (5.4)’1 esitsizligi ile gz 6niine alindiginda yeterince

biiyiik s’ler i¢in
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3n
= —25+5--2
ITefllp < Cowlifllp E m= 42 < Guwllifllp
w
m

esitsizligi bulunur.

9@ =sup, Cpe ) |x|Z:1 (;—y) )

olsun.g € C, (R™) ve g € LY oldugu agiktir. £ < &§ < 1 igin

IT.f = T5fIILE, = f KCfC,—y)dy
e<|y|<é pr
- f KGO —y) = FOldy
e<|y|<é La/
< f KClgOlyldyl| < ¢ - ollglt?,
e<|y|<é

Liy
olur. Burada |T,f|, L,(R™)’de bir Cauchy dizisidir. Ayn1 zamanda
ITflz, = UmlTef Nz < CowlIfllp

elde edilir.

5.2 HY, — LY Simrliig

Bolim 4 kisim 2’de HJ ’nin ozellikler ve Tanimlarimi vermistik. Simdi asagidaki

Teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.1: 0 <p <1 ve w € 4, olsun. Kabul edelim ki, K(x,.) € C* (R\{0})
ve € N™ igin,

ad B CB
() K(x,y)|§w, y#0 (5.7)

SUPxern
dir. Bu durumda
ITfllp < Clflly

olacak sekilde f’den bagimsiz bir C sabiti vardir.

ispat: (5.7), (5.3)’den daha giiclii oldugu aciktir. Teorem 5.1.1°de T operatoriiniin
sinirli oldugunu soyleyebiliriz. 0 < p < 1 verildiginde herhangi bir w — (p, 2, N) — a atomu

icin ||Tall,p <C olacak sekilde bir C > 0 sabitinin var oldugunu ispat edecegiz. Burada

N=[n2/p—1)] dir. Bu durumda Teorem 5.2.1Teorem 3.2.2°den goriilir.

w — (p, 2, N)a atomu x, merkezli ve supp(a) < B(x,,r) Teorem 5.1.1 ve Teorem 3.1.1°den
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NI

f [Ta(x)|Pw(x)dx < W(B(xo, 21’))1_g (f |Ta(x)|?w(x)dx )
B(x0,2r) B

(xo,zr)

1-P g
< CW(B(xo,r)) 2 <f la(x)|?w(x)dx )
B

(x0,7)
1-2 24
< CW(B(xO,r)) 2W(B(xo,r))2 =C.
elde edilir.x, yakinlarinda K (x, x + . ) fonksiyonunaTaylor Teoremini uygularsak

9\ - «
Kox=n= > () Kt —x) 2 4 k)

|a|sN
elde ederiz. Buradan;

(=y + x0)*

Ry (x,y) = Z (%)QK(X,-)(X—@ Tl

|ax|=N+1
ve § € R" xy’dan y’ye dogru pargasi tizerinde bulunan bir noktadir. (5.7) kabuliinden

ly = xoV*1 ..
|Rx, (. 1) < CW lx —x0l = 2]y — %0l igin

elde edilir. Yukaridaki kestirimlerden a atomunun 0’a giden moment sartinda

f [Ta(x)|Pw(x)dx
B(xo_Zr)C

p
S_[ {f |K(x,x = y) = Py, (x, )| la()ldy } w(x)dx
B(xo'Zr)C B(xo,r)

|y — xO|N+1 p
€ o Unoy T SO
o, o,

(x)d p
< v ([ ) (Jo e rycla®)ldy) (5.8)
elde edilir. Burada

Py, (%, ) = Z (aa_y)“ K(x,.)(x — xo) %

|la|sN

dir. Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4’den

f, < Oy (B, 1)) (5.9)

(x0,27)" x—xo[P(#N+D) =

elde edilir. w € A, oldugundan Hoélder Esitsizligi

1 1

Lomla®ldy < ([ slamPwoddy ) (f s wo)dy ) * (5.10)

1
< Cr”w(B (xo, r))5



(5.8) ve (5.10) esitsizlikleri goz oniine alindiginda

f [Ta(x)|Pw(x)dx
B(xq,21)¢

elde edilir, ki bu Teorem 5.2.1’in ispatin1 tamamlar.
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