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DEĞĠġKEN ÇEKĠRDEKLĠ SĠNGÜLER ĠNTEGRAL OPERATÖRLER ÜZERĠNE 

Duygu AKÇA 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi, 2010 

Tez DanıĢman: Doç. Dr. Ġsmail EKĠNCĠOĞLU 

ÖZET 

Bu tezin amacı değiĢken çekirdekli singüler integral operatörlerin ağırlıklı sınırlıklarını 

araĢtırmaktır. Bu çalıĢma dört bölümden oluĢmaktadır. Ġlk önce konu ile ilgili temel kavramlar 

verilmiĢtir. Ġkinci bölümde ağırlıklı Hardy uzayları ve pA ağırlıkların Tanımları ile birlikte 

özellikleri incelenmiĢtir. Üçüncü bölümde her iki değiĢkene göre düzgün olan çekirdeklerin 

sınıfı ele alınmıĢ ve daha sonra bu tip çekirdekli singüler integral operatörlerin     sınırlılığını 

elde etmek için Kurtz-Wheeden metodu incelenmiĢtir.  Buna ek olarak bu operatörlerin    -   

sınırlılığı incelenmiĢtir. Son bölümde, değiĢken çekirdekli singüler integrallerin    ,               

  -   sınırlılıkları incelenmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: pA  Ağırlıklar, DeğiĢken Çekirdekli Singüler Ġntegral Operatörler,   -    

Sınırlılıklar, Singüler Ġntegraller. 
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ON THE SINGULAR INTEGRAL OPERATORS WITH VARIABLE KERNEL 

Duygu AKÇA 

Department of Mathematics, MSc. Thesis, 2010 

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ġsmail EKĠNCĠOĞLU 

ABSTRACT 

This thesis consists of four chapters. The first chapter devoted to the fundamental 

concepts. In the second chapter, the definitions of    of weights and the weighted Hardy spaces 

togerher with their properties is given. In Chapter 3, the class of kernels with smoothness in 

both variables are discussed and Kurtz-Wheeden's method to get the    boundedness of singular 

integral operators with kernel in this category are investigated. In additional, the   -   

boundedness of the operator are studied. In the final chapter, the weighted boundedness of the 

singular integral operator with variable kernels are investigated. 

Keywords:    Weights,   -   Boundedness, Singular Integral, Singular Integral Operator 

With Variable Kernel.  
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1. GĠRĠġ 

Calderon–Zygmund Singüler integral operatöler teorisi 1950 yıllarda incelenmeye 

baĢlanmıĢtır. Bu teori kısmi diferensiyel denklemler alanında çok önemli rol oynar. Singüler 

integral operatörler, ilk olarak konvolüsyon tipli operatör olarak ele alınmıĢtır. 1nS  ,   ‟de 

      birim küre ve d  lebesque ölçümü olmak üzere bu operatörlerin sınıfı 

( ) . . ( ) ( )
n

T f x p v K x y f y dy   

Ģeklinde Tanımlanır. Burada K   çekirdeği  

 
 
 

 
 

                                      

      

    

       
  

Ģartlarını sağlar. Bu tip singüler integraller birçok çalıĢma bilim adamları tarafından kapsamlı 

bir Ģekilde ele alınmıĢtır [1-7]. 

Günümüzde çoğu matematikçi, Calderon-Zygmund operatörlerinin ikinci tipi üzerinde 

yoğunlaĢmıĢlardır.  Bu tip değiĢken çekirdekli singüler integral operatörler sınıf Ģu Ģekilde 

Tanımlanır.         çekirdeği              üzerinde Tanımlı bir kompleks fonksiyon olsun ve 

aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 

(i)  Her 
nx  için        ,   . dereceden homojendir yani λ > 0 ve y ≠ 0 için  

                           

dir.    

(ii) Her nx için        , 1nS  üzerinde integrallenebilirdir ve 

1

| ( ) | ( )sup
nnx S

K x y d y


   

(iii). Her 
nx  için  

1

( ) ( ) 0
nS

K x y d y


   dir.  ġimdi         çekirdeği yardımıyla 

( , )

( , ),     | | |

0,               | |
x y

K x y y
K

y







 


 

Ģeklindeki yeni çekirdeği Tanımlayalım. Bu durumda  ( )n

cf C  için konvolisyon tipli 

   operatörünü  

( ) ( , ) ( )
n

T f x K x x y f y dy    
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Ģeklinde Tanımlayalım. Bu durumda  T  her yerde iyi Tanımlıdır. Eğer  

0
( ) lim ( )Tf x T f x


  

limiti varsa T  operatörüne   değiĢken çekirdekli singüler integral operatör denir. Bizim 

amacımız bu tür operatörler sınıfını çalıĢmaktadır. 

1955 ve 1956 yıllarında Calderon Zygmund [8, 2] değiĢken çekirdekli singüler integral 

operatörlerinin    sınırlılığını araĢtırmıĢtır. Bu çalıĢmalar sonucunda bu operatörlerin, değiĢken 

katsayılı ikinci mertebeden lineer eliptik denklemler ile çok yakın iliĢkisi olduğunu 

bulmuĢtur[9]. ÇalıĢmasında ([2], Teorem 2 ve [8], Teorem 2) sonuçlarını aĢağıdaki Ģekilde 

genelleĢtirmiĢtir.     için  ' /( 1)p p p   olsun.   

Teorem 1.1:  1 ,p q   için; 

(i)  1 < p  2  ise   
 

 
  

 

  
 

 

       
     ve 

(ii)        ise  
 

 
  

 

  
 

 

      
  

sağlasın. Kabul edelim ki,  
1

| ( ) | ( )sup
n nx R

q

S

K x y d y


   dir. Bu durumda her ( )n

cf C  için  

Tf   operatörü hemen her yerde mevcut ve || || || ||p pL L
Tf C f  olacak Ģekilde bir 0C    sabiti 

vardır.  Özellikle 'p q  için || || || ||p pL L
Tf C f  dir. 

Bu tezin amacı bu sonuçları ağırlıklı uzaylara geniĢletmektir. Bölüm 2‟de 

   ağırlıklarının Tanımları ve 
p

wH  uzaylarının Tanım ve özellikleri verilmiĢtir. DeğiĢken 

çekirdeklerin düzgünlüğü iki kategoride ele alınmıĢtır. Birincisi her iki değiĢkende de 

düzgünlüğe sahip çekirdekler sınıfıdır. Bu kategorideki çekirdekli T  operatörünün p

wL   

sınırlılığını elde etmek için dört eĢitsizlik ele alınarak Kurtz-Wheeden metodu [10] 

kullanılmıĢtır. Buna ek olarak operatörlerin p

wH - p

wL  sınırlılığı göz ününe alınmıĢtır. Bu 

sonuçlarda 3. Bölümde verilmiĢtir. 2. Kategori sadece   değiĢkenine göre düzgünlüğe sahip 

çekirdeklerin sınıfı olup bunlarda 4. Bölümde incelenmiĢtir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1 (Konvolüsyon):  ve      de Tanımlı ve ölçülebilir iki fonksiyon olsun. Bu 

durumda, 

                           
  

 

biçimindeki  h x  fonksiyonuna f  ve K ‟nın konvolüsyonu denir. 

Tanım 2.2 (Singüler Ġntegral): f  ve K ‟de Tanımlı ve ölçülebilir iki fonksiyon olsun. 

Bu durumda, 

                           
  

 

biçimindeki  h x  fonksiyonuna f  ve K ‟nın konvolüsyonu denir. Eğer, n   ise  h x  

integraline singüler integral denir. Burada  , K ‟nın homojenlik mertebesi ve n  uzayın 

boyutudur. 

Tanım 2.3 (Lokal Ġntegrallenebilir Fonksiyon):  : ,f a b     bir dönüĢüm olsun. 

a b  için her sonlu  ,a b  aralığında f fonksiyonu integrallenebilir ise bu durumda f

fonksiyonu    uzayında lokal integrallenebilirdir denir 

Tanım 2.4 (Calderon-Zygmund Teorisi): K ,      üzerinde lokal integrallenebilen 

ve   ‟de bir parçalı dağılımlı ve 

 K A   

olacak Ģekilde      için 

   
2x y

K x y K x dx B


    

olsun. Bu durumda, 1 p  için 

Pp p
K f C f   

ve 

                     
 

 
     

 

dir. 
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Tanım 2.5 (Hörmander Ģartı): K ,   \   üzerinde lokal integrallenebilen ve   ‟de 

parçalı dağılımlı bir fonksiyon olsun.     için  

   
2x y

K x y K x dx B


    

eĢitsizliği sağlanıyorsa bu eĢitsizliğe “ Hörmander KoĢulu” denir. 

Tanım 2.6 (Homojen Fonksiyon): Her 0  ve      için 

   x x     

ise  x  çekirdeğine . dereceden homojendir denir. 

Tanım 2.7 (Düzgün eğri): ,r I aralığında Tanımlı vektör değerli bir fonksiyon olsun. 

Eğer ,r I üzerinde sürekli türevlere sahip ve I ‟nın her bir t iç noktasında   0r t  ise r  

fonksiyonu düzgündür denir.  Eğer bir c eğrisinin düzgün bir  r t parametrik gösterimi varsa c

eğrisine düzgün eğri adı verilir. 

Tanım 2.8 ( pL Uzayı): f  integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

                                     
  

  

kümesine pL uzayı denir. Bu uzay üzerinde norm 

                
  

 

 
 

 

Ģeklinde Tanımlanır. 

Tanım 2.9 (Karakteristik fonksiyon):  ,h h aralığında, 

 h x   
  
  

                   
        

 

ise  h x  fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir. 

Tanım 2.10 (Ölçülebilir Fonksiyon): Her   reel değeri için   :x f x  cümlesi 

ölçülebilir ise f fonksiyonuna  ‟de ölçülebilir fonksiyon denir. 

Tanım 2.11 (Shwartz Uzayı): Eğer f fonksiyonu   ‟de her mertebeden türevlenebilen 

ve tüm türevleri sonsuzda azalan ise yani, her        için 
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 sup
nx

x D f x 



   

ise f fonksiyonuna Shwartz Uzayına aittir denir ve         ile gösterilir. Burada 

1 2

1 2 ... n

nx x x x
    

ve  

1 2

1 2

1 2

...
n

n

n

D
x x x

 


 

  

  

 =
1 2

1 2

...

1 2. ...

n

n

nx x x

  

 

  


  
 

dir. 

Tanım 2.12 (Sınırlı Operatör): :T X Y bir lineer dönüĢüm olsun. Her x X için 

Y X
Tx K x  

olacak Ģekilde bir K sabit varsa T operatörüne sınırlı operatör denir. 

Tanım 2.13 (Alt Lineer Operatör): ,X Y  F  cismi üzerinde iki vektör uzayı 

:T X Y  lineer dönüĢüm olsun. Her     ve her ,x y X için 

 i    ,x y X  

 ii       T x y T x T y    

sağlanıyorsa T ‟ye “alt lineer operatör” denir. 

Tanım 2.14 (Destek-Support): G ,   ‟nin boĢ olmayan bir alt kümesi ve G , G

‟nin   ‟de kapanıĢı olsun. Eğer G ,   ‟nin kompakt alt kümesi (kapalı ve sınırlı) ve G  ise 

G  dir. u , G  kümesi üzerinde Tanımlı bir fonksiyon ise 

    : 0Supp u x G u x    

kümesine u ‟nun desteği denir. Eğer  Supp u   ise u  fonksiyonuna  ‟da kompakt desteğe 

sahiptir denir. 

Tanım 2.15 (Küresel Harmonik): Bir K mertebeli homojen harmonik polinomu birim 

küre yüzeyine kısıtlanmasına K mertebeli küresel harmonik denir. 

Tanım 2.16 (Ortonormal Baz): Herhangi bir X  iç çarpım uzayında  1 2, ,..., ke e e

birim dikey (ortonormal) kümesi lineer bağımsızdır. Özellikle eğer X iç çarpım uzayı k 

boyutlu ise o zaman  1 2, ,..., ke e e kümesi X  için bir tabandır ve her x X  vektörü  
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 
1

,
k

n n

n

x x e e


  

biçiminde yazılabilir. Bu durumda  1 2, ,..., ke e e  ye bir ortonormal taban (birim dikey taban) 

denir ve  , nx e sayılarına bu tabana göre x ‟in bileĢeni denir. 

Tanım 2.17: X  ve Y  iki lineer uzay ve : TT D X Y   bir fonksiyon olsun. T

fonksiyonuna operatör denir. Burada TD , T ‟nin tanım kümesi ve  TT D Y de T ‟nin görüntü 

kümesidir.  Eğer TD , X ‟nin bir lineer alt uzayı ve T  bir lineer dönüĢüm ise her                

               ve ,x y X  için      T x y T x T y       dir. 

Tanım 2.18 (Ağırlık Fonksiyonu): w    0,  Ģeklinde Tanımlı hemen hemen her 

yerde lokal integrallenebilen pozitif w  fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir. 

Tanım 2.19 (Fatou Lemma):          ölçü uzayı ve (   ,           

fonksiyonların bir dizisi olsun. 

    
   

        
 

    
   

         
 

 

dir. 

Tanım 2.20 (Hölder EĢitsizliği): ,p pf L g L


  ve  
 

 
 

 

  
    olmak üzere, 

   
p p

f x g x dx f g


  

eĢitsizliğine Hölder eĢitsizliği denir. 

Tanım 2.21 (Zayıf Tip):       ve      iki ölçü uzayı ve  ,        uzayında  ‟den 

 ‟ye ölçülebilir fonksiyonlar uzayına bir operatör olsun. Eğer, 

                    
     

 
 

 

 

ise     için   operatörüne       zayıf tipli denir. Eğer                   sınırlı bir 

operatör ise bu durumda  ‟ye      zayıf tipli operatör denir. Eğer                    

sınırlı bir operatör ise bu durumda  ,       kuvvetli tipli denir. 

Tanım 2.22 (Doubling ġartı): 1p  ve pw A  için w  fonksiyonu doubling Ģartını 

sağlar. Yani 0c   sayısı için    2w I cw I  dir. 
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3. SĠNGÜLER ĠNTEGRAL OPERATÖRLERĠNĠN AĞIRLIKLI SINIRLILIĞI 

Bu bölümde singüler integral operatörlerinin ağırlıklı sınırlılığı üzerinde durulacaktır. 

dolayısıyla Muckenhoupt Ap ağırlıklı sınıfının ve ağırlıklı Hardy uzayının bazı özellikleri 

verilecektir. 

3.1. Ap Ağırlıkları   

Ap notasyonu ilk defa Rosenblum [11] tarafından kullanılmıĢtır. Reel sayılar üzerinde 

Ap‟nin korektrasyonu ise Muckenhoupt [12] tarafından verilmiĢtir. Coifman ve Fefferman [13] 

bu sonuçları yüksek boyuta geniĢletmiĢtir. Ap Ģartı Hardy-Littewood maksimal fonksiyonları 

için gerek ve yeterli Ģarttır ve Hilbert dönüĢümlerinin 
p

wL  (bk.[12, 13, 14]) uzayı üzerinde sınırlı 

olması için gerek ve yeter Ģarttır. ġimdi Ap ağırlıklarının özelliklerini ve Tanımını verelim.  

Tanım 3.1.1: 1 p    için eğer her B      yuvarı için  

 
 

   
  

 

       
 

   
  

 

              

   

   

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde 0c   sayısı varsa    negatif olmayan ve lokal integrallenebilir w  

fonksiyonuna pA sınıfına aittir denir. Burada    ,   yuvarının Lebesque ölçüsüdür. 1p   ve her

B     yuvarı için 

 
 

   
  

 

                      

eĢitsizliğini sağlayacak Ģekilde her  bir c>0 sayısı varsa  1w A ‟dir. 

Eğer pA  Ģartı 1p   için sağlanırsa w A  ise bu durumda her 2    için 'pw A

dir. Bazı n>1 için pw A ‟dir. 1 p   için 'pw A  ise aynı zamanda her r p  için 'pw A  

dir. Göstermek için  inf 1:w qq q w A    kullanacağız. pA  Ģartı ile ters Hölder Ģartı arasında 

yakın bir iliĢki vardır.  

Tanım 3.1.2: Eğer her      için 
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eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde 1r   ve 0C   sabiti varsa, w  fonksiyonuna .r  mertebeden ters 

Hölder Ģartını sağlar denir ve rw RH  Ģeklinde gösterilir.  

Lemma 3.1.3: Farz edelim ki pw A  dir. Bu durumda 0   için Pw A  dir [12].  

Teorem 3.1.1:  1r   olsun. Bu durumda w A olması için gerek ve yeter rw RH  

olmasıdır. 

( )w E  ile ( )
B

w x dx  ağırlık ölçüsünü gösterelim. ( , )B x r  ile x  merkezli r  yarıçaplı 

yuvarı gösterelim. Biliyoruz ki 1p   için ve pw A  için doubling Ģartı sağlanır. Yani 

( ( ,2 )) ( ( , ))w B s r Cw B x r  olacak Ģekilde 0C  sayısı vardır [15]. 

Ġspat:    rw   A  olsun. Bu durumda  

   
1r r

B

w x C w x dy
B

   

dir. Böylece eĢitsizliğin her iki tarafının 
1

r
 kuvvetini alıp x ‟e göre integralini alırsak  

 
 

   
        
 

 

 
  

  
 

   
       
 

 

elde edilir. Bu ise
1

0 1
r

   için rw RH  dir. 

  Tersine, bazı 
1

0 1
r

   için rw RH olsun. Bu durumda bazı 0   için 

 1r
w RH


  dir. Böylece  

 
 1

1

11 1
r

r

B B

w dy C wdy
B B







 

  
 

   

elde edilir. 

Hölder eĢitsizliğinden sağ taraftaki eĢitsizlik 

1

1 r
r

B

C w dy
B

 
  
 

  den küçüktür. Buradan 

rw A dir. 

ġimdi aĢağıdaki Teoremi verelim. 
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Teorem 3.1.2: 1p  ,      ve 0r   için pw A  olsun. Bu durumda 1   ve 

herhangi bir ( , )B x r  yuvarı için  ( ( , )) ( ( , ))npw B x r C w B x r   dir. Burada C ,  ( , )B x r ve λ‟dan 

bağımsızdır [7]. 

Ġspat: 0f   ve  ,B x r yuvarı için 

        ,
pp

B

B

f w B x r C f x w x dx   

eĢitsizliğinde Ef   alalım. Burada,  ,E B x r  dir. Bu durumda 

         , ,
p

B E

B

f w B x r C w x dx Cw B x r   

dir.  
1

0B

B

f f x dx
B

   olsun. Her  ,x B x r  için   B Bf M f x  olsun. Bu durumda, 

0 Bt f   için 

                             

dir.  Böylece  

      ,
p

p

B

w B x r Ct f x w x dx   

elde edilir.  Buradan  ,E B x r  ölçülebilir bir alt kümesi ve eĢitsizlikte f ‟i 
E

f ile yer 

değiĢtirelim. Böylece 

 
    ,

,

p

E
w B x r w E

B x r

 
 

 
 

 

elde edilir. EĢitsizlikte  ‟nin yerine  ,B x r  ve  ,B x r ‟ nin yerine  ,B x r  aldığımızda 

     , ,npw B x r C w B x r   

elde edilir. 

Bir E  kümesinin Lebesque ölçüsü ile onun ağırlıklı ( )w E  Lebesque ölçüsü arasındaki 

bağlantıdan dolayı aĢağıdaki Teoremi verebiliriz.  

Teorem 3.1.3: 1p   için pw A  ve 1r   için rw RH  olsun. Bu durumda bir B

yuvarının herhangi bir ölçülebilir E  alt kümesi için  
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olacak Ģekilde bir  1 2, 0C C  sabitleri vardır [16, 17]. 

Ġspat:    
1 1
p p

E

E w x w x dx


   olsun. Hölder eĢitsizliğinden 

       

1 1
1 1 q q p
p pp

E E E

w x w x dx w x dx w x dx
    

    
   

    

dir. Burada 
1 1

1
p q
   dir. Böylece 

   
q q

p p

E B

w x dx C w x dx
  

 
 
   

                         

1 1

1
q p q

p q
p

B B

w x dx dx
   

    
   
   

                           

1

1
1

q

qp pq
p p

B B

w x dx B B w x dx


    

    
   
   

olup 

     

1 1 1

1

q
q q p q p

q
p q

E B B

w x dx B w x dx B w x dx

 
     

      
     
    

dir. Buradan 

   

1 1

p p

B E

E C B w x dx w x dx
   

    
   
   

elde edilir. Buradan 

 

 

 

 

 

 

1

1 11

p

p p

E E

p

B

B

w x dx w x dx
E E E w E

C C C
B B B w Bw x dx

w x dx

 
 

    
          

    
 
 

 




 

elde edilir. Diğer yandan 

     

1 1 1

1 1 1

r r

r r r
r

E B B

E E
w x dx w x dx C w x dx

B B B B B

 

       
               
       

    

dir. Buradan 



11 

 

 

1
1

1

r

r
E

B

w x dx
E E

C
B

w x dx
E



 
   

 




 

olup 

 

 

1

2

r

rEw E
C

w B B



 
   

 

 

elde edilir. Ġspat tamamlanır. 

Ağırlıklı Hardy uzayları üzerinde operatörlerin sınırlılığını elde etmek için aĢağıdaki 

lemmaya ihtiyaç vardır. 

Lemma 3.1.4: 1p   için pw A  olsun. Bu durumda her 0r   için       için  

 
    

        
                  

        

 

olacak Ģekilde r ‟den bağımsız bir     sabiti vardır. 

Ġspat: 1p   için pw A  olduğunu biliyoruz. Buradan 0   ve 1p    ve pw A   

olur. Teorem 2.1.1‟in pw A  için yazarsak 

 
    

        
  

                

      
   

        
            

     
   

              

                         

elde edilir. Böylece  

 
    

        
  

        

   
    

        
  

                

 

 

   

                         

 

   

    

                    

bulunur ve ispat tamamlanmıĢ olur. 
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3.2 Ağırlıklı Hardy Uzayları 

 ,       „de bir fonksiyon olsun. Burada       Schwatz uzayı olup bu uzay 

         
   eĢitliğini sağlayan hızlı bir Ģekilde azalan düzgün fonksiyonlar uzayıdır. 

         için ( ) ( / )nx r x r   alalım ve    maksimal fonksiyonu  

0

*( ) sup | ( ) |r
r

f x f x


   Ģeklinde Tanımlayalım. Bu durumda    
       ağırlıklı Hardy uzayı  

      
      olacak Ģekilde           dağılımlı fonksiyonlardan oluĢur ve || || || *||p p

w wH L
f f

olarak alınır. 

T operatörünün p

wH - p

wL  sınırlılığını göstermek için Garcia-Cuerva‟nın ağırlıklı Hardy 

uzayları için atomik ayrıĢım teorisini kullanacağız [18, 19]. AĢağıdaki yol ile atomik 

parçalanıĢına göre ağırlıklı Hardy uzaylarını karakterize edelim. 

Tanım 3.2.1: wq  kritik indeks olmak üzere pw A  olacak Ģekilde q p  ve 

0 1p q     olsun. [.], büyük tam fonksiyon,  1mN n q p      ve s  için     

olsun. Bu durumda   fonksiyonuna eğer aĢağıdaki Ģartlar sağlarsa    merkezli           

atomu denir.  

(i)         
      ve 0x  merkezli B  yuvarında desteklidir.  

(ii)   

1 1

|| || ( )p
w

q p

L
a w B



  di. 

(iii) | |a S  olacak Ģekilde her  multi indeksi için            
  ‟dır.  

q   olduğundan, ,p

wL L  anlamında olacak ve  || || || ||
wL

f f    Ģeklinde alacağız.  

Teorem 3.2.1: 0 1p q     ve p q  için pw A  olsun. Bu f  dağılım 

fonksiyonunun   
      uzayında olması için gerek ve yeter Ģart dağılım anlamında 

i if   olacak Ģekilde | |p

i    özelliğini sağlayan herhangi bir  i  dizisinin ve 

( , , )w p q N  atomlarının  ia  dizisinin var olmasıdır. Ayrıca, 

   
 
  

 
          

                            ıĢı ı ı             

olmasıdır. 
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Atomik ayrıĢım Hardy uzaylarında operatörlerin sınırlılığını elde etmek için 

kullanıĢlıdırlar. Fakat genelde bir operatörün Hardy uzayları üzerinde sınırlı bir operatör 

olduğuna sonucuna operatörlerin normunun atomlara karĢılık gelen bölgeler üzerinde düzgün 

sınırlı olduğuna bakılarak varılamaz [20]. Bundan dolayı eğer   operatörüne ekstradan bir 

sürelik eklersek, bu durumda   operatörünün   
  uzayı üzerindeki sınırlılığını elde 

edelim[9,10]. 

Lemma 3.2.1:  0 q    olsun. Kabul edelim ki     herhangi bir (1, , )w q N ,   atomu 

için 1
wL

S C   olacak Ģekilde   
     ‟den   

       ‟e sınırlı bir alt lineer operatör olsun. Bu 

durumda  ,    
     'den   

      ‟e sınırlıdır.  

Ġspat: Kabul edelim ki, 1

wf H     ‟dir Teorem 2.1.1‟den 

                   

 

   

   

 

   

     
  

yazabiliriz. Burada ja , (1, , )w q N  atomudur.  
1

n j j

j

f a




  alalım. Bu durumda nf  dizileri 

1

wH     ‟den f ‟e yakınsar. Bu    dizileri 1

wL      ‟de f ‟e yakınsar. Bu hipotezler yardımıyla 

| |nSf , 
1,

wL       uzayında | |Sf ‟e yakınsar. Her x  için lim | ( ) | | ( ) |nk
k

Sf x Sf x


  olacak Ģekilde  

 nkSf  alt dizisi vardır.  

        
        

  

   

       
        

  

olduğundan Fatou Lemmasından, 

1 1|| || || ||
w wL H

Sf C f  

elde edilir. Bu da lemma‟yı ispat eder. Fatou lemmasından bir operatörün p

wH - p

wL   sınırlılığını 

elde etmek için aĢağıdaki Teoreme   
  sınırlılık olarak verilen T operatörünün sürekliliğini 

açıklayalım. 

Teorem 3.2.2: 0 1p   ve 2w A  olsun.  2

wL      üzerinde sınırlı bir lineer S 

operatörü için S operatörünün 
p

wH      den p

wL      e sınırlı bir operatör olarak 

geniĢletilebilmesi için gerek ve yeter Ģart  

p
wL

S C   herhangi bir                       atom  

olacak Ģekilde bir C  sabitin mevcut olmasıdır [21]. 
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4. ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ DÜZGÜN OLAN SĠNGÜLER ĠNTEGRAL OPERATÖRLERĠNĠN 

SINIRLILIĞI 

4.1 Ġki DeğiĢkenli Düzgün Çekirdekler 

Bu bölümde iki değiĢkenli düzgün olan singüler integral operatörlerinin sınırlılığı ele 

alınacaktır. Uygunluk için aĢağıdakileri ele alalım.      ‟de Tanımlı bir        fonksiyonu 

aĢağıdaki Ģartları sağlarsa,     için         
 

       uzayındadır denir. 

(i)  Her λ > 0 ve her ,x z    için   

( , ) ( , )x z x z                                  (4.1) 

(ii) Her     için 

  
         ( ')d z                                                                                               (4.2) 

(iii).            
           ( ')d z                                                                  (4.3) 

Burada          için ' / | |z z z  dir.  

       
       

    
 

alalım. Bu durumda    değiĢken çekirdekli   singüler integrali 

           
        

                                                   (4.4) 

Ģeklinde Tanımlayalım. 

4.2 Kurtz-Wheeden Metodu 

1990‟da Watson [7] konvolüsyon tipli singüler integral operatörü  

            
       

        
       

Ģeklinde göz önüne alınmıĢtır. Burada                  0. mertebeden homojen ve 

       
           ‟dır.       

      

    
 Ģeklinde alalım. Bu durumda aĢağıdaki Teoremi 

verebiliriz.  
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Teorem 4.2.1:       olsun. Kabul edelim ki    

                  
 

  

 

   

                  
 
  

             

 

   

      

qL
Hörmander Ģartını sağlar. Eğer     

   
,         ise bu durumda  

     
  

           
  

Ayrıca                 
 

    
      ‟den daha küçüktür. Burada   

 
,    ‟ye bağlı 

sabitler olup      
        

 veya   ‟den bağımsızdır. 

Teorem 4.2.1‟i ispat etmek için Watson, Kurtz-Weeden metodunun [22] ağırlıklı 

kestirimlerdeki metoduna yoğunlaĢmıĢtır. Ġlk önce       için    ağırlıksız   sınırlılığını 

ispat etmiĢtir. Daha sonra ağırlıksız   sınırlılığını kullanıp 

             
  
                                                           (4.5) 

eĢitsizliğini göstermek için    çekirdeğinin bazı düzgün tipi kullanılmıĢtır. Burada     için 

  
           

 
   ve    Hardy-Littwood maximal operatörünü göstermektedir ve  

             

 

   
             
 

 

Ģeklindedir. Burada    
 

   
       
 

 ve       ‟de bir birim yuvarı göstermektedir.  

                  

eĢitsizliği açıktır. Burada 

             

 

        
                  
      

 

(4.5)‟i kullanarak bilinen      için 

      
        

  
                                                           (4.6) 

[23] ve       için  

      
        

                                                               (4.7) 

kestirimlerle birlikte    operatörünün   
 

 sınırlılığını elde etmek kolaydır. 

4.3    Sınırlığı 

Bu kısım 4.2‟de verilen Kurtz-Wheeden argümetleri ele alacağız. Kısım 4.1‟de 

Tanımlanan   singüler operatörünün    ağırlıklı sınırlığını sağlatmak için   çekirdeği 

üzerindeki bazı düzgünlükleri bulacağız. 
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Teorem 4.3.1: 1<q<∞ ve her R>0 için 

                 
 

    
                          

             
 

 

 
          (4.8) 

                           
 

    
                        

             
 

 

 
        (4.9) 

olacak Ģekilde                 
 

      ‟dir. Eğer     
   

,        ise bu durumda 

    
 

 üzerinde sınırlıdır.  

Yukarıdaki (4.8) ve (4.9) q=  için                   olduğundan anlaĢılamaz.  

          için kolayca kontrol edilebilir.   

   için (4.8) sağlanır →   için (4.8) sağlanır. 

   için (4.9) sağlanır →   için (4.9) sağlanır. 

ġimdi Teorem 4.3.1‟in ispatını verelim: 

Ġspat:      
   

 ve         olsun. Teorem 1.1‟i kullanarak (4.8) ve (4.9) kabulleri 

ile birlikte 

                             
 

 için                                                   (4.10) 

olduğunu iddia edelim. Bir an için bu iddianın doğruluğunu kabul edelim. (4.6), (4.7) ve bu 

iddiadan dolayı  

      
           

           
  

     
  
  

  
 

       
  

elde edebiliriz. Burada     
   

      

     için     
   

    olduğundan        
   

 olacak Ģekilde bir      vardır. 

verildiğinde herhangi bir s q için        
   ‟dir.          ve                alalım. 

  
 

      
    

 

 
 

 

  
  olsun. Teorem 1.0.1‟den T operatörü    

  üzerinde sınırlıdır. Burada 

  
  

     
‟dir.                          olacak Ģekilde seçelim. Bu durumda bir 

önceki durumdan T operatörünün   
  üzerinde sınırlılığı gösterilir. Ölçüm değiĢkenli Stein-

Weiss interpolasyon Teoremi uygulanırsa [24, Teorem 2.1.1] T operatörünün sınırlılığı elde 

edilir.       olmak üzere iddiayı ispat etmek için       ve R>0 olduğunda                              

                 ve                    olsun. Bu durumda, 
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olur. Burada     için         
 ve                   

 

   
                 
 

 
 

   
                  

 

   

  
 

 

yazabiliriz.     durumunda kestirimi elde etmek için  

          
 

   
          

 
  

 

 

 
  

  
    

   

   
 

   
   

  
      

eĢitsizliğini elde etmek için Hölder eĢitsizliğini ve Teorem 1.1‟i kullanalım, buradan: 

 

   
                   
 

             
  
      

elde edilir.             için 

                 

 

   

   
 

   
                     
 

 

 

   

  

   
 

   
                        

  

        
 

    

 

   

 

 
 

   
                              

  
  

 

   

   
 

 

elde edilir. y    için                                kümesinde destekli 

olduğundan yukarıdaki kabuller altında  

     
 

  

 

   

                        
                   

 

 
  

    
  
           

 
       

 

   

                        
                

 

 
  

        

   
  
           

 
     

 

   

                        
                

 

 
  

    
            

 
     

 

   

                         
                

 

 
  

 

                                    

   ve    integrallerinde        alalım. (4.8) kabulü ve (4.9) kabullerinden        
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elde edilir. Böylece 

 

   
                 
 

    
  
      

her     için elde edilir. Buradan, 

                            
  
       

elde edilir.       keyfi olduğundan (4.10) ispatlanmıĢ olur. 

4.4.   
 

   
 

 Sınırlılık 

T operatörünün   
     

  sınırlılığını elde etmek için Lemma 3.2.1'den aĢağıdaki zayıf 

kestirimi vermek gerekir. 

Lemma 4.4.1:      olsun. Kabul edelim ki K (4.8) ve (4.9) q>1 Ģartlarını ve 

       her     için  

                                          
        

         (4.11) 

eĢitsizliğini sağlasın. Bu durumda   operatörü   
     ‟den   

       ‟e sınırlıdır. Yani, 

                     
 

 
             
  

 

olur. Eğer      ise (4.11) Ģartı aĢağıdaki Lipschitz Ģartından daha zayıftır. Lipschitz Ģartı  

[19, Bölüm 3] 

                   
    

                         ) 

olacak Ģekilde x, y, z‟den bağımsız bir   sabiti ve       vardır. 

Ġspat:      ve     
      olsun. Calderon-Zygmond ayrıĢımında verilen her λ>0 

için aĢağıdaki Ģartları sağlayacak Ģekilde ayrık küplerin        
 bir ailesi mevcuttur. ġimdi bu 

koĢulları yazalım: 

a)              
 
    dir. 

b)   
 

    
            
  

   dir. 

c)                                            dir. 
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d)     
 

 
         
    dir. 

ġimdi 

      

                                         

 

    
          
  

          
  

ve 

                         
 

    
         
  

 

 

   
          

 

 

fonksiyonları Tanımlayalım. Burada       ‟nin karakteristik fonksiyonunu gösterir. 

e) Hemen her       için           ‟dır.  

f) Her    bir    küpünde desteklidir.           
  

 

                                  
 

 
                 

 

 
  

olduğundan Lemma 4.4.1 

                   
 

 
   

 

 
 

              
                                 (4.12) 

ve 

                 
 

 
   

 

 
             
                                   (4.13) 

eĢitsizliğinden görülür. (4.12) eĢitsizliğini elde etmek için Teorem 4.3.1‟den  

                 
 

 
   

 

   
         

 
      

    
 

                                                      
 

   
               
    

 
 

 
             
    

 

elde edilir. Bu eĢitsizliği tamamlamak için  

                             

olduğunu görmeliyiz.   kümesinde     alalım. Her bir    küpünde      olduğundan 
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elde edilir. (4.13) eĢitsizliğini ispat etmek için kenar uzunluğu 2   olan aynı merkezli küpleri 

Q* gösterelim. Teorem 3.1.2‟den  

     
 

 

       
  

 

        

 

 

                            
 

 
       

     

    
    

 

 
             

    
 

   

 

elde edilir.   küpünün merkezi   olsun.       
  

 olduğundan 

           

 

          
 

 
   

 

 
                

       
 

 

   

 
 

 
                               

  

       
       

 
 

 

 
 

 
                               

              

         
   

 

 
 

 
            

      

                         
        

   

         

elde edilir. Burada                   ‟dir. Böylece (4.11) Ģartından  

            
 

 

                
 

 
            

      

          

                                                                             
 

 
         

   

       

                             
 

 
       
  

         
 

 
                
  

       

 
 

 
       
  

                                                                                  

elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 4.4.1: Farz edelim ki q>1 için (4.8), (4.9), (4.11), Ģartları sağlanacak Ģekilde 

                  olsun. Bu durumda T operatörü eğer      ise   
  ve   

 ‟e sınırlıdır. 
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Ġspat: Lemma 3.2.1 ve (4.11)‟den herhangi bir   içerisinde           atomu için    

      
    olacak Ģekilde a‟da bağımsız bir     sabitinin var olduğunu göstermek 

yeterlidir.  

     merkezli bir           atomu ve                   olsun. 

Teorem 4.3.1 ve 3.1.2‟den  

              
        

            
 

  
          

 
      

        
 

 
   

 

                                                              
 

  
         

 
      

       
 

 
   

 

                                                                         

elde edilir. (4.11)‟in kabulü be a‟nın 0 alma Ģartı kullanılarak  

              
         

 

                               
       

       
         

 

            
      

                                   
         

    

             
      

          

                      

elde edilir. Böylece Teorem 4.4.1‟in ispatı tamamlanmıĢ olur.  

Daha sonraki Teoremi vermeden önce değiĢken  Ω(x,y) çekirdekleri altında aĢağıdaki 

Tanımlara ihtiyaç vardır. (4.3) Ģartı yerine  

                            
 

          

 
  

                                  (4.3 ) 

Ģartını alalım          için Ω‟a eğer (3.0.1) (3.0.2) ve         

 
     

 

 

 
                                                                       (4.14) 

Ģartını sağlarsa         Ģartlarını sağlar demektir. Buradan 

            
   

            

         

                         
 

    

      
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bulunur. AĢağıdaki lemma K çekirdeğinin bir kestirimi elde etmek için bu Ģartları kullanması 

gerektiğini ifade eder.  

Lemma 4.4.2: q  olsun. Farzedelim ki                                 Ģartını 

sağlar. Eğer        olacak Ģekilde bir     
 

 
 sabiti varsa herhangi bir       için:  

                            
        

 

 
  

   
  

    
   

 
  

     

 

      

      

    

olur. Burada C>0, R ve y‟den bağımsızdır. 

Ġspat:     
 

 
 ve          olduğundan           olduğunu göstermek 

kolaydır. Buradan 

 
           

        
 

         

      
  

            
 

        
 

 

      
  

                     

        
  

              
   

        
 

                       

        

ve buna dayanarak 

   
           

        
 

         

      
 

 

  
        

 

 
  

 

                
    

           
  

        

 

 
  

                                         

     
                       

         

 

  
        

 

 
  

        

elde edilir. 

                                   
 

     
 

        
 
   

 
  

olduğu aĢikardır. Diğer taraftan Ω‟nın homojenliğinde  

                   
  

 

                                 
 

    

         

 
  

 

        
 

        
              

    

      
               

 

          
  

 
 
  

 
  

 

      (4.15) 

Burada      ‟dir.        ve        için     
 

 
 elde edilir. Her         için 
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          olduğu görülür. Böylece (4.15)‟deki iç taraftaki integral  

           

            

                          
 

    

        
          

     

 
 

olduğundan 

      
 

            
 

 
    

 
 

  

 

  

 

 

 
  

 

         
 

            
    

  

 

 
   
 

   
 

 

 
  

    
 

          
 

 
    

 
  

         
 

            
    

  

 

 
   

 

 
   

 

  

elde edilir. ġimdi (4.14) yerine  

 
  

    

                  
 

 
                                                  (4.16) 

değiĢtirerek     -Dini Ģartını genelleĢtirelim. Eğer   (3.3.6)     ve       için sağlarsa bu 

durumda       Dini Ģartını sağlar denir.          için, eğer          Dini Ģartını 

sağlarsa bu durumda          Dini Ģartını sağlar. Böylece        için       Dini Ģartını 

sağlayan tüm fonksiyonlar sınıfını     
 

 ile gösterilir. 

Lemma 4.4.3:       ve 
 

        
   1 olsun. Farzedelim ki       

 
    

   
           

  

 
 

      
  

 
 

  için (4.8) ve (4.9) Ģartlarını sağlayacak Ģekilde olsun. Eğer            

   
  

   
  

 
 

 

 
      ise bu durumda  ‟e   

 
 „den   

 
‟e sınırlıdır. 

Ġspat:    
            

  

 
 

      
  

 
 

   olduğundan    
  

   
  

 
 

 

 
     

   
 elde edilir. 

Teorem 4.3.1‟den de herhangi bir             atomu için       
  C olacak Ģekilde bir 

a‟dan bağımsız     sabitinin mevcut olduğunu göstermek yeterlidir.       merkezli                

                özelliğini sağlayan bir          -atomu olsun. Teorem 4.3.1 ve 

3.1.2‟den     için 
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elde edilir. ġimdi                   
        

  integralinin sınırlılığını gösterelim j  için 

                              

kümesini alalım, Hölder EĢitsizliğinden 

                  
  

 
             

  
                

  
 
                     (4.17) 

elde edilir.    
  

   
  

 
 

 

 
   

 olduğundan    
   olacak Ģekilde bir        

  

 
 

 

 
    

vardır. Teorem 3.1.2‟den ve Hölder eĢitsizliğinden  

       
  

     
  

 

 
 

        
  

  

 

 
  

             

       
 

     
       

       
    

                                     (4.18) 

elde edilir.  ‟nın 0 olma Ģartı kullanılarak 

 
                                           

       

 
  

         

 

                                                
  

 
       

               (4.19) 

elde edilir. Hölder eĢitsizliğinden; 

                           
  

 

                
  

 
 

   
                         

  
 

 
  
 

        
               

 

 
   

                         
  

                                (4.20) 

bulunur.      
  

 
 

 

 
   olduğundan      

   

 
 

 

 
   olacak Ģekilde      vardır. 

      
 

 kabulünden dolayı       Ģartı sağlanır. 

Böylece          için Lemma 4.4.3‟den. 
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                                (4.21) 

elde edilir. (4.17)‟den (4.21)‟e eĢitsizlikler göz önüne alındığında:  

             
       

 
 

            
 

     
      

               
    

 
       (4.22) 

elde edilir.    
  

 
 

 

 
       olduğu açıktır. Böylece    

  
   

  

 
 

 

 
   

    olur. 

Buradan, 

         
       

                
       

 

 
 

          
       

 

 
 

 

                                       
 

 

                                                                            (4.23) 

elde edilir.    
   olduğundan Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4‟den 

     
             

 
   

   
   
      

          
 

   
 

   
   

   
 

 

                                                                        (4.24) 

elde edilir. (4.22)‟den (4.24)‟e  

     
  

 
 

    
  
       

  

 

   

 

sonucu elde edilir. Buradan son eĢitsizlik      
   

 
 

 

 
   ‟e göre elde edilmiĢtir ve böylece 

Teorem ispatlanmıĢ olur. 

Lemma 4.4.3‟te eğer  ağırlığı    sınıfına kısıtlanırsa bu durumda    
   

  
‟dir. 

q   için Teorem 4.3.1‟den T operatörünün   
  üzerinde sınırlı olduğu görülür. Bu durumda 

Lemma 4.4.3 ispatındaki aynı argümentler kullanıldığında aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.4.2:       ve 
 

   
     olsun. Farz edelim ki q   için, (4.8) ve 

(4.9) olacak Ģekilde Ω     
 

‟dir. Eğer    
    bu durumda       

 
      

 
‟e sınırlıdır. 

4.5. Lipschitz Sürekli Çekirdekler 

Bu kısımda T operatörünün   
 
      

 
 sınırlılığını elde etmek için K değiĢken çekirdeği 

üzerine konulan diğer Ģartları bulacağız. 
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Sonuç 4.5.1:       ve       olsun.       

                         
     

                                 için                  (4.25) 

ve 

                
       

                                için                                     (4.26) 

olacak Ģekilde      ‟den bağımsız bir   sabiti varsa   operatörü   
 

 üzerinde sınırlıdır. 

Ġspat:       ve       verildiğinde     

  
 sağlayacak Ģekilde bir q    vardır. 

Ġddia ediyoruz ki (4.25) ve (4.26) Ģartları ve (4.8) ve (4.9) Ģartlarını sağlar. 

          

 

   

                       
             

 

 
  

 

                   
 
  

 

   

   
    

       

 

   
             

 

 
  

  

                   

 

   

   

elde edilir. Burada da       ve  ‟den bağımsızdır.           için 

          

 

   

                     
             

 

 
  

 

             

 

   

   
      

       

 

             

   

 
  

 

         

 

   

        

Teorem 4.3.1‟den T operatörünün   
 

 sınırlılığı elde edilir. 

Teorem 4.5.1: Kabul edelim ki K, (4.25) Lipschitz Ģartını ve       için (4.26) 

Ģartını sağlar. 
 

   
     ve      

  

 
 . Bu durumda T, 

p

wH  den 
p

wL
‟ye sınırlıdır. 

Ġspat: Teorem 3.2.2 ve Sonuç 4.5.1‟den herhangi bir          –   atomu için       
  C 

olacak Ģekilde a‟dan bağımsız bir     sayısının mevcut olduğunu göstermek yeterlidir, 

a, 0x  merkezli ve                  özelliğini sağlayan bir          - atomu olsun. 

T‟nin   
   sınırlılığı ve Lemma D  
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ifadesini verir. (4.25) ve Minkowski eĢitsizliği kullanılırsa 

                
         

 

   

 

                                   
       

 
         

         

   

 

      
       

         
        

       
 

 

         
        

   

 

              
       

   
    

              
          

 

 
                                                  (4.27) 

elde edilir. p   ve     olduğundan   
  

 
   elde edilir. Buradan      

  

 
    olur. 

Hölder eĢtisizliğinden 

         
       

      
           

       
 

 

 
         

           
 

 

                (4.28) 

elde edilir.      
  

 
 olduğundan Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4‟den  

 
    

              
        

                                                      (4.29) 

elde edilir. (4.27) ve (4.29) eĢitsizliklerinden  

                
        

 
 

 
 

   

elde edilir. Böylece Teorem ispat edilmiĢ olur. 
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5. TEK DEĞĠġKENLĠ DÜZGÜN ÇEKĠRDEKLER 

1966 Yılında Fobes ve Riviere [25]  

                         
  

 

Ģeklinde Tanımlanan        değiĢken çekirdekli T singüler integral operatörü    sınırlığını göz 

önüne almıĢlardır. Burada        ,              üzerinde Tanımlı fonksiyonu aĢağıdaki 

özellikleri sağlar. 

(i) Her      için       ,    dereceden homojendir. Yani λ>0 ve     için 

                  

dir. 

(ii) Her      için              küre üzerinde integrallenebilir ve  

   
                  

    
 

(iii) Her      için 

              
    

 

dir. 

Fobes ve Riviere ikinci değiĢken üzerinde daha sınırlılığa yoğunlaĢmıĢlardır. Ama 

birinci değiĢkende sınırlılık gerekmez. Onlar kabul etmiĢlerdir ki                     ve her 

  katlı                          ,       için  

       

      

  
 

  
 

 
                                                   (5.1) 

olur. Bu Ģartlar altında Fobes ve Riviere 1      için   operatörünün    uzayı üzerinde 

sınırlılığını elde etmiĢlerdir. Diğer taraftan Watson [7]  

                          
  

 

Ģeklinde Tanımlanan konvolüsyon tipli singüler operatörü göz önüne almıĢtır. Burada    

aĢağıdaki Ģartları sağlar. Her      ve           için 

 
          

             
    

                                                 (5.2.) 

ve   ‟nın homojenliğinden 
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ve 

                          
             

 

   

                                   

bulunur  ‟den bağımsızdır. Böylece       için              (5.2) Ģartını ve        

için 

                       

 

   

                 
 
  

             

 

   

   

veya  q   için, 

                                                     

 

   

   

Ģartlarını sağlarsa    Hörmander Ģartını da sağlar denir. Watson [13 bunu ispat etmiĢtir] 

Teorem 5.1: Kabul edelim ki       için       Hörmander Ģartını Ģartını sağlar. 

Eğer     için     

   
,        ise bu durumda      

  
           

 ‟dir. Ayrıca      

sınırı           
          ‟den daha küçüktür. Burada      yalnız   ve  ‟e bağlı bir sabit 

olup     
        

 veya   ‟dan bağımsızdır. 

5.1.   
 

  Sınırlılığı 

Bu kısımda   operatörünün    ağırlıklı sınırlılığını elde etmek için Fabes-Riviere‟nin 

[25] iddiasını takip edeceğiz.  

Teorem 5.1.1:                     (5.1) Ģartını sağlasın ve                                          

           olsun. Bu durumda     
      için 

       
        

                                                         (5.3) 

olur. Burada  ,         den bağımsızdır. Aynı zamanda her bir     
      için   

 
 normuna 

göre             . Böylece T operatörü Tanımlıdır ve (5.3) eĢitsizliğini sağlar. 

Süreklilikten  ,   
 

 uzayı üzerine sınırlı olması geniĢletilebilir.  

Teoremi ispat etmeden önce ispata gerekli olacak n-boyutlu küresel harmoniklerin bazı 

özelliklerini ifade edelim.       bir m. Dereceden m-boyutlu küresel harmonik olsun. Bu 

durumda  
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olur, 

         
 
                    

     
   

   
     

   
                        (5.4) 

 . dereceden tüm küresel harmonik uzayında elde edilen bir ortonormal baz olsun [26]. Bu 

durumda          
   

      küresi üzerinde bir tam ortonormal fonksiyonlar sistemi oluĢur.  

Eğer      
      ve                                    ise     ‟in       ise 

    ‟in       
 
e göre fourier serisi ise her s   için  

                         
                      

               (5.5) 

Burada 

                      
     

 

dir ve       ,      küresi üzerinde Laplace-Beltrami operatörüdür. Bu sonucun ispatı [27]‟dır. 

üstelik küresel harmonikler için aĢağıdaki eĢitsizliklerin de sağlanamayacağını göstermemiz de 

gerekecektir.  

Lemma 5.1.1: Kabul edelim ki                (5.4)‟i sağlar ve 

             

     

 
 

   
                                                 (5.6) 

olsun. Bu durumda K, 
L -Hörmander Ģartını sağlar. Üstelik    sabiti     ‟da daha küçüktür. 

Burada    yalnız n‟e bağlı bir sabittir.  

Ġspat:   ‟nın homojenliğinden 

                  
    

      
  

 

      
 

 

    
           

    

      
          

elde ederiz. Buradan    
 

   
           

 

   
‟dır. 

 
 

      
 

 

    
  

     

    
 

ve 

 
    

      
           

olduğundan, 

               
       

      
 

olur. Böylece 0       için 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 5.1.1.’in Ġspatı:        için küresel harmonikleri uygularsak.  

               

   

 

serisi için        çekirdeğini ifade edebiliriz.         verildiğinde  

   
 

   
       

olsun.    ile      kümesinin karakteristik fonksiyonunu göstersin. Bu durumda     için 

(5.4)‟yi ve yeterince büyük S için (5.5)‟ü uyguladığımızda        ‟de       olmak üzere 

         
      

  

            

       

serisi y değiĢkenli         çekirdeğine yakınsar. Bu nedenle       
      için hemen hemen 

her yerde 

                
        

            

         

elde edilir. 

(5.6) Ģartını sağlayan 

        
        

  
 

  
 

 

    

     

 

elde edilir.  Lemma  5.1.1 ve Teorem 5.1‟den. 

       
           

      

 

 

               
                 

     

       

  
 

  
 

 

     
      

(5.5) kestirimi 

         
      

       

      

  
 

  
 

 

     
    

eĢitsizliği verir. Bu eĢitsizlik       için (5.4)‟i eĢitsizliği ile göz önüne alındığında yeterince 

büyük s‟ler için  
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eĢitsizliği bulunur. 

        
        

  
 

  
 

 

    

     

 

olsun.          ve     
 

 olduğu açıktır.        için  

           
 

                  
       

 
  

 

 

                                                      
       

   
  

 

 

                                                     
       

 
  

 

              
 

  

olur. Burada                ‟de bir Cauchy dizisidir. Aynı zamanda  

      
      

   
       

           
  

elde edilir.  

5.2   
 

   
 

 Sınırlılığı 

Bölüm 4 kısım 2‟de p

wH ‟nin özellikler ve Tanımlarını vermiĢtik. ġimdi aĢağıdaki 

Teoremi verebiliriz.  

Teorem 5.2.1:       ve      olsun. Kabul edelim ki,                     

ve        için, 

         
 

  
 

 
        

  

                                                  (5.7) 

dir. Bu durumda 

      
        

  

olacak Ģekilde  ‟den bağımsız bir   sabiti vardır. 

Ġspat: (5.7), (5.3)‟den daha güçlü olduğu açıktır. Teorem 5.1.1‟de T operatörünün 

sınırlı olduğunu söyleyebiliriz.       verildiğinde herhangi bir              atomu 

için        
    olacak Ģekilde bir     sabitinin var olduğunu ispat edeceğiz. Burada 

              dir. Bu durumda Teorem 5.2.1,Teorem 3.2.2‟den görülür.                                    

           atomu    merkezli ve                  Teorem 5.1.1 ve Teorem 3.1.1‟den  
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    . 

elde edilir.   yakınlarında            fonksiyonunaTaylor Teoremini uygularsak   

           
 

  
 

 

            
        

    
     

    
      

elde ederiz. Buradan; 

   
        

 

  
 

 

           
        

    
       

 

ve         ‟dan  ‟ye  doğru parçası üzerinde bulunan bir noktadır. (5.7) kabulünden  

    
        

         

           
                                        

elde edilir. Yukarıdaki kestirimlerden   atomunun 0‟a giden moment Ģartında  

               
        

 
 

                   
              

       

 

 

      
        

 
 

     
         

           
        

       
 

 

 

      
        

 
 

           
      

                             
       

  
 

                                           (5.8) 

elde edilir. Burada  

     
        

 

  
 

 

            
        

  
     

 

dır. Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.4‟den 

 
      

                      
                                                   (5.9) 

elde edilir.      olduğundan Hölder EĢitsizliği 

         
       

                
       

 

 

 
          

       
  

 

 
              (5.10) 
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(5.8) ve (5.10) eĢitsizlikleri göz önüne alındığında  

                 
         

 

elde edilir, ki bu Teorem 5.2.1‟in ispatını tamamlar. 
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