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[statistik Anabilim Dali

Damsman: Dog. Dr. Halil AYDOGDU

Bir sistemin etkinligini degerlendirmek i¢in ise yararlilhik, tamir edilebilirlik,
kullanilabilirlik gibi pek c¢ok kavram vardir. Bu kavramlardan kullanilabilirlik biiyiik
onem arz eder. Ciinkii kullanilabilirlik, tamir edilebilen bir sistemin belirli bir
zamandaki ¢aligma olasiligini ifade eder. Tamir edilebilen bir sistem i¢in sistemin ¢
zamanindaki ¢alisma olasilig1, sistemin # zamanindaki noktasal kullanilabilirligini verir.

Bu calismada, daha 1yi sonuglar veren, diger tiim kullanilabilirlik 6l¢iimlerinin temelini
olusturan ve literatiirde ¢ok fazla iizerinde durulmamis olan noktasal kullanilabilirlik
incelenmektedir. Calisma ve tamir siirelerinden olusan bir sistemin noktasal
kullanilabilirligi i¢in iki denk ifade elde edilmektedir. Bu ifadeler, noktasal
kullanilabilirlik yaklasimi i¢in alt ve st sinir gelistirilmesinde kullanilmaktadir.
Calisma ve tamir siirelerinin {istel dagilim, gama dagilimi1 ve normal dagilim gdsterdigi
durumlar i¢in yenileme siireci ve geometrik siire¢ varsayimlarr altinda noktasal
kullanilabilirlik yaklagimi elde edilmektedir. Ayrica noktasal kullanilabilirligin siire¢
oranlarina ve dagilim parametrelerine duyarliligi tizerinde durulmaktadir.

Agustos 2010, 98 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kullanilabilirlik, yenileme siireci, geometrik siireg, integral denklem



ABSTRACT

POINTWISE AVAILABILITY FOR A REPAIRABLE SYSTEM
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Several concepts as serviceability, maintainability, repairability and availability have
been introduced to evaluate the effectiveness of a system. Among these concepts
availability has a distinguished importance, because availability gives the probability
that the system is operational. For a repairable system, the probability that the system is
operational at time ¢ denotes the pointwise availability of a system at that time z.

Analyses that consider the pointwise availability are quite rare. For this reason, this
dissertation focuses on pointwise availability which is the basic measure of other
availability measures. Two equivalent expressions are constructed for the pointwise
availability of a system that goes through succeeding cycles with each cycle consisting
of an operation time followed by a repair time. These expressions are used to develop
bounds on the true availability of the pointwise availability. Pointwise availability
approximations are provided under renewal or geometric processes of operation and
repair times with exponential, gama and normal distribution assumptions. In addition,
some general statements are made about the sensitivity of pointwise availability
functions to the ratio of the geometric processes and distribution parameters.

August 2010, 98 pages

Key Words: Availability, renewal process, geometric process, integral equation

1



TESEKKUR

“Noktasal Kullanilabilirlik” ile ilgili caliyjmamda arastirma olanagi saglayan ve
calismamin her sathasinda benden yardimlarini esirgemeyen, Onerileri ile beni
yonlendiren damigman hocam Saym Dog. Dr. Halii AYDOGDU ’ya (Ankara

Universitesi, Istatistik Bliimii) en i¢ten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Calismamda yardimlarini esirgemeyen Sayin Aras. Gor. Mahmut KARA’ya (Ankara
Universitesi, Istatistik Boliimii) en icten tesekkiirlerimi sunarim. Istatistik bilimini bana
sevdiren ve Ogrenmemde biiyilk katkilar1 olan Ankara Universitesi Istatistik

Bolimii’ndeki hocalarima tesekkiir ederim.

Yiiksek lisansim boyunca maddi destegi ile rahat¢a caligmami, arastrma yapmami
saglayan ve Bilim Insam Destekleme Programi kapsaminda verdigi bursla kendimi
potansiyel bir bilim insani olarak gérmemi saglayan TUBITAK’a en derin saygi ve

tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica egitim hayatim boyunca her daim yanimda olan, maddi ve manevi higbir
destegini esirgemeyen aileme, bana karsi duyduklar1 sarsilmaz inanglarindan dolay1

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Nihan ODABASI

Ankara, Agustos 2010

111



ICINDEKILER

L 770 1 Rt i
N5 . N ii
g D8 ) 3 (0] L SR iii
SIMGELER DIZINI....ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeen, vi
N3 03 Q1 00 00 1 28 0) /1 00\ R vii
) I 1 23 TR 1
2. KURAMSAL TEMELLER......ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiitiiietiecnesasesnenss 4
2.1 Konvoliisyon ve Bagimsiz Rasgele Degiskenlerin Toplamlarinin Dagihmu......... 4
2.2 Laplace DONUSUMUL...cceiieeriiiinriiiiieriiiiastisessiosessssssesssosessscssssssssssscsens 5
2.3 Laplace-Stieltjes DOniiStimii.....c.ccoeuviineiiieiiiniiiiiiiieiiiiiiiereenresnessensosnscnns 7
2.4 Aritmetik Dagilim FonKkSiyOnU......cccoveiiiniiiniiiiniiiniiiieisinicinecsneicsnscsnssnns 7
2.5 Rasgele Degiskenlerin Stokastik Olarak Karsilastirtlmasi...........c.cccoeeeeenein. 8
2.6 Integral DenKIEMICT.........ccvuuevrniernnerrneernerneerneerseeesneersersneesseersnsesnens 8
2.7 Yenileme Denklemi ve COZUMii...ccoiieeiiiiiineiiiienriiiiaetcoiessiosensscosessscsnanee 10
3. YENILEME SURECLERI......ccuutitiiiiiiiiiiiiiiiierieeiieenereererneresnesnnn 11
3.1 Yenileme Siirecinin TanimlI......cccoveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniineene, 11
3.2 Yenileme FOnKSiyOnU......cccvvieiiiiniiiniiiiiiieiiiniiiieiiinieieissarosnsssnmsssnssnn 12
4. GEOMETRIK SURECLER.......cccuttutttiiiiirniererteereenerneererneerernsesnnne 19
4.1 Geometrik Siirecin TanIMI......ccccciieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciiieeena 19
4.2 Geometrik Siirecin Stokastik Monotonlugu..........ccceviiiiieiiiniiieiiinrennnenns 20
4.3 Geometrik Siirecte Olaylar Aras1 Gecen Zamanin ve Bekleme Zamaninin
DAaGIlMI..cneiiiniiiiniiiniiiieiiieieieneietoestessesssssossssssssssnsosssssssssssssssssssnse 21
4.4 Geometrik Yenileme Fonksiyonu.......cccoeevviiiiiniiiniiiiiiiiniiiiniiinicinrcinnnen 22
5. KULLANILABILIRLIK TEORISI....ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiins 26
5.1 Kullantlabilirlik Tanimi......cccoeiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineeieennn 26
5.2 Kullamilabilirlik ile Tlgili Bazi OzelliKIer............ccvuuverneernneeennnnernneennns 27
5.3 Noktasal KullanilabilirliK........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiice 27
5.3.1 Noktasal kullanilabilirligin hesaplanmasi..........ccocviiniiiiiiiiniiiniiinninnnn 28
5.3.2 Noktasal kullanilabilirlik i¢in alt ve Gist SINIF......cccciiiniiiiiiniiiiiniieiinnnenns 35

v



5.3.3 Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsayim
altinda noktasal kullamlabilirliK..........cccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn. 37

5.3.4 Cahisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin bir geometrik
siire¢ olusturdugu varsayim altinda noktasal kullamilabilirlik................. 40

5.3.5 Cahisma siirelerinin bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme
siireci olusturdugu varsayimi altinda noktasal kullanilabilirlik................ 41

5.3.6 Calisma ve tamir siirelerinin birer geometrik siirec¢ olusturdugu varsayimi

altinda noktasal kullanilabilirliK.........ccccoiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiineinnnes 43
6. ANALIZ VE TARTISMA. . ...cuuttunirnienernierneeserneeserseesesseesessserseesesses 44
6.1 Cahsma ve Tamir Siirelerinin Ustel Dagiim Gosterdigi Durum.................. 46
6.2 Cahisma ve Tamir Siirelerinin Gama Dagihim Gésterdigi Durum............. 57

6.3 Cahsma Siirelerinin Ustel Dagihm ve Tamir Siirelerinin Gama Dagihm

GOsterdigi DUrumL....ccccviiniiiniiiiniiiiiiieiiiiniiietiiareinecssatossscsnssosnsssnssons 73
6.4 Calisma Siirelerinin Gama Dagihimi ve Tamir Siirelerinin Ustel Dagilim

GOsterdigi DUrum ....ocvvviniiiiiiiiniiiiiiieiiiniiieteisiossrssssossscssssssnsosnssssses 80
6.5 Cahiyma ve Tamir Siirelerinin Normal Dagilim Gosterdigi Durum................85
6.6 Noktasal Kullanmilabilirlik Hata Fonksiyonu ve Kesinlik Derecesi................ 91
50 100 1 0L 95
KAYNAKLAR. . .cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiincieieneeiaeiectesisetnecasennes 96
(077€] 0117 § 13 98



£ (1)
Ny
Fig(0)
Jis(0)
N()
N, (1)
S

n

T,
M)
M, (1)
X(t)

A

SIMGELER DiZiNi

Konvoliisyon Islemi

F Dagilim Fonksiyonunun Laplace Doniistimii

f Olasilik Yogunluk Fonksiyonun Laplace Doniistimii

F Dagilim Fonksiyonunun Laplace Stieltjes Dontisiimii

f Olasilik Yogunluk Fonksiyonun Laplace Stieltjes Doniisiimii
(0,¢/] Zaman Araligindaki Yenilemelerin Sayisi

(0,¢/] Zaman Araligindaki Geometrik Yenilemelerin Sayisi

n. Yenilemenin Gergeklesme Zamani

n. Geometrik Yenilemenin Ger¢eklesme Zamani

Yenileme Fonksiyonu

Geometrik Yenileme Fonksiyonu

Sistemin ¢ Zamanindaki Calisma Durumunu Gosteren Rasgele Degisken
t Zamanindaki Noktasal Kullanilabilirlik

Uzun Donem Kullanilabilirligi

[0,T] Araligindaki Ortalama Kullanilabilirlik
Uzun Donem Ortalama Kullanilabilirligi
Noktasal Kullanilabilirligin Alt Smir1
Noktasal Kullanilabilirligin Ust Sinir1

Hata Fonksiyonu

Sonsuz Toplamdan Alinan Kesme Degeri

n. Calisma Siiresi Rasgele Degiskeni

n. Tamir Siiresi Rasgele Degiskeni

n. Calisma ve Tamir Siiresinden olusan n. Dénem
n. Calisma Siiresinin Dagilim Fonksiyonu

n. Tamir Siiresinin Dagilim Fonksiyonu

n. Dénemin Dagilim Fonksiyonu

vi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 3.1 Sistem Davranist GOStEIIMI.........oouuiiiiii i, 28
Sekil 6.1 Ustel A(t) ¢=7,11,13, 2=0.01, u=0.1 (Yenileme — Yenileme).............. 48

Sekil 6.2 Ustel A(t) ¢=7,11,13, 2=0.01, x=0.1, b=0.90 (Yenileme-Geometrik)....50
Sekil 6.3 Ustel A(t) c=13, 2 =0.01, £ =0.1, b=0.85, 0.90, 0.95

(Yenileme-GeOmetTiK). . ... .ovuueit it e s 51
Sekil 6.4 Ustel A(t)c=7,11,13, A=0.01, u=0.1, a=1.1 (Geometrik-Yenileme)....... 52

Sekil 6.5 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.1, 1.2, 1.3 (Geometrik-Yenileme)...53
Sekil 6.6 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.1, 1.2, 1.3, b=0.90

(Geometrik-GeomMELTIK). ...ttt e e e 54
Sekil 6.7 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.1, b=0.85,0.9,0.95

(Geometrik-GeOmMELTIK). ..ottt e 55
Sekil 6.8 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=1/15,1/10,1/5, a=1.1, b=0.90

(Geometrik-GeomMELTTK). ...ttt e 56
Sekil 6.9 Ustel A(t)c=13, A =0.01, x4 =0.1,a=1.1,b=0.9..................coceeiniin... 57
Sekil 6.10 A(r) X ~ Gamma(a, =2, p, =1) ve Y ~ Gamma(a, =1,5,=1) 59

Sekil 6.11 A(¥) X ~ Gamma(a, =7.6,6, =0.5) ve Y ~ Gamma(a, =2.4, 3, =0.85)..62
Sekil 6.12 Gama A(¢)c=20, o, =2,5, =1, a,=1, B, =1 (Yenileme —Yenileme)....64
Sekil 6.13 Gama A(¢) ¢=20,30,40, o, =2,6, =50, a, =2, B, =5
(Yenileme-Yenileme).......c.ccovuuiiiiiiiiiii i 65
Sekil 6.14 Gama A(t) c=12,14,16,a, =2,5,=50,00, =2,3, =5,b=0.9
(Yenileme-Geometrik). ......venueenetiie et eeeaes 66
Sekil 6.15 Gama A(t)c=12,c¢, =2,5, =50, =2, 5, =5,b=0.85,0.9,0.95
(Yenileme-Geometrik). ......vvuueenttiite et e 67
Sekil 6.16 Gama A(¢)c=8,a,=2,3,=50,a, =2,,=5,a=1.1,1.2,1.3
(Geometrik-Yenileme)........ooueiiniiiiiii i 69
Sekil 6.17 Gama A(¢) ¢=6,7,8, a, =2, p,=50, a, =2, B,=5, a=1.1,b=0.9
(Geometrik-GeomMELtTIK). .. .ottt e 70

vil



Sekil 6.18 Gama A(¢)c=7, a; =2, f,=50, a,=2, B,=5,a=1.1,1.2, 1.3,b=0.90
(Geometrik - GEOMELITK). ....ouueeiiii e 71
Sekil 6.19 Gama A(¢)c=7, o, =2, 5, =50, a, =2, B,=5, a=1.1, b=0.85, 0.90, 0.95
(Geometrik - GEOMELITK). . ...uveiti ettt 71
Sekil 6.20 Gama A(t)c=7, a, =2, B, =40,50,60, a, =2, B, =5, a=1.1,b=0.9
(Geometrik - GEOMELITK). ....o.ueuiit i 72
Sekil 6.21 Gama A(t)c=7,a,=2,3,=50,a,=2,,=2.5,5,7.5,a=1.1,b=0.9
(Geometrik - GEOMELITK). . ..uvieti ettt 73
Sekil 6.22 Ustel-Gama A(¢)c=11,13,15 =001, a =2, B=5,a=1.1, b=0.9
(Geometrik — GEOMELITK). . .ouvtett et e e 76
Sekil 6.23 Ustel-Gama A(¢)c=10, A =0.01, a =2, f=5,2a=1.1,1.2,1.3,b=0.9
(Geometrik — GEOMEITK). . ..ouveett ettt 77
Sekil 6.24 Ustel-Gama A(t)c=10, A=0.01, a =2, f=5, a=1.1,b=0.85,0.90,0.95
(Geometrik — GEOMEITK). . .ouvtett et 78
Sekil 6.25 Ustel-Gama A(¢)c=10, A=0.01, a =2, f=2.5,5,7.5,a=1.1,b=0.9
(Geometrik — GEOMEITK). . .ouveete ettt 79
Sekil 6.26 Ustel-Gama A(f)c=10,A=0.01,a =1,2,3,8 =5,a=1.1,b=0.9
(Geometrik-GeomMEtTIK). ...ovueeete et e e 79
Sekil 6.27 Gama-Ustel A(¢)c=7, a =2, B=50, u=0.1,2a=1.1,1.2,1.3, b=0.9
(Geometrik — GEOMEITK). . ..ouvvett et e 83
Sekil 6.28 Gama-Ustel A(¢)c=7, a =2, B =50, u=0.1,a=1.1, b=0.85,0.90,0.95
(Geometrik — GEOMEITK). . .ouveett et 84
Sekil 6.29 Gama-Ustel A(¢)c=7,a =2, 8 =40,50,60, 1 =0.1,a=1.1,b=0.9
(Geometrik-GeomMEtTIK). ...ovueeete et e e 84
Sekil 6.30 Normal A(¢)¢=30,40,50, 4 =100,0=25,A=10,p=2.5
(Yenileme — Yenileme).......c.oovuiiiiiiiiiiiiii i e e, 86
Sekil 6.31 Normal A(¢) c=50, p=100,0=25,2=10,p=2.5, b=0.85, 0.90, 0.95
(Yenileme-Geometrik). .....o.vvuueenetiiie et aes 88
Sekil 6.32 Normal A(¢) ¢=40, u=100,0 =15,20,25, a=1.1, A =10,p =2.5, b=0.90
(Geometrik-GeomMEtTIK). ...ttt 90

viil



Sekil 6.33 Normal A(f) ¢=40, u=100,0 =25, a=1.1, 1 =10,15,20, p = 2.5, b=0.90

(Geometrik-GeomMEtTTK). ..ottt e e e
Sekil 6.34 Ustel A(¢) Ust Smir c=13, A =0.01, u=0.1, a=1.3, b=0.90
(Geometrik- GEOMELTTK). .. .vuuteett et eaeen
Sekil 6.35 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.3, b=0.90
(Geometrik-GeomMEtTIK). ...ovueeete et

Sekil 6.36 Ustel A(¢)c=1,...,13, 1=0.01, u=0.1, a=1.3, b=0.90

(Geometrik-Geometrik)

X



1. GIRIS

Glinlimiizde Ozellikle sanayi sistemlerine, askeri sistemlere ve bilgisayar aglar1 gibi
bilgi iletisim teknolojilerine olan bagimlilik gittikce artmaktadir. Sik¢a kullanilan bu
sistemler genellikle tamir edilebilen sistemler olmaktadir. Ciinkii bozulmalari
durumunda sistemi bastan olusturmak olduk¢a maliyetlidir. Bunun yaninda,
bozuldugunda tamir edilemeyen sistemler vardir. Ornegin, programlanmis testlere tabi
tutulan ve depoda bulunan bir fiize tamir edilebilirken, firlatildiktan sonra tamiri
miimkiin degildir. Bu calismada bahsedilen sistemlerin, tamir edilebilir oldugu
varsayilmaktadir. Sistemler karmasiklastikca ve otomasyon arttikca, bu sistemlerin
calisma ve tamir siirelerine olan ilgi de artmaktadir. Ornegin ABD’de ordu tarafindan
kullanilan sistemlerde ortaya ¢ikan herhangi bir aksaklik ve plansiz olusan bu aksakligin
tamir stiresi, askerler icin 6lim kalim miicadelesine neden olacagindan, ordu ¢ok

asamal1 yapisal bir program uygulamaktadir.

Bahsi gecen sistemlerin etkinligini degerlendirmek i¢in ise yararhilik, tamir edilebilirlik,
kullanilabilirlik gibi pek c¢ok kavram vardwr. Bunlar igerisinden kullanilabilirlik
(availability) biliyiik 6nem arz eder. Clinkii kullanilabilirlik, tamir edilebilen bir sistemin
belirli bir zamandaki ¢alisma olasiligimi ifade eder. Tamir edilebilen bir sistem i¢in
sistemin ¢ zamanindaki c¢alisma olasiligi, sistemin ¢ zamanindaki noktasal
kullanilabilirligini verir. Eger sistemin tamiri miimkiin degilse, kullanilabilirlik, sistem
giivenilirligine indirgenir. Ayrica tamir siireleri ihmal edilebilir olmamalidir. Aksi halde

kullanilabilirlik her zaman 1 olacak ve hesaplanmasina gerek kalmayacaktir.

Noktasal kullanilabilirlik fonksiyonuna bagl olarak hesaplanan diger fonksiyonlar uzun
donem kullanilabilirligi, ortalama kullanilabilirlik ve wuzun donem ortalama
kullanilabilirligidir. Bu olgiitler arasindan literatiirde genellikle uzun doénem
kullanilabilirliginden bahsedilir; fakat kullanimi oldukg¢a smirhidir. Ayrica yasamdaki
bircok sistemde uzun doneme cok fazla sayida periyottan sonra ulasilir ve genellikle
ekonomik ve teknolojik sebeplere bagli olarak bu duruma ulagilmadan Once sistem
onemli Olclide degisir. Bu gercek, uzun donem kullanilabilirliginin bir kullanilabilirlik

Olciimii olarak gecerliligi hakkinda sorunlara neden olur. Bu nedenle bu ¢alismada, daha



1yl sonuglar veren ve diger tiim dlgtimlerin temelini olusturan noktasal kullanilabilirlik

iizerinde durulmustur.

Bu hususta Kumar ve Knezevic (1998) yenileme siirecini kullanarak kullanilabilirlige
dayali yedek optimizasyonuna iliskin bir ¢alisma yapmis ve calismada iistel, gama,
normal, Weibull dagilimhi c¢alisma zamanlarina sahip yedek bilesenleri icin
matematiksel modeller gelistirmistir. Pham-Gia ve Turkkan (1999) calisma ve tamir
zamanlar1 bagimsiz gama dagildiginda olusan gama alterne yenileme siireci ig¢in
kullanilabilirligin elde edilmesi lizerinde durmustur. Rehmert (2000) calisma ve tamir
zamanlar1 geometrik slireglere veya yenileme siireclerine gore dagildiginda
kullanilabilirlik analizi yapmistir. Gamiz ve Roman (2008) calisma ve tamir zamanlari
bilinmeyen dagilimli oldugunda kullanilabilirligin parametrik olmayan tahminini
vermistir. Zhang (2007) ise calisma ve tamir zamanlarma gecikme zamanini da

ekleyerek, iistel dagilim i¢cin geometrik siire¢ durumunda tamir modeli olusturmustur.

Bu calismada oncelikle temel kavramlar olan konvoliisyon, Laplace, Laplace-Stieltjes
dontistimleri, aritmetik dagilim fonksiyonu, rasgele degiskenlerin stokastik olarak
karsilagtirilmasi, integral denklemler ile yenileme denklemi ve ¢Oziimiinden
bahsedilmistir. Siwrasiyla {iclincii ve dordiincii boliimlerde yenileme siiregleri ve

geometrik siirecler tanimlanmis, bu siireglere dair 6nemli 6zellikler verilmistir.

Besinci boliimde kullanilabilirlik kavrami {izerinde durulmus ve kullanilabilirlige iligkin
bazi onemli Ozellikler verilmistir. Daha sonra ¢alismanin esas konusunu olusturan
noktasal kullanilabilirlik kavrami aciklanmig ve hesaplanmasi iizerinde durulmustur.
Noktasal kullanilabilirlik i¢in iki ayr1 yoldan esitlikler elde edilmistir. Bu esitliklerdeki
sonsuz toplamlardan alinan terim sayilar1 sinirlandirilarak noktasal kullanilabilirlik i¢in
alt ve st sinrrlar elde edilmistir. Calisma ve tamir siirelerinin yenileme siireci veya
geometrik siire¢ olusturmalar1 varsayimlar: altinda, noktasal kullanilabilirlik i¢in alt ve
iist sinir formiilleri verilmistir. Altinci boliimde ise,

e calisma ve tamir siirelerinin tistel dagilim,

e calisma ve tamir siirelerinin gama dagilimu,

e caligma stirelerinin iistel dagilim ve tamir siirelerinin gama dagilima,



e calisma stirelerinin gama dagilimi ve tamir siirelerinin tistel dagilim,
e calisma ve tamir slirelerinin normal dagilim
gosterdigi durumlar i¢in yenileme siireci ve geometrik siire¢ varsayimlari altinda

ornekler iizerinde durulmus ve parametrelerin bazi karsilastirmalar1 yapilmistir.

Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu durum i¢in noktasal
kullanilabilirlik fonksiyonunun analitik ifadesi elde edilmistir. Diger durumlarda ise
analitik ifadelere ulasilamadig i¢in, alt ve {ist siirlarin Laplace doniisiimleri alindiktan
sonra, Matlab programi yardimiyla bu doniisiimlerin ters Laplace doniistimleri aliarak,
noktasal kullanilabilirlik i¢in yaklasimda bulunulmustur. Ayrica c¢alisma ve tamir
siirelerinin normal dagildigi varsayimi altinda, biitiin siire¢ durumlart igin

kullanilabilirlik fonksiyonunun kapali formdaki ifadelerine ulagilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, ¢calismada gerekli olan bazi temel bilgiler verilmektedir. Konvoliisyon ve
bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamlarinin dagilimi, Laplace ve Laplace-Stieltjes
dontistimleri, aritmetik dagilim fonksiyonu, rasgele degiskenlerin stokastik olarak
karsilastirilmasi, integral denklemler ve yenileme denklemi ile bu denklemin ¢6ziimii

tanitilmaktadir.
2.1 Konvoliisyon ve Bagimsiz Rasgele Degiskenlerin Toplamlarinin Dagilimi

Fve G, R iizerinde taniml1 iki fonksiyon olmak tizere;
F*G(x)= [ Gx-y)dF(y),  xeR

ile ifade edilen integral mevcut oldugunda, F * G fonksiyonuna F ile G nin

konvoliisyonu denir. F' ve G, (—o0,00)aralig1 iizerinde dagilim fonksiyonu 6zelliklerine

sahip iki fonksiyon oldugunda, konvoliisyon degisme ve birlesme 6zelliklerine sahiptir.
Teorem 2.1.1 X ve Y sirasiyla F' ve G dagilim fonksiyonlarina sahip ve birbirinden

bagimsiz iki rasgele degisken olsun. Bu iki bagimsiz rasgele degiskenin toplamini ifade

eden X+Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
Fy oy (t)=F*G(t)= [ G(t-x) dF (x)

bi¢iminde ifade edilir. Ayrica F' ve G dagilim fonksiyonlarina sirasiyla f ve g yogunluk
fonksiyonlar1 karsilik geldiginde, F * G dagilim fonksiyonuna da f * g yogunluk
fonksiyonu karsilik gelir. Burada

Sro@O=f*g) = j g(t—x) f(x) dx



biciminde yazilabilir.

Teorem 2.1.1 herhangi sonlu sayidaki bagimsiz rasgele degisken i¢cin de gecerlidir.
X, X,,...,X, aym F dagilimma sahip ve birbirlerinden bagimsiz n tane rasgele
degisken olsun. F" =F*_*F (n tane) olmak {iizere X, +X,+..+X, rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu F" (¢)=P(X,+X,+..+X, <t) dir. F dagihm
fonksiyonu f yogunluk fonksiyonuna sahip ise F” dagilim fonksiyonu da f™
yogunluk fonksiyonuna sahiptir ( f" = f*..* f). n dogal sayr olmak iizere

F""(t)=F"@)*F ,n=1i¢in F"(t)=F ven=0i¢in F" dagilim fonksiyonu

1,20

F"(t)=
© {0 , 1<0

olarak tanimlanir.
2.2 Laplace Doniisiimii

Bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamini iceren ifadelerle calisirken, bu ifadelere denk

olan Laplace doniisiimlerini kullanmak hesaplamalarda kolaylik saglar.

Tanmm 2.2.1 X negatif olmayan bir rasgele degisken ve f(x) bu rasgele degiskenin

olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere Laplace doniisiimii,

0

fi0=E@™)=[e™ f(x) dx (2.1)

0
bi¢iminde ifade edilir. Bazi durumlarda L{f(x);t} ve f (f) gosterimleri de

kullanilabilir.

L{f(xpty= ()= £,(0)



f(x) bir olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan (2.1) ifadesinden f,(0)=1 oldugu

goriiliir ve V2 01i¢in 0< £, (¢) <1 dir (Cox 1962).

Ornek 2.2.1 Ustel dagilimm olasilik yogunluk fonksiyonunu goz éniine alalim.
f(x)=de™, x>0, 1>0

Bu fonksiyona denk olan Laplace doniisiimii

Lize ™ ;ty=f ()= f,(t) = AL/(A+1)
dir.

Laplace doniisiimlerinde esitlikleri daha 6z ve daha kolay islenebilir hale getirmek igin

kullanilan baz1 6nemli doniisiim esitlikleri vardir.

() L{F(0)) = FL.(2) Z;fL(t) (2.2)

(ii) L{l & t)} = f.(at), a>0 sabitiicin (2.3)
a a

X ve Y srrastyla F ve G dagilim fonksiyonlari ile /' ve g yogunluk fonksiyonlarina sahip,
birbirinden bagimsiz iki rasgele degisken olmak iizere, sik¢a kullanilan iki esitligi

ispatlariyla verelim.

0 o0

(f*2),(0)= [ [ *g(x)dx=[e™ [y, (x)dx

0 0
_ E(e—t(X+Y)) _ E(e-zx-zy) _ E(e—tX)E(e—tY)

o0

e f(x)dx[ e g(y)dy = £, (g, (t)

S =38

(Fyoy),(0) = ;(fmn(r) - %(f* 2), (1) = ;fngLm



2.3 Laplace-Stieltjes Doniisiimii

Tanim 2.3.1 (—o0,0) araligi lizerinde tanimli, sinirl ve azalmayan bir /' fonksiyonunun

Laplace-Stieltjes doniistimii
Fio(t)= [ e"dF(x)  -o<t<w (2.4)
ile ifade edilir. F've G, (—o, ) araliginda tanimli iki dagilim fonksiyonu olsun.

F ()= T e "dF(x)

Gos(0) = [ G ()

olmak uzere
(F * G)Ls (t) = FLs (t)GLs (t)
dir (Kawata 1972). Ayrica

(F*G) () =(f*8), () = [()g, () = Fi5 ()G 5 (1)
dir.

2.4 Aritmetik Dagilim Fonksiyonu

Tammm 2.4.1 Bir X rasgele degiskeni A >0 bir sabit olmak {izere bir olasilikla
{mA:m=0,£1,£2,...} kiimesinden degerler alirsa X rasgele degiskenine ve onun
dagilim fonksiyonuna aritmetik denir. Bu 0Ozellige sahip en biiyilk A sayisina da

dagilimin gereni denir (Grimmett ve Stirzaker 1992).



2.5 Rasgele Degiskenlerin Stokastik Olarak Karsilastirilmasi
Tamm 2.5.1 X ve Y iki rasgele degisken olsun. Her a reel sayisi i¢in
P(X >a)=P(Y >a)

ise “X stokastik olarak ¥’den biiyiiktiir” ya da “Y stokastik olarak X’den kii¢iiktiir” denir
ve X2 Y yada Y < X ile gdsterilir (Ross 1983). Ayrica bir {X,,n=1,2,...} stokastik

sirecine n=1,2,... i¢in X, > (<)X, ., ise stokastik azalandir (artandir) denir ve

X, 4, (T, ile gosterilir.

2.6 integral Denklemler

Bilinmeyen bir fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemlere integral

denklemler denir.

Tek degiskenli fonksiyonlarda genel olarak bir integral denklem
b
u(x)v(x)— AJ. K(x,t)v(t)dt = h(x)

seklinde verilir. Burada a ve b birer sabit, A bir parametre ve tanim bolgesi a <x<b,
a<t<b olmak flizere u(x), h(x), K(x,f) bilinen fonksiyonlar, v(x) ise bilinmeyen
fonksiyondur. K(x,f) fonksiyonuna integral denklemin g¢ekirdegi denir. Bilinmeyen v

fonksiyonunun denklemdeki konumuna gore;

b

[ K, tv(o)dt = h(x) . gesit integral denklem
b

v(x) = A K (x, 0 )v(t)dt = h(x) I1. gesit integral denklem



b
u(xv(x)—4 I K(x,t)v(t)dt = h(x) 1L gesit integral denklem

ad1 verilir.

Bir integral denklemde bilinmeyen v fonksiyonu birinci dereceden ise o denkleme lineer

integral denklem ad1 verilir.

Bir integral denklemin integral smirlarindan en az biri sonsuz ya da ¢ekirdek
fonksiyonu tanim bolgesinin en az bir noktasinda sonsuz ise bu integral denkleme tekil

(singtiler) integral denklem denir.

IK(x, O)v(t)dt = h(x) (2.5)
[ K, tyv(o)dt = h(x) (2.6)

(2.5) integral denkleminde integral sinirlarindan biri x gibi bir degiskendir. Bu sekildeki
integral denklemlere Volterra integral denklemi adi verilir. (2.6) integral denkleminde
ise integral sinirlarinin her ikisi de sabittir. Burada, integral sinirlarmin biri sabit iken
digeri sonsuz olabilecegi gibi her iki smir da sonsuz olabilir. Bu sekilde tanimlanan

integral denklemlere Fredholm integral denklemi ad1 verilir.

K(x,t), (x-t) y1 degisken kabul eden tek degiskenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

v(x) = A[ K (x=t)v(t)dt = h(x)

tipindeki bir integral denkleme konvoliisyon integral denklemi denir.



2.7 Yenileme Denklemi ve Coziimii

A bilinmeyen bir fonksiyon olmak lizere bir /' dagilim fonksiyonu ve a fonksiyonu

bilinsin. Bu durumda

A(t) = a(t) + j A(t—x)dF (x), >0 (2.7)

ile verilen integral denkleme yenileme denklemi adi verilir (Karlin ve Taylor 1975).

Teorem 2.7.1 a smirli bir fonksiyon olmak tiizere (2.7) integral denkleminin sonlu

araliklar iizerinde sinirl bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6zlim olan A fonksiyonu

A(t)=a(t)+ja(t—x)d(iFk*(t)), t>0 (2.8)

dir (Karlin ve Taylor 1975).
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3. YENILEME SURECLERI

Giinliik yasamda karsilasilan bir¢ok durum yenileme siirecleri olarak modellenebilir.
Ornegin bir sigorta sirketine gelen hasar taleplerini ve bir tren istasyonuna gelen
yolcular1 goz Oniine alirsak, ardisik olarak gelen hasar talepleri ve ardisik olarak gelen
yolcular arasinda gecen siireler bagimsiz ve ayni dagilimh rasgele degiskenler ise bu

sigorta hasar talepleri ve yolcularm gelisleri birer yenileme siireci olusturur.

3.1 Yenileme Siirecinin Tanim

Yenileme siireci zamanin bir fonksiyonu olarak gerceklesen olaylarin (yenilemelerin)
sayisini sayan bir stokastik siirectir. Yenilemeler arasi gegen zaman stireleri bagimsiz ve

ayni dagiliml kabul edilir.

N(t), (0,z] araliginda gerceklesen olaylarin sayis1 olmak tlizere {N(z),f >0} stokastik

siirecine sayma siireci denir. {N(¢),t > 0} sayma siireci asagidaki 6zelliklere sahiptir:

@ N@)=0.
(if) N(t) tamsay1 degerli bir rasgele degiskendir.
(@ii) s<t ise N(s)<N(¢).

(iv) s<t ise N(t)—N(s), (s,t] araliginda gerceklesen olay sayisidir.

X,,X,,..,X, birbirinden bagimsiz, aym1 F dagilimli negatif olmayan rasgele

degiskenler olsun.

$,=0,S =X +X,+..+X ,n=12,.

olmak tizere

N(t) =maks{n:S, <t}

11



ile verilen {N(¢),t >0} sayma siirecine bir yenileme siireci denir. Her sabit >0 icin

N(t), yenileme rasgele degiskeni olarak adlandirilir. Ayrica

P(N(t)=n)=P(S, <1)

dir (Ross 1983).

X, birinci yenileme yapilincaya kadar gegen zaman siiresi olmak iizere n=1,2,... i¢in
X, , (n-1). yenileme gergeklestikten sonra n. yenileme yapilincaya kadar gegen zaman
stresi olarak ifade edilir. Boylelikle S, n. yenilemenin gergeklesme zamani olurken,

N(t), t zamanma kadar, yani (0,¢] zaman araliginda yapilan yenilemelerin sayisidir.

Her 1 >0 i¢in N(¢) sonludur.

Her sabit 1 >0 i¢in N(¢) rasgele degiskeninin olasilik dagilimi

P(N(t) =n) = P(N(t) 2 n)— P(N() > n+1)
= P(S, <)~ P(S,, <1)

=F"(t)-F"" (1)

olarak bulunur.

3.2 Yenileme Fonksiyonu

{N(¢),t > 0} bir yenileme siireci olmak iizere;

M()=E(N(t)), t=0

ile tanimlanan M beklenen deger fonksiyonuna yenileme fonksiyonu veya yenileme

siirecinin ortalama deger fonksiyonu denir (Karlin ve Taylor 1975). Burada E(N(?))

[0,7] zaman araliginda yapilan yenilemelerin ortalama sayisidir.

12



S ses
o, s, >¢

olmak tizere

N@:ig

olup,

ENV@) = E 1)

elde edilir. O halde
M@)=Y F"(@), t=0 3.1
k=1

dir.

(3.1) in kullanilmasiyla M yenileme fonksiyonu i¢in bir integral denklem elde edilebilir.

F* ()  yerine matematiksel olarak denk olan I F¥(t—x)dF(x) integralinin
0

alinmasuyla,

Aung@+jMa—mﬂwm,tzo
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M@)=F@)+F*M(t), t=0 (3.2)
bulunur. Boylece M yenileme fonksiyonu a(¢)= F(t) olmak iizere (2.7) yenileme
denklemini saglar. Teorem 2.7.1 den a sinirhli bir fonksiyon olmak {izere, (2.7) yenileme

denkleminin sonlu araliklar iizerinde sinirli bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim olan 4

fonksiyonu

At)=a(t)+ j a(t—x)dM(x), t=0

A(t) =a()+ M *a(t), t=0
dir.

Konvoliisyon degisme 6zelligine sahip oldugundan (M *F = F*M ), (3.2) denklemi
M(6)= F(t)+ [ F(t—x)dM (x), t20
0

olarak yazilabilir. #nin negatif degerleri i¢in N(f)=0 oldugundan <0 icin
M(t)=0dwr. =0 i¢in (3.2) integral denkleminden M (0)= F(0)/(1-F(0)) oldugu
kolaylikla elde edilir. //(0)=0; yani X, rasgele degiskeni pozitif oldugunda 7 <0 i¢in
M(t)=0"dr.

F dagilim fonksiyonu f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise (3.2) denklemi
M(6)= F(O)+ [ M(t=x)f(x)dx, t20
0

biciminde yazilabilir.

F ve M fonksiyonlarinin sirasiyla Laplace-Stieltjes doniisiimleri

14



0

Fis(t)= [ e "dF (x)

0

\

0

M s(6)= [e™dM (x)

0
olmak iizere,
MLS(t) = FLS(t)+FLS(t)MLS(t)

elde edilir. O halde

_ FLS(t)
MLS(O B l_FLS(t)

\

MLS (t)

FLS(O ) l_MLS(t)

dir. Ayrica F' dagilim fonksiyonu f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iken f ve M

fonksiyonlarmin sirasiyla Laplace doniisiimleri

0

£,0)=[e" f(x)dx

0

\(

M, ()= Te"”‘M(x)dx

olmak tizere

AC
MO0 o) G3)
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oldugu kolaylikla elde edilebilir.

Simdi M (¢) yenileme fonksiyonu ile ilgili bazi énemli limit teoremlerini verelim. Ilk
olarak uzun siire caligmakta olan bir yenileme siirecinde birim zamanda yapilan
yenilemelerin beklenen sayisinin yaklagik 1/u oldugunu iddia eden elemanter yenileme

yontemini verelim. Bu teorem ayni zamanda M (¢) ’nin #’ye gore yaklasik olarak lineer
oldugunu ifade eder. Burada u, [0,7]’deki her bir yenileme araligmmn beklenen

degeridir (Aydogdu 1997).

Teorem 3.2.1 (Elemanter Yenileme Teoremi) {N(r),r >0} her i igin E(X,)=pu <o

olacak bicimde bir yenileme siire¢ olsun. Bu durumda

limMO _ 1
t—0 l‘ ‘Lt

dir (Karlin ve Taylor 1975).
Teorem 3.2.2 (Anahtar Yenileme Teoremi) a, (0, «) aralig1 tizerinde taniml1 ve

(i) Her £0 icin a(#)=>0
(ii) Ta(t)dt <o

(111) a artmayan

ozelliklerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda, F aritmetik olmayan bir dagilim

fonksiyonu ise
lim j a(t—x)dM (x) = 1 j a(x)dx
t—>oo 0 # 0

dir (Smith 1958).
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Sonu¢ 3.2.2 Bir yenileme siirecinde ardisik yenilemeler arasi gecen zaman siireleri

aritmetik olmayan bir /' dagilim fonksiyonuna ve sonlu x4 ortalamasina sahip olsun. Bu

durumda a fonksiyonu yukarida bahsi gegen (i), (i1), (ii1) 6zelliklerini saglarsa, (2.7)

yenileme denkleminin ¢dziim fonksiyonu olan 4 i¢in

lim A(¢) = lJ. a(x)dx
—0 ‘Ll 0

dir.

Ispat (2.7) yenileme denkleminin ¢6ziim fonksiyonu Teorem 2.7.1°den
A(t) = a(t) + [ a(t—x)dM (x)
0

ile verilir. Bu durumda ¢ — oo ile limit alinarak Teorem 3.2.2 kullanilirsa

lim A(f) = lim a(1) + — [a(x)dx
t—0 t—>00 ‘Ll

0

elde edilir. Ayrica a’nin sahip oldugu 6zelliklerden dolayr lima(z) =0 olacagindan
. 1%
lim A(¢) = —I a(x)dx
—0 ‘Ll 0

olarak bulunacaktir.

Simdi yenileme teoremi olarak bilinen Blackwell’in teoremini verelim.

Teorem 3.2.3 Herhangi bir {N(¢),7 >0} yenileme siirecinde ardisik yenilemeler arasi

gecen zaman siireleri aritmetik olmayan F dagilim fonksiyonuna ve sonlu

u ortalamasina sahip ise herhangi bir #>0 i¢in

17



im[M (1)~ M (1~ )] _h
t—0 ‘Lt

dir (Smith 1958).

Ispat />0 olmak iizere

, O<t<h

> | =

a(t)=

>

t>h

alinmasiyla Teorem 3.2.2°den ispat agiktir.

Bu teorem siire¢ uzun bir siire ¢aligmada ise h uzunlugundaki bir aralikta yapilan

yenilemelerin beklenen sayisinin yaklasik % oldugunu soyler (Aydogdu 1997).
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4. GEOMETRIK SURECLER
Bu boliimde monoton bir sayma siireci olan geometrik siire¢ lizerinde durulmaktadir.
Geometrik siirecte olaylar aras1 gecen zaman siirelerinin ve bekleme zamaninin dagilimi
verilmekte, geometrik siirecin stokastik monotonlugu ve geometrik yenileme
fonksiyonu tanitilmaktadir.
4.1 Geometrik Siirecin Tanim
(X,) negatif olmayan rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun.

$,=0,S8 =X +X,+..+X ,n=12,.
olmak tizere, (X,) dizisinin

N,(t)=maks{n:S, <t}

ile bir {N,(#), > 0} sayma siireci olusturdugunu Kisim 3.1°den biliyoruz.

(Y) negatif olmayan bagimsiz rasgele degiskenlerin herhangi bir dizisi olsun. (a"'Y, )

bagimsiz ayn1 dagilimli rasgele degiskenlerin bir dizisi olacak sekilde bir a>0 sayis1 var

ise (Y) dizisinin olusturdugu sayma siirecine a oranli bir geometrik siire¢ denir

(Lam 1988).

1,=0, T, =Y, +Y,+..+Y , n=12,..

olmak tizere

N,(t)=maks{n:T <t}, t=0
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ile tamimlanan {N,(#),# >0} sayma siireci a oranli bir geometrik siiregtir. (¥,) rasgele
degiskeni (n-1). ve n. olaylar arasinda gegen zaman siiresini gosterirken, 7, rasgele
degiskeni n. olaym gerceklesme zamanimi ve N, (¢) rasgele degiskeni 1 zamanina kadar

gerceklesen olaylarin sayisini ifade eder.

{N,(t),t 20} a oranh bir geometrik siire¢ olsun. Bu siirecin tanimindan, siirece gore

gerceklesen olaylar arast gegen zaman sireleri olan (Y,) rasgele degiskenleri

bagimsizdir; fakat ayni dagiliml degildir. Yalnizca a=1 iken bu rasgele degiskenler

ayn1 dagilimhdir ve karsimiza ¢ikan geometrik siire¢ bir yenileme stireci olur.

X =a"'Y, n=12,..

n n

diyelim. Bu durumda (X,) dizisi yenilemeler arasi gegen zaman siireleri dagilim

fonksiyonu £ ve ortalamas1 u olan

N\(t)=maks{n:S, <t}, t=0

ile tanimli {N,(¢), = 0} yenileme siirecini olusturur.

4.2 Geometrik Siirecin Stokastik Monotonlugu

{N,(t),t 20} a>0 oranli bir geometrik siire¢ olsun. @>1 oldugunu kabul edelim.
X, za""lYn, n=1,2,... olmak iizere X,,X,,... rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve

ayni dagilimli oldugunu biliyoruz.

P(Y,>x)=P(a""X, > x)
=P(X,>a""'x)
=P(X

>a""'x)

n+l
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n-1

yazilabilir. a>1 iken X, ,>a" olmas1 X, >a"" olmasmi gerektirdiginden

P(Y,>x) = P(X_,,>a"x)

=P(a™"X_,,>X)

ntl

=P(Y_,,>x)

+1

dir. O halde {Yn = 1,2,...} stirect a>1 iken n’ye gore stokastik olarak azalandir (Y, »l«s[).
0<a<l iken {Yn,n = 1,2,...} stirecinin n’ye gore stokastik olarak artan (Y, Ts[) oldugu da

benzer olarak elde edilir.

4.3 Geometrik Siirecte Olaylar Aras1 Gecen Zamanin ve Bekleme Zamaninin

Dagilim

{N,(t),t 20} a oranl bir geometrik siire¢ ve {N,(¢),t >0} bu geometrik siirecle ilgili
yenilemeler arasi gecen zaman siireleri dagilim fonksiyonu F ve ortalamasi u olan bir
yenileme siireci olsun. Bu durumda a oranli geometrik siirecte (n-1). olay

gerceklestikten sonra n. olay gerceklesinceye kadar gegen zaman siiresi olan Y, rasgele

degiseninin dagilim fonksiyonu

F, (x)= P(Y, < x)
=P(a"'X, <x)
=P(X, <a""'x)

=F(a"'x), n=12,..
olarak bulunur. Ayrica

EY)=a"u, n=12,...
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oldugu agiktir. Simdi de 7, rasgele degiskeninin dagilimmi elde edelim. 7, bagimsiz

Y,Y,,...,Y rasgele degiskenlerinin toplami oldugundan

F,(0)=F,, , (x)=F, *F, *.*F, (x) (4.1)

olur.

(4.1) denkleminin g6z Oniine alinmastyla her sabit 7 >0 i¢in N, (¢) rasgele degiskeninin

olasilik dagilimi

P(N,(t)=n)=P(N,(t)=n)- P(N,({)=n+1)  n=12,..

= P(T, <)~ P(T,, <1)

=F, ()~ F, (t)
=F, *F, *.*F, (x)-F, *F, *.*F, (x)

=F, *F, *.*F, *(I-F, }t), 120

olarak bulunur.

4.4 Geometrik Yenileme Fonksiyonu

{N,(t),t =2 0} bir geometrik siire¢ olmak tlizere

M,(H)=E[N,®)], >0

ile verilen M, fonksiyonuna geometrik yenileme fonksiyonu ya da geometrik siirecin
ortalama deger fonksiyonu denir. Burada M,(¢), (0,¢] zaman araliginda gerceklesen

olaylarin ortalama sayisidir.

M, (1) = E[N,(1)]
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S P(N, (1) = n)

S P(T, <1)

Il
M

£, (1)

=
Il

=Y F, *F, *.*F,, 120 (42)
n=l1

dir ve M, (¢) 'nin azalmayan oldugu agiktir. Birinci yenileme yapilincaya kadar gegen
zaman siiresi olan Y, rasgele degiskeni lizerinden kosullandirma ile A, (¢#) geometrik

yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki integral denklem elde edilir.
M,(t)=E[N,(1)]
=E[E(N,(0)|1)]
= [E(N,(0)| Y, = x)dF (x).
0

e

, x>t

oldugundan

M, (1) = TE[1+ N, (a(t—x))|dF (x)

{1+ E[N,(a(t—x))]} dF (x)

S —

de(x) + j-E[N2 (a(t- x))] dF (x)

=F(t)+ j M, (a(t —x))dF (x)
0
elde edilir. O halde
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M, (1) = F(f)+jM2(a(t—X))dF(X)

olur. Simdi M, fonksiyonunun Laplace — Stieltjes doniisiimiinii bulalim.

(Fy *Fy %% F)(0) = [e"d(F, * F, . % F ()
(Fy *Fy, %% F),5(0) = [ e dF, ()

=E(e™)

— E(e—t(Yl+Yz+...+Yn))

= E(e_tyl e_tYZ e_tyn)

=E(e")E(e™)..E(e™™)

=([ear, 0))([e ", ) .-(Je " aF, )
- (FY1 )LS (t)(FYZ )LS (t)"'(FYn )LS )

dir. (4.2) ve (4.3) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse

(M), (6)= i(FY] *F,*LAE) ()
= 3 (F s (O, s (00 (Fy, )50

=F @)+ i:(FYI Vs (OFy,) 15 (0. (F ) 15 (0)

olur.
F, (1) = F(a"'t)=F(a""at) = F, (at), n=2,3,..

oldugunun g6z Oniine almmasiyla

(F,)us(@) = (Fy )5 (V). n=23,...
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elde edilir. Bu ifadenin (4.4)’de kullanilmasiyla

(M), () =Fys(0)+ g(@ )15 (O(F, )15 (0--(Fy ) (1)

(M,),, () = Fig(0) + Fy (r)sz(Fy] Vs C/NE) (V) Fy) s (V)
= Fg(t)+ Fq (t)i(Fy] Vs C/NE) (V) Fy) 5 (V)
- FLS(t)+FLS(t)n2(FYI B LR E) ()
= Fyg(t)+ Fys (M35 (1))

olur. O halde

(M), () = Fyg () + Fig()(M,) (V)

dir. Boylece
M t
)= — 2)“(2 (4.5)
1+ (M,),5(1)
yazilabilir.

Bir fonksiyonun Laplace-Stieltjes doniisimii o fonksiyonu karakterize ettigi i¢in,
yukaridaki ifadenin g6z Oniine alinmasiyla, geometrik yenileme fonksiyonu F dagilim
fonksiyonunu tek olarak belirler. Ayrica F, Laplace-Stieltjes doniistimiiniin analitik

ifadesine sahip oldugunda yukaridaki denklemden prensip olarak M, ’nin Laplace-

Stieltjes doniisiimii hesaplanabilir. Bu durumda ters Laplace-Stieltjes doniisiimi

kullanilarak M, fonksiyonuna ulasilabilir.
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5. KULLANILABILIRLIK TEORISI
Tamir agamasindan gecen bir sistem i¢in sistemin belirli bir # zamaninda caligmasi
olasilig1 6nemlidir. X(7), sistemin ¢ zamaninda calisip calismadigini gosteren bir rasgele

degisken olmak tizere, sistem ¢ zamaninda calisiyorsa X(¢)=1, aksi halde X(#)=0 olsun.

1, sistem ¢ zamaninda calistyor

X(0) ={

0, sistem? zamaninda ¢alismiyor

5.1 Kullanilabilirlik Tanimi
(i) ¢t zamanindaki noktasal kullanilabilirlik
A@)=PX () =1)=EX(®) , (5.1)
(ii) Uzun donem kullanilabilirligi

A=lim A(t) , (5.2)

t—w

(iii)  [0,T] araligindaki ortalama kullanilabilirlik

1T
A, == |A@®)dt , 5.3
oo =740 (5.3)

(iv)  Uzun donem ortalama kullanilabilirligi

A, =lim4, (5.4)

T—ow

ile verilir (Barlow ve Proschan 1981).

26



5.2 Kullanilabilirlik ile Tlgili Baz1 Ozellikler

(a) Eger sistemin tamiri miimkiin degilse, kullanilabilirlik sistem giivenilirligine, yani

sistemin [0,7] araliginda bozulmadan caligmasi1 olasiligina indirgenir.

(b) Tamir zamanlar1 ihmal edilebilir olmamalidir. Aksi halde kullanilabilirlik her zaman

1 olacaktir ve hesaplanmasina gerek olmayacaktir.
(c) [0,7] arahigindaki ortalama kullanilabilirlik ayn1 zamanda [0,7] araliginda sistemin

calisma oraninin beklenen degeridir. Bu durumda U(¢), [0,7] araligindaki toplam

calisma zamani olmak {izere;
1 17
E|\=U@)|==|A(t)dt
[T ()} ; j ()

olur.

(d) 4 limiti mevcut ise uzun donem ortalama kullanilabilirligi, uzun donem

kullanilabilirligi ile aynidir. Bu durumda
17 17
A, = fim — ! A(eyde = fim — ! E[X(t)jdt = 4

dir (Barlow ve Proschan 1981).
5.3 Noktasal Kullanilabilirlik

Literatlirde genellikle uzun donem kullanilabilirliginden bahsedilir; fakat kullanimi
oldukca smirhidir. Ayrica yasamdaki bir¢cok sistemde uzun doneme cok fazla sayida
periyottan sonra ulasilir ve genellikle ekonomik ve teknolojik sebeplere baglh olarak bu
duruma ulasilmadan Once sistem Onemli Olclide degisir. Bu gergcek, A’nin bir

kullanilabilirlik 6l¢timii olarak gecerliligi hakkinda sorulara neden oldugundan, daha iyi

27



sonuglar veren ve diger tiim Olgiimlerin temelini olusturan noktasal kullanilabilirlik
iizerinde durmak daha anlamli olacaktir. Bu nedenle, bundan sonra kullanilacak olan

kullanilabilirlik kavrami noktasal kullanilabilirligi ifade edecektir.

Kullanilabilirlik tanimmin (1) sikkinda tanimlandig: gibi, tamir edilebilen bir sistem i¢in
sistemin ¢ zamanindaki ¢aligmas1 olasilig1 olarak tanimlanan A(¢)=P[X(#)=1]=E[X(?)]

fonksiyonuna sistemin ¢ zamanindaki kullanilabilirligi denir.
5.3.1 Noktasal kullamlabilirligin hesaplanmasi

Tamir edilebilen bir sistem i¢in bagimsiz rasgele degiskenlerin (X,) ve (Y)) pozitif
terimli dizileri sirasiyla ardigik ¢alisma ve tamir siirelerini gostersin. i=1,2,... olmak
uzere X, ler ve Y, ler birbirlerinden bagimsiz ve swasiyla F, ve G, dagilim
fonksiyonlarma sahip olsun. Z, = X, +Y, olmak iizere Z, ler birbirinden bagimsiz ve
H, dagilim fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda, H,=F *G, bi¢ciminde ifade
edilebilir.

Calisma  Tamir Calisma  Tamir Calisma  Tamir
zamani  zamani, zamanli  zamanl  zamani  zamani
' i i » zaman

Y, X

1

X

1

—— 7 —de——— 7 ——de———— 7 ——>

Sekil 3.1 Sistem davranig1 gosterimi

S, =X+ X,+..+X,, Fy =F*F,*...F,

I,=Y+Y,+..+Y,, F, =G *G,*..G

n

K,=2+Z,+..+2,, F, =H*H,*...H =F*G*..*F *G,

bi¢iminde tanimlansin.
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Her periyodun bir ¢alisma ve tamir zamanina sahip oldugu, ardisik periyotlar veya

yenilemeler gegiren bir sistemin kullanilabilirligi,

A(t) = P(sistemin ¢ zamaninda ¢alismast)
veya

A(t) =1- P(sistemin ¢ zamaninda ¢alismamast)

bi¢iminde olmak iizere iki yoldan hesaplanabilir.
L YOL

Kullanilabilirligi ilk olarak sistemin ¢ zamaninda calismasi olasiligini kullanarak

hesaplayalim.
A(t)= P(X(¢t) =1) = P(sistem ¢t zamaninda caligir)

Sistemin 1. (1=1,2,...) ¢alisma ve tamir zamanindan olusan Z; uzunlugundaki araliga 1.

donem adini1 verelim. Bu durumda

A(t) = ZP(i. donem #'yi igerir ve sistem ¢ zamaninda caligir)

i=l1

=P(Z, >, X, >0+ ) P(Zi+..+Z,> 0,2 +..+ 2 St,Z ..+ Z_ + X, >1)

i=2

=P(X, >f)+ZIP(Z| ‘oA Z >t L+ AL St LA AL X >+ AL :z)dFKH (2)

-1 —
=20

=R+ [P(Z,>t-z,2<t,X, >t—2)dF,_ (2)

i=2 0

=F(t)+ Y [ P(Z,>t—2,X, > t-2)dF,_(2)

i=2 0

i=2

=R+ Y [F-2xF, (2)

ve boylece
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A0 = F0)+ > [ F (t - 2)dF, (2) (5.5)

i=l1

S —

dir. ¢
II. YOL

Kullanilabilirligi ikinci bir yol olarak sistemin ¢ zamaninda c¢alismamasi olasiligini

kullanarak hesaplayalim.

At)y=P(X(@)=1)=1-P(X(¢t)=0)
dir.

P(X(t)=0) = ZP(i. donem f'yi igerir ve sistem ¢ zamaninda ¢alismaz)

i=l1
oldugundan

P(1. donem t'yi igerir ve sistem ¢ zamaninda ¢alismaz) = P(Z, > t, X, <t)

=P(X,+Y, >t X, <t)

P(X,+Y, >t, X, <t| X, =x)dF(x)

St—=—38

P(Y, > t—x,x < t)dF,(x)

I
St—=—38

P(Y, >t~ x)dF,(x)

Il
S —

G,(t—x)dF,(x)=F,*G,(1) ,

Il
S —

P(2. donem f'yi igerir ve sistem ¢ zamaninda ¢alismaz)

=P(Z,+7Z,>t,7Z,<t,Z,+ X, <t)
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PZ,+Z,>1,Z, <t,2,+ X, <t|Z, =z)dF (2)

Il
S =8

P(Z,>1-z,z<1,X, <t-z)dF, (2)

Il
S =8

P(Z,>1-z,X, <t—z)dF, (2)

S —

= [ [ PX,+Y, > 1-2,X, <t=z| X, = x)dF,(x)dFy (2)

z=0 x=0

= [ ROy 1m 2o x<i- 2)dE (0dE (2)

z=0 x=0

- [I Gz(r—z—waz(x)]dF,q @)

z=0 \ x=0

P(n. donem t'yi igerir ve sistem ¢ zamaninda ¢alismaz)

=PZ,+..+Z >t, 2, +..+Z <t,Z,+..+7Z +X, 6 <t)

PZ+.. +Z, >7 +. A2 St,7 +.. 4L+ X, <t|Z,+..+Z,  =2)dF; (2)

P(Z,>t-z,z<t, X, <t-2)dFy (2)

|
|

t
:IP(X" +Y, >t-z,X, <t-z)dF, (2)
0

- j T P(Y, >t —z—x)dF,(x)dF, (z)

z=0 x=0

_ j j G, (- z— x)dF, (x)dF,_(z)

z=0x=0

- J.Fn”‘Gn(t—z)aVFK”_I (2)
z=0

=F, *F,*G,(1).
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Buradan

AN =1-[F*G, )+ Y. Fe *F*G,(1)]
i=2
i—i+l

=1-[F*G (1) + Y. F, *F,, *G,,(1)]
i=l1

= 1_[E * (_;] (t) + ZFZI oA Z+ X * Giﬂ (t)]
i=1

=1-[F *G(t)+le+Xz >x<(_}2(1‘)"'le+zz+x3 *Gs(t)+"']
= 1_[E >l<(_;] (t) + ZFX|+...+Xi+I+)’|+...+)’i *Giﬂ(t)]
-1

A6y =1-[F,*G,(1)+ 3 F, *F. *G,, (1) (5.6)

i=1
olarak bulunur.¢

I. ve II. yolla bulunan kullanilabilirlik fonksiyonlar1 birbirine esittir ve asagidaki gibi

yazilabilir.

(1= 2)dF, (2) = A(t) =1 =[F, *G,(6) + 3 Fy, *F.,*G,,,(0)]

i=l1

F;’+l

E+Y)

i=l1

S —

Kullanilabilirligin hesabi icin A(#) ‘y1 her iki ifadeden de dogrudan hesaplamak genelde
miimkiin degildir. Laplace doniisiimii kullanilarak A(7) ‘nin hesaplanmasi1 daha uygun

olacaktir. Simdi sirasiyla iki ayr1 yoldan elde edilen kullanilabilirlik fonksiyonlarinin

Laplace doniisiimlerini alalim. i1k yoldan bulunan

A =F+Y

i=1

F,, (t—2)dF (2)

S —

— (- F)+ 3 [dF, (2)- [ .\t~ 2)dF, (2)

t
i=l ¢ 0
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=(1=F0)+ ) [F, ()= F *F,(0)]
i=l1
kullanilabilirliginin Laplace doniisiimii

A,()=(1-F), )+ i[(FKi)L(t) —(Fy *F.,) (0]
:1—l(ﬁ)L )+ il:l(le)L(t) _l(fX|+YI+...+Xi+Yi+Xi+I )L(t)j|
t t Lt t
1= O+ () O~ *Al)L(r))}

- 1—(f]>L(r>+i((f,g)L(r)—(f,(,)L(r)(f,.ﬂ»(r))}

Z%:l—(f])L(tHi(fKi)L(t)(l—(fM »(r))}
bi¢iminde bulunur. Elde edilen
4,(1) ={1—(/’,»@%lfi](f,(i»(r)(l—(ﬁ” )L(r))}
ifadesi, tamir siireleri birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli oldugunda,

A= 1—(f,>L(t>+i(f,qn(t)(l—(fm)L(o)}

A= 1—(f,>L(t>+i(l—(fm>L(t))(fxl+y]+_..+x,.+yi)Ar)}

AL(t)=%[1—(ﬁ»(t)+i(1—(ﬁ, ), ()5 *gr,_n(t)} (fs *g). (0 =), (g, (0)

AL(f)Z%{l—(ﬁ)L(tHi(l—(fm)L(t))(f])L(t)---(fi)L(t)(gl)L(t)---(gi)L(t)} (5.7)
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AL@% 1—(f,>L(r>+i(l—(fm)Ar))((g,)L(r))ff[(f,-)m

ifadesine doniistir.

Ikinci yoldan bulunan
A(t) =1-[F >X<(_;1 (1) + ZFKi *F. *Giﬂ(t)]
i=1
kullanilabilirliginin Laplace doniisiimii ise

A4,(1)= L{l_[E *é] (t)+zFXl+...+Xi+l+)q+...)§ *GH] (t)]}
i=1

= _L{E *é](t)} _L{ZFX1+...+XI.+I+YI+...Y,. *Giﬂ (t)}
i=1

olacak sekilde

t

L{F*G () = {j tX)dF](x)}=L{jdE(x)—le(t—x)dE(x)}

=L{jf](x)dx—jG](r—xwx)dx} = L{F()~F*G,(1)}

%mn(o—;(ﬁ *gJL(r)=;m)L(r)—;(ﬁwxgm(z)

%m)L(r)(l—(gl)L(r))

esitligi yerine konularak

A (t)____(f)L(t)(l (gl)L(t) Z(f)L(t) (.f+1)L(t)(g1)L(t) (g )L(Z)(l (g+1)L(t))

*)l —1
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:%|:1_(ﬁ)L(t)(l_(gl)L(t)) _i(fl)L(t) . '(fi)L(t)(gl)L(t)' . '(gi—l)L(t)(l _(gi)L(t)):|

=- 1—i(f])L(f)---(fl-)L(t)(g])L(t)---(gi_l)L(t)(l— (gi)L(f))}

== il (8):0) (N O () (g (1) (g:1), (t)}

1 = 1
—1-
(| I-Z.((gln(o

1
_;_ _Z(( )L(t) ](fKi)L(t)j|

elde edilir. Tamir siireleri birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli oldugunda,

—lj(fl)L(f)---(fi)L(f)(gl)L(t)---(gi)L(t)} (5.8)

1 = 1
4, @)=-|1- -1 )
© t{ zj.((gi»(r) ](f f)(”}

esitliginin (5.8) yardimiyla

1 1
A,()=—|1- -1 | |
() t{ ( 0 ] () O] T (), (t)}

i=1
ifadesine doniistligii goriiliir.
5.3.2 Noktasal kullamilabilirlik i¢in alt ve iist sitmr

¢ negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere (5.5) ve (5.6) ifadelerindeki serileri c ile

keserek, >0 i¢in

Uc(t)zE(t)+ij.ﬁi+l(t—z)dFKi(z), c=12,...

i=l ¢
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A\
Vo) =1-[F,*G,(t)+ ) F, *F,*G,,,(0], c=12,..

i=1

fonksiyonlarmi tanimlayalim. Bu durumda ¢ — oo iken U (¢¥) = A(t) ve V.(t) = A(¢)

olup,
U@ <U,O)SU, ) S...<AQ) <...SV@0) SV, () <V (1)

oldugu agiktir.

(Ucw)={1—(ﬁ>L(t>+i(f,(,.n(t)(l—(ﬁﬂn(r))}

\

1 c+l 1
Vo) (D)= ;{1 - ;((&)L(O _lj(fki)L(t)j|

dir.

¢ negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere, 4,(1)=U_.(t) ve A,(t)=V. (t) secelim.

Boylece

C

A0 =F0)+

i=l1

F;’+l

(1~ 2)dF; (2) (5.9)

S —

ve
— c-l —
4O =1-[F*G )+ F *F,*G,, ()] .
i=1
(5.10)
Herhangi bir # zaman i¢in A4, (¢) < A(¢t) < A,(¢) olup, A(¢)’yi A/(¢) ile alttan ve A,(¢)

ile Ustten yaklasik olarak belirleyebiliriz. Bu smirlar ayn1 zamanda A(7) 'nin

hesaplanmasindaki maksimum hatay1 bulmamizi saglar. Bu hatay1 e(¢) ile gosterirsek,
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e(t) = 4, (1)~ 4,(1)

oldugu agiktir. e(f) hata fonksiyonu, beklenildigi gibi, ¢’ye gore azalandir.

e(t) =L ((AZ)L (t)_(A])L(t))

SDEI P ol B S 1 (1
=L Hl iz}((gim lj(f,(,.m} t{l (ﬁ>L(r>+;(1 ml)L(r))(f,(,.)L(r)}}

1 c 1
=L > -1 - 1
{{(ﬁh(fﬂil( +(/,).(0) (gl-)L(t)Jr ](fK,.)L(I)}}

1 d 1
Y -
{t(f‘w i,((gi»(r)

- (fm )L (t)] (fl(i )L(t)}

dir. Maksimum hata i¢in bu ifade, noktasal kullanilabilirligin hesaplanmasinda herhangi
belirlenmis bir dogruluk derecesini bagarmak icin gerekli olan ¢’nin minimum degerini
belirlemek i¢in kullanilabilir. Kisim 6.6°’da bu konunun detayli olarak iizerinde

durulmaktadir.

Tamir edilebilen bir sistem i¢in bagimsiz rasgele degiskenlerin (X,) ve (Y,) pozitif
terimli dizileri sirasiyla ardigik ¢alisma ve tamir siirelerini gostersin. Z; = X; + V;
(=1,2,...) rasgele degiskeni Z; ler H; dagilim fonksiyonlarina sahip olmak iizere,

H;=F; * G; bigiminde ifade edilebilir.

5.3.3 Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsayim
altinda noktasal kullanilabilirlik

i=1,2,... olmak tlizere X; ler ve Y; ler swrasiyla F; ve G; dagilim fonksiyonlar: ile
birbirlerinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip olsun. Bu durumda Z; = X; + ¥; rasgele

degiskenleri bir alterne yenileme siire¢ olusturur.
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Kullanilabilirligin yaklasik hesabmi vermeden once, (5.5) ifadesinden dogrudan

hesabini1 verelim.

AD =0+ 3 [ F(t-04F, ()

i=1

F(t=x)d(F*G,*...* F; *G,)(x)

= 1(0"'2

O C—

o]

() +

1

jﬁl (t—x)dH" (x)

1

_F)+ ﬁ(f—x)d(zfmx)] ,
0 i=1
(3.1) ifadesi yardimiyla

A(t) = F (1) +jﬁl(x—x)dMZ (x), t>0

oldugu goriiliir.

H aritmetik olmayan bir dagilim fonksiyonu olmak tizere

A=lim Aty =— LX)
[ E(X)+E(Y)

(5.11)

(5.12)

dir. Yani sistemin uzun donemdeki ¢alisma olasilig1 olarak ifade edilen 4, ayn1 zamanda

sistemin uzun donemdeki ¢alisma oranidir.

(i) Her £0igin F(t)>0

(ii) Tﬁl (H)dt = E(X) <0

(iii) F; dagilim fonksiyonu azalmayan oldugundan, F, artmayandir.

sartlar1 saglandigindan, Teorem 3.2.2 yardimiyla
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lim A(¢) = lim £, (¢) + lim [ F,(t— x)dM , (x)
0

= yggjfl (6~ x)dM , (x)
E(X) E(Y) !

__ EWX)
E(X)+E)
oldugu goriiliir.
Simdi hem ¢alisma siirelerinin hem de tamir siirelerinin birer yenileme siirecine sahip

oldugu varsaymmi altinda, kullanilabilirligin Laplace doniisiimii yontemiyle hesabini

verelim. (5.7) ifadesi yardimiyla, (5.5) esitliginin Laplace doniistimii
4,(0) =%{(1—(ﬁ)L(t))(Hi(f])Z(t)(gl )Z(I)ﬂ (5.13)

biciminde elde edilir. (5.9) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir alt smir olusturur. Bu alt
smirin hem caligma siirelerinin hem de tamir siirelerinin birer yenileme siirecine sahip

oldugu varsayimi altinda Laplace doniistimii alindiginda
(4),.()= %{(1 —(fl)L(t))(l + i(f])l(f)(gl)i(t)ﬂ (5.14)

elde edilir.

Kullanilabilirlik sistemin ¢ zamaninda calismamast olasiligi kullanilarak (5.6)
ifadesinden hesaplanir. Hem ¢alisma stirelerinin hem de tamir siirelerinin birer yenileme
siirecine sahip oldugu varsayimi altinda, (5.8) ifadesi yardimiyla, (5.6) ifadesinin

Laplace dontigiimii
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t (g).(®)

1 1 < ; ;
4,(7) ={1—( —1]Z(ﬁ)L(t)(gl)L(t)} (5.15)
i=1
biciminde elde edilir. (5.10) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir iist smir olusturur. Bu iist
smirin hem caligma siirelerinin hem de tamir siirelerinin birer yenileme siirecine sahip

oldugu varsayimi altinda Laplace dontistimii alindiginda

1 1 < . .
—_ 1_ _1 i i
(4,), (1) t{ ((gl)L(f) ]El (fl)L(f)(gl)L(t)}

(5.16)
elde edilir.

5.3.4 Cahisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin bir geometrik
siire¢ olusturdugu varsayimi altinda noktasal kullanilabilirlik

i=1,2,... olmak tlizere X; ler F; dagilim fonksiyonlar ile birbirlerinden bagimsiz ve ayni
dagilimli olmak tizere bir yenileme siireci, ¥; ler ise birbirlerinden bagimsiz, G; dagilim
fonksiyonlar1 ile b oranli bir geometrik siire¢ olustursun. Burada geometrik silirecin

tanimindan dolay1 »"'Y; ler birbirlerinden bagimsiz ve ayni dagilimhidir.

Kullanilabilirlik, sistemin ¢ zamaninda ¢alismasi olasilig1 kullanilarak (5.5) esitliginden
hesaplanir. Calisma siirelerinin bir yenileme siireci, tamir siirelerinin ise bir geometrik
siire¢ olusturdugu varsayimi altinda, (5.7) ifadesi yardimiyla, (5.5) esitliginin Laplace

doniisimi
AL(r>=}(1—(f,>L<r>) 1+ 3 (O] T (g0 (5.17)

biciminde elde edilir. (5.9) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir alt smir olusturur. Calisma
siirelerinin bir yenileme siireci, tamir siirelerinin ise bir geometrik siire¢ olusturdugu

varsayimi altinda bu alt smirin Laplace dontigiimii alindiginda
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(4), ()= %(1—(1?%(0) 1+2(f1)2(t)ﬁ (g,).(0) (5.18)

elde edilir.

Kullanilabilirlik, sistemin ¢ zamaninda c¢alismamas: olasiligi kullanilarak (5.6)
esitliginden hesaplanir. Calisma siirelerinin bir yenileme siireci, tamir siirelerinin ise bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda, (5.8) ifadesi yardimiyla, (5.6) esitliginin

Laplace dontigiimii

1, & 1 .
A4,(?) _{1_;((&)40 —1](ﬁ)L(t)H(gj)L(t)} (5.19)

biciminde elde edilir. (5.10) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir tist smir olusturur. Caligma
siirelerinin bir yenileme siireci, tamir siirelerinin ise bir geometrik siire¢ olusturdugu

varsayimi altinda, bu iist sinirm Laplace doniistimii alindiginda

1|, & 1 .
[ ==1- ~H(DLO[ T2, 5.20
(4,),(®) t{ 2 ((gi)L(f) ](f) (t)j:] (g)) (f)} (5.20)

bulunur.

5.3.5 Cahisma siirelerinin bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme
siireci olusturdugu varsayimi altinda noktasal kullanilabilirlik

i=1,2,... olmak iizere X; ler birbirlerinden bagimsiz, F; dagilim fonksiyonlari ile a oranh
bir geometrik siire¢ ve Y; ler G; dagilim fonksiyonlari ile birbirlerinden bagimsiz ve ayni

dagilimli olmak iizere bir yenileme siireci olustursun. Burada geometrik siirecin

tanimindan dolay1 a"' X, ler birbirlerinden bagimsiz ve ayni dagilimlidir.

Kullanilabilirlik, sistemin ¢ zamaninda ¢alismasi olasilig1 kullanilarak (5.5) esitliginden

hesaplanir. Calisma siirelerinin bir geometrik siireg, tamir siirelerinin ise bir yenileme
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stireci olusturdugu varsayim altinda, (5.7) ifadesi yardimiyla, (5.5) esitliginin Laplace
dontistimii
1 ) ; i
4,(t) ={1—(1’1%(0+(Z(1—(ﬁ+1)L(t))(gl)L(t)H(fj)L(t)ﬂ (5.21)
i=1 j=1

i=

biciminde elde edilir. (5.9) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir alt smir olusturur. Calisma
siirelerinin bir geometrik siire¢, tamir siirelerinin ise bir yenileme siireci olusturdugu
varsayimi altinda bu alt smirin Laplace doniigiimii alindiginda

(4), () = I-(H). 0+ 2.(1 —(fm)L(t))(gl)Z(t)ﬁ (). () (5.22)
t i

i=l1

elde edilir.

Kullanilabilirlik, sistemin ¢ zamaninda c¢alismamasit olasiligi kullanilarak (5.6)
esitliginden hesaplanir. Caligsma siirelerinin bir geometrik siireg, tamir siirelerinin ise bir
yenileme siireci olusturdugu varsayimi altinda, (5.8) ifadesi yardimiyla, (5.6) esitliginin

Laplace dontigiimii

1 1 ) ) i
A @D =-1- -1 ! , 5.23
() t{ ((gl)L(f) ]E (gl)L(f)|j|] (/). () (5.23)

i=l1

bi¢iminde ¢ikartilir. (5.10) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir st sinir olusturur. Calisma
siirelerinin bir geometrik siire¢, tamir siirelerinin ise bir yenileme siireci olusturdugu

varsayimi altinda, bu iist smirm Laplace doniisiimii alindiginda

1 1 4 ) i
4 =2|1- -1 z ! | | , 5.24
( )L(t) t|: ((g,)L(t) ] (gl)L(t) L (fJ)L(t) ( )

i=l1

elde edilir.
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5.3.6 Calisma ve tamir siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi
altinda noktasal kullamlabilirlik

i=1,2,... olmak iizere X; ler birbirlerinden bagimsiz, F; dagilim fonksiyonlari ile a oranh
bir geometrik siire¢ ve Y; ler birbirlerinden bagimsiz, G; dagilim fonksiyonlar1 ile b
oranli bir geometrik siire¢ olustursun. Burada geometrik siirecin tanimindan dolay1

a"'X, ler ve b"'Y, ler birbirlerinden bagimsiz ve kendi aralarida ayni dagilimlidur.

Kullanilabilirlik, sistemin # zamaninda ¢alismasi olasilig1 kullanilarak (5.5) esitliginden
hesaplanir. Calisma ve tamir siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi
altinda, (5.7) ifadesi yardimiyla, (5.5) esitliginin Laplace doniisiimii
1 ) i
4,(2) ={1—(ﬁ)L(f)+(2(1—(ﬁ+1)L(t))]_[(fj)L(t)(gj)L(t)H (5.25)
i=1 j=1

i=

bi¢iminde elde edilir. (5.9) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir alt sinir olusturur Calisma ve
tamir siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda bu alt smirin

Laplace doniisiimii alindiginda

C

(4), ()= %{1 =(f).© +( (1 —(ﬁ+1)L(t))f[(ﬂ)L(t)(gj)L(t)ﬂ (5.26)

i=1
bulunur.
Kullanilabilirlik, sistemin ¢ zamaninda c¢alismamasit olasiligi kullanilarak (5.6)

esitliginden hesaplanir. Calisma ve tamir siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu

varsayimi altinda, (5.8) ifadesi yardimiyla, (5.6) esitliginin Laplace doniigiimii

1 > 1 !
4,() = {1— Z’((&)L(O —1]1;!(1’,)L(f)(gjh(t)} (5.27)
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bi¢iminde elde edilir. (5.10) esitligi kullanilabilirlik i¢in bir iist siir olusturur. Calisma
ve tamir siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu varsaymmi altinda, bu {ist smirin

Laplace doniigiimii alindiginda

1 < 1 d
4 SIS -] , 5.28
( )L(t) t|: ~ ((gi)L(f) ] L (J{])L(t)(gj)L(t)j| ( )

elde edilir.
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6. ANALIZ VE TARTISMA

Bir onceki bolimde calisma ve/veya tamir siirelerinin yenileme siireci ve/veya
geometrik silire¢ olusturmasi varsayimlarma gore kullanmilabilirligin hesaplanmasi
iizerinde durulmustur. Kullanilabilirlik fonksiyonundaki sonsuz toplamlar ¢ (kesme
degeri) gibi bir deger ile kisitlanarak, kullanilabilirlik i¢in alt ve st sinirlar elde

edilmistir. Bu sinirlar, kullanilabilirlik i¢in yaklagimda bulunmay1 saglar.

Bu boliimde ¢aligma ve tamir siirelerinin listel ve gama dagilimi ile normal dagilim
varsayimlar1 altinda uygulama calismas1 yapilmistir. Bunun i¢in, dncelikle alt ve st
sinirlarm  Laplace doniisiimleri bulunacak ve Matlab programi yardimiyla bu
dontistimlerin ters Laplace doniisiimleri alinacaktir. Sadece ¢alisma ve tamir siirelerinin
normal dagildig1r varsayimi altinda kullanilabilirlik fonksiyonunun kapali formdaki
ifadelerine ulasilabilmektedir. Bu durumda da digerlerinde oldugu gibi sayisal sonuglar
elde edebilmek icin, kullanilabilirlik fonksiyonundaki sonsuz toplamim kisitlanmasi
gerekmektedir. Kullanilabilirlik yaklasimi icin elde edilen smirlarin zamana gore
davraniglar1 grafikler iizerinde gosterilmistir. Bunun yaninda, her bir modelde ¢alisma
ve tamir siirelerinin olusturdugu geometrik siirecin orani, ¢alisma ve tamir araliklarmin
olusturduklar1 teorik dagilimm parametreleri gibi nicel degerler bulunmaktadir. Bu
degerlerin kullanilabilirlik fonksiyonu iizerindeki etkisi incelenmistir. Ozel olarak,

kullanilabilirlik fonksiyonunun bu degerlere duyarlilig1 tizerinde durulmustur.

Kullanilabilirligin Laplace dontisiimleri kesin ifadeler olmasma ragmen, bu ifadeler, ters
Laplace doniisiimlerinin alinabilmesi i¢in ¢ kesme degeriyle smirlandirilarak birer
yaklagima dontisiirler. Ters Laplace doniisiimii alinan terim sayisi (¢) ve hesaplamalarin
yapildig1 program artimetiginin dogruluk derecesi, yaklasimin dogruluk derecesini
belirler. Ters Laplace doniistimiiniin alinabilmesi ve sayisal sonuglar elde edilebilmesi

icin gerekli olan kisitlama belirli bir derecede hatay1 da beraberinde getirir.

Bilgisayar aritmetigindeki ve sayilarn makine gosterimindeki kisitlamalar, bazi

durumlarda, sayisal sonuglar elde edilmesinde beklenmeyen  zorluklar
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cikarabilmektedir. Bu durum nitel gozlemleri etkilemezken, grafiklerdeki sayisal

sonugclar tizerindeki etkisi ihmal edilebilirdir.

Calisma ve/veya tamir siirelerinin geometrik siire¢ olusturdugu durumlarda, zaman
icerisinde c¢aligma siirelerinin azalma egiliminde oldugu varsayilarak, c¢alisma
siirelerinin olusturdugu geometrik siirecin orani a>1 olacak sekilde; tamir siirelerinin ise
artma egiliminde oldugu varsayilarak, tamir siirelerinin olusturdugu geometrik siirecin

orani 0<bh<I olacak sekilde secilmistir.

6.1 Calisma ve Tamir Siirelerinin Ustel Dagiim Gésterdigi Durum

Ustel dagilimli ¢alisma ve tamir siireleri icin Laplace déniisiim uzayinda, sonsuz
toplamin ilk 13 terimi ile kullanmilabilirlik yaklasiminda bulunulabilmektedir. Bazi
durumlarda daha fazla terim ile yaklasimda bulunabilmesine karsmn, sonuglarin
karsilagtirilabilir olmasi1 agisindan biitiin durumlar i¢in ortak bir kesme degeri
belirlenmistir. Gozlenen biitiin durumlarda ilk ¢caligma araliginin ortalamasi 100 kabul
edilmistir. Sonsuz toplamdan alinan terim sayisinin, calisma ve tamir siirelerinin
olusturdugu geometrik silire¢ oranlarmin ve tamir stireleri ortalamasimin kullanilabilirlik

iizerindeki etkileri incelenmistir. Burada karsimiza 4 farkli durum ¢ikmaktadir.

e Kullanilabilirligin yaklagik hesabmi vermeden once, (5.11) denklemi yardimiyla

analitik ifadesinin elde edilmesi tizerinde duralim.

X ve Ysirasiyla 1/ ve 1/u ortalamalariyla birbirlerinden bagimsiz iki rasgele degisken

olsun.

X ~Ustel(A) ve f(x)=de™ , x>0

Y ~Ustel(p) ve f()=pe™ , y>0

olmak tlizere Z=X+Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
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f(Z)Z%(e"” —e'h) , z>0.

biciminde bulunur. (5.11) denkleminden kullanilabilirlik fonksiyonunu elde edebilmek
icin Oncelikle Z rasgele degiskeninin yenileme fonksiyonuna ihtiya¢ vardir. Laplace

dontistim metodu yardimiyla

Au
Z -—_—

1) (z+A)(z+ 1)

biciminde ve (3.3) esitliginden

Ap

M.(z)= 2 (z+ A+ 1)

bi¢iminde bulunur. Ters Laplace doniistimii alinarak

_ Au —(A+p)z
M(z)_m[—1+(/1+u)z+e D], 220

yenileme fonksiyonu elde edilir. A(?) ise (5.11) denkleminden

‘Lt + /1 e—(/1+,u)t

A+ A+u

A(f) =

bi¢iminde bulunur.

Simdi kullanilabilirligin yaklasik hesabini verelim.

Calisma stireleri X; ler (i=1,2,...) 1/ Aortalamalr tstel dagilim ve tamir siireleri Y; ler

(i=1,2,...) 1/ ortalamali iistel dagilim ile birer yenileme siireci gdstersin. X; ve Y; ler

sirastyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip olsun. fl.(x) — A e M , x>0
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ve gl,(y):u e M ,y>0 dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin (2.1) ifadesi

elde

kullanilarak Laplace doniisiimleri alindiginda (f)), (¢) = % ve (g,),()= H p
+1 U+

edilir.

Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsaymm altinda
kullanilabilirlik, alt s icin (5.14) ve st smir i¢cin (5.16) ifadeleri kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanabilir.

_ s (A
(4). (0= l+t(l+;(l+t)i(u +t)i]

LR N )
O == 2 oy

0.9 A=0,9091 |

0.8 .
0.7
0.6

0.5

A(t)

0.4+

0.3+

| | | |
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

0 | | |
0 200 400 600

Sekil 6.1 Ustel A(t)c=7,11,13, 1=0.01, x£=0.1 (Yenileme — Yenileme)
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(5.13) ve (5.15) sonsuz toplamlari, ¢ gibi bir kesme deger ile (5.14) ve (5.16)
ifadelerine doniiserek alt ve {ist smir olusturur. Sekil 6.1°de kullanilabilirligin yaklasik
hesab1 i¢in, ¢ degerinin ii¢ farkli se¢imine gore kullanilabilirligin alt ve {ist smirlari
goriilmektedir. Buna gore ¢ degeri arttik¢a, uzun donemde, kullanilabilirlik i¢cin daha iyi

yaklagimda bulunulmakta ve alt-iist sinirlar birbirlerinden daha gec ayrilmaktadir.

Bunun yaninda grafikte analitik hesap sonucunda elde edilen kullanilabilirlik de
gosterilmektedir. E(X)=1/A2=100 ve E(Y)=1/u =10 oldugundan, (5.12) yardimiyla
uzun donem kullanilabilirligi

E(X) 100

A=lim A®t) = =——=0,9091
e E(X)+EY) 110

biciminde elde edilir. Buna gore kullanilabilirlik fonksiyonu kisa bir siire sonra 0,9091
degerine diismekte ve sabit kalmaktadir. Yani sistemin uzun donem kullanilabilirligi

%90,91°dir.

e Caligma siireleri X; ler (i=1,2,...) 1/A ortalamali iistel dagiliml bir yenileme siireci ve

tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) b oranli 1/ub"™" ortalamali iistel dagilimli bir geometrik

siireg gostersin. X; ve Y; ler swrasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip

i—1
olmak lizere f,(x)=2 e x50 ve g,(v)=ub"" MDY S50 dir. Bu olasilik
g . , A
yogunluk  fonksiyonlarmm  Laplace  doniisiimleri (), = Tl ve
(g), ()= L]_l olarak bulunur.
u+b't

Calisma siirelerinin bir yenileme silireci ve tamir siirelerinin b oranli bir geometrik siire¢
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.18) ve tist smir i¢in (5.20)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

49



SRS TR .
(Al)L(t)_l+t(l+lzl(l+tj H,Ll+b1jfj

LA
(4).0=7 Z(bj (l+tj L u+b

i=1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

A(t)

0.4

0.3

0.2

0.1

[ [ [ [ [ [ [ [
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Sekil 6.2 Ustel A(t)c=7,11,13, A=0.01, u=0.1, =0.90 (Yenileme — Geometrik)

Sonsuz toplamdan alman terim sayisinin (c) kullanilabilirlige etkisi gozlenmektedir
(Sekil 6.2). c degeri arttik¢a, uzun donemde, kullanilabilirlik i¢in daha iyi yaklagimda

bulunulmaktadir.

50



A(t)

0.1

[ [ [ [ [ [ [ [ [
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Sekil 6.3 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, b=0.85, 0.90, 0.95 (Yenileme-Geometrik)

Tamir siirelerini ifade eden geometrik siirecin orani (b) arttikca, ortalama tamir siiresi
diismektedir. Dolayisiyla b arttikca kullanilabilirlik artmakta ve kullanilabilirlik
yaklagimi daha kisa siirede kesinligini kaybetmektedir. Yani b orani arttikga,
kullanilabilirligin alt ve list smirlar1 daha kisa siirede birbirinden ayrilmaktadir (Sekil

6.3).

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli 1/1a"'ortalamal iistel dagilimli bir
geometrik siire¢ ve tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) 1/u ortalamali iistel dagilimli bir

yenileme siireci gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina

i—]x

sahip olmak tizere fl.(x) =2a"" e_ﬂ“a ;x>0 ve gl-(J’) =H e, y>0 dir. Bu

A
A+a' 't

olasilik yogunluk fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri ( ﬁ)L(t)= ve

(g), ()= H olarak bulunur.
M+t
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Calisma siirelerinin a oranl bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme siireci
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.22) ve iist sinir i¢in (5.24)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

oo ) 1
4),@)=—+ ‘
(4). () A+t ( J H/1+a“ft

T\a(u+t)) A+a’'t

(A»At)%—iu’”( : j T—

ur T A+a"t

M+t

[ |
1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

[ | | [
0 200 400 600 800

Sekil 6.4 Ustel A(t)c=7,11,13, A=0.01, x=0.1, a=1.1 (Geometrik - Yenileme)

Sonsuz toplamdan alinan terim sayis1 arttik¢a, kullanilabilirlik yaklasimi daha uzun siire
kesinlik gostermektedir. Yani ¢ degeri arttikca, uzun dénemde, kullanilabilirlik i¢in

daha 1y1 yaklagimda bulunulmaktadir (Sekil 6.4).
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Sekil 6.5 Ustel A(t)c=13, A=0.01, ©=0.1,a=1.1, 1.2, 1.3 (Geometrik - Yenileme)

Calisma siirelerinin olusturdugu geometrik siirecin orani (a) arttik¢a, kullanilabilirlik
azalmaktadir. a oranindaki degisim, beklendigi iizere, sistemin c¢alisma zamani
kullanilarak hesaplanan kullanilabilirlik yaklasimi olan alt smirda daha belirgin

degisime neden olmaktadir (Sekil 6.5).

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli 1/1a"'ortalamal iistel dagilimli bir

geometrik siire¢ ve tamir siireleri Y; ler (i=1,2,...) b oranh 1/ub™" ortalamali iistel

dagilimli bir geometrik siire¢ gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk

i—]x

fonksiyonlarma sahip olmak iizere fz (x)=Aa"" e_ﬂ“ 4 X x>0 ve

i-1
g2.(y)=ub"™ e M by , y>0 dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinmn Laplace

A
déniisiimleri (f;), (£)=——— ve (g).() = Ll_l olarak elde edilir.
t u+b't

A+a
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Calisma siirelerinin a oranli bir geometrik slire¢ ve tamir silirelerinin o oranli bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt smir i¢in (5.26) ve

iist sinir i¢in (5.28) ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

1 &(au) 1§ 1
(AI)L(t) =% Z(_uj —i 1-j 1-j
A+t S\ a ) A+at g (A+a ') (u+b )

_l_ ¢ i ﬁ i-1 i 1
(A2)L(t)—t Z,’l (bj T A+d ) (u+ bt

J=1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

A(t)

0.4

0.3

0.2

0.1

| L L [ I
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

| L |
0 200 400 600

Sekil 6.6 Ustel A(¢)c=13, A=0.01, u=0.1,a=1.1, 1.2, 1.3, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Calisma ve tamir siirelerinin istel dagilimli birer geometrik siire¢ gdsterdigi modelde,
calisma siirelerinin olusturdugu geometrik slirecin orani arttikga, ortalama g¢aligma
siiresi azalmaktadrr. Bununla birlikte kullanilabilirlik diismekte ve Sekil 6.6’da

goriildiigi iizere nisbi olarak daha kisa donemde iyi bir yaklasim elde edilebilmektedir.
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A(t)

[ [ [ [ [ [ [
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Sekil 6.7 Ustel A(¢)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.1, b=0.85,0.9,0.95
(Geometrik-Geometrik)

Tamir siirelerinin olusturdugu geometrik siirecin orami (b) arttikga kullanilabilirlik
artmakta ve diger b degerlerine gore daha kisa siire zarfinda 1y1 bir kullanilabilirlik

yaklagiminda bulunulabilmektedir (Sekil 6.7).
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t
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Sekil 6.8 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=1/15,1/10,1/5, a=1.1, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Sekil 6.8’de ilk tamir araligi ortalamasmin (1/u) kullanilabilirlik tizerindeki etkisi

goriilmektedir. Beklendigi iizere, ilk tamir aralig1 ortalamasinin artmasi kullanilabilirlik
fonksiyonunda diisiise neden olur. Ilk tamir arali§1 ortalamasi daha biiyiik oldugunda,

daha uzun siire kullanilabilirlik yaklagimi elde edilebilir.
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A(t)

0 [ [ | | [ [ [ L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Sekil 6.9 Ustel A(f)c=13, 1=0.01, u=0.1, a=1.1, 5=0.9

Calisma ve/veya tamir siirelerinin istel dagilimli yenileme ve/veya geometrik siire¢
olusturmasi durumlarma gore kullanilabilirlik fonksiyonlar1 karsilastiriimaktadir (Sekil
6.9). Buna gore en yiiksek kullanilabilirlik ¢alisma ve tamir siirelerinin birer yenileme
siireci olusturdugu durumda elde edilirken, en diisiik kullanilabilirlik ¢calisma ve tamir
siirelerinin birer geometrik siire¢ olusturdugu durumda elde edilmektedir. Caligma
siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin bir geometrik siire¢ olusturdugu
durumda ise nisbi olarak daha uzun donemde 1yi bir kullanilabilirlik yaklagimi elde

edilebilmektedir.

6.2 Calisma ve Tamir Siirelerinin Gama Dagilimi Gosterdigi Durum

Birbirinden bagimsiz ve ayni dagiliml iistel rasgele degiskenlerin toplami bir gama
dagilimi olusturdugundan ve iistel dagilim, gama dagiliminin 6zel bir durumu
oldugundan, gama dagilimli siireclerin kullanilabilirligi iistel dagilimli siire¢lerin

kullanilabilirligiyle olduk¢a benzerlik gosterir. Gama dagilimhi calisma ve tamir

siirelerinin ortalamast «,f8, (a,f3,) ve varyanst a3 (a,f;) dir. Buradaki durumlar
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icin ilk ¢alisma aralifi ortalamasi 100 alinmistir. Sonuglarin karsilastirilabilir olmasi
acisindan biitlin durumlarda hesaplamalarin yapilabildigi ortak bir kesme degeri
belirlenmistir. ¢=8 oldugunda, biitiin durumlar i¢in kullanilabilirlik yaklagiminda

bulunulabilmektedir. Burada karsimiza 4 farkli durum ¢ikmaktadir.

e Kullanilabilirligin yaklagik hesabmi vermeden once, (5.11) denklemi kullanilarak

analitik ifadesinin elde edilmesi tizerinde duralim.

X ~ Gamma(a,, B,) ve Y ~Gamma(a,, ,)olmak lizere a,, a, dogal say1 ve B, =,
ise A(t) kullanilabilirlik fonksiyonu analitik olarak hesaplanabilir. o, =2,5 =1 ve
o, =L,3,=1 durumu 1i¢in A(#) analitik olarak asagidaki gibi hesaplanir.

X ~ Gamma(a, =2, 6, =1) ve Y ~Gamma(c, =1, 3, =1) olsun.

1

_ o-1 _—x/p _ —x
X)=—x" e "=xe , x>0
e I(a)B”
1 oa,—-1 _—y/p -y
=—x7 e’ =e , >0
PR g

olmak tlizere Z=X+Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibidir.
1 2 -z
f(z)= EZ e , z20.

Laplace doniisiimiiniin alinmasiyla

1
(z+1)°

fi(2)=

ve (3.3) esitliginden
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1

M@= Ty

bi¢iminde bulunur. Ters Laplace doniisiimii alinarak

M(z)= Z;I +%e_3% cos("¥ 2) +§e_3% sin(3{z) , z>0

yenileme fonksiyonu elde edilir. A(?) ise (5.11) denkleminden

t

A(t)=(t+1)e” —%[—2@ 13t43—¢ (cos(f% £)+~3sin("¥% t))}

bi¢ciminde bulunur. [0, 25] aralig1 icin A4(¢) nin degerleri Sekil 6.10°daki grafikte

verilmistir.

0.95

0.9

0.75

0.7

0.65

t
Sekil 6.10 A(t) X ~ Gamma(a, =2,B,=1) ve Y ~ Gamma(a, =1,5, =1)

B, # B, oldugunda A() kullanilabilirlik fonksiyonu analitik olarak hesaplanamaz.

Cinkii f, ve dolayisiyla F, bir analitik ifadeye sahip degildir. Bu durumda f, i¢in
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kapali bir formda ifade elde edilip, A(z) asagidaki integral denklemden sayisal olarak

¢Ozdiriilebilir.
At)= Fx(O)+ [ At =x)dF,(x) , 120
0

Verilen bir ¢ i¢in [0, ] araligmimn bir 0=1¢, <t <...<t , <t =t par¢alanmasimi alarak,

A(t) yi ardisik olarak
A = Fr(t)+ Y Al ~1)[F, (1)~ F, (¢, (6.1)

formiiliinden yaklasik olarak hesaplayabiliriz.

Simdi B, # B, durumunda Z’nin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmeye ¢alisalim.

U=X+Y,V =X doniisiimiinii uygulayalim.

JoyWvy=f,WMfiw=-v) , u,v>0 u>v

1 1
— —aval—le—v/ﬂl . (Ll _ v)az -1 e—(u—v)/ﬁ2
I'(ay) B I'(e,)B,"
1
= —— VA u—v)ele e sy >0
L(e)l(a,) B B,
dir. Bu durumda
fU (u) = j’. 1 p p val_l (Ll _ v)“z -1 e—V/ﬂle—(“—V)/ﬂz dv
o Do) (ay) B B,
1 ” v
= — - e—”/ﬂz J.Val—] (1/[ _V)U‘z‘]e B B dv
() (ay) B B," 0
e—”/ﬁz u v _v(i_i)
- e =Sy e
F(al )r(az)ﬁl lﬂz 29 u
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-1 _—ul/p, u _v(i_i)
u e _ 1% _

J.Val ](1 __)’12 ]e B B dV

u

" T(a)T(@,) B B

(Z = x degisken degistirmesi ile)
u

uaz—]e—u/ﬂz 1 B B B _UX(L_L)
= —— J.u“‘ Y 1=-x)""e P P udx
(o)) B B,
ual+az—le—u/ﬂz 1 » » _W(L_L)
= T - —— J.x“l (l_x)az e B B dx
(a)T(a,) B B,
ual+az—le—u/ﬂz 1 1
= o o F(a,a,+a,;(———)u)
I(ay +a,) 57 By B B

olur.

Burada /', aeRvene N igin (a), =a(a+1)...(a+n-1) olmak lizere;

')

F(a,b;x) :m

1
Iu“"l (I-u)"'e“du , b>a>0
0

ifadesi 1yi bilinen bir sonugtur. /' Matlabda bulunan hazir bir programla kolaylikla

hesaplatilabilir. Boylelikle f, olasilik yogunluk fonksiyonuna sayisal olarak ulasilmis

olur.
F, dagilim fonksiyonu da, f, kullanilarak

t. +t. t
FZ(ti):FZ(ti—l)-i_fZ(%

—, i=l,..,n (6.2)
n

formiiliinden kolaylikla hesaplanabilir. Sonucta (6.1) formiiliinden A(¢) ardisik olarak

hesaplatilabilir.
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X ~Gamma(a, =7.6,5,=0.5) ve Y ~Gamma(a,=2.4,p,=0.85) olsun. Verilen ¢

degeri i¢in [0, 7] aralig1 #=0.01 esit uzunluklu alt araliklara boliinerek ilk olarak (6.2)
formiiliinden F,(¢;) degerleri hesaplatilarak, (6.1) formiiliinden A(z,) degerleri yaklasik

olarak Matlab’da yazilan bir bilgisayar programi ile hesaplatilmig ve [0, 25] aralig1 i¢in
A(t) nin degerleri Sekil 6.11°de verilmistir.

Bu ornek i¢cin E(X)=¢,,=3.80 ve E(Y)=a,, =2.04 oldugundan (5.12) den

_ By
CEX)+EY)

507

dir.

0.95
0.9
0.85
0.8
—~
T 075

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5 L L L L
0 5 10 15 20 25

t

Sekil 6.11 A(¢Y) X ~Gamma(a, =7.6,5,=0.5) ve Y ~Gamma(a, =2.4, 3, =0.85)

Sekil 6.11°den de goriildiigli gibi, zaman ilerledik¢e A(¢) kullanilabilirlik fonksiyonu A4

uzun donem kullanilabilirlik fonksiyonuna, dolayisiyla sistemin uzun donemdeki
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calisma orani olan %65.07 ye yaklasir. Fakat kiiciik ¢ degerleri i¢in A(¢) fonksiyonu

biiyiik degisimler gosterir.

Calisma stireleri X; ler (i=1,2,...) a, ve B, parametreli gama dagilimma dayali ve tamir
streleri ¥; ler (i=1,2,...) a,ve [, parametreli gama dagilimma dayali birer yenileme

siireci gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip

1
L) B [(a))B,"

dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri (f;),(¢) =(1+B,t)™

“z_le_y/ﬂz,y>0

olsun. fl,(x) = x“‘_'e_x/ﬂ' , x>0 ve gl-(y) = y

ve (g,),(t)=(1+pB,t)* olarak elde edilir.

Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsaymmi altinda
kullanilabilirlik, alt smir icin (5.14) ve st smir i¢cin (5.16) ifadeleri kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanabilir.

(4).(0)= %(1 ~(1+ A )[l + Z 1+ B "1+ ﬂzz)azl‘j

(AZ)L(t) :%_%((I-Fﬁzl‘)az —1)(2(1+ﬂ1t)‘a1i(1+ﬂ2t)—a2iJ
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0.7+ A=0,6667
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o
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0.1+ R
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Sekil 6.12 Gama A(¢)c=20, o, =2,B, =1, a, =1, B, =1
(Yenileme-Yenileme)

Kullanilabilirlik fonksiyonunun hem analitik hem yaklasik olarak hesaplanisi
sonucunda elde edilen grafikler Sekil 6.12°de gosterilmektedir. /=50 zamanina kadar iki
ayr1 yoldan elde edilen kullanilabilirlik fonksiyonlar1 cakismaktadir. Bu zamandan
sonra sonsuz toplamdan alman terim sayisina bagli olarak yaklasik hesaplama

yontemindeki alt ve iist sinirlar birbirlerinden ayrilmaya baglar. E(X)=q,, =2 ve
E(Y)=a,p, =1 oldugundan, (5.12) yardimiyla uzun dénem kullanilabilirligi
EX) _2_

A=limA(t) =——22 =

=0,6667
0 E(X)+EY) 3

biciminde elde edilir. Zaman ilerledik¢e, kullanilabilirlik fonksiyonu sistemin uzun

donemdeki ¢caligma orani olan %66,67’ye yaklasir.
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Sekil 6.13 Gama A(¢) ¢=20,30,40, o, =2,6, =50, a, =2, B, =5
(Yenileme-Yenileme)

c degeri arttikca, yani sonsuz toplamdan alinan terim sayisi arttik¢a, kullanilabilirlik
yaklagimi daha kesin bir hal almaktadir. Yani ¢ degeri arttikga, uzun donemde,

kullanilabilirlik i¢in daha 1yi yaklasimda bulunulmaktadir.

e Calisma stireleri X; ler (i=1,2,...) a,ve B, parametreli gama dagilimmna dayali bir
yenileme siireci ve tamir siireleri Y; ler (i=1,2,...) b oranl «,ve B, parametreli gama

dagilimina dayali bir geometrik siireg gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik

yogunluk fonksiyonlarma sahip olmak iizere

J?(X)ZWx“‘"'e_x/ﬂ‘ , x>0

\

2.(y)= yaz—le—(J’/b]_iﬁz)’ y>0

T (p )"
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dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace doniisiimleri (f;), (#) =(1+ S,)* ve

(g,),(t)=(1+b""B,t) * olarak elde edilir.

Calisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin » oranl bir geometrik siire¢
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt siir i¢in (5.18) ve ist sinir i¢in (5.20)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

(4), (0 =(1-(+ fry )[1 + 2 + B T +b B J

(4),(0) %{2 A b7P0" TV E (14 iy

= +pn™ a

0.9
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0.7

0.6

0.5

A(t)

0.4

0.3

0.2

0.1

| | L
1500 2000 2500 3000

t

| |
0 500 1000

Sekil 6.14 Gama A(t)c=12,14,16,a,=2,5,=50,a,=2,, =5,b=0.9
(Yenileme-Geometrik)
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Sekil 6.14’de ¢ degerinin ii¢ farkli secimine gore kullanilabilirlik fonksiyonunun
degisimi goriilmektedir. Buna gore sonsuz toplamdan alinan terim sayisi arttikga,

kullanilabilirlik yaklasimimin kesinlik derecesi artmaktadir.

1 T T
b=0.95
09} :
6=0.90
0.8} .
0.7} b=0.85 |
<
06 1
05}
04} ]
[ [
0 500 1000 1500

Sekil 6.15 Gama A(t)c=12,a, =2, 6, =50,a, =2, 3, =5,6=0.85,0.9,0.95
(Yenileme-Geometrik)

Sekil 6.15°de tamir siireleri parametresindeki degisimin kullanilabilirlik tizerindeki
etkisi gozlenmektedir. Tamir siirelerini ifade eden geometrik siirecin orani olan b
arttikga, kullamilabilirlik artmaktadir. Ote yandan b oram arttik¢a kullanilabilirligin alt

ve st sinirlar1 daha kisa siirede birbirinden ayrilmaktadir.

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranll a,ve B, parametreli gama dagilimina
dayali bir geometrik siire¢ ve tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) o, ve [, parametreli gama

dagilimina dayali bir yenileme siireci gostersin. X; ve Y; ler swrasiyla f; ve g; olasilik

yogunluk fonksiyonlarma sahip olmak iizere
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1 x% _]e—(x/a]_iﬁ] ) ,

fi (x)= — x>0
F(“])(a B )
ve
— o= _y/ﬂz
g () =y e ,  y>0
! N9V
dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace doniistimleri

(f), (O =1+a""Bt)y ™ ve (g),(t)=(1+ B,t)* olarak bulunmaktadr.

Calisma siirelerinin a oranl bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme siireci
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.22) ve {st smir i¢in (5.24)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

N 1_(1+a_iﬂlt)_a] ﬁ(1+al—jﬁ t)—a]
a,i 1
o (+40™ o

(), (0= (1=(1+ iy )+

(4,0 =1 = ((1+ A" =1) S0+ T [+ )"
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Sekil 6.16 Gama A(¢)c=8,a, =2,3,=50,c, =2,5,=5,a=1.1,1.2,1.3
(Geometrik-Yenileme)

Sekil 6.16’da ¢alisma siireleri parametresindeki bir degisim, sistemin ¢aliyma zamani
kullanilarak hesaplanan kullanilabilirlik yaklasimi olan alt smirda belirgin degisime

neden olur. a orani arttik¢a kullanilabilirlik diismektedir.

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranll a,ve B, parametreli gama dagilimina
dayali1 bir geometrik siire¢ ve tamir siireler1 Y; ler (i=1,2,...) b oranl a,ve pS,

parametreli gama dagilimina dayali bir geometrik siire¢ gostersin. X; ve V; ler sirasiyla f;

ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip olmak {izere

! L~ (/a™B)

f.(x)= — , x>0
' T(@)(d7B)
ve
g.(y) 1 y”‘f‘e_(y/b P y>0

E Ry (0B
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dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace doniistimleri

(f), O =1+a"" Bty ve (g),(t)=(1+b""B,t)"* olarak bulunur.

Calisma siirelerinin a oranli bir geometrik slire¢ ve tamir silirelerinin » oranli bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt smir i¢cin (5.26) ve

iist sinir i¢in (5.28) ifadeleri kullanilarak agagidaki gibi hesaplanabilir.

c
=

(4),(0) = %(1 (B )Y (1= a By )ﬁ(l +a By (1+b By

(4,0 =1 = 3 (40" py 1) [ T+ By (15 )™

0.8F .

0.7+ .

0.6 .

0.5+ .

A(Y)

04 1

0.3F .

0.1+ .

| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Sekil 6.17 Gama A(t)c=6,7,8, o, =2, B,=50, a, =2, B, =5, a=1.1,5=0.9
(Geometrik-Geometrik)

Kullanilabilirlik fonksiyonunun sonsuz toplamindan alinan terim sayisi, yani kesme
degeri arttikca daha uzun donem i¢in saglikli bir kullanilabilirlik yaklasiminda

bulunulmaktadir (Sekil 6.17).
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Sekil 6.18 Gama A(t)c=7, o, =2, §,=50, o, =2, B,=5,a=1.1,1.2, 1.3, 5=0.90
(Geometrik - Geometrik)

Sekil 6.19 Gama A(t)c=7, o, =2, §, =50, a, =2, B,=5, a=1.1, b=0.85, 0.90, 0.95
(Geometrik - Geometrik)
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Sekil 6.18’de calisma siireleri parametresindeki degisimin kullanilabilirlik tizerindeki
etkisi gozlenmektedir. a oranindaki degigim, alt sinirda iist sinira gére daha belirgin bir
degisime neden olur. a orani arttik¢a ortalama c¢alisma siiresi diismekte ve buna paralel

olarak kullanilabilirlik azalmaktadir.

Sekil 6.19°da tamir siireleri parametresindeki degisimin kullanilabilirlik tizerindeki
etkisi gozlenmektedir. b orani arttikca ortalama tamir siiresi diiserken, kullanilabilirlik

fonksiyonu artis gostermektedir.

0.9 B

0.8 B

0.7 beta1=60 7

0.6 B
beta=50

0.5+

A(t)

0.4+

0.1F

[ | [ | | | [ [
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

Sekil 6.20 Gama A(¢)c=7, a, =2, B, =40,50,60, o, =2, B, =5, a=1.1, b=0.9
(Geometrik - Geometrik)

Gama dagilimli ¢caligma siirelerinin 6lgek parametresindeki bir degisim kullanilabilirlik
yaklagimmnm alt smirinda belirgin degisiklige neden olur (Sekil 6.20). Olgek
parametresindeki bu degisim, ilk ¢alisma araliginin ortalamasi olarak disiintildiigiinde,

ortalama ¢aligma siiresi arttik¢a kullanilabilirligin arttig1 goériilmektedir.
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Sekil 6.21 Gama A(t)c=7,a,=2,5,=50,a,=2,,=2.5,5,7.5,a=1.1,b6=0.9
(Geometrik - Geometrik)

Sekil 6.21°de gama dagilimli tamir siirelerinin 6lgek parametresindeki ( 3, ) degisim ilk

tamir araliginin ortalamasi olarak distliniildiigiinde, beklendigi {lizere ortalama tamir

stiresi arttikca kullanilabilirligin diistiigli goriilmektedir.

6.3 Calisma Siirelerinin Ustel Dagihm ve Tamir Siirelerinin Gama Dagihm
Gosterdigi Durum

Burada karsimiza 4 farkli durum ¢ikmaktadir.

e Caligsma siireleri X; ler (i=1,2,...) 1/ Aortalamalr iistel dagilima ve tamir siireleri Y; ler
(i=1,2,...) ave B parametreli gama dagilimina dayali birer yenileme siireci gostersin.

X; ve Y; ler swrasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip olsun.

f.(x)=2 e_ﬂ‘x, x>0 ve g.(») z;y““e_y/ﬁ, y >0 dir. Bu olasilik yogunluk
! ! [(a)B°
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fonksiyonlarmm Laplace doniisiimleri (f;),(¢) = % ve (g,),(t)=01+pt)" olarak
+t

elde edilir.

Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsaymmi altinda
kullanilabilirlik, alt s icin (5.14) ve st smir i¢cin (5.16) ifadeleri kullanilarak

asagidaki gibi hesaplanabilir.

_L Y i —(i+1) —ai
(4), () =—— +;/1 (A+2)7(1+ Br)

(4,),(1) = %%(1 ~(1+ ﬁt)-a)i;v(/l +0) " (1+ Br) ™

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) 1/Aortalamal iistel dagilima dayali bir yenileme
siireci ve tamir siireleri Y; ler (i=1,2,...) b oranli a ve B parametreli gama dagilimma

dayali bir geometrik siire¢c gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk

fonksiyonlaria sahip olmak lizere fz (x)=4 e_ﬂ‘x, x>0 ve

1 _ 1-i
gl.(y) = — y©le (y/b /32)’ y > 0dir. Bu olasilik yogunluk
T(a,)(b"B,)

fonksiyonlarmim Laplace dontistimleri (f)), (¢) = % ve (g,),(t)=(1+b""Bt)* olarak
+t

elde edilir.
Calisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin » oranl bir geometrik siire¢

olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.18) ve tist sinir i¢in (5.20)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

(4), (0 =(1-(+ pry )[1 # 2 +B T +b B J

J=1
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LI AR I g e
(4), (5 =+ tZ 107 H<l+b Bot)

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli 1/A1a"'ortalamal iistel dagilimli bir
geometrik stire¢ ve tamir stireleri Y; ler (i=1,2,...) ave [ parametreli gama dagiliml

bir yenileme siireci gostersin. X; ve Y; ler swasiyla f; ve g; olasilik yogunluk

i—]x

fonksiyonlarma  sahip  olmak  iizere fz (x)=Aa"" e_ﬂ“ 4 X x>0 ve

1 -
gl-(J’) :W y“ e y/B ,y>0 dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace
a

, A
doniisiimleri (f;), (t) = Tiag e (g,),(t) = (1+ Bt)* olarak bulunmaktadir.

A+a

Calisma siirelerinin a oranl bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme siireci
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.22) ve {st smir i¢in (5.24)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

(4),(t) = ﬁJr i[a(l + B1)" ] (A+ta” )‘1 H#

(A, 0= 4+ (1= p ) S0+ p T [

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli 1/Aa"" ortalamali iistel dagilima dayali bir
geometrik silire¢ ve tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) b oranha ve B parametreli gama
dagilimina dayali bir geometrik siireg gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik

L g il
yogunluk fonksiyonlarina sahip olmak {tizere fl.(x):lal"] e Ad"x , x>0 ve

1 _ 1-i
gl.(y) = — y©le (y/b /32)’ y>0 dir.  Bu olasiik  yogunluk
T(a,)(b"B,)
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: I A i
fonksiyonlarinin Laplace déniisiimleri (f;), (¢) = —1_’t ve (g,),(O)=1+b"pt)"

A+a

olarak bulunur.

Calisma siirelerinin a oranli bir geometrik slire¢ ve tamir silirelerinin » oranli bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt smir i¢in (5.26) ve

iist sinir i¢in (5.28) ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

(4),(0) = N Z(ij A+ a*"z)*f[(z +a" (1 +b1*fﬁz)’“
a

A+t S =l

C 1

(4,),@) =%+%Z(l—(l+b]"ﬂt)a JATTA+a" D" a+b" Bty

J=1
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t

[ [ |
0 200 400 600

Sekil 6.22 Ustel-Gama A(f)c=11,13,15 2 =0.01, =2, B=5,a=1.1,5=0.9
(Geometrik — Geometrik)
Daha oOnce islenen siireg modellerinde oldugu gibi, kesme degeri arttikca

kullanilabilirlik i¢in daha saglikli bir yaklasim elde edilebilmektedir. (Sekil 6.22)
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t

| | |
0 200 400 600

Sekil 6.23 Ustel-Gama A(t)c=10, A=0.01, =2, f=5,a=1.1,1.2,1.3, b=0.9
(Geometrik — Geometrik)

Sekil 6.23’de calisma siireleri parametresindeki degisimin kullanilabilirlik tizerindeki
etkisi gozlenmektedir. Alt sinir, calisma zamani kullanilarak hesaplanan kullanilabilirlik
yaklagimi oldugundan, ¢alisma zamani dagilimindaki herhangi bir degisim alt sinirda
iist sinira gore daha belirgin bir degisime neden olur. a oramn arttikga kullanilabilirlik

diismektedir.
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t

Sekil 6.24 Ustel-Gama A(t)c=10, A=0.01, =2, f=5, a=1.1, b=0.85,0.90,0.95
(Geometrik — Geometrik)

Sekil 6.24’de tamir siirelerini ifade eden geometrik siirecin oranindaki degisimin
kullanilabilirlik tizerindeki etkisi goriilmektedir. b orani arttik¢a kullanilabilirlik
artmakta, alt ve {ist smirlar daha kisa siirede birbirinden ayrilmaktadir. Ust sinir tamir
stireleri kullanilarak hesaplanan kullanilabilirlik yaklasimi oldugundan, tamir siireleri
dagilimindaki herhangi bir de§isim, iist smirda alt sinira gore daha belirgin degisime

neden olur.
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Sekil 6.25 Ustel-Gama A(t)c=10, 1=0.01, =2, f=2.5,5,7.5,a=1.1, b=0.9
(Geometrik — Geometrik)

Sekil 6.26 Ustel-Gama A(t)c=10,1=0.01,a=1,2,3,8=5,a=1.1,b=0.9
(Geometrik-Geometrik)
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Sekil 6.25 ve 6.26’da ilk tamir aralig1 ortalamasindaki degisimin etkileri

gozlenmektedir. Gama dagilimli tamir araligmin ortalamas1 af ile hesaplanmaktadir.
a veya [ degeri arttikga tamir siireleri ortalamasi artmakta ve dolayisiyla

kullanilabilirlik azalmaktadir.

6.4 Calisma Siirelerinin Gama Dagilimi ve Tamir Siirelerinin Ustel Dagilim
Gosterdigi Durum

Burada karsimiza 4 farkli durum ¢ikmaktadir.

e (Calisma siireler1 X; ler (i=1,2,...) ave [ parametreli gama dagilimina ve tamir
siireleri ¥; ler (i=1,2,...) 1/uortalamali iistel dagilima dayali birer yenileme siireci

gostersin. X; ve Y; ler swrasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip olsun.

1 - -
f( )_F( Yz x*e x/ﬁ,x>0 ve gl_(y):ye HY 'y 0 dir. Bu olasilik yogunluk

olarak

fonksiyonlarmimn Laplace doniisiimleri (f)),(1)=(1+pt)™“ ve (g,), ()= H
H+T

elde edilir.

Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsaymmi altinda

kullanilabilirlik, alt s icin (5.14) ve st smir i¢cin (5.16) ifadeleri kullanilarak
asagidaki gibi hesaplanabilir.

<A)<t)——(1 (1+ Bty )(1+Z(l+ﬂr)“’( H)]

i

(u+1)

1 1 C —ai
(AZ)L(t) _;_;;(l+ﬂt)

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) ave [ parametreli gama dagilimma dayali bir

yenileme siireci ve tamir siireleri Y; ler (i=1,2,...) b oranli 1/ub™" ortalamali iistel

dagilima dayali bir geometrik siire¢ gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik

80



xa—]e_x/ﬁ
[(a)p*

yogunluk fonksiyonlarma sahip olmak iizere fl.(x): , x>0 ve

i—1
g.(y)=ub" e M by ,y>0dir. Bu olasilhik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace
; Y P

déniisiimleri (f)), () =1+ Bt)™* ve (&), () = % olarak elde edilir.
M

Calisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin » oranl bir geometrik siire¢
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.18) ve tist smir i¢in (5.20)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

(A)(t)——(l (1+ 1) )[HZ(H[%) a’H b],J

(AZ)L(t)%—ZC‘,(%J (1+ By a’H £

i=1

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli ave B parametreli gama dagilimli bir
geometrik siire¢ ve tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) 1/uortalamali iistel dagilimli bir

yenileme siireci gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina

sahip olmak iizere ve

f.(x)= %x“_]e_(ai_]/ﬁ)x, x>0
" T(a)(d"B)

g; (V)=u e 1Y, y >0 dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarmin Laplace doniistimleri

olarak bulunmaktadir.

(/)0 =1+a™ By ve (g), ()=
M+t

Calisma siirelerinin a oranlh bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme siireci
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt sinir i¢in (5.22) ve {ist smir i¢in (5.24)

ifadeleri kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir.
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C

()0 = (1= py ")+

i= j=1

1 (ﬁj (1-(+a"poy™ )H (1+d" Bty ™

C

(4,), m-——iz( jH(lw] 1By

e Calisma stireleri X; ler (i=1,2,...) a oranli  ve [ parametreli gama dagilima dayali

bir geometrik siireg ve tamir siireleri Y; ler (i=1,2,...) b oranli 1/ub"™" ortalamali iistel
dagilima dayal1 bir geometrik siire¢ gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik
yogunluk fonksiyonlarma sahip olmak uzere
1 _ 1-i . _ i—1
fl.(x):ﬁx“_]e (x/a ﬁ),x>0 ve gl.(y):ubl_] e ub y,y>0 dir. Bu
T()(a"'B)

olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace déniigiimleri (f;),(£)=(1+a'" " Bt)™“

(g), ()= ﬁ olarak bulunur.

Calisma siirelerinin a oranli bir geometrik slire¢ ve tamir silirelerinin » oranli bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, alt smir i¢in (5.26) ve

iist sinir i¢in (5.28) ifadeleri kullanilarak agagidaki gibi hesaplanabilir.
(4),() = -(1 (1+B0)“ )+ 2(1 (A+a Bty ) T]A+d"7 By (u+b""t)"
=l

C

(A»At)%—Z(%j [Ta1+a™ oy (u+b™ny”

i=1
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Sekil 6.27 Gama-Ustel A(f)c=7, a =2, B =50, u=0.1,a=1.1,1.2,1.3, b=0.9
(Geometrik — Geometrik)

Sekil 6.27°de tamir siireleri parametresindeki degisimin etkisi goriilmektedir. Alt smir
iist sinira gore daha belirgin bir degisim gostermektedir. Alt ve iist sinir ¢akisik oldugu
durumda, gorece kii¢iik olan tamir siireleri parametreleri i¢in kullanilabilirlik daha

biiyiiktiir.
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Sekil 6.28 Gama-Ustel A(t)c=7, =2, =50, u=0.1, a=1.1, b=0.85,0.90,0.95
(Geometrik — Geometrik)

Sekil 6.29 Gama-Ustel A(f)c=7,a =2, =40,50,60, 12 =0.1,a=1.1,b=0.9
(Geometrik-Geometrik)
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Sekil 6.28°de tamir siirelerinin olusturdugu geometrik siire¢ oraninin kullanilabilirlik

iizerindeki etkisi goriilmektedir. Biiyilk b degerleri i¢in tamir siireleri ortalamasi

(1/ ub™") daha kiigiik olacagindan, b degeri arttik¢a kullanilabilirlik artar.

Sekil 6.29°da degisen ilk ¢aligma araligi ortalamasinin kullanilabilirlik {izerindeki etkisi

goriilmektedir. S degeri arttikca ilk caliyma araligi ortalamasi (o3 ) artacagindan,

kullanilabilirlik artar.
6.5 Calisma ve Tamir Siirelerinin Normal Dagilim Gosterdigi Durum

Calisma ve tamir siirelerinin normal dagildig1 varsayimi altinda kullanilabilirligin kapali
formdaki ifadesine ulasilabilmektedir. Iki farkli yoldan bulunan kullanilabilirlik
ifadeleri birbirine esittir. Bu nedenle, grafiklerde s6z konusu ifadelerden bir tanesi
kullanilmistir. Fakat sayisal sonuclar elde edebilmek i¢in, bu analitik ifadede bulunan
sonsuz toplamlarm smnirlandirilmasi gerekmektedir. Sonsuz toplamin smirlandirildig:
kesme degere, daha 6nceki durumlarda oldugu gibi ¢ diyelim. Burada karsimiza 4 farkh

durum ¢ikmaktadir.

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) u ortalamali ve o’ varyansh, tamir siireleri Y; ler

i=1,2,...) ise A ortalamali ve p’ varyansh normal dagilim ile birer yenileme siireci
y g y

gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip olsun.

_l(ﬂjz
1
[ = e 2\ O ) p<x<m

N 2[lo

\

() =——

dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarmin (2.1) ifadesi kullamilarak Laplace

doniisiimleri alndigimda (), (£) =e ™" 2T e (g), ()= 2" elde edilir.
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Calisma ve tamir siirelerinin birer yenileme siireci olusturdugu varsaymmi altinda
kullanilabilirlik, birinci yoldan (5.13) ve ikinci yoldan (5.15) ifadeleri kullanilarak

hesaplanir.

A () =1-O(; u,07) + i[@(r;(y + )i (07 +p)i) =D (61 + ) p+id,(1+i)o” +ip2)]

i=1

A, () =1+ i[@((u+l)i,(az +p)i) =@ (ip+(i-DAic” +(z‘—1)p2)}

Burada

_l(x—ujz
CI)(t;u,az):J. 21_[O_e 2\ o dx .

1 \ T
0.9 W R
0.8+
0.7+

0.6

0.5+

A(t)

0.4+ c=30

0.3+

0.2F

0.1

[ [ | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
t

Sekil 6.30 Normal A4(¢)¢=30,40,50, ©=100,0=25,1=10,p=2.5
(Yenileme — Yenileme)

Sonsuz toplamdan alinan terim sayis1 arttik¢a, kullanilabilirlik i¢in daha uzun siire kesin

sonug elde edilmektedir. (Sekil 6.30)

86



e Calisma siireleri X; ler (=1,2,...) u ortalamali ve ¢ varyansli normal dagilim ile bir
yenileme siireci, tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) ise b'*A ortalamali ve (b p)* varyansh

normal dagilim ile b oranl bir geometrik siireg gostersin. X; ve V; ler sirasiyla f; ve g;

olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip olsun.

\

J(M]
1-i
2 b p 5 -OO<y<OO

1
. =€
g;(») NSl

dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarmin (2.1) ifadesi kullamilarak Laplace
doniisiimleri almdiginda  ( fi)L(z‘)=ef“'”/2t2‘72 ve (gi)L(t)=eitblii“l/2t2(blii” " elde

edilir.

Calisma siirelerinin bir yenileme siireci ve tamir siirelerinin » oranl bir geometrik siire¢
olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, birinci yoldan (5.17) ve ikinci yoldan

(5.19) ifadeleri kullanilarak hesaplanir.

(]/ b)H] _(1/ b )l+1 (]/b)”l 1 (]/b 1
1-Q(; . 0°
A@)=1-Dt 1 )+Z}{®[t I —(l/b) . (l/b) J CD[ {(ERVITES —(l/b) A @+ )O'z —(]/b) PZH

1- (l/b)m 1-(Ip’)" I (L NS T o) e
A= 1+Z{®[tz,u . (]/b) . ) p} CD[z,z,u+ 05 A-b"4, ic” + 4P o —b pﬂ

Burada grafik gosterimi elde edebilmek i¢in sonsuz toplamin ilk 50 terimi alinmistir.
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Sekil 6.31 Normal A(¢) c=50, u©=100,0=25,2=10,p=2.5, b=0.85, 0.90, 0.95
(Yenileme-Geometrik)

Tamir siirelerini ifade eden geometrik siirecin orani (b) arttik¢a, ortalama tamir siiresi

diismektedir. Dolayisiyla b arttik¢a kullanilabilirlik artmaktadir. (Sekil 6.31).

e Caligma siireleri X; ler (i=1,2,...) a''u ortalamali ve (a''c)* varyansh normal
dagilim ile @ oranli bir geometrik siireg, tamir siireleri V; ler (i=1,2,...) ise A ortalamali
ve p° varyansli normal dagilim ile bir yenileme siireci gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f;

ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip olsun.

1(x—a"u
2

2
1-i
a o ]
, ~00<x<<00

1
KANNTVER

\
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dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarmin (2.1) ifadesi kullamilarak Laplace
doniisiimleri almdiginda  ( fi)L(t)=eft’llﬂv””/ztz(“HU)2 ve (gi)L(t)=ef”m/2t2p SKE

edilir.
Caligsma siirelerinin a oranl bir geometrik siire¢ ve tamir siirelerinin bir yenileme siireci

olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, birinci yoldan (5.21) ve ikinci yoldan

(5.23) ifadeleri kullanilarak hesaplanir.

L 29 2 ~(Ja)™ *(Va)” o =" =@y , o,
AO=1-Dt;a" wa 0)+Z{®(tzﬂwl V) L, ip . a ) ] Cl{t,zﬂw —(/a) u+d pip + " (]/ — P +a Gﬂ

o of s, Wy 1-(/a>)" I L L)
Az(t)_1+;{fb(t,ll+ —a) M ipt —(/d) ] (D(”M‘ A 1-(1/a) i 1-(1/a") H

e Calisma siireleri X; ler (i=1,2,...) a'“u ortalamali ve (a'"o)’ varyansl normal
dagilim ile a oranli bir geometrik siireg, tamir siireleri ¥; ler (i=1,2,...) ise b1
ortalamali ve (b''p)* varyansli normal dagilim ile b oranhi bir geometrik siire¢

gostersin. X; ve Y; ler sirasiyla f; ve g; olasilik yogunluk fonksiyonlarma sahip olmak

uzere
2
_i(x a u]
1 2\ d7o
f(x)=——c | -o0<x<e0
V2Iad o
ve
2
_l(y—l}
1 2\ p
g = e -00<) <0
() N V
dir. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlarinin Laplace doniistimler1

(f) ()= 0 e (g, (6)=e™ #12E7P olarak elde edilir.
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Calisma siirelerinin a oranli bir geometrik slire¢ ve tamir silirelerinin » oranli bir
geometrik siire¢ olusturdugu varsayimi altinda kullanilabilirlik, birinci yoldan (5.25) ve

ikinci yoldan (5.27) ifadeleri kullanilarak hesaplanir.

A LA S () WP o 2 J 0{1 U U U 1) ]
1) =1-dx; 7 ’ o
A=1-0¢ “"’)*ZH L (o T i I T T e T A T

=t - ] ~(Jd)y" , 1-py" J u{‘ G U QE) s 1-05) ]
=1 } } —b7 A+ —b
A0 {H T a7 B T W T R W e T

0.8

0.7

A(t)

0.5
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0.2+

0.1

L | L | L | | L |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Sekil 6.32 Normal A(¢) ¢=40, 1 =100,0 =15,20,25, a=1.1, A =10,p =2.5, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Sekil 6.32°de ilk caligma aralig1 standart sapmasinin kullanilabilirlik {izerindeki etkisi
goriilmektedir. Sinirlardaki en biiyiik dalgalanma ilk ¢aligma araligi standart sapmasi 15
iken gerceklesmektedir. Standart sapma 25 oldugunda ise, baslangigcta hafif
dalgalanmalar goriliirken, sonrasinda biitiin standart sapma degerleri ig¢in

kullanilabilirlik ayn1 trendi izlemektedir.

90



0.8

0.7

A(t)

0.5+

0.4+

T

0.3

0.2+

0.1

[ | [ | [ | | [ |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Sekil 6.33 Normal A(¢) ¢=40, u=100,0 =25, a=1.1, 1 =10,15,20,p =2.5, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Sekil 6.33’de diger degiskenler sabit iken, ilk tamir araligi ortalamasinin {i¢ farkli
degerinin, kullanilabilirlik iizerindeki etkisi goriilmektedir. Ik tamir aralig1 ortalamasi
10 iken, ilk basta kullanilabilirlik en biiyiik degere sahipken, siirecin sonlarina dogru en

diisiik kullanilabilirlik degerine sahip olmaktadir.

6.6 Noktasal Kullanilabilirlik Hata Fonksiyonu ve Kesinlik Derecesi

Hata fonksiyonunun hesaplanmast Kisim 5.3.2 ile verilmistir. Hata fonksiyonu
yardimiyla kullanilabilirlik yaklasimi i¢in maksimum hata elde edilebilir. Bu durumu
bir ornek iizerinde agiklayalim. Kisim 6.1°deki dordiinci durumu goz Oniine alalim.
Calisma ve tamir siireleri Ustel dagilimhi geometrik siire¢ olusturmaktadir.

Kullanilabilirlik i¢in olusturulan iist sinir asagidaki sekilde verilmektedir.
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Sekil 6.34 Ustel A(¢) Ust Smir c=13, A=0.01, x=0.1, a=1.3, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Sekil 6.34’de kullanilabilirligin st sinir1 i¢cin kabul edilebilir en kiigiik hata
gosterilmistir. Alt sinir 0’dan daha kiiciik bir deger alamayacaktir ve herhangi bir ¢
degeri icin yaklasimimn kesinlik derecesi zamanla diisecektir. Bu nedenle, bahsi gegen
hata degeri, bu degere ulasincaya kadar gegen periyot i¢in kullanilabilirligin maksimum

hatasini verir.
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Sekil 6.35 Ustel A(t)c=13, A=0.01, u=0.1, a=1.3, b5=0.90 (Geometrik-Geometrik)

Kesme degerinin (c) artmasi kullanilabilirligin iki yaklasimimin birbirlerinden ayrilma
siiresini uzatmaktadir. Azalan c degeri ise zit yonde etki yapmaktadir. Her iki yaklagim
fonksiyonu icin de t=300 degerine kadar kullanilabilirlik fonksiyonu kesinlik gdsterir.
S6z konusu degerden sonra ise iki fonksiyon hizla birbirinden ayrilmaya baslar ve
kullanilabilirligin gercek degeri i¢cin iyi1 bir gdsterge olmaz. t>300 i¢in tahminde

bulunmak istendiginde, ¢ degerinin arttirilmas1 mantikli olacaktir (Sekil 6.35).

93



0.8+

0.5+

A(t)

0.4+

0.3+

0.2F

0.1F

[
0 500 1000 1500

Sekil 6.36 Ustel A(¢)c=1,...,13, 2 =0.01, u=0.1, a=1.3, b=0.90
(Geometrik-Geometrik)

Yaklasim fonksiyonunun kesme degerine gore davranist Sekil 6.36’da gosterilmistir. ¢
degeri arttik¢a, kullamilabilirlik yaklagim fonksiyonunun kesinlik derecesi artar.
Buradaki en iy1 yaklagim, c=13 oldugundaki simirlar1 kapsar. Bu durum Sekil 6.35°de
acik olarak gosterilmistir. Sekil 6.35°deki bu iki yaklasim fonksiyonu kullanilabilirlik
icin en iyl smirlart olusturur ve bu smirlar uzun dénemde gercek kullanilabilirlik

degerine ¢ok yakin bir yaklagim saglar.
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7. SONUC

Bu calismada oncelikle yenileme siiregleri ve geometrik siirecler tanitilmistir. Daha
sonra bir sistemin herhangi bir ¢ zamaninda ¢alismas1 olasiligmi ifade eden noktasal
kullanilabilirlik kavrami {izerinde durulmustur. Iki ayr1 yoldan noktasal kullanilabilirlik
icin ifadeler elde edilmistir. Bu ifadelerin kesin degerlerini elde etmek zor oldugundan,
s0z konusu ifadeler gergek noktasal kullanilabilirlik degeri icin sinirlar gelistirmede
kullanilmistir. Bu smirlar ¢alisma ve/veya tamir siirelerinin yenileme siireci ve/veya
geometrik siire¢ olusturduklar1 varsayimlari altinda hesaplanmistir. Tamir siirelerini
modellemede geometrik siire¢ varsayimi, minimal veya kusursuz tamir varsayimlarina

gore ¢ok daha gercekeidir.

Hesaplanan simairlar iistel, gama ve normal dagilimli calisma ve tamir siireleri lizerinde
uygulanmistir. Gozlenen durumlarda smirlar elde edilebilmesi i¢in noktasal
kullanilabilirlik ifadesinde yer alan sonsuz toplamlar bir kesme deger ile
sinirlandirilmistir. Anilan kesme degerin, calisma ve tamir siirelerinin olusturdugu
geometrik siire¢ oranlarinin ve dagilim parametrelerinin kullanilabilirlik yaklagimina
etkileri ayrintili olarak islenmistir. Sadece caligma ve tamir siirelerinin normal dagildig:
varsayimt altinda kullanilabilirlik fonksiyonunun kapali formdaki ifadelerine
ulagilabilmektedir. Burada da diger durumlarda oldugu gibi sayisal sonuclar elde
edebilmek i¢in, kullanilabilirlik fonksiyonundaki sonsuz toplamimn kisitlanmasi

gerekmektedir.

Kullanilabilirlik i¢in olusturulan alt smnir, daha ¢ok calisma siirelerine bagli olarak
hesaplandigindan, ¢aligma siireleri parametresindeki bir degisim alt sinirda daha belirgin
bir degisime neden olur. Ayni sekilde st sinir, daha cok tamir siirelerine goére
olusturuldugundan, tamir siirelerindeki herhangi bir degisim iist sinir {izerinde daha

belirgin bir degisime yol acar.
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