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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
CizGi YORUNGELERININ EGRILIK TEORIiSi UZERINE
Hasan KARATAS

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Nihat AYYILDIZ

Bir hareketli kati cisimde yonlendirilmis bir dogru, Oklid 3—uzaymmda bir regle

yiizey iiretir. Regle yiizeye hareketli kat1 cismin ¢izgi yoriingesi denir.

Bu tez calismasinda temel amac¢ Oklid 3—uzayinda cizgi yoriingelerinin egrilik

teorisini geligtirmektir.
Tez calismasi ii¢ boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, ¢izgi yoriingelerinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, regle yiizeylerin diferansiyel geometrisi gelistirilmeye calisilmistir.
Bir regle yiizeyin seklini belirleyen skalar egrilik fonksiyonlari tiiretilmis ve bu

fonksiyonlar: hesaplamak icin agik formiiller verilmigtir.

Uciincii boliimde, uzay hareketi ile meydana gelen bir cizgi yoriingesinin 6zelikleri
Bishop catisina gore incelenmis ve regle yiizeyin seklini karakterize eden egrilik

fonksiyonlari i¢in bazi formiiller bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Bishop catisi, Jeodezik cati, Regle yiizey.
2011, 31 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON THE CURVATURE THEORY OF LINE TRAJECTORIES

Hasan KARATAS

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat AYYILDIZ

An oriented line in a moving rigid body generates a ruled surface in Euclidean

3—space. The ruled surface is called the line trajectory of the moving rigid body.

In this dissertation, the basic objective is to develop a curvature theory of line

trajectories in Euclidean 3—space.

The thesis is composed of three chapters.

In the first chapter, historical development of line trajectories is given.

In the second chapter, the differential geometry of ruled surfaces is tried to de-
velop. The scalar curvature functions that define the shape of a ruled surface are

derived and the explicit formulas for computing these functions are given

In the third chapter, the properties of line trajectory generated by spatial motion
is examined with respect to Bishop frame and some formulas for the curvature

functions that characterize the shape of a ruled surface are found.

Key Words: Bishop frame, Geodesic frame, Ruled surface.

2011, 31 pages

iii



TESEKKUR

Bu ¢alismanin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen,
tecriibelerinden ve bilgilerinden faydalandigim, ortaya ¢ikan her tiirlii bilimsel
problemin coziimiinde devamli yardimlarini gordiigiim ve calismamin her asa-

masinda beni destekleyen degerli hocam Dog. Dr. Nihat AYYILDIZ a tesekkiir

ve saygllarlml sunarim.

Bu calismay1 hazirlarken benden manevi desteklerini esirgemeyen aileme minnet

ve giikranlarimi sunarim.

Hasan KARATAS
ISPARTA, 2011

iv



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. {T, G, X} ve {T, N, B} referans ¢atilarinin yonii

Sekil 2.2. L (p,t) regle yUZEYI. ooiiiviiiiiiieeec et



=

~ » o

7 (5,1)

IS

v, I, A

SIMGELER DiZiNi

Reel sayilar cismi

Oklid 3 — uzay1

Regle yiizey

L(y,t) regle yiizeyin striksiyon egrisi
L(p,t) regle yiizeyin asimptotik normali
L(p, t) regle yiizeyin merkezi normali
Ly, t) regle yiizeyin yonii

Ortalama egrilik fonksiyonu

Gauss egrilik fonksiyonu

Egrilik

Torsiyon

Sekil operatorii

Merkezi normal yiizey
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1. GIRIS

Bir kati1 cisim tizerindeki farkli elemanlar, farkli yoriingeler meydana getirir.
Genel olarak, bir hareketli kat1 cismin iizerindeki bir yonlendirilmis dogru Ok-
lid 3—uzayda bir regle yiizey olustururken, bir noktanin yoriingesi de bir uzay

egrisi meydana getirir (Schaaf, 1988).

Cizgi yoriingelerinin egrilik teorisi, regle yiizeyin seklini karakterize etmeyi aragtirir.
Bu teoriye, 1914 yilinda ¢izgi yoriingeleri i¢in iyi bilinen FEuler-Savary denklemi-
nin bir genellemesini veren Disteli, 1976 yilinda dogrularin egrilik teorisinin dual
formiillerini detayl bir sekilde inceleyen Veldkamp, bir regle yiizeyin yiiksek mer-
tebeden egriliklerini elde etmek igin bu formiilii genelleyen Kirson (1975) énemli

katkilar saglamigtir (McCarthy, 1987).

Bir regle yiizey bir C'*° yiizeyin 6zel durumu oldugundan bu yiizeyin diferansiyel
geometrisi vektor hesabinin teknikleri kullanilarak gelistirilir. 1981 yilinda Mc-
Carthy ve Roth, uzay kinematiklerinde ¢izgi yoriingelerinin skalar egrilik teorisini
elde etmek igin bu yaklagimi kullanmigtir. Aynm zamanda 1987 yilinda McCarthy,
bir regle yiizeyin egrilik teorisinin hem skalar hem de dual formiillerini elde etmis

ve bu iki formiil arasinda bagmtilar vermistir (McCarthy ve Roth, 1981).

Richard Bishop tarafindan, 1975 yilinda yayinlanan "There is more than one way
to frame a curve" baglikli makaleden sonra yazarin adi ile anilan Bishop catisi,
bir egrinin hareketini tanimlamak ic¢in alternatif bir yaklagimdir. Son zaman-
larda Oklid ve Minkowski 3—uzayda Bishop catisi ile ilgili calismalar artmaya,
baglamistir. Bu calismalar genellikle, Bishop catisina gore egrinin 6zelikleri veya

karakterizasyonlar: iizerine olmugtur (Biikcii ve Karacan, 2010).

Bu tez calismasinda, Oklid 3—uzayda regle yiizeyin egrilik teorisinin skalar for-
miilleri Bishop catis1 kullanilarak elde edildi. Boylece, bir regle yiizeyin Bishop
catisina gore egrilik ozelikleri ilk kez verilmis oldu. Ayni zamanda, jeodezik c¢ati

ile Bishop catis1 arasinda bazi bagintilar elde edildi.



2. FRENET ve JEODEZIK CATILAR ARASINDAKI iLISKiLER

Bu boliimde regle yiizeylerin diferansiyel geometrisi gelistirilmeye calisilmisgtir.
Bir regle yiizeyin seklini tanimlayan skalar egrilik fonksiyonlar: tiiretilmis ve bu

fonksiyonlar: hesaplamak icin agik formiiller verilmigtir.
2.1. Regle Yiizey

Bir M kat1 cismi tizerinde p ve ¢ gibi iki nokta verilsin. Bu noktalar1 birlegtiren
[ (t) dogrusu

[(t)=p+t(qg—p) (2.1)

denklemiyle tanimlansin. Boylece; hareket parametresi ¢, p noktasinin yoriingesi
P (p) ve g noktasimin yoriingesi de @) (¢) olmak iizere, [ (t) dogrusunun izledigi

yoriinge

Lp,t) = P(p)+t(Q(p) —P(p))
= P(p) +tX (p)

denklemiyle tanimlanan bir regle yiizeydir. Bu regle yiizey L (,t) ile gosterilsin.
Burada P (¢) uzay egrisine L (i, t) regle yiizeyinin dayanak egrisi denir ve P (p)
regle yiizeyin bir genel uzay egrisidir. X (¢) = Q(¢) — P(¢) de R = |p —¢|
yaricapli bir kiire yiizeyi tizerindeki egridir ve kiiresel gosterge olarak adlandirilir.
[ (t) tizerinde secilen p’ ve ¢’ noktalarimin herhangi ¢ifti, aym kiiresel gostergeyi
vereceginden X (¢) bir tektir. Bu durumda, sadece kiirenin R yaricap: degisir.

Aksine, p (@) bir C* fonksiyon olmak iizere L (p,t) iizerindeki herhangi

C(p)=Pp)+plp) X (p) (2.2)

egrisi L (y,t) nin dayanak egrisi olarak kullanilabileceginden tek degildir (Mc-
Carthy, 1987).

2.2. Bir Regle Yiizeyin Dogal Ugliisii

L (p,t) regle yiizeyinin U birim yiizey normali

Ulpt) = o3 _ [EHE]X@
T T (gt o

2



bi¢iminde belirlenir.

Kruppa (1957), bu bagintiy1 kullanarak, regle yiizeyin L, = L (gpo,t) dogrusu
boyunca U (go o t) birim normalinin ¢ — —oo limit yoniine yaklastigini gosterdi.

Asimptotik normal yon olarak isimlendirilen bu yon,

_ ‘fl—i x X
G = lim U(p,t) = —W
do

bi¢ciminde tanimlanir. ¢ — +o0o artarken U birim normali, L, dogrusu etrafinda
180° doner ve tamamiyla —G yoniinii alir. U nun 90° dondiigii nokta L iizerinde
regle yiizeyin striksiyon noktasidir ve bu noktada U, G ye diktir. Bu noktada U
birim normalinin yonii

X

d
T = L
’dX

do
bi¢iminde gosterilir. T" vektoriine L (¢, t) regle yiizeyinin merkezi normali denir.

Boylece tanimlanan {7', G, X'} birim vektorlerinin iicliisiine, sirasiyla, regle yiizeyin
L, dogrultman boyunca merkezi normali, asimptotik normali ve yoni denir. Bu
iiclit X (¢) kiiresel egrisinin teget-normal gatisi olarak isimlendirilir (McCarthy,

1987).

L (i, t) tizerindeki striksiyon noktalarimin kiimesine regle yiizeyin striksiyon egrisi

denir ve C (i) ile gosterilir. Striksiyon egrisi, P (¢) dayanak egrisine gore

Clp)=P(p) — —2 9 —X (p) (2.3)

bagintisiyla tanmimlanir. L (¢, t) regle yiizeyinin striksiyon egrisi tizerinde bulunan

{T, G, X} iigliisii regle yiizeyin dogal iicliisiidiir.

Yiizeylerin diferansiyel geometrisi, yiizeyin yerel ¢zeliklerini karakterize etmek

icin kendisine gore olgiilen yiizey iizerindeki bir dogal referans gatisinin acisal

regle yiizey striksiyon egrisine sahiptir. Bu egrinin varhigi C' (¢) de oldugu gibi

{T, G, X} dogal igliisiiniin agisal ve konum degisiminin gtz 6niine alimmasina izin

3



verir (McCarthy, 1987).

L (p,t) regle yiizeyinin gekli ¢ parametresinin segilisinden bagimsizdir. Bu ne-
denle bir standart parametrizasyon segilebilir. Bunun igin X (¢) kiiresel goster-

gesinin yay uzunlugunu kullanmak uygundur. s yay uzunlugu parametresi
Tldx
= —||d 24
sto)= [|| 5] a0 (2.0
0

% , X (¢) nin iz olarak adlandirihr. Eger § # 0

denklemiyle tanimlanir. § = ‘
ise 0 zaman ¢ (s) degerini elde etmek igin (2.4) denkleminin tersi alinabilir. Ciinkii
X (¢ (s)) = X (s) birim hizhdir, yani X (s) nin teget vektorti birim biiytikliige
sahiptir.

dg

o nin T, G ve X vektorlerine gore

{T,G,X} catismm agisal degisimi, 2= ve

hesaplanmasi ile elde edilebilir.
<TX> =0

ifadesinin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinirsa

LT, X> = <Z X>4+<T,T> =0
olacagindan
dT
<—,X> =-1
ds

bulunur. ~ fonksiyonu

dT
=< —,G>
ds

bigiminde tanimlanirsa, X (¢) nin jeodezik Frenet denklemleri

dax _
& =T



bigiminde olur (McCarthy, 1987).

~ fonksiyonu X (¢) nin jeodezik egrilik fonksiyonudur. (2.5) denklemine {T',G, X'}
tigliistiniin bilegenlerine gore lineer diferansiyel denklemlerin kiimesi olarak bakila-
bilir. Eger v jeodezik egriligi 6zellegtirilirse, bu denklemler X (i) igin ¢oziilebilir.

Bu yiizden v tamamuyla L (p,t) nin kiiresel gstergesini karakterize eder.

X () ye gore 7 igin bir formiil elde edilebilir: Oncelikle (2.4) denkleminden

X
ds = ||—]||d
|
oldugundan,
dp 1 1
ds ’@ )
de

bagmtisi yardimiyla (2.5) denklemi gtz 6niine alinirsa,

dr
7= <E7g>

_ 1 d?X d dX
e

2
;<5 X x>
¥

@

1

1l
©

d
dp?
d

bi¢iminde bulunur.
{T, G, X} tigliisiiniin konum degigimi % ile verilir. ¢, X (¢) nin s yay uzunlugu
ile yer degistirirse; {T', G, X'} catisina gore genisletilen %,

d d d d
—O:< —C,T>T+<—O,Q>g+<—C,X>X
ds ds ds ds

bi¢ciminde yazlabilir. Diger taraftan

dP dX
<@ >

Clp) = Plp)— =X ()

de  dep

esitliginin her iki yaninin ¢ ye gore tiirevi alinir ve zincir kuralh uygulanirsa

<dP dX
ac _  1dP _ Tdprde 7 rp + liliX
ds ~— ddy <%,%> 8 dp

5



elde edilir. Buna gore, % nin bilegenleri

<LT> =0,
<G> = %<%,g>:A,
<L x> = l< %,X>+§g):1“
bi¢iminde bulunur. Béylece
dC
—=T'X+A 2.6
. +Ag (2.6)

olur. Eger (2.5) denkleminde X ve G vektorleri bilinir ve A ile I' fonksiyonlar
verilirse, (2.6) denklemi bir lineer diferansiyel denklemler kiimesi olur. Bu du-
rumda, denklem C'(s) igin ¢oziilebilir. Boylece; v, A ve I' fonksiyonlar1 L (¢, t)
regle yiizeyini tamamiyla belirler. Bu yiizden ~, A ve I" fonksiyonlarima L (¢, t)
yiizey iizerindeki dayanak egrisi C' (s) = P (s) + p(s) X (s) olmak tizere, (2.5) ve

(2.6) denklemlerinden L (i, t) regle yiizeyinin dagilma parametresi

- det(%2, X, %%)  det(TX + AG, X,T)
141° Il

A (2.7)

dir (McCarthy, 1987).
2.3. Merkezi Normal Yiizey

{T, G, X} iicliisii L (g, t) regle yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca dénerken 7" ve
G vektorleri de L (p,t) ile uyumlu regle yiizeyler olugturur. 7" vektoriiniin mey-
dana getirdigi regle yiizeye L (o, t) nin merkezi normal yiizeyi denir ve L. (s,t)

ile gosterilir (McCarthy, 1987).

Bu yiizey
L, (s, t)=C(s)+tT(s) (2.8)



denklemiyle tammlanir. L. (s,t) nin U, birim yiizey normali

(44491 )xT(s)

1
acC daT dC dT dC dcC 2
[<4CedL 4C 4y dT > — <40 7> <40 75|

U, (s,t) =

(TX+AG+t(— X +~G)) xT(s)
1
[<TXA+AG+H(—X+4G), D X +AG+H(— X +4G)>] 2

—(A )X +(T—1)g
(T—t)%+(Atryt)2) 3

bigiminde elde edilir. L. (s,t) merkezi normal yiizeyinin N merkezi normal ve B

asimptotik normali, sirasiyla,

_ 1dr
N = 1%
ve
B = —ld—T x N
K ds
seklindedir. Burada x = H%” dir. Boylece, L, (s,t) nin dogal tigliisii

{T, N, B} referans gatisi olur (McCarthy, 1987).

L. (s,t) merkezi normal yiizeyinin striksiyon egrisi

P(s) = Shriy” = 0 (2.9)

1++2

olmak {izere

bi¢iminde olur.

{T, N, B} Frenet catisi, bir genel uzay egrisi olarak goz oniine alinan X (p)
kiiresel gostergesinin Frenet referans ¢atisi olur. X (¢) nin egrilik ve burulmast,

sirasiyla, k ve 7 olmak {iizere

dl

ds = IiN,

AN

5 = —KT+7B,
dB  __ -

= = TN



bigimindedir (O’Neill, 1997). Bu denklemler, L, (s,t) merkezi normal yiizeyin
{T, N, B} catismmin agsal degigimini tammlar. {7, N, B}; C. (s) striksiyon
egrisi boyunca donerken {7, N, B} iicliisiiniin konum degisimi

dC., (s) dC, (s)

=<
ds ds

T >T+ < 4y <S),N>N+< dOT(S),B>B
ds ds

bi¢iminde yazilabileceginden,

dC, (s) dC(s) dP(s) dT
T _ . T _ al
dS dS ds P(S) dS
olup, dcgs(s) nin bilegenleri;
T = <SOT> = -0
dC,(s) AgT (2.10)
K = < 58 ’B > = %
ve
<O N> = (TR kP (s) =0
ifadelerinden
dC.. (s) _KB4TT
ds

elde edilir. k, 7, K ve 7 fonksiyonlar;; ~, A, I fonksiyonlarmmn L (p,t) yi
karakterize ettigi gibi L, (s,t) merkezi normal yiizeyini karakterize eder

(McCarthy, 1987).
2.4. Jeodezik Cat1 ile Frenet Catis1 Arasindaki fligki

{T, G, X} ve {T, N, B} referans ¢atilarimin yonii

N = & _ g 1y

K ds

1 (2.11)
B = TxN = lg+ix

bagintilariyla verilsin. Buna gore, X ve B vektorleri arasindaki aci p olmak iizere

N = —sinpX + cos pG
P P (2.12)
B = cospX +sin pg

8



seklindedir. Boylece (2.11) ve (2.12) denklemleri g6z 6niine alinirsa
.1
p= arcsm(E)

bulunur.

Sekil—-2.1. {T', G, X} ve {T', N, B} referans ¢atilarinin yonii

p agist, B vektoriinden X vektoriine olgiilen X () nin kiiresel egrilik yaricapidir.
v, k, T fonksiyonlar1 bagimsiz degildirler. Bu fonksiyonlar arasindaki bagintilar,

(2.10) denklemleri yardimiyla

s = - VIFT,

B (2.13)
T = - ds

bigiminde bulunur. Yiizeyin v, A ve I' egrilik fonksiyonlari; (2.9), (2.10) ve (2.13)
denklemlerinden elde edilir. Boylece p, k, K ve P fonksiyonlarimin kiimesi L (¢, t)
regle yiizeyini tamamiyla karakterize eder (McCarthy, 1987).

2.5. Bir Regle Yiizeyin Sekli

Yukarida elde edilen sonuglar, C' () striksiyon egrisi boyunca gegen ve X (¢)
boyunca yonlendirilmis bir L, dogrusunun hareketine gore L (¢, t) yiizeyinin gek-

linin bir kinematik yorumunu vermekten uzaktir. Ozel olarak, ¢ = ¢, annda

9



L, in hiz1; L, in G boyunca 6telenmesi ile birlikte L, in G merkezi teget vek-

X
torii etrafinda ani donmesiyle verilir. Bu iki degerin orani, (2.7) denkleminde
tammlanan L (¢, t) regle yiizeyinin dagilma parametresi olarak bilinen A fonksi-

yonudur.

L in ¢izdigi yolun egriligi, L (p,¢) nin 7" merkezi normali boyunca L, dogrusu-
nun hizinin goz 6nitine alinmasiyla kolayca tammlanabilir. L, dogrusu, L, nin
B merkezi tegeti boyunca /C lineer hiz1 ve x agisal hiziyla 6telenir ve déner. Bu
degerlerin oran1 L. (s,t) merkezi normal yiizeyinin A, = % dagilma paramet-
residir. L. (s,t) yiizeyinin merkezi tegeti boyunca olan dogru L, dir. (2.8)

denklemindeki L, dogrusu, L,ve L, dogrularmin her ikisini de dik olarak keser.

Verilen P, L, den L, dogrusuna olan uzakliktir.

Merkezi normal yiizeyin merkezi tegeti olan L, dogrusu; L., L, civarinda

B
A, = % agilim uzunlugu ile déner. Bu yiizden yerel olarak L (¢, t) regle yiizeyi;
L, ye gore p acili ve P uzaklikta bulunan L dogrusuyla, L, ekseni civarinda
AT

yiizeyin Disteli ekseni denir (McCarthy, 1987).

a¢ihm uzunlugunun bir vida hareketi boyunca izlenir. L, ye L (p,t) regle

2.6. Regle Yiizeyin Cebirsel Degismezleri

Bu kesimde L (p,t) regle yiizeyinin S sekil operatorii ile K Gauss egriligi,
H ortalama egriligi, temel formlar1 gibi temel cebirsel degismezleri arastirilacak-

tir. Burada elde edilen sonuglar orijinaldir.

L (p,t) regle yiizeyi

bi¢iminde verilsin. Buna gore

1 _ dP . 1 _ dP du . 1 _ dP
A:§<%,g>,F:3<%,X>+ﬁ,,u:—3<%,T>
esitlikleri goz oniine alinirsa,
dP du
— =60 — —)X — pudT + Ad
gy~ T0 =5 )X —uoT + A0G
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bulunur. Diger taraftan

) dX(¢)
Lw dgf +1 d;’

= (D6—E)X +6(t—p) T+ AdG,

ve

oldugundan L (¢, t) regle yiizeyinin U birim normal vektor alani

L,xL, (0,A, pu—1t)

2o < Ll a2 1 -y

bigiminde elde edilir. O halde

E = <L,L > = (P02 +08(A%+ (1= p)"),
F = <L,L> = (T6-%),
G = <L,L, > =1

ifadelerinden L (¢, t) regle yiizeyinin I. temel formu, yiizeyin egrilik fonksiyon-

larina gore

I = Edp?+ 2Fdedt + Gdt?
= (D6 — $£)% + 6*(A? + (t — p)*))dp? + 2(T6 — &) dipdt + dt*

seklinde bulunur.

Simdi de L (p,t) yiizeyi igin bir diger cebirsel degismez olan ikinci temel formu

bulalim. Burada

L,, = 6(& 28 —5(t— )X +6(00 — 22 — 46A)T
+3(6y (t = p) + 5,)9,

L, = oT,

L, = (0,0,0)

11



esitlikleri goz 6niine alinirsa,
_ 1
e = VEG—F? det (LW Lt’ Lew)
- 1 2 _ o AN 2 . 2 . dA
= Ty (A(T6 2035 — Av6 ) — 0" (t—p)" =0 (t— p) o ),

B ) - A
f = Wdet(Lth’Lw)_m’

g = \/ﬁdet (L¢7Lt7Ltt) =0

bulunur. O halde L (p,t) regle yiizeyinin ikinci temel formu

IT = edp?+ 2fdedt + gdt?

= e (A0 =25 = Ayd) =98 (t— p)” = (= p) §3)d”

20A ngdt

* VA2 (t—p)?

seklinde elde edilir.

Yukaridaki hesaplamalar goz oniine alindiginda

_ fF—eG
a, = EG—-F?>
_  gF-fG
A, = EG—F2>»
_ eF—fFE
Uy = EG-F2>
_  [fF—gFE
Uy = EG—F?

olmak iizere L (¢, 1) regle yiizeyinin gekil operatorii

" (2.14)

12



seklindedir (DoCarmo, 1976). Boylece S sekil operatorii matrisinin bilegenleri

a, = m(A(S—Z+Av5)+7f5(t—u)2+(t—u) 52));
_ A
Gz T TR
Gy = gz [(AT0 =258 — Ayo) =76 (t — p)” — (t — p) G2)(06 — 2&)

~A(T6 — g_g)? — 0°A(A? + (t - M)Q)] ;

A d,
ay = merasr 0~ )

seklinde verilir. O halde regle yiizeyin cebirsel degismezlerinden olan Gauss ve

ortalama egriligi, sirasiyla,

— __ e —f2 . SA2
K = det(a,) = 55 = RIS (2.15)
ve
_ eG-2fFigE _ —18(A%+(t—p)*)—(t—p) G2 —ALS
H = ° EG—FQQ - 2(A2+(t—p)?) o2 (2.16)
bigimindedir.

Ornek 2.1. L (p,t) regle yiizeyi
L(p,t) = (2cosy,2sinp, @)+t (sin g, — cos @, 0)
seklinde verilsin. Buna gore L (p,t) ylizeyinin dogrultmam
X (¢) = (sinp, —cos ¢, 0)

olur. Boylece

dX
@ = (cos g, sin ¢, 0)

oldugundan, X (¢) nin hiz
o[-
dp

13



seklinde bulunur. Diger taraftan L (¢, t) yiizeyinin merkezi normali

dX
T(p) = ) = (cosp,sing, 0),

dX

&

asimptotik normali de

G=XxT=(0,0,1)

seklinde elde edilir. O halde (2.5) denklemi g6z 6niine alinirsa X () nin kiiresel

gostergesinin jeodezik egrilik fonksiyonu
7=0

ve egriligi de
M
k=1|—I =1
dp

seklinde bulunur. Diger taraftan B ile X arasindaki p acis1 da

7
P=3
seklinde olur. B = %Q + 21X ve % = —71N bagintilar1 yardimiyla 7 bulunabilir.
Buna gore
dB 1 v
—=—(—1)+-T=0
i n (=2T) + -
oldugundan 7 = 0 dir. Diger taraftan, L (p,t) yiizeyinin striksiyon egrisi

P (p) = (2cos p, 2sin ¢, @) baz egrisine gore

C(p) = P(p) +nX () = P(p) — —35-95—X (p)

bigiminde yazilir. Burada

< ?l_];:% > < (—2singp,2cosp,1), (cos p,sinp,0) > _0
P=="a ax o 7 1 -
de’ do

olup Z—Z = 0 dir. Bu nedenle, C () striksiyon egrisi L (¢, t) yiizeyinin baz egrisi

14



olarak almabilir. O halde L (p,t) yiizeyinin ' egrilik fonksiyonu ve A dagilma
parametresi, sirasiyla,

I = (<4

duy _
dw,X >+35) = -2

ve

_ 1 dP _

seklinde olur. Ayrica bu yiizeyin merkezi normal yiizeyinin striksiyon egrisi,

—F—}—A’yT

€, (5)=C() - 1

(S) = (07 0, 90)

olarak bulunur ve

dir.

Sekil—2.2. L (p,t) regle yiizeyi

Simdi, L (p,t) yiizeyinin I. ve 1. temel formlar1 incelenebilir. Bunun igin 6énce

yiizeyin ¢ ve t parametrelerine gore tiirevi alinirsa;

= (—2sinp,2cosp, 1) +t(cosp,sinp,0),
L, = (sing,—cosp,0)
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elde edilir. Boylece
E = <L,L,> = 5+,
F = <L,L > = =2
G = <L,L, > =1

oldugundan, I. temel form

I = Edp?+ 2Fdedt + Gdt?
= (5 +t})dp?* — 4dpdt + dt?

biciminde bulunur. Ikinci temel formu bulmak icin 6ncelikle yiizeyin ikinci

mertebeden L, L, ve L, kismi tiirevlerinin bilinmesi gerekir. Buna gore

= (—2cosp,—2sinp,0) +t (—siny, cos ,0),

wp

— (cosip,sing,0),

te

Ltt = (07 07 0)
ve
1 _ 1
vVEG—F? VitZ41
oldugundan,
e:;det(LLL): =2
VEG—F2 @ Tt Hop (t24+1)3
1 1
f = \/ﬁdet (LWLULW) = 211’
g = \/ﬁdet (LW,Lt,Ltt> =0
elde edilir. O halde
_ =2 2 2
II = mdg@ + mdgpdt

bigiminde bulunur. Diger taraftan E, F,G,e, f, g ifadeleri yardimiyla L (¢, 1)

yiizeyinin sekil operatorii

1
S = 0 t2+1
1 2
Vi2+1 Vi2+1

16



seklinde bulunur. Boylece yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi, sirasiyla,

1
(t2 +1)°

ve

seklinde olur.
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3. BISHOP CATISI

Bu boliimiin amaci, uzay hareketi ile meydana gelen bir ¢izgi yoriingesinin
ozeliklerini Bishop catisina gore incelemek ve boylece uzay kinematiklerine uygu-
lanabilir bir formda regle yiizeylerin diferansiyel 6zeliklerini geligtirmektir. Ayrica,
regle yiizeyin geklini karakterize eden egrilik fonksiyonlari i¢in bazi formiiller bul-

maktir.

Oklid 3—uzayda catilanabilir bir 3 : I — R? egrisini goz oniine alalim. Bishop ve
Frenet cgatilar1 agagidaki gibi iki adi diferansiyel denklem sitemiyle tanimlanabilir.

[ egrisi s yay uzunlugu parametresine bagl olmak iizere Frenet ¢atisi

<< 0 s 0 T
% =| -k 0 7 N
& 0 —7 0 B

bigiminde verilir. Burada T, [ egrisinin birim teget vektor alani, N asli normal

vektor alani, B de binormal vektor alamdir (Bishop, 1975).

Tanim 3.1. Bir egri boyunca bir M normal vektor alaninin tiirevi tegetsel ise M

ye relatif paralel vektér alany denir (Bishop, 1975).

Tamim 3.2. Bir C? regiiler egrisi {izerindeki relatif paralel vektor alanlar: yon-
lendirilmis 1—boyutlu tegetsel kisim ve 2—boyutlu normal kisimdan olusan R
cismi tizerinde 3—boyutlu bir vektor uzayr meydana getirir. Bu vektor uzayin bir

ortonormal bazina relatif paralel adapte edilmis ¢ati denir (Bishop, 1975).

{T,M,, M, =T x M,}, C* smfindan uzay egrisinin relatif paralel adapte edilmis

catis1 olsun. Buna gore

<T\T> = <M,M > = <M,M,> =1
<T M, > = <T'M,> = <M,M,> = 0

18



olacagindan catinin s yay uzunluguna gore degigimi

< 0 k kK, T

aMm, | _

Er =]k 0 0 M, (3.1)
dM,

£z ~k, 0 0 M,

bigiminde verilir. Boylece her s € [ i¢in reel degerli x fonksiyonu

ko= ||| = |lkM, + kM, = /K> + K

olacak sekilde 8 nin egrilik fonksiyonudur. Burada &, ve k, Bishop ¢atisinin dogal
egrilikleri olup

k, = kcosf ve k, = rksinf

bi¢imindedir. Burada ¢, M, normal vektor alani ile N asli normal vektor alan

arasindaki acidir. O halde
N = cosOM, +sin6M,

seklinde yazilir (Bishop, 1975). Buna gore

k
tanf = =
an E
elde edilir. Boylece
k
6= arctan(k—Q) (3.2)
olur (McCreary, 1998). Diger taraftan
% = —% sin M, + cos 9% + fl—z cos 0 M, + sin Gdg?
= P(—sinOM, + cos)M, — kT

= —kT'+71B
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oldugundan Frenet bagintilarindan

B = —sinOM, + cos6M,
ve
S

bulunur (Bishop, 1975). (3.2) denkleminin s ye gore tiirevi almirsa (k,, k,) egrisi

icin
o d_9 _ kK, — Kk,
ds k2 + k2

elde edilir (Mccreary, 1998). Buna gore § = [ 7ds seklinde bulunur. Ayrica

B = B eoshM, — sin@% — 4 sin M, + cos 9‘%?
= —L(cosOM, +sinfM,) = —7N
ve
‘fl—f = kM, +kM,=rcosOM, + ksindM, = kN
oldugundan

‘fl—z 0 Kk cos 0 ksin 6 T
N | — | . _do o

Is Kk —9.sinf %= cosf M,
dB df o

P 0 —%cost —5-sinf M,

bigiminde yazilir. O halde Frenet ve Bishop catis1 (relatif adapte edilmig gati)

arasinda
T =T
. kl M+ k2 M
T oVvEm T VR (3:3)
_ Kk k
b=t st

seklinde bir bagnt1 vardir (Bishop, 1975).
3.1 Bishop Catisi ile Jeodezik Cat1 Arasindaki Iligki

Bu kesimde Bishop catisi1 ve jeodezik ¢at1 arasindaki iligkiler incelenecektir. Olug-
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turulacak olan regle yiizeyin egrilik fonksiyonlar1 ve degismezleri Bishop catisi

kullanilarak bulunacaktir. Burada elde edilen sonuglar orijinaldir.

2. Boliimde Frenet catisi ve jeodezik ¢at1 arasinda

> N
1.
mg ~
-
<

I
e
Q
+
xR
<

bagintisi elde edilmigti. Buna gore (3.3) denklemi g6z oniine alinirsa, jeodezik

cat1 ile Bishop catis1 arasinda

T =T,
g = a1M1 + CL2M2,
X = —a,M, +a,M,

bagmntilar: vardir. Burada
a _  ycosf—sing

T )
+ sin f4-cos 6

2 2 2
NG
dir.

3.2. Bishop Catisina Gore Regle Yiizeyin Egrilik Fonksiyonlari

Bu boliimde uzay hareketi ile meydana gelen bir ¢izgi yoriingesinin ¢zelikleri
Bishop catisina gore incelenecektir. Hareket parametresi ¢ olmak iizere, L (¢, t)
regle yiizeyinin striksiyon egrisi C'(¢) ve C' () egrisi iizerinde relatif paralel
adapte edilmis ¢at1 da {T', M., M, } olsun. {T', M,, M, } iigliisiiniin konum degisimi

4¢ jle verilir. ¢, —a, M, +a, M, nin s yay uzunlugu ile yer degistirirse; {T", M,, M,}
dC

gatisina gore genigletilen =,

ac ac ac ac
— =< —,"T1>T —, M, > M —, M, > M,
ds a5t 7 +<ds’ L 1+<ds’ 2 = W
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bigiminde yazilabilir. Diger taraftan (2.2) denklemi goz 6niine alinirsa

Clp) = Plp)+ulp) X(p)

P(p) — aypu () M, + a, i () M,

olur. Bu denklemin her iki tarafinin s ye gore tiirevi alinirsa,

d dM dM
% = %% + %_Z<_G2M1 + a’lMZ) T (90) (_a2d_51 + ald_;)
—ao, M, +a,M,) d
:%%+(21 12)354_/1](%0)]7
bulunur. Buna goére % nin bilegenleri
<G T> = <TT>+u(p) <T,T>=0,
<L M > = <% M>-2%-T,
<M, > = 3 j—P,M2>+%Z—Z:ﬁ
bi¢iminde elde edilir. Boylece
ac  ~ ~

seklinde bulunur. Eger (3.4) denkleminde M, ve M, vektorleri bilinirse ve A ile
r fonksiyonlar verilirse (3.5) denklemi bir lineer diferansiyel denklemler kiimesi
olur. Bu durumda denklem C'(s) i¢in ¢oziilebilir. Boylece L (¢, t) regle yiizeyinin
Y, Avel egrilik fonksiyonlar: yiizeyi, Bishop catisina gore tamamiyla belirler.
Diger taraftan

dcC

— =TX+A
7 + AG

ile (3.5) deklemi goz oniine alinirsa, L (p,t) regle yiizeyinin Bishop ve Jeodezik

catiya gore egrilik fonksiyonlar: arasinda

' = —a,I'+aA,
A = al+aA
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veya

I = —a2f + alﬁ ,
N N (3.6)
A = al'+a,A

bagintilar: vardir. Ayrica bu regle yiizeyin dagilma parametresine X denilirse

~ det(42, X, 4X) boav ~ ~
A= T | o 0| =T
o 0 0 1

olur. Buna gore Bishop ve jeodezik catiya gore regle yiizeyin egrilik fonksiyonlari

goz oniine alinirsa, dagilma parametresi de
A= fal + ﬁaQ =A

seklinde yazilir.
3.3. Bishop Catisina Gore Regle Yiizeyin Cebirsel Degismezleri

Bu boliimde L (¢, t) regle yiizeyinin relatif paralel adapte edilmis catiya gore S
sekil operatorii, K Gauss egriligi, H ortalama egriligi, I. ve INI. temel formlar

gibi temel cebirsel degismezleri aragtirilacaktir. L (p,t) regle yiizeyi
L ((Pat) = P(SO) +1 (_a2M1 + alMQ)

seklinde verilsin. Buna gore

1 d

— P 4y dp
r ——<%,]\41>—2

5 3 do?
A = H< 2 M, >+3D,
po= —3< %,T >
esitlikleri goz 6niine alinirsa,
dpP ~ du ~ du
% = ((5F + a2@)M1 + <5A — (11%)]\42 — 6MT
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bulunur. Diger taraftan

—ay M, +a, M2)
deo

_ apte) 4
L, (pt) = 2+t
= 6(t— )T+ (0T + a, )M, + (A — a, )M,
L, (Spvt) = —a,M, +a, M,
oldugundan L (¢, t) regle yiizeyinin U birim normal vektor alani

& o L«p (gp,t)XLt ((p,t) — (7(11 (t*/i)vfaz (tilu‘)#ll f+a2 5)
Lo ()% Ly (o) ((t—p)*+(a, T+a, 8)2)2

seklinde elde edilir. O halde
h= L, x L|[* = (0 (¢t = )" + 6*(a,T + 0,4)?)

olmak {izere

E=<L,L,> = (0(-a,l' +a,A)— )2 +h,
F=< L, L, > = (—a2f+a1£)5—3—g,
G =< L,L,> =1

olur. Bu ifadeler goz oniine alimirsa L (p,t) regle yiizeyinin I. temel formu,

yiizeyin egrilik fonksiyonlarina gore

I = Edg?+ 2Fdpdt + Gdt?
= ((6(=a,T +a,A) — )2 + h)de® + 2((—a,T + a,A)5 — $)dpdt + dt?

seklinde bulunur. Simdi de L (¢, t) yiizeyi igin bir diger cebirsel degismez olan
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ikinci temel formu bulalim. Burada

L, = (0 +a,58)M, + (6T +a, %) (=, T)
(5A - a, ZITZ)M2 + (6A - a, Z_Z) (_sz)

0BT +6(t — p) (k, M, + k, M,)
= (=0(k,T +k,A) — (1+6) )T

+OE +a, T +0(t—p) k)M,

+(0A — alg—g + 0 (t — p) ky) M,

ve

L, = —a,(—kT)+a, (—kT)=T,

to

L, = (0,0,0)

tt

egitlikleri goz 6niine alinirsa

& = —=——det(L,L,L,)

EG—F?
((a, T+ay A)((—ayT+a, 5)62—252—:—((11f+a25)762)—w62 (t—p)*=8(t—p)(a, S5 +ay 52))

V/(t—p)?+(a, T+a, A)2

Y

S 1 . 6(a1f+a2£)
ro= EG—F? det (L*‘” Ly, LW)  /2(t—u)?+6%(a, T+a, A)2
~ _ 1 _

9 = == det (L(p, L,, Ltt) =0

bulunur. O halde L (i, t) regle yiizeyinin ikinci temel formu

IT = édg? + 2fdpdt + gdi?

B ((a1f+a2£)((—a2f+a13)52—25%;—(a,lf+a2&)752)—752(t—u)z’—a(t—u)(al£+a2%)) di?
V (t—1)?+(a, T +a, A)?

dedt

26((11 f+a2 5)
V02 (t—p)2+6%(a, T+a, A)?

seklinde elde edilir. Yukaridaki hesaplamalar goz oniine alindiginda

~ _  fF-&G
a11 - Eé_ﬁ2 9
-~ _ gF-jfa
G2 T EGoFe
~ _ éF—fE
CL21 - Eéfﬁg )
~ _  fF-gE
a22 - Eé—FQ )



seklinde isimlendirilirse L (i, t) regle yiizeyinin sekil operatorii

seklindedir. Boylece S sekil operatérii matrisinin bilegenleri

dn = m«chf + %5)(2—# + (a1f + agﬁ)’yé) + 75 (t - M)Q

+(t—p) (0, L +a,28)),

T = e A

i, = %ﬁ%QMWMQM%f+%£x@%f+%£w—g%_Aw)
A8 (= ) — (1) 22)(~a,T + a,A)5 — 22)
—(a,T + a,A)((—a,T + a,A)5 — 24)2
—6%(a,T 4 a,A)((a,T 4 a,A)? + (t — p)*) |,

i = (el +a,8) - &)

bi¢iminde bulunur. Buna goére regle yiizeyin cebirsel degigmezlerinden olan Gauss

ve ortalama egriligi, sirasiyla,

e—f2 5(a,T4a,A)?
EG-F? ((ay T+ay A)2+(t—pn)?) 2

ve

éG—2fF+gFE
EG— F2 B B
776((0‘ 1—‘+‘12 ) ( :“‘) ) ( )(al 3¢+a2 3¢) (a F+a2A)( a2F+a1A)6
2((a; T+ay A)2+(t—p)?)

]
I

seklinde elde edilir.

Ornek 3.1. 0 = 7 i¢in L (p,t) regle yiizeyi

L(p,t) = (2cosp,2sing, @)+t (sin p, — cos ¢, 0)
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seklinde verilsin. Buna gore L (i, t) yiizeyinin dogrultman

X (@) = (SiIl ¥, — COs Y, 0) )

merkezi normali

T (p) = (cos p,singp,0),

asimptotik normali

G =(0,0,1)

seklindedir. Buna gore X () nin kiiresel gostergesinin jeodezik egriligi

v =0,

=l

olur. Diger taraftan X (¢) nin hiz
=]

bigiminde bulunur. Béylece (3.4) denkleminden

egriligi de

~ cos —sin 0

a, = % =-1,
a _ ~ sin 64-cos 0 =0

2 K

bulunur. O halde (3.5) denklemi yardimiyla Bishop ¢atisi

T = (cosy,sing,0),
M, = (0,0,-1),
M, = (—singp,cosy,0)
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bigiminde bulunur. Buna goére L (¢, t) yiizeyinin egrilik fonksiyonlari

seklinde olur.

r

A

28

1 dP a, di
I VA L.
(5<dg07 1 5 do
1 dP a, du
2y 4 Op
5<dg0’ 2>+(5d<p

2

Y

Boylece L (¢,t) regle yiizeyinin cebirsel invaryantlari

I[I=11,5=5, K=K, H= H biciminde bulunur.

I

?
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