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2:5: Bir Regle Yüzeyin Şekli......................................................................... 9

2:6: Regle Yüzeyin Cebirsel De¼gi̧smezleri..................................................... 10

3: BISHOP ÇATISI....................................................................................... 18

3:1: Bishop Çat¬s¬ile Jeodezik Çat¬Aras¬ndaki ·Ili̧ski................................... 20

3:2: Bishop Çat¬s¬na Göre Regle Yüzeyin E¼grilik Fonksiyonlar¬................... 21

3:3: Bishop Çat¬s¬na Göre Regle Yüzeyin Cebirsel De¼gi̧smezleri................... 23

4: KAYNAKLAR........................................................................................ 29
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

Ç·IZG·I YÖRÜNGELER·IN·IN E¼GR·IL·IK TEOR·IS·I ÜZER·INE

Hasan KARATAŞ

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Nihat AYYILDIZ

Bir hareketli kat¬cisimde yönlendirilmi̧s bir do¼gru, Öklid 3�uzay¬nda bir regle

yüzey üretir. Regle yüzeye hareketli kat¬cismin çizgi yörüngesi denir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda temel amaç Öklid 3�uzay¬nda çizgi yörüngelerinin e¼grilik

teorisini geli̧stirmektir.

Tez çal¬̧smas¬üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, çizgi yörüngelerinin tarihsel geli̧simi hakk¬nda bilgi verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, regle yüzeylerin diferansiyel geometrisi geli̧stirilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bir regle yüzeyin şeklini belirleyen skalar e¼grilik fonksiyonlar¬ türetilmi̧s ve bu

fonksiyonlar¬hesaplamak için aç¬k formüller verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, uzay hareketi ile meydana gelen bir çizgi yörüngesinin özelikleri

Bishop çat¬s¬na göre incelenmi̧s ve regle yüzeyin şeklini karakterize eden e¼grilik

fonksiyonlar¬için baz¬formüller bulunmuştur.

Anahtar Kelimeler: Bishop çat¬s¬, Jeodezik çat¬, Regle yüzey.

2011, 31 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON THE CURVATURE THEORY OF LINE TRAJECTORIES

Hasan KARATAŞ

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihat AYYILDIZ

An oriented line in a moving rigid body generates a ruled surface in Euclidean

3�space. The ruled surface is called the line trajectory of the moving rigid body.

In this dissertation, the basic objective is to develop a curvature theory of line

trajectories in Euclidean 3�space.

The thesis is composed of three chapters.

In the �rst chapter, historical development of line trajectories is given.

In the second chapter, the di¤erential geometry of ruled surfaces is tried to de-

velop. The scalar curvature functions that de�ne the shape of a ruled surface are

derived and the explicit formulas for computing these functions are given

In the third chapter, the properties of line trajectory generated by spatial motion

is examined with respect to Bishop frame and some formulas for the curvature

functions that characterize the shape of a ruled surface are found.

Key Words: Bishop frame, Geodesic frame, Ruled surface.

2011, 31 pages
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ve sayg¬lar¬m¬sunar¬m.

Bu çal¬̧smay¬haz¬rlarken benden manevi desteklerini esirgemeyen aileme minnet
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar cismi
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G L('; t) regle yüzeyin asimptotik normali

T L('; t) regle yüzeyin merkezi normali
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1: G·IR·IŞ

Bir kat¬ cisim üzerindeki farkl¬ elemanlar, farkl¬ yörüngeler meydana getirir.

Genel olarak, bir hareketli kat¬cismin üzerindeki bir yönlendirilmi̧s do¼gru Ök-

lid 3�uzayda bir regle yüzey oluştururken, bir noktan¬n yörüngesi de bir uzay

e¼grisi meydana getirir (Schaaf, 1988).

Çizgi yörüngelerinin e¼grilik teorisi, regle yüzeyin şeklini karakterize etmeyi araşt¬r¬r.

Bu teoriye, 1914 y¬l¬nda çizgi yörüngeleri için iyi bilinen Euler-Savary denklemi-

nin bir genellemesini veren Disteli, 1976 y¬l¬nda do¼grular¬n e¼grilik teorisinin dual

formüllerini detayl¬bir şekilde inceleyen Veldkamp, bir regle yüzeyin yüksek mer-

tebeden e¼griliklerini elde etmek için bu formülü genelleyen Kirson (1975) önemli

katk¬lar sa¼glam¬̧st¬r (McCarthy, 1987).

Bir regle yüzey bir C1 yüzeyin özel durumu oldu¼gundan bu yüzeyin diferansiyel

geometrisi vektör hesab¬n¬n teknikleri kullan¬larak geli̧stirilir. 1981 y¬l¬nda Mc-

Carthy ve Roth, uzay kinematiklerinde çizgi yörüngelerinin skalar e¼grilik teorisini

elde etmek için bu yaklaş¬m¬kullanm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda 1987 y¬l¬nda McCarthy,

bir regle yüzeyin e¼grilik teorisinin hem skalar hem de dual formüllerini elde etmi̧s

ve bu iki formül aras¬nda ba¼g¬nt¬lar vermi̧stir (McCarthy ve Roth, 1981).

Richard Bishop taraf¬ndan, 1975 y¬l¬nda yay¬nlanan "There is more than one way

to frame a curve" başl¬kl¬makaleden sonra yazar¬n ad¬ile an¬lan Bishop çat¬s¬,

bir e¼grinin hareketini tan¬mlamak için alternatif bir yaklaş¬md¬r. Son zaman-

larda Öklid ve Minkowski 3�uzayda Bishop çat¬s¬ ile ilgili çal¬̧smalar artmaya

başlam¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar genellikle, Bishop çat¬s¬na göre e¼grinin özelikleri veya

karakterizasyonlar¬üzerine olmuştur (Bükcü ve Karacan, 2010).

Bu tez çal¬̧smas¬nda, Öklid 3�uzayda regle yüzeyin e¼grilik teorisinin skalar for-

mülleri Bishop çat¬s¬kullan¬larak elde edildi. Böylece, bir regle yüzeyin Bishop

çat¬s¬na göre e¼grilik özelikleri ilk kez verilmi̧s oldu. Ayn¬zamanda, jeodezik çat¬

ile Bishop çat¬s¬aras¬nda baz¬ba¼g¬nt¬lar elde edildi.
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2: FRENET ve JEODEZ·IK ÇATILAR ARASINDAK·I ·IL·IŞK·ILER

Bu bölümde regle yüzeylerin diferansiyel geometrisi geli̧stirilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bir regle yüzeyin şeklini tan¬mlayan skalar e¼grilik fonksiyonlar¬türetilmi̧s ve bu

fonksiyonlar¬hesaplamak için aç¬k formüller verilmi̧stir.

2:1: Regle Yüzey

Bir M kat¬cismi üzerinde p ve q gibi iki nokta verilsin. Bu noktalar¬birleştiren

l (t) do¼grusu

l (t) = p+ t (q � p) (2:1)

denklemiyle tan¬mlans¬n. Böylece; hareket parametresi ', p noktas¬n¬n yörüngesi

P (') ve q noktas¬n¬n yörüngesi de Q (') olmak üzere, l (t) do¼grusunun izledi¼gi

yörünge

L ('; t) = P (') + t (Q (')� P ('))

= P (') + tX (')

denklemiyle tan¬mlanan bir regle yüzeydir. Bu regle yüzey L ('; t) ile gösterilsin.

Burada P (') uzay e¼grisine L ('; t) regle yüzeyinin dayanak e¼grisi denir ve P (')

regle yüzeyin bir genel uzay e¼grisidir. X (') = Q (') � P (') de R = jp� qj

yar¬çapl¬bir küre yüzeyi üzerindeki e¼gridir ve küresel gösterge olarak adland¬r¬l¬r.

l (t) üzerinde seçilen p0 ve q0 noktalar¬n¬n herhangi çifti, ayn¬küresel göstergeyi

verece¼ginden X (') bir tektir. Bu durumda, sadece kürenin R yar¬çap¬de¼gi̧sir.

Aksine, � (') bir C1 fonksiyon olmak üzere L ('; t) üzerindeki herhangi

C (') = P (') + � (')X (') (2:2)

e¼grisi L ('; t) nin dayanak e¼grisi olarak kullan¬labilece¼ginden tek de¼gildir (Mc-

Carthy, 1987).

2:2: Bir Regle Yüzeyin Do¼gal Üçlüsü

L ('; t) regle yüzeyinin U birim yüzey normali

U ('; t) =
@L
@'
� @L
@t

k @L@'� @L
@t k

=
[ dPd'+t

dX
d' ]�X(')

[( dPd'+t
dX
d'
)2�(< dP

d'
;X>)2]

1
2

2



biçiminde belirlenir.

Kruppa (1957) ; bu ba¼g¬nt¬y¬kullanarak, regle yüzeyin LX
= L

�
'
0
; t
�
do¼grusu

boyunca U
�
'
0
; t
�
birim normalinin t ! �1 limit yönüne yaklaşt¬¼g¬n¬gösterdi.

Asimptotik normal yön olarak isimlendirilen bu yön,

G = lim
t!�1

U
�
'
0
; t
�
= �

dX
d'
�X


dXd' 




biçiminde tan¬mlan¬r. t! +1 artarken U birim normali, L
X
do¼grusu etraf¬nda

180� döner ve tamam¬yla �G yönünü al¬r. U nun 90� döndü¼gü nokta LX
üzerinde

regle yüzeyin striksiyon noktas¬d¬r ve bu noktada U; G ye diktir. Bu noktada U

birim normalinin yönü

T =

dX
d'


dXd' 




biçiminde gösterilir. T vektörüne L ('; t) regle yüzeyinin merkezi normali denir.

Böylece tan¬mlanan fT;G; Xg birim vektörlerinin üçlüsüne, s¬ras¬yla, regle yüzeyin

L
X
do¼grultman¬boyuncamerkezi normali, asimptotik normali ve yönü denir. Bu

üçlü X (') küresel e¼grisinin te¼get-normal çat¬s¬olarak isimlendirilir (McCarthy,

1987).

L ('; t) üzerindeki striksiyon noktalar¬n¬n kümesine regle yüzeyin striksiyon e¼grisi

denir ve C (') ile gösterilir. Striksiyon e¼grisi, P (') dayanak e¼grisine göre

C (') = P (')�
< dP

d'
; dX
d'
>

< dX
d'
; dX
d'
>
X (') (2:3)

ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r. L ('; t) regle yüzeyinin striksiyon e¼grisi üzerinde bulunan

fT , G, Xg üçlüsü regle yüzeyin do¼gal üçlüsüdür.

Yüzeylerin diferansiyel geometrisi, yüzeyin yerel özeliklerini karakterize etmek

için kendisine göre ölçülen yüzey üzerindeki bir do¼gal referans çat¬s¬n¬n aç¬sal

de¼gi̧simi kullan¬r. Genel yüzeyler karakteristik striksiyon e¼grisini içermezken, bir

regle yüzey striksiyon e¼grisine sahiptir. Bu e¼grinin varl¬¼g¬C (') de oldu¼gu gibi

fT;G; Xg do¼gal üçlüsünün aç¬sal ve konum de¼gi̧siminin göz önüne al¬nmas¬na izin
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verir (McCarthy, 1987).

L ('; t) regle yüzeyinin şekli ' parametresinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu ne-

denle bir standart parametrizasyon seçilebilir. Bunun için X (') küresel göster-

gesinin yay uzunlu¼gunu kullanmak uygundur. s yay uzunlu¼gu parametresi

s (') =

'Z
0





dXd'




 d' (2:4)

denklemiyle tan¬mlan¬r. � =



dXd' 


, X (') nin h¬z¬olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger � 6= 0

ise o zaman ' (s) de¼gerini elde etmek için (2:4) denkleminin tersi al¬nabilir. Çünkü

X (' (s)) = X (s) birim h¬zl¬d¬r, yani X (s) nin te¼get vektörü birim büyüklü¼ge

sahiptir.

fT;G; Xg çat¬s¬n¬n aç¬sal de¼gi̧simi, dT
ds
ve dG

ds
nin T , G ve X vektörlerine göre

hesaplanmas¬ile elde edilebilir.

< T;X > = 0

ifadesinin her iki yan¬n¬n s ye göre türevi al¬n¬rsa

d
ds
< T;X > = < dT

ds
; X > + < T; T > = 0

olaca¼g¬ndan

<
dT

ds
;X > = �1

bulunur. 
 fonksiyonu


 =<
dT

ds
;G >

biçiminde tan¬mlan¬rsa, X (') nin jeodezik Frenet denklemleri

dT
ds

= �X + 
G,
dG
ds

= �
T ,
dX
ds

= T

(2:5)
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biçiminde olur (McCarthy, 1987).


 fonksiyonuX (') nin jeodezik e¼grilik fonksiyonudur. (2:5) denklemine fT;G; Xg

üçlüsünün bileşenlerine göre lineer diferansiyel denklemlerin kümesi olarak bak¬la-

bilir. E¼ger 
 jeodezik e¼grili¼gi özelleştirilirse, bu denklemler X (') için çözülebilir.

Bu yüzden 
 tamam¬yla L ('; t) nin küresel göstergesini karakterize eder.

X (') ye göre 
 için bir formül elde edilebilir: Öncelikle (2:4) denkleminden

ds =





dXd'




 d'

oldu¼gundan,
d'

ds
=

1


dXd' 


 =
1

�

ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla (2:5) denklemi göz önüne al¬n¬rsa,


 = < dT
ds
;G >

= 1

k dXd' k
2 <

d2X
d'2

d'
ds
; X � dX

d'
>

= 1

k dXd' k
3 <

d2X
d'2
; X � dX

d'
>

biçiminde bulunur.

fT , G, Xg üçlüsünün konum de¼gi̧simi dCds ile verilir. ', X (') nin s yay uzunlu¼gu

ile yer de¼gi̧stirirse; fT , G, Xg çat¬s¬na göre geni̧sletilen dC
ds
,

dC

ds
=<

dC

ds
; T > T+ <

dC

ds
;G > G+ < dC

ds
;X > X

biçiminde yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

C (') = P (')� < dP
d'
; dX
d'
>

< dX
d'
; dX
d'
>
X (')

eşitli¼ginin her iki yan¬n¬n ' ye göre türevi al¬n¬r ve zincir kural¬uygulan¬rsa

dC
ds

= 1
�
dP
d'
� < dP

d'
; dX
d'
>

< dX
d'
; dX
d'
>
T + 1

�
d�
d'
X

5



elde edilir. Buna göre, dC
ds
nin bileşenleri

< dC
ds
; T > = 0,

< dC
ds
;G > = 1

�
< dP

d'
;G >= �,

< dC
ds
; X > = 1

�
(< dP

d'
; X > + d�

d'
) = �

biçiminde bulunur. Böylece

dC

ds
= �X +�G (2:6)

olur. E¼ger (2:5) denkleminde X ve G vektörleri bilinir ve � ile � fonksiyonlar¬

verilirse, (2:6) denklemi bir lineer diferansiyel denklemler kümesi olur. Bu du-

rumda, denklem C (s) için çözülebilir. Böylece; 
, � ve � fonksiyonlar¬L ('; t)

regle yüzeyini tamam¬yla belirler. Bu yüzden 
, � ve � fonksiyonlar¬na L ('; t)

yüzeyinin e¼grilik fonksiyonlar¬ denir (McCarthy, 1987). X birim h¬zl¬e¼grisi için

yüzey üzerindeki dayanak e¼grisi C (s) = P (s) + � (s)X (s) olmak üzere, (2:5) ve

(2:6) denklemlerinden L ('; t) regle yüzeyinin da¼g¬lma parametresi

� =
det(dC

ds
; X; dX

ds
)

dX

ds



2 =
det(�X +�G; X; T )

kTk = � (2:7)

dir (McCarthy, 1987).

2:3:Merkezi Normal Yüzey

fT , G, Xg üçlüsü L ('; t) regle yüzeyinin striksiyon e¼grisi boyunca dönerken T ve

G vektörleri de L ('; t) ile uyumlu regle yüzeyler oluşturur. T vektörünün mey-

dana getirdi¼gi regle yüzeye L ('; t) nin merkezi normal yüzeyi denir ve LT
(s; t)

ile gösterilir (McCarthy, 1987).

Bu yüzey

L
T
(s; t) = C (s) + tT (s) (2:8)

6



denklemiyle tan¬mlan¬r. L
T
(s; t) nin U

T
birim yüzey normali

U
T
(s; t) =

( dCds +t
dT
ds )�T (s)

[< dC
ds
+t dT

ds
; dC
ds
+t dT

ds
>�< dC

ds
;T>< dC

ds
;T>]

1
2

= (�X+�G+t(�X+
G))�T (s)
[<�X+�G+t(�X+
G);�X+�G+t(�X+
G)>]

1
2

= �(�+
t)X+(��t)G
((��t)2+(�+
t)2)

1
2

biçiminde elde edilir. L
T
(s; t) merkezi normal yüzeyinin N merkezi normal ve B

asimptotik normali, s¬ras¬yla,

N = 1
�
dT
ds

ve

B = �1
�

dT

ds
�N

şeklindedir. Burada � =


dT
ds



 dir. Böylece, L
T
(s; t) nin do¼gal üçlüsü

fT , N , Bg referans çat¬s¬olur (McCarthy, 1987).

L
T
(s; t) merkezi normal yüzeyinin striksiyon e¼grisi

P (s) = < dC
ds
; dT
ds
>

k dTds k
2 = ��+�


1+
2 (2:9)

olmak üzere

C
T
(s) = C (s)� P (s)T (s)

biçiminde olur.

fT , N , Bg Frenet çat¬s¬, bir genel uzay e¼grisi olarak göz önüne al¬nan X (')

küresel göstergesinin Frenet referans çat¬s¬olur. X (') nin e¼grilik ve burulmas¬,

s¬ras¬yla, � ve � olmak üzere

dT
ds

= �N ,
dN
ds

= ��T + �B,
dB
ds

= ��N

7



biçimindedir (O�Neill, 1997). Bu denklemler, L
T
(s; t) merkezi normal yüzeyin

fT , N , Bg çat¬s¬n¬n aç¬sal de¼gi̧simini tan¬mlar. fT , N , Bg; C
T
(s) striksiyon

e¼grisi boyunca dönerken fT , N , Bg üçlüsünün konum de¼gi̧simi

dC
T
(s)

ds
=<

dC
T
(s)

ds
; T > T+ <

dC
T
(s)

ds
;N > N+ <

dC
T
(s)

ds
;B > B

biçiminde yaz¬labilece¼ginden,

dC
T
(s)

ds
=
dC (s)

ds
� dP (s)

ds
T � P (s) dT

ds

olup, dCT (s)
ds

nin bileşenleri;

T = <
dC

T
(s)

ds
; T > = �dP(s)

ds
,

K = <
dC

T
(s)

ds
; B > = �+�


�

(2:10)

ve

<
dC

T
(s)

ds
; N > = �(��+
�

�2
)� �P (s) = 0

ifadelerinden
dC

T
(s)

ds
= KB + T T

elde edilir. �, � , K ve T fonksiyonlar¬; 
, �, � fonksiyonlar¬n¬n L ('; t) yi

karakterize etti¼gi gibi LT
(s; t) merkezi normal yüzeyini karakterize eder

(McCarthy, 1987).

2:4: Jeodezik Çat¬ile Frenet Çat¬s¬Aras¬ndaki ·Ili̧ski

fT , G, Xg ve fT , N , Bg referans çat¬lar¬n¬n yönü

N = 1
�
dT
ds

= 

�
G � 1

�
X

B = T �N = 1
�
G + 


�
X

(2:11)

ba¼g¬nt¬lar¬yla verilsin. Buna göre, X ve B vektörleri aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

N = � sin �X + cos �G

B = cos �X + sin �G
(2:12)
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şeklindedir. Böylece (2:11) ve (2:12) denklemleri göz önüne al¬n¬rsa

� = arcsin(
1

�
)

bulunur.

Şekil�2:1: fT , G, Xg ve fT , N , Bg referans çat¬lar¬n¬n yönü

� aç¬s¬, B vektöründen X vektörüne ölçülen X (') nin küresel e¼grilik yar¬çap¬d¬r.


, �, � fonksiyonlar¬ba¼g¬ms¬z de¼gildirler. Bu fonksiyonlar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar,

(2:10) denklemleri yard¬m¬yla

� =


dT
ds



 =p1 + 
2,
� = �d�

ds

(2:13)

biçiminde bulunur. Yüzeyin 
;� ve � e¼grilik fonksiyonlar¬; (2:9), (2:10) ve (2:13)

denklemlerinden elde edilir. Böylece �, �, K ve P fonksiyonlar¬n¬n kümesi L ('; t)

regle yüzeyini tamam¬yla karakterize eder (McCarthy, 1987).

2:5: Bir Regle Yüzeyin Şekli

Yukar¬da elde edilen sonuçlar, C (') striksiyon e¼grisi boyunca geçen ve X (')

boyunca yönlendirilmi̧s bir L
X
do¼grusunun hareketine göre L ('; t) yüzeyinin şek-

linin bir kinematik yorumunu vermekten uzakt¬r. Özel olarak, ' = '
0
an¬nda
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L
X
in h¬z¬; L

X
in G boyunca ötelenmesi ile birlikte L

X
in G merkezi te¼get vek-

törü etraf¬nda ani dönmesiyle verilir. Bu iki de¼gerin oran¬, (2:7) denkleminde

tan¬mlanan L ('; t) regle yüzeyinin da¼g¬lma parametresi olarak bilinen � fonksi-

yonudur.

L
X
in çizdi¼gi yolun e¼grili¼gi, L ('; t) nin T merkezi normali boyunca LT

do¼grusu-

nun h¬z¬n¬n göz önüne al¬nmas¬yla kolayca tan¬mlanabilir. L
T
do¼grusu, LT

nin

B merkezi te¼geti boyunca K lineer h¬z¬ve � aç¬sal h¬z¬yla ötelenir ve döner. Bu

de¼gerlerin oran¬LT
(s; t) merkezi normal yüzeyinin �

T
= K

�
da¼g¬lma paramet-

residir. L
T
(s; t) yüzeyinin merkezi te¼geti boyunca olan do¼gru LB

dir. (2:8)

denklemindeki L
T
do¼grusu, LB

ve L
X
do¼grular¬n¬n her ikisini de dik olarak keser.

Verilen P, L
B
den L

X
do¼grusuna olan uzakl¬kt¬r.

Merkezi normal yüzeyin merkezi te¼geti olan LB
do¼grusu; LX

, L
B
civar¬nda

�
T
= K

�
aç¬l¬m uzunlu¼gu ile döner. Bu yüzden yerel olarak L ('; t) regle yüzeyi;

L
B
ye göre � aç¬l¬ve P uzakl¬kta bulunan L

X
do¼grusuyla, LB

ekseni civar¬nda

�
T
aç¬l¬m uzunlu¼gunun bir vida hareketi boyunca izlenir. LB

ye L ('; t) regle

yüzeyin Disteli ekseni denir (McCarthy, 1987).

2:6: Regle Yüzeyin Cebirsel De¼gi̧smezleri

Bu kesimde L ('; t) regle yüzeyinin S şekil operatörü ile K Gauss e¼grili¼gi,

H ortalama e¼grili¼gi, temel formlar¬gibi temel cebirsel de¼gi̧smezleri araşt¬r¬lacak-

t¬r. Burada elde edilen sonuçlar orijinaldir.

L ('; t) regle yüzeyi

L ('; t) = P (') + tX (')

biçiminde verilsin. Buna göre

� = 1
�
< dP

d'
;G > ; � = 1

�
< dP

d'
; X > + d�

d'
; � = �1

�
< dP

d'
; T >

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa,

dP

d'
= (�� � d�

d'
)X � ��T +��G

10



bulunur. Di¼ger taraftan

L' = dP (')
d'

+ tdX(')
d'

= (�� � d�
d'
)X + � (t� �)T +��G,

ve

Lt = X (')

oldu¼gundan L ('; t) regle yüzeyinin U birim normal vektör alan¬

U =
L' � Lt

L' � Lt



 = (0;�; �� t)q
�2 + (�� t)2

biçiminde elde edilir. O halde

E = < L' ; L' > = (�� � d�
d'
)2 + �2(�2 + (t� �)2),

F = < L' ; Lt > = (�� � d�
d'
),

G = < Lt ; Lt > = 1

ifadelerinden L ('; t) regle yüzeyinin I: temel formu, yüzeyin e¼grilik fonksiyon-

lar¬na göre

I = Ed'2 + 2Fd'dt+Gdt2

= ((�� � d�
d'
)2 + �2(�2 + (t� �)2))d'2 + 2(�� � d�

d'
)d'dt+ dt2

şeklinde bulunur.

Şimdi de L ('; t) yüzeyi için bir di¼ger cebirsel de¼gi̧smez olan ikinci temel formu

bulal¬m. Burada

L'' = �(@�
@'
� @2�

�@'2
� � (t� �))X + �(�� � 2 @�

@'
� 
��)T

+�(�
 (t� �) + @�
@'
)G,

Lt' = �T ,

Ltt = (0; 0; 0)

11



eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa,

e = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; L''

�
= 1p

�2+(t��)2
(�(��2 � 2� @�

@'
��
�2)� 
�2 (t� �)2 � � (t� �) @�

@'
),

f = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; L't

�
= ��p

�2+(t��)2
,

g = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; Ltt

�
= 0

bulunur. O halde L ('; t) regle yüzeyinin ikinci temel formu

II = ed'2 + 2fd'dt+ gdt2

= �p
�2+(t��)2

(�(�� � 2 @�
@'
��
�)� 
� (t� �)2 � (t� �) @�

@'
)d'2

+ 2��p
�2+(t��)2

d'dt

şeklinde elde edilir.

Yukar¬daki hesaplamalar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

a11 = fF�eG
EG�F 2 ,

a12 = gF�fG
EG�F 2 ,

a21 = eF�fE
EG�F 2 ,

a22 = fF�gE
EG�F 2

olmak üzere L ('; t) regle yüzeyinin şekil operatörü

S =

24 a11 a12

a21 a22

35 (2:14)
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şeklindedir (DoCarmo, 1976). Böylece S şekil operatörü matrisinin bileşenleri

a11 = 1
�2+(t��)2 (�(

@�
@'
+�
�) + 
� (t� �)2 + (t� �) @�

@'
)),

a12 = � �
�2+(t��)2 ,

a21 = 1
�2+(t��)2

h
(�(�� � 2 @�

@'
��
�)� 
� (t� �)2 � (t� �) @�

@'
)(�� � d�

d'
)

��(�� � d�
d'
)2 � �2�(�2 + (t� �)2)

i
,

a22 = �
�2+(t��)2 (�� �

d�
d'
)

şeklinde verilir. O halde regle yüzeyin cebirsel de¼gi̧smezlerinden olan Gauss ve

ortalama e¼grili¼gi, s¬ras¬yla,

K = det
�
a
ij

�
= eg�f2

EG�F 2 = �
��2

(�2+(t��)2)
1
2

(2:15)

ve

H = eG�2fF+gE
EG�F 2 =

�
�(�2+(t��)2)�(t��) @�
@'
����

2(�2+(t��)2)
(2:16)

biçimindedir.

Örnek 2:1: L ('; t) regle yüzeyi

L ('; t) = (2 cos'; 2 sin'; ') + t (sin';� cos'; 0)

şeklinde verilsin. Buna göre L ('; t) yüzeyinin do¼grultman¬

X (') = (sin';� cos'; 0)

olur. Böylece
dX

d'
= (cos'; sin'; 0)

oldu¼gundan, X (') nin h¬z¬

� =





dXd'




 = 1
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şeklinde bulunur. Di¼ger taraftan L ('; t) yüzeyinin merkezi normali

T (') =

dX
d'


dXd' 


 = (cos'; sin'; 0) ,

asimptotik normali de

G = X � T = (0; 0; 1)

şeklinde elde edilir. O halde (2:5) denklemi göz önüne al¬n¬rsa X (') nin küresel

göstergesinin jeodezik e¼grilik fonksiyonu


 = 0

ve e¼grili¼gi de

� =





dTd'




 = 1

şeklinde bulunur. Di¼ger taraftan B ile X aras¬ndaki � aç¬s¬da

� =
�

2

şeklinde olur. B = 1
�
G + 


�
X ve dB

d'
= ��N ba¼g¬nt¬lar¬yard¬m¬yla � bulunabilir.

Buna göre
dB

d'
=
1

�
(�
T ) + 


�
T = 0

oldu¼gundan � = 0 d¬r. Di¼ger taraftan, L ('; t) yüzeyinin striksiyon e¼grisi

P (') = (2 cos'; 2 sin'; ') baz e¼grisine göre

C (') = P (') + �X (') = P (')�
< dP

d'
; dX
d'
>

< dX
d'
; dX
d'
>
X (')

biçiminde yaz¬l¬r. Burada

� = �
< dP

d'
; dX
d'
>

< dX
d'
; dX
d'
>
=
< (�2 sin'; 2 cos'; 1) ; (cos'; sin'; 0) >

1
= 0

olup d�
d'
= 0 d¬r. Bu nedenle, C (') striksiyon e¼grisi L ('; t) yüzeyinin baz e¼grisi
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olarak al¬nabilir. O halde L ('; t) yüzeyinin � e¼grilik fonksiyonu ve � da¼g¬lma

parametresi, s¬ras¬yla,

� = 1
�
(< dP

d'
; X > + d�

d'
) = �2

ve

� = 1
�
< dP

d'
;G >= 1

şeklinde olur. Ayr¬ca bu yüzeyin merkezi normal yüzeyinin striksiyon e¼grisi,

C
T
(s) = C (s)� �� +�


1 + 
2
T (s) = (0; 0; ')

olarak bulunur ve
T = 0,

K = 1

dir.

Şekil�2:2: L ('; t) regle yüzeyi

Şimdi, L ('; t) yüzeyinin I: ve II: temel formlar¬incelenebilir. Bunun için önce

yüzeyin ' ve t parametrelerine göre türevi al¬n¬rsa;

L' = (�2 sin'; 2 cos'; 1) + t (cos'; sin'; 0) ,

Lt = (sin';� cos'; 0)
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elde edilir. Böylece

E = < L' ; L' > = 5 + t2,

F = < L' ; Lt > = �2,

G = < Lt ; Lt > = 1

oldu¼gundan, I: temel form

I = Ed'2 + 2Fd'dt+Gdt2

= (5 + t2)d'2 � 4d'dt+ dt2

biçiminde bulunur. ·Ikinci temel formu bulmak için öncelikle yüzeyin ikinci

mertebeden L'' ; Lt' ve Ltt k¬smi türevlerinin bilinmesi gerekir. Buna göre

L'' = (�2 cos';�2 sin'; 0) + t (� sin'; cos'; 0) ,

Lt' = (cos'; sin'; 0) ,

Ltt = (0; 0; 0)

ve

1p
EG�F 2 = 1p

t2+1

oldu¼gundan,

e = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; L''

�
= �2

(t2+1)
3
2
,

f = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; L't

�
= 1p

t2+1
,

g = 1p
EG�F 2 det

�
L' ; Lt ; Ltt

�
= 0

elde edilir. O halde

II = �2p
t2+1

d'2 + 2p
t2+1

d'dt

biçiminde bulunur. Di¼ger taraftan E;F;G; e; f; g ifadeleri yard¬m¬yla L ('; t)

yüzeyinin şekil operatörü

S =

24 0 1p
t2+1

� 1p
t2+1

� 2p
t2+1

35
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şeklinde bulunur. Böylece yüzeyin Gauss ve ortalama e¼grili¼gi, s¬ras¬yla,

K =
1

(t2 + 1)2

ve

H = � 1p
t2 + 1

şeklinde olur.
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3: BISHOP ÇATISI

Bu bölümün amac¬, uzay hareketi ile meydana gelen bir çizgi yörüngesinin

özeliklerini Bishop çat¬s¬na göre incelemek ve böylece uzay kinematiklerine uygu-

lanabilir bir formda regle yüzeylerin diferansiyel özeliklerini geli̧stirmektir. Ayr¬ca,

regle yüzeyin şeklini karakterize eden e¼grilik fonksiyonlar¬için baz¬formüller bul-

makt¬r.

Öklid 3�uzayda çat¬lanabilir bir � : I ! R3 e¼grisini göz önüne alal¬m. Bishop ve

Frenet çat¬lar¬aşa¼g¬daki gibi iki adi diferansiyel denklem sitemiyle tan¬mlanabilir.

� e¼grisi s yay uzunlu¼gu parametresine ba¼gl¬olmak üzere Frenet çat¬s¬26664
dT
ds

dN
ds

dB
ds

37775 =
26664

0 � 0

�� 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775
biçiminde verilir. Burada T , � e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬, N asli normal

vektör alan¬, B de binormal vektör alan¬d¬r (Bishop, 1975).

Tan¬m 3:1: Bir e¼gri boyunca birM normal vektör alan¬n¬n türevi te¼getsel ise M

ye relatif paralel vektör alan¬denir (Bishop, 1975).

Tan¬m 3:2: Bir C2 regüler e¼grisi üzerindeki relatif paralel vektör alanlar¬yön-

lendirilmi̧s 1�boyutlu te¼getsel k¬s¬m ve 2�boyutlu normal k¬s¬mdan oluşan R

cismi üzerinde 3�boyutlu bir vektör uzay¬meydana getirir. Bu vektör uzay¬n bir

ortonormal baz¬na relatif paralel adapte edilmiş çat¬denir (Bishop, 1975).

fT;M1 ;M2 = T �M1g, C2 s¬n¬f¬ndan uzay e¼grisinin relatif paralel adapte edilmi̧s

çat¬s¬olsun. Buna göre

< T; T > = < M1 ;M1 > = < M2 ;M2 > = 1

< T;M1 > = < T;M2 > = < M1 ;M2 > = 0
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olaca¼g¬ndan çat¬n¬n s yay uzunlu¼guna göre de¼gi̧simi26664
dT
ds

dM1

ds

dM2

ds

37775 =
26664

0 k1 k2

�k1 0 0

�k2 0 0

37775
26664
T

M1

M2

37775 (3:1)

biçiminde verilir. Böylece her s 2 I için reel de¼gerli � fonksiyonu

� =


dT
ds



 = kk1M1 + k2M2k =
p
k2
1
+ k2

2

olacak şekilde � n¬n e¼grilik fonksiyonudur. Burada k1 ve k2 Bishop çat¬s¬n¬n do¼gal

e¼grilikleri olup

k1 = � cos � ve k2 = � sin �

biçimindedir. Burada �, M1 normal vektör alan¬ile N asli normal vektör alan¬

aras¬ndaki aç¬d¬r. O halde

N = cos �M1 + sin �M2

şeklinde yaz¬l¬r (Bishop, 1975). Buna göre

tan � =
k2
k1

elde edilir. Böylece

� = arctan(
k2
k1
) (3:2)

olur (McCreary, 1998). Di¼ger taraftan

dN
ds

= �d�
ds
sin �M1 + cos �

dM1

ds
+ d�

ds
cos �M2 + sin �

dM2

ds

= d�
ds
(� sin �M1 + cos �)M2 � �T

= ��T + �B
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oldu¼gundan Frenet ba¼g¬nt¬lar¬ndan

B = � sin �M1 + cos �M2

ve

� = d�
ds

bulunur (Bishop, 1975). (3:2) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬rsa (k1 ; k2) e¼grisi

için

� =
d�

ds
=
k1k

0
2
� k0

1
k2

k2
1
+ k2

2

elde edilir (Mccreary, 1998). Buna göre � =
R
�ds şeklinde bulunur. Ayr¬ca

dB
ds

= �d�
ds
cos �M1 � sin �

dM1

ds
� d�

ds
sin �M2 + cos �

dM2

ds

= �d�
ds
(cos �M1 + sin �M2) = ��N

ve

dT
ds

= k1M1 + k2M2 = � cos �M1 + � sin �M2 = �N

oldu¼gundan 26664
dT
ds

dN
ds

dB
ds

37775 =
26664

0 � cos � � sin �

�� �d�
ds
sin � d�

ds
cos �

0 �d�
ds
cos � �d�

ds
sin �

37775
26664
T

M1

M2

37775
biçiminde yaz¬l¬r. O halde Frenet ve Bishop çat¬s¬(relatif adapte edilmi̧s çat¬)

aras¬nda
T = T

N =
k1p
k2
1
+k2

2

M1 +
k2p
k2
1
+k2

2

M2

B = � k2p
k2
1
+k2

2

M1 +
k1p
k2
1
+k2

2

M2

(3:3)

şeklinde bir ba¼g¬nt¬vard¬r (Bishop, 1975).

3:1 Bishop Çat¬s¬ile Jeodezik Çat¬Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bu kesimde Bishop çat¬s¬ve jeodezik çat¬aras¬ndaki ili̧skiler incelenecektir. Oluş-
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turulacak olan regle yüzeyin e¼grilik fonksiyonlar¬ve de¼gi̧smezleri Bishop çat¬s¬

kullan¬larak bulunacakt¬r. Burada elde edilen sonuçlar orijinaldir.

2: Bölümde Frenet çat¬s¬ve jeodezik çat¬aras¬nda

T = T

N = 

�
G � 1

�
X

B = 1
�
G + 


�
X

ba¼g¬nt¬s¬elde edilmi̧sti. Buna göre (3:3) denklemi göz önüne al¬n¬rsa, jeodezik

çat¬ile Bishop çat¬s¬aras¬nda

T = T ,

G = a1M1 + a2M2,

X = �a2M1 + a1M2

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r. Burada

a1 = 
 cos ��sin �p
k2
1
+k2

2

a2 = 
 sin �+cos �p
k2
1
+k2

2

(3:4)

dir.

3:2: Bishop Çat¬s¬na Göre Regle Yüzeyin E¼grilik Fonksiyonlar¬

Bu bölümde uzay hareketi ile meydana gelen bir çizgi yörüngesinin özelikleri

Bishop çat¬s¬na göre incelenecektir. Hareket parametresi ' olmak üzere, L ('; t)

regle yüzeyinin striksiyon e¼grisi C (') ve C (') e¼grisi üzerinde relatif paralel

adapte edilmi̧s çat¬da fT;M1 ;M2g olsun. fT;M1 ;M2g üçlüsünün konum de¼gi̧simi
dC
ds
ile verilir. ',�a2M1+a1M2 nin s yay uzunlu¼gu ile yer de¼gi̧stirirse; fT , M1, M2g

çat¬s¬na göre geni̧sletilen dC
ds
;

dC

ds
=<

dC

ds
; T > T+ <

dC

ds
;M1 > M1+ <

dC

ds
;M2 > M2
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biçiminde yaz¬labilir. Di¼ger taraftan (2:2) denklemi göz önüne al¬n¬rsa

C (') = P (') + � (')X (')

= P (')� a2� (')M1 + a1� (')M2

olur. Bu denklemin her iki taraf¬n¬n s ye göre türevi al¬n¬rsa,

dC
ds

= 1
�
dP
d'
+ 1

�
d�
d'
(�a2M1 + a1M2) + � (') (�a2

dM1

ds
+ a1

dM2

ds
)

= 1
�
dP
d'
+

(�a2M1+a1M2 )

�
d�
d'
+ � (')T

bulunur. Buna göre dC
ds
nin bileşenleri

< dC
ds
; T > = 1

�
< dP

d'
; T > +� (') < T; T >= 0,

< dC
ds
;M1 > = 1

�
< dP

d'
;M1 > �

a2
�
d�
d'
= e�,

< dC
ds
;M2 > = 1

�
< dP

d'
;M2 > +

a1
�
d�
d'
= e�

biçiminde elde edilir. Böylece

dC

ds
= e�M1 + e�M2 (3:5)

şeklinde bulunur. E¼ger (3:4) denkleminde M1 ve M2 vektörleri bilinirse ve e� ilee� fonksiyonlar¬verilirse (3:5) denklemi bir lineer diferansiyel denklemler kümesi
olur. Bu durumda denklem C (s) için çözülebilir. Böylece L ('; t) regle yüzeyinin


, e� ve e� e¼grilik fonksiyonlar¬yüzeyi, Bishop çat¬s¬na göre tamam¬yla belirler.
Di¼ger taraftan

dC

ds
= �X +�G

ile (3:5) deklemi göz önüne al¬n¬rsa, L ('; t) regle yüzeyinin Bishop ve Jeodezik

çat¬ya göre e¼grilik fonksiyonlar¬aras¬nda

e� = �a2� + a1�,e� = a1� + a2�
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veya

� = �a2e� + a1 e� ,

� = a1e� + a2 e� (3:6)

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r. Ayr¬ca bu regle yüzeyin da¼g¬lma parametresine e� denilirse
e� = det(dC

ds
; X; dX

ds
)

dX

ds



2 =

���������
e� e� 0

�a2 a1 0

0 0 1

��������� =
e�a1 + e�a2

olur. Buna göre Bishop ve jeodezik çat¬ya göre regle yüzeyin e¼grilik fonksiyonlar¬

göz önüne al¬n¬rsa, da¼g¬lma parametresi de

e� = e�a1 + e�a2 = �
şeklinde yaz¬l¬r.

3:3: Bishop Çat¬s¬na Göre Regle Yüzeyin Cebirsel De¼gi̧smezleri

Bu bölümde L ('; t) regle yüzeyinin relatif paralel adapte edilmi̧s çat¬ya göre ~S

şekil operatörü, ~K Gauss e¼grili¼gi, ~H ortalama e¼grili¼gi, ~I: ve
�
II: temel formlar¬

gibi temel cebirsel de¼gi̧smezleri araşt¬r¬lacakt¬r. L ('; t) regle yüzeyi

L ('; t) = P (') + t (�a2M1 + a1M2)

şeklinde verilsin. Buna göre

e� = 1
�
< dP

d'
;M1 > �

a2
�
d�
d'
,

e� = 1
�
(< dP

d'
;M2 > +

a1
�
d�
d'
),

� = �1
�
< dP

d'
; T >

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa,

dP

d'
= (�e� + a2 d�d')M1 + (� e�� a1 d�d')M2 � ��T
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bulunur. Di¼ger taraftan

L' ('; t) = dP (')
d'

+ t
d(�a2M1+a1M2)

d'

= � (t� �)T + (�e� + a2 d�d')M1 + (� e�� a1 d�d')M2,

Lt ('; t) = �a2M1 + a1M2

oldu¼gundan L ('; t) regle yüzeyinin ~U birim normal vektör alan¬

~U =
L' (';t)�Lt (';t)
kL' (';t)�Lt (';t)k =

(�a1 (t��);�a2 (t��);a1e�+a2 e�)
((t��)2+(a1e�+a2 e�)2) 12

şeklinde elde edilir. O halde

eh = 

L' � Lt



2 = (�2 (t� �)2 + �2(a1e� + a2 e�)2)
olmak üzere

eE =< L' ; L' > = (�(�a2e� + a1 e�)� d�
d'
)2 + eh,eF =< L' ; Lt > = (�a2e� + a1 e�)� � d�

d'
,eG =< Lt ; Lt > = 1

olur. Bu ifadeler göz önüne al¬n¬rsa L ('; t) regle yüzeyinin eI: temel formu,
yüzeyin e¼grilik fonksiyonlar¬na göre

eI = eEd'2 + 2 eFd'dt+ eGdt2
= ((�(�a2e� + a1 e�)� d�

d'
)2 + eh)d'2 + 2((�a2e� + a1 e�)� � d�

d'
)d'dt+ dt2

şeklinde bulunur. Şimdi de L ('; t) yüzeyi için bir di¼ger cebirsel de¼gi̧smez olan
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ikinci temel formu bulal¬m. Burada

L'' = (� d
e�
d'
+ a2

d2�
d'2
)M1 + (�e� + a2 d�d') (�k1T )

(� e�� a1 d�d')M2 + (� e�� a1 d�d') (�k2T )
�� d�

d'
T + � (t� �) (k1M1 + k2M2)

= (��(k1e� + k2 e�)� (1 + �) d�d')T
+(� d

e�
d'
+ a2

d2�
d'2
+ � (t� �) k1)M1

+(� e�� a1 d�d' + � (t� �) k2)M2

ve
Lt' = �a2 (�k1T ) + a1 (�k2T ) = T ,

Ltt = (0; 0; 0)

eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

~e = 1p eE eG� eF 2 det(L' ; Lt ; L'')

=
((a1

e�+a2 e�)((�a2e�+a1 e�)�2�2� @�@'�(a1e�+a2 e�)
�2)�
�2(t��)2��(t��)(a1 @e�@'+a2 @ e�@' ))p
(t��)2+(a1e�+a2 e�)2 ,

~f = 1p eE eG� eF 2 det
�
L' ; Lt ; L't

�
=

�(a1e�+a2 e�)p
�2(t��)2+�2(a1e�+a2 e�)2 ,

~g = 1p eE eG� eF 2 det
�
L' ; Lt ; Ltt

�
= 0

bulunur. O halde L ('; t) regle yüzeyinin ikinci temel formu

�
II = ~ed'2 + 2 ~fd'dt+ ~gdt2

=
((a1

e�+a2 e�)((�a2e�+a1 e�)�2�2� @�@'�(a1e�+a2 e�)
�2)�
�2(t��)2��(t��)(a1 @e�@'+a2 @ e�@' ))p
(t��)2+(a1e�+a2 e�)2 d'2

+
2�(a1e�+a2 e�)p

�2(t��)2+�2(a1e�+a2 e�)2d'dt

şeklinde elde edilir. Yukar¬daki hesaplamalar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

~a11 =
~f eF�~eGeE eG� eF 2 ,

~a12 = ~g eF� ~fGeE eG� eF 2 ,
~a21 = ~e eF� ~f eEeE eG� eF 2 ,
~a22 =

~f eF�~g eEeE eG� eF 2 ,
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şeklinde isimlendirilirse L ('; t) regle yüzeyinin şekil operatörü

~S =

24 ~a11 ~a12

~a21 ~a22

35 (3:7)

şeklindedir. Böylece ~S şekil operatörü matrisinin bileşenleri

~a11 = 1
�2+(t��)2 ((a1

e� + a2 e�)( @�@' + (a1e� + a2 e�)
�) + 
� (t� �)2
+(t� �) (a1 @

e�
@'
+ a2

@ e�
@'
)),

~a12 = � �

(a1
e�+a2 e�)2+(t��)2 ,

~a21 = 1

(a1
e�+a2 e�)2+(t��)2

h
((a1e� + a2 e�)((�a2e� + a1 e�)� � 2 @�@' ��
�)

�
� (t� �)2 � (t� �) @�
@'
)((�a2e� + a1 e�)� � @�

@'
)

�(a1e� + a2 e�)((�a2e� + a1 e�)� � @�
@'
)2

��2(a1e� + a2 e�)((a1e� + a2 e�)2 + (t� �)2)i ,
~a22 =

(a1
e�+a2 e�)

(a1
e�+a2 e�)2+(t��)2 ((�a2e� + a1 e�)� � @�

@'
)

biçiminde bulunur. Buna göre regle yüzeyin cebirsel de¼gi̧smezlerinden olan Gauss

ve ortalama e¼grili¼gi, s¬ras¬yla,

~K = ~e~g� ~f2eE eG� eF 2 = � �(a1
e�+a2 e�)2

((a1
e�+a2 e�)2+(t��)2) 12

ve

~H = ~e eG�2 ~f eF+~g eEeE eG� eF 2
=

�
�((a1e�+a2 e�)2+(t��)2)�(t��)(a1 @e�@'+a2 @ e�@' )�(a1e�+a2 e�)(�a2e�+a1 e�)�
2((a1

e�+a2 e�)2+(t��)2)
şeklinde elde edilir.

Örnek 3:1: � = �
2
için L ('; t) regle yüzeyi

L ('; t) = (2 cos'; 2 sin'; ') + t (sin';� cos'; 0)
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şeklinde verilsin. Buna göre L ('; t) yüzeyinin do¼grultman¬

X (') = (sin';� cos'; 0) ,

merkezi normali

T (') = (cos'; sin'; 0) ,

asimptotik normali

G = (0; 0; 1)

şeklindedir. Buna göre X (') nin küresel göstergesinin jeodezik e¼grili¼gi


 = 0;

e¼grili¼gi de

� =





dTd'




 = 1

olur. Di¼ger taraftan X (') nin h¬z¬

� =





dXd'




 = 1

biçiminde bulunur. Böylece (3:4) denkleminden

a1 = 
 cos ��sin �
�

= �1,

a2 = 
 sin �+cos �
�

= 0

bulunur. O halde (3:5) denklemi yard¬m¬yla Bishop çat¬s¬

T = (cos'; sin'; 0) ,

M1 = (0; 0;�1) ,

M2 = (� sin'; cos'; 0)
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biçiminde bulunur. Buna göre L ('; t) yüzeyinin e¼grilik fonksiyonlar¬

e� =
1

�
<
dP

d'
;M1 > �

a2
�

d�

d'
= �1,

e� =
1

�
<
dP

d'
;M2 > +

a1
�

d�

d'
= 2

şeklinde olur. Böylece L ('; t) regle yüzeyinin cebirsel invaryantlar¬ ~I = I,
�
II = II, ~S = S, ~K = K, ~H = H biçiminde bulunur.
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