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OZET

Bu calismada, GaAs/AlGaAs heteroyapisindaki metalik kapilara voltaj
uygulayarak ya da kimyasal kesme yaparak iki boyutlu elektron sistemlerinde
elektrostatik olarak 6zel bir geometri yaratildi ve bu geometrinin elektron dagilimi ve
potansiyel profili elde edildi. Giiclii manyetik alanin varlifinda, doldurma faktorii

v=1,2 ve 1/3 ’de sikistirllamaz seritlerin yerleri ve kalinliklarn arastirildi. Yar

iletken kuantum noktalar doldurma faktorii 2 < v <3 aralifinda incelendi ve spin

damlacik bolgesinin baslangic1 v =5/2’de bulundu.

Anahtar Kelimeler : Sikistirilamaz seritler, kuantum noktalar, spin damlaciklar
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ABSTRACT

In this work, a special geometry is defined electrostatically in two dimensional
electron systems by chemically etching and applying a voltage to metal gates on the
surfaces of GaAs/AlGaAs heterostructures, potential profiles and the electron
distribution for this geometry is obtained. The widths and the positions of the
incompressible strips are investigated at filling factors v=1,2 and 1/3 in the
presence of strong, perpendicular magnetic field. Two dimensional semiconductor
quantum dots are studied in the filling factor range 2 <v <3 and the onset of the

spin droplet regime is found at v=15/2.
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SEMBOLLER DiZiNi

1 Akim

B Manyetik alan

F Manyetik kuvvet

F Elektriksel kuvvet

v, Siiriiklenme hiz1

e Elektron yiikii

W lletkenin genisligi

N Birim hacim basina elektron yogunlugu

A [letkenin kesit alam

d Malzemenin kalinlig

R, Boylamsal direng

V. Boylamsal dogrultuda olusan gerilim diigmesi

R, Hall direnci

Vo Hall gerilimi

h Planck sabiti

1% Doldurma faktorii

Ry g von Klitzing sabiti

Z Kompleks koordinat

Iy Manyetik uzunluk

E. [letkenlik bandi

E, Valans bandi

E,. Fermi enerjisi

m* Etkin elektron kiitlesi

A Vektor potansiyel

p Kanonik momentum

n, Kuantumlu Landau seviyeleri
Acisal momentum kuantum sayisi

a, Siklotron frekansi

Indirgenmis Planck sabiti
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<
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Kuantum sayisi

Sistemin uzunlugu

Birim alan basina durumlarin sayisi
Toplam durumlarin sayisi
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KISALTMALAR DiZiNi

IQHE Integer Quantum Hall Effect (Tam sayili Kuantum Hall Olay1)
FOHE Fractional Quantum Hall Effect (Kesirli Kuantum Hall Olay1)

2BES Iki Boyutlu Elektron Sistemi
GaAs Galyum Arsenid
AlGaAs  Aliiminyum Galyum Arsenid

CSG Chklovskii-Shklovskii-Glazman

ISs Incompressible Strips (Sikistirilamaz Seritler)

CSs Compressible Strips (Sikistirilabilir Seritler)

(N Chern-Simons

CF Kompozit Fermiyon

SCF Self Consistent Field (Kendinden Tutarli Alan)

DFT Density Functional Theory (Yogunluk Fonksiyonel Teorisi)
TFA Thomas Fermi Approximation (Thomas Fermi Yaklasimi)

SDFT Spin Density Functional Theory (Spin Yogunluk Fonksiyonel Teorisi)
LDA Local Density Approximation (Yerel Yogunluk Yaklagimi)

LSDA Local Spin Density Approximation (Yerel Spin Yogunluk Yaklasimi)
EST3D  ElectroStatic in 3 Dimensions



1. GIRiS

Yan iletken fiziginin uygulamaya gecmesi ile biiyiik bir devrim yapan bilgi
isleme teknolojisi, son yillarda yapilan yar1 iletken aygitlarin boyutlarinin
nanometreler dlcegine gelmesi ile gelismesinin limitlerine ulagmak {izeredir. Bu nano
Olcekli elektronik aygitlarda, elektronlarin kuantum mekaniksel dogasinin
anlasilmasi, katihal fizigi arastirmacilart icin Onemli bir c¢alisma alam
olusturmaktadir. Ozellikle GaAs/AlGaAs gibi III-V grubu yari iletkenlerin ara
yiizeyinde olusan iki boyutlu elektron sisteminde kimyasal kesme (chemical etching),
metalik kap1 (metallic gate) veya benzeri yontemlerle olusturulan sanki bir boyutlu
(kuantum kuyular) ve sanki sifir boyutlu (kuantum noktalar) yapilarin modellenmesi
ve yilik taginiminin incelenmesi (Siddiki, 2010) bir¢ok kuramsal fizik¢inin ilgisini
cekmektedir. Bu ve benzeri iki boyutlu elektron sistemlerinde yapilan deneylerin
cesitliligi, aygita/deneye ©zel modellemelerin temel ilkelerden yola ¢ikilarak

yapilmasini zorunlu kilmaktadir.

Bu tiir iki boyutlu elektron sistemlerinde, diisiik sicaklikta yiiksek manyetik alan
uygulanmasi ile bir¢ok fiziksel olay incelenebilmektedir. Yiiksek manyetik alanda
diisiik sicakliklarda elektronlar Landau yoriingelerine yerlesmektedir. Bu sartlar
altinda yapilan bir deney sonucunda manyetik alana karg1 Hall direncinin degisimi
incelendiginde belli manyetik alan ve doldurma faktorii degerlerinde basamaklar
olustugu ve olusan bu basamaklarin kuantumlu oldugu gozlemlenmis ve bu olgu
kuantum Hall olay1 olarak ifade edilmistir (Klitzing vd., 1980). Landau seviyelerinin
tamamen dolu ya da kismen dolu olmasina gore tam sayili kuantum Hall olay1
(Klitzing vd., 1980) ve kesirli kuantum Hall olayr (Tsui vd., 1982) olarak
siniflandirlmistir. Her iki durumun olusum sartlan ve elde edilen sonuclar birbirine
oldukg¢a benzer olmasina ragmen her iki durumun altinda yatan fizik farklidir. Tam
sayili kuantum Hall olayinda, elektronlar etkilesmeyen parcaciklar olarak; kesirli
kuantum Hall olayinda ise etkilesen parcaciklar olarak ele alimir. Bazi kesirli
doldurma faktorii durumlarim acgiklamak i¢in, manyetik alan igerisinde birbiriyle
olduk¢a giiclii etkilesen elektronlarin ¢ift sayida vorteks yakalayarak olusturdugu
kompozit fermiyonlar (Jain, 1989) kullanilir. Baz1 kesirli durumlarda ise elektronlar

Pfaffian dalga fonksiyonu (Moore ve Read, 1991) ile tanimlanarak aciklanir.



Iki boyutlu elektron gazimin manyetik alana konulmasiyla birlikte, elektron
sisteminde akimin aktigi sikistirilamaz seritler olusmaktadir. Bu seritler Fermi
seviyesinin  altindaki Landau seviyesinin tamsayir oldugu durumlarda
gerceklesmektedir. Ayrica en diisitk Landau seviyesi kismen dolu oldugunda ise
giiclii etkilesmelerden dolayi bir enerji araligi olusmakta ve bunun sonucunda ortaya
cikan kesirli doldurma faktorlerinde de sikistirilamaz seritler elde edilmektedir
(Chklovskii vd., 1992). Belli manyetik alan degerlerinde bu seritler Ornegin

kenarlarinda yer almakta ve interferometre uygulamalarinin temelini olusturmaktadir.

Bu calismanin ilk kisminda, elektron ve sanki-parcacik interferometrelerindeki
elektrostatik potansiyeli ve elektron dagilimim elde etmek icin iki boyutlu elektron
sistemlerinde tanimlanmis olan kuantum noktalarda kendinden tutarli Thomas-
Fermi-Poisson yaklagimi kullanilarak (Siddiki ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve
Gerhardts, 2004) analitik ve niimerik yontemlerle sikistirilamaz seritlerin yani kenar
durumlarinin genislikleri (Chklovskii vd., 1992) giiclii dik manyetik alanin varliginda

doldurma faktoérii v=1,2 ve 1/3°de incelenecektir. Sikistirilamaz seritlerin uzaysal

dagilimini bulmak igin farkli Lande g~ faktorleri ele alimp, fenomonolojik bir

modele dayali olarak kesirli kuantum Hall etkisinin mikroskobik bir resmi ortaya
konulacaktir. Girisim sartlari, uygulanan manyetik alanin yami sira hapsolma

potansiyelinin dikliginin ve kap1 voltajinin bir fonksiyonu olarak incelenecektir.

Ikinci kisminda ise, son zamanlarda hem teorik hem deneysel calismalarda
olduk¢a ilgi ceken doldurma faktérii v=5/2 durumunda spin damlaciklarinin
olusumu niimerik ¢ok elektron metotlar1 kullanilarak incelenecektir (Résdnen vd.,
2008). Iki boyutlu elektron gazinda doldurma faktérii v =35/2 durumu, genellikle
Pfaffian dalga fonksiyonu ile ciftlenmis elektronlarin bir taban durumuna
yogunlagmasi olarak yorumlanmistir (Moore ve Read, 1992). Bu durumu ag¢iklamak
icin alternatif model olarak, kompozit fermiyon teorisi kullanilmaktadir (Jain, 2007).
Doldurma faktorii v=5/2 durumunun uyarilmalarim1 aciklayabilen non-Abelian
orgii istatistigi, yliksek hata toleransl topolojik kuantum hesaplamalar icin olas1 bir
adaydir (Das Sarma vd., 2008). Bununla birlikte, deneylerde v =5/2 durumunun
oldukga kirillgan oldugu gozlenmistir. Yani bu durum safsizliklarin varliginda ve dar

kuantum nokta kontaklarda yok olmaktadir (Miller vd., 2007).



2. KAYNAK OZETLERI
2.1. Hall Olay1

2.1.1. Klasik Hall olay1

Icerisinden I akimi gegen ince iletken bir serit, iletken diizlemine dik, diizgiin
manyetik alan igerisine yerlestirildiginde hem akima hem de manyetik alana dik
dogrultuda bir gerilim farkinin olustugu gozlenmistir. 1879 yilinda Edwin Hall
tarafindan gozlemlenen bu olaya Hall olay1 adi1 verilmistir (Hall, 1879). Hall olay,
metallerin ve yariiletkenlerin elektronik Ozelliklerini anlamaya, yiik tasiyicilarinin
isaretlerini ve yogunlugunu belirlemeye olanak saglamaktadir. Bu yolla katihal
elektroniginde, yeni gelistirilmis elektronik malzemelerin yiik tasiyicilarinin
isaretleri belirlenebilmektedir. Hall olay1, bir iletkendeki yiik tasiyicilarinin ortalama

hizlarin1 hesaplamak icin de kullanilabilir.

zZ
I v
X Ilamyretik

R = Neggtif;ﬁ.?ktasl}.ﬂc.ﬂan
=— iizenndeki manyetik kinevet

Fe = Elektriksel kumrvet

I Elekink alarurn
wimi

Sekil 2.1. Hall olayinin sematik gosterimi

Hall olayin1 gozledigi diizenek Sekil 2.1°de gosterilmistir. Bu olay, B manyetik

alan icerisinde Vv _ siiriiklenme hiziyla hareket eden yiiklii pargaciklar igin

Fy,=qv, X B olarak ifade edilen Lorentz kuvveti yardimiyla agiklanabilir. Tastyici

yiikler elektronlar ise; manyetik alanin yoklugunda x dogrultusu boyunca yol
almakta iken yiiklerin hareket dogrultusuna dik bir manyetik alan uygulandiginda,
Lorentz kuvvetinin etkisiyle izledikleri yollar sapma gosterecek ve iletkenin bir

kenarina birikecektir. Diger kenarda da aym sayida pozitif yiikler birakmig olacaktir.



Boyle bir yiikk dagilimi, iletken igcinde Hall elektrik alan1 denilen enine bir elektrik
alan olusturur ve bu alan manyetik kuvvete zit bir elektrostatik kuvvet meydana

getirir.

(2.1)

Burada, e elektron yiikii, W iletkenin genisligi ve V, ise iki kenar arasinda olusan

gerilim farkini yani Hall gerilimini ifade eder.

Yiiklerin kenarlarda birikmesi elektrostatik denge kosulu saglanincaya kadar
devam eder. Bu denge kosuluna ulasildiginda, elektronlar sapma gostermez. Artik,

elektrostatik kuvvet ile manyetik kuvvet birbirine esittir.

ev,

=ev B (2.2)

Malzeme boyunca akan akim,
I = Nev A (2.3)

olarak tanimlanir. Burada, N birim hacim basina elektron yogunlugu, A ise iletkenin
kesit alanidir. d malzemenin kalinligi olmak iizere A =Wd olarak ifade edilir. Hiz
icin (2.3) denkleminin yeniden diizenlenmesiyle ve (2.2) denklemi icerisinde yerine

konulmasiyla Hall gerilimi, akim ve manyetik alan arasinda bir iligki elde edilecektir.

_IB
Ned

2.4)

H

Boylamsal dogrultuda tasinim (yani uygulanan akim dogrultusunda) manyetik

alandan etkilenmez ve bdylece boylamsal direng, R,, , Ohm yasas1 bagintisina gore,

R, =Yu 2.5)

XX I

olarak verilir. V,, , boylamsal dogrultuda 6rnek boyunca olusan gerilim diismesidir.

Sistem dengeye ulastiginda akimin akmadigi enlemsel dogrultuda Hall direnci,

R, , denilen benzer bir diren¢ bagintis1 tanimlanir:



R =Yu 2.6)

T
ve (2.6) bagintisina gore yeniden diizenlendiginde

B
R, =
" Ned

2.7)

elde edilir. Sekil (2.2) manyetik alanla Hall direncinin degisimini gostermektedir.

Genellikle Hall direnci ve Hall gerilimi sirasiyla R,, ve V,, olarak ifade edilir.

XY

B
Sekil 2.2. Manyetik alana karst Hall direncinin degisimi (Hall, 1879)

Yiik tasiyicilart pozitif ise, pozitif yiiklerin sol kenarda birikmesine ve diger
kenarda ise negatif yiik fazlaligina neden olur. Bu nedenle bu malzemede olusan Hall
geriliminin isareti, elektronlarin sapmasindan kaynaklanan gerilimin isaretinin tam

tersidir. Buna dayanarak yiik tasiyicilarinin isareti belirlenir.
2.1.2. Kuantum Hall olay1
2.1.2.1. Tam sayili kuantum Hall olayt

Klasik Hall olayinin bulunusundan yaklasik yiiz yi1l sonra 1980 yilinda diisiik
sicaklik ve yiiksek manyetik alan altinda Si-MOSFET’deki iki boyutlu elektron
sisteminin elektriksel tasimm Ozelliklerinin Ol¢timleri gerceklestirilmistir. Bu
sartlarda yapilan deneyden elde edilen sonuca gore; manyetik alana karsilik Hall
direnci klasik Hall olayinda oldugu gibi lineer bir davranis gostermemis, belli

manyetik alan degerlerinde basamaklarin olustugu gézlenmistir. Bu basamaklarin



Ry =— 2.8)

seklinde kuantize oldugu tespit edilmistir. Burada, & Planck sabiti, e elektron yiikii,
v pozitif bir tamsay1 olmak iizere dolu olan enerji seviyelerinin sayisim belirtir. Hall
basamaklarinin olustugu genis manyetik alan degerlerinde boylamsal direng ise sifira
gitmistir (Sekil 2.3). Klaus von Klitzing tarafindan gézlemlenen bu olaya tam sayili
kuantum Hall olay1 (Integer Quantum Hall Effect, IQHE) adi verilmis ve bu
calismasindan dolay1 1985 yilinda Nobel Fizik Odiilii ile onurlandirilmistir.
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Sekil 2.3. Tam sayili kuantum Hall olayinin gosterimi (Klitzing vd., 1980)

v = li¢in kuantize direng degeri,
Ry o = eiz =25812,807 Q (2.9)

seklindedir ve bu deger von Klitzing sabiti olarak ifade edilmekte ve 1990 yilindan
itibaren temel diren¢ birimi olarak kullanilmaktadir (Klitzing vd., 1980; Klitzing,
1986).



2.1.2.2. Kesirli kuantum Hall olayt

Iki boyutlu elektron sistemi, 1982 yilinda D. Tsui ve H. Stormer tarafindan tam
sayili kuantum Hall olayma gore daha yiiksek manyetik alanlarda, daha diisiik
sicakliklarda ve oldukg¢a yiiksek mobiliteli orneklerde incelenmis, Hall direncinin
Denklem 2.8’deki gibi kuantize olup tam sayili kuantum Hall olayinda goriilen
benzer, ancak bazi kesirli sayilarda Hall basamaklarinin olustugu ve boylamsal
direncin sifira gittigi gézlemlenmistir (Sekil 2.4) (Tsui vd., 1982). Tsui, Stormer ve
Laughlin’e 1998 yilinda Nobel Fizik Odiiliinii kazandiran bu olgu, doldurma faktorii
v kesirli bir say1 oldugundan kesirli kuantum Hall olay1 (Fractional Quantum Hall
Effect, FQHE) olarak adlandirilir. Birgok kesirli kuantum Hall durumu igin,
v=n/m ifadesinde n ve m tamsayr olmak iizere m degeri genellikle tek sayidir.

(v=1/3,2/5,3/7,... durumlar1) Ancak paydas: ¢ift olan kesirli kuantum Hall

durumlar1 da mevcuttur (v =5/2, 7/2,... durumlari1) (Willett vd., 1987).

B(T)

Sekil 2.4. Kesirli kuantum Hall olayinin gosterimi (Tsui vd., 1982)



Tam sayili kuantum Hall olay ile kesirli kuantum Hall olay1 birbirine oldukga
benzer goriinmesine ragmen, her iki durumun altinda yatan fizik oldukga farklidir.
Tam sayili kuantum Hall olayi, etkilesmeyen tek-parcacik resmiyle kismen
aciklanirken, elektron-elektron etkilesmeleri kesirli kuantum Hall olayinin

anlasilmasinda 6nemli rol oynar.

Baz1 kesirli kuantum Hall durumlarinin varligimi ( v=1/m durumu icin

m=3,5,7,...olmak iizere) aciklamak i¢in 1983 yilinda R. Laughlin elektron-elektron

etkilegmelerini iceren taban durumu ¢ok pargacik dalga fonksiyonunu

1
Vi =11 —Zﬂ’”exp[—WZIZklzj 2.10)
B k

i<j
olarak ifade etmistir. Burada; z, =x; +iy, olmak iizere iki boyutlu diizlemdeki

elektronlarin kompleks koordinatini, /, ise manyetik uzunlugu (I, =+/fic/eB )
belirtir. Ust kuvvet katsayis1 m , herhangi iki elektronun konumunun yer degistirmesi
sonucunda antisimetrik olmasini saglamasi i¢in tek tamsayi olmalidir. Doldurma

faktorii v =1/m durumunda, parcaciklar e/m biiyiikliiglinde kesirli bir yilike sahiptir

(Laughin, 1983).
2.2. iki Boyutlu Elektron Sistemi
2.2.1. GaAs/AlGaAs heteroyapida iki boyutlu elektron sistemi

Farkli enerji bant yapilarina sahip iki yariletkenin bir araya getirilip iist iiste
biiyiitiilmesi ile olusan yapiya heteroyapi adi verilir. Heteroyapilar cogunlukla
epitaksi kristal biiyiitme teknikleri ile iretilirler. Tipik bir aygit GaAs/AlGaAs

heteroyapisidir.

GaAs ve AlGa;4As katmanlarindan olusan bir heteroyapinin arakesitinin
sematik gosterimi Sekil 2.5.a’da verilmistir. AlyGa;4As katmam iletkenlik bandina
elektron saglayan ince bir silisyum tabaka ile katkilanmigtir. Sekil 2.5.b katkilamanin
olmadigr durumda heteroyapinin enerji seviyelerini gostermektedir. Burada, E.

iletkenlik bandimi, E, valans bandim ve E, ise Fermi enerjisini ifade eder.

Katkilama sonucu olusan enerji seviyeleri ise Sekil 2.5.c’de goriilmektedir. Iki farkli



yariiletkenin diizlemsel ara yiizeyinde olusan potansiyel kuyusu elektronlar1 oldukca
ince bir tabakaya hapseder. Sicaklik oldukga diisiik oldugunda elektronlarin arayiize
paralel diizlemdeki hareketi kisitlanir ve boylece sistem sanki iki boyutlu olur.
Boylece AlGaAs ve GaAs heteroyapinin ara yiizeyinde iki boyutlu elektron sistemi

(2BES) olusturulmustur. Buradaki elektronlar xy diizleminde serbestce hareket
edebilir.

a)
AlGa,As GaAs
Buduping/ A 2BES
D) £ I
Ff — — — — — - L —
E, :

Sekil 2.5. GaAs/AlGaAs heteroyapist ve enerji diizeyleri a) GaAs/AlGaAs
heteroyapisinin sematik gosterimi b) Donorsuz heteroyapinin enerji
diizeyleri c) Donorlu heteroyapinin enerji diizeyleri
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Kuantum kuyunun enerji seviyeleri arayiize paralel diizlemdeki hareketine gore

kuantizedir. Dolayisiyla toplam enerji su sekildedir:

nk: Rk?
—t

2m 2m

ek, k,)=¢€ + i=0,1,2,.... @2.11)

*

Burada; &, arayiize paralel dogrultudaki kuantize Ozenerjileri belirtir. k, ve k, x

ve y dogrultusunda momentum bilesenleridir. m"~ ise GaAs’1n iletkenlik bandindaki

etkin elektron kiitlesidir (Ezawa, 2008).
2.2.2. Dik manyetik alan altinda iki boyutlu elektron sistemi: Landau seviyeleri

Diizleme dik ve diizgiin bir manyetik alan altinda bulunan iki boyutlu elektron

sisteminde hareket eden elektronlarin enerji seviyeleri kuantize degerler alir. A

vektor potansiyeli olmak iizere B =VxA dis manyetik alanda, elektron-elektron
etkilesmelerinin ihmal edildigi durumda, m kiitleli, —e yiiklii spinsiz tek bir

elektronun Hamiltoniyen islemcisi su sekildedir:
2
H=—(f9+—Aj (2.12)

Burada, p kanonik momentum operatoriidiir. A= B(—y i +x])/2 simetrik ayarinda

H islemcisi

H=

—_— 2 — —
vy ¢ Bl+lmer iy (2.13)
2m 2mc 8

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin x*+y* =r? ile orantih son teriminden dolay1

silindirik koordinatlar ele alindiginda hareketin zamandan bagimsiz Schrodinger

denklemi
> 19 193> 9 mwd (mo) , 2mE
—_—t -ttt ——— = — =— 2.14
o ror 100" 9 | h a0 (Zhjr Vo B
olarak verilir ve
1 ij@ ikz
l//(r,@,z):ﬁe e“u(r) (2.15)
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-1/2

ozfonksiyonlarina sahiptir. Burada (27) '~ exp(ij@) , acisal momentumun bire

boylandirilmis 6zfonksiyonlart olup, tek degerli olabilmeleri igin
j=0,F¥1LF2,.... (2.16)

olmalidir. Buna gore enerji 6zdegeri

S -
E, ,=h nr+l+—|]| L L (2.17)
& 2 2 2m

ve 6zfonksiyonlari

on 2 20 ) 12 | . ¥ —rz/z[ﬁj . o
Y, «(1,6,2) Z(j — r|— | e”e™e me L‘,f‘ (rz j (2.18)
- mo) |+ Y2z Vo '\ 2n

seklinde bulunmus olur. Enerji 6zdegeri ifadesindeki ilk terim, manyetik alana dik

diizlemdeki siklotron hareketinin katkist olup #°k*/2m terimi ise z yoniindeki
hareketin enerji Ozdegerlerine katkisidir. Sistemin z yoniindeki hareketi dikkate
alinmadiginda elde edilen enerji 6zdegerleri, Landau seviyeleri olarak adlandirilir.

Kuantize Landau seviyeleri n, =0,1,2,... olmak iizere,

E 4:hwc(n,+L+|j|;jj
’ 2 2

(2.19)

n. +

r

Jj 20 icin
=hw

n,+—+1jl Jj <0 icin

1
2
‘ 1
2
enerji spektrumuna sahiptir ve sonsuz tane j =0 degerlerinin hepsi, verilen bir n,
icin aym enerjiye karsilik geldiginden sonsuz kere dejeneredir. Burada; j acisal
momentum kuantum sayisidir. Landau seviyeleri arasindaki enerji farki ise,

@, = eB/mc siklotron frekansi olmak iizere 7@, ’dir.

Landau seviyeleri ile bir boyutlu harmonik osilatoriin enerji seviyeleri birbirine
oldukc¢a benzer. Aralarindaki en 6nemli fark, bir boyutlu harmonik salinicinin enerji
seviyeleri dejenere degilken, Landau seviyelerinin dejenere olmasidir. Eger kuantum

sayisi
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n=n +|J|—_J=0,1,2,... (2.20)

seklinde yazilirsa (2.19) ifadesi asagidaki gibi olur ve harmonik osilator enerji

spektrumuna benzer oldugu goriiliir.

E, = ha)c(n + %) 2.21)
n, == (2.22)

N, =nA=—L=2 (2.23)

seklindedir. Burada; ¢ iki boyutlu elektron sisteminin alam1 boyunca toplam

manyetik aki ve @, = h/e ise manyetik aki kuantasidir.

Sonlu dejenerelik durumunda 6nemli bir parametre,

py=l=t, (2.24)

n, eB
elektron yogunlugunun aki yogunluguna orani olarak tamimlanan v doldurma
faktoriidiir. Doldurma faktorii, sistem taban durumunda iken Fermi seviyesinin

altinda tiim isgal edilen Landau seviyelerinin sayisini verir (Dereli ve Vercin, 2009).
2.2.3. Kenar durumu resmi

Halperin kuantum Hall olayinin tasinim 6zelliklerini aciklamak icin ilk kez akim
tasiyan kenar durumlarinin varlifindan soz etmistir. Bu modele gore, diizgiin
manyetik alan icerisinde bulunan elektronlar malzemenin kenarlar1 boyunca klasik
olarak helis biciminde bir yol izlemekte ve akim malzemenin kenarlarindan bir
boyutlu kanallar boyunca akmaktadir. Malzemenin kenarlarindaki elektronlar duvara
carparak sacildigindan dolay1 tam daire hareketlerini tamamlayamaz. Bu yiizden

malzemenin kenarlarinda ilerleyen elektronlar bir elektrik akimi tasirlar. Elektronlar
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iki zit kenarda farkli dogrultuda hareket ederler. Ust kenarda elektronlar sola dogru

ilerlerken, alt kenarda ise saga dogru ilerlemektedir (Sekil 2.6) (Halperin, 1982).

Sekil 2.6. Malzeme boyunca akim tasiyan kenarlardan sacilan elektron yoriingeleri

Kenar durumlart gergek orneklerde malzemenin kenarlarinin varligindan
dolayr meydana gelir. Kenarlar boyunca yogunluk sifira gider. Sonug¢ olarak,
potansiyel kenarlar boyunca yiikselir ve Landau seviyeleri yukariya dogru biikiilerek
Fermi seviyesi ile kesigir. Bulk kistmda Fermi seviyesinin altindaki Landau
seviyeleri tamamen isgal edildiginden yerellesmis durumlar mevcuttur ve dolayisiyla

akim kenar durumlarindan akar (Sekil 2.7) (Halperin, 1982).

€ A

Sekil 2.7. Sonlu boyutta ideal iki boyutlu elektron sisteminin enerji spektrumu
(Halperin, 1982)
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Bir Hall ¢ubugunun kenarlar1 boyunca olusan bir boyutlu kenar kanallarinin

sematik gosterimi Sekil (2.8)’de verilmistir.

Sekil 2.8. Kenar kanallarinin sematik gosterimi
2.2.4. Perdeleme teorisi: Sikistirilabilir ve sikistirillamaz seritler

Kenar durumu resmi, ornek kenarlarindaki akim kanallarin1 agiklayabilmekte
ancak sikistirilabilir ve sikistirillamaz seritlerin varligina sebep olan iki boyutlu
elektron sisteminin elektrostatik perdeleme etkisini aciklayamaz. Bu etki Beenakker
(Beenakker, 1990) ve Chang (Chang, 1990) tarafindan nitel tanimlamasi yapilmistir.

Ancak bu tanimlama seritlerin yerleri ve kalinliklar1 hakkinda higbir bilgi vermez.

Kenar kanallarinin elektrostatigi D. B. Chklovskii, B. I. Shklovskii ve L. L
Glazman (CSG) tarafindan incelenmis ve analitik olarak coziilmiistiir (Chklovskii
vd., 1992). CSG modelinde; GaAs/Al,Ga; xAs heteroyapisindaki iki boyutlu elektron
sisteminin sinirlar, 6rnegin iizerindeki kapr elektroda negatif gerilim uygulanarak
yaratilir. Sistemin y dogrultusu degismez oldugundan kapinin iki boyutlu elektron
sistemi diizlemine olan uzakligi ve diizlem tabakanin kalinligir ihmal edilmektedir.
Boylece pozitif arka alan, kap1 ve iki boyutlu elektron sistemi ayn1 (z = 0) diizlemde
yer almakta ve problem etkin olarak iki boyutlu hale gelmektedir. z <0 yari-diizlemi

dielektrik sabiti € >> 1 olan yariiletken ile isgal edilmistir (Sekil 2.9).



15

Sekil 2.9. CSG teorisinde kullanilan heteroyapinin temsili goriintiisii (Chlovskii vd.,

1992)

Problem verilen sinir sartlar1 altinda Poisson denkleminin analitik ¢oziimiinden
baska bir sey degildir. Sifir manyetik alanda, kiilce kisma dogru kenarlardaki
elektron yogunlugu su sekildedir:

n=n_,|— (2.25)

Burada, 2/ tiikenme seridinin uzunlugu, n, ise kiilce (bulk) bolgesindeki elektron

yogunlugudur. x </ i¢in yogunluk sifirdir ve bulk bolgesine dogru diizgiince artar.

Iki boyutlu elektron sistemi diizlemine dik manyetik alan uygulandiginda durum
olduk¢a farklidir (Sekil 2.10): Seklin sol tarafinda tek elektron, sag tarafinda ise
kendinden tutarli elektrostatik resim gosterilmistir. Tek elektron resminde Fermi
enerjisi bir Landau enerjisi ile kesistigi zaman elektron yogunlugu basamak seklinde
bir artig gosterir ve genis bir uzunluk skalas1 boyunca sabit kalir. Halbuki; elektron

yogunluk dagilimi, sifir manyetik alan durumundan ¢ok farkli degildir.

Manyetik alanin etkisi, elektronlarin Landau seviyelerine yerlesmesiyle birlikte,
girilebilir durumlarin varligina bagli olarak iki boyutlu elektron sisteminin perdeleme
ozellikleri ortaya ¢ikar. Yerel doldurma faktoriiniin yani Fermi enerjisi altindaki
Landau seviyesinin tam sayil1 degerlerinde girilebilir durum olmadigindan perdeleme
olmaz, fakat tam sayili olmayan degerlerinde perdeleme miikemmeldir. Tam sayili

yerel doldurma faktorlii bolgede girilebilir durumlarin olmamasi nedeniyle,
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sikistiritlamaz  seritler olarak adlandirilan yalitkan seritler olusur dolayisiyla

sikistirilamaz seritlerde elektron yogunlugu sabittir. Girilebilir durumlarin oldugu

Fermi seviyesine sikistirillabilir adi verilmekte ve bu bdlgelerde tuzaklama

potansiyeli perdelenmekte dolayisiyla sikistirilabilir seritler icerisinde elektrostatik

potansiyel sabit kalmaktadir.

Kendinden tutarli elektrostatik teoriden k. sikistirilamaz seridin konumu su

sekilde bulunur:

k. sikistirllamaz seridin genisligi ise

{ 8egho.
a, =

1/2
X=X, J

medn/ dx

(2.26)

(2.27)

seklindedir. CSG teorisi sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritler hakkinda ¢cok 6nemli

bilgiler vermesine ragmen, iki onemli 6zelligi ag¢iklamamasi teorinin eksikligidir.

Analitik ¢6ziim sifir sicaklik ¢oziimiidiir ve elektrokimyasal denge saglanmaz.



n(x)
c)

2,
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Sekil 2.10.

i

Kendinden tutarli elektrostatik resme karsilik kenar durumu resmi.
(a)-(c) Tek parcacik resmi. a) Kenar yakinlarindaki iki boyutlu elektron
sisteminin iistten goriiniisii. Oklar iki kenar kanalindaki elektron akig
dogrultusunu temsil eder. b) Tuzaklama potansiyelinden dolay1 kenar
yakinlarinda Landau seviyelerinin biikiilmesi. Daireler Landau
seviyelerinin yerel doldurulmalarimi ifade eder. o bos; ® dolu c¢) Sinira
uzakligin bir fonksiyonu olarak elektron yogunlugu (d)-(f) Kendinden
tutarli elektrostatik resim. d) Kenar yakininda iki boyutlu elektron
sistemin iistten goriiniimii. Golgeli seritler tam say1 olmayan doldurma
faktorii ile verilen bolgeleri (sikistirilabilir seritler), gblgesiz seritler ise
tam sayili doldurma faktorii bolgelerini (sikistirilamaz seritler) temsil
eder. Oklar elektronun akisg dogrultusunu gosterir. e) Kenar yakinlarinda
Landau seviyelerinin ve elektrostatik potansiyelin biikiilmesi. Landau
seviyelerinin yerel doldurulmalarin1 ifade eder. o bos; e dolu
f) Titkenme bolgesinin ortasina uzakligin bir fonksiyonu olarak elektron
yogunlugu (Chklovskii, 1992)
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2.3. Kesirli istatistik

Biitiin i¢, 0zgiin ozellikleri (kiitle, ylik, spin gibi) ayni, fiziksel ozellikleri ile
birbirinden fark edilemeyen parcaciklara oOzdes parcaciklar denilir. Ozdes
parcaciklardan olugmus, en genel anlamda, sistemin fiziksel 6zelliklerinde higbir
degisiklige yol agmadan birbirlerinin yerine gecgebilen parcaciklardan olusmusg
sistemlere 6zdes pargacik sistemleri denilir. Ozdes pargacik kavrami veya daha dogru
bir ifade ile 6zdes parcaciklarin ayirt edilemezligi, kuantum mekaniksel bir kavram

olup klasik mekaniksel bir karsilig1 yoktur (Dereli ve Vergin, 2009).
Istatistik, iki pargacigin yer degistirmesiyle ilgili bir 6zelliktir. U¢ boyutlu uzayda
iki 6zdes pargacik yer degistirirse, dalga fonksiyonu ‘I—’(I_”I .1 )’ye €' faz faktorii

gelir, ciinkii dalga fonksiyonunun kendisi gozlenebilir bir nicelik degildir.

¥(7,7)=e"P(F,7,) (2.28)

2271 1272

Burada ¢, istatistik parametre ve a7, yer degistirme fazidir.

Yer degistirme iki kez yapilirsa, konfigiirasyon baslangic durumuna déner ve faz

2iar

faktorii e =1 olur. Bu durumda; bozonlar icin +1 ve fermiyonlar icin -1 olmak

lizere faz faktorii e’ =F1 dir. Sonug olarak, ii¢ boyutlu uzayda sadece iki tip
0zdes pargacik sistemi vardir: bozonlar ve fermiyonlar. Bunlar spinleri (bozonlar i¢in
s =0, 1, 2, ... ve fermiyonlar i¢in s = 1/2, 3/2, ...), yer degistirme istatistigi (iki
0zdes parcacik yer degistirdiginde, fermiyonlarin dalga fonksiyonu isaret degistirir,
fakat bozonlarin dalga fonksiyonu isaret degistirmez) ve Pauli Disarlama Ilkesi
(Pauli, 1940) (¢ok sayida bozon tek bir kuantum durumuna yerlesebilir, fakat tek bir
kuantum durumuna bir fermiyondan daha fazlas1 yerlesemez.) ile ayirt edilebilir

(Ezawa, 2008).

Buna gore, N tane 6zdes parcacikli bir sistemin enerji 6zfonksiyonlari, herhangi
iki parcacigin yer degistirmesi sonucunda ya simetrik ya da antisimetrik olmak
zorundadir; bunun disinda enerji 6zfonksiyonlar1 olamaz. Herhangi iki parcacigin yer
degistirmesi sonucunda isaret degistirmeyen dalga fonksiyonlarina simetrik dalga
fonksiyonu, isaret degistiren dalga fonksiyonlarina ise antisimetrik dalga

fonksiyonlar1 denir.
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Sistemin dalga fonksiyonunun simetrik veya antisimetrik olmasi sistemi
olusturan 6zdes parcaciklarin tiiriine baghdir. Simetrik dalga fonksiyonu ile belirtilen
ve bozon olarak adlandirilan pargaciklar Bose-Einstein istatistigine uymakta;
antisimetrik dalga fonksiyonu ile belirtilen ve fermiyon olarak ifade edilen

parcaciklar ise Fermi-Dirac istatistigine uymaktadir.

Bozonlar: PY¥(12,....iscs joous N)=P(L2,.... jod,..s N) (2.29)

Fermiyonlar: P.,‘P(l,2,..., Lyerey Jopeues N)= —‘P(I,Z,..., Joirw N)  (2.30)

)

Burada P, parite operatoriidiir.

Spin, pargacigin i¢ agisal momentumudur. Burada, §; ii¢ spin operatdriidiir;

clinkii ii¢ bagimsiz donme s6z konusudur. Bunlar non-Abelian cebiri saglarlar ve 7/2
biriminde spin kuantizasyonunu verirler:

ls,,s,|=ine,

ijk

S.:  ijk=xyzicin 2.31)

Fermiyon alan operatorii ‘P(r,fc) olmak iizere,

W, y)¥(r, %)= -, %), y) (2.32)

antikomiitasyon bagintisi, ‘P(t,?c)‘P(t,fc):O Pauli disarlama ilkesini verir (Ezawa,

2008).

Yukanidaki argiimanin yeterince genel oldugu diisiiniilse de, iki boyutlu uzaydaki
pargaciklar igin uygulanabilir degildir. Bu Sekil 2.11°de gosterilmektedir. iki boyutlu
uzayda yer degistirme bir diizleme kisitlanmistir. [lmegi biizmek ve kiiciiltmek
parcaciklardan birinin pozisyonu ile kesismeden miimkiin degildir. Fermiyonlar,
Pauli disarlama ilkesine gore birbirleri ile kesisemezler. Goz Oniine alinan
parcaciklarin disarlama ilkesini saglamasi icin iist iiste gelmelerinin engellenmeleri

gerekir.

‘P(fl , 772) dalga fonksiyonunun tek degerli olmaya ihtiyaci yoktur, ve bu nedenle

i

e'“” =¥1 olmasi gerekli degildir. Bir n parametresi ile, iki boyutlu uzayda birbirinin
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tizerinden ge¢meden, bir noktanin diger noktanin etrafinda kag¢ kez daire ¢izeceginin

topolojik sayisini tanimlarsak,
lIl(n)(’j:l”jz):(eisz )’llp(?],Fz) (233)

olur. Burada & parametresi, 6zdes parcaciklara has keyfi gercel bir sayidir. Kesirli
spin, iki boyutlu uzayda miimkiindiir.; ciinkii burada sadece bir dénme yolu
miimkiindiir. Spin operatorii S’ dir. S’ nin 6zdegeri, donme grubu Abelian oldugu
icin keyfidir. Bu durum pargaciklarin iki boyutlu uzayda kesirli spin ve istatistige
sahip olabileceginin mantiksal bir nedenidir. Boylece, iki boyutlu uzaydaki 6zdes
parcacik sistemlerinde, kesirli spin ve istatistige sahip, Wilczek tarafindan anyon

olarak adlandirilan egzotik parcaciklara izin verilir (Wilczek, 1982). s :%0{

bagintisinin (s7% ) spini ve (& ) arasindaki iliskisi, anyon istatistiginde gosterilmistir.

Kesirli istatistik iki boyutlu uzaya has topolojik bir 6zelliktir.

Denklem 2.32’deki antikomiitasyon bagintisina gore, anyon komiitasyon

bagintisi
P, )¥(r, %)= (2, 3P, 7) (2.34)

olarak genellestirilmektedir (Ezawa, 2008).
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> e

b)

Sekil 2.11. Iki parcacigin yer degistirmesi a) A ve B parcaciklar, 7 goreli
koordinatin siirekli olarak m acgis1 kadar donmesiyle yer degistirir.
b) Yer degistirme iki kez yapmada net olay, bir parcacigi
(B konumundaki) siirekli olarak baslangi¢ konumuna géndermek ve bir
ilmek ¢izerek ayni konumuna getirmek i¢in hareket ettirmektir. Tlmek,
A noktasim bir kez cevreler. ¢) Illmek, iic boyutlu uzayda A noktasim
caprazlamadan siirekli olarak bir noktaya geri dondiiriilebilir; fakat iki

boyutlu uzayda A noktasini caprazlamadan bu yapilamaz (Jain, 2007)
Bir anyon, aki tasiyan parcacik (bozon ya da fermiyon) olarak temsil edilebilir;
burada aki manyetik aki degil, Chern-Simons akisidir ve Chern-Simons ayar teorisi
ile tasvir edilir. Bunlara kompozit parcacik (kompozit bozonlar ya da fermiyonlar)
denilir. Kompozit parcacik, bir anyonun tamamen matematiksel olarak karsilig1 olan
objedir, fiziksel olarak onu olusturmak miimkiin degildir. Kuantum mekaniksel
olarak anyonlari, “istatistik etkilesme” yapan parcaciklar gibi formiile etmek kolaydir
(Wu, 1984; Wu, 1994). Anyonlarin alan teorisi, kompozit parcacik (bozon ya da

fermiyon) alam1 ve Chern-Simons alani kullanilarak olusturulur (Sekil 2.12).
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(a) (b)
CS akisi CS akisi
anyon kompozit kompozit anyon
pargacik parcacik

manyetik aki

elektron # m - i kﬂmpﬂzit
" parcacik

Sekil 2.12. Anyon ve kompozit fermiyon tasviri a) Bir anyon, aki tasiyan bir bozon
veya fermiyon olarak alinmaktadir. b) Alternatif olarak, bir anyona bir
Chern-Simons (CS) akis1 tutturuldugunda bir kompozit pargacik
olusturulur. ¢) Kompozit parcacik, Chern-Simons akis1 manyetik alan
tarafindan ortadan kaldirilldig1 zaman fiziksel bir gerceklik kazanir (Jain,
2007)

2.4. Kompozit Fermiyon Teorisi

Kompozit fermiyon teorisi, kuantum Hall sistemlerinde bazi kesirli doldurma
faktorlerinde kesirli kuantum Hall olayini aciklamakta kullanilir. 1989 yilinda J. Jain
elektronlarin kesirli kuantum Hall olaymin kompozit fermiyon olarak adlandirilan
yeni tiir pargaciklarin tam sayili kuantum Hall olaymdan baska bir sey olmadigini
ifade etmistir (Jain, 1989). Bu yaklagima neden olan 6nemli gozlem, kesirli kuantum
Hall olayr olgusunun tam sayili kuantum Hall olayr olgusuna olduk¢a benzer
olmasidir. Her iki olguda da boylamsal direncin sifira gitmesiyle Hall direncinde

platolar olugmaktadir.

Kompozit fermiyon teorisine gore; birbiriyle oldukca giiclii etkilesen elektronlar,
zayif etkilesen kompozit fermiyonlara doniistiiriilir. Kompozit fermiyon, cok
parcacik dalga fonksiyonun 2p kadar cift sayida kuantum mekaniksel vorteks
tagiyan elektronun bagli durumu olarak tamimlanir ve sematik olarak Sekil 2.13’de

gosterilmistir. Burada, p tamsayidir. Vorteks sayisi ¢ift tam say1r oldugundan
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fermiyonik ©zellige sahiptir ve bu durumda kompozit fermiyon sistemdeki diger
parcaciklarin varhigina ihtiyag duyan yeni bir ¢ok parcacik objesi olarak ifade
edilebilir. Sonug¢ olarak kompozit fermiyonlar asagida belirtilen indirgenmis etkin

manyetik alan1 goriir.

B*=B-2ppd, (2.35)

Burada; p iki boyutta elektronlarin yogunlugu, @, =hc/e ise manyetik aki

kuantasidir.

¢ I~ 8

Sekil 2.13. Kompozit fermiyon olusumunun tasviri. Elektron (nokta) cift sayida
vorteks (iki ok) yakalayarak kompozit fermiyona doniisiir. Kompozit
fermiyon oklarla tutturulmus nokta olarak tasvir edilmistir (Jain, 2007)

Kompozit fermiyonlarin hissettigi manyetik alan elektronlara gore daha diisiik bir
degere sahip olurken, elektronlarin doldurma faktoriinden daha bilyiik v* = pg, /|B >“|
doldurma faktoriine sahiptir. Elektron doldurma faktoriinii kullanilarak, v = pg, /|B|,

v ve v* arasinda su sekilde bir bagint1 elde edilir:

p*

V=—-—7-— 2.36
2pv*t] ( )

Denklem 2.36’daki eksi isareti, etkin manyetik alanin zit manyetik alana yoneldigi

durumu belirtir. Ornegin; her bir elektrona iki aki kuantasi tutturulursa (p=1) ve
bir tane kompozit fermiyon Landau seviyesini doldurursa (v*=1) elektronlarin
v =1/3 doldurma faktorii elde edilir.

Kompozit fermiyon teorisine gore; v doldurma faktoriinde ¥, cok parcacik

dalga fonksiyonu ile tanimlanan oldukca siddetli etkilesen elektron sistemi, v*
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doldurma faktoriinde @ . dalga fonksiyonu ile tammlanan zayif etkilesen kompozit

fermiyon sistemine eslestirilebilinir.

2
v, :PLLLH(Zj_Zk) pq)v* (2.37)

j<k
Burada; P,,, en disiik Landau seviyesine izdiisiim operatoriidiir. H(Z i)Y
Jj<k
carpani, Jastrow faktorii olarak adlandilir ve & .’de her bir elektron icin 2p

kuantize vorteks yakalar.

Vorteksler, topololojik olarak manyetik aki kuantasina esittir. Bir aki kuantasi
veya bir vorteks etrafinda kapali ilmek boyunca ilerleyen bir elektron ayni
Aharonov-Bohm fazinmi elde eder. Bu nedenle, kompozit fermiyonlar 2p aki kuantali
bir elektronun bagli durumu olarak disiiniilebilir. Diger bir deyisle, p
yogunlugundaki elektronlar daha kiiciik etkin alana (Denklem 2.35) neden olan
manyetik alandan 2p aki kuantasi sogurur. Bu durum, sematik olarak Sekil 2.14’de

gosterilmistir.



25

(a)

L e
e —
o —

]
[ —

(b)

Sekil 2.14. Kompozit fermiyon tarafindan hissedilen indirgenmis manyetik alan
ifadesinin sematik gosterimi. a) ¢, siddetinde yirmi tane aki kuantasina

(oklar) karsilik gelen manyetik alanda yedi tane etkilesen elektron
(noktalar) iceren birim alam gostermektedir. b) Alt1 tane aki kuantasina
karsilik gelen etkin manyetik alanda yedi tane olduk¢a zayif etkilesen
kompozit fermiyon sistemi olusturularak elektronlarin her birinin iki
tane aki kuantasi yakaladigi kompozit fermiyonlara doniistiiriilmiistiir
(Jain, 2007)
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Kompozit fermiyonlarin olusumunda her bir elektrona bagli vorteks sayis1 farkli

olabilir ve kompozit fermiyonlarin birkac tiirii Sekil 2.15°de gosterilmistir. 2p’li

kompozit fermiyon tiirii >’ CF olarak ifade edilir.

(a) (b) (c)

*CF ‘CF °CF

Sekil 2.15. a) iki, b) dort ve c¢) alt1 vorteks tasiyan kompozit fermiyonun ii¢ tiiriiniin

sematik gosterimi. Bunlar sirasiyla °CF , *CF ve °CF olarak ifade
edilir. Her bir ok vorteksleri belirtir. Vorteksler, aki kuantasi olarak ifade
edilebilir (Jain, 2007)

Zayif etkilesen kompozit fermiyonlarin en diisiik Landau seviyesinde kinetik
enerjisi, kompozit fermiyon sanki-Landau seviyeleri icerisinde kuantizedir.
Elektronlarin Landau seviyesi ile kompozit fermiyonlarin sanki-Landau seviyelerini
ayirt etmek icin kompozit fermiyonlarin sanki-Landau seviyeleri, A seviyeleri
(Lamda seviyeleri) olarak adlandirilir. iki ardisik Lamda seviyesi arasindaki bosluk,

kompozit fermiyonlarin etkin kiitlesi m* ve siklotron frekans1 @, =eB*/m*c

olmak iizere @, *dir. Eger v¥=n ( n tam say1) ise, kompozit fermiyonlar Lamda

seviyelelerinin bir tam sayili durumunu doldurur ve tam sayili kuantum Hall etkisini
karsilik geldigi varsayilir. v* =n durumunda elektron doldurma faktoriine doniisiir

ve

n

V= 2.38
2pn=*l1 ( )

olarak verilir. Buradan elde edilen degerler, kesirli kuantum Hall olayinda
gozlemlenen degerlerle aymdir. Ornegin; elektronlarin  v¥ =1 durumu kompozit
fermiyonlarin v =1/3 durumuna karsilik gelir. v¥ = n durumunda elektronun taban

durumu ile v=n/(2n+1) durumunda kompozit fermiyonlarm taban durumunda

yerlesimleri Sekil 2.16’da gosterilmistir.
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9000 4604

vk = v=1/3

& 3848
eoee 4444

vk =2 v=2/5

o000 60600
o000 7 48068
o000 4604

v =3 v =13/7

Sekil 2.16. v¥=n ’de elektron taban durumunun sematik goOsterimi (sol siitun).
Kompozit fermiyonlarm n tane dolu Lamda seviyesi igin
v=n/(2n+1) ’de kompozit fermiyon taban durumunun sematik

gosterimi (sag siitun). Kompozit fermiyonlarin Lamda seviyeleri v *’de
elektronlarin Landau seviyelerine benzetilebilir. Sol siitunlardaki yatay
cizgiler elektronlarin Landau seviyelerini, sag taraftakiler ise kompozit
fermiyonlarin Lamda seviyelerini belirtir (Jain, 2007)
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v=n/(2n+1) kesirli doldurma faktorleri, kompozit fermiyonlarin tam sayili

doldurma faktorlerine benzetilebilir; burada taban durumu tam sayili Lamda
seviyelerini doldurur. Sekil 2.17 doldurma faktoriiniin v=1/3 ’den v=2/5 e
gecisinde sistemin nasil degistigini gostermektedir. Uyarilmis kompozit fermiyonlar,
kompozit fermiyon sanki-parcaciklari olarak adlandirilir, yani bos Lamda
seviyesindeki bir kompozit fermiyondur. Kompozit fermiyon-sanki parcaciklari,
genellikle sanki parcaciklar olarak ifade edilir. Kesirli yiik ve kesirli orgii istatistigi
gibi topolojik ozelliklere sahip zayif etkilesen karmasik yapidaki objelerdir (Jain,
2007).

@ 3838884348384

&
© 338888883388

o3&
© 3884888844

83 3 384§
@ 388844

Sekil 2.17. Doldurma faktorii v=1/3"den v =2/5 durumuna degisiminin sematik
gosterimi  (Doldurma faktorii manyetik alanin degisimiyle degisir.).
a) 1/3 durumu, yani kompozit fermiyonlarin bir tane dolu Lamda
seviyesi. b) Kompozit fermiyon sanki-parcacigi, yani bos Lamda
seviyesindeki bir kompozit fermiyon. c) Ara durum. d) iki tane dolu
Lamda seviyesine esit olan 2/5 taban durumu (Jain, 2007)
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2.5. Sanki - Parcacik interferometreleri

Interferometreler giinliik hayatta bircok uygulama alanmi bulan ve temel fizik
yasalarinin arastirilmasinda ve anlasilmasinda onemli etkileri olan mekanizmalardir.
Cesitli uygulama alanlarina gore cok sayida interferometre tiirii vardir. Biz bu
calisma cercevesinde kuantum mekaniginin bir sonucu olan ve kuantum mekaniginin
testi icin Onemli bir veri kaynagi Aharonov-Bohm interferometresi anlatilacaktir.
Ayrica yaygin olarak kullanilan parcacik interferometrelerinden Mach-Zehnder

interferometresinden de kisaca bahsedilecektir.

Aharonov-Bohm olayi, elektromanyetik alanin sifir oldugu bolgede hareket eden
yiiklii parcaciklarin kuantum mekaniksel davranmislarinda gozlenebilir etkiler
olusturur ve tamamen kuantum mekaniksel olup hi¢bir sekilde klasik karsilig1 yoktur.
Aharonov-Bohm olayini ilk kez 1959 yilinda Y. Aharonov ve D. Bohm Onermistir
(Aharonov ve Bohm, 1959).

Aharonov-Bohm olaymi agiklayan deney diizeneginin sematik gosterimi Sekil
2.18’de verilmistir. S elektron kaynagindan koherent olarak yayilan elektron
demetleri, arkasinda sayfa diizlemine dik olarak yerlestirilmis bir solenoidin

bulundugu c¢ift yarik iceren engelin iizerine gonderilir (Dereli ve Vergin, 2009).

1.yol
.—-""'-_-___———__
— T — |
— i . _"-——__,_:
S .'“--H = ) solenoid i
s —— I
elektron kaynad — o
ynag —
2.yl

engel ekran

Sekil 2.18. Aharonov-Bohm olayinin sematik gdsterimi
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Solenoidden akim ge¢medigi zaman her yerde manyetik alan sifirdir ve cift
yariktan gecen elektron demetleri ekranda normal girisim deseni olusturur.
Solenoidden akim gecirildiginde ise solenoidin icerisinde manyetik alan olusur,
disarida manyetik alan sifirdir. Disarida manyetik alan sifir olmasina ragmen girigim
deseninde bir kayma goriiliir. Klasik fizik yasalarina gére manyetik alan sifir
oldugundan buradan gegen elektronlarin manyetik alandan etkilenmemesi gerekir.
Dolayisiyla bu olay tamamen kuantum mekaniksel bir olgudur. Ciinkii, solenoidin
icerisinden hem akim gectigi hem de akimin ge¢cmedigi durumda yani disarida
elektronlarin hareket ettigi bodlgede manyetik alan olmadigindan, elektronlarin

hareketi her iki durum i¢in ayn1 olmalhdir.

Elektronlarin hareket ettigi bolgede Hamiltoniyen islemcisi su sekildedir:
1 e~ Y
H':—(f)+—A'j (2.39)

Elektronlarin hareket ettigi bolgede manyetik alan sifir olmasina karslnA' vektor

potansiyel sifir alinamaz, V x A'=0= B kosulunu saglayacak sekilde
A'=Vf (2.40)

bir f(7,t) fonksiyonunun gradyenti olarak yazilabilir. Solenoidi cevreleyen ¥

kapali ilmek iizerinden yazilan bu fonksiyon asagidaki baginti ile hesaplanabilir.

f=fA.dr'=[B.dS=¢=0 (2.41)
Y Y

Hamiltoniyen islemcisi i¢cin zamana bagli Schrodinger denkleminin ¢oziimii

f

-27mi—

w'(FH=e Yy, (i1 (2.42)
w,(F,t) ye baghdir.

Deney diizeneginde, 1. ve 2. yoldan ilerleyen elektronlar ekranda iist iiste gelerek

bir girisim deseni olusturur. Bu durumda, toplam dalga fonksiyonu

w(F, )=y, (F,0)+ v, (F,1) (2.43)
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—27z'i£ —27z'iﬁ
w(7,t)= Yy, F+e Py, (F.1) (2.44)
—2ﬂ'lf— —2ﬂ'lf] f2
y(r,t)=e “le i’ Vo t¥Wp (2.45)

elde edilir. iki dalga fonksiyonu arasinda

Ap=-2g =2 (2.46)
P,
27| ¢~ -
Ap=—"Z|[A"dFr' - [ A" .dF" (2.47)
|7
A¢=—2—”§And?'=—2rzﬂ (2.48)
0 y ¢0

kadarlik bir faz kaymasi olusur. Ekrandaki girisim deseni, yani elektron olasilik

yogunlugu

|‘P(f,t) 2 _ ‘e—zm g 4 \Poz‘z (2.49)

solenoidden gecen akiya baghdir. Ciinkii, farkli yollardan ilerleyerek ekranda iist

iste gelen dalga fonksiyonlar1 arasindaki fark, ¢ akisi ile orantilidir (Dereli ve

Vercin, 2009).

Interferometreler, kimyasal kesme veya metalik kap1 elektrotlart ile iki boyutlu
elektron sistemlerinde de olusturulur. Aygit iizerinde olusturulan kuantum tuzaklar
diizlemine dik uygulanan manyetik alan akim tasiyan durumlart kuantumlar ve
akimin tagindigr kenar durumlarini olusturur. Bu kuantize kenar durumlan optik
interferometre tiirlerindeki monokromatik 1s1k 1sinlarmin yerine gecer, bu nedenle

koherent taginim meydana gelir.

Kuantum Hall tabanl bu interferometrelerde, etkilesme etkilerinin parcaciklarin
ilerledigi yolun uzunlugunun girisim deseninden bagimsiz olmasi gibi bircok
beklenmedik bulgu, gercege uygun drnek ve geometriye bagli ayrintilar ele alinarak

incelenmesi ve gozlemlenebilen bir¢ok olgunun anlasilabilmesi icin gerekli oldugu
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ongoriillmektedir. Buna aciklik getiren teorik aday, platolar arasindaki gecislerle
birlikte hem boylamsal direncin yok olmasim1 hem de platolarin tam kuantize
olmasim1 mikroskobik olarak aciklayabilen tam sayili kuantum Hall olaymin

perdeleme teorisidir (Siddiki vd., 2010).

Dolayisiyla; Aharonov-Bohm ve Mach-Zehnder gibi farkli geometrilerdeki
sanki-parcacik interferometrelerinde etkilesme etkileri ele alinarak tasinim 6zellikleri

incelenebilir.

Tipik bir Aharonov-Bohm interferometresinin sematik gosterimi Sekil 2.19°da
goriilmektedir. Kenar durumlart koherent 151k demetlerinin yerine gecer ve kuantum
nokta kontaklar yari-gegirgen aynalar gibi davranir. Yolun uzunlugu, modiilasyon
kapilarina uygulanan potansiyel ile degistirilerek fazi etkileyen koherent
parcaciklarin cevirdigi degisken bir alan olusturulur ve farkli yollardan ilerleyen

parcaciklar i¢in bir faz farki meydana getirir (Siddiki vd., 2010).

S oLrce

Sekil 2.19. Aharonov-Bohm interferometresinin sematik gosterimi (Siddiki vd, 2010)

Yaygin olarak kullanilan sanki-pargacik interferometrelerinden bir digeri, Mach-
Zehnder interferometresidir ve Sekil 2.20’de gosterilmistir. BS1 1s1n ayiricisi, S
kaynagindan gelen monokromatik 11tk demetini iki 1smma ayirir ve M1 ve M2
aynalarindan yansidiktan sonra D1 ve D2 detektorleriyle algilanan iki 151n birleserek
girisim olusturur. Yollardan biri boyunca fazin degisimi, hem D1 hem de D2

dedektorlerindeki sinyallerde faz farkindan dolayi osilasyon gosterir.
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BS1 M1

A
A4

A4

— D1
N N7 D

2

D2

Sekil 2.20. Mach-Zehnder interferometresinin sematik gosterimi (Heiblum vd., 2003)
2.6. Spin Damlaciklari (Droplets)

Iki boyutlu elektron sisteminde doldurma faktorii 5/2 durumu, doldurma faktorii
2 olan spin-eslesmis tam dolu en diisiik Landau seviyesi (OLL) ve Pfaffian dalga
fonksiyonu ile tanimlanan doldurma faktorii 1/2 spin-polarize yarim dolu bir sonraki
Landau seviyesinin (1LL) karistmim icerir. Dolu olan OLL’deki elektronlarin
perdeleme etkisini veren etkilesme Hamiltoniyeni ve doldurma faktorii 1/2 ’nin
Pfaffian dalga fonksiyonu kullanilarak 5/2 ’nin 6zellikleri analiz edilebilir (R4séinen
vd., 2008). Spin polarize durumlar i¢in Pfaffian dalga fonksiyonu asagidaki gibi
ifade edilir (Moore ve Read, 1991):

1 m 1
Wi (20 2y ZN>=Pf(Z_ JH(Z,-—Z]) exp(—ﬁyzkf] (2.50)
i B

i Zj i<j
Burada, Pf (M) Pfaffian operatoriidiir. M antisimetrik matrisin elemanlaridir.
PfM,=AM M, .M, ) (2.51)

Pfaffian faktoriiniin olmadigi durumda dalga fonksiyonu, Laughlin tarafindan ifade

edilen doldurma faktorii v =1/m ’deki bir sistemi tanimlar.

Doldurma faktorii 5/2 durumu, yari iletken kuantum noktalar gibi tuzaklanmais iki
boyutlu sistemlerde de gozlemlenmis ve karakterize edilmistir (Reimann vd., 2002).

Di1s tuzaklamadan dolayi, bu ¢ok parcacik durumlar iki boyutlu elektron gazindaki
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benzer durumlardan olduk¢a farklidir. Bu durumun iki boyutlu elektron gazindaki
durum ile ilging benzerlikler ve farkliliklara sahip oldugu goriilmiis, yarim dolu
Landau seviyesinin Pfaffian dalga fonksiyonu ile tanmimlamanin yetersiz oldugu
gosterilmistir (Réasénen vd., 2006). Tam sayili ve kesirli kuantum Hall durumunda iki
boyutlu elektron gazinda ve kuantum noktada farkli doldurma faktorleri icin
elektronlarin Landau seviyelerine yerlesimleri Sekil 2.21°de gosterilmistir. ki
boyutlu elektron gazinda doldurma faktorii v =5/2 durumunda ikinci en diisiik
Landau seviyesi (ILL) Pfaffian dalga fonksiyonu ile tamimlanirken (sol blok),

kuantum noktada ise ayni seviye spin droplet yardimiyla agiklanmaktadir.

iki Boyutlu Elektron Gazi Kuantum Nokta

rO=0-—0-0-0-0O- 0 2LL
2LL

‘4HHHHHH*”ILL 1LL
v=4 OLL

i&igi

o @ 0 & & 0 & | 2LL
OLL V=3 OLL
Pfaffian? Spin droplet <=
O—0—0—0—0—O—Cr2LL 211, -O———

FO—0—0—0-0-0-0-2LL ILL
08 & 6 0 0 0 ||

y=2 |OLL

QR

Sekil 2.21. Farkli doldurma faktorlerinde elektronlarin Landau seviyelerine
yerlesimleri (Résédnen, 2010)
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Doldurma faktorii 5/2>v>2 ’ye sahip kuantum Hall bolgesinde kuantum
noktalarin taban durumunda Ozellikleri, tamsayili doldurma faktorii bolgeleri
icerisinde spin ve yiik yogunluklarinin dallanmasi ile karakterize edilir. Bu durum, en
yiiksek isgal edilen Landau seviyesindeki spin-polarize elektronlarin sikistirllamaz
dropletleri olan spin dropletlerin olusumuyla sonuclanir. Spin dropletlerin olusumu,
kollektif etkilesen elektronlar olgusudur ve kuantum noktalarda toplam elektron
sayist yeterince fazla oldugunda (yaklasik olarak 30’dan fazla) meydana gelir

(Résdnen vd., 2006; Risanen vd., 2008).

Spin droplet bolgesindeki spin-eslesmis yogunluk fonksiyonel teorisi kullanilarak
yapilan hesaplamalar, Fermi seviyesi yakinlarindaki ikinci en diisik Landau
seviyesinin (1LL) tek parcacik durumlarinin (Kohn-Sham) yiiksek bir dejenerelige

sahip oldugunu gosterir.

Literatiirde bu konuda yapilan son c¢aligmalardan birinde, N tane elektronlu
kuantum nokta sistemi icin standart etkin kiitle Hamiltoniyeni asagidaki gibi

tanimlanmaistir:

N

(p l+€A)
ML v )+ g S,
i=1 47[81 i<j

H=

(2.52)

U

Dis tuzaklama potansiyeli V., =m @jr’/2 olarak ifade edilmis olup GaAs

yariiletken ortam i¢in etkin malzeme parametreleri m* = 0.0067m,, £ =12.4¢, ve

g =-0.44 olarak alinmustir. Burada A kuantum nokta diizlemine dik homojen B
manyetik alanin vektor potansiyelidir. Kuantum noktalar gibi diisiikk boyutlu
sistemlerin taban ve uyarilmis durum gibi elektronik ozellikleri, ¢ok pargacik
sistemler i¢in kullanilan metotlardan olan spin yogunluk fonksiyonel teorisi ile

Schrédinger denklemi ¢oziilerek bulunabilir (Ridsénen vd., 2008).
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Elektronik Yap1 Hesaplama Yontemleri
3.1.1. Cok parcacik sistemleri

Kuantum mekaniginin uygulamalarinda biiyiik 6nem tasiyan etkilesen cok
parcacik sistemlerinin fiziksel oOzelliklerinin tamimlanmasi, anlagilmasi ve bazi
Olciilebilir  niceliklerinin  hesaplanabilmesi i¢in  Schrédinger denkleminin
coziilebilmesi gerekir. Ancak Schrédinger denkleminin analitik olarak ¢oziilebildigi
fiziksel problemlerin sayis1 olduk¢a smirlidir. Bu ylizden sistem igerisindeki
elektronlarin ve cekirdeklerin olusturdugu c¢ok parcacik sisteminin Schrodinger
denklemini ¢dzmek igin ¢esitli yaklasimlara ya da niimerik hesaplamalara ihtiyac
duyulur. Bununla birlikte parcacik sayisinin artmasi niimerik olarak da bu tiir
problemlerin ¢6ziimlerini de imkansiz hale getirmektedir. Bu nedenle niimerik
hesaplamalarda da baz1 yaklasimlar yapilmaktadir. Bu boliim igerisinde bu yaklagik

yontemler ele alinmistir.

Molekiiler bir sistem icin zamandan bagimsiz goreli olmayan Schrodinger

denkleminin en genel bicimi su sekildedir:
HY = EY¥Y (3.1)

Burada W dalga fonksiyonu, E sistemin toplam enerjisi, H ise Hamiltoniyen

operatoriidiir. En genel Hamiltoniyen operatoril agagidaki gibi yazilabilir:
H=T,(F)+Ty(R)+V, (F.R)+V, () +Vy (R) (32

ilk terim; elektronlar i¢in kinetik enerji operatdrii, ikinci terim; cekirdekler igin
kinetik enerji operatoriidiir. Sonraki ii¢ terim ise sirasiyla; elektron-cekirdek,

elektron-elektron ve ¢ekirdek-cekirdek etkilesimleridir.
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Sekil 3.1. Molekiiler koordinat sistemi

Bu Hamiltoniyenin agik ifadesi, Sekil 3.1°deki koordinat sistemi gosterilen bir
molekiiler yapi icin elektronlarin i ve j ile, ¢cekirdeklerin ise A ve B ile temsil edildigi
N tane elektron ve M tane ¢ekirdekten olusan cok pargacik sistemi olarak atomik
birimde asagidaki gibi yazilir:

N M 1

ATz
2 ~“2M pc e

i=1 i=1 j>i ," A=1 B>A AB

Burada; M , , elektronun kiitlesinin A c¢ekirdeginin kiitlesine oramini, Z ise atom

numarasin1 ifade eder. Burada i. elektron ve A. cekirdek arasindaki uzaklik

, 1. elektron ve j. elektron arasindaki uzaklik 7; :‘Flj‘:‘f—?.‘, A.

a=|E =7 -7, ity

cekirdek ve B. cekirdek arasindaki uzaklik ise R, = | R,, | - | R, -R, | "dir.
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3.1.2. Born-Oppenheimer yaklagim

Born ve Oppenheimer tarafindan 1927 yilinda 6ngoriilen bu yaklasimda ana
diisiince; elektronun kiitlesinin ¢ekirdegin kiitlesinden ¢ok kiiciikk olmasi ve bu
nedenle c¢ekirdeklerin sabit, cakili parcaciklar olarak diisiiniilmesidir. Elektronlar
cekirdegin konumundaki anlik degismeye hemen karsilik vermektedir (Born ve

Oppenheimer, 1927).

Cekirdek hareket etmediginden kinetik enerjisi sifirdir ve bdylece cekirdegin

kinetik enerji terimi yok olur. vNN (R) terimi ise cekirdekler arasindaki R uzakligina
bagh oldugundan ve etkilesme siiresincede R sabit kabul edildiginden VNN (R)

terimi sabittir. Bu durumda Hamiltoniyendeki VNN (R) terimi de ihmal edilebilir. Bu

durumlar g6z 6niinde bulundurulur ise Hamiltoniyen,
H=T,(r)+V,(r;R)+V, (r) (3.4)

seklinde yeniden yazilir. Burada elektron-cekirdek etkilesme terimi vgN (F,R) ,

oldukg¢a biiyiiktiir ve ihmal edilemez. Dolayisiyla Hamiltoniyeni elektron ve c¢ekirdek
dalga fonksiyonlarina ayirarak ¢c6zmemize de engel teskil eder. Buna ragmen; toplam

dalga fonksiyonu, konumu sabitlenmis ¢ekirdeklerin elektronik durumlar1 ifade eden

elektronik dalga fonksiyonu ¢(7 :R) ile cekirdek koordinatlarini ifade eden cekirdek

dalga fonksiyonun y(R) ¢arpimi olarak yazilabilir.

¥ (7, R) = ¢(F; R) ¥ (R) (3.5)

ve Schrodinger denklemi

H ¢(7;R) = E ¢(F; R) (3.6)
olarak ifade edilir (Sherrill, 2005).

Born-Oppenheimer yaklasimina gore; cok parcacitk probleminde sadece
elektronlar rol oynar. Cekirdekler bu durumda etkisiz olup, sadece disaridan

elektronlara etki ederler.
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3.1.3. Hartree yaklasim

Elektronik Schrédinger denkleminin ¢oziilebilmesi icin 1928 yilinda Hartree
dalga fonksiyonlarini ele alarak bir yaklasimda bulunmustur. Bu yaklasgimda; cok
elektronlu sistemin dalga fonksiyonu, N tane tek elektronun dalga fonksiyonunun
carpimi olarak yazilir. Bu durumda etkilesmeyen elektronlardan olusan sistemin

elektronik dalga fonksiyonu ile Hamiltoniyen operatorii,

W, (R, hsees iy ) = (DY, (7). (Fy) 3.7)
A=Y (3.8)

seklinde ifade edilir. Burada A, , i elektronun kinetik ve potansiyel enerjisini

tammlayan operatordiir. lgili H Y, =EY, 0zdeger denklemi coziilerek toplam

enerji elde edilir (Szabo, 1996).
E=¢g +e&,..... +&y (3.9)

Hartree yaklasiminin bir kusuru, herhangi iki elektronun yer degistirmesi sonucu
dalga fonksiyonu simetrik kaldigi icin Pauli disarlama ilkesine uymamasidir. Ciinkii

Pauli disarlama ilkesine gore elektronik dalga fonksiyonu antisimetrik olmalidir.

Ayrica bu yaklasimda, ayni spinli iki elektronun konumlarinin yer degismesi
durumunda sistemin enerjisinde olusturdugu degis-tokus etkisi ve sistemdeki diger
elektronlarin hareketlerinin her bir elektronun enerjisinde olusturdugu dinamik etki

(korelasyon) hesaba katilmaz.
3.1.4. Hartree-Fock yaklasim

Hartree yaklasiminin aksine Hartree-Fock (1928; 1930) yaklasiminda; sistemin
dalga fonksiyonu Pauli disarlama ilkesi geregi, sistemdeki herhangi iki elektronun 7
koordinatinin (hem uzay hem de spin) yer degistirmesi sonucu antisimetriktir ve

degis-tokus etkilerinin olusturdugu etki hesaba katilir.

Y7, 5, ry) ==Y )Y, ([H)... Y, (7,) (3.10)
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N parcacikli sistemin dalga fonksiyonu, ortonormal spin orbitallerinin (tek parcacik

dalga fonksiyonlarinin) antisimetrik Slater determinanti ile ifade edilir.

Y0 W0 .. WG)
1 |G YGE) ... Y3

l//HF_m

. " ' . (3.11)
Y (7)) Y,(7,) ... ¥,7)

Burada her ¥,(r) fonksiyonu, ¢(r) uzaysal yoriinge ile y(s) spin fonksiyonu

carpimindan olusmaktadir.
W, (7) =9(r). x(s) (3.12)

Normalizasyon integrali <‘PHF|‘PHF>:1 olup, antisimetrik dalga fonksiyonlu

Hamiltoniyen operatoriiniin beklenen degeri varyasyonel ilkesi kullanilarak enerji

fonksiyoneli minimize edilir ve Hartree-Fock enerjisini bulunur (Parr ve Yang, 1989).

E, = <‘PHF ﬁ“PHF> (3.13)

Spin orbitallerinin se¢imine gore enerji minimize edilerek Hartree-Fock denklemi

adi1 verilen
fWGFE)=eW.(F) (3.14)

ifade tiiretilir. Burada; f Fock operatorii olarak adlandirilan etkin tek elektron

operatoriidiir.

Fo-lgr S Za (3.15)

Hartree-Fock potansiyeli 0" , diger elektronlarin varligindan dolay1 i. elektron

tarafindan hissedilen ortalama potansiyeldir ve diger elektronlarin spin orbitallerine
baghdir. Dolayisiyla, Hartree-Fock denklemi lineer degildir ve kendinden tutarli alan

(SCF) metodu olarak bilinen yontemle ¢oziiliir.
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Kendinden tutarli alan metodunun ana fikri sOyledir. Spin orbitallerinde bir
baslangi¢ varsayimi yapilarak her bir elektron tarafindan goriilen ortalama alan
(v™) hesaplanir ve sonra spin orbitallerinin yeni bir seti i¢in dzdeger denklemi
(Denklem 3.14) ¢oziiliir. Bu yeni spin orbitaller kullanilarak, yeni alanlar elde edilir
ve ¢oziimde kendinden tutarlilik saglanana kadar yani; alanlarin artik degismedigi ve
Fock operatoriinii olusturan spin orbitalleri onun 6zfonksiyonlari ile aym oluncaya

kadar bu isleme devam edilir. Hartree-Fock 6zdeger denkleminin ¢oziimii, €, orbital

enerjili ortonormal Hartree-Fock spin orbitallerinin bir setini olusturur (Szabo, 1996).
3.1.5. Yogunluk fonksiyonel teorisi

Yogunluk fonksiyonel teorisi (Density Functional Theory, DFT), son zamanlarda
atomlarin, molekiillerin ve katilarin elektronik yapisini hesaplamak icin kullanilan en
basarili ve aynm zamanda en giivenilir yaklasimlardan biridir. Taban durumunu
ozelliklerini tanimlamak icin temel deg8isken olarak cok elektron dalga fonksiyonu

yerine elektron yogunlugu ele alinir (Gross ve Dreizler, 1990; Gross ve Kurth, 2005).

Elektron yogunlugu p(7), uzayda r noktasinda birim hacim basina elektronlarin

sayist olarak tamimlanir. Pozitif bir fonksiyondur, goézlenebilir bir niceliktir ve
deneysel olarak olg¢iilebilir. Elektron yogunlugunun integrali toplam elektron sayisini

Verir.
[p(dr =N (3.16)

Elektron  yogunlugu p(¥) ve ¢ok parcactk dalga fonksiyonu

Y(X, X,,...,x,)arasinda asagidaki gibi bir bagint1 vardir (Armiento, 2005):
- . L2 .
PE =N[..[| P& %,,... %) | €, d&, .5, (3.17)

3.1.6. Thomas-Fermi teorisi

Yogunluk fonksiyonel teorisi ile ilgili ilk ¢alisma 1927 yilinda Thomas ve Fermi
tarafindan yapilmistir. Bu modelde; elektronlarin toplam enerjisi, elektron

yogunlugunun bir fonksiyonu olarak ifade edilir.
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Thomas ve Fermi; elektronlarin kinetik enerjisini, elektron yogunlugunun bir
fonksiyonu olarak
— 3 513
Tl pP) =5 Gr ) [ o7 (F)dF (3.18)

denkleminde oldugu gibi vermistir. Elektron-cekirdek ve elektron-elektron etkilesme

potansiyeli terimleri kinetik enerjiye eklenirse

[[e COPTD i g (3.19)
r.

TF[ ey = 3 3 o p(r)
E"p(h)] = (1) [p*(Frdr -2z, | 5

dr, +l
2

ij
toplam enerji elde edilir.
Denklem 3.19°da goriildiigii gibi Thomas Fermi modeli kinetik enerji icin kaba

bir yaklagim kullanmaktadir. Toplam enerjiye degis-tokus ve korelasyon etkilerinden

gelebilecek katkilar hesaba katilmamaktadir (Koch ve Holthausen, 2001).
3.1.7. Hohenberg-Kohn teoremi

1964 yilinda Hohenberg ve Kohn tarafindan ifade edilen bu teorem, yogunluk

fonksiyonel teorisinin temelini olusturur.

Etkilesen elektronlardan olusan tuzaklanmis bir sistem icin rolativistik olmayan
zamandan bagimsiz Hamiltoniyen; kinetik enerji, dis tuzaklama potansiyeli (yani
elektron-cekirdek etkilesme potansiyeli) ve Coulomb etkilesme potansiyelinin

toplami olarak yazilabilir:

H=T+V_+V, (3.20)

Hohenberg-Kohn teoremine gore; dis potansiyel V... ve taban durumu elektron
yogunlugu p(7) arasinda birebir bir iliski vardir (Hohenberg ve Kohn, 1964).
Varyasyonel ilkesi kullanilarak bu kolayca ispatlanabilir. Dis potansiyel
Hamiltoniyeni sabitledigi icin, elektron yogunlugu Hamiltoniyenden elde edilebilen
sistemin tiim Ozeliklerini tam olarak belirler yani herhangi bir gozlenebilirin

beklenen degeri taban durumu yogunlugunun tek bir fonksiyonelidir (Résidnen, 2004).

Hohenberg-Kohn teoremi ayn1 zamanda, gercek taban durumu enerjisinin enerji

fonksiyonelinin minimize edilmesiyle elde edilebilecegini ifade eder.
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A

Elpl=(y1pl| @ +V., +V,)

V1p1) = Fucl pl+ [dF p(FIV.,, (3.21)

Burada F,, [p] , elektron yogunlugunun bir fonksiyoneli olup evrenseldir ve

Hohenberg-Kohn fonksiyoneli olarak ifade edilir. Kinetik enerji ile elektron-elektron

etkilesme enerjisi icerir. Dis potansiyele bagl degildir (Hohenberg ve Kohn, 1964).

Fulpl= (y1p)| @ +V.) | yip)) (3.22)

3.1.8. Kohn-Sham teoremi

Kohn-Sham semasi, Hohenberg-Kohn yogunluk fonksiyonel teorisi igerisinde
cok parcacik elektronik problemini ¢6zmede olduk¢a kullanish bir yontemdir. Bu
yonteme gore; cok parcacik etkilesen elektron sistemi ayni taban durum yogunluguna
sahip Kohn-Sham sistemi olarak ifade edilen hayali bir etkilesmeyen elektron
sistemine eslestirilir (Sekil 3.2). Etkilesmeyen sistemdeki elektronlar Kohn-Sham
potansiyeli olarak adlandirilan farkli bir dis potansiyelde hareket ederler (Kohn ve

Sham, 1965).

-~
k4

K-S 0 g
g O

Etkilesen elektronlar + Gergek potansivel Etkilesmeyen, sanki pargaciklar + Etkin potansivel

Sekil 3.2. Kohn-Sham semasi

Degis-tokus ve korelasyon etkilerini de igeren F'[ o] fonksiyoneli, Kohn ve Sham

(1965) tarafindan asagidaki gibi diizenlenmistir:
| -
F[p]:To[p]+EIdrp(r)VH(r)+EXC[p] (3.23)

Burada, 7,[p] etkilesmeyen elektronlarin kinetik enerjisi, V,, () elektronlarin klasik
elektrostatik (Hartree) potansiyeli ve E,.[p] ise ¢ok pargacik etkilerini iceren degis-

tokus korelasyon enerjisidir. Enerji fonksiyonelinin varyasyoneli
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EPY_ My )1y, )+ LxclP] (3.24)

(i) i) op(7)

ifadesini saglar. Dis potansiyel, klasik elektrostatik potansiyel ve degis-tokus

korelasyon potansiyelinden olusan, V,(7) ile gosterilen Kohn-Sham potansiyeli

asagidaki gibidir.
Vs () =V, (F)+V, (F)+ V. (F) (3.25)
Hartree potansiyeli;
v, 0= [ar 20 326
-7

ve degis-tokus korelasyon potansiyeli;

O cLp]

3.27
dp (7) 527

Ve (F) =

seklindedir.

Ortonormal ¥, Kohn-Sham orbitallerine gore Denklem 3.24’deki toplam enerji

ifadesinin minimizayonundan tek elektron Schrodinger denklemi elde edilir. Bu

denklem, Kohn-Sham denklemi olarak bilinir ve asagidaki gibi ifade edilir:
1 - _ _
{—Evz +VKS(r)}l//i(r):€i v, (F) (3.28)

Burada, & Kohn-Sham o6zdegerleridir. Hamiltoniyendeki her terim yogunlugun

fonksiyoneli olarak ifade edilir.
N 2
p(F) = ;l v, (F) (3.29)

Kendinden tutarli Kohn-Sham denklemleri (Denklem 3.25, Denklem 3.28 ve

Denklem 3.29) tekrarlanarak ¢oziiliir ve toplam enerji elde edilir.
.- o1 - -
E ppian =Tyl p1+ [ dF p(r){Vm (F)+ Vi (F)+ Ve (r)} (3.30)

Denklem 3.30 ifadesine gore etkilesmeyen elektronlarin kinetik enerjisi
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1 N
To[p] = _Ez<l//i

i=1

Vz‘yfi>:i8i_.l.d’7p(?)vxs(’j) (3.31)
i=1

seklindedir (Rdsidnen, 2004).

Sekil 3.3, Kohn-Sham denklemlerinin kendinden tutarli olarak ¢6ziimiinii
gostermektedir. Verilen baslangic yogunlugundan Kohn-Sham potansiyeli (3.25)
hesaplanir ve ardindan Kohn-Sham denklemi (3.28) ¢6ziiliir. Elde edilen Kohn-Sham
orbitalleri ile yeni bir yogunluk (3.29) elde edilir. Elde edilen yogunluk ile bir dnceki
islemde elde edilen yogunluk birbirine esit ya da ¢ok yakin bir deger oluncaya kadar
bu islemlere devam edilir. Hesap bittiginde elde edilen yogunluk Denklem 3.30’da

yerine yazilarak sistemin toplam enerjisi elde edilir (Thijssen, 1999).

Baslangi¢ Yogunlugunu Belirle

p(r)

]

Kohn-Sham Potansiyelini Hesapla

Ve (F) =V,

ext

(F)+V, (1) +V, . (7)

Kohn-Sham Denklemini C6z

| - - _
|:—EV2 + Vs (r):|'//i(r) =&y, (F)

\ 4
Elektron Yogunlugunu Hesapla

2

ly, (F)]

M=

g0

i

i

A\ 4

HAYIR /_
@Tumrh mi?

Problem Hesaplandi!

EVET

Enerji, kimyasal potansiyel, kuvvet, 6zdeger, ...

Sekil 3.3. Kohn-Sham sisteminin kendinden tutarli ¢6ziimii
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3.1.9. Spin yogunluk fonksiyonel teorisi

Kohn-Sham teorisini dis manyetik alanlardaki spin polarize sistemlere
genigletmek icin birbirinden bagimsiz iki spin yogunlugundan olusan elektron

yogunlugunu ( p = p, +p, ) ele almak yeterlidir. Bu yogunluklarin her biri

kendinden tutarli Kohn-Sham denklemlerini saglayan Kohn-Sham spin orbitalleri ile

olusturulur.

[—%Vz +VKS,G(F)} W, (F) =€, (A, (F) (3.32)

Burada alt indis & spin bilesenlerini (T veya | ) ifade eder. Kohn-Sham potansiyeli
VisolPr (1), p (D1 =V, [p(P]+Vy [p(O)]+ Ve o[ o1 (F), py (F)] (3.33)
ve degis-tokus korelasyon potansiyeli

éE‘xc[pT(FLp\L(F)]
I, (F)

Vie.olpr(F), p (F)] = (3.34)

(3.25) ve (3.27) denklemlerinin yeniden diizenlenmesiyle elde edilir ve spin

yogunluklar asagidaki ifadeden hesaplanir.
N, 2
po(F) = 2|¥,o (7) (3.35)

Burada, N, ifadesi isgal edilen spin orbitallerinin sayisidir. (Hedin ve Barth, 1972)
Genellikle, degis-tokus korelasyon fonksiyonelleri toplam elektron yogunlugu,
p(r) = p(r)+ p (F) (3.36)
ve spin polarizasyon (veya manyetizasyon) yogunlugu
§(F)=pr(F)—p,(F) (3.37)
cinsinden verilir.

Denklem (3.35) ve Denklem (3.36)’da ifade edilen yogunluk, N, ve N, olmak

lizere iki farli elektron sayisi igerir. N, spin-yukar1 yondeki elektronlarin sayisini,
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N, ise spin-asagi yondeki elektronlarin sayisini belirtir. Sistemdeki toplam elektron

sayisi
N=N,+N, (3.38)

seklindedir. N, = N seklinde olmasi zorunlu degildir. Hatta, manyetik ve agik-
kabuk sistemler dengesiz bir sekilde spin yonelimlerine sahiptir. N degerlerinin,

isgal edilen en diisiik N icin tek parcacik ozdegerlerine gore elde edilmesi gerekir.

Bu, &, Fermi enerisini tammlar ve isgal edilen ozdurumlar g, <&, durumuna

sahiptir (Kohanoff, 2006). Bu yaklasim spin yogunluk fonksiyonel teorisi (Spin
Density Functional Theory, SDFT) olarak bilinir (Hedin ve Barth, 1972).

SDFT’de toplam enerji
- - - - - 1 - - -
Eoa P12, OV =T31 0y .o, I [ V.o )+ [V, pl)F + Byl pr (7)., (P (3.39)

ve kinetik enerji

T,Lp: (F). p, ()] = —%if(va,g\vz Vo) (3.40)

o=1 i=1
olarak yazilir.

Kohn-Sham denklemleri ile degis-tokus korelasyon enerjisini kesin olarak
hesaplamak miimkiin degildir. Bu terimin tam formu bilinmedigi i¢in yogunlugun
fonksiyoneli olarak yazmak zordur. Ancak gelistirilen bazi yaklasimlarla degeri

yaklagik olarak hesaplanabilir.
3.1.10. Degis-tokus korelasyon enerjisi icin yaklagimlar
3.1.10.1. Yerel yogunluk yaklasum

Yerel yogunluk yaklasimi (LDA), degis-tokus korelasyon enerjisini tanimlamada
en basit ve en ¢ok kullanilan metotdur. Bu yaklasimda, yogunlugu homojen olmayan
bir sistemin 6zellikleri, yerel olarak homojen elektron gazi sisteminin 6zellikleriyle
tanimlanabilir (Sekil 3.4). Uzayda elektron yogunlugunun ¢ok yavas degistigi kabul
edilir (Kohn ve Sham, 1965).
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p=p(r)

homojen olmayan elektron yogunlugu homojen elektron gazi

Sekil 3.4. Homojen olmayan sistemin homojen elektron gazi sistemiyle anolojisi
(Résdnen, 2010)

Homojen olmayan sistemdeki degis-tokus korelasyon enerjisi;

E ()] = [ €3 [p(P)] p(F) dF (3.41)

hom

seklinde yazilir. Burada £, ,

elektron yogunlugu p(7) olan homojen elektron
gazinda elektron basina degis-tokus korelasyon enerjisidir (Gross ve Dreizler, 1990).
Degis-tokus korelasyon potansiyeli, yerel yogunluguna bagh olan degis-tokus

korelasyon enerjisinin fonksiyonel tiirevidir. Yerel yogunluk yaklasimina gore,

degis-tokus korelasyon potansiyeli

v = Bl s pi) Excl 2O

: - (3.42)
Sp(F) dp(F)

seklindedir (Parr ve Yang, 1989). Burada, &,.[p(r)] terimi, degis-tokus ve

korelasyon terimleri olarak iki kisma ayrilabilir. Yani,
Exclp(M] =€ [p(P]+ e [p(r)] (3.43)

seklinde degis-tokus ve korelasyondan gelen katkilarin toplami olarak yazilabilir

(Ceperley ve Alder, 1980).
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3.1.10.2. Yerel spin yogunluk yaklagimi

Manyetik ve agik-kabuk sistemler spin yogunluk fonksiyonel teorisi (SDFT) ile
daha iyi tanmimlanmir. SDFT’de (3.36) ve (3.37) denklemlerinde ifade edilen toplam
elektron yogunlugu ve spin polarizasyon yogunlugu ile ilgisi olan p, ve
P, yogunluklar1 rol oynar. Dis potansiyel ve Hartree potansiyeli sadece toplam
yogunluga o bagh olmasina ragmen, etkilesmeyen kinetik enerji (Denklem 3.40)
icin yogunluk spin-yukar ve spin-asagi katkilarindan olugur. Degis-tokus korelasyon
fonksiyoneli de ayr1 ayri spin yogunluklarina baghdir. Bu nedenle Kohn-Sham

potansiyeli spine bagl olur (Kohanoff, 2006).

Spin polarize sistemler icin LDA’nin genisletilmis bi¢imi, degis-tokus korelasyon
enerji yogunlugunun yeniden diizenlenmesiyle olusan yerel spin yogunluk yaklagimi

(Local Spin Density Approximation, LSDA) dir.
Epy (F),p, (F)]= f€§}°cm[,0T (F), p (DL, (F) + py (F)]drF (3.44)

LDA ve LSDA, homojen ve yogunlugun c¢ok yavas degistigi sistemlere
uygulandiginda oldukca basarili olmasina ragmen atomlar ve molekiiller gibi
homojen olmayan sistemlere uygulandiginda ise ¢ok iyi sonuglar elde edilemez (Parr

ve Yang, 1989).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. GaAs/AlGaAs Heteroyapisimin Modellenmesi

Heteroyapilar yan iletken malzemelerin iiretiminde oldukca sik kullanilan
sistemlerdir. Diisiik sicaklikta iki farkli yar iletkenin ara yiizeyinde olusan potansiyel
kuyusundaki elektronlarin bir boyuttaki hareketi kisitlanarak iki boyutlu elektron
sistemi olusturulur. Elektronlarin hareketini tek boyuta indirgemek i¢in ise metalik
kapilara (metallic gate) gerilim uygulama, kimyasal kesme (chemical etching) gibi

yontemler kullanilir.

Kimyasal kesme islemi, elde edilmek istenilen geometriyi olusturmak icin
istenilen derinlige kadar kimyasal yontemlerle yapilir. Buna iliskin bir 6rnek Sekil
4.1’de verilmistir. Yiizeyden itibaren gerceklesecek olan kesme islemi elektron gazinin
bulundugu katmana kadar inilmezse si§ kesme, elektron gazina kadar inilirse derin

kesme islemi olarak ifade edilir.

3 )

Kesme
AlGaAs
++++40doping +++++ AlGaAs
&Doping
z cee-2BES---

Gahs

Sekil 4.1. Kesme tamimli heteroyapinin sematik gosterimi. a) Yapinin yiizeyinde
herhangi bir kapi ve ya bir kesme islemi olmaksizin gosterimi.
Gosterimde tek donor katmam kullanilmis ve AlGaAs/GaAs arayiizeyde
elektron gazi gosterilmistir. b) Kimyasal kesme iglemi. Kalmas1 istenilen
bolgeler maskelenerek korunmus, diger bolgeler ise kimyasal kesme
islemi sonucu yapidan uzaklastinlmistir. b)’ de ise kesme isleminin
elektron gazina kadar yapildig1 goriilmektedir (Siddiki, 2009)
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Kap1 isleminde iki boyutlu elektron sistemindeki elektron dagilimini belirlemek ve
elektrostatik potansiyeli degistirmek icin yiizeye metalik kapilar koyarak negatif veya
pozitif gerilim uygulanir. Kap1 tamimli yapilar, ornekte geri doniilmesi miimkiin
olmayan etkiler yaratmaz. Kuantum nokta kontaklar yiizeyde kap1 olarak tanimlanabilir.

Buna iligkin bir 6rnek Sekil 4.2’de verilmistir.

a)

AlGaAs

t++1++3doping +++++

AlGaAs

t++++0doping +++++

Sekil 4.2. Yiizeyde kap1 tanimli heteroyapmin sematik gosterimi. a) Yapinin
yiizeyinde herhangi bir kap1 ve ya bir kesme iglemi olmaksizin gosterimi.
Gosterimde tek donor katmani kullanilmis ve AlGaAs/GaAs arayiizeyde
elektron gazi1 gosterilmistir. b) Yiizeye konulan metalik kontaklarin
gosterimi (Siddiki, 2009)

Her iki yontemin ayr1 ayr1 uygulanmasi sonucu farkli kenar potansiyel profilleri
elde edilir. Kesme islemi gerceklestirildiginde donor katmanindan saglanan
elektronlarin bir kismi iki boyutlu elektron sistemine gitmek yerine, malzemenin yan
yiizeylerine kacar. Bu elektronlarda elektrostatik olarak elektron sistemindeki
elektronlara itici bir kuvvet uygularlar. Bu yan yiizey yiiklerinin iki boyutlu elektron
sisteminde olusturdugu potansiyel, kapi uygulanan duruma gore daha keskin bir itici
potansiyelin olusmasin1 saglar. Bu durum Sekil 4.3’de gosterilmistir (Siddiki, 2009;
Cicek, 2010).
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a) b)
list yiizey Gate

" yan ylzey yikleri

(x)

X

e
F

Sekil 4.3. Kesme ve kapt koyma durumunda potansiyelin degisimi. a) Yiizeyden
itibaren uygulanan kesme isleminden dolay1 olusan yan yiizey yiiklerinin
ve bu yan yiizey yiiklerinin iki boyutlu elektron sisteminde olusturdugu
potansiyelin goOsterimi. b) Yiizeye yerlestirilmis kapinin olusturdugu
potansiyelin gosterimi (Siddiki, 2009)

Sistemin yiik ve potansiyel dagilimini elde etmek icin, Dr. A. Weichselbaum’un
tarafindan yazilan ve S. Arslan tarafindan gelistirilen ve heteroyapilarin
modellenmesi i¢in kullanilan Poisson denkleminin ii¢ boyutta niimerik ¢oziimiinii
saglayan EST3D (Elektrostatic in Three Dimensions) adli program kullanilmistir.
Gergege yakin bir modelleme olmast i¢in sistem parametreleri, ylizey goriintiisii,

sinir sartlar1 ve elektron-elektron etkilesmelerinin hesaba katilmasi gerekir (Arslan

vd., 2008).

Bu calismada kullanilan heteroyapiya ait katman modeli, V.J. Goldman’in
deneysel caligmalarda (Goldman vd., 2005; Goldman vd., 2007) kullandig1 katman
modeli ile ayn1 secilmistir. Ancak kullanilan ylizey goriintiisii ve uygulanan degerler
farklidir. Sekil 4.4’de goriilen katman modelinde iki katman Si katkilama yapilmistir.
[k donor katmani yiizeyden 40 nm asagida, ikinci donor katman ise ilk katmandan
yaklagik 120 nm asagida secilmistir. Yiizeye yakin kullanilan donor katmani bu

katmandaki elektronlarin yiizeye gitmesini ve yiizeyin elektron yogunlugunun artarak
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daha asagidaki donor katmanindan saglanacak elektronlarin ise GaAs/AlGaAs ara
yiizeyinde olusan kuyularda tuzaklanmasini saglayacaktir. Ortalama elektron yogunlugu,
yapilan donor katkilarinin yogunlugundan, kapilara uygulanan gerilimin biiyiikliigiinden
ve kesme derinliginden direkt olarak etkilenmektedir. Bu degerlerin uygun se¢ilmemesi
elektron sisteminin olusamamasina neden olabilir. Yapilan c¢alismada yiizey alam

5100x5100 nm?* almmustir ve Sekil 4.5’de gosterilmistir.

120 A° GaAs
240 A° A10_33 Ga()‘67 As
Donor 11—
420 A° A10_33G3.0_67 As
420 AO Al(‘,_ngaQ_(,g As
420 A° A10.31 Ga().(,g As
Donor 2 »p--------------------moooooo o

220 A° A10‘31 Ga()_69 As
200 A° Alolzg Gao.71 As

200 AO A10‘27 Ga()_73 As

600 A° A10‘25 Gao_75 As

2BES - I

5000 A° GaAs

|

GaAs Alttas

Sekil 4.4. iki boyutlu elektron sistemini elde etmek icin kullanilan katman profili
(Goldman vd., 2005; Goldman vd., 2007)
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Sekil 4.5. Yiizey goriintiisii (Bu tez kapsaminda yapilan ¢alismalarda kullanilan
Ornegin ylizey goriintiisii) (siyah renkli kisimlar)

Sekil 4.5’deki gibi geometrideki ornek icin farkli yontemlerle dis potansiyel
uygulanarak (sadece kesme ya da sadece kapi uygulayarak), niimerik yontemlerle
kendinden tutarli Thomas-Fermi-Poisson yaklasimi altinda hesaplamalar yapilmistir.
Bu hesaplamalar sonucunda aygit icerisinde, iki boyutlu elektron sisteminin

bulundugu bolgede elektron ve potansiyel dagilimi {i¢ boyutlu uzayda elde edilmistir.

Sekil 4.6 (a) ve Sekil 4.6 (b) ele alinan 5100 nm boyutlarindaki 6rnek modeli igin
yiizeyden asagiya dogru sirasiyla 20 nm (bir katman) ve 80 nm (dort katman) keserek
(etching) elde edilen elektron yogunluklarinin uzaysal dagilimimi Sekil 4.7(a) ve
Sekil 4.7(b) ise kapilara sirastyla Vo= -1.2 V ve V= -1.6 V negatif potansiyel

uygulayarak elde edilen elektron yogunluklarinin uzaysal dagilimini1 gostermektedir.
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Sekil 4.6. Yiizeyden asagiya dogru kesme uygulanmasi sonucu elde edilen elektron
yogunluklarinin uzaysal dagilimi. a) 20 nm (bir katman), b) 80 nm (do6rt
katman)



55

a) 5000 b) 5000

4000 n, (xy) 4000 n, .y

g

3000 3000

Y (nm)
Y{nm)

2000 2000

e
. -
220

62
1000 x10" m 1000 x10" m™*

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

X (nm) X (nm)

0

Sekil 4.7. Yiizeydeki kapilara negatif gerilim uygulanmasi sonucu elde edilen
elektron yogunluklarinin uzaysal dagilimi. a) Vi=-1.2V,b) V=-1.6 V

4.2. Doldurma Faktori v=1,2 ve 1/3 icin Sikistirillamaz Seritlerin Yerlerinin

ve Kalinliklariin Belirlenmesi

Sikigtirilabilir seritlerin elektrostatik modelinde kenar durumlarin doldurma
faktoriine bagliligi iizerine analitik hesaplamalar yapilabilmektedir. Teorik
calismalarinda, yariiletken malzemeye (GaAs/AlGaAs) donor katkilanmasi sonucu
olusan iki boyutlu elektron gazi (2BEG) sistemi ortaya ¢ikmaktadir. 2BEG’nin her
iki tarafina metalik kontaklar yerlestirmesiyle, kap1 (gate) potansiyeli uygulandiginda
problemi elektrostatik olarak incelemek miimkiindiir. Kontaklara bir negatif voltaj
uyguladiginda elektronlar itilerek bir tiilkenme bolgesi olusturulur. Metal kontak
bolgeleri iletken, elektronlarca bosaltilmis bolgeyi yalitkan gibi ele alinarak, metal ve
yalitkan bolgelerde ayr ayr potansiyel ¢oziimleri elde edilir. Boylece sikistirilamaz

seridin (IS) genisligi, ay.

ak=\/ 2e AE @D

z’e’ dn/ dx e,

seklindedir. IS genisligi, sisteme manyetik alanin uygulanmasi ile olusan Landau
seviyelerinin arasindaki enerji farki %@, ile elektron dagilimin degisimine
dn/dx|_, ve malzemenin dielektrik sabitine (€ ) bagh olarak degismektedir. Kesirli

kuantum Hall Etkisi (FQHE) i¢in de tam sayili kuantum Hall etkisi (IQHE) deki

enerji araligma (%@, ) benzer bir enerji araligi vardir, ancak bu enerji araligim
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yaratan sadece yiiksek manyetik alan degil aym zamanda c¢ok parcacik

etkilesmeleridir.

Elektronlarin dagilimi ve

x-=1
n(x) =n, x+—1d (42)
d

sikistirllamaz seritlerin olustugu konumlar i¢in

(4.3)

ifadeler yukaridaki gibi elde edilmistir. Burada ny ortalama elektron say1 yogunlugu,

k serit numarasi ve [, = olarak elde edilen tilkkenme bolgesi genisligidir.

8
4r’nge

Yukarida bahsedilen elektrostatik yaklasim formiilasyonu ile kendinden tutarh
hesaplamalarda gelistirilmis ve sonu¢ olarak kuantumlu Hall platolar1 ve
sikistirilamaz seritlerin yapis1 arasindaki iliski gosterilmistir (Siddiki ve Gerhardts,

2004).

FQHE i¢in IQHE' ye benzer olan enerji boslugunu kullanarak elektrostatik
yaklagim formiilasyonunu FQHE i¢in de genellestirilmis ve kesirli kenar
durumlarinin (sikistirilamaz bolgelerin) konumlarini ve genisliklerini hesaplanmistir.
Kesirli sikigtirllamaz seritlerin konumlar1 ve genislikleri ifadeleri asagidaki gibi

verilmektedir.

x, =1, V:2 T (4.4)
2e AE

= 4.5

“r \/7[262 dnldxl,_, e

Burada AE iki quasi Landau seviyesi arasindaki enerji araligidir. Bu teorik
calismalar, niimerik hesaplamalarla birlestirilerek, yar1 niimerik IS kenar durum

hesaplamalar1 yapilmaktadir (Chklovskii vd., 1992).
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Sikisgtirllamaz seritlerin yani kenar durumlarinin genislikleri giiclii dik manyetik
alanin varliginda doldurma faktorii v=1, 2 ve 1/3’°de incelenmistir. Sikistirilamaz
seritlerin uzaysal dagilimim bulmak icin farkli Lande g * faktorleri ele alimip,

fenomonolojik bir modele dayali olarak kuantum Hall etkisinin mikroskobik bir

resmi ortaya konulmustur.

Asagida tam sayili doldurma faktorii v =1 ve v =2 icin degisik durumlarda

sikistirilamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarin1 gosteren durumlar verilmistir.

1) Manyetik alan 3 Tesla’da sabit tutulup yiizeyden asagiya dogru degisik katmanlar
keserek elde edilen sikistirilamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarim1 gosteren durum

(Sekil 4.8):

a) T 1 katman_3T b) = 2 katman_3T
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Sekil 4.8. Manyetik alan 3 Tesla’da sabit tutulup yilizeyden asagiya dogru farkh
katmanlar keserek elde edilen sikistirllamaz seritlerin yerleri ve
kalinliklari. a) 1 katman (20 nm), b) 2 katman (40 nm), ¢) 3 katman (60
nm), d) 6 katman (120 nm)
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ii) Yiizeyden asagiya dogru 5 katman (100 nm) keserek degisik manyetik alanlarda

elde

4.9):

a)

Y (nm)

Y (nm)

edilen sikistirilamaz yerlerin yerlerini ve kalinliklarin1 gosteren durum (Sekil
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Sekil 4.9. Yiizeyden asagiya dogru 5 katman (100 nm) keserek ve farkli manyetik
alanlar uygulayarak elde edilen sikistirnllamaz seritlerin yerleri ve
kalinliklari. a) 2.5T, b)2.7T, ¢) 3T, d)3.2T
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iii) Manyetik alan 3 Tesla’da sabit tutuldugunda kapilara degisik potansiyeller

uygulayarak elde edilen sikistirllamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarim gosteren

durum (Sekil 4.10):
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4.10. Manyetik alam1 3 Tesla’da sabit tutup kapilara sirasiyla a) -1.2 'V,

b) -1.6 V, ¢) -1.8 V, d) -2.0 V potansiyel uygulayarak elde edilen
sikistirilamaz seritlerin yerleri ve kalinliklari
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iv) Kapilara sabit -1.6 V potansiyel uygulandiginda degisik manyetik alanlarda

sikistirilamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarin1 gosteren durum (Sekil 4.11):

a) 5000 F 6V 28T b) 5000 F
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Sekil 4.11. Kapilara sabit -1.6 V potansiyel uygulayip sirasiyla a) 2.8T, b) 3T,
c) 3.2T, d) 3.3T manyetik alan altinda sikistirllamaz seritlerin yerleri ve

kalinliklan

Asagida kesirli doldurma faktorii v =1/3 i¢in degisik durumlarda sikistirilamaz

seritlerin yerlerini ve kalinliklarim gosteren durumlar verilmistir.



61

v) Manyetik alan 18 Tesla’da sabit tutulup yiizeyden asagiya dogru degisik

katmanlar keserek elde edilen sikistirilamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarini

gosteren durum (Sekil 4.12):
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Sekil 4.12. Manyetik alan1 18 Tesla’da sabit tutup ylizeyden asagiya dogru

a) 1 katman (20 nm),

b) 2 katman (40 nm), ¢) 3 katman (60 nm),

d) 6 katman (120 nm) keserek elde edilen sikistirilamaz seritlerin

yerleri ve kalinliklar
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vi) Yiizeyden asagiya dogru 5 katman (100 nm) keserek degisik manyetik alanlarda

elde edilen sikistirilamaz yerlerin yerlerini ve kalinliklarimi gosteren durum (Sekil

4.13):
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Sekil 4.13. Yiizeyden asagiya dogru 5 katman (100 nm) keserek ve sirasiyla a) 9 T,
b) 12 T, c) 15 T, d) 18 T manyetik alan altinda sikistiritlamaz seritlerin

yerleri ve kalinliklar
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vii) Manyetik alan 18 Tesla’da sabit tutuldugunda kapilara degisik potansiyeller

uygulayarak elde edilen sikistirllamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarim gosteren

durum (Sekil 4.14):
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Sekil 4.14. Manyetik alam1 18 Tesla’da sabit tutup kapilara sirasiyla a) -1.2 'V,
b) -1.6 V, ¢) -1.8 V, d) -2.0 V potansiyel uygulayarak elde edilen
sikistirilamaz seritlerin yerleri ve kalinliklar
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viii) Kapilara sabit -1.6 V potansiyel uygulandiginda degisik manyetik alanlarda

sikistirilamaz seritlerin yerlerini ve kalinliklarin1 gosteren durum (Sekil 4.15):
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Sekil 4.15. Kapilara sabit -1.6 V potansiyel uygulayip sirasiyla a) 18T, b) 19.5T,
c) 21T, d) 24T manyetik alan altinda sikistirilamaz seritlerin yerleri ve
kalinliklar1

4.3. Doldurma Faktorii v =5/2 icin Spin Damlaciklarinin G6zlenmesi

Bu kisimda, hem deneysel hem de teorik calismalarda son zamanlarda oldukga
ilgi ceken kesirli kuantum Hall olayinin doldurma faktorii v =5/2 durumunda spin
damlaciklarinin (droplets) olusumu incelenmistir. Bu olusum Bolim 2.6’da
anlatilmisti.

Kesirli kuantum Hall olayinin olusumu elektron-elektron etkilesmelerinin bir
sonucu oldugundan, sistemde komplike korelasyon etkilerini dikkate alan niimerik
metotlar kullanilmistir. Kuantum noktalarin elektronik yapisim1 hesaplamak igin

niimerik olarak ¢ok parcacik metotlarindan spin yogunluk fonksiyonel teorisini
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kullanarak Schrodinger denklemi OCTOPUS programiyla c¢oziilmiistiir. N tane
elektron iceren kuantum nokta sistemi i¢in standart etkin kiitle Hamiltoniyeni

asagidaki gibi tanimlanmistir:

— (4.6)

N - A\2
(p;, +eA) " e
H = E - +V (r)+ S|+
=1 2m’ ()8 M5 Axe. 4

GaAs yariiletken ortam i¢in etkin malzeme parametreleri m* = 0.067m,, € =12.4¢,
ve g*=-0.44 olarak ele alinmistir. Burada; ;l, kuantum nokta diizlemine dik

homojen B manyetik alanmn vektor potansiyelidir. Sekil 4.5’te goriilen geometrideki
ornek icin (burada 6rnek boyutlar1 2550 x 2550 nm? olarak ele alimuistir) yiizeyden
asagiya 80 nm derinlige kadar kimyasal yontemlerle kesme yapilarak niimerik
yontemlerle kendinden tutarli Thomas-Fermi-Poisson yaklasgimi altinda dis

potansiyel profili elde edilmistir. Elde edilen dis potansiyel grafigi Sekil 4.16’da

verilmistir.
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Sekil 4.16. D1s potansiyel
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EST3D programindan elde edilen potansiyel (Sekil 4.16) ele alinarak OCTOPUS
programinda, Sekil 4.5’de ifade edilen geometri icin olusturulan kuantum nokta
bolgesinde manyetik alan ve spinleri hesaba katan spine dayali yogunluk fonksiyonel
teorisi ile taban durumunda hesaplamalar yapilmistir. Yogunluk fonksiyonel teorisi
ile hesaplanan 48 ve 47 elektronlu kuantum noktanin farkli spin durumlarinin
manyetik alana kars1 toplam enerjileri sirasiyla Sekil 4.17 ve Sekil 4.18’de verilmistir.

Kuantum noktada v >1 bdolgesinde doldurma faktorii v=2N/N,,, formiili ile
tamimlanir. Burada; N toplam elektron sayisimi, N, ise en diisik Landau

seviyesindeki (OLL) elektronlarin sayisim ifade etmektedir. B <1.1 Tesla’daki
manyetik alanlarda farkli spin polarizasyonlu ¢ok elektron taban durumlarinin

dejenereligi oldukca yiiksektir. Kuantum noktalarin taban durumunun spin
polarizasyonu (S) yukar spinlerin toplam sayisindan ( N T) asagl spinlerin toplam

sayist (N i) cikarilip ikiye boliinmesiyle elde edilir. Manyetik alan arttirildiginda,
kismen spin polarize durumlar S =0 durumuna gore daha diisiik enerjidedir. Sonug
olarak, B ~1.140 Tesla’da kuantum nokta en yiiksek spin polarizasyona (S=4) ulasir.
Bu durum, kuantum nokta icerisindeki iki sikistirllamaz tamsayili doldurma faktorii
v=2 ve v=3 bolgeleri arasina diisen v =5/2 durumu olarak tanimlanabilir. Spin

droplet bolgesi 5/2>v>2 araligina (yani1.140 T < B <1.492 T aralig1) karsilik
gelmektedir.

Kimyasal potansiyel, N-1 elektronlu kuantum noktaya girebilmek igin N.
elektron tarafindan harcanmasi1 gereken enerji olarak ifade edilir ve matematiksel
(N,B)-E

olarak u(N,B)=F (N —1,B) olarak verilir. Sekil 4.19, parcacik

tot tot

sayisinin 48 oldugu durumda yogunluk fonksiyonel teorisi kullanilarak manyetik
alanin her bir degeri icin taban durumu belirlenip elde edilen kimyasal potansiyeli
gostermektedir. Kimyasal potansiyeldeki osilasyonlar taban durumu gegislerine
karsilik gelmektedir. Doldurma faktérii v=5/2 ’de osilasyonlar birlesmeye
baslayarak basamak 6zelligi gostermektedir. Bu durum, spin dropletin olusumunun
belirtisi olarak yorumlanabilir. Yapilan bu c¢alismanin daha ©nceden yapilan
caligmalardaki teorik (Résdnen vd., 2008) ve deneysel (Ciorga vd., 2000;

Kouwenhoven vd., 1999) sonuclarla uyum igerisinde oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4.18. Spin droplet bolgesinde yogunluk fonksiyonel teorisi ile hesaplanan

N=47 elektronlu kuantum noktanin spin durumlarinin toplam enerjisi
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kimyasal potansiyel
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Sekil 4.19. N=48 elektron i¢in DFT ile hesaplanan kimyasal potansiyel
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Doldurma faktorii v =2 icin B =1.492T *da spin yogunluklar1 (spin yukari, spin
asagl ve toplam spin yogunluklari)) ve doldurma faktdrii v=5/2 igin
B ~1.140 T ’da spin yogunluklart (spin yukari, spin asagl ve toplam spin
yogunluklar1) sirasiyla Sekil 4.20 ve Sekil 4.21°de verilmistir. Doldurma faktorii
v=2"de spin droplet gozlenmezken, doldurma faktorii v=15/2"de spin dropletin
olustugu goriilmektedir. Elektronlar spin-eslesmis en diisiik Landau seviyesi (OLL)
ve tamamen spin polarize ikinci en diisiik Landau seviyesine (/LL) yerlesir.
Elektronlarin oldukca diiz olan zemine yerlestigi kisim spin-eslesmis en diisiik
Landau seviyesidir. Spin dropletin olustugu kisim ise tamamen spin polarize olan

ikinci en diisiik Landau seviyesidir.
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Sekil 4.20. Yogunluk fonksiyonel teorisi ile hesaplanan 48 elektronlu kuantum
noktanin doldurma faktorii v = 2 ’de spin yogunluklari
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Sekil 4.21. Yogunluk fonksiyonel teorisi ile hesaplanan 48 elektronlu kuantum
noktanin doldurma faktorii v =5/2"de spin yogunluklari
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5. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu caligsmada, farkli enerji band yapilarina sahip iki yan iletkenden olugan ve son
zamanlarda malzeme iiretiminde siklikla kullanilan GaAs/AlGaAs heteroyapisi ele
alinmig ve diisiik sicaklikta elektronlarin bir yondeki hareketi kisitlanarak bu iki yar
iletkenin ara yiizeyinde iki boyutlu elektron sistemi olusturulmustur. Bu durumda
elektronlar yalmizca iki boyutta hareket edebilmektedir. Heteroyapinin st
yiizeyinden asagiya dogru belirli miktarda kesme yaparak ya da yiizeyin iizerine
metalik kap1 koyarak elektronlarmn hareketi tek boyuta indirgenmistir. iki boyutlu
elektron sisteminin bulundugu yerde sistemin yiik ve potansiyel dagilimini elde
etmek icin li¢ boyutta Poisson denklemi niimerik olarak ¢oziilmiistiir. Bu islemler
sonucunda elde edilen potansiyel dagilimlar1 incelendiginde; kesme tanimli durumun
potansiyelinin kapt tamimhi duruma gore daha keskin bir sekilde degistigi
goriilmiistiir. Kesme islemi gerceklestirildiginde elde edilen potansiyelin daha keskin
olmasinin sebebi, kesme yapildiginda yiizeydeki elektronlarin bir kisminin yan

yiizeylere kacarak elektrostatik olarak elektron sistemindeki elektronlara itici bir

kuvvet uygulamasidir.

Sikistirlamaz  seritlerin kalinlig1 potansiyel degisimine baghdir. Yumusak
degisen potansiyellerde sikistirilamaz seridin genisligi artmakta, potansiyelin keskin
degistigi bolgelerde sikistirilamaz seridin genisligi daha dar olmaktadir. Elektronlarin
dalga boyu sikistirllamaz seritlerin genisliginden daha biiyiik oldugunda bu seritler
gozlenmez. Ayrica tek elektron interferometrelerinin gozlenebilmesi icin kuantum
nokta kontaklarin arasindaki uzaklik baska bir deyisle seritler arasindaki uzaklik
onemli bir parametre olarak ortaya c¢ikmaktadir. Seritler arasindaki uzaklik
elektronun dalga boyu ile karsilastirilabilir diizeyde oldugunda tiinelleme olay1
gerceklesebilmekte tek elektron girisimi gozlenebilmektedir. Aym zamanda
tinellemenin  olusabilmesi icin kenar seritlerinin birbirine yakin olmasi

gerekmektedir.

Bu calismanin ilk kisminda, manyetik alan icerisindeki iki boyutlu elektron
sisteminde olusan akimin aktig1 sikistirllamaz seritlerin varligi analitik ve niimerik

yontemler kullanilarak doldurma faktdrii v=1,2 ve 1/3 i¢in incelenmistir. Dis
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potansiyel kesme yoOntemiyle uygulandiginda elektronlar yiizeyden daha fazla

elektron itilmekte ve aygitin orta bolgesine daha fazla elektron yogunlagsmaktadir.

Ikinci kisimda ise doldurma faktorii v =5/2 durumunda spin damlaciklarinin
olusumu niimerik ¢ok elektron metotlari kullamlarak incelenmistir. Ozel bir geometri
kullanarak elde edilen dis potansiyel dikkate alinarak kuantum nokta bolgesinde
manyetik alan ve spinler hesaba katilarak spin yogunluk fonksiyonel teorisi
kullanilmis ve icerisinde 48 ve 47 tane elektron bulunan kuantum noktanin farkl
spin durumlan icin manyetik alana karsilik gelen toplam enerjileri elde edilmistir.
Buna gore; manyetik alan arttirildiginda, kismen spin polarize durumlar S=0
durumuna gére daha diisiik enerjide bulunmustur. Kuantum nokta spin polarizasyonu
S=4’de taban durum enerjisine ulagmistir. Daha yiiksek polarize durumlar S=0
durumundan daha biiyiikk toplam enerji degerlerine sahip olmakta ve uyarilmis
Landau seviyelerine karsilik gelmektedirler. Doldurma faktorii 5/2 durumu
B~1.140 T’ya kars1 gelmektedir. 5/2 > v > 2 arasindaki bolge spin damlacik bolgesi

olarak adlandirilmaktadir.

Iki boyutlu elektron sisteminde elektronlar diiz bir zemine yerlesmekte iken,
geometrinin durumuna gore dis potansiyelin de degistigi kuantum noktalarda
elektronlar orta kisimlarda yogunlasmaktadir. Bu nedenle elde edilen toplam elektron
yogunlugu incelendiginde doldurma faktorii v =2 durumunda orta kistmda bir ¢ukur
varken (Sekil 4.20), doldurma faktorii v =5/2 durumunda bir diizliigiin olustugu
(Sekil 4.21) olusmaktadir.

48 ve 47 parcacik icin elde edilen taban durum enerji farklar alinarak kimyasal
potansiyel elde edilmistir. Kimyasal potansiyeldeki osilasyonlar cok parcacik taban
durumlarindaki kesikli gecisleri gostermektedir. Bu osilasyon doldurma faktorii
5/2’de belirginlesmistir. iste bu durum spin damlaciklarinin varligin gostermektedir.
Boylece bu calismanin hem teorik (Risénen vd., 2008) hem de deneysel

(Kouwenhowen vd., 1999; Ciorga vd., 2000) sonuglarla uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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