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ÖZET 
 
 

İKİNCİ MERTEBEDEN SİNGÜLER PERTÜRBE OLMUŞ BAŞLANGIÇ-
DEĞER PROBLEMİ İÇİN FARK METODU 

 

DUMAN, Adem 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Musa ÇAKIR 

Temmuz 2011, 45 Sayfa 

 

Bu çalışmada, birinci ve ikinci mertebeden türevli terimlerin katsayılarının 

pozitif küçük parametre olduğu başlangıç-değer problemleri incelenmiştir. İkinci 

mertebeden singüler pertürbe olmuş başlangıç değer problemlerinin nümerik çözümü 

için üstel katsayılı sonlu fark şemaları kurulmuştur. Fark şemasının pertürbasyon 

parametresinden bağımsız ayrık maksimum normda birinci mertebeden düzgün 

yakınsak olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca teoriyi destekleyen bazı nümerik örnekler 

verilmiştir.  

Alınan teorik sonuçlar Matematica programlama dilinde bir örnek üzerinde 

denetlenmiştir.  

 

Anahtar kelimeler: Singüler pertürbe özellikli problem, başlangıç-değer 

problemi, Üstel katsayılı fark şeması, Düzgün yakınsaklık 
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ABSTRACT 
 
 

DIFFERENCE  METHOD FOR SECOND ORDER SINGULARLY 
PERTURBED INITIAL-VALUE PROBLEM  

 

DUMAN, Adem 

Msc, Mathematics Science 

Supervizor: Asst. Prof. Dr. Musa ÇAKIR 

July 2011, 45 Pages 

 

In this study, initial-value problem with small parameter by the first and second 

derivatives is considered. For numerical solution of singulary perturbed initial-value 

problem of the second order the exponential coefficient difference schemes have been 

constructed. It has been proved that the difference scheme is first-order uniform 

convergent in the discrete maximum norm, independently of the perturbation parameter. 

Furthermore, some numerical experiments supporting the theory are presented. 

The theoretical results taking have been audited on a sample in Matematica 

programming language.  

 

Key words: Singular perturbed problems,  initial-value problem, the difference 

scheme of exponential coefficients, Uniform convergence 
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ÖNSÖZ 
 
 

Diferansiyel denklemler için singüler pertürbe olmuş problemler; matematik, 

akışkanlar mekaniği, meteoroloji, difüzyon süreçleri, kontrol teorisi, kimyasal reaksiyon 

ve fizik gibi uygulamalı bilim dallarında çok sık kullanılmaktadır. 20.yy ortalarından 

itibaren konuyla ilgili ciddi çalışmalar yapılmış olup son yıllarda ilgili araştırmalar 

oldukça artmıştır. 

Singüler pertürbe özellikli problemler, yüksek mertebeden türevli terimlerin 

katsayılarının pozitif küçük bir parametre olduğu problemlerdir. Singüler pertürbe 

olmuş bir problemin çözümü, tanım bölgesinin bazı kısımlarında düzenli ve yavaş, bazı 

kısımlarında ise çok ani değişim göstermesi nedeniyle düzensiz ve anidir. Yani çözüm, 

sınır katları da denilen ince geçiş katlarında parametreye bağlı olarak hızlı, bu geçiş 

katları dışında da regüler değişim gösterir. Bu da singüler pertürbe özellikli 

problemlerin geçiş katlarındaki durumunu da kapsayan daha genel çözüm için ciddi 

zorluklara sebebiyet vermektedir. Bu nedenle singüler pertürbe özellikli denklemin 

kesin çözümü yerine, uygun metotları kullanarak nümerik çözümünü elde etmek daha 

kolaydır. 

Bu çalışmada, ikinci mertebeden singüler pertürbe olmuş başlangıç değer 

problemi için baz fonksiyonları yardımıyla üstel katsayılı fark şemaları oluşturulmuştur. 

Ardından asimptotik değerlendirmeler ve nümerik çözümün kesin çözüme yakınsaklığı 

incelenmiştir. 

 Bu çalışma tamamlanana değin, sabırla göstermiş oldukları ilgi ve öğretme 

arzusuyla yardımlarını esirgemeyen başta değerli hocam Yrd. Doç. Dr. Musa Çakır 

olmak üzere, Prof. Dr. Cemil Tunç, Arş. Gör. Dr. Erkan Çimen, Yrd. Doç. Dr. 

Sebahattin ŞEVGİN, Arş. Gör. Gıyas Sakar ve varlığı iyilikle eş değer amcam Yusuf 

Duman’a teşekkürü ve saygıyı borç bilirim. 
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 Bağımsız değişken  :      ݐ

݈            :  Diferansiyel fark operatörü 

 Diferansiyel operatör  :           ܮ

 ௝           :  Düğüm noktalarıݐ

 ௝          :  Fark probleminin çözümü (yaklaşık çözüm)ݕ

 ௝       :  Fark probleminin üstel katsayısıߠ

 ଴        :  İndirgenmiş problemin çözümüݑ

௝ܴ      :  Kalan terim 

 Singüler pertürbasyon parametresi :    ߝ

 ௝     :  Sürekli problemin çözümü (kesin çözüm)ݑ

߬         :  Şebeke adımı 

 fonksiyonunun k. mertebeden türevi (ݐ)ݑ  :            (ݐ)௞ݑ

 ௝ noktasındaki ileri fark türeviݐ fonksiyonunun (ݐ)ݑ  :        ௧,௝ݑ

 ௝ noktasındaki geri fark türeviݐ fonksiyonunun (ݐ)ݑ  :         ௧̅,௝ݑ

ݑ
௧
బ

,௝
 ௝ noktasındaki merkezi fark türeviݐ fonksiyonunun (ݐ)ݑ  :          

 ௝ noktasındaki ikinci fark türeviݐ fonksiyonunun (ݐ)ݑ  :      ௧̅௧,௝ݑ

||. ||஼(௪ഓ)     :    ݓఛ  şebekesindeki ayrık norm 

 ௝ାଵ൯ݐ൫ݖ ௝ାଵ noktasındaki değeriݐ fonksiyonunun ݖ           :                     ݖ̂

 ௝ିଵ൯ݐ൫ݖ ௝ିଵ noktasındaki değeriݐ fonksiyonunun ݖ           :                     ݖ̌

 

 

 

 

 

 



1. GİRİŞ ve LİTERATÜR BİLDİRİŞLERİ 
 
 
Singüler pertürbe olmuş problemler, diferansiyel denklemde yüksek türevler 

içeren terimlerin katsayılarının, küçük pozitif parametre olduğu problemlerdir. Birçok 

doğa olayı çeşitli parametrelere göre ani değişkenlik gösterir. Bu tür problemler 

örneğin, akışkanlar mekaniği, akışkanlar dinamiği (Neyfeh, 1973), elastik kuantum 

mekaniği, kütlenin hareketi, plastik, kimyasal reaktör teori, aerodinamik, elektron 

plazma dalgaları, elektrik akımı (Kadalbajoo ve Reddy, 1989), manyetik dinamik, 

arıtılmış gaz dinamik, oşinografi, meteoroloji, iletişim hatları, yayılma teorisi ve 

reaksiyon-difüzyon, kontrol teorisi (O’Malley, 1974) gibi uygulamalı bilim dallarının 

çeşitli alanlarında ortaya çıkmaktadır. Singüler pertürbe özellikli problemlere ilgi, 

yaklaşık olarak yirminci yüzyılın başlarında başlamıştır. Araştırmalar esasen asimptotik 

açılımlar üzerine yoğunlaşmış ve 1960’ lı yılların akabindeki dönemlerde yapılan 

çalışmalarla çok iyi sonuçlar alınarak kapsamı genişletilmiştir. 

Singüler pertürbe özellikli problemlerle ilgili yapılan çalışmalar:  

Friedrichs ve Wasow (1946) tarafından singüler pertürbasyon terimi ilk kez 

ortaya atıldı. Nayfeh (1973), diferansiyel denklemler ve kısmi diferansiyel denklemler 

için pertürbe metotlarını geliştirerek vermiştir. O’Malley (1974; 1991), bu tür 

problemleri asimptotik olarak çözmüş ve singüler pertürbe metotları üzerinde 

çalışmıştır. Doolan ve ark. (1980), başlangıç ve sınır katlı problemler için nümerik 

metotları ve nümerik çözümlerini incelemiştir. Lange ve Miura (1982), yüksek 

mertebeli türevde küçük parametre bulunan ikinci mertebe diferansiyel denklemleri için 

asimptotik yaklaşımlar verdiler. Samarskii (2001), Amiraliyev (1990;1991) ve Çakır 

(2000), fark şemaları teorisini geliştirerek, singüler pertürbe olmuş problemlerin fark 

şemasını kurarak yaklaşık çözümlerini incelemişlerdir. Ceiges (1988;1991), birinci tip 

sınır şartı içeren problemlerin asimptotik ve bazı nitelik özelliklerini incelemiş ve 

yaklaşık çözüm için fark şemasını kurmuş ve ayrıca problemin nümerik çözümünü 

bulmuştur. Amiraliyev ve Memmedov (1995), singüler pertürbe olmuş problemlerin 

düzgün şebekelerindeki fark şeması üzerinde çalışmışlardır. Miller ve ark. (2000), sınır 

değer problemlerini sınır katlarında nümerik çözümlerini inceleyerek, bu problemler 

için kuvvetli hesaplama tekniklerini vermişlerdir. Bakhvalov (1969), bağımsız 

değişkenli bilinmeyen fonksiyonları sınır katı içermeyen özel dönüşümler geliştirerek 



2 
 

 
 

inşa etmiştir. Roos ve ark. (1996), singüler pertürbe denklemlerin genel nümerik 

metotlarını vermiştir. Farell ve ark. (2000), bu konuda sınır katı tekniklerini 

belirtmişlerdir.  

Bu problemlerin çözümü, tanım bölgesinin bazı kısımlarında ani, bazı kısımlarda 

ise yavaş ve düzenli değişir. Hızlı değişimin olduğu sınır katlarında çözümün türevleri 

sınırsızdır (Neyfeh, 1973; O’Malley, 1974; O’Malley, 1991). Bu nedenle klasik 

nümerik metotlar çözümün ani değiştiği yerlerde kararsızlık gösterir ve uygulanması 

objektif sonuçlar vermez. Çünkü sınır katlarında çözüme daha kesinlikli yaklaşılması 

beklentisiyle şebeke adımları küçültülse dahi nümerik çözüm kesin çözüme 

yakınsamamakla beraber ıraksar. Bu sebeple singüler pertürbe özellikli problemlerin 

çözümü için üstel katsayılı fark şemalarının kurulması idealdir (Kadalbajoo, 1989).  

Bu çalışmada, 

ݑܮ                                         ≡ ᇱᇱݑଶߝ + ᇱݑ(ݐ)ܽߝ + ݑ(ݐ)ܾ = 0    , (ݐ)݂ < ݐ ≤ ܶ             (1.1) 

(0)ݑ                                         = ,ܣ ᇱ(0)ݑ =  (1.2)                                                               ߝ/ܤ

formundaki lineer ikinci mertebeden singüler pertürbe olmuş başlangıç-değer 

problemini, sonlu-fark metodu kullanarak nümerik çözümünü bulacağız. Burada ߝ > 0 

küçük pozitif parametredir ܣ ve ܤ verilen sabittir,  ܽ(ݐ) ≥ ߙ > 0 , (ݐ)ܾ ≥ ߚ >  0, 

,0]   (ݐ) ݂ ܶ ] aralığında yeterince düzgün fonksiyonlardır. (1.1)-(1.2)  probleminin 

genellikle pozitif ve küçük ߝ değerleri için ݐ =  0 ’ a yakın bir başlangıç katmanı vardır.  

Bu çalışmada, (1.1)-(1.2) probleminin asimptotik değerlendirmeleri verilmiştir. 

Problemin nümerik çözümü için düzgün şebekede sonlu fark şeması oluşturulmuştur. 

Fark şeması, üstel taban fonksiyonlarının integral formunda kalan terimlerin 

kullanılmasıyla oluşturulur ki bu şema singüler pertürbe olmuş problemlerde uygulanır. 

Genel olarak problemin üstel katsayılı fark şeması kurularak fark şemasının hata 

değerlendirmesi kapsamında yakınsaklık analizi yapılarak çözüm algoritması 

incelenecektir.  

Çalışmamız yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde giriş ve literatür 

bildirişleri, ikinci bölümde çalışmamız için gerekli olan ön bilgilere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde kesin çözüm ile ilgili değerlendirilmeler ele alınmıştır. Dördüncü 

bölümde fark şemasının kurulmasına yer verilmiştir. Beşinci bölümde yakınsaklığın 

analizi yapılmıştır. Altıncı bölümde alınan teorik sonuçlar bir örnek üzerinde 

değerlendirilmiş; çözüm algoritması, bilgisayar programı, düzgün şebeke düğüm 
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noktalarında kesin, yaklaşık değerleri, hatalarını içeren tabloya ve grafiklere  yer 

verilmiştir. Yedinci ve son bölümde ise tartışma, sonuç ve değerlendirme yapılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 



2. ÖN BİLGİLER 
 
 
Bu bölümde konuyla ilgili kullanılacak bazı temel tanımlar, eşitsizlikler ve 

formlar verilecektir. 

Tanım 2.1. Şebeke 

 [ܽ, ܾ] kapalı aralığının sonlu sayıda noktadan oluşan parçalanışına bir şebeke 

denir. Bu şebekede tanımlanmış fonksiyona ise şebeke fonksiyonu denir.  

 

i. Düzgün Olmayan Şebeke 

 [ܽ, ܾ] aralığınında tanımlanan  

ഥݓ = ܽ |௜ݔ} = ଴ݔ < ଵݔ < ଶݔ < ⋯ < ேݔ = ܾ}  

ayrık noktalar kümesine düzgün olmayan şebeke denir. ݔ௜ noktalarına ise düğüm 

noktaları veya şebeke düğümleri denir. ݓഥ şebekesinde tanımlanmış ݂(ݔ) fonksiyonuna 

şebeke fonksiyonu denir. ݂(ݔ௜) (ݔ௜ ∈  ഥ) değerini kısa olarak ௜݂ şeklinde belirteceğizݓ

 

ii. Düzgün Şebeke ve Şebeke Fonksiyonu 

 [ܽ, ܾ] aralığında tanımlanan 

ഥ௛ݓ = ൜ݔ௜ = ݅ℎ, ݅ = 0,1,2, . . ܰ; ℎ =
ܾ − ܽ

ܰ
ൠ. 

şebeke fonksiyonu, düğümler eşit aralıklı ise düzgün şebekedir. ℎ-sabitine şebeke adımı 

denir(Amiraliyev ve Duru, 2002). 

 

Tanım 2.2. Sağ, Sol ve Merkezi Fark Türevleri 

Türevlerin yaklaşımı için çoğu kez fark türevleri denilen aşağıdaki ifadeler 

kullanılır. 

Birinci türev için; 

İleri Fark Türevi          ∶ ௫,௜ݕ    =
௜ାଵݕ − ௜ݕ

ℎ  

Geri Fark Türevi         ∶ ௫,ഥݕ     ௜ =
௜ݕ ௜ିଵݕ− 

ℎ  

Merkezi Fark Türevi ∶ ݕ    
௫
బ

,௜
=

௜ାଵݕ − ௜ିଵݕ

2ℎ  
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௫,ഥݕ ௜ geri fark türevi ile  ݕ௫,௜ ileri fark türevi  ℎ → 0 durumunda ݑᇱ(݅ݔ) 

değerine ܱ(ℎ) hızıyla yaklaşacaktır. Fakat  ݕ
௫
బ

,௜
 merkezi fark türevi ℎ → 0 durumunda 

 .değerine ܱ(ℎଶ) hızıyla yaklaşacaktır (݅ݔ)′ݑ

İkinci türev için: 

 İkinci Fark Türevi ∶ ௫̅௫,௜ݕ   =
1
ℎ ௫,௜ݑ) − (௫̅,௜ݑ  =

௜ାଵݕ − ௜ିଵݕ+௜ݕ2

ℎଶ  

İkinci mertebeden fark türevi ℎ → 0 durumunda (݅ݔ)′′ݑ değerine  ܱ(ℎଶ)  hızıyla 

yaklaşacaktır (Samarskii, 2001). 

Tanım 2.3. Düzgün Yakınsaklık 

  ௜ problemin yaklaşık çözümü olmak üzereݕ ௜ problemin kesin çözümü veݑ

  dan bağımsız yeterince küçük tüm ℎ sabitleri için′ ߝ

max
௜

|௜ݕ−௜ݑ| ≤  ℎ௞ܥ

olacak şekilde ߝ ′dan bağımsız bir ܥ sabiti var ise yaklaşık çözüm kesin çözüme ℎ’ın 

݇’ıncı derecesiyle yakınsar (ܱ(ℎ௞) hızıyla yakınsar) veya yaklaşık çözüm ܱ(ℎ௞)  

kesinliğine sahiptir denir. Eğer ݇′ ıncı mertebeden yakınsama istenirse hata sabiti ߝ ′dan 

bağımsız olmak zorundadır (Amiraliyev ve Duru, 2002). 

 

Lemma 2.1. Gronwall İntegral Eşitsizliği  

,(ݐ)ݑ ;azalmayan bir fonksiyon olmak üzere  (ݐ)ݑ  (ݐ)ݍ  ݁ݒ (ݐ)݌
fonksiyonlarının sürekli olduğunu varsayalım. 

(ݐ)ݑ                            ≤ ଴ݒ + න (ݏ)ݑ(ݏ)݌] +  ݏ݀[(ݏ)ݍ
௧

଴
  , (ݐ)݌ ≥ 0 

ise  

(ݐ)ݑ    ≤ ଴ݒ exp ቆන (ߦ)݌
௧

଴
ቇߦ݀ + න (ݏ)ݍ exp ቆන ߦ݀(ߦ)݌

௧

௦
ቇ

௧

଴
  ݏ݀

olur (Memmedov, 1980). 
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Tanım 2.4. μ Eşitsizliği  

|ܾܽ| ≤ ଶܽߤ +
1

ߤ4 ܾଶ ߤ   ,    > 0.  

eşitsizliği doğrudur (Memmedov, 1980). 

 

Tanım 2.5. Kuadratur Formülleri   

  Fark şemalarının kurulması ve incelenmesinde aşağıdaki kuadratur formülleri 

kullanılacaktır. 

          න ݔ݀(ݔ)݂(ݔ)݌ = (ܾ)݂ߪ} + (1 − {(ܽ)݂(ߪ ቈන ݔ݀(ݔ)݌
௕

௔
቉  

௕

௔
 

                                             +݂(ܽ; ܾ) න ൫ݔ − ݔ݀(ݔ)݌൯(ఙ)ݔ
௕

௔
                                               (2.1) 

burada ߪ-reel parametre,  ܲ(ݔ) ∈ ,ܽ]ܥ ܾ] ağırlık fonksiyonudur. 

ܴ(݂) = න ݔ݀
௕

௔
(ݔ)݌ න ݂(௡)(ߦ)ܭ௡ିଵ(ݔ, ߦ݀(ߦ

௕

௔
 , ݂ ∈ ௡ܥ , ݊ =  2 ܽݕ݁ݒ 1

,ݔ)௦ܭ (ߦ = ௦ܶ(ݔ − (ߦ − (ܾ − ܽ)ିଵ(ݔ − ܽ)(ܾ − ,  ௦(ߦ ݏ = 0, 1  

(ఙ)ݔ = ܾߪ + (1 − ,  ܽ(ߪ ݂(ܽ; ܾ) =
݂(ܾ) − ݂(ܽ)

ܾ − ܽ  , 

≤λ ,     !ݏ/௦ߣ                          0 
                                                         ௦ܶ(ߣ) = 

0 , λ<0. 

                         න ݔ݀(ݔ)ᇱ݂(ݔ)݌ = ݂(ܽ; ܾ) න ݔ݀(ݔ)݌
௕

௔
+ തܴ(݂)                                

௕

௔
(2.2) 

burada ߪ-reel parametre,  ܲ(ݔ) ∈ [ܽ, ܾ] ağırlık fonksiyonudur. 

           തܴ(݂) = − න ݔ݀
௕

௔
(ݔ)ᇱ݌ න ݂(௡)ܭ௡ିଵ(ݔ, ߦ݀(ߦ

௕

௔
, ݂ ∈ ௡ܥ , ݊ =  2 ܽݕ݁ݒ 1

                തܴ(݂) = − න ݔ݀
௕

௔
(ݔ)݌ න ݂ ,ݔ)௡ିଵܭ(ߦ)′′ ߦ݀(ߦ

௕

௔
 ,      ݂ ∈  ଶܥ

(2.1) ve (2.2) kuadratur formlarında aynı ܭ௦(ݔ,  ,fonksiyonu kullanılmaktadır. Ayrıca (ߦ

,ܽ)଴ܭ  (ߦ = ,ܾ)଴ܭ (ߦ = 0  , 
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,ܽ)ଵܭ (ߦ = ,ܾ)ଵܭ (ߦ = ,ݔ)ଵܭ ܽ) = ,ݔ)ଵܭ ܾ) = 0  

,ݔ)ଵܭ                                                          (ߦ = ,ߦ)ଵܭ  (ݔ

߲
ߦ߲ ,ݔ)ଵܭ (ߦ = ,ݔ)଴ܭ−           ,    (ߦ

߲
ݔ߲ ,ݔ)ଵܭ (ߦ = ,ߦ)଴ܭ−  (ݔ

olduğu görülür (Amiraliyev ve Memmedov, 1995). 

 

Tanım 2.6. Fark Şemasının Kararlılığı  

Kararlılık, fark problemleri veya genellikle yaklaşık algoritmalar için, bunların 

pratik uygulanabilmesinin gerektirdiği önemli bir özelliktir. 

ݕ௛ܮ                                                             = φ௛ , ݔ ∈  ௛                                               (2.3)ݓ
                                                      ݈௛ݕ = ௛݂ , ݔ ∈  ௛                                                  (2.4)ߛ
 
fark probleminin söz konusu olduğunu varsayalım, burada ܮ௛ ve ݈௛ ݓഥ௛  sebekesinde 

tanımlanan fonksiyonlar kümesinde etkili olan fark operatörleri, φ௛ , ௛݂  belli şebeke 

fonksiyonları olan bu başlangıç veri fonksiyonları ve yeteri kadar küçük  ℎ ≤ ℎ଴ için bir 

tek çözüme sahip olduğunu varsayalım. ݕ෤ ile, (2.3)-(2.4) probleminin başlangıç veri 

fonksiyonları φ෥௛ ve ሚ݂௛ olan çözümünü belirleyelim. 
Eğer öyle ℎ’a bağlı olmayan ܥଵ, ଶ sabitleri varsa yeteri kadar küçük ℎܥ ≤ ℎ଴ 

için 
෤ݕ‖                            − ଵ‖ݕ ≤ ଵ‖φ෥௛ܥ − φ௛‖ଶ + ଶฮܥ ሚ݂௛ − ௛݂ฮ

ଷ                      (2.5) 
 

eşitsizliği sağlanmış olsun. Bu durumda (2.3)-(2.4) fark seması sağ tarafa ve başlangıç 

şartına göre kararlıdır denir. Burada ‖. ‖௝  , ݆ = 1,2,3  şebeke normlarıdır. 
Böylece kararlılık, fark semasının çözümünün başlangıç veri fonksiyonlarına 

sürekli bağlı olduğunu, hem de bu bağlılığın ℎ’a göre düzgün biçimli olduğunu ifade 

ediyor. Problemin lineer olduğundan açıktır ki, kararlılığı ifade eden (2.5) eşitsizliği 
ଵ‖ݖ‖ ≤ ଵ‖φ௛‖ଶܥ + ‖ଶܥ ௛݂‖ଷ 

eşitsizliğine denktir (Amiraliyev ve Duru, 2002). 

 

 

 

 



3. SÜREKLİ PROBLEM 
 

Bu kısımda fark şeması kurulmasında kesin çözümle ilgili değerlendirmeler için iki 

lemma ve ispatları verilecektir. 

Lemma 3.1 

(ݐ)ܽ probleminin çözümü ve (1.2) -(1.1)  (ݐ)ݑ  ∈ ,0]ܥ ܶ], ,(ݐ)ܾ (ݐ)݂ ∈ ,ଵ[0ܥ ܶ] 

olsun. Bu durumda  

   หݑ(௄)(ݐ)ห  ≤ ௄ିߝܥ ቐߜ∗ + ቆන ቀ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)ቁ ߦ݀
௧

଴
ቇ

ଵ
ଶ

ቑ , ܭ = 0,1,2 

olacak şekilde bir pozitif C sabiti vardır. Burada 

∗ߜ    
ଶ = ଶܤ| + ଶܣ(0)ܾ − |ܣ(0)2݂ + ݂ଶ(0). 

Bu çalışma boyunca ܿ, ܿ௜, ,ܥ ௜ܥ   (݅ = 0,1,2, . .  dan ve ߬ şebeke adımından′ߝ (

bağımsız sabitleri gösteriyor (Amiraliyev, 1998). 

 

İspat 3.1 

(1.1) denklemini 2(ݐ)′ݑ  ile çarparsak 

′ݑᇱᇱݑଶߝ2 + ᇱଶݑ(ݐ)ܽߝ2 + ݑ′ݑ(ݐ)2ܾ =  ᇱݑ(ݐ)2݂

ݑᇱᇱݑଶߝ2 + ݑᇱݑ(ݐ)2ܾ − ᇱݑ(ݐ)2݂ + ᇱଶݑ(ݐ)ܽߝ2 = 0 

ᇱଶݑଶߝൣ + ଶݑ(ݐ)ܾ − ൧ݑ(ݐ)2݂
ᇱ

+ ᇱଶݑ(ݐ)ܽߝ2 = ܾᇱ(ݐ)ݑଶ − 2݂ᇱ(ݐ)ݑ 

olur. Eşitlik [0,  ,aralığında integre edilirse [ݐ

ᇱଶݑଶߝ) + ଶݑ(ݐ)ܾ − ଴|(ݑ(ݐ)2݂
௧ + ߝ2 න ܽ(ξ)ݑᇱଶ

௧

଴
ߦ݀ = න ܾᇱ(ξ)ݑଶ

௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
  ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ + ଶݑ(ݐ)ܾ − ݑ2݂ − ᇱଶ(0)ݑଶߝ − ଶ(0)ݑ(0)ܾ + (0)ݑ(0)2݂ + ߝ2 න ܽ(ξ)ݑᇱଶ
௧

଴
 ߦ݀

                         = න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
 ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ          + ଶݑ(ݐ)ܾ − ݑ2݂ + ߝ2 න ܽ(ξ)ݑᇱଶ
௧

଴
 ߦ݀

= ଶܤ + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
 ߦ݀
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elde edilir. Burada ߤ eşitsizliğini kullanırsak (ܾ(ݐ) ≥ ߚ > ߤ ݁ݒ 0 <  ,(ߚ

ᇱଶݑଶߝ + ଶݑߚ − ଶݑߤ −
1
ߤ ݂ଶ(ݐ) + ߝ2 න ܽ(ξ)ݑᇱଶ

௧

଴
                   ߦ݀

≤ ଶܤ  + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
 ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ + ߚ) − ଶݑ(ߤ −
1
ߤ ݂ଶ(ݐ) + ߝ න ܽ(ξ)ݑᇱଶ

௧

଴
 ߦ݀

≤ ଶܤ  + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
 ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ + ଶݑ + ߝ න ܽ(ξ)
௧

଴
 ߦᇱ݀ݑ

               ≤ ଶܤ  + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + ݂ଶ(ݐ) + න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ − 2 න ݂′(ξ)ݑ

௧

଴
 ߦ݀

olur. Şimdi de eşitsizliğin sağ tarafı için ݂ଶ(ݐ) = ݂ଶ(0) + 2 ∫ ݂(ξ)݂ᇱ(ξ)݀ߦ௧
଴    ve 

2 න ݂′(ξ)ݑ
௧

଴
ߦ݀ ≤ න ଶ(ξ)ݑ

௧

଴
ߦ݀ + න ݂′ଶ(ξ)

௧

଴
 ,eşitsizliklerini kullanırsak  ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ  + ଶݑ + ߝ න ܽ(ξ)
௧

଴
  ߦᇱ݀ݑ

                             ≤ ଶܤ  + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + ݂ଶ(0) + 2 න ݂(ξ)݂ᇱ(ξ)݀ߦ
௧

଴
 

                             + න ܾᇱ(ξ)ݑଶ
௧

଴
ߦ݀ + න ଶ(ξ)ݑ

௧

଴
ߦ݀ + න ݂′ଶ(ξ)

௧

଴
  ߦ݀

olur. Burada ߜ∗
ଶ = ଶܤ + ଶܣ(0)ܾ − ܣ(0)2݂ + ݂ଶ(0) alınır ve eşitsizliğin sağ tarafı için 

2 න ݂(ξ)݂ ′(ξ)݀ߦ
௧

଴
≤ න ݂ଶ(ξ)

௧

଴
ߦ݀ + න ݂′ଶ(ξ)

௧

଴
  ,eşitsizliği kullanılırsa  ߦ݀

ᇱଶݑଶߝ + ଶݑ + ߝ න ܽ(ξ)
௧

଴
ߦᇱ݀ݑ ≤ ∗ߜ

2 + න (ܾ′(ξ) + 2ݑ(1
ݐ

0
ߦ݀ + න ݂2(ξ)

ݐ

0
ߦ݀ + 2 න ݂′2(ξ)

ݐ

0
 ߦ݀

elde edilir. Burada  
ᇱଶݑଶߝ                                       ≤ ᇱଶݑଶߝ + ଶݑ + ߝ න ܽ(ξ)

௧

଴
 ߦᇱ݀ݑ

                                              ≤ ଴ܥ ቊߜ∗
ଶ + න ଶ(ξ)ݑൣ + ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧

௧

଴
 ቋ               (3.1)ߦ݀
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olacak şekilde pozitif bir ܥ଴  sabiti vardır. (3.1)’de Gronwall İntegral Eşitsizliğini 

kullanırsak 

ᇱଶݑଶߝ                 ≤ ∗ߜ଴ܥ
ଶ + න ଶ(ξ)ݑ଴ܥ ൣ + ଴[݂ଶ(ξ)ܥ + ݂ᇱଶ(ξ)] ൧

௧

଴
  ߦ݀

                   ≤ ∗ߜ଴ܥ
ଶ exp ቆන ߦ௢݀ܥ

௧

଴
ቇ + ଴ܥ න ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧. exp ቆන ଴݀ୱܥ

௧

ஞ
ቇ

௧

଴
 ߦ݀

         = ∗ߜ଴ܥ
ଶ exp(ܥ଴ݐ) + ଴ܥ න ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧. exp൫ܥ଴(ݐ − ξ)൯

௧

଴
 ߦ݀

                           ≤ ଶܥ ቆߜ∗
ଶ + න ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧

௧

଴
 ቇߦ݀

 
olur. Burada karekök eşitsizliğini kullanılırsak, 

ᇱଶݑ ≤ ଶିߝ2ܥ ቆߜ∗
ଶ + න ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧

௧

଴
 ቇߦ݀

ቀ2′ݑቁ
1

2ൗ
≤ ൭ܥଶ2−ߝ ቆߜ∗

2 + න ൤݂2(ξ) + ݂′2(ξ)൨
ݐ

0
ቇ൱ߦ݀

1
2ൗ

 

          ≤ 1−ߝܥ ቌߜ∗ + ቆන ൤݂2(ξ) + ݂′2
(ξ)൨ ߦ݀

ݐ

0
ቇ

1
2

ቍ 

 
eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa 

|(ݐ)ᇱݑ| ≤ ଵିߝܥ ቐߜ∗ + ቆන ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧݀ߦ
௧

଴
ቇ

ଵ
ଶ

ቑ 

olur ve genel olarak, 

หݑ(௄)(ݐ)ห  ≤ ௄ିߝܥ ቐߜ∗ + ቆන ൣ݂ଶ(ξ) + ݂ᇱଶ(ξ)൧݀ߦ
௧

଴
ቇ

ଵ
ଶ

ቑ 

yazılabilir. 
 
 
Lemma 3.2 

(1.1) ve (1.2) probleminin çözümü (ݐ)ݑ ve ܽ(ݐ), ܾ(ݐ), (ݐ)݂ ∈ ,ଵ[0ܥ ܶ]  olmak 
üzere 
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หݑ(௄)(ݐ)ห ≤ ൬ 1 ܥ + ଵି௄ߝ + ௄݁ିߝ
ି஼బ௧

ఌ  ൰ ܭ       ,  = 0,1,2 

değerlendirmesi doğrudur (Amiraliyev, 1998). 
 

İspat 3.2  

(1.1)-(1.2) probleminin çözümünü  

(ݐ)ݑ = (ݐ)଴ݑ + (ݐ)ݒ + ܴఌ(ݐ) 

biçiminde arayalım. Burada ݑ଴(ݐ) = ௙(௧)
௕(௧)

  indirgenmiş problemin çözümü ve  (ݐ)ݒ ,

ܴఌ(ݐ) sırasıyla aşağıdaki problemlerin çözümüdür: 

ݒܮ                                                  = 0 

(0)ݒ                                                   = ܣ − , ଴(0)ݑ (0)′ݒ = ߝ/ܤ −  ଴′(0)                   (3.2)ݑ

ఌܴܮ                                                  = ′′଴ݑଶߝ− −  ′଴ݑܽߝ

                                                  ܴఌ(0) = 0 ,  ܴఌ
ᇱ (0) = 0                                                  (3.3) 

Şimdi (3.2) probleminin çözümünün, 

                                           หݒ(௄)(ݐ)ห ≤ ௄݁ିߝܥ
ష಴బ೟

ഄ ܭ       ,  = 0,1,2                           (3.4) 

eşitsizliğini sağladığını ispatlayalım. Bunun için  ߣ > 0 keyfi bir sabit olmak üzere 

ᇱݒ)ݒܮ + (ݒଵିߝߣ = 0 

eşitliğini ele alırsak,  

ᇱᇱݒଶߝ) + ᇱݒܽߝ + ᇱݒ)(ݒܾ + (ݒଵିߝߣ ≤ ൫ߝଶݒᇱଶ + ଶݒܾ + ݒᇱݒߝߣ2 + ଶ൯ݒܽߣ
ᇱ
  

                                                               = ᇱݒᇱᇱݒଶߝ2 + ܾᇱݒଶ + ݒᇱݒ2ܾ +      ݒᇱᇱݒߝߣ2

ଶ′ݒߝߣ2 +  +  ݒ′ݒ′ܽߣ

olur. Burada  
ᇱݒᇱᇱݒଶߝ2     =  ′(ᇱଶݒ)ଶߝ

ݒᇱݒ2ܾ          = ᇱ(ଶݒܾ) −  ଶݒ′ܾ

ݒᇱݒᇱܽߣ    =
1
2  (ଶݒ)ᇱܽߣ

eşitlikleri kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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                                                  ൫ߝଶݒᇱଶ + ଶݒܾ + ݒᇱݒߝߣ2 + ଶ൯ݒܽߣ
ᇱ
  

                                        ≤ ߝ2ܽ)− − ᇱଶݒ(ߝߣ2 − ܾߣଵିߝ2) − ܾᇱ − ଶݒ(ᇱܽߣ                 (3.5) 

elde edilir. (3.5) ifadesinde   

(ݐ)ߜ                                             = ᇱଶݒଶߝ + ଶݒܾ + ݒᇱݒߝߣ2 +  ଶ                            (3.6)ݒܽߣ
 
olmak üzere (ݐ)ߜ için alttan bir değerlendirme yapmak için (3.6) eşitliğinde 
 
ݒᇱݒߝߣ2                                   ≥ ଶ′ݒଶܽିଵߝߣ− −  ଶݒܽߣ

eşitsizliğini kullanırsak 

(ݐ)ߜ                                   ≥ ᇱଶݒଶߝ + ଶݒܾ − ଶ′ݒଶܽିଵߝߣ − ଶݒܽߣ +  ଶݒܽߣ

                                           = ଶ(1ߝ − ᇱଶݒ(ଵିܽߣ +  ଶݒܾ

                                                ≥ ᇱଶݒଶߝଵ൫ܥ + , ଶ൯ݒ ଵܥ) > 0)                                         (3.7) 

olur.  

            Şimdi de  (ݐ)ߜ için üstten bir değerlendirme yapmak için (3.6) eşitliğinde  

ݒᇱݒߝߣ2 ≤ ଶ′ݒଶߝߣ +  ଶݒߣ
eşitsizliği dikkate alınırsa 

(ݐ)ߜ ≤ ᇱଶݒଶߝ + ଶݒܾ + ଶ′ݒଶߝߣ + ଶݒߣ +  ଶݒܽߣ
 

≤ ଶ(1ߝ + ᇱଶݒ(ߣ + (ܾ + ߣ +  ଶݒ(ܽߣ
 

                                      ≤ ᇱଶݒଶߝଶ൫ܥ + ,ଶ൯ݒ ଶܥ) > 0)                                           
 
eşitsizliği elde edilir. 

Şimdi de (3.5) eşitliğinin sağ tarafını ele alalım: 

(ݐ)′ߜ−                               ≥ ܽ)ߝ2 − ᇱଶݒ(ߣ + ܾߣଵିߝ2) − ܾᇱ − ଶݒ(ᇱܽߣ                             (3.8) 
 
burada  ܽ∗ഥ = ഥ∗ܾ   ,   (ݐ)ᇱܽ[்,଴]ݔܽ݉ = (ݐ)ܽ  , (ݐ)ᇱܾ[்,଴]ݔܽ݉ ≥ ߙ > (ݐ)ܾ ,  0 ≥ ߚ > 0  

alınıp ߣ < ߚߣve 2 ߙ  − ഥ∗ܾߝ − ഥ∗ܽߣߝ > 0 olduğu kabul edilirse 
 
ܽ)ߝ2 − ᇱଶݒ(ߣ + ܾߣଵିߝ2) − ܾᇱ − ଶݒ(′ܽߣ ≥ ߙ)ߝ2 − ᇱଶݒ(ߣ + ߚߣଵ(2ିߝ − ഥ∗ܾߝ − ഥ∗ܽߣߝ  ଶݒ(

olur.  Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

(ݐ)ߜ− ≥ ߙ)ߝ2 − ᇱଶݒ(ߣ + ߚߣଵ(2ିߝ − ഥ∗ܾߝ − ഥ∗ܽߣߝ  ଶݒ(

                                            ≥  (ݐ)ߜଵିߝଷܥ
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yani 
(ݐ)′ߜ                                 ≤  (3.9)                                                                    (ݐ)ߜଵିߝଷܥ−

olur. Burada ܥଷ için aşağıdaki değerlendirme yapılabilir: 

0 < ଷܥ ≤ ݉݅݊ ቊ
ߙ)2 − (ߣ
(1 + (ߣ  ,

ߚߣ2 − ഥ∗ܾߝ − ഥ∗ܽߣߝ
ܾ∗ + ߣ + ∗ܽߣ

ቋ . 

(3.9) eşitsizliğinin çözümü için integrasyon çarpanı kullanılırsa 

(ݐ)ߜ                                                     ≤ ݁ܥ
ି஼య௧

ఌ                                                                      (3.10) 

eşitsizliği elde edilir. (3.7) ve (3.10) eşitsizliklerinden 

ᇱଶݒଶߝ                                                   < ᇱଶݒଶߝ + ଶݒ ≤ ଶ݁ܥ
ି஼య௧

ఌ   

                                                   ඥݒᇱଶ ≤ ටିߝଶ ܥଶ݁
ି஼య௧

ఌ  

|(ݐ)ᇱݒ|                                                 ≤ ݁ܥଵିߝ 
ି஼య௧

ଶఌ   

olur. Eşitsizliği ܭ-ıncı mertebeden yazarsak 

 หݒ(௄)(ݐ)ห ≤ ௄݁ି஼బ௧ିߝܥ 
ఌ ଴ܥ    ,    =  ଷ/2ܥ 

buradan (3.4) eşitsizliği ispatlanmış olur. 

 Şimdi de  
                                                  หܴఌ

(௄)ห ≤ ଵି௄ߝܥ ܭ    ,   = 0, 1, 2 

olduğunu gösterelim: 

(ݐ)ఌܴܮ                                                    ≡ ଴ݑଶߝ−
ᇱᇱ − ଴ݑܽߝ

ᇱ =  (ݐ)ߖ

                                                   ܴఌ(0) = 0   ,   ܴఌ
ᇱ (0) = 0 

 ,ifadesine Lemma 3.1’i uygularsak (ݐ)ఌܴܮ

หܴఌ
(௄)(ݐ)ห ≤ ௄ିߝܥ ቐߜ∗ + ቆන ቀߖଶ(ߦ) + ቁ(ߦ)ᇱଶߖ

௧

଴
ቇߦ݀ 

ଵ
ଶൗ

ቑ 

olur. Burada   

ቆන ቀߖଶ(ߦ) + ቁ(ߦ)ᇱଶߖ
௧

଴
ቇߦ݀ 

ଵ
ଶൗ

≤  ߝܥ

olduğu dikkate alınırsa, 
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หܴఌ
(௄)(ݐ)ห ≤  ଵି௄ߝܥ

elde edilir. Buradan hareketle 

|(ݐ)′ݑ| ≤ |(ݐ)′଴ݑ| + |(ݐ)′ݒ| + |ܴఌ′(ݐ)| 

     ≤ ଶܥ + ଵ݁ିߝܥ
ି஼బ௧

ఌ +  ଴ߝ ଵܥ

                                                          ≤ ܥ ൬1 + ଵ݁ିߝ
ି஼బ௧

ఌ ൰ 

Benzer işlemler yapılırsa 

|(ݐ)ᇱᇱݑ|                                             ≤ ܥ ൬1 + ଵିߝ + ଶ݁ିߝ
ି஼బ௧

ఌ ൰  
 
elde edilir. Sonuç olarak ܭ = 0,1,2 için 

หݑ(௄)(ݐ)ห ≤ ܥ ൬1 + ଵି௄ߝ + ௄݁ିߝ
ି஼బ௧

ఌ ൰  
 
yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. FARK ŞEMASININ KURULMASI 
 
 

(1.1)-(1.2) ikinci mertebeden singüler pertürbe olmuş başlangıç-değer problemi 

için, 

ܽଶ(ݐ) − (ݐ)4ܾ > 0 , (0 ≤ ݐ ≤ ܶ) 

olduğu kabul edilecektir. [0, ܶ] aralığında, 

ఛݓ = ൛ݐ௝ = ݆߬ , ݆ = 1, ܯ − 1തതതതതതതതതതത ; ߬ܯ = ܶൟ   , ഥఛݓ = ఛݓ ∪ ݐ} = 0, ܶ}  

düzgün şebekesini oluşturalım. Buradan fark şemasının kurulması işlemine  

            ߯௝
ିଵ߬ିଵ ∫ ݐ݀(ݐ)௝߮ݑܮ = ்

଴ ߯௝
ିଵ߬ିଵ ∫ ݐ݀(ݐ)௝߮(ݐ)݂

்
଴   ,    (݆ = 1, 2, … , ܯ − 1)   (4.1) 

özdeşliğini esas alarak başlayalım. ൛߮௝(ݐ)ൟ
௝ୀଵ

ெିଵ
 baz fonksiyonları aşağıdaki biçime 

sahiptir: 

                                    ௘
ഊభ,ೕቀ೟ష೟ೕషభቁି ௘ഊమ,ೕቀ೟ష೟ೕషభቁ       

௘ഊభ,ೕഓି௘ഊమ,ೕഓ ≡ ߮௝
(ଵ)(ݐ) , ௝ିଵݐ       < ݐ < ௝ݐ    

߮௝(ݐ) =          
݁ିఒమ,ೕ൫௧ೕశభି௧൯ − ݁ିఒభ,ೕ൫௧ೕశభି௧൯

݁ିఒమ,ೕఛ−݁ିఒభ,ೕఛ ≡ ߮௝
(ଶ)(ݐ) , ௝ݐ       < ݐ <  ௝ାଵݐ

ݐ       ,                                                                0                                            ∉ ,௝ିଵݐ)   (௝ାଵݐ

burada  

ଵ,௝ߣ  = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ + ට ௝ܽ
ଶ − 4 ௝ܾ൨, 

ଶ,௝ߣ  = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ − ට ௝ܽ
ଶ − 4 ௝ܾ൨. 

olup,   ߮௝
(ଵ)(ݐ) ve ߮௝

(ଶ)(ݐ) baz fonksiyonları sırasıyla aşağıdaki problemlerin 

çözümleridir: 

(ݐ)ଶ߮ᇱᇱߝ                                             − ௝ܽ߮ߝᇱ(ݐ) + ௝ܾ߮(ݐ) = 0 , ௝ିଵݐ       < ݐ < ௝ݐ   

                                           ߮൫ݐ௝ିଵ൯ = 0      ,    ߮൫ݐ௝൯ = 1                                                (4.2) 

(ݐ)ଶ߮ᇱᇱߝ                        − ௝ܽ߮ߝᇱ(ݐ) + ௝ܾ߮(ݐ) = 0 , ௝ݐ       < ݐ <   ௝ାଵݐ

                                           ߮൫ݐ௝൯ = 1      ,    ߮൫ݐ௝ାଵ൯ = 0                                                (4.3) 
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Burada   ߮௝
(௜)(ݐ)  , ݅ = 1,2 baz fonksiyonları geometrik olarak aşağıdaki biçimdedir: 

 
Şekil 4.1. ߮௝

(௜)(ݐ)  , ݅ = 1,2 baz fonksiyonu. 

   ߯௝ = ߬ିଵ න ߮௝

 1+݆ݐ

 1−݆ݐ
ݐ݀(ݐ) =

2߬ିଵ൫ߣଵ,௝ − ଶ,௝൯ߣ

ℎݏଶ,௝ߣଵ,௝ߣ ቂ൫ߣଵ,௝ − .ଶ,௝൯ߣ ߬
2ቃ

ℎݏ  ቆ
ଵ,௝߬ߣ

2 ቇ ℎݏ ቆ
ଶ,௝߬ߣ

2 ቇ.    (4.4) 

(4.1) eşitliğinden  

߯௝
ିଵ ൥ߝଶ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ଵି߬ߝ න ݐ݀(ݐ)ᇱݑ(ݐ)௝߮(ݐ)ܽ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 

+ ߬ିଵ න ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)௝߮(ݐ)ܾ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
቉ 

                          = ߯௝
ିଵ߬ିଵ න ݐ݀(ݐ)௝߮(ݐ)݂

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
     

olur. Burada ܽ(ݐ) ≥ ௝ܽ > 0  , (ݐ)ܾ ≥ ௝ܾ > (ݐ)݂  ݁ݒ  0 ≥ ௝݂ > 0 olduğu göz önünde 

bulundurularak, eşitlikte ܽ(ݐ) , ܾ(ݐ) ve ݂(ݐ) sürekli fonksiyonları yerine, sırasıyla  

௝ܽ ,  ௝ܾ  ve ௝݂   skaler değerlerinin kullanılmasını sağlayacağız. Buradaki amaç integralleri 

(2.1) ve (2.2) kuadratur formüllerinin uygulanmasına uygun hale getirmektir. 

߯௝
ିଵ ൥ߝଶ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 

+ ଵି߬ߝ න (ݐ)ܽ] − ݆ܽ]߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ߬ିଵ න (ݐ)ܾ] − ܾ݆]߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
቉

= ߯௝
ିଵ߬ିଵ

௝݂ න ߮௝(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߯௝

ିଵ ߬ିଵ න (ݐ)݂ ൣ − ௝݂൧
௧ೕశభ

௧ೕషభ

߮௝(ݐ)݀ݐ 

 

࢚ 

࣐(࢚)

௝ݐ  ௝ିଵݐ ௝ାଵݐ 

1 
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߯௝
ିଵ ൥ߝଶ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
൩ 

                     +߯௝
ିଵ ൥ି߬ߝଵ න (ݐ)ܽ] − ݆ܽ]߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ߬ିଵ න (ݐ)ܾ] − ܾ݆]߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
൩ 

                     = ߯௝
ିଵ߬ିଵ

௝݂ න ߮௝(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߯௝

ିଵ ߬ିଵ න (ݐ)݂ ൣ − ௝݂൧
௧ೕశభ

௧ೕషభ

߮௝(ݐ)݀ݐ 

 

߯௝
ିଵ ൥ߝଶ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
൩ 

                             = ߯௝
ିଵ߬ିଵ

௝݂ න ߮௝(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 

− ߯௝
ିଵ ൥ି߬ߝଵ න [݆ܽ − ݐ݀(ݐ)ᇱݑ(ݐ)௝߮[(ݐ)ܽ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   

+ ߬ିଵ න [ܾ݆ − ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)௝߮[(ݐ)ܾ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
቉ + ߯௝

ିଵ ߬ିଵ න (ݐ)݂ ൣ − ௝݂൧
௧ೕశభ

௧ೕషభ

߮௝(ݐ)݀ݐ 

burada (4.4) ifadesindeki   ߯௝ = ߬ିଵ ∫ ߮௝
 1+݆ݐ

 1−݆ݐ
     eşitliğinden yararlanılırsa  ݐ݀(ݐ)

߯௝
ିଵ߬ିଵ

௝݂ න ߮௝(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
= ߯௝

ିଵ
௝݂߯௝ = ௝݂  

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

߯௝
ିଵ ൥ߝଶ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
൩ 

= ௝݂ − ௝ܴ                                                                                                                                                     (4.5) 

elde edilir. Tanım.2.5’ te verilen (2.2) kuadratur formülünü uygulayabilmek için ilk 

terimde kısmi integrasyon metodunu uygularsak, 

ݐ݀(ݐ)ᇱᇱݑ = ⇒ ݒ݀ (ݐ)ᇱݑ =  ݒ

߮௝(ݐ) = ݑ ⇒ ߮௝′(ݐ)݀ݐ =  ݑ݀

ଶ߬ିଵߝ න ߮௝(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
= ଶ߬ିଵߝ ൥ቀݑᇱ(ݐ)߮௝(ݐ)ቁ |௧ೕషభ

௧ೕశభ − න ߮௝′(ݐ)
௧ೕశభ

௧ೕషభ

 ൩ݐ݀(ݐ)ᇱݑ

                                                       = ଶ߬ିଵߝ− න ߮௝′(ݐ)
௧ೕశభ

௧ೕషభ

 (4.6)                                  ݐ݀(ݐ)ᇱݑ
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olur. (4.6) eşitliğini (4.5) ifadesinde kullanıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,   

߯௝
ିଵ ൥−ߝଶ߬ିଵ න ߮ᇱ

௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 + ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
൩ 

= ௝݂ − ௝ܴ                                                                                                                                     (4.7) 

  elde edilir. Burada ௝ܴ  kalan terimi 

௝ܴ = ݆߯
1−߬ߝ 1− න (ݐ)ܽ ൣ − ܽ൫݆ݐ൯൧

1+݆ݐ

1−݆ݐ

 ݐ݀(ݐ)′ݑ(ݐ)݆߮

    +߯௝
ିଵ ߬ିଵ න (ݐ)ܾ ൣ − ܾ൫ݐ௝൯൧߮௝(ݐ)(ݐ)ݑ

௧ೕశభ

௧ೕషభ

ݐ݀ + ߯௝
ିଵ ߬ିଵ න ൣ ݂൫ݐ௝൯ − ൧(ݐ)݂

௧ೕశభ

௧ೕషభ

߮௝(ݐ)݀(4.8)     ݐ 

şeklindedir.   

 (4.7) bağıntısındaki her bir terime (ݐ௝ିଵ, ௝ݐ) ௝) veݐ ,  ௝ାଵ) aralıkları üzerindeݐ

Tanım.2.6’da verilen uygun kuadratur formülleri sırasıyla;  

1.terime (2.2) kuadratur formülü uygulanırsa 

ଶ߬ିଵߝ− න ߮ᇱ
௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 

             = ଶ߬ିଵߝ− ൥න ߮௝
ᇱ(ଵ)(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕ 

௧ೕషభ 
+ න ߮௝

ᇱ(ଶ)(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕ 
൩ 

             ≈ ଶ߬ିଵߝ− ൥ݑ௧̅,௝ න ߮௝
ᇱ(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ 

௧ೕషభ 
+ ௧,௝ݑ න ߮௝

ᇱ(ଶ)(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕ 
൩ 

             = ௧̅,௝ݑଶ߬ିଵൣߝ− −  ௧,௝൧ݑ

2.Terime (2.2) kuadratur formülü uygulanırsa 

ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 

             = ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝

(ଶ)(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕ 
 

             ≈ ߝ ௝ܽ߬ିଵݑ௧̅,௝ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵݑ௧,௝ න ߮௝

(ଶ)(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕ 
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3.Terime (2.1) kuadratur formülü uygulanıp (ݐ௝ିଵ, ߪ ௝)  aralığı içinݐ = 1 ve 

,௝ݐ) ߪ ௝ାଵ) aralığı içinݐ = 0 alınırsa, 

 

௝ܾ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 

             = ܾ݆߬−1 න ߮௝
(ଵ)(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

݆ݐ  

 1−݆ݐ
+ ܾ݆߬−1 න ߮௝

(ଶ)(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
 1+݆ݐ

 ݆ݐ
 

              ≈ ௝ܾ߬ିଵ൛ݑߪ൫ݐ௝൯ + (1 − ௝ିଵ൯ൟݐ൫ݑ(ߪ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ 

௧ೕషభ 
 

              + ௝ܾ߬ିଵݑ൫ݐ௝ିଵ; ௝൯ݐ න ൫ݐ − ൯݆߮(ଵ)ݐ
ݐ݀(ݐ)(1)

௧ೕ 

௧ೕషభ 
 

              + ௝ܾ߬ିଵ൛ݑߪ൫ݐ௝ାଵ൯ + (1 − ௝൯ൟݐ൫ݑ(ߪ න ߮௝
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕ 
 

              + ௝ܾ߬ିଵݑ൫ݐ௝; ௝ାଵ൯ݐ න ൫ݐ − ൯݆߮(଴)ݐ
ݐ݀(ݐ)(2)

௧ೕశభ 

௧ೕ 
 

            = ௝ܾ߬ିଵݑ௝ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ  

௧ೕషభ 
+ ௝ܾ߬ିଵݑ௧̅,௝ න ൫ݐ − ௝൯߮௝ݐ

(ଵ)(ݐ)݀ݐ
௧ೕ 

௧ೕషభ 
 

            + ௝ܾ߬ିଵݑ௝ න ߮௝
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕ 
+ ௝ܾ߬ିଵݑ௧,௝ න ൫ݐ − ௝൯߮௝ݐ

(ଶ)(ݐ)݀ݐ
௧ೕశభ 

௧ೕ 
 

olur. Terimlere uyguladığımız (2.1) ve (2.2) kuadratur formüllerini  (4.7) ifadesinde 

yerine yazarsak, 

ଶ߬ିଵߝ− න ߮ᇱ
௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ܾ݆߬−1 න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 

          ≈ ௧,௝ݑଶ߬ିଵ൫ߝ − ௧̅,௝൯ݑ + ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ

௧ೕషభ

. ௧̅,௝ݑ + ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ

௧ೕ

.  ௧,௝ݑ

          + ௝ܾ߬ିଵ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

݆ݐ

1−݆ݐ

. ௝ݑ + ௝ܾ߬ିଵݑ௧̅,௝ න ൫ݐ − ௝൯߮௝ݐ
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

݆ݐ

1−݆ݐ

 

          + ௝ܾ߬ିଵݑ௝ න ߮௝
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

1+݆ݐ

݆ݐ

+ ௝ܾ߬ିଵݑ௧,௝ න ݐ) − ௝)߮௝ݐ
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

1+݆ݐ

݆ݐ

                         (4.9) 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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ଶ߬ିଵߝ− න ߮ᇱ
௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
+ ߝ ௝ܽ߬ିଵ න ߮௝(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
   + ܾ݆߬−1 න ߮௝(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧ೕశభ 

௧ೕషభ 
 

           ≈ ௧̅௧,௝ݑଶߝ + ߝ ௝ܽ൫߯ଵ௝ݑ௧̅,௝ + ߯ଶ௝ݑ௧,௝൯ + ௝ܾ߯௝ݑ௝ + ௝ܾߤଵ௝ݑ௧̅,௝ + ௝ܾߤଶ௝ݑ௧,௝ 

biçiminde yazılabilir. Şimdi de 

௧,௝ݑ = ݑ
௧
బ

,௝
+ ఛ

ଶ
௧̅,௝ݑ     ve      ݆,ݐݐ̅ݑ = ݑ

௧
బ

,௝
− ఛ

ଶ
  ݆,ݐݐ̅ݑ

dönüşümlerini yerine yazarsak 

௧̅௧,௝ݑଶߝ + ߝ ௝ܽ൫߯ଵ௝ݑ௧̅,௝ + ߯ଶ௝ݑ௧,௝൯ + ௝ܾ߯௝ݑ௝ + ௝ܾߤଵ௝ݑ௧̅,௝ + ௝ܾߤଶ௝ݑ௧,௝ 

                = ௧̅௧,௝ݑଶߝ + ߝ ௝ܽ ൤߯ଵ௝ ൬ݑ
௧
బ

,௝
−

߬
2 ௧̅௧,௝൰ݑ + ߯ଶ௝ ൬ݑ

௧
బ

,௝
+

߬
2 ௧̅௧,௝൰൨ݑ + ௝ܾ߯௝ݑ௝ 

                    + ௝ܾߤଵ௝ ൬ݑ
௧
బ

,௝
−

߬
2 ௧̅௧,௝൰ݑ + ଶ௝ߤ݆ܾ ൬ݑ

௧
బ

,௝
+

߬
2  ൰݆,ݐݐ̅ݑ

               = ଶߝ ቄ1 +
߬
2 ଵିߝ

௝ܽ൫߯ଶ௝ − ߯ଵ௝൯ + ଶିߝ
௝ܾ

߬
2

൫ߤଶ௝ − ଵ௝൯ቅߤ  ௧̅௧,௝ݑ

ߝ+                    ௝ܽ൫߯௝ + ଵିߝ
௝ܽ

ିଵ
௝ܾߤ௝൯ݑ

௧
బ

,௝
+ ௝ܾ߯௝ݑ௝                                                    (4.10) 

olur. burada 

߯ଵ௝ = ߬ିଵ න ߮௝
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ

௧ೕషభ

      ,        ߯ଶ௝ = ߬ିଵ න ߮௝
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ

௧ೕ

    , 

ଵ௝ߤ = ߬ିଵ න ൫ݐ − ௝൯߮௝ݐ
(ଵ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕ

௧ೕషభ

 , ଶ௝ߤ  = ߬ିଵ න ൫ݐ − ௝൯߮௝ݐ
(ଶ)(ݐ)݀ݐ

௧ೕశభ

௧ೕ

   ,   

௝ߤ = ଵ௝ߤ + ଶ௝ߤ   ,   ߯௝ = ߯ଵ௝ + ߯ଶ௝ 

biçimindedir. 

  (4.10) ifadesinde fark türevlerinin katsayılarını düzenlersek 

              1 +
߬
2 ଵ݆ܽ൫߯ଶ௝ିߝ − ߯ଵ௝൯ + ଶܾ݆ିߝ

߬
2

൫ߤଶ௝ −  ଵ௝൯ߤ

                                 =
߬
2

൫ߣଵ,௝ − ଶ,௝൯ߣ
ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

                                            (4.11) 

              ߯௝ + ଵିߝ
௝ܽ

ିଵ
௝ܾߤ௝  

                              =
ଵ,௝ߣ) − ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ) + ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

                                                 (4.12) 

elde edilir. 
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 (4.11) ve (4.12) eşitliklerini (4.10) ifadesinde kullanıp (4.7)’i elde etmek için de 

(4.4)’te verilen ߯௝
ିଵ ile çarparsak, fark şeması 

ݑ݈           ≡ ௧̅௧,௝ݑଵ,௝ߠଶߝ + ߝ ௝ܽߠଶ,௝ݑ
௧
బ

,௝
+ ௝ܾݑ௝ = ௝݂ − ௝ܴ    ,   ݆ = 1, 2, … , ܯ − 1    (4.13) 

olur. Burada 

ଵ,௝ߠ        = ߯௝
ିଵ ቈ

߬
2

൫ߣଵ,௝ − ଶ,௝൯ߣ
ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

቉ 

=
ℎݏଶ,௝ߣଵ,௝ߣ߬ ቂ൫ߣଵ,௝ − .ଶ,௝൯ߣ ߬

2ቃ

2൫ߣଵ,௝ − ℎݏଶ,௝൯ߣ ൬
ଵ,௝߬ߣ

2 ൰ ℎݏ ൬
ଶ,௝߬ߣ

2 ൰

߬
2

൫ߣଵ,௝ − ଶ,௝൯ߣ
ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

 

             =
߬ଶ

4 . ଶ,௝ߣଵ,௝ߣ
ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ

ℎݏ ൬
ଵ,௝߬ߣ

2 ൰ ℎݏ ൬
ଶ,௝߬ߣ

2 ൰
 

             ≡ ௝ܾ߬ଶ

ଶߝ4 ቈ1 + ℎݐܿ ቆ
ଵ,௝߬ߣ

2 ቇ ℎݐܿ ቆ
ଶ,௝߬ߣ

2 ቇ቉                                                                 (4.14) 

ଶ,௝ߠ      = ߯௝
ିଵ ቈ

ଵ,௝ߣ) − ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ) + ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

቉ 

            =
ℎݏଶ,௝ߣଵ,௝ߣ߬ ቂ൫ߣଵ,௝ − .ଶ,௝൯ߣ ߬

2ቃ

2൫ߣଵ,௝ − ℎݏଶ,௝൯ߣ ൬
ଵ,௝߬ߣ

2 ൰ ℎݏ ൬
ଶ,௝߬ߣ

2 ൰

ଵ,௝ߣ) − ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ) + ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ(ଶ,௝ߣ − [ଶ,௝൯߬/2ߣ

 

            =
߬
2

ଶ,௝ߣଵ,௝ߣ

ଵ,௝ߣ + ଶ,௝ߣ

ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
 (ଶ,௝߬/2ߣ)ℎݏ(ଵ,௝߬/2ߣ)ℎݏ

            ≡ ௝ܾ߬
2 ௝ܽߝ

ቈܿݐℎ ቆ
ଵ,௝߬ߣ

2 ቇ + ℎݐܿ ቆ
ଶ,௝߬ߣ

2 ቇ቉                                                                     (4.15) 

olarak yazılabilir. 

ଵ,௝ߠ   ve  ߠଶ,௝  katsayılarının asimptotik değerlendirmesi için  

ଵ,௝ߣ = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ + ට ௝ܽ
ଶ − 4 ௝ܾ൨ 

ଶ,௝ߣ = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ − ට ௝ܽ
ଶ − 4 ௝ܾ൨ 

eşitliklerinde  ߝ = 1 ve  ߠଵ,௝  ଶ,௝   fonksiyonlarının limiti alınırsaߠ  , 
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lim
ఛ→଴

ଵ,௝ߠ = lim
ఛ→଴

ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + .[ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ߬

2 .
ଶ,௝ߣ߬

2

)ℎݏ
ଵ,௝߬ߣ

2 )ℎݏ(
ଶ,௝߬ߣ

2 )
 

                                          = lim
         ఛ→଴

ܿℎൣ(ߣଵ,௝ + .[ଶ,௝൯߬/2ߣ lim
ఛ→଴

ଵ,௝ߣ߬
2

ℎݏ ൬
ଵ,௝߬ߣ

2 ൰
. lim

ఛ→଴

ଶ,௝ߣ߬
2

)ℎݏ
ଶ,௝߬ߣ

2 )
= 1 

ve 

                            lim
ఛ→଴

ଶ,௝ߠ = lim
ఛ→଴

߬
2 .

ଶ,௝ߣଵ,௝ߣ

ଵ,௝ߣ + ଶ,௝ߣ
.
ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ

)ℎݏ
ଵ,௝߬ߣ

2 )ℎݏ(
ଶ,௝߬ߣ

2 )
 

                                      = lim
ఛ→଴

ଵ,௝ߣ)ℎൣݏ + [ଶ,௝൯߬/2ߣ
ଵ,௝ߣ)ൣ + [ଶ,௝൯߬ߣ

2

. lim
ఛ→଴

ଵ,௝߬ߣ
2

)ℎݏ
ଵ,௝߬ߣ

2 )
. lim
ఛ→଴

ଶ,௝߬ߣ
2

)ℎݏ
ଶ,௝߬ߣ

2 )
= 1 

olur. 

          Şimdi ise (1. 2ଶ) başlangıç koşulu için bir fark şemasını elde etmek için 

                                                 න ݐ݀(ݐ)଴߮ݑܮ = 
௧భ

௧బ

න  ݐ݀(ݐ)଴߮(ݐ)݂
௧భ

௧బ

                               (4.16) 

özdeşliğini ele alalım. Burada  ߮଴(ݐ) baz fonksiyonu aşağıdaki biçime sahiptir: 

          ௘
షഊమ,బ(೟భష೟)ି௘షഊభ,బ(೟భష೟)

௘షഊమ,బഓି௘షഊభ,బഓ ݐ    ,  ∈ ,଴ݐ)  (ଵݐ
                               ߮଴(ݐ) =    

ݐ     ,                                     0                                                  ∉ ,଴ݐ)   (ଵݐ

burada 

ଵ,଴ߣ = ଵିߝ0.5 ቂܽ଴ + ඥܽ଴
ଶ − 4ܾ଴ቃ ,  ߣଶ,଴ = ଵିߝ0.5 ቂܽ଴ − ඥܽ଴

ଶ − 4ܾ଴ቃ. 

 

߮଴(ݐ) fonksiyonu aşağıdaki problemin çözümüdür: 

ଶ߮଴ߝ                              
ᇱᇱ(ݐ) − ܽ଴߮ߝ଴

ᇱ(ݐ) + ܾ଴߮଴(ݐ) = 0 , ௝ݐ       < ݐ <   ௝ାଵݐ

                                           ߮଴(ݐ଴) = 1      ,    ߮଴(ݐଵ) = 0.      

,଴ݐ]  .fonksiyonunun grafiği aşağıdaki gibidir  (ݐ)ଵ] kapalı aralığında  ߮଴ݐ
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Şekil 4.2.  ߮଴(ݐ)  fonksiyonu. 

(4.16 ) eşitliğinden  

ଶߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ  
+ ߝ න ݐ݀(ݐ)ᇱݑ(ݐ)଴߮(ݐ)ܽ

௧భ  

௧బ 
+ න ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ)଴߮(ݐ)ܾ

௧భ 

௧బ  
 

         = න  ݐ݀(ݐ)଴߮(ݐ)݂
௧భ

௧బ

 

elde edilir. (2.1) ve (2.2) kudratur formüllerinin uygulanması için gerekli düzenlemeler 

yapılırsa, 

ଶߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ
௧భ  

௧బ 
+ ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧భ  

௧బ 
+ ߝ න (ݐ)ܽ] − ܽ଴]߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ

௧భ 

௧బ 
 

+ ܾ଴ න ߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
௧భ 

௧బ  
 + න (ݐ)ܾ] − ܾ଴]߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧భ 

௧బ 

= ଴݂ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ  
+ න (ݐ)݂ ] − ଴݂]

௧భ

௧బ

߮଴(ݐ) 

ଶߝ  න ߮଴(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ 
+ ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ + ܾ଴ න ߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ

௧భ 

௧బ 

௧భ  

௧బ 

= ଴݂ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ 
−  (4.17)                                                                             ݎ

olur.  Burada kalan terim 

ݎ = න [݂(0) − ݐ݀(ݐ)଴߮[(ݐ)݂
௧భ 

௧బ

+ ߝ න (ݐ)ܽ] − ܽ(0)]߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ  
 

                            + න (ݐ)ܾ] − ܾ(0)]߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
௧భ  

௧బ

                                                          (4.18) 

biçiminde yazılabilir.   

଴ݐ ଵݐ 

1 

௝ݐ   

߮଴൫ݐ௝൯ 
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           Şimdi de (4.17) ifadesinin ilk teriminde (2.2) kuadratur formülünü 

uygulayabilmek için kısmi integrasyon metodunu uygularsak,  

ଶߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱᇱ(ݐ)݀ݐ
௧భ 

௧బ 
= ଶߝ ቈ൫߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)൯|௧బ

௧భ − න ߮଴′(ݐ)
௧భ

௧బ

 ቉ݐ݀(ݐ)ᇱݑ

                               = ᇱ(0)ݑଶߝ− − ଶߝ න ߮଴′(ݐ)
௧భ

௧బ

                                                    ݐ݀(ݐ)ᇱݑ

                               = ܤߝ− − ଶߝ න ߮଴′(ݐ)
௧భ

௧బ

 (4.19)                                                            ݐ݀(ݐ)ᇱݑ

biçiminde yazılabilir. (4.17) ifadesini (4.19)’ a göre düzenlersek, 

ܤߝ−  − ଶߝ න ߮଴′(ݐ)
௧భ

௧బ

ݐ݀(ݐ)ᇱݑ + ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ + ܾ଴ න ߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
௧భ 

௧బ

௧భ 

௧బ 
 

          = ଴݂ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ  

௧బ 
−  (4.20)                                                                                                  ݎ

olur. (4.20) ifadesinin sol tarafındaki her bir terime  (ݐ଴,  ,ଵ) aralığında sırasıyla (2.2)ݐ

(2.2) ve (2.1) kuadratur formülleri uygulanırsa 

ଶߝ−ܤߝ− න ߮଴′(ݐ)
௧భ

௧బ

ݐ݀(ݐ)ᇱݑ + ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)ݑᇱ(ݐ)݀ݐ + ܾ଴ න ߮଴(ݐ)ݐ݀(ݐ)ݑ
௧భ 

௧బ

௧భ  

௧బ 
 

            ≈ ܤߝ− + ௧,଴ݑଶߝ + ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ

௧బ

. ௧,଴ݑ + ܾ଴ݑ଴ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ

௧బ

 

                +ܾ଴ݑ௧,଴ න ݐ) − ݐ݀(ݐ)଴)߮଴ݐ
௧భ

௧బ

 

            = ௧,଴ݑଶߝ + ଴ܽߝ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ

௧బ

. ௧,଴ݑ + ܾ଴ݑ௧,଴ න ݐ݀(ݐ)଴߮ݐ
௧భ

௧బ

− ܤߝ + ܾ଴ܣ න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ

௧బ

 

elde edilir. Buradan hareketle 

ଶߝ ቈ1 + ଵܽ଴ିߝ න ߮଴(ݐ)݀ݐ +
௧భ  

௧బ 
ଶܾ଴ିߝ න ݐ݀(ݐ)଴߮ݐ

௧భ 

௧బ

቉ ௧,଴ݑ − ܤߝ + ܣ଴(ܾ଴ܫ − ଴݂) + ݎ = 0 

yazılabilir. Gerekli düzenlemeler ardından, 

௧,଴ݑ଴ߠଶߝ                                                − ܤߝ + ܣ଴(ܾ଴ܫ − ଴݂) + ݎ = 0                             (4.21) 

olur. Burada 
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଴ܫ = න ߮଴(ݐ)݀ݐ
௧భ  

௧బ

=
ଶܾ଴ߝ

ିଵൣߣଵ,଴൫1 − ݁ିఒమ,బఛ൯−ߣଶ,଴൫1 − ݁ିఒభ,బఛ൯൧
݁ିఒమ,బఛ − ݁ିఒభ,బఛ   , 

଴ߠ                   = 1 + ଵܽ଴ିߝ න ߮଴(ݐ)݀ݐ +
௧భ 

௧బ 
ଶܾ଴ିߝ න ݐ݀(ݐ)଴߮ݐ

௧భ 

௧బ

 

                        =
ଵ,଴ߣ)߬ − (ଶ,଴ߣ

ଵ,଴ߣℎൣ൫ݏ2 − ଶ,଴൯ߣ ߬ 2⁄ ൧ 
݁൫ఒభ,బାఒమ,బ൯ఛ ଶ⁄                                                    (4.22) 

biçimindedir. Sonuç olarak (4.13)  ve  (4.21) bağıntılarını esas alarak ve ݕ௝, ݑ(ݐ௝) kesin 

çözümünün yaklaşık çözümü olmak üzere (1.1)-(1.2) probleminin nümerik çözümü için 

aşağıdaki fark denklemini yazabiliriz: 

௝ݕ݈                                          ≡ ௧̅௧,௝ݕଵ,௝ߠଶߝ + ߝ ௝ܽߠଶ,௝ݕ
௧
బ

,௝
+ ௝ܾݕ௝ = ௝݂ ݐ   ,     ∈  ఛ      (4.23)ݓ

଴ݕ                                          =  (4.24)                                                                                ܣ

௧,଴ݕ଴ߠଶߝ                                          − ܤߝ + ܣ଴(ܾ଴ܫ − ଴݂) = 0                                   (4.25) 

Burada   ߠଵ, ,ଶߠ  .଴  katsayıları sırasıyla (4.14) , (4.15) ve (4.22) bağıntılarıyla verilmiştirߠ

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. DÜZGÜN HATA DEĞERLENDİRMESİ 
 

 
ݖ        = ݕ| −   olsun. Bu durumda (4.22) - (4.24) fark şemasının hatası için |ݑ

ݖ݈                                                              = ܴ                                                            (5.1) 

଴ݖ                                                              = 0                                                            (5.2) 

௧,଴ݖ଴ߠଶߝ                                                              =  (5.3)                                                   ݎ

 
fark problemi sağlanır. Burada R ve r yaklaşım hataları olup sırasıyla (4.8) ve (4.18) ile 

tanımlanır. 

 

Lemma 5.1 

 ,fark probleminin çözümü olsun. Bu durumda (5.3) - (5.1)  ݖ          

∆଴หݖ௧,௝ห + หݖ௝ାଵ + ௝หݖ ≤ ܥ ቐ∆଴หݖ௧,଴ห + max
ଵஸ௝ஸெିଵ

ห ௝ܴห + ߬ ෍ หܴ௧,௝ห
ெିଶ

௝ୀଵ

ቑ 

eşitsizliği  ݆ = 0,1,2, . . , ܯ − 1  için sağlanır. Burada ∆଴= max (ߝ, ߬)’dır (Amiraliyev, 

1998). 

 

İspat 5.1 

(5.1) denklemini ݖ
௧
బ ile çarparsak, 

ݖ݈                                     ≡ ݖ௧̅௧ݖଵߠଶߝ
௧
బ + ݖଶߠܽߝ

௧
బଶ + ݖ௝ݖܾ

௧
బ = ݖܴ

௧
బ                             (5.4) 

eşitliğini elde ederiz. Bu eşitlikte 

ݖ௧̅௧ݖ                    
௧
బ = ቀ

௧ݖ − ௧̅ݖ

߬ ቁ ൬
௧ݖ + ௧̅ݖ

2 ൰ 

                              =  
1

2߬
௧ݖ)

ଶ − ௧̅ݖ
ଶ) =

1
2 ௧ݖ)

ଶ)௧̅ 

ݖ௧̅௧,௝ݖଵߠ            
௧
బ =

1
2 ௧ݖ)ଵߠ

ଶ)௧̅ =
1
2

௧ݖଵߠ)]
ଶ)௧̅ − ௧̅ݖ

ଶߠଵ௧̅]                                                   (5.5) 

olarak yazılabilir. Burada 



27 
 

 
 

ݖ                             =
1
2

൫ݖ௝ାଵ + ௝ିଵ൯ݖ −
߬ଶ

2  ௧̅௧ݖ

eşitliğinden yararlanarak, 

ݖݖ                       
௧
బ =  

1
2

൫ݖ௝ାଵ + ௝ିଵ൯ݖ ቀ
௝ାଵݖ − ௝ିଵݖ

2߬ ቁ −
߬ଶ

2 ݖ௧̅௧,௝ݖ
௧
బ 

                              =  
1
2 ቆ

௝ାଵݖ
ଶ − ௝ିଵݖ

ଶ

2߬ ቇ −
߬ଶ

2 ݖ௧̅௧,௝ݖ
௧
బ 

                              =  
1
2 (ଶݖ)

௧
బ −

߬ଶ

4 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

                              =  
1
4

௧(ଶݖ)] + [௧̅(ଶݖ) −
߬ଶ

4 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

                              =  
1
4

ଶݖ̂] + ଶ]௧̅ݖ −
߬ଶ

4 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

biçiminde yazılabilir. Burada    ݔଶ + ଶݕ = ଵ
ଶ

ݔ)] + ଶ(ݕ + ݔ) −  ଶ]  özdeşliği dikkate(ݕ

alınarak gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

௧బݖݖ                       =  
1
4

ଶݖ̂] + ଶ]௧̅ݖ −
߬ଶ

4 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

                               =  
1
8

ݖ̂)] + ଶ]௧ ഥ(ݖ +
1
8

ݖ̂)] − ଶ]௧ ഥ(ݖ −
߬ଶ

4 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

                               =  
1
8

ݖ̂)] + ଶ]௧ ഥ(ݖ +
߬ଶ

8
ቈ൬

ݖ̂ − ݖ
߬ ൰

ଶ

቉
௧ ഥ

−
2߬ଶ

8 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

                               =  
1
8

ݖ̂)] + ଶ]௧ ഥ(ݖ −
߬ଶ

8 ௧ݖ)
ଶ)௧̅ 

௧బݖݖܾ                     =
1
8

ݖ̂)ܾ] + ଶ]௧ ഥ(ݖ −
1
8 ܾ߬ଶ(ݖ௧

ଶ)௧̅ 

                              =
1
8

ݖ̂)ܾ] + ଶ]௧ ഥ(ݖ −
1
8 ܾ௧̅(ݖ + ଶ(ݖ̌ −

߬ଶ

8 ௧ݖܾ)
ଶ)௧̅ +

߬ଶ

8 ܾ௧̅ݖ௧̅
ଶ             (5.6) 

olur.  (5.5) ve (5.6) bağıntıları (5.4) denkleminde yerine yazılırsa, 

ݖ௧̅௧ݖଵߠଶߝ
௧
బ + ݖଶߠܽߝ

௧
బଶ + ݖݖܾ

௧
బ = ݖܴ

௧
బ 

1
2 ௧ݖଵߠ)]ଶߝ

ଶ)௧̅ − ௧̅ݖ
ଶߠଵ௧̅] + ݖଶߠܽߝ

௧
బଶ +

1
8

ݖ̂)ܾ] + ଶ]௧ ഥ(ݖ −
߬ଶ

8 ௧ݖܾ)
ଶ)௧̅ +

߬ଶ

8 ܾ௧̅ݖ௧̅
ଶ 
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                             =  
1
8 ܾ௧̅(ݖ + ଶ(ݖ̌ + ݖܴ

௧
బ 

1
2 ଶߝ ቈቆߠଵ −

߬ଶܾ
ଶቇߝ4 ௧ݖ

ଶ቉
௧̅

−
1
2 ଶߝ ቈቆߠଵ௧̅ −

߬ଶܾ௧̅

ଶߝ4 ቇ ௧̅ݖ
ଶ቉ + ݖଶߠܽߝ

௧
బଶ +

1
8

ݖ̂)ܾ] +  ଶ]௧ ഥ(ݖ

                             =  
1
8 ܾ௧̅(ݖ + ଶ(ݖ̌ + ݖܴ

௧
బ 

 
1
2 ௧ݖ݌]ଶߝ

ଶ]௧̅ + ݖଶߠܽߝ
௧
బଶ +

1
8

ݖ̂)ܾ] + ଶ]௧ ഥ(ݖ =
1
2 ௧̅ݖݍ]ଶߝ

ଶ] +
1
8 ܾ௧̅(ݖ + ଶ(ݖ̌ + ݖܴ

௧
బ     (5.7) 

elde edilir. Burada, 

݌ = ଵߠ −
߬ଶܾ
ଶߝ4 ݍ      ,   = ଵ௧̅ߠ −

߬ଶܾ௧̅

ଶߝ4 ݖ̂     ,    = ݖ̌     ,  ௝ାଵ൯ݐ൫ݖ =  .௝ିଵ൯ݐ൫ݖ

(5.7) bağıntısını 2߬ ile çarpar ve ݆ = 1’ den ݆ =  ,ye kadar toplamı alınırsa’ݏ

௧,௦ݖ௦݌ଶߝ
ଶ − ௧,଴ݖ଴݌ଶߝ

ଶ + 2߬ ෍ ௝ܽߠଶ,௝ݖ
௧,௝

బ ଶ
௦

௝ୀଵ

+
1
4 ܾ௦(ݖ௦ାଵ + ௦)ଶݖ −

1
4 ܾ଴(ݖଵ +  ଴)ଶݖ

       = ߬ ෍{ߝଶݍ௝ݖ௧̅,௝
ଶ +

1
4 ܾ௧̅,௝(ݖ௝ + {௝ିଵ)ଶݖ

௦

௝ୀଵ

+ 2߬ ෍ ௝ܴݖ
௧,௝

బ

௦

௝ୀଵ

                                          (5.8) 

olur. Burada 

        2߬ ෍ ௝ܴݖ
௧,௝

బ

௦

௝ୀଵ

= 2߬ ෍ ௝ܴ

௦

௝ୀଵ

൬
௝ݖ + ௝ିଵݖ

2 ൰
௧
 

      = ߬ ෍ ቀ ௝ܴ൫ݖ௝ + ௝ିଵ൯ቁݖ
௧

௦

௝ୀଵ

− ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦

௝ୀଵ

௝ାଵݖ) +  (௝ݖ

      = ܴ௦ାଵ(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − ܴଵ(ݖଵ + (଴ݖ −  ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦

௝ୀଵ

௝ାଵݖ) +  (௝ݖ

     = ܴ௦ାଵ(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − ܴ߬௦(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − ܴଵ(ݖଵ + (଴ݖ −  ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦ିଵ

௝ୀଵ

௝ାଵݖ) +  (௝ݖ

     = ܴ௦ାଵ(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − (ܴ௦ାଵ + ܴ௦)(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − ܴଵ(ݖଵ + (଴ݖ −  ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦ିଵ

௝ୀଵ

௝ାଵݖ) +  (௝ݖ

     = ܴ௦(ݖ௦ାଵ + (௦ݖ − ܴଵ(ݖଵ + (଴ݖ −  ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦ିଵ

௝ୀଵ

௝ାଵݖ) +  (௝ݖ
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eşitliği kullanılarak (5.8)’ de yerine yazılırsa 

௧,௦ݖ௦݌ଶߝ
ଶ +

1
4 ܾ௦(ݖ௦ାଵ +  ௦)ଶݖ

       ≤ ௧,଴ݖ଴݌ଶߝ
ଶ +

1
4 ܾ଴(ݖଵ + ଴)ଶݖ − ܴଵ(ݖଵ + (଴ݖ + ܴ௦(ݖ௦ାଵ +  (௦ݖ

      +߬ ෍ ൜ߝଶݍ௝ݖ௧̅,௝
ଶ +

1
4 ܾ௧̅,௝(ݖ௝ + ௝ିଵ)ଶൠݖ

௦

௝ୀଵ

− ߬ ෍ ܴ௧,௝

௦ିଵ

௝ୀଵ

൫ݖ௝ାଵ + , ௝൯ݖ ݏ ≤ ܯ − 1       (5.9) 

olur. 

 ߬ ≥ ଴߬ଶܥ  için  ߝ ≤ ݌ଶߝ ≤ |ݍ|ଶߝ  ଵ߬ଶ  veܥ ≤  .଴߬ଶ olduğunu gösterelimܥ

݌                                        = ଵߠ −
߬ଶܾ
 ଶߝ4

=
ܾ߬ଶ

ଶߝ4 ቂ1 + ℎݐܿ ቀߣଵ
߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁቃ −

߬ଶܾ
 ଶߝ4

                                  
݌ଶߝ
߬ଶ =

ܾ
4 ℎݐܿ  ቀߣଵ

߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ. 

Şimdi de  ߬ ⁄ߝ → ∞’ a limit alınırsa, 

limఛ ఌ⁄ →ஶ

ܾ
4 ℎݐܿ  ቀߣଵ

߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ =

ߚ
4 =  .଴ܥ

߬ ⁄ߝ → 1’e limit alınırsa 

limఛ ఌ⁄ →ଵ

ܾ
4 ℎݐܿ  ቀߣଵ

߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ =  ଵܥ

olur. Yukarıdaki limit değerleri dikkate alındığında 

଴߬ଶܥ                                                        ≤ ݌ଶߝ ≤  ଵ߬ଶ                                             (5.10)ܥ

eşitsizliği elde edilir. 

ݍ                = ଵ௧̅ߠ −
߬ଶܾ௧̅

ଶߝ4  

                   =
߬ଶܾ
ଶߝ4 ቂ1 + ℎݐܿ ቀߣଵ

߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁቃ

௧̅
−

߬ଶܾ௧̅

ଶߝ4  

                   = ቈ
߬ଶܾ
ଶߝ4 . ℎݐܿ ቀߣଵ

߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ቉

௧̅
 



30 
 

 
 

                   =
߬ଶܾ௧̅

ଶߝ4 ℎݐܿ ቀߣଵ
߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ +

߬ଶܾ
ଶߝ4 ቎−

ℎݐܿ ቀߣଶ
߬
2ቁ

ℎଶݏ ቀߣଵ
߬
2ቁ

.
߬
2 ଵߣ

ᇱ −
ℎݐܿ ቀߣଵ

߬
2ቁ

ℎଶݏ ቀߣଶ
߬
2ቁ

.
߬
2  .ଶ′቏ߣ

burada  ߬ ⁄ߝ → ∞’ a limit alınırsa 

                        limఛ ఌ⁄ →ஶ

|ݍ|ଶߝ
߬ଶ = limఛ ఌ⁄ →ஶ

ܾ௧̅

4 ℎݐܿ ቀߣଵ
߬
2ቁ ℎݐܿ ቀߣଶ

߬
2ቁ 

                                    + limఛ ఌ⁄ →ஶ

ܾ
4

߬
2

ℎݐܿ ቀߣଶ
߬
2ቁ

ℎଶݏ ቀߣଵ
߬
2ቁ

.
߬
2 ଵߣ

ᇱ + limఛ ఌ⁄ →ஶ

ܾ
4

߬
2

ℎݐܿ ቀߣଵ
߬
2ቁ

ℎଶݏ ቀߣଶ
߬
2ቁ

.
߬
2 ଶߣ

ᇱ  

                                           = limఛ ఌ⁄ →ஶ

ܾ௧̅

4 =
ߚ
4 =  ଴                                                            (5.11)ܥ

olur. Sonuç olarak ߝଶ|ݍ| ≤ ߬ .଴߬ଶ yazılabilirܥ ≤ için  0  ߝ < ଴ܥ ≤ ݌ ≤ |ݍ|  ଵ veܥ ≤  ଴ܥ

olduğunu aşikardır. 

(5.9) eşitsizliğinin sağ tarafına ߤ eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği 

elde ederiz: 

௦ߜ                           ≤ ∗ߜ + ߬ ෍൛ ௝݀ߜ௝ିଵ + ௝ൟߩ
௦

௝ୀଵ

  , ݏ ≤ ܯ − 1                           (5.12) 

Burada 

௝ߜ                                               = ௧,௝ݖ௝݌ଶߝ
ଶ +

1
4 ௝ܾ(ݖ௝ାଵ +  ௝)ଶݖ

∗ߜ           = ଴ߜ଴ܥ + ଵܥ max
ଵஸ௝ஸெିଵ

| ௝ܴ|ଶ   , ଴ܥ > 1 

݆ = 1,2, . . , ݏ − ௦ߩ ݁ݒ 1 = 0  olmak üzere  หߩ௝ห ≤ .หܴ௧,௝หܥ หݖ௝ାଵ +  ௝หݖ

݆ = 1,2, . . , için 0  ݏ ≤ ௝݀ ≤  .ܥ

(5.12) eşitsizliğine Gronwall eşitsizliğinin fark benzerini uygulayalım: 

௦ߜ                        ≤ ݁௖௧ೞ ቐߜ∗ + ߬ܥ ෍หߩ௝ห
௦

௝ୀଵ

ቑ 

                           = ݁௖௧ೞ ቐܥ଴ߜ଴ + ଵܥ max
ଵஸ௝ஸெିଵ

| ௝ܴ|ଶ + ߬ܥ ෍หܴ௧,௝ห. หݖ௝ାଵ + ௝หݖ
௦ିଵ

௝ୀଵ

ቑ 
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                           ≤ ܥ ቐ∆଴
ଶݖ௧,଴

ଶ + ଵݖ|
ଶ| + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
ห ௝ܴหଶ

+ ߬ ෍หܴ௧,௝ห. หݖ௝ାଵ + ௝หݖ
௦ିଵ

௝ୀଵ

ቑ   (5.13) 

Burada  ∆଴= max(ߝ, ߬) olmak üzere ߝଶ݌଴ ≤ ଶߝܥ ≤ ଴∆ܥ
ଶ yazılabilir. 

 (5.13) eşitsizliği düzenlenirse 

௧,௦ݖ௦݌ଶߝ
ଶ +

1
4 ܾ௦(ݖ௦ାଵ + ௦)ଶݖ

≤ ܥ ቐ∆଴
ଶݖ௧,଴

ଶ + ଵݖ|
ଶ| + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
ห ௝ܴหଶ

+ ߬ ෍ หܴ௧,௝หหݖ௝ାଵ + ௝หݖ
ெିଶ

௝ୀଵ

ቑ 

௧,௦ݖ௦݌ଶߝ
ଶ + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
௦ାଵݖ) + ௦)ଶݖ             

≤ ܥ ቐ∆଴
ଶݖ௧,଴

ଶ + ଵݖ|
ଶ| + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
ห ௝ܴหଶ

+ max
ଵஸ௝ஸெିଶ

หݖ௝ାଵ + .௝หݖ ߬ ෍ หܴ௧,௝ห
ெିଶ

௝ୀଵ

ቑ 

Eşitsizliğin sağ tarafına  ߤ  eşitsizliği uygulanırsa: 

௧,௦ݖ௦݌ଶߝ
ଶ + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
௦ାଵݖ) + ௦)ଶݖ

≤ ܥ ൞∆଴
ଶݖ௧,଴

ଶ + ଵݖ|
ଶ| + max

ଵஸ௝ஸெିଵ
ห ௝ܴหଶ

+ ቌ߬ ෍ หܴ௧,௝ห
ெିଶ

௝ୀଵ

ቍ

ଶ 

ൢ 

Burada   ݖଵ = ଴ݖ +  ௧,଴  eşitliği yazılıp ardından karekök eşitsizliği uygulanırsaݖ߬

∆଴หݖ௧,௝ห + หݖ௝ାଵ + ௝หݖ ≤ ܥ ቐ∆଴หݖ௧,଴ห + max
ଵஸ௝ஸெିଵ

ห ௝ܴห + ߬ ෍ หܴ௧,௝ห
ெିଶ

௝ୀଵ

ቑ 

olur. 

 
Lemma 5.2.  ܴ ve ݎ yaklaşım hataları için 

∆଴หݖ௧,଴ห ≤  ߬ܥ

(࣎࢝)࡯‖ܴ‖ ≤  ߬ܥ

߬ ෍ หܴ௧,௜ห
ெିଶ

௜ୀଵ

≤  ߬ܥ

eşitsizlikleri mevcuttur (Amiraliyev, 1998). 
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İspat 5.2 

 
(࣎࢝)࡯‖ܴ‖             ≤  :olduğunu gösterelim  ߬ܥ

௝ܴ = ݆߯
1−߬ߝ 1− න (ݐ)ܽ ൣ − ܽ൫݆ݐ൯൧

1+݆ݐ

1−݆ݐ

 ݐ݀(ݐ)′ݑ(ݐ)݆߮

        +߯௝
ିଵ ߬ିଵ න (ݐ)ܾ ൣ − ܾ൫ݐ௝൯൧߮௝(ݐ)(ݐ)ݑ

௧ೕశభ

௧ೕషభ

ݐ݀ + ߯௝
ିଵ ߬ିଵ න ൣ ݂൫ݐ௝൯ − ൧(ݐ)݂

௧ೕశభ

௧ೕషభ

߮௝(ݐ)݀ݐ . 

Burada 

߯௝ = ߬−1 න (ݐ)݆߮
1+݆ݐ

1−݆ݐ

 ݐ݀

eşitliği ve lemma 3.2 göz önünde bulundurulursa ห(ݐ)′ݑห ≤ ܥ ൗߝ  ve  |(ݐ)ݑ| ≤  ܥ

eşitsizlikleri yazılabilir. Ayrıca หܽ(ݐ) − ܽ൫݆ݐ൯ห ≤ |ܽᇱ(ߦ)|߬ eşitsizliğini ortalama değer 

teoreminden yazabiliriz. Bu eşitsizlikleri  ௝ܴ eşitliğinde dikkate alırsak: 

‖ܴ‖஼(௪ഓ) ≤ ଶߝ ଵܥ

ߝ ߬
ଶܥ

ߝ ݆߯
−1߯௝ + ସ݆߯ܥଷ߬ܥ

−1߯௝ + ହ݆߬߯ܥ
−1߯௝ 

                            ‖ܴ‖஼(௪ഓ) ≤    , ߬ܥ

olur. 

Şimdi de   ∆଴หݖ௧,଴ห ≤  .olduğunu gösterelim ߬ܥ

ݎ = න [݂(0) − ݐ݀(ݐ)଴߮[(ݐ)݂
௧భ 

௧బ

+ ߝ න (ݐ)ܽ] − ݐ݀(ݐ)଴߮(ݐ)ᇱݑ[(0)ܽ
௧భ 

௧బ  
 

                         + න (ݐ)ܾ] − ݐ݀(ݐ)଴߮(ݐ)ݑ[(0)ܾ
௧భ  

௧బ

 

(4.3) eşitliğini ele alalım, 

௧,଴ݖ଴ߠଶߝ =  ݎ

                                         ∆଴หݖ௧,଴ห = ∆଴
|ݎ|

଴ߠଶߝ
≤ ߝ

|ݎ|
଴ߠଶߝ

=
|ݎ|
଴ߠߝ

≤
|ݎ|
ߝ                               (5.14) 

burada  

limఛ ఌ⁄ →଴
଴ߠ = limఛ ఌ⁄ →଴

1,0ߣ) − (2,0ߣ ߬ 2⁄
1,0ߣℎൣ൫ݏ − 2,0൯ߣ ߬ 2⁄ ൧ 

݁൫2,0ߣ−1,0ߣ൯߬ 2⁄ = 1     

ห(ݐ)′ݑห ≤ ܥ ൗߝ |(ݐ)ݑ|   ,  ≤ |(ݐ)଴߮| , ܥ ≤ 1 ve ortalama değer teoreminden benzeri olan  
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terimlerde ห݂(ݐ) − ݂൫݆ݐ൯ห ≤ |݂ᇱ(ߦ)|߬ eşitsizliğini (5.14)’te uygularsak: 

∆଴หݖ௧,଴ห ≤
|ݎ|
ߝ ≤

ଵ߬ܥ߬
ߝ + ߝ

.ଶ߬ܥ ଷܥ
ߝ . ߬

ߝ +
ହ߬ܥସ߬ܥ

ߝ ≤  ߬ܥ
olur. 
 
 
Teorem 5.1. 
 
 probleminin çözümü ise (4.24)-(4.22) ݕ probleminin ve (1.2)-(1.1)  ݑ             

                                                            max
ଵஸ௝ஸெ

หݕ௝ − ௝หݑ ≤  (5.15)                                                  ߬ܥ

hata değerlendirmesi doğrudur (Amiraliyev, 1998). 
 
 
İspat 5.1. 
 

௝ାଵݖ = ௝ାଵݖ) + (௝ݖ 2⁄ + (௧,௝ݖ߬) 2⁄  

özdeşliğinden  

|௝ାଵݖ| ≤ ௝ାଵݖ| + |௝ݖ 2 +⁄ ∆଴ |௧,௝ݖ| 2⁄  

eşitsizliği elde edilir. Burada Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 sonuçları kullanılırsa (5.15) 

eşitsizliği elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. NÜMERİK SONUÇLAR 
 

6.1. Çözüm Algoritması 
 
ݑܮ ≡ ᇱᇱݑଶߝ + ᇱݑ(ݐ)ܽߝ + ݑ(ݐ)ܾ = 0    , (ݐ)݂ < ݐ ≤ ܶ              

(0)ݑ = ,ܣ ᇱ(0)ݑ =  ߝ/ܤ

ఛݓ = ൛ݐ௝ = ݆߬ , ݆ = 1, ܯ − 1തതതതതതതതതതത ; ߬ܯ = ܶൟ 

(ݐ)ܽ ≥ ߙ > 0 , (ݐ)ܾ ≥ ߚ >  0 

ܽଶ(ݐ) − (ݐ)4ܾ > 0 

Yukarıdaki problemin fark şeması 

௝ݕ݈ ≡ ௧̅௧,௝ݕଵ,௝ߠଶߝ + ߝ ௝ܽߠଶ,௝ݕ
௧
బ

,௝
+ ௝ܾݕ௝ = ௝݂ ݐ   ,     ∈      ఛݓ

଴ݕ =                                                                         ܣ

௧,଴ݕ଴ߠଶߝ − ܤߝ + ܣ଴(ܾ଴ܫ − ଴݂) = 0             

biçimindedir. Burada              

ଵ,௝ߠ =
ܾ݆߬ଶ

ଶߝ4 ቈ1 + ℎݐܿ ቆ
ଵ,௝߬ߣ

2 ቇ ℎݐܿ ቆ
ଶ,௝߬ߣ

2 ቇ቉ 

ଶ,௝ߠ =
ܾ݆߬

ߝ2݆ܽ
ቈܿݐℎ ቆ

ଵ,௝߬ߣ
2 ቇ + ℎݐܿ ቆ

ଶ,௝߬ߣ
2 ቇ቉ 

ଵ,௝ߣ = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ + ට ௝ܽ
ଶ − 4 ௝ܾ൨ , ଶ,௝ߣ = ଵିߝ0.5 ൤ ௝ܽ − ට ௝ܽ

ଶ − 4 ௝ܾ൨ 

଴ܫ =
ଶܾ଴ߝ

ିଵൣߣଵ,଴൫1 − ݁ିఒమ,బఛ൯−ߣଶ,଴൫1 − ݁ିఒభ,బఛ൯൧
݁ିఒమ,బఛ − ݁ିఒభ,బఛ    

଴ߠ =
ଵ,଴ߣ)߬ − (ଶ,଴ߣ

ଵ,଴ߣℎൣ൫ݏ2 − ଶ,଴൯ߣ ߬ 2⁄ ൧ 
݁൫ఒభ,బାఒమ,బ൯ఛ ଶ⁄  

Şeklindedir. Fark şeması tekrar düzenlenirse: 

௝ାଵݕ = ቈ
ଵ,௝ߠଶߝ4 − 2߬ଶ

௝ܾ

ଵ,௝ߠଶߝ2 + ߬ߝ ௝ܽߠଶ,௝
቉ ௝ݕ + ቈ

ଵ,௝ߠଶߝ2− + ߬ߝ ௝ܾߠଶ,௝

ଵ,௝ߠଶߝ2 + ߬ߝ ௝ܽߠଶ,௝
቉ ௝ିଵݕ +

߬ଶ
௝݂

ଵ,௝ߠଶߝ2 + ߬ߝ ௝ܽߠଶ,௝
 

଴ݕ =  ܣ

ଵݕ = ߬
ܤߝ + )଴ܫ ଴݂−ܾ଴ܣ)

଴ߠଶߝ
+  ܣ

elde edilir. 
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6.2. Örnek  
 
ᇱᇱݑଶߝ                         + ݐ2)ߝ + ᇱݑ(3 + ଶݐ) + ݐ3 + 2 + ݑ(ߝ = , (ݐ)݂ 0 < ݐ ≤ 1         (6.1) 

(0)ݑ                       = 1 , ᇱ(0)ݑ = 1 ൗߝ                                                                          (6.2) 

verilsin. Burada 

(ݐ)݂ = ଶߝ2 + ݐ2)ݐߝ2 + 3) + ଶݐ)ଶݐ + ݐ3 + 2 +  .(ߝ

(6.1)-(6.2) diferansiyel denklemine Sturm dönüşümü uygulanırsa sabit katsayılı 

diferansiyel denklem haline gelir. Buradan hareketle 

ݑ                                        = .ݒ ݁ିଵ
ଶ ∫ଶ௧ାଷ

ఌ ௗ௧ = .ݒ ݁ି௧మାଷ௧
ଶఌ                                             (6.3)   

diferansiyel denklemde (ݐ)ݑ fonksiyonunun uygun türevlerinde Sturm dönüşümü 

dikkate alınarak kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

  

ᇱᇱݒ + ݒ(ݐ)ܭ =  (ݐ)ܳ

olur. Burada 

(ݐ)ܭ =
ଶݐ) + ݐ3 + 2 + (ߝ

ଶߝ −
1
4 ൬

ݐ2 + 3
ߝ ൰

ଶ

− ൬
ݐ2 + 3

ߝ ൰
ᇱ

, (ݐ)ܳ =
݂
ଶߝ ݁

௧మାଷ௧
ଶఌ  

şeklindedir. ܭ ve ܳ fonksiyonları hesaplanırsa 

ᇱᇱݒ                                                           − ଵ
ସఌమ ݒ = ௙

ఌమ ݁
೟మశయ೟

మഄ  

(0)ݒ                                                           = 1 

ᇱ(0)ݒ                                                           = 5
ൗߝ2  

sabit katsayılı diferansiyel denklemi elde edilir.  (ݐ)ݒ fonksiyonunun çözümü: 

(ݐ)ݒ = 3݁
௧

ଶఌ − 2݁ି ௧
ଶఌ 

olmak üzere (6.3) dönüşümünde yerine yazılırsa, 

(ݐ)ݑ = ݁ି௧మାଶ௧
ଶఌ ൬3 − 2݁ି௧

ఌ൰ +  ଶݐ

kesin çözümü elde edilir. Kesin çözüme ilişkin seçeceğimiz pozitif küçük ߝ parametresi 

için fark şemasında belirtilen ܽଶ(ݐ) − (ݐ)4ܾ > 0 şartını sağlatalım: 

(ݐ)ܽ = ݐ2) + 3) , (ݐ)ܾ = ଶݐ) + ݐ3 + 2 +  (ߝ
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ܽଶ(ݐ) − (ݐ)4ܾ > 0 

ߝ < 0.25. 

௝ݖ = max௪ഥഓ ௝ݕ| −  .௝| için elde edilen bazı sonuçlar verilmiştir (Bkz. Çizelge 6.1)ݑ

Çizelge 6.1. (6.1)-(6.2) probleminin çözümünden elde edilen ݓఛ şebekesi üzerinde ߝ′ na   
                    göre maksimum hata ve ܲே yakınsaklık oranları 

 ࡺ            
 ࢿ    

64 128 256 512 1024 2048 4096 

૛ି૜ 1.01902E-1 
            0.99 

5.12832E-2 
            0.99 

2.25733E-2 
            1.00 

1.28914E-2 
            1.00 

6.45208E-3 
            1.00 

3.22771E-3 
            1.00 

1.61427E-3 

૛ି૝ 2.04092E-1 
           0.98 

1.03675E-1 
            0.99 

5.21621E-2 
            0.99 

2.26193E-2 
            1.00 

1.31245E-2 
            1.00 

6.56960E-3 
            1.00 

3.28668E-3 

૛ି૞ 4.40839E-1 
           0.99 

2.05215E-1 
            0.98 

1.04097E-1 
            0.99 

5.24412E-2 
            0.99 

2.63228E-2 
            1.00 

1.31964E-2 
            1.00 

6.60616E-3 

૛ି૟ 8.07405E-1 
           0.99 

4.07704E-1 
            0.99 

2.05519E-1 
            0.98 

1.04195E-1 
            0.99 

5.25263E-2 
            0.99 

2.63795E-2 
            1.00 

1.32215E-2 

 
 
             ܲே düzgün yakınsaklık oranı aşağıdaki gibi hesaplanır. 

ܲே = logଶ ቆ
݁ே

݁ଶேቇ. 

Burada  

݁ே = max
ఌ

݁ఌ
ே  ve   ݁ఌ

ே = ݕ‖ −  ௪ഥഓ,∾ ‖ݑ

biçimindedir. (4.23)-(4.25) probleminin fark şemasından elde edilen nümerik sonuçlar 

karşılaştırılarak, hatalar ve düzgün yakınsaklık oranı bulunmuş ve Çizelge 6.1.’de 

gösterilmiştir. Nümerik sonuçlar, önerilen şemanın iyi çalışır biçimde olduğunu 

göstermektedir.  

Örnek 6.2., 6.1’ de verilen çözüm algoritması yardımıyla (6.3)’ te belirtilen 

matematica programına işlenerek, düzgün şebekedeki her bir düğüm noktasındaki kesin 

çözümü ݑ௝, yaklaşık çözümü ݕ௝ ve hatası ݖ௝  olmak üzere verilmiştir. Yaklaşım tespiti 

için temsilen ilk tablonun birinci sütun genel sonuçları aşağıda tablolar ve grafikler 

üzerinde gösterilmiştir.  
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6.3. Program 
 

Örnek 6.2. için matematica programı aşağıda verilmiştir. 
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6.4. Çizelge ve Grafikler 

Düzgün şebekede 6.2.Örnek için elde edilen bazı sonuçlar 64 adım için aşağıdaki 
çizelgelerde verilmiştir. Çizelgeler grafitize edilerek hata davranışları gözlemlenmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ࢐ࢠ  ࢐࢛  ࢐࢟  ࢐ 
0 1.000000 1.000000 0.000000 
1 1.118110 1.089070 0.029045 
2 1.173680 1.119940 0.053742 
3 1.182800 1.109560 0.073241 
4 1.158330 1.070940 0.087394 
5 1.110460 1.013970 0.096495 
6 1.047190 0.946090 0.101102 
7 0.974709 0.872807 0.101902 
8 0.897749 0.798126 0.099623 
9 0.819867 0.724893 0.094974 

10 0.743670 0.655064 0.088606 
11 0.671010 0.589917 0.081094 
12 0.603146 0.530221 0.072924 
13 0.540869 0.476370 0.064499 
14 0.484617 0.428484 0.056133 
15 0.434555 0.386486 0.048069 
16 0.390648 0.350169 0.040479 
17 0.352719 0.319237 0.033482 
18 0.320489 0.293343 0.027146 
19 0.293615 0.272112 0.021503 
20 0.271717 0.255162 0.016554 
21 0.254397 0.242118 0.012279 
22 0.241257 0.232616 0.008640 
23 0.231907 0.226317 0.005589 
24 0.225976 0.222904 0.003072 
25 0.223116 0.222085 0.001031 
26 0.223005 0.223597 0.000592 
27 0.225348 0.227202 0.001854 
28 0.229880 0.232687 0.002808 
29 0.236361 0.239863 0.003508 
30 0.244579 0.248564 0.003985 
31 0.254349 0.258641 0.004296 
32 0.265506 0.269967 0.004461 
33 0.277909 0.282430 0.004522 
34 0.291433 0.295934 0.004500 
35 0.305974 0.310393 0.004419 
36 0.321442 0.325737 0.004295 
37 0.337760 0.341903 0.004143 
38 0.354863 0.358838 0.003976 
39 0.372696 0.376498 0.003802 
40 0.391216 0.394843 0.003627 
41 0.410382 0.413842 0.003459 
42 0.430166 0.433466 0.003300 
43 0.450540 0.453692 0.003152 
44 0.471483 0.474502 0.003019 
45 0.492980 0.495879 0.002899 
46 0.515015 0.517808 0.002793 
47 0.537578 0.540279 0.002701 
48 0.56066 0.563282 0.002622 
49 0.584253 0.586810 0.002557 
50 0.608352 0.610855 0.002503 
51 0.632953 0.635412 0.002459 
52 0.658053 0.660478 0.002425 
53 0.683648 0.686047 0.002399 
54 0.709736 0.712118 0.002382 
55 0.736316 0.738687 0.002371 
56 0.763387 0.765753 0.002366 
57 0.790948 0.793314 0.002366 
58 0.818999 0.821369 0.002370 
59 0.847538 0.849916 0.002379 
60 0.876565 0.878956 0.002390 
61 0.906081 0.908486 0.002405 
62 0.936085 0.938507 0.002422 
63 0.966576 0.969018 0.002441 
64 0.997556 1.000020 0.002463 

 ࢐ࢠ ࢐࢛ ࢐࢟ ࢐
0 1.000000 1.000000 0.000000 
1 1.222410 1.121390 0.101016 
2 1.244900 1.076380 0.168523 
3 1.156650 0.956120 0.200530 
4 1.015340 0.811246 0.204092 
5 0.856836 0.668311 0.188524 
6 0.702218 0.539916 0.162301 
7 0.562764 0.430823 0.131942 
8 0.443474 0.341597 0.101877 
9 0.345490 0.270739 0.074751 

10 0.267742 0.215893 0.051849 
11 0.208032 0.174505 0.033527 
12 0.163716 0.144158 0.019558 
13 0.132122 0.122719 0.009403 
14 0.110779 0.108386 0.002393 
15 0.097533 0.099683 0.002150 
16 0.090576 0.095420 0.004844 
17 0.088443 0.094660 0.006218 
18 0.089976 0.096670 0.006695 
19 0.094283 0.100884 0.006602 
20 0.100690 0.106869 0.006179 
21 0.108698 0.114296 0.005597 
22 0.117948 0.122915 0.004966 
23 0.128182 0.132541 0.004359 
24 0.139222 0.143035 0.003813 
25 0.150947 0.154294 0.003347 
26 0.163276 0.166242 0.002965 
27 0.176159 0.178824 0.002664 
28 0.189562 0.191998 0.002435 
29 0.203466 0.205734 0.002268 
30 0.217861 0.220013 0.002151 
31 0.232742 0.234817 0.002075 
32 0.248105 0.250136 0.002031 
33 0.263950 0.265963 0.002012 
34 0.280279 0.282290 0.002011 
35 0.297091 0.299116 0.002025 
36 0.314387 0.316436 0.002049 
37 0.332168 0.334248 0.002080 
38 0.350435 0.352552 0.002117 
39 0.369188 0.371347 0.002158 
40 0.388428 0.390631 0.002202 
41 0.408155 0.410404 0.002249 
42 0.428370 0.430667 0.002297 
43 0.449071 0.451418 0.002346 
44 0.470260 0.472657 0.002397 
45 0.491937 0.494386 0.002448 
46 0.514101 0.516602 0.002501 
47 0.536752 0.539307 0.002554 
48 0.559891 0.562500 0.002609 
49 0.583518 0.586182 0.002664 
50 0.607632 0.610352 0.002719 
51 0.632233 0.635010 0.002776 
52 0.657323 0.660156 0.002833 
53 0.682900 0.685791 0.002891 
54 0.708964 0.711914 0.002950 
55 0.735516 0.738525 0.003009 
56 0.762556 0.765625 0.003069 
57 0.790083 0.793213 0.003130 
58 0.818097 0.821289 0.003191 
59 0.846600 0.849854 0.003253 
60 0.875590 0.878906 0.003316 
61 0.905067 0.908447 0.003380 
62 0.935032 0.938477 0.003444 
63 0.965485 0.968994 0.003509 
64 0.996425 1.000000 0.003575 

Çizelge 6.2.  ܰ = 2଺, ߝ = 2ିଷ için düğüm               
                     noktalarındaki fonksiyon değerleri 

        Çizelge 6.3.  ܰ = 2଺, ߝ = 2ିସ için düğüm    
                     noktalarındaki fonksiyon değerleri 
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 ࢐ࢠ ࢐࢛ ࢐࢟ ࢐
0 1.000000 1.000000 0.000000 
1 1.395340 1.079850 0.315484 
2 1.229420 0.821030 0.408390 
3 0.903961 0.552329 0.351632 
4 0.594363 0.350902 0.243461 
5 0.358814 0.217225 0.141588 
6 0.201643 0.134249 0.067394 
7 0.107265 0.085267 0.021997 
8 0.056489 0.057895 0.001405 
9 0.033083 0.043883 0.010799 

10 0.025442 0.038030 0.012587 
11 0.026156 0.037162 0.011006 
12 0.030933 0.039386 0.008452 
13 0.037519 0.043588 0.006068 
14 0.044867 0.049123 0.004255 
15 0.052575 0.055620 0.003044 
16 0.060551 0.062870 0.002318 
17 0.068820 0.070754 0.001933 
18 0.077441 0.079206 0.001764 
19 0.086468 0.088189 0.001721 
20 0.095938 0.097684 0.001746 
21 0.105876 0.107681 0.001804 
22 0.116292 0.118172 0.001879 
23 0.127193 0.129154 0.001961 
24 0.138582 0.140627 0.002045 
25 0.150458 0.152589 0.002131 
26 0.162822 0.165040 0.002217 
27 0.175673 0.177979 0.002305 
28 0.189012 0.191406 0.002394 
29 0.202837 0.205322 0.002484 
30 0.217150 0.219727 0.002576 
31 0.231950 0.234619 0.002669 
32 0.247237 0.250000 0.002763 
33 0.263011 0.265869 0.002858 
34 0.279272 0.282227 0.002954 
35 0.296019 0.299072 0.003052 
36 0.313254 0.316406 0.003152 
37 0.330976 0.334229 0.003252 
38 0.349185 0.352539 0.003354 
39 0.367881 0.371338 0.003457 
40 0.387064 0.390625 0.003561 
41 0.406734 0.410400 0.003666 
42 0.426891 0.430664 0.003773 
43 0.447535 0.451416 0.003881 
44 0.468666 0.472656 0.003990 
45 0.490284 0.494385 0.004101 
46 0.512389 0.516602 0.004212 
47 0.534981 0.539307 0.004325 
48 0.558060 0.562500 0.004439 
49 0.581626 0.586182 0.004555 
50 0.605680 0.610352 0.004671 
51 0.630220 0.635010 0.004789 
52 0.655248 0.660156 0.004908 
53 0.680762 0.685791 0.005028 
54 0.706764 0.711914 0.005150 
55 0.733253 0.738525 0.005272 
56 0.760228 0.765625 0.005396 
57 0.787691 0.793213 0.005521 
58 0.815641 0.821289 0.005648 
59 0.844078 0.849854 0.005775 
60 0.873002 0.878906 0.005904 
61 0.902413 0.908447 0.006033 
62 0.932312 0.938477 0.006164 
63 0.962697 0.968994 0.006297 
64 0.993569 1.000000 0.006430 

 ࢐ࢠ ࢐࢛ ࢐࢟ ࢐
0 1.000000 1.000000 0.000000 
1 1.634140 0.826730 0.807405 
2 0.958059 0.358987 0.599072 
3 0.374833 0.136796 0.238036 
4 0.092645 0.051804 0.040841 
5 0.002525 0.022656 0.020130 
6 -0.00866 0.014393 0.023054 
7 0.000652 0.013827 0.013175 
8 0.010530 0.016235 0.005704 
9 0.017626 0.019972 0.002345 

10 0.023078 0.024476 0.001397 
11 0.028183 0.029560 0.001376 
12 0.033585 0.035162 0.001576 
13 0.039486 0.041261 0.001775 
14 0.045908 0.047852 0.001943 
15 0.052837 0.054931 0.002094 
16 0.060259 0.062500 0.002240 
17 0.068168 0.070556 0.002388 
18 0.076562 0.079101 0.002539 
19 0.085442 0.088134 0.002692 
20 0.094808 0.097656 0.002847 
21 0.104660 0.107666 0.003005 
22 0.114999 0.118164 0.003165 
23 0.125823 0.129150 0.003327 
24 0.137133 0.140625 0.003491 
25 0.148930 0.152588 0.003657 
26 0.161213 0.165039 0.003826 
27 0.173981 0.177979 0.003997 
28 0.187237 0.191406 0.004169 
29 0.200978 0.205322 0.004344 
30 0.215205 0.219727 0.004521 
31 0.229919 0.234619 0.004700 
32 0.245119 0.250000 0.004881 
33 0.260805 0.265869 0.005064 
34 0.276977 0.282227 0.005249 
35 0.293636 0.299072 0.005436 
36 0.310780 0.316406 0.005625 
37 0.328411 0.334229 0.005817 
38 0.346529 0.352539 0.006010 
39 0.365132 0.371338 0.006205 
40 0.384222 0.390625 0.006402 
41 0.403799 0.410400 0.006601 
42 0.423861 0.430664 0.006802 
43 0.444410 0.451416 0.007006 
44 0.465445 0.472656 0.007211 
45 0.486967 0.494385 0.007417 
46 0.508975 0.516602 0.007626 
47 0.531469 0.539307 0.007837 
48 0.554450 0.562500 0.008050 
49 0.577917 0.586182 0.008264 
50 0.60187 0.610352 0.008481 
51 0.62631 0.635010 0.008699 
52 0.651236 0.660156 0.008919 
53 0.676649 0.685791 0.009142 
54 0.702548 0.711914 0.009365 
55 0.728934 0.738525 0.009591 
56 0.755806 0.765625 0.009819 
57 0.783164 0.793213 0.010048 
58 0.811009 0.821289 0.010279 
59 0.839341 0.849854 0.010512 
60 0.868159 0.878906 0.010747 
61 0.897463 0.908447 0.010984 
62 0.927254 0.938477 0.011222 
63 0.957532 0.968994 0.011462 
64 0.988296 1.000000 0.011704 

Çizelge 6.4.  ܰ = 2଺, ߝ = 2ିହ için düğüm  
                    noktalarındaki fonksiyon değerleri 

        Çizelge 6.5.  ܰ = 2଺, ߝ = 2ି଺ için düğüm  
                     noktalarındaki fonksiyon değerleri 
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  Şekil 6.1. 64,2 3   N  için kesin ve nümerik çözümün davranışı. 

 

 

   Şekil 6.2. 64,2 4   N  için kesin ve nümerik çözümün davranışı. 
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 Şekil 6.3. 64,2 5   N  için kesin ve nümerik çözümün davranışı. 

  

Şekil 6.4 64,2 6   N  için kesin ve nümerik çözümün davranışı. 
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7. TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Singüler pertürbe olmuş diferansiyel denklemler, yüksek türevleri içeren 

terimlerin katsayılarının pozitif küçük parametre olduğu problemler olarak tanımlanır. 

Bu problemler parametrenin küçük değerlerinde sınır katı da denilen tanım bölgesinin 

bazı küçük aralıklarında ani değişkenlik gösterirken tanım bölgesinin diğer kısımlarında 

ise değişim düzenli ve yavaştır. Haliyle sınır katını da dahil edeceğimiz genel bir 

çözümü, kararsızlıktan dolayı klasik metotlarla elde edemeyiz. Daha objektif sonuçlar 

için singüler pertürbe özellikli problemlerin çözümünü üstel katsayılı fark şemalarının 

kurulması metodu kullanılarak yakınsaklık analiziyle uygunluğu ispatlanmıştır. 

Singüler pertürbe özellikli problemler parametreye bağlı değişkenlik 

gösterdiğinden atıflarıyla beraber giriş ve literatür bildirişlerinde belirtildiği üzere bir 

çok doğa olayını modellemek üzere kullanılır.  

Bu çalışmada, pozitif küçük bir parametreye bağlı singüler pertürbe özellikli 

ikinci mertebeden başlangıç değer problemi için üstel katsayılı fark seması kurularak 

yaklaşık çözüm oluşturuldu. Yakınsaklık analizi yapılarak, yaklaşık çözümün kesin 

çözüme düzgün yakınsak olduğu gösterildi. 

Bu çalışma sonunda bir örnek verilerek kesin çözüm ile yaklaşık çözümler 

arasındaki ilişki matematica programlama dilinde denetlenerek tablo üzerinden sonuçlar 

kritize edilmiştir. Sonuçların uygunluğu gözlemlenmiştir. 
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