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OZET

IKINCI MERTEBEDEN SINGULER PERTURBE OLMUS BASLANGIC-
DEGER PROBLEMI ICIN FARK METODU

DUMAN, Adem
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Musa CAKIR

Temmuz 2011, 45 Sayfa

Bu calismada, birinci ve ikinci mertebeden tiirevli terimlerin katsayilarinin
pozitif kiiciik parametre oldugu baslangic-deger problemleri incelenmistir. Ikinci
mertebeden singiiler pertiirbe olmus baslangi¢ deger problemlerinin niimerik ¢éziimii
icin istel katsayili sonlu fark semalar1 kurulmustur. Fark semasinin pertiirbasyon
parametresinden bagimsiz ayrik maksimum normda birinci mertebeden diizgiin
yakinsak oldugu ispatlanmistir. Ayrica teoriyi destekleyen bazi niimerik 6rnekler
verilmistir.

Alinan teorik sonuglar Matematica programlama dilinde bir 6rnek {izerinde

denetlenmistir.

Anahtar kelimeler: Singiiler pertiirbe 6zellikli problem, baslangic-deger

problemi, Ustel katsayil1 fark semasi, Diizgiin yakinsaklik



ABSTRACT

DIFFERENCE METHOD FOR SECOND ORDER SINGULARLY
PERTURBED INITIAL-VALUE PROBLEM

DUMAN, Adem
Msc, Mathematics Science
Supervizor: Asst. Prof. Dr. Musa CAKIR

July 2011, 45 Pages

In this study, initial-value problem with small parameter by the first and second
derivatives is considered. For numerical solution of singulary perturbed initial-value
problem of the second order the exponential coefficient difference schemes have been
constructed. It has been proved that the difference scheme is first-order uniform
convergent in the discrete maximum norm, independently of the perturbation parameter.
Furthermore, some numerical experiments supporting the theory are presented.

The theoretical results taking have been audited on a sample in Matematica

programming language.

Key words: Singular perturbed problems, initial-value problem, the difference

scheme of exponential coefficients, Uniform convergence
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ONSOZ

Diferansiyel denklemler icin singiiler pertiirbe olmus problemler; matematik,
akiskanlar mekanigi, meteoroloji, diflizyon stiregleri, kontrol teorisi, kimyasal reaksiyon
ve fizik gibi uygulamali bilim dallarinda ¢ok sik kullanilmaktadir. 20.yy ortalarindan
itibaren konuyla ilgili ciddi calismalar yapilmis olup son yillarda ilgili arastirmalar
olduk¢a artmustir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler, yiiksek mertebeden tiirevli terimlerin
katsayilarmin pozitif kiigiik bir parametre oldugu problemlerdir. Singiiler pertiirbe
olmus bir problemin ¢6ziimii, tanim bdlgesinin bazi kisimlarinda diizenli ve yavas, bazi
kisimlarinda ise ¢ok ani degisim gdstermesi nedeniyle diizensiz ve anidir. Yani ¢oziim,
sinir katlar1 da denilen ince gecis katlarinda parametreye bagli olarak hizli, bu gecis
katlar1 disinda da regiiler degisim gosterir. Bu da singiiler pertiirbe 6zellikli
problemlerin gegis katlarindaki durumunu da kapsayan daha genel ¢oziim i¢in ciddi
zorluklara sebebiyet vermektedir. Bu nedenle singiiler pertiirbe 6zellikli denklemin
kesin ¢oziimil yerine, uygun metotlar1 kullanarak niimerik ¢oziimiinii elde etmek daha
kolaydir.

Bu c¢alismada, ikinci mertebeden singiiler pertiirbe olmus baslangic deger
problemi i¢in baz fonksiyonlar1 yardimiyla iistel katsayili fark semalar1 olusturulmustur.
Ardindan asimptotik degerlendirmeler ve niimerik ¢éziimiin kesin ¢oziime yakinsakligi
incelenmistir.

Bu caligma tamamlanana degin, sabirla gostermis olduklar1 ilgi ve Ogretme
arzusuyla yardimlarin1 esirgemeyen basta degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr. Musa Cakir
olmak iizere, Prof. Dr. Cemil Tung, Ars. Gor. Dr. Erkan Cimen, Yrd. Do¢. Dr.
Sebahattin SEVGIN, Ars. Gor. Giyas Sakar ve varligi iyilikle es deger amcam Yusuf

Duman’a tesekkiirii ve saygiy1 borg bilirim.
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SIMGELER DiZiNi

t : Bagimsiz degisken

l : Diferansiyel fark operatorii

L : Diferansiyel operator

tj : Diigiim noktalar1

Y; : Fark probleminin ¢oziimii (yaklasik ¢oziim)

0, : Fark probleminin tistel katsayisi

Ug : Indirgenmis problemin ¢oziimii

R; : Kalan terim

€ : Singiiler pertiirbasyon parametresi

U; : Stirekli problemin ¢oziimii (kesin ¢oziim)

T : Sebeke adimi

uk(t) : u(t) fonksiyonunun k. mertebeden tiirevi

Uy j : u(t) fonksiyonunun t; noktasindaki ileri fark tiirevi
Uz j : u(t) fonksiyonunun t; noktasindaki geri fark tiirevi
ug'j : u(t) fonksiyonunun t; noktasindaki merkezi fark tiirevi
Uz, j : u(t) fonksiyonunun t; noktasindaki ikinci fark tiirevi
- Heowy : w, sebekesindeki ayrik norm

2 : z fonksiyonunun t;,; noktasindaki degeri z(tj+1)

V4 : z fonksiyonunun t;_; noktasindaki degeri z(tj_l)
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1. GIRIS ve LITERATUR BILDIRISLERI

Singiiler pertiirbe olmus problemler, diferansiyel denklemde yiiksek tiirevler
iceren terimlerin katsayilarmin, kiiclik pozitif parametre oldugu problemlerdir. Bir¢ok
doga olay1 cesitli parametrelere gore ani degiskenlik gosterir. Bu tiir problemler
ornegin, akiskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi (Neyfeh, 1973), elastik kuantum
mekanigi, kiitlenin hareketi, plastik, kimyasal reaktor teori, aerodinamik, elektron
plazma dalgalari, elektrik akimi (Kadalbajoo ve Reddy, 1989), manyetik dinamik,
aritilmis gaz dinamik, osinografi, meteoroloji, iletisim hatlari,, yayilma teorisi ve
reaksiyon-difiizyon, kontrol teorisi (O’Malley, 1974) gibi uygulamali bilim dallarimin
cesitli alanlarinda ortaya cikmaktadir. Singiiler pertiirbe 6zellikli problemlere ilgi,
yaklasik olarak yirminci yilizyilin baslarinda baglamistir. Arastirmalar esasen asimptotik
acilimlar iizerine yogunlasmis ve 1960’ 11 yillarin akabindeki donemlerde yapilan
calismalarla ¢ok 1yi sonuclar alinarak kapsami genisletilmistir.

Singtiler pertiirbe 6zellikli problemlerle ilgili yapilan calismalar:

Friedrichs ve Wasow (1946) tarafindan singiiler pertiirbasyon terimi ilk kez
ortaya atildi. Nayfeh (1973), diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemler
icin pertiirbe metotlari1 gelistirerek vermistir. O’Malley (1974; 1991), bu tiir
problemleri asimptotik olarak ¢6zmiis ve singililer pertiirbe metotlar1 iizerinde
calismistir. Doolan ve ark. (1980), baslangic ve smir kath problemler i¢in niimerik
metotlar1 ve niimerik ¢ozliimlerini incelemistir. Lange ve Miura (1982), yiiksek
mertebeli tiirevde kiigiik parametre bulunan ikinci mertebe diferansiyel denklemleri igin
asimptotik yaklasimlar verdiler. Samarskii (2001), Amiraliyev (1990;1991) ve Cakir
(2000), fark semalar1 teorisini gelistirerek, singiiler pertiirbe olmus problemlerin fark
semasin1 kurarak yaklasik ¢oziimlerini incelemiglerdir. Ceiges (1988;1991), birinci tip
siir sarti igeren problemlerin asimptotik ve bazi nitelik 6zelliklerini incelemis ve
yaklagik ¢6ziim i¢in fark semasmi kurmus ve ayrica problemin niimerik ¢dziimiini
bulmustur. Amiraliyev ve Memmedov (1995), singiiler pertiirbe olmus problemlerin
diizglin sebekelerindeki fark semasi lizerinde ¢aligmiglardir. Miller ve ark. (2000), sinir
deger problemlerini sinir katlarmmda niimerik ¢6ziimlerini inceleyerek, bu problemler
icin kuvvetli hesaplama tekniklerini vermislerdir. Bakhvalov (1969), bagimsiz

degiskenli bilinmeyen fonksiyonlar1 sinir kati igermeyen 6zel doniisiimler gelistirerek



insa etmistir. Roos ve ark. (1996), singiiler pertiirbe denklemlerin genel niimerik
metotlarm1 vermistir. Farell ve ark. (2000), bu konuda smir kati tekniklerini
belirtmislerdir.

Bu problemlerin ¢éziimii, tanim bolgesinin bazi kisimlarinda ani, bazi kisimlarda
ise yavas ve diizenli degisir. Hizli degisimin oldugu sinir katlarinda ¢6ziimiin tiirevleri
sinirsizdir (Neyfeh, 1973; O’Malley, 1974; O’Malley, 1991). Bu nedenle klasik
niimerik metotlar ¢6ziimiin ani degistigi yerlerde kararsizlik gosterir ve uygulanmasi
objektif sonuglar vermez. Ciinkii sinir katlarinda ¢6ziime daha kesinlikli yaklasilmasi
beklentisiyle sebeke adimlar1 kiiciiltiilse dahi niimerik ¢6ziim kesin ¢dziime
yakinsamamakla beraber mraksar. Bu sebeple singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin
¢cOziimii icin Ustel katsayili fark semalarmnin kurulmasi idealdir (Kadalbajoo, 1989).

Bu calismada,

Lu=ce*u" +ea®)u' +b(u=f(), 0<t<T (1.1)

u(0) = A, u'(0) =B/e (1.2)
formundaki lineer ikinci mertebeden singiiler pertiirbe olmus baslangic-deger
problemini, sonlu-fark metodu kullanarak niimerik ¢6ziimiinii bulacagiz. Burada € > 0
kii¢iik pozitif parametredir Ave B verilen sabittir, a(t) =a >0, b(t) = > 0,
f () [0,T] araliginda yeterince diizgiin fonksiyonlardir. (1.1)-(1.2) probleminin
genellikle pozitif ve kiiciik € degerleriigin t = 0’ a yakim bir baslangic katmani vardir.

Bu calismada, (1.1)-(1.2) probleminin asimptotik degerlendirmeleri verilmistir.
Problemin niimerik ¢oziimii i¢in diizgiin sebekede sonlu fark semasi olusturulmustur.
Fark semasi, iistel taban fonksiyonlarmin integral formunda kalan terimlerin
kullanilmasiyla olusturulur ki bu sema singiiler pertiirbe olmus problemlerde uygulanir.
Genel olarak problemin {iistel katsayili fark semasi kurularak fark semasinin hata
degerlendirmesi kapsaminda yakinsaklik analizi yapilarak ¢6ziim algoritmasi
incelenecektir.

Calismamiz yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris ve literatiir
bildirisleri, ikinci boliimde ¢alismamiz i¢in gerekli olan on bilgilere yer verilmistir.
Ugiincii boliimde kesin ¢dziim ile ilgili degerlendirilmeler ele almmustir. Dérdiincii
boliimde fark semasmin kurulmasma yer verilmistir. Besinci boliimde yakinsakligin
analizi yapilmistir. Altinc1 boliimde alinan teorik sonuglar bir Ornek {izerinde

degerlendirilmis; ¢6zlim algoritmasi, bilgisayar programi, diizgiin sebeke diigim



noktalarinda kesin, yaklasik degerleri, hatalarm1 iceren tabloya ve grafiklere yer

verilmistir. Yedinci ve son boliimde ise tartisma, sonug ve degerlendirme yapilmastir.



2. ON BIiLGILER

Bu bolimde konuyla ilgili kullanilacak bazi temel tanimlar, esitsizlikler ve

formlar verilecektir.

Tanim 2.1. Sebeke

[a, b] kapali araligmin sonlu sayida noktadan olusan parcalanisina bir sebeke

denir. Bu sebekede tanimlanmis fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.

i. Diizgiin Olmayan Sebeke
[a, b] araligininda tanimlanan
w={xla=xy<x; <x, < <xy=b}
ayrik noktalar kiimesine diizgliin olmayan sebeke denir. x; noktalarmna ise diigiim
noktalar1 veya sebeke diigiimleri denir. w sebekesinde tanimlanmis f(x) fonksiyonuna

sebeke fonksiyonu denir. f(x;) (x; € W) degerini kisa olarak f; seklinde belirtecegiz

ii. Diizgiin Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[a, b] araliginda tanimlanan

_ oo b—a
Wh={xi=1h,1=0,1,2,..N;h= N }

sebeke fonksiyonu, diiglimler esit aralikli ise diizgilin sebekedir. h-sabitine sebeke adimi

denir(Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tamm 2.2. Sag, Sol ve Merkezi Fark Tiirevleri
Tiirevlerin yaklagimi i¢cin cogu kez fark tiirevleri denilen asagidaki ifadeler
kullanilir.

Birinci tiirev i¢in;

Ileri Fark Tiirevi L Y = Y i+1h— Vi
Geri Fark Tiirevi D yg = Yi _hy i-1
— Yit1 — YVi-1

Merkezi Fark Tiirevi :  yo .



vz geri fark tiirevi ile y,; ileri fark tirevi h — 0 durumunda u’(x;)

degerine O (h) hiziyla yaklasacaktir. Fakat yo. merkezi fark tiirevih = 0 durumunda
u'(x;) degerine 0 (h?) hiziyla yaklasacaktr.
Ikinci tiirev icin:

. = 2V
Ikinci Fark Tirevi :  yg,; = E(ux'i —Ug;) = Yir1 hzl i

Ikinci mertebeden fark tiirevi h > 0 durumunda u"’(x;) degerine O(h?) hiziyla

yaklasacaktir (Samarskii, 2001).

Tanim 2.3. Diizgiin Yakinsakhk

u; problemin kesin ¢oziimii ve y; problemin yaklagik ¢6ziimii olmak {izere

¢ 'dan bagimsiz yeterince kiigiik tiim h sabitleri i¢in
max u;—y;| < Ch*
L

olacak sekilde & 'dan bagimsiz bir C sabiti var ise yaklasik ¢oziim kesin ¢oziime h’in
k'inc1 derecesiyle yakmsar (O(h*) hiziyla yakinsar) veya yaklasik ¢dziim O(h¥)
kesinligine sahiptir denir. Eger k" inc1 mertebeden yakinsama istenirse hata sabiti € ‘dan

bagimsiz olmak zorundadir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Lemma 2.1. Gronwall Integral Esitsizligi
u(t) azalmayan bir  fonksiyon olmak lzere; u(t), p(t) ve q(t)

fonksiyonlarmin siirekli oldugunu varsayalim.

w(®) < vy + j puls) +q(lds ,  p) =0
0
ise
< d dé | d
u(t) <voeXp(j0 p(&) 5>+j0 q(s)eXp(js p(&) 5) s

olur (Memmedov, 1980).



Tanim 2.4. p Esitsizligi
1
bl < pa* +—>b* , u>0.
lab| < pa® + ” 2

esitsizligi dogrudur (Memmedov, 1980).

Tanim 2.5. Kuadratur Formiilleri
Fark semalarmin kurulmasi ve incelenmesinde asagidaki kuadratur formiilleri

kullanilacaktir.

b b
j p()f(x)dx = {of(b) + (1 - o)f(a)} U p(X)dxl

b
+f(a; b)j (x —x("))p(x)dx (2.1)

burada o-reel parametre, P(x) € C[a, b] agirlik fonksiyonudur.

b b
RO = [ @@ [ FO@K @O, fect  n=1veya?
K08 =T~ &) = (b—a)‘x—)(b-§)° , s=0,1

x99 =¢b+(1-0)a, f(a;b)=w'

/sl A= 0
T, () =
0 , <0

b b
[ peor e = f@ b [ peoax+ R 22)

burada o-reel parametre, P(x) € [a, b] agirlik fonksiyonudur.

b b
R() = — j dxp'(x) j FOK, (nE)dE,  fECT,  n=1veya2

b b
R == [ aep() [ F©OKaCoag, fec?
a a
(2.1) ve (2.2) kuadratur formlarinda ayni K; (x, ¢) fonksiyonu kullanilmaktadir. Ayrica,

KO(ar 5) = KO(br 5) = O )



Ki(a,&) = K;(b,§) = K;(x,a) = K;(x,b) =0

Kl(xr 5) = Kl(grx)
d d
a_gKl(xr 5) = _KO(xr 5) ’ aKl(xr 5) = _KO(gr X)

oldugu goriiliir (Amiraliyev ve Memmedov, 1995).

Tanim 2.6. Fark Semasinin Kararhhg
Kararlilik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar i¢in, bunlarin
pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi onemli bir 6zelliktir.
Ly = @n, x Ewy (2.3)
lhy=/fn, x€Evn (2.4)
fark probleminin s6z konusu oldugunu varsayalim, burada L, ve [, w, sebekesinde
tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark operatorleri, @y, f;, belli sebeke
fonksiyonlar1 olan bu baslangi¢ veri fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiiglik h < hy i¢in bir
tek c¢oziime sahip oldugunu varsayalim. y ile, (2.3)-(2.4) probleminin baslangi¢ veri
fonksiyonlar1 @, ve f, olan ¢oziimiinii belirleyelim.
o Eger 6yle h’a baglh olmayan C;, C, sabitleri varsa yeteri kadar kiiciik h < h,
icin
9 17~ ¥l = Calln ol + Calls — fl, @9
esitsizligi saglanmis olsun. Bu durumda (2.3)-(2.4) fark semas: sag tarafa ve baslangi¢
sartina gore kararlidir denir. Burada ||.[[;,j = 1,2,3 sebeke normlaridur.
Boylece kararlilik, fark semasmin ¢oziimiiniin baglangi¢ veri fonksiyonlarina
siirekli bagli oldugunu, hem de bu bagliligin h’a gore diizgiin bigimli oldugunu ifade

ediyor. Problemin lineer oldugundan agiktir ki, kararlilig1 ifade eden (2.5) esitsizligi
zlly < Cillgnllz + Colifnlls

esitsizligine denktir (Amiraliyev ve Duru, 2002).



3. SUREKLi PROBLEM

Bu kisimda fark semas1 kurulmasinda kesin ¢oziimle ilgili degerlendirmeler i¢in iki

lemma ve ispatlar1 verilecektir.

Lemma 3.1

u(t) (1.1)- (1.2) probleminin ¢dziimii ve a(t) € C[0,T], b(t), f(t) € C*[0,T]

olsun. Bu durumda
1

[u®@] < ce* 5*+( j (f2(2)+f’2(2))d€> K =012
0

olacak sekilde bir pozitif C sabiti vardir. Burada
8.2 = |B2 + b(0)4% — 2f(0)A| + f2(0).

Bu ¢alisma boyunca ¢, ¢;, C,C; (i =0,1,2,..) €'dan ve T sebeke adimindan

bagimsiz sabitleri gosteriyor (Amiraliyev, 1998).

Ispat 3.1
(1.1) denklemini 2u'(t) ile garparsak

2e2u"u’ + 2ea(®)u’? + 2b(O)u'u = 2f (O’
2¢2u"u + 2b(O)u'u — 2f (O’ + 2ea()u’> =0
[e2u'? + b(Du? — 2f (Du] + 2ea(Du’® = b'(Ou? — 2f'(D)u

olur. Esitlik [0, t] araliginda integre edilirse,
(2 + b - 2 @wlh + 26 | au?ag = [ p©urdg -2 [ f©uag
0 0 0
e2u'? + b(H)u? — 2fu — €2u’*(0) — b(0)u2(0) + 2£(0)u(0) + 26] a(®u'? dé
0
= [ rowas-2 | reua
0 0
2u'? + b(Hu? — 2fu + 26] a(®u'? dé
0

— B2 4+ b(0)42 — 2£(0)A + j b (E)u? dé — 2 j F(©ude
0 0



elde edilir. Burada u esitsizligini kullanirsak (b(t) = > 0 ve u < B),

e2u'® + pu? — pu? — lfz(lt) + 26] a(®u'? dé
u 0 t t
< B? + b(0)A? — 2£(0)4 + j b ()u? dé — 2 j £ de
0 0
2 1 ‘ 2
e+ (B - - f2O + & | a®ud
u 0 t t
< B? + b(0)A? — 2£(0)4 + j b (E)u? dé — 2 j F(©ude
0 0
e2u'? +u? + ej a(®)u'dé
0 t t
< B? 4 b(0)A? — 2£(0)A + f2(¢) + j b (E)u? dé — 2 j £ de
0 0
olur. Simdi de esitsizligin sag tarafii¢in f2(t) = f2(0) + 2 fotf(‘g’)f’(«f)df ve

t t t
2 j flOudé < j u?(&) dé + j F(6) d¢ esitsizliklerini kullanirsak,
0 0 0

t
e2u'? +u? + ej a(®)u'dé
0
t
< B? + b(0)A? —2f(0)A+f2(0)+2f fEf'(®dE
0
t t t
b/ Zd 2 d 12 d
+f0 ©u <‘+f0u(z) <‘+f0f ©®dé

olur. Burada 8,% = B2 + b(0)A% — 2f(0)A + f2(0) alinir ve esitsizligin sag tarafi icin

t t t
2] fEOf(©dé < j f2(&) d¢ +j () dé esitsizligi kullanilirsa,
0 0 0

t t t t
et e [ a@uag <ot [ @@+ meass [ Foacve | rPoa
0 0 0 0

elde edilir. Burada

t
e2u? < et +u?+ ej a(®)u'dé
0

<G {5*2 + j [w2(® + £2(®) + f*(®)] dé} (3.1)
0
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olacak sekilde pozitif bir C, sabiti vardir. (3.1)’de Gronwall Integral Esitsizligini

kullanirsak
2 < Co8.2 + j [ Cou?®) + Colf2(0) + £2(®)] | dé
0
< 6. exp ( j Cod€> G j [F2®) + £2(®)]. exp ( j cods>df
0 0 14

= (,8.” exp(Cot) + C, j [F2(® + 2 (®)]. exp(Co(t — 9)) dé
0

t
< (? (53 + j [F2®) + 1) ds)
0
olur. Burada karekok esitsizligini kullanilirsak,

w? < (22 (5*2 ¥ jo 1@+ £ df)
()" < (czg-z (5*2 v P+ e df))
1
<cet (5* + ( | P+ e d5)2>

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

1/2

lw'(O)] < Ce™? {5* + (j [F2(® +f’2(§)]d5>2}
0

olur ve genel olarak,

[u®(®)| < ce ¥ {5* + ( j [F2(® + f'z(z)]ds>2}
0

yazilabilir.

Lemma 3.2

(1.1) ve (1.2) probleminin ¢ozimii u(t) ve a(t), b(t), f(t) € C1[0,T] olmak
uzere
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—Cot
[u®@®| < ¢ (1 + 17K + E_KE’?O) , K=012

degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev, 1998).

Ispat 3.2
(1.1)-(1.2) probleminin ¢oziimiinii
u(t) = up(t) + v(t) + Re (1)

bigiminde arayalim. Burada u,(t) = % indirgenmis problemin ¢ozimii ve v(t),

R, (t) swrasiyla asagidaki problemlerin ¢oziimidiir:

Lv=20

{v(O) = A —u(0),v'(0) = B/e —uy'(0) (3.2)
LR, = —e%u," — eau,’

{Rg(o) =0,R.(0)=0 (3.3)

Simdi (3.2) probleminin ¢dziimiiniin,

—Cpt
v® )| < ceXe e, K=012 (3.4)
esitsizligini sagladigini ispatlayalim. Bunun i¢cin A4 > 0 keyfi bir sabit olmak iizere
Lv(v' + e w) =0

esitligini ele alirsak,

(e2v" + eav’ + bv)(V' + Ae~ ) < (2v'? + bv? + 2Aev'v + Aavz)’
=2e%2v"v' + b'v? + 2bv'v + 2Aev"v
+ 2Aev'"? + Aa'v'v

olur. Burada
2
2e2v"v’ = £2(v'°)’

2bv'v = (bv?)' — b'v?
1
Aa'v'v = E/la’(vz)

esitlikleri kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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(e2v'? + bv? + 22ev'v + Aavz)’
< —Qas—=21)v'? — (2e71Ab — b' — Aa')v? (3.5)
elde edilir. (3.5) ifadesinde
5(t) = e2v'? + bv? 4 2Aev'v + Aav? (3.6)
olmak tizere 6(t) igin alttan bir degerlendirme yapmak i¢in (3.6) esitliginde

2Aev'v > —Ae?a " W'? — dav?

esitsizligini kullanirsak

5(t) = e2v'? + bv? — de2a~W'? — dav? + lav?
= e2(1 = Aa~V)v'? + bv?
> C(e2v'? +v?), (€, >0) (3.7)

olur.

Simdi de &(t) i¢in iistten bir degerlendirme yapmak i¢in (3.6) esitliginde

2ev'v < Ae?v'? 4+ Av?
esitsizligi dikkate alinirsa

5(t) < e2v'* + bv? + 1e20'? + Jv? + dav?
<21+ )%+ (b4 A+ Aa)v?
< G(ev'? +1v?), (C,>0)
esitsizligi elde edilir.
Simdi de (3.5) esitliginin sag tarafini ele alalim:

—68'(t) = 2e(a — D)v'* + (2e71b — b’ — Aa')v? (3.8)

burada @, = maxpyra’(t) , b, =maxnb' (t), a(t)=a>0 ,b(t) = >0

almip A < a ve 2Ap — eb, —eAa, > 0 oldugu kabul edilirse

2¢(a—MDv'% + (26714 — b’ — Aa)v? = 2e(a — Dv'* + £ 1(2AB — €b, — eA@)V?
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
—5(t) = 2e(a — Dv'* + £ 1(2AB — €b, — eAd@)v?

> Ce718(t)
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yani

§'(t) < —C3e716(t) (3.9)

olur. Burada C5 i¢in asagidaki degerlendirme yapilabilir:

2(a—A) 2AB —¢b, — eAa,
O<C3Smin{ (a ) Fe ea}

1+2) ° b,+2A+ Aa,

(3.9) esitsizliginin ¢ozliimii i¢in integrasyon ¢arpant kullanilirsa

—Cst

6()<Ce e (3.10)
esitsizligi elde edilir. (3.7) ve (3.10) esitsizliklerinden

—Cst

2 42 < (C%e e

2
e2v'° < g%v

—Cst
Jv'2 < |e2C% =

, _q . Gt
lv'(t)| < e71Ce 2¢

olur. Esitsizligi K-inc1 mertebeden yazarsak
_Cot
[v® )| < ceXe™e , Cy= C3/2

buradan (3.4) esitsizligi ispatlanmis olur.

Simdi de
|R."0| < ce¥ %, K=0,1,2

oldugunu gosterelim:
LR (t) = —&%u] — cauy = P (t)

R.(0)=0, R,(0)=0
LR,(t) ifadesine Lemma 3.1’i uygularsak,
t /2
R )| < ce7 {6, + ( j (¥2©) +¥7(©®) dé)
0

olur. Burada
t Y,
(j (¥2© +¥7(©®) df) < Ce
0

oldugu dikkate alinirsa,
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IR (t)| < cet K
elde edilir. Buradan hareketle

[W' (O] < Ju' @] + [V (O] + |RS ()]
ot
<C,+Ceslee +(C&°
ot
<C (1 +elee )

Benzer islemler yapilirsa

—Cot
lu" (t)] < C(l telte e e )

elde edilir. Sonug olarak K = 0,1,2 i¢in

—Cot
[u® )| < C(l +el K e Kee )

yazilabilir.



4. FARK SEMASININ KURULMASI

(1.1)-(1.2) ikinci mertebeden singiiler pertiirbe olmus baslangi¢c-deger problemi
i¢in,

a?(t) — 4b(t) >0, 0<t<T)
oldugu kabul edilecektir. [0, T] araliginda,
w,={t;=jr,j=TM—1;Mt=T}, W,=w,U{t=0,T}

diizgilin sebekesini olusturalim. Buradan fark semasinin kurulmasi islemine

X [ Lugp(Dde = 3t [ F(©e;Ode, (=1,2,..,M = 1) (4.1)

ozdesligini esas alarak baglayalim. {¢;(t) " paz fonksiyonlar1 asagidaki bi¢ime
J j=1 g

sahiptir:
( Apj(t=tiq)_ Ay (t-t;_4)
e’ L Jj=1)_ ¢”"2,j j—-1 _ W
611,]"[_612’]-1 = §0] (t) , tj—l <t< t]
e~2,j(tjs1—t) _ g=21,j(tj41-1) -
q)](t) - < e_lz,jT_e—)tl,jT = q)] (t) ) t] <t< tj+1
. ’ » o CE (G ty)
burada

Ayj =051 [aj + ’ajz — 4bj],
Ay; =051 [aj - /ajz - 4bj].

olup, qoj(.l)(t) ve qoj(.z)(t) baz fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin
¢cOzlimleridir:

(29" (1) - aiep'(®) +bjp(t) =0, tj_, <t<tg
o(ti1) =0 , o) =1 (42)
(29" () — ajep’ () + bjp(t) =0, ¢ <t<ti,

Yo(t)=1 , o) =0 (4.3)

~
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Burada qoj(.i) (t) , i = 1,2 baz fonksiyonlar1 geometrik olarak asagidaki bi¢imdedir:

o) 4

1

v t'—l t] tj+1

Sekil4.1. ¢’ (t) , i = 1,2 baz fonksiyonu.

ZT_l(AlJ' - Az}j) h (Al'j'l-> Sh (Az}jf

X = r—lj” ; (t)dt = ; . ) (4.4)

T S
tj—1 Al'jlz'jSh I:(Al'] - 12'1)7]
(4.1) esitliginden

tiy1 tj+1
ezr_lj @;(Ou"(t)dt + ET_lj a(t)e;(O)u'()dt
t

j-1 tj-1

it

4ot j j+1b(t)qoj(t)u(t)dtl

j—1
tit1
=x;ittt f(©);()dt
tj—l
olur. Burada a(t) >a; >0, b(t) =b; >0 ve f(t) = f; >0 oldugu géz oniinde
bulundurularak, esitlikte a(t), b(t) ve f(t) sirekli fonksiyonlar1 yerine, sirasiyla

a;, b ve f; skaler degerlerinin kullanilmasini saglayacagiz. Buradaki amag integralleri

(2.1) ve (2.2) kuadratur formiillerinin uygulanmasina uygun hale getirmektir.

tj+1
@;(Ou' (Dde + b,-r‘lf @;(Ou()dt

tj—l

tj+1

Xt

tj+1
szr‘lf @;(Ou" ()dt + sajr‘lf
tj—l tj—l
tjs1

tjt1

terd f [a(®) - ajlo,(Ow @®dt +77! f [b(8) = bylo;(Ou(®)dt
tj—l tj_l

tjy1

tj+1
o @de+ 7 [ 10 - oy

tj—l

tj—l
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tjy1 tjy1 tjt1
Xt szr_lf (pj(t)u”(t)dt+£ajr_1f @;(Ou' (t)dt +b,-r‘1f @;j(Ou(t)dt
tj-1 tj-1 tj-1
tj1 tj+1
ot ert f [a(t) — & Jo;(Ow @©dt -+ f (b(®) —bj]<pj(t)u(t)dt]
tj—l tj—l
tj1 tjy1
=Xt f pi(®Odt+ x;t 7! f [F(O) - fi]o;j(®)dt
tj—l tj—l
tjy1 tjs1 tj+1
Xt szr_lf (pj(t)u”(t)dt+£ajr_1f @;(Ou' (t)dt +b,-r‘1f @;j(Ou(t)dt
tj-1 tj-1 tj-1

tj+1
=X171T—1fjf pjt)dt

tj—l

tj+1
et ! f [a; — a(®)]e;(Ou'(t)dt
t

j-1

_X]_l

tj+1 tj+1
et [ty - by uwar] + e [0 - oo
t

j-1 tj-1
burada (4.4) ifadesindeki yx; = 77" [, tf? @; (t)dt esitliginden yararlanilirsa
.

tj+1
5 [ e @de = =
t

j-1
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

tjy1 j+1
-1

Xj

tj+1
szr‘lf @;(Ou" ()dt + sajr‘lf
t

j-1 tj-1

@;(Ou' (t)dt +b,-r‘1f

tj—l

<p,-(t)u(t)dt]
=fi—R (4.5)
elde edilir. Tanim.2.5” te verilen (2.2) kuadratur formiiliinii uygulayabilmek i¢in ilk
terimde kismi integrasyon metodunu uygularsak,

u"(t)dt =dv = u'(t) =v

;) =u=¢@;/'(t)dt = du

Ezr_lj T pow @de = e [(u'(t)%(t)) K ] "o® u’(t)dt]

j-1 tj—1

g j " o OwOdt (4.6)

Jj—1
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olur. (4.6) esitligini (4.5) ifadesinde kullanip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

tjy1 i+t
-1

Xj

tj+1
—szr‘lft <p'].(t)u’(t)dt + sajr‘lf

tj—l

@;®Ou ®)dt +biT™! f <p,-(t)u(t)dt]

j-1 tj-1

=f —R (4.7)

elde edilir. Burada R; kalan terimi

Ry =yt er jt T La® - a(t)] o, 0u (Ode

j—1

Tt tit1

+x;! r‘lf [ b(®) = b(;)]e; (Ou®) dt + X! r‘lf [£(t) —fF®]@;(O)dt  (4.8)
tj—1 tj—1

seklindedir.

(4.7) bagmtisindaki her bir terime (tj_4,t;) ve (t;,tj41) araliklar1 lzerinde

Tanim.2.6’da verilen uygun kuadratur formiilleri sirasiyla;

1.terime (2.2) kuadratur formiilii uygulanirsa

tit1
—g2771 j qo’j(t)u’(t)dt
t

j—1

[t R
= —g271 j oV (O (B)dt + j qo]’.(z)(t)u’(t)dt]
t

[Vtj-1 tj

_ T RARINTE)
~ —g2r7?! uf,jj ®; (t)dt+ut,jj @, (Dde
t

j-1 b

= —&°T [UEJ' - ut'j]

2.Terime (2.2) kuadratur formiilii uygulanirsa

tit1
eat! j p;®u'(H)dt
t

j—-1

T RARINeS
= gaj’L’_lj ®; (OHu'(t)dt + eajr‘lj ®; (OHu'(t)dt
t

j-1 tj

tit1
qoj(.l) ®)dt + ea;tuy j qoj(.z) (t)dt
t.

J

tj
-1
= Eaj'l' UEJ' j
tj—l
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3.Terime (2.1) kuadratur formiili uygulanip (t;_,t;) araligi i¢in o = 1ve

ti, tiyq) araligi i¢in o = 0 almirsa,
jr L+ g

Lj+1
byt ft ¢, (Du(D)dt

j-1

tj 1 tit1 )
= byt j o (Ou®)de + byt j 0@ (OuD)dr
t

j—1 ]

tj
~ brHou(t)) + (1 — (1)) f o (Ot
tj—l

t.
thrtu(tgt) [ (e- tD)ptP (@t

tj—l

tj+1
+bit Hou(tje,) + (1 - a)u(tj)}f 0P (t)dt
&
e @
+btu(t;; tj+1)f (t=t®)g, " (®)at
&

b b
= br 1y j oV (Ddt + bt uz; | (£— )y (Dt
t.

j-1 tj-1

tj+1

RARINeY @
+b;T "ty j ®; (®)dt + byt~ uy j (t- tj)qoj (t)dt
t

j tj

olur. Terimlere uyguladigimiz (2.1) ve (2.2) kuadratur formiillerini (4.7) ifadesinde

yerine yazarsak,

tjv1 tjt1 tiv1
g2 j o (O ©)de + ear! j 0,OW(Ddt + b j 0, Ou®)de
tj-1 tj-1 tj-1
v o)
~ &2t up —ug)) + eajr‘ljt @; (O)dt.ug j + eajr‘ljt @;” (O)dt .uy
j-1 j

tj tj
+b;tt j ¢](1) ®dt.uj + bt ug j (t- tj)qoj(.l) (t)dt
t.

j—1 tj—1
tit1 tit1
+b;T "ty j qoj(.z) (®)dt + byt uy j (t— tj)qoj@ (t)dt (4.9)
b b

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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tj+1

tj+1
g2 j o (O ©)de + ear! j 0,OW(Ddt + b j 0, Ou®)de
t ti

j-1 tj-1 j-1

tj+1

~ 29, _ _
~ efug,j + eaj(Xuju; + Xojue ;) + bixjuy + biptjug j + bitpjue
biciminde yazilabilir. Simdi de
u uo + z u e u u z u
- = Uo - Uz : Vi = U0 — —Uss:
t,j t,j 2 tt,j t,j tj 2 tt,j

doniisiimlerini yerine yazarsak

EZUEtJ + Eaj(){ljUE'j + )(zjut'j) + b])(]u] + bjuljuf,j + bjuzjut'j

T T
= gzuftj + £a; [)(1]- (ug}j - EUEL-J') + X2j (ug}j + EUEL-J'):I + bj)(juj

T T
+bjuy (ug}j — EUEL-J') + bty (ug}j + Eu;t_j)

T T
=¢g? {1 + Ee‘laj()(zj —)(1]-) + E_zbj E(sz - ﬂ1j)}uft,j
+ea;(x; + 6‘1aj‘1bjuj)ug'j + b xju; (4.10)
olur. burada
YW @
le = T_lj 40] (t)dt ’ XZ] =T_1j q)] (t)dt ’
tj—l tj
tj ) tj+1 2
py = [ =)o ©de, wy = [ e-)efPwar
tj—l tj
Wi =ty +Haj 0 Xj = Xaj + Xzj
bicimindedir.
(4.10) ifadesinde fark tiirevlerinin katsayilarni diizenlersek
T 2, T
1+§€ aj()(Zj —)(1]')"'5 bjE(qu —ﬂlj)
T ch[(Ayj + A5,)7/2]
= E(Al'] —Az'j) ] d (411)

sh[(Ay; — A2,;)7/2]
){] + E_laj_lbjﬂj

_ (Al,j - Az,j)Sh[(ll,j + lz,j)T/Z] (4.12)
(Al,j + Az,j)Sh[(ll,j - lz,j)T/Z]

elde edilir.
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(4.11) ve (4.12) esitliklerini (4.10) ifadesinde kullanip (4.7)’1 elde etmek i¢in de

(4.4)’te verilen )(]-‘1 ile carparsak, fark semasi
lu = 6291'juft'j + Eajez'jug'j + b]u] = f} - R] , ] =12,..M—1 (413)

olur. Burada

ch[(Ay) + Ay, j)T/Z]l
sh[(Ay; — A3;)7/2]

T
01 =x;"" [5 (A1) = 22)
o Thiyhysh (20 = 22)-5]
2(Ay = Ay )sh (%) sh (’122" 9
_7 o, chlGu;+2)7/2)
e Y L Ayt L Ay )T
° ( 2 )S ( 2 )

_ bj'l'z Al,jT Az'j'l'
= 4_62 [1 + cth (T cth 5 (4.14)

0, =x;* () — Az'j)Sh[(llJ + AZJ)T/Z]]
(Al,j + Az,j)Sh[(ll,j - lz,j)T/Z]

ch[(Ay + Ay)T/2]
sh[(Ay; — A3,;)7/2]

Thy,jAz,;Sh [(/11,1' - /12,1')-%] (A1j — A2,)sh[(Ay; + Az 5)7/2]

2(Ay; — Az,,)sh( 121T) <h (z_f) (Aa, + A )sh[ (A — Ay,)T/2]

J
2

_ T Mijhyy shl( + A )T/2]
2 24,5 + Az Sh(dy,;7/2)sh(A,;7/2)

b, iy Ay
=t cth( 1é’T>+cth< 2”)] (4.15)

Zaje

olarak yazilabilir.

6,,j ve 0, ; katsayilarmin asimptotik degerlendirmesi i¢in

Ayj =051 [aj + ’ajz — 4bj]
/12,]' = 0.5¢71! [a] - ’a]z - 4b]]

esitliklerinde € = 1ve 6,;, 6,; fonksiyonlarmin limiti alinirsa
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lim 6, ; = lim ch[(4y,; + 45,;)7/2].

TAyj Ty
L ' ' L2 e T2
—111_)1’{)1 Ch[(ll'] +AZ'J)T/2]‘1L'1—I’>I(} Al,jT ‘1[1—1;% Az'j'l' 1
R(E) T shHO
ve
Aiidy i shl(A4; + A, :)t/2
D ¥y
T T 1,j 2,j Sh( 121 )Sh( 22,] )
AT Ay T
sh[Quy )2l e
=11_r)r(} 2 2 ) Ll—{% AT rlg(? A, T =1
T [( 1,j+2 2,j T] Sh( 121 ) Sh( 221 )
olur.

Simdi ise (1.2,) baslangi¢ kosulu i¢in bir fark semasini elde etmek i¢in

j 1Lu§00(t)dt = lf (o (t)dt (4.16)

0

0zdesligini ele alalim. Burada ¢, (t) baz fonksiyonu asagidaki bigime sahiptir:

e_AZ,O(tl_t)_e_ll,O(tl_t)
e_AZ,OT—e_ALOT ’ t e (tO’ tl)

Po(t) =
0 , t & (ty t1)

burada

A1 =05e71 [ao +ai — 4b0] , Az0 =0.5¢71 [ao —Jai — 4b0].

@, (t) fonksiyonu asagidaki problemin ¢oziimiidiir:
€200 (t) — age@o' (t) + bopo(t) =0,  t; <t <tjyy

po(ty) =1 , @ty =0.

[to, t1] kapali araliginda ¢, (t) fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
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>

9o(t;) 1

to t,

Sekil 4.2. @,(t) fonksiyonu.

(4.16) esitliginden

t1

2 j " oD (B)dt + £ j aOpou ®dt + | bO)p,ul®)dt

= [ foeot

elde edilir. (2.1) ve (2.2) kudratur formiillerinin uygulanmasi i¢in gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
ty ty ty
£ j 0o (DU (t)dt + g j 0o OuDdt+¢ [ [a(t) — aglos O’ (D) dt
to to to

t1

+hy [ oo@u@ae + [ 1@ - bolgo@uorat

=f0j 1400(t)dt+ l[f(t)—fo]ﬁl’o(t)

ty t1

2 j " oD (B)dt + £, j 0o (U’ ()dE + by j 0o (Out)dt

0 0 to

=f0j 1qoo(t)dt—r (4.17)

0
olur. Burada kalan terim

r= | [£(0) = F(®O)]go(t)dt + Ej 1 [a(®) — a(0)]go(D)u'(D)dt

to

+ [ 1 - bOpoOuar (4.18)

0

biciminde yazilabilir.
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Simdi de (4.17) ifadesinin ilk teriminde (2.2) kuadratur formiiliini

uygulayabilmek i¢in kismi integrasyon metodunu uygularsak,

&’ j l%(t)u,,(t)dt=62 [(¢0(t)u'(t))|§; - j lqoo’(t) u’(t)dtl

0

= —¢&?u'(0) — EZJ 1400'(15) u'(t)dt
= —¢B — ezj 1qoo’(t) u'(t)dt (4.19)

biciminde yazilabilir. (4.17) ifadesini (4.19) a gore diizenlersek,

_eB — g2 j "o (D W (D)t + £ag j " oo (Ow () dt + by j " po(Du®)dt
= fo j 1qoo(t)dt - (4.20)

olur. (4.20) ifadesinin sol tarafindaki her bir terime (ty,t;) araliginda sirasiyla (2.2),

(2.2) ve (2.1) kuadratur formiilleri uygulanirsa
ty t1

_eB—¢? j 0o (D (D)dt + £ag j 0o (DU ()dE + by j 0o (Out)dt

0 0 to

ty t1

po(t)dt.usy + bouoj @o(t)dt

~ —eB + €%uy o + eaoj
to

to
t1
+bouso | (t— to)po(t)de

to

ty t1 t

tey(t)dt — eB + byA j Qo (t)dt

to

@o(t)dt.usy + bout,oj

= e2up + eaoj
to

to

elde edilir. Buradan hareketle

t1

t1
g2 [1 + e‘laoj o (t)dt + e‘zboj tqoo(t)dtl Ug — B+ 1h(by)A—fo) +1r=0
t t

0 0

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler ardindan,
e%0gurg — B + Iy(bgA — fo) +r =10 (4.21)

olur. Burada
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g2by M [A0(1 — e7*207) =2, 5(1 — eThao7)]

t1
=] oot it e ,
ty t1
90 =1+ E_laoj ¢O(t)dt +£_2b0j tq)o(t)dt
to to
T(ll,o - 12,0) 6(11'04—12'0)‘[/2 (4.22)

B ZSh[(Al'O - 12'0) T/Z]
bi¢imindedir. Sonug olarak (4.13) ve (4.21) bagntilarini esas alarak ve y;, u(t;) kesin
¢Oziimiiniin yaklasik ¢oziimii olmak tizere (1.1)-(1.2) probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in

asagidaki fark denklemini yazabiliriz:

ly] = 6291']-315” + Eajez'jygj + b]y] = f) , tEw; (423)
Yo=A4 (4.24)
6290}/&0 - EB + Io(boA - fo) = O (425)

Burada 6;,0,,0, katsayilari sirasiyla (4.14), (4.15) ve (4.22) bagintilariyla verilmistir.



5. DUZGUN HATA DEGERLENDIRMESI

z = |y — ul olsun. Bu durumda (4.22) - (4.24) fark semasinin hatasi i¢in

lz=R (5.1)
ZO = O (52)
€200z =T (5.3)

fark problemi saglanir. Burada R ve r yaklagim hatalar1 olup sirasiyla (4.8) ve (4.18) ile

tanimlanir.

Lemma 5.1

z (5.1) - (5.3) fark probleminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

M-2
Dolze | + |zj+1 + 7i] < C{Do|zeo| + 1552?WX_1|R]-| +7 Z IR/
j=1

esitsizligi j=0,1,2,..,M — 1 icin saglanir. Burada Ay= max (&, t)’dir (Amiraliyev,

1998).
Ispat 5.1
(5.1) denklemini z0 ile carparsak,
lz = ezelzftz(g + eaezz(gz + bzjzo = Rzy (5.4)
esitligini elde ederiz. Bu esitlikte

ey = (52 (152

1 1
= Z—T(th —z§?) = E(th)f

1 1
0127120 = 591(%2)5 =3 [(612:%)¢ — z£%01¢] (5.5)

olarak yazilabilir. Burada
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1 72
5 (241 +2-1) — - Zit
esitliginden yararlanarak,

Z; 2

1 Ziz1 — Zj— T
_ ‘J+1 j—1
ZZo = E(zjﬂ + Zj_l) (—2’[ ) - Zgt,j 20

2 2 2

1 Zj+1 _Zj—l T 2 2
= - — —— 47+ ;40
2 2T 2 Tty

1 72
= 5@ = (2"
2

= [(Zz)t + (%)l __(th)t

N A

TZ
(2% + 2°]; — Z(th)f
biciminde yazilabilir. Burada x?%+ y? = %[(x +y)2 + (x — y)?] 06zdesligi dikkate

almarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

TZ
270 = 7[2° + 2% = (2"

=R

= S[@+ 9% +31¢ - 27 ~ - (@

1
- Lo 2|

Z—2z

217 "
l —?(Zt )

— 1 5 2 TZ 2
= gl@+2)%le —5 (@ )

1 1
bZZto = g [b(ZA + Z)z]f - gb’l’z(ztz)f
2

3 bz (5.6)

=%[b(z"+z)2] —b i((z + 2)* ——(bzt et

olur. (5.5) ve (5.6) bagintilar1 (5.4) denkleminde yerine yazilirsa,
ezelzftZg + £a92222 + bzz(g = Rzo
2

1 1 T2 T
562[(91%2)5 — z§204¢] + €a9zzgz +3 [b(Z + 2)*]F — r (bz,"); + gbfzfz
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—lb )2 +R
=3 i(z+2)" + 20

1 72b 1 72bg 1.
EEZ [(91 - 4_£2> thL - EEZ [(913 - 4_£2> Zle + £a92222 + g [b(Z + Z)z]f

—lb )2 +R
=3 i(z+2)" + 20

1 1 1 1
Eez[pztz]f + eaezz(gz + 3 [b(Z + 2)?]F = Eez[quz] + gbf(z +2)% + Rz(g (5.7)
elde edilir. Burada,

72b 72b;s

p=91—4—£2 ) q=913—4—£2 ) 2=Z(tj+1) ) ZV=Z(tj_1).

(5.7) bagintisini 27 ile ¢arpar ve j = 1’ den j = s’ye kadar toplami alinirsa,

N

€psZe 5% — €2pozso” + ZTZ a;0,, ]z J 2 - b < (Zgy1 + 25)? —bo(zl + z0)?
=

N

N
1
= TZ{EquZEJ'Z + be,j(zj +2z_1)% + ZTZ Rjztoj (5.8)
=t

j=1

olur. Burada

i+ zZ;
ZTZRZO—ZTZR( ’1)
2 t
S

— Z(R(z +2z_ 1) ZR”( Zjy1 + 7))

j=1

= Rgy1(Zs41 + 25) — R1(21 + 24) — TZ R j (Zjy1 + 7))

=
s—1
= Rs41(Zs41 + 25) — TRs(Z511 + 25) — Ry (21 + 2) — TZ R j (Zjs1 + 2))
=
s—1
= Rgy1(2Zs41 + 25) — (Rs41 + Rs) (2541 + 25) — Ri (21 +29) — TZ Rej (Zj41 + 7))
=
s—1

= Rs(zs41 + 25) — R1(z1 + 2) — TZ Rej (Zj41 + 2))
=
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esitligi kullanilarak (5.8)’ de yerine yazilirsa

1
Ezpszt,sz + st(zs+1 + Zs)z

1
< €2pozeo” + Zbo(z1 +20)* — Ry (2 + zy) + Rs(Z541 + 25)

H

S S—

2 2 1 2
+‘L’Z{£ q;Zz +be'j(zj +z;_1) }—’l’ Rt]( Zig 1+ 2 ) s<M-1 (59)
j=1 J

I
[

olur.

T > ¢ igin Co1? < €%p < (72 ve €2|q| < Cy7? oldugunu gosterelim.

72b
pP=061-72
5 e e (5] - 22

ep b T
—5 = cth (/11 ) cth (/12 E)'
Simdide /¢ — o0’ a limit alinirsa,

}lr_r)loog cth (4 ) cth (2 %) — % = C,.

T/¢ - 1’e limit alinirsa

1/1r£112 cth (4 )cth (% %) -

olur. Yukaridaki limit degerleri dikkate alindiginda
Cot? < €%p < (477 (5.10)
esitsizligi elde edilir.
72b;z

42

— ZZTIZ |1+ ctn (1, %) cth (1, %)]t -

42
% cth (4 %) cth (2 %)l

q =01 —

t
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72b _Cth(lzg) T
) )2

sz
T 42

‘cth (2 ) cth (2, %) +

burada /¢ — o0’ a limit alinirsa

Jim_ ‘i'qu - }ir_r)loobzcth (1a5) cth (25)
_ bTCth(/lz ) T, bTCth(/h—) T,
+T}ir—r>looZ§Shz (l g) .Ell * T}gr—{loozzshz (Az g) 'Elz
= r}iinoo% = % =G, (5.11)

olur. Sonug olarak £2|q| < Cy7? yazilabilir. T < ¢ igin 0 < Cy <p < C; ve |q| < C,
oldugunu asikardir.
(5.9) esitsizliginin sag tarafina u esitsizligini uygularsak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

5 <6, +TZ{d 1+p} ., ssM-1 (5.12)

Burada
— 2 2 1 2
6; = €°pjz;° ++bj(zj41 + z)

_ 12
6. = Cy6p + C; 1552:;3(_1 |R;|* , Co>1

j=12,..,s —1ve p; =0 olmak iizere |pj| < ClRt,j|-|Zj+1 +z
j=12,..,s icin0<d; <C.

(5.12) esitsizligine Gronwall esitsizliginin fark benzerini uygulayalim:

N
5, < ets {5, + CTlejl
j=1
s—1
— t 2
= efls C050+C1 151'}22]3(_1|le +CTZ|RL-J'|.|Z]'+1 +Z]
j=1



31

s—1
< CR0g%7 0% + |2,2] + 1552?13(_1|R]-|2 + TZ|RM-|.| w1tz (5.13)
=1

Burada A,= max(e, 7) olmak iizere e2p, < Ce2 < CA,” yazilabilir.
(5.13) esitsizligi diizenlenirse
2 2, 1 2
E"PsZt,s + st(zs+1 + Zs)

2
< A 2 ; R. ||z ;
CA80*2e0% + |2y |+1<r]riz;1\;(1 R+ E Rejl|Z41 + 2

Ezpszt,sz + 1552511wx_1(zs+1 + Zs)z
2, 2 2 2
< C{0%7e0% + |212] + 15rj,r;z;3<ﬁ|Rj| + max |74 +2 il Z IR/

Esitsizligin sag tarafina u esitsizligi uygulanirsa:

ep.z max (z +z
ps t,s +1<]<M 1( s+1 s)

M-
< C{ A%z, 42 2 : Z R
> C 0 ZL',O + |Zl | + 151}2?”)( | t]l

Burada z; = zy + 124 esitligi yazilip ardindan karekok esitsizligi uygulanirsa

M-2
Dolze | + |zj+1 + 7] < C{Do|zeo| + \nax. AR +7 Z IR/
j=1
olur.
Lemma 5.2. R ve r yaklasim hatalari1 i¢in
Do|zeo| < CT
IR Ny < CT

M-2
T Z |R.;| < C

esitsizlikleri mevcuttur (Amiraliyev, 19_98).
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Ispat 5.2
IRll¢ow,) < Ct oldugunu gosterelim:

Ry =yt er jt T La® - a(t)] o, 0u (Ode

j—1

tjy1 j+1
[6(®) = b(t)]p;Du(® dt + x; v f [£(t) — fF®)] ¢;(®)dt.

j-1 tj-1

t

Burada

ti+1
Xj = T_lj o, () dt

tj—1
esitligi ve lemma 3.2 goz Oniinde bulundurulursa |u'(t)| Sc/gve lu(®)| < C
esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica |a(t) - a(tj)| < |a'(é)|7 esitsizligini ortalama deger

teoreminden yazabiliriz. Bu esitsizlikleri R; esitliginde dikkate alirsak:

C; G _ B ~
”R”c(wT) < EZ?T?XJ. 1)(]. + C3TC4X]' 1Xj + CST)(]' 1Xj
IRIlcow, < Ct,
olur.

Simdi de A0|zt,0| < Ct oldugunu gosterelim.

r= [ 1F©O = fOlpo@dt+¢ [ [a® - a@lw' ©po(Ddt

to to

t1

+ [ [b(®) = b(O)]u(t)p,(t)dt
to
(4.3) esitligini ele alalim,

€200z =T

|7 vl Irl 7l

A0|Zt,0| = A _6290 s 66290 = E < ’y (5.14)

burada

e(/ll,o—/lz,o)f/z =1

. . (;{1_0 - /12,0) T/Z
lim 6, = lim
T/e—0 T/e—>0 Sh[(/h_o - /12,0) T/Z]

|u'(t)| < C/ e, |u(®| <C,lpo)| <1 ve ortalama deger teoreminden benzeri olan
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terimlerde |f(¢) — f (tj)| < |f'(&)]7 esitsizligini (5.14)’te uygularsak:

Cs
||  Cit Gt 2T CutCst
Dglzeo| = — < +e + <
' £ £ £ £

Ct

olur.

Teorem S.1.
u (1.1)-(1.2) probleminin ve y (4.22)-(4.24) probleminin ¢6ziimii ise

max |yj — uj| < (7t (5.15)

1<jsM

hata degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev, 1998).

Ispat 5.1.

Zjy1 = (Zj41 +7)/2 + (12))/2
0zdesliginden
1Zj 41| < 1zjs1 +21/2 + D¢ |2¢]/2

esitsizligi elde edilir. Burada Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 sonuglar1 kullanilirsa (5.15)

esitsizligi elde edilir.



6. NUMERIK SONUCLAR

6.1. Coziim Algoritmasi

Lu=c®u" +eal®)u’ +b(u=f(), 0<t<T

u(0) = 4, u'(0) = B/¢
w,={t;=jr,j=T,M—1;Mt =T}

a(t)=a>0, b(t) =B >0

a?(t) —4b(t) >0

Yukaridaki problemin fark semasi

ly; = €20, ;yee, + eajez,jyg'j +biyi=f , teEW,

Yo =4

€200yt0 — €B + Iy(boA — fo) = 0

bi¢imindedir. Burada

bt?| Ay iT
6, = 4152 1 +cth< ) 2J )l
2~ Zajs _Ct 2 te
Ay j =051 [aj + ’ajz — 4bj] ,  Ay; =05¢e71 [aj — /ajz — 4bj]

g2by M Ay,0(1 = e7*207) =255 (1 — e7ha07)]

e —12’01' —e —11’0'[

10=

(A0 — A20) e (A10+22,0)7/2
25h[(Ao — Az0) 7/2]

O:

Seklindedir. Fark semasi tekrar diizenlenirse:

4€20, j — 27%b; —2€260,; + e1b;0, ; T2f;
Yi+1 = 2620, ; + eta;0, 2620, ; + €1a;0, Yi-1 2620, ; + €1a;0,
Yo=4
eB + I,(fy—byA)
V1 =T +A4

2 90
elde edilir.



35

6.2. Ornek
efu” +e(2t+Du + (2 +3t+2+Ju=f(), 0<t<1 (6.1

u@ =1, w()=1/ (6.2)
verilsin. Burada
f(t) =2e?+2et(2t +3) + t2(t2 + 3t + 2 + ¢).

(6.1)-(6.2) diferansiyel denklemine Sturm doniisiimii uygulanirsa sabit katsayili
diferansiyel denklem haline gelir. Buradan hareketle

L2, _t%43t
u=v.e 2’ ¢ =v.e 2¢ (6.3)

diferansiyel denklemde wu(t) fonksiyonunun uygun tiirevlerinde Sturm doniisiimii

dikkate alinarak kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

v+ K(t)v =Q(t)

olur. Burada

(t2+3t+2+¢) 1/2t+3\° [2t+3y fot23t
K = _— — = — 2
© g2 4( € ) ( € )' Q® 2t
seklindedir. K ve Q fonksiyonlar1 hesaplanirsa
y_ A fo s
v - E‘U = E—Ze 2¢
v(0)=1
o) = 5
v'(0) =/,

sabit katsayili diferansiyel denklemi elde edilir. v(t) fonksiyonunun ¢oziimii:

t t
v(t) = 3e2e — 2e 2

olmak tizere (6.3) doniisiimiinde yerine yazilirsa,

t2+2t

t
u(t) =e 2 (3 - 26_5) + t2

kesin ¢oziimii elde edilir. Kesin ¢6ziime iliskin segcece§imiz pozitif kiigiik € parametresi

icin fark semasinda belirtilen a?(t) — 4b(t) > 0 sartmi saglatalim:

a(t) = 2t +3), b(t) =(t?+3t+2+¢)
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a?(t) —4b(t) >0
£ < 0.25.

Z.

; = maxy,_|y; — u;| igin elde edilen bazi sonuglar verilmistir (Bkz. Cizelge 6.1).

Cizelge 6.1. (6.1)-(6.2) probleminin ¢6ziimiinden elde edilen w, sebekesi tizerinde &' na
gore maksimum hata ve PV yakimsaklik oranlari

N 64 128 256 512 1024 2048 4096
&
2-3 1.01902E-1 5.12832E-2 2.25733E-2 1.28914E-2 6.45208E-3 3.22771E-3 1.61427E-3
0.99 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00

24 2.04092E-1 1.03675E-1 5.21621E-2 2.26193E-2 1.31245E-2 6.56960E-3  3.28668E-3
0.98 0.99 0.99 1.00 1.00 1.00

2-5 4.40839E-1 2.05215E-1 1.04097E-1 5.24412E-2 2.63228E-2 1.31964E-2 6.60616E-3
0.99 0.98 0.99 0.99 1.00 1.00

2-6 8.07405E-1 4.07704E-1 2.05519E-1 1.04195E-1 5.25263E-2 2.63795E-2 1.32215E-2
0.99 0.99 0.98 0.99 0.99 1.00

PV diizgiin yakinsaklik oran1 asagidaki gibi hesaplanir.
eN
P N = logz (m)
N

el = rngxe?’ ve el = |ly —ull ow,

Burada

bicimindedir. (4.23)-(4.25) probleminin fark semasindan elde edilen niimerik sonuglar
karsilagtirilarak, hatalar ve diizgiin yakinsaklik orani bulunmus ve Cizelge 6.1.°de
gosterilmistir. Niimerik sonuclar, Onerilen semanin i1yi calisir bigimde oldugunu
gostermektedir.

Ornek 6.2., 6.1° de verilen ¢bziim algoritmasi yardimiyla (6.3)° te belirtilen
matematica programina iglenerek, diizgiin sebekedeki her bir diigiim noktasindaki kesin
¢Ozimii u;, yaklagik ¢oziimii y; ve hatasi z; olmak tlizere verilmistir. Yaklagim tespiti
icin temsilen ilk tablonun birinci slitun genel sonuglar1 asagida tablolar ve grafikler

iizerinde gosterilmistir.
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6.3. Program

Ornek 6.2. i¢in matematica programi asagida verilmistir.

1
eps = Input["eps="]:n=Input["n="]1: h= —; Do[t[i] =1ivh, {i, 0, n}];
n

Print["eps=", ep=s]: Print["n=", n]: Print["h=", H[h]]:

Do[a[i] = 2«t[1i] +3, {i, 0, n}]:

Do[b[i] = {t[i]1) "2+ 3+ (t[11) + 2 +ep=, i, 0, n}]:

Do[f[i] = 2+weps" 2+ 2xeps vE[i] vali] + ({t[1]1} "2} » {(B[i])}, {i, 0, n}]:

1
Do [lam:lﬂl[i] =
2 rEDS
1

* EpS

(alil+~ (a[il) 2 -4« (b[i1} ), {i, 0, n}]:

Do[lamda2[i] = 5 (alil -+ (a[il})“2 -4+ (b[il} ), {i, 0, n}]:

1
tetd = (]n (Llamdal[0] - lamda2[0]) » (Exp[;{{limﬂﬂl[l]] +lamda? [0]) wh}]))/

[2 wSinh[; {{lamdal[0] - lamda2[0]} *h}]]:

ntyg =
{({eps "2} » {((lamdal[0]} » {1 -Exp[{-lamda2[0]} ~h]} -
{(lamda2[0]} » (1 -Exp[{-1lamdal[0]) +h]1}3}} /
({b[0]} » {Exp[{-lamda? [0]} «h] -Exp[{-1amdal[0]} ~h]}}:
{(b[i]}+~h"2 {la‘.lTﬂ.ﬂ.l[i]}t]l]]
—_— L

4« {eps) 2
(lamda2?[i]) «h

Do[tet1[i] =

. [1 + Coth[

Cuth[ ], fi, 0, n}]:
Do[
tetopi] - —@OD¥R (Cuth[ (lamdal[i]) wh] + cotn[ (lamda2[i]) wh]);
2« (af[i]) reps 2 2
{i, 0, n}]: ¥[0] = 1.0;
h
171=1.0+ — t bL01) - (£[01)));
¥I[1] + (eps"2) » tetl » (eps + ntgx ({(B[0]) - (£[0]3})})
Do[
y[i+1] =
2+ (eps “2) »teti[i] ) )
(( . -BIi]]+ (¥[L1) +
eps » (a[i]) ntet2[i]  (eps~2) » tetl1[i] ) )
( Y - . ]w{r[1—1]}+f[1]]/
[{eps:nz} wtetl[i] .\ ep=s « (afi]) »tet2[1i] ]; |, 1, n—l}]:
h"2 2 +h

Du[u[i] = (E[i]}"2 + [Exp[_ fE[A]) 2+ 2« ({t[1]) ]] Y [3 —E*Exp[_t[i] ]];
2 veps eps

{i,0, 11}]: Do[Print["¥[", 1, "]1=", ¥[1]1], {i, O, n}]:
Do[Print["u[", i, "]1=", u[ill, {i, 0, n}1;
Do[Print["r[", i, "]1=", HumberForm[H[fbs[¥[i] - u[i111. 811.
{i, 0, n}]
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6.4. Cizelge ve Grafikler

Diizgiin sebekede 6.2.0rnek icin elde edilen bazi sonuglar 64 adim igin asagidaki
cizelgelerde verilmistir. Cizelgeler grafitize edilerek hata davraniglar1 gozlemlenmistir.

Cizelge 6.2. N = 25, £ = 273 igin diigiim Cizelge 6.3. N = 28, £ = 27* igin diigiim
noktalarindaki fonksivon degerleri noktalarindaki fonksivon degerleri

J Yi u; Zj J Yi u; Zj

0 1.000000  1.000000  0.000000 0 1.000000  1.000000  0.000000
1 1.118110  1.089070  0.029045 1 1222410 1.121390  0.101016
2 1.173680  1.119940  0.053742 2 1.244900  1.076380  0.168523
3 1.182800  1.109560  0.073241 3 1.156650  0.956120  0.200530
4 1.158330  1.070940  0.087394 4 1.015340  0.811246  0.204092
5 1.110460  1.013970  0.096495 5 0.856836  0.668311  0.188524
6 1.047190  0.946090  0.101102 6 0.702218  0.539916  0.162301
7 0.974709  0.872807  0.101902 7 0.562764  0.430823  0.131942
8 0.897749  0.798126  0.099623 8 0.443474 0341597  0.101877
9 0.819867  0.724893  0.094974 9 0.345490 0270739  0.074751
10 0.743670  0.655064  0.088606 10 0267742 0.215893  0.051849
11 0.671010  0.589917  0.081094 11 0.208032  0.174505  0.033527
12 0.603146  0.530221  0.072924 12 0.163716  0.144158  0.019558
13 0.540869  0.476370  0.064499 13 0.132122  0.122719  0.009403
14 0.484617  0.428484  0.056133 14 0.110779  0.108386  0.002393
15 0.434555  0.386486  0.048069 15 0.097533  0.099683  0.002150
16 0.390648 0350169  0.040479 16 0.090576  0.095420  0.004844
17 0352719 0319237  0.033482 17 0.088443  0.094660  0.006218
18 0.320489  0.293343  0.027146 18 0.089976  0.096670  0.006695
19 0293615 0272112 0.021503 19 0.094283  0.100884  0.006602
20 0271717 0255162  0.016554 20 0.100690  0.106869  0.006179
21 0.254397 0242118  0.012279 21 0.108698  0.114296  0.005597
22 0241257  0.232616  0.008640 22 0.117948  0.122915  0.004966
23 0231907  0.226317  0.005589 23 0.128182  0.132541  0.004359
24 0.225976  0.222904  0.003072 24 0.139222  0.143035  0.003813
25 0223116  0.222085  0.001031 25 0.150947  0.154294  0.003347
26 0.223005  0.223597  0.000592 26 0.163276  0.166242  0.002965
27 0.225348  0.227202  0.001854 27 0.176159  0.178824  0.002664
28 0.229880  0.232687  0.002808 28 0.189562  0.191998  0.002435
29 0.236361  0.239863  0.003508 29 0.203466  0.205734  0.002268
30 0.244579  0.248564  0.003985 30 0.217861  0.220013  0.002151
31 0.254349  0.258641  0.004296 31 0232742  0.234817  0.002075
32 0.265506  0.269967  0.004461 32 0.248105  0.250136  0.002031
33 0.277909  0.282430  0.004522 33 0.263950  0.265963  0.002012
34 0.291433  0.295934  0.004500 34 0.280279  0.282290  0.002011
35 0305974 0310393  0.004419 35 0.297091  0.299116  0.002025
36 0321442 0325737 0.004295 36 0314387 0316436  0.002049
37 0337760 0341903  0.004143 37 0332168  0.334248  0.002080
38 0.354863  0.358838  0.003976 38 0350435 0.352552  0.002117
39 0372696  0.376498  0.003802 39 0369188 0371347  0.002158
40 0391216  0.394843  0.003627 40 0.388428  0.390631  0.002202
41 0.410382  0.413842  0.003459 41 0.408155  0.410404  0.002249
42 0.430166  0.433466  0.003300 42 0.428370  0.430667  0.002297
43 0.450540  0.453692  0.003152 43 0.449071  0.451418  0.002346
44 0.471483  0.474502  0.003019 44 0.470260  0.472657  0.002397
45 0.492980  0.495879  0.002899 45 0.491937  0.494386  0.002448
46 0.515015  0.517808  0.002793 46 0.514101  0.516602  0.002501
47 0.537578  0.540279  0.002701 47 0536752 0.539307  0.002554
48 0.56066  0.563282  0.002622 48 0.559891  0.562500  0.002609
49 0.584253  0.586810  0.002557 49 0.583518  0.586182  0.002664
50 0.608352  0.610855  0.002503 50 0.607632  0.610352  0.002719
51 0.632953  0.635412  0.002459 51 0.632233  0.635010  0.002776
52 0.658053  0.660478  0.002425 52 0.657323  0.660156  0.002833
53 0.683648  0.686047  0.002399 53 0.682900  0.685791  0.002891
54 0.709736  0.712118  0.002382 54 0.708964  0.711914  0.002950
55 0.736316  0.738687  0.002371 55 0.735516  0.738525  0.003009
56 0.763387  0.765753  0.002366 56 0.762556  0.765625  0.003069
57 0.790948  0.793314  0.002366 57 0.790083  0.793213  0.003130
58 0.818999  0.821369  0.002370 58 0.818097  0.821289  0.003191
59 0.847538  0.849916  0.002379 59 0.846600  0.849854  0.003253
60 0.876565  0.878956  0.002390 60 0.875590  0.878906  0.003316
61 0.906081  0.908486  0.002405 61 0.905067  0.908447  0.003380
62 0.936085  0.938507  0.002422 62 0.935032  0.938477  0.003444
63 0.966576  0.969018  0.002441 63 0.965485  0.968994  0.003509

64 0.997556 1.000020 0.002463 64 0.996425 1.000000 0.003575
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Cizelge 6.4. N = 2°, ¢ = 275 icin diigiim Cizelge 6.5. N = 2°, & = 27° i¢in diigiim
noktalarindaki fonksivon degerleri noktalarindaki fonksiyon degerleri

J Yj u; z; J Yj U; Zj

0 1.000000 1.000000 0.000000 0 1.000000 1.000000 0.000000
1 1.395340 1.079850 0.315484 1 1.634140 0.826730 0.807405
2 1.229420 0.821030 0.408390 2 0.958059 0.358987 0.599072
3 0.903961 0.552329 0.351632 3 0.374833 0.136796 0.238036
4 0.594363 0.350902 0.243461 4 0.092645 0.051804 0.040841
5 0.358814 0.217225 0.141588 5 0.002525 0.022656 0.020130
6 0.201643 0.134249 0.067394 6 -0.00866 0.014393 0.023054
7 0.107265 0.085267 0.021997 7 0.000652 0.013827 0.013175
8 0.056489 0.057895 0.001405 8 0.010530 0.016235 0.005704
9 0.033083 0.043883 0.010799 9 0.017626 0.019972 0.002345
10 0.025442 0.038030 0.012587 10 0.023078 0.024476 0.001397
11 0.026156 0.037162 0.011006 11 0.028183 0.029560 0.001376
12 0.030933 0.039386 0.008452 12 0.033585 0.035162 0.001576
13 0.037519 0.043588 0.006068 13 0.039486 0.041261 0.001775
14 0.044867 0.049123 0.004255 14 0.045908 0.047852 0.001943
15 0.052575 0.055620 0.003044 15 0.052837 0.054931 0.002094
16 0.060551 0.062870 0.002318 16 0.060259 0.062500 0.002240
17 0.068820 0.070754 0.001933 17 0.068168 0.070556 0.002388
18 0.077441 0.079206 0.001764 18 0.076562 0.079101 0.002539
19 0.086468 0.088189 0.001721 19 0.085442 0.088134 0.002692
20 0.095938 0.097684 0.001746 20 0.094808 0.097656 0.002847
21 0.105876 0.107681 0.001804 21 0.104660 0.107666 0.003005
22 0.116292 0.118172 0.001879 22 0.114999 0.118164 0.003165
23 0.127193 0.129154 0.001961 23 0.125823 0.129150 0.003327
24 0.138582 0.140627 0.002045 24 0.137133 0.140625 0.003491
25 0.150458 0.152589 0.002131 25 0.148930 0.152588 0.003657
26 0.162822 0.165040 0.002217 26 0.161213 0.165039 0.003826
27 0.175673 0.177979 0.002305 27 0.173981 0.177979 0.003997
28 0.189012 0.191406 0.002394 28 0.187237 0.191406 0.004169
29 0.202837 0.205322 0.002484 29 0.200978 0.205322 0.004344
30 0.217150 0.219727 0.002576 30 0.215205 0.219727 0.004521
31 0.231950 0.234619 0.002669 31 0.229919 0.234619 0.004700
32 0.247237 0.250000 0.002763 32 0.245119 0.250000 0.004881
33 0.263011 0.265869 0.002858 33 0.260805 0.265869 0.005064
34 0.279272 0.282227 0.002954 34 0.276977 0.282227 0.005249
35 0.296019 0.299072 0.003052 35 0.293636 0.299072 0.005436
36 0.313254 0.316406 0.003152 36 0.310780 0.316406 0.005625
37 0.330976 0.334229 0.003252 37 0.328411 0.334229 0.005817
38 0.349185 0.352539 0.003354 38 0.346529 0.352539 0.006010
39 0.367881 0.371338 0.003457 39 0.365132 0.371338 0.006205
40 0.387064 0.390625 0.003561 40 0.384222 0.390625 0.006402
41 0.406734 0.410400 0.003666 41 0.403799 0.410400 0.006601
42 0.426891 0.430664 0.003773 42 0.423861 0.430664 0.006802
43 0.447535 0.451416 0.003881 43 0.444410 0.451416 0.007006
44 0.468666 0.472656 0.003990 44 0.465445 0.472656 0.007211
45 0.490284 0.494385 0.004101 45 0.486967 0.494385 0.007417
46 0.512389 0.516602 0.004212 46 0.508975 0.516602 0.007626
47 0.534981 0.539307 0.004325 47 0.531469 0.539307 0.007837
48 0.558060 0.562500 0.004439 48 0.554450 0.562500 0.008050
49 0.581626 0.586182 0.004555 49 0.577917 0.586182 0.008264
50 0.605680 0.610352 0.004671 50 0.60187 0.610352 0.008481
51 0.630220 0.635010 0.004789 51 0.62631 0.635010 0.008699
52 0.655248 0.660156 0.004908 52 0.651236 0.660156 0.008919
53 0.680762 0.685791 0.005028 53 0.676649 0.685791 0.009142
54 0.706764 0.711914 0.005150 54 0.702548 0.711914 0.009365
55 0.733253 0.738525 0.005272 55 0.728934 0.738525 0.009591
56 0.760228 0.765625 0.005396 56 0.755806 0.765625 0.009819
57 0.787691 0.793213 0.005521 57 0.783164 0.793213 0.010048
58 0.815641 0.821289 0.005648 58 0.811009 0.821289 0.010279
59 0.844078 0.849854 0.005775 59 0.839341 0.849854 0.010512
60 0.873002 0.878906 0.005904 60 0.868159 0.878906 0.010747
61 0.902413 0.908447 0.006033 61 0.897463 0.908447 0.010984
62 0.932312 0.938477 0.006164 62 0.927254 0.938477 0.011222
63 0.962697 0.968994 0.006297 63 0.957532 0.968994 0.011462

64 0.993569 1.000000 0.006430 64 0.988296 1.000000 0.011704
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Adim Sayisi

Sekil 6.1. £ =27, N =64 icin kesin ve niimerik ¢oziimiin davranisi.
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Adim Sayisi

Sekil 6.2. £ =27, N =64 icin kesin ve niimerik ¢oziimiin davranisi.
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Sekil 6.3. £ =27°, N =64 icin kesin ve niimerik ¢oziimiin davranisi.
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Sekil 6.4 € =27°, N =64 icin kesin ve niimerik ¢oziimiin davranist.




7. TARTISMA ve SONUC

Singiiler pertiitbe olmus diferansiyel denklemler, yiiksek tilirevleri igeren
terimlerin katsayilariin pozitif kiiclik parametre oldugu problemler olarak tanimlanir.
Bu problemler parametrenin kiiclik degerlerinde sinir kat1 da denilen tanim bdlgesinin
bazi kiiciik araliklarinda ani degiskenlik gosterirken tanim bolgesinin diger kisimlarinda
ise degisim diizenli ve yavastir. Haliyle smir katin1 da dahil edecegimiz genel bir
coziimii, kararsizliktan dolay1 klasik metotlarla elde edemeyiz. Daha objektif sonuglar
icin singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin ¢oziimiinii {istel katsayili fark semalarinin
kurulmasi metodu kullanilarak yakimsaklik analiziyle uygunlugu ispatlanmistir.

Singliler pertiirbe  6zellikli  problemler parametreye bagli degiskenlik
gosterdiginden atiflartyla beraber giris ve literatiir bildirislerinde belirtildigi tlizere bir
cok doga olayin1 modellemek tizere kullanilir.

Bu calismada, pozitif kiigiikk bir parametreye baglh singiiler pertiirbe 6zellikli
ikinci mertebeden baslangic deger problemi icin {istel katsayili fark semas1 kurularak
yaklagik ¢oziim olusturuldu. Yakinsaklik analizi yapilarak, yaklasik ¢oziimiin kesin
¢cOzlime diizgiin yakinsak oldugu gosterildi.

Bu calisma sonunda bir 6rnek verilerek kesin ¢6ziim ile yaklasik ¢oziimler
arasindaki iligki matematica programlama dilinde denetlenerek tablo iizerinden sonuglar

kritize edilmistir. Sonuglarin uygunlugu gézlemlenmistir.
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