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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

BAZI OZEL SAYI DiZILERININ GRAFLAR YARDIMIYLA TEMSILi

Fadime OZKAN

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA
2012, 126 Sayfa
Jiiri
Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA

Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIiK
Doc¢. Dr. Hakan Kasim AKMAZ

Bu tezde, graflar ve graflarin Fibonacci sayilari ile iligkisi iizerine detayli bir c¢alisma

sunulmaktadir. Bu ¢aligmada temel diisiince, literatiirde olan bu iligkileri ele almaktir. Bazi graflarda
bagimsiz kiime sayisi Fibonacci sayilarini  vermektedir. Bu baglamda, Fibonacci sayisinin
hesaplanmasinda etkili bir yontem olan kdse ve kenar indirgeme formiilleri verilmistir. Daha sonra da, adi
gegcen bu yontem kullanilarak unicyclic, dicyclic graflarin agaglarin ve kuvvet graflarmin Fibonacci

sayilarmin hesaplanmasina iligkin ¢alismalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bagimsiz kiime sayis1, Fibonacci sayilari, graflar
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ABSTRACT

MS THESIS
THE REPRESENTATION OF SOME KINDS OF SPECIAL NUMBER
SEQUENCES VIA GRAPHS
Fadime OZKAN
THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
Adyvisor: Asistant Prof. Dr. Necati TASKARA
2012, 126 Pages
Jury
Asst. Prof. Dr. Necati TASKARA

Prof. Dr. Ahmet Sinan Cevik
Assoc. Prof. Dr. Hakan Kasim AKMAZ

In this thesis, a detailed survey on the relations between graphs and Fibonacci numbers is

presented. The main idea of our study is to review such relations. The number of independent sets in
some kinds of graphs give the Fibonacci numbers. In this sense, the vertex and edge reduction formulas,
which are efficient methods evaluating the Fibonacci number of a graph, are introduced. Then,studies on
the evaluation of the Fibonacci numbers of unicyclic graphs, dicyclic graphs, trees, power graphs are

investigated by using the aforementioned method.

Keywords: Fibonacci numbers, graphs, number of independent sets
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Graf
: v kosesinin agik komsulugu
: v kOsesinin derecesi

: v kosesinin kapali komsulugu

ve G, graflarinmn bileskesi
ve G, graflarinm birlesimi
ve G, graflarinmn halka toplami

ve G, graflarinm kesisimi

: G, ve G, graflarmin toplami
: D digrafina ait v kdsesinin dig derecesi

: D digrafina ait v kdsesinin i¢ derecesi

D(V,E) : Digraf (yonlendirilmis graf)

d;(v) : G grafina ait v kdsesinin derecesi

G-e : G grafindan e kenarmnin kaldirilmasi ile elde edilen alt graf
G-v : G grafindan v kosesinin kaldirilmasi ile elde edilen alt graf
G[F] : G grafinin F' < E(G) kenarlar kiimesine indirgenmis alt grafi
G[U] : G grafinin U V' (G) koseler kiimesine indirgenmis alt grafi
M c E(G) : G grafinin bagimsiz kenar kiimesi

S : G grafinin bagimsiz kdse kiimesi

G : G grafinin tamamlayicisi

L(G) : G grafinin ¢izgi grafi

/(G) : G grafinmn Fibonacci sayisi

M(G) : G grafinin incidence matrisi

F, (G) : G grafinin k-elemanli tiim bagimsiz kiimelerinin sayis1

E(G) : G grafinin kenarlar kiimesi

A(G) : G grafinin komsuluk matrisi
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1. GIRIS

Graf Teori, 1736 yilinda Leonhard Euler’in (1707-1783) Konigsberg kopri
problemini ele almasiyla yeni bir bilim dali olarak ortaya ¢ikmistir. Konigsberg koprii
problemi ve Euler’in bu probleme yaklagimi agsagida anlatildig: gibidir:

18. yy.in baslarinda Konigsberg sehrinin ortasinda Pregel nehri ile ¢evrelenmis
Kneiphof adas1 vardir. Sehir asagida gosterildigi gibi dort kara pargasina (A, B, C, D)
ayrilmistir ve bu kara parcalar1 arasindaki ulasim 7 koprii (a, b, ¢, d, e, f g) ile

saglanmaktadir.

Sekil 1.1. Konigsberg sehri

Konigsberg halkinin sehirleri ile ilgili bir oyun buldugu sdylenir. Bu oyun, tim
kopriilerden sadece bir kez gegmek sart1 ile baslangic noktasina geri donecek sekilde bir
rota belirlemektedir. Ama ne var ki halk ne kadar ugragsa da boyle bir yol bulamaz.

Euler 1736 yilinda Konigsberg koprii problemini ¢izdigi sekiller yardimiyla
inceler. Buna gore kara parcalarmi noktalar ile, bu kara pargalarini birbirine baglayan
kopriileri de kara parcalarinin karsilik geldigi noktalar1 birlestiren ¢izgilerle gosterir. Bu

durumda sehir asagidaki diyagramda gosterildigi gibi olur.

C

C g
A D
a4 f

B

Sekil 1.2.



Sehrin bir parcasina gecildiginde o parcay: farkli bir koprii ile terk etme imkan
varsa yukaridaki sartlar1 saglayan yol bulunabilir. Bunun i¢in de herhangi iki kara
parcasini birbirine baglayan koprii sayisi ¢ift olmalidir. Konigsberg sehri ise bu sarti
saglamadigindan istenilen 6zellikte bir yol mevcut degildir.

Bu sekilde nesnelerin noktalarla, nesneler arasi iliskilerin de ¢izgilerle temsil
edildigi diyagrama graf denir. Grafi olusturan noktalara kése, cizgilere de kenar denir.

Euler’in bu ¢alismasmin ardindan arastirmacilar problemlerini Euler gibi
sekillere aktararak incelemislerdir. Oyle ki Graf Teorisi, matematigin yam sira Kimya,
Ekoloji, Arkeoloji, Bilgisayar, Miihendislik, Kodlama Teorisi ve Oyun Teorisi gibi
birgok bilim dalinda genis uygulama alan1 bulmustur. Ornegin, kimyasallarin tehlikeli
reaksiyonlarini dnleyecek sekilde kimyasallar1 depolama bi¢iminde, bir haritanin dort
renk ile boyanabilecegini gostermede, tiim yiizleri dort frakli renge boyanmis kiiplerin
her yonden bakildiginda tiim renklerin goriinebilecegi dizilisi bulmada, bir postacinin
tim mektuplarin1 dagitabilecegi en kisa yol glizergahmi belirlemede ¢ogunlukla tercih

edilen Graf Teori’dir.

F, =0 ve F, =1 olmak iizere

Fn+] = Fn +Fn—] (n 2 1)

seklinde tanimlanan say1 dizisine Fibonacci dizisi denir. Bazi Fibonacci sayilari

asagidaki tablo ile verilmistir.

Tablo 1.1.
n 0 1 2 3 4 5 6 7
F, 0 1 1 2 3 5 8 13

x> —x-1=0 denkleminin kékleri a:%(1+\/§) ve ﬁ:%(l—\/g) olmak

lizere n € Z" igin

dir. Bu durumda




o 3] ~(1-V5)
n 2n\/§

olup bu formiile Binet Fibonacci formiilii denir.

L,=2, L =1 olmak tizere

Ln = Ln—] +Ln—2 (n 2 2)

seklinde tanimlanan say1 dizisine Lucas dizisi denir. Baz1 Lucas sayilar1 asagidaki tablo

ile verilmistir.

Tablo 1.2.
n 0 1 2 3 4 5 6 7
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda n >2 olmak {izere

L=F+F,

bagintis1 mevcuttur.

Bu tez graflar ve graflarin Fibonacci say1 dizileri ile iliskisi iizerine yapilan
calismalarin bir derlemesi olup, 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girise, ikinci
boliim kaynak arastirmasina ayrilmaistir.

Ugiincii boliimde graflara iliskin temel kavramlar ve teoremler verilerek Euler ve
Hamilton graflari, Yonlendirilmis graflar, agaclar ve graflarin matrisler yardimiyla
temsili kapsamli olarak sunulmustur.

Dordiincii boliimde oncelikle graflarin Fibonacci sayr dizileri ile iliskileri
incelenmistir. Bu amagla literatiirde iyi bilinen bir grafin Fibonacci sayist kavrami
verilmistir. Bu saymin hesaplanmasinda iy1 bir yontem olan kdse ve kenar indirgeme
formiilleri verilerek bu yontemle unicyclic, dicyclic graflarin agaclarin ve kuvvet
graflarinin Fibonacci sayilarmi hesaplamaya iligkin ¢aligmalar incelenmistir. Daha sonra

bir graf i¢cin k-elemanli bagimsiz kiime kavrami verilmistir ve graflardan elde edilen bu




sayilar ile olusturulan Fibonacci tanimi sunulmustur. Son olarak bagimsiz kenar kiime
tanim1 verilmistir ve genellestirilmis Fibonacci sayilarini bazi 6zel tipteki graflarin
matching sayisi olarak temsil eden bazi calismalar incelenmistir. Son boliimde sonug ve

oneriler sunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Chism L. M. (2009) Bu calismada izomorf olmayan, fakat ayni bagimsizlik
polinomuna sahip graflar i¢in bagimsizlik denkligi kavrami tanimlanarak bu 6zelligi
saglayan graflar bulunmustur. Ayrica 2xn latis, silindir ve Mobius ladder graflarinin
bagimsizlik polinomlar1 elde edilmistir.

Startek M., Wloch A., Wloch 1. (2009) Bu calismada bazi1 bir ve iki dongii iceren
graflar tanimlanarak bu graflarin Fibonacci sayilar1 hesaplanmistir. Ayrica n koseli iki
dongii iceren graflarin Fibonacci sayilari i¢in alt ve {ist sinir elde edilmistir.

Wingard G. C. (1995) Bu c¢alismada bazi1 6zel graflar ve graflar iizerinde islemlerle
elde edilen yeni graflar icin graflarin Fibonacci polinomlarmin hesaplanmasinda
kullanilan kose ve kenar indirgeme formiilleri elde edilmistir.

Hopkins G., Staton W. (1984) Bu calismada herhangi bir grafin Fibonacci polinomu
kavrami tanimlanmistir. Ayrica patika ve dongii graflarin Fibonacci polinomu araciligi
ile bazi1 esitlikler elde edilmistir.

Horton L. B. M. (2007) Bu calismada bir grafin kuvvet grafi tanimlanarak patika ve
dongii graflarmnin n. kuvvet graflar1 icin bagimsiz kiime sayisini veren genel bir formiil
elde edilmistir.

Pedersen A. S., Vestergaard P.D. (2004) Bu calismada Broom grafi tanimlanarak
bagimsiz kiime sayisi ile ilgili baz1 6zellikler elde edilmistir. Ayrica herhangi bir agacin
bagimsiz kiime sayisi i¢in Broom grafinin bagimsiz kiime sayisi cinsinden bir iist smir
elde edilmistir.

Prodinger H., Tichy R.F. (1982) Bu calismada herhangi bir G grafi i¢in bagimsiz
kiime tanimi kullanilarak patika ve dongii graflari icin bagimsiz kiime sayilarinin
sirasiyla Fibonacci ve Lucas sayilar1 oldugu tespit edilmistir.

Levit V. E., Mandrescu E. (2005) Bu ¢alismada graflara ait Fibonacci polinomlarina
iligkin caligmalarin genel bir incelemesi yapilmistir.

Holliday S., Krop E. (2011) Bu calismada patika-tipi graflar tanimlanip bu graflarin
tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayimi sonucu genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri
elde edilmistir.

Zhao H., Li X. (2006) Bu calismada iki tip aga¢ tanimlanarak bu agaglar Fibonacci
sayilarina gore siralanmaistir.

Chen G., Zhu Z. (2012) Bu c¢alismada tek dongii iceren graflarmm bagimsiz kose ve

kenar kiimelerinin sayilar1 hesaplanmistir.



3. GRAFLAR ve TEMEL OZELLIKLERI

Bu boéliimde graflar i¢in temel kavramlar ve graf g¢esitleri ayrmntili bir bigimde
incelenmistir.

Bu boliimde kullandigimiz temel tanim, teorem, 6rnek ve sekiller Aldous ve
Wilson (2003); West (2000); Koshy (2003); Clark ve Holton (1991), Vasudev (2006)

kaynaklarindan alinmistir.

3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1. Bir graf, kdse ve kenar kiimelerinden olusur. Bu kiimeler V' (G) seklinde
gosterilen koseler kiimesi ile E(G) seklinde gosterilen ve elemanlar1 V' (G) ’nin sirasiz
eleman ciftleri olan kenarlar kiimesidir. Bir G grafi, G =(V,E) veya G =(V(G), E(G))
seklinde gosterilir. Buradan da anlasilacagi gibi her bir kenar iki kdseyi birlestirir.

Ornegin;

Sekil 3.1.

Yukarida gosterilen grafin koselerinin kiimesi V' (G) = {u,v,x,w} ve kenarlarinin
kiimesi de E(G)={1,2,3,4,5,6}dir.1 kenar1 u ve x koselerini, 2 kenart u ve w
koselerini, 3 kenar1 v ve w kdselerini, 4 kenar1 v ve w koselerini ve 5 kenar1 x ve w
koselerini birlestirirken, 6 kenar1 x kosesini kendisi ile birlestirir.

Graflarda bir kenar genelde iki kdsesi belirtilerek gosterilir. Ornegin, 1 kenari
xu veya ux seklinde, 3,4 kenarlar1 vw veya wv seklinde ve 6 kenar1 xx seklinde

gosterilir.



Tanmm 3.1.2. G=(V,E) grafi verilsin. G grafinin tiim koselerinin sayisina grafin
mertebesi denir ve |G| seklinde gosterilir. G grafinin tiim kenarlarinin sayisina da grafin
boyutu denir ve ||G|| seklinde gosterilir. Ornegin, yukarida Sekil 3.1. ile verilen G grafi
i¢in |G| =4 ve ||G||=6"dur.
Tanmm 3.1.3. Bir grafta ayn1 kose c¢iftini birlestiren birden fazla kenar varsa bu
kenarlara ¢ok katli kenar (multiple edges) veya paralel kenar (paralel) denir.

Bir grafta bir kdseyi kendisi ile birlestiren kenara ilmek (loop) denir.

Cokkatli kenar1 ve ilmegi olmayan grafa basit graf (simple graph) denir.

Asagida basit H grafi ve basit olmayan G grafina birer 6rnek verilmistir.
d a d

ilmek

Sekil 3.2.
Ornek 3.1.1.  Késeler kiimesi V(G)={a,b,c,d} ve kenarlar kiimesi

E(G)={ab,ad,bd bc,cd,cc}olan G grafi Sekil 3.3.’deki gibi ¢izilebilir.

a b

G
Sekil 3.3.

Dikkat edilirse G grafinin ¢ kosesinde ilmegi oldugundan G, basit graf degildir.
Tanmm 3.1.4. e herhangi bir G grafinin bir kenar1 olsun. O zaman G grafinda e
kenarinim bagli oldugu koselere e ’nin u¢ késeleri (endpoints) denir.

G grafinda higbir kenarin ug kdsesi olmayan kdseye izole kose (isolated vertex)
denir.

Herhangi bir G grafinda bir kenar ile bagli olan kdselere komsu (adjacent)

koseler denir. Komsu v ve w kdseleri v ~ w seklinde gosterilir.



G grafinda sabit bir v kosesinin tim komsularinin kiimesine v’nin ag¢ik
komsulugu (neighbourhood) ya da kisaca komsulugu denir ve N(v) seklinde gosterilir.
N[v]= N(v)uU{v} kiimesine de v 'nin kapalt komsulugu (closed neighbourhood) denir.
Ornek 3.1.2. Asagidaki G grafin1 goz 6niine alalim.

Sekil 3.4.

G grafinda z kosesi izole kose ve 3 ile 4 kenarlar1 paralel kenarlardir. Ayrica u

kosesinin acik ve kapali komsuluklar1 sirasiyla;

N(u) = {x,w}
Nlul]={x,w,u}
seklindedir.

Tamm 3.1.5. Koseleri isimlendirilmemis graflara etiketsiz (unlabelled) graf denir.

Sekil 3.5.

3.1.1. Graflarda izomorfizm
Graflarda izomorfizm kavraminin daha iyi anlasilabilmesi icin Oncelikle 1yi

bilinen asagidaki basit 6rnegi verelim.



Birbirleriyle ge¢inemeyen ii¢ komsu evlerine elektrik, su ve dogalgaz tesisati
dosetmek istiyorlar. Bu lic komsunun aralarinda baglant1 kurmamasi sartiyla s6z konusu

olan tesisatlarin dosenmesini temsil eden graflardan ikisi

dogalgaz su elektrik

Sekil 3.6.

veya
su B
A elektrik
dogalgaz C

Sekil 3.7.

seklinde ¢izilebilir.

Bir grafi ¢izmek i¢in koselerini ve kenarlarini bilmemiz yeterlidir. Yukaridaki
ornekte de gordiigiimiiz gibi bir graf birden ¢ok yolla c¢izilebilir. Her iki graf da 6 kose
ve 9 kenardan olusur. Sonugta nesnelerin iliskilendirilme bigimleri gorsel olarak
farklilik gosterse de yapilan is aynidir. Yani, her tiirli durumda ayni evlere ayni
tesisatlar dosenmistir. Diger taraftan iki diagram benzer goziikebilirken, farkli graflar:

ifade edebilirler. Ornegin;

A B C

Sekil 3.8.
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A w C

Sekil 3.9.

diyagramlar1 benzerdir, ancak ayni graflar degildirler. Ciinkii birinci grafta AB kenar1
yok iken ikinci grafta vardir. Boyle bir benzerlik (veya farklilik) graflarda izomorfizm
kavramu ile ifade edilir.

Tanmm 3.1.1.1. G, =(V,,E,) ve G,=(V, E,) graflar1 verilsin. Eger f:V, >V,

dontisiimii 1-1, drten ve Vu,,v, €V, i¢in uv,’in, E,’de bir kenar olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f(u,) f(v,)’in de E,’de bir kenar olmasi ise G, ve G, graflarmna izomorf
graflar denir ve G, = G, seklinde gosterilir. Boyle bir f doniisiimiine de izomorfizm

denir.

Bagka bir deyisle G, ve G, graflarmin izomorf olmalar1 i¢in asagidaki sartlar

saglanmalidir.
Do pl=p
i)  |E|=]|E,)|

iii) f:V, =V, 1-1, orten doniisiimii komsuluklar1 korumahdir. Yani; uv, ’in
E,’de bir kenar olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(u,)f(v,) de E,’de bir kenar

olmasidir.

Ornek 3.1.1.1. Asagida verilen G, ve G, graflarimin izomorf olup olmadiklarmni

inceleyelim.

Sekil 3.10.
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i) V(G)|=V(G,)|=
i) |E(G)|=|E(G,)|=5
iii) [V, >V, dontisimil i¢in, f(a)=u, f(b)=v, f(c)=w, f(d)=k

seklinde tanimladigimiz doniisiim 1) ve ii) den 1-1 ve Orten olup, simdi de komsuluklar1

koruyup korumadigmi inceleyelim.

Tablo 3.1.
{x,y}€E, {f(x), f()} {f(x), f(»)}, E, de kenar m1?

{a.b} (@), f(b)} = {u,v} Evet
{a,c} {f(a), f(c)} ={u,w} Evet

Evet
et | 7O @) ={v.w} Evet
{b.d} {f®). f(d)} ={v.k} Evet
{c.d} {f(©).f(d)}={w,k} Evet

Tablodan da goriildiigii gibi f doniisiimii komsuluklar1 korur. Boylece G, ve G, graflari

izomorftur.

Iki grafin izomorf olup olmadigi grafa ait temel elemanlar1 kullanarak da
incelenebilir. Yani, graflardan birinin kdselerini yeniden etiketliyerek digerini elde edip
edilemedigi arastirilir. Bunun i¢in;

i) Iki grafin kdse ve kenar sayisina bakilir,

ii) Graflardan birinin sahip oldugu bir 6zelligin diger grafta da olup

olmadig1 incelenir. (Cokkatli kenar, ilmek veya bir kdseyi baglayan kenar sayis1 gibi...)

Ornek 3.1.1.2. Asagida verilen G ve H graflarmm izomorf olup olmadiklarmi

inceleyelim.
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1 2
5 6
8 7
® L ]
4 G 3
Sekil 3.11.

i) Her iki graf da esit sayida kenar ve kdseye sahiptir.

ii) G grafinda iki kenar ile bagl olan koseler kiimesi {3,4,7,8} ve H
grafinda iki kenar ile bagli olan koseler kiimesi de {b,d,h, f} olur. Yani iki graf da esit
sayida iki kenar ile bagl olan kdseye sahiptir. Ancak; G grafinda iki kenar ile bagh
koselerden 3 ile 4 ve 7 ile 8 komsu koseler iken H grafinda iki kenar ile bagli olan
{b,d,h, f}koselerinden hicbirisi komsu degildir. Bu yiizden V(G) ile V(H)arasinda
komsuluklar1 koruyan 1-1 ve Orten bir doniisim tanimlanamayacagindan G ve H
graflar1 izomorf degildirler.

Tamm 3.1.1.2. Izomorf olacak sekilde koselerin uygun bir etiketlenmesine sahip iki
etiketsiz graf izomorftur. Ornegin; asagida verilen etiketsiz iki grafin kdselerinin uygun

bir etiketlemesi ile izomorf olduklarini gosterelim.

Sekil 3.12.
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Sekil 3.13.

Boylece yapilan bu etiketlendirme sonucu G ve H graflar1 izomorftur.

Dolayisiyla etiketsiz olan G" ve H' graflari da izomorf olur.

3.1.2. Alt Graflar

Tamm 3.1.2.1. G=(V(G), E(G)) grafi ve H=V(H),E(H)) grafi verilsin. Eger
V(H)YcV(G) ve E(H)c E(G)ise H grafina G grafinin alt grafi (subgraph) denir.

Ornegin, asagida bir G grafi ve bu grafa ait H ve S alt graflar1 verilmistir.

Sekil 3.14.

Ornek 3.1.2.1. Asagida verilen H grafinin G’nin alt grafi olup olmadigin1 inceleyelim.



14

u v u v
X w w X
G H
Sekil 3.15.

H grafindaki vx kenar1 G’ye ait olmadigindan H grafi, G grafinin alt grafi degildir.
Alt graflar etiketsiz graflar icin genellestirilebilir. Ornegin, asagida etiketsiz bir
G grafi ve bu grafa ait H ve M alt graflar1 verilmistir.

G H M
Sekil 3.16.

Tanmm 3.1.2.2. G ve H graflar1 verilsin. Eger H grafi G’nin V(H)#V(G) veya
E(H)# E(G) olacak sekildeki bir alt grafi ise bu durumda H grafina G’nin diizgiin
(proper) alt grafi denir. Ornegin, asagida Sekil 3.17. ile gosterilen G, ve G,
graflarmdan G, grafi, G, grafinin alt grafidir. Ayrica V(G,)#V(G,) oldugundan G,

grafi G, grafinin diizgiin alt grafidir.

A B
a b a b
d c
[ ] L J
D C c d
G, G,

Sekil 3.17.



15

Tanim 3.1.2.3. G ve H graflar1 verilsin. Eger H grafi G’nin V(H)=V(G) olacak

sekilde bir alt grafi ise H grafina G’nin kapsayict alt grafi (spanning subgraph) denir.
Ornek 3.1.2.2. Asagida verilen G, ve G, graflarmi inceleyelim.

G, G,
Sekil 3.18.

G, grafi G, grafinin alt grafidir. Ayrica V(G,) =V (G,) olugundan G, grafi G,
grafinin kapsayici alt grafidir. Diger taraftan E£(G,) # E(G,) oldugundan G, grafi ayrica
G, grafinin diizgiin alt grafidir.

Tanim 3.1.2.4. G =(V,E) grafi en az iki koseli bir graf olmak iizere G 'nin herhangi bir
veV kosesinin ve bu v kosesini u¢ kdse kabul eden tiim kenarlarin silinmesiyle elde
edilen G’nin alt grafi G—v seklinde gosterilir. Ornegin, asagida G grafi ve G —v, alt

grafi gosterilmistir.

G G - v,
Sekil 3.19.
Tamm 3.1.2.5. G=(V,E) grafi verilsin. G grafi ile ayn1 } kdse kiimesine ve e E
icin E —e kenar kiimesine sahip G’nin alt grafi G—e seklinde gosterilir. Ornegin

asagida G grafi ve G —e, alt grafi ¢izilmigstir.
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Sekil 3.20.

Yukaridaki tanimlar1 bir¢ok kosenin ve kenarlarin silinmesi seklinde
genellestirebiliriz.
Tamm 3.1.2.6. G=(V,E) grafi ve UV alt kiimesi verilsin. G grafindan U 'nun
elemani olan kdselerin (dolayisiyla bu koseler ile u¢ kdselerinden en az biri U ’da olan
kenarlar da silinecektir.)silinmesi ile elde edilen alt graf G — U seklinde gosterilir.
Ornek 3.1.2.3. Asagida G grafi ve V ={v,,v,,v;,v,,v;,v}, U={v,v,} i¢sin G-U alt

grafi gosterilmistir.

G G-U
Sekil 3.21.
Tanmm 3.1.2.7. G=(V,E) grafi ve F c E alt kiimesi verilsin. G grafindan F ’nin
eleman1 olan kenarlarin silinmesi ile elde edilen alt graf G- F seklinde gosterilir.
Asagidaki ornekte de goriilecegi gibi, G — F alt grafi G grafi ile ayn1 V' kdse kiimesine
sahiptir.
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Ornek 3.1.24. Asagida G grafi ve E={e,e,e,e,6,6,€,665,€,€,},

F ={e,e,,e.¢e.¢,} icin G- F alt grafi gosterilmistir.

Sekil 3.22.

Tanim 3.1.2.8. G grafindan tiim ilmeklerin kaldirilmas1 ve paralel kenarlardan sadece
biri kalacak sekilde digerlerinin silinmesi ile elde edilen alt grafa G’nin kapsadig: basit
alt graf (underlying simple graph) denir. Ornegin, asagida G grafi ve bu grafin
kapsadigi basit H alt grafi gésterilmistir.

Sekil 3.23

Tanmm 3.1.2.9. G=(V,E) grafi ve Uc/V alt kiimesi verilsin. Koseleri U 'nun
elemanlarindan, kenarlar1 da G’nin her iki u¢ kdsesi de U ’da olan kenarlarindan
olusan alt grafa G’nin U ’ya indirgenmis alt grafi (induced subgraph) denir. G’nin
U ’ya indirgenmis alt grafi G[U]seklinde gosterilir.
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Benzer sekilde F < E alt kiimesi i¢in de kenarlar1 F ’nin elemanlar1 ve kdseleri
de F ’deki kenarlarin ug koseleri olan alt grafa G’nin F ’ye indirgenmis alt grafi denir.

G’nin F ’ye indirgenmis alt grafi G[F]seklinde gosterilir.
Ornek 3.1.2.5. Asagida bir G grafi ve bu G grafinin U = {vz,v3,v5}k6$eler kiimesine ve

F= {e, ,e3,eS,e7,eg} kenarlar kiimesine indirgenmis alt graflar1 verilmistir.

G olu

Sekil 3.24.

Tanmm 3.1.2.10. G=(V,E) grafi ve G’nin G =(V,E),.G,=,,E,) alt graflan
verilsin. Eger G, ve G, alt graflar1 ortak kdse icermiyorsa yani; VNV, = ise G, ve
G, graflarma ayrik (disjoint); ortak kenar icermiyorsa da yani; £, NE, = ise G, ve
G, graflarma kenar ayrik (edge disjoint) graflar denir. Ornegin; asagida Sekil 3.25. ile

verilen graflardan G, ve G, graflar1 ayrik, G, ve G, graflar1 da kenar ayrik graflardir.

Sekil 3.25.
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3.1.3. Bir Kosenin Derecesi

Graf Teorisi’nde bir¢cok uygulamada bir kdsenin bagli oldugu kenar sayisina
ihtiya¢ duyariz. Ornegin bir kavsakta birlesen yollarm sayisini belirlemede, bir elektrik
devresinin u¢ birimlerinde birlesen kablolarin sayisini bulmada veya kimyada incelenen
bir atomun komsular1 ile yaptig1r bag sayilarmi belirtmede kullanilan hep bir kdsenin
derecesidir.

Tanim 3.1.3.1. G=(V,E) grafi verilsin. G grafinda v kosesinin bagli oldugu kenar
sayisina v €} kosesinin derecesi (degree) denir. Derece belirlenirken her bir ilmek iki

kere sayilir. v kosesinin derecesi der(v), der.(v)veya d(v) seklinde gosterilir.

Herhangi bir G grafinin her bir kosesinin derecelerinin kiiciikten biiytlige
gerektiginde tekrarlanarak listelenmesine G’nin derece dizisi (degree sequence) denir.

Ornek 3.1.3.1. Asagidaki G grafi igin

u

Sekil 3.26.

der(u) =2, der(x) =5, der(w) =4, der(v) =5, der(y)=0 dir. Dolayisiyla G grafinin

derece dizisi (0,2,4,5,5) dir.
Ornek 3.1.3.2. Asagida etiketlendirilmemis graflar ve bu graflara ait derece dizileri

verilmistir.

et

(1,1,1,1,1,1,2,4,4) (4,4,4,4.4) (0,3,4,4,5)

Sekil 3.27.
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Teorem 3.1.3.1. (Tokalasma Teoremi) G =(V,E)grafi igin |V|=n,

E| = eolsun. Bu

durumda G grafinda koselerin derecelerinin toplami, kenarlarin sayisinm iki katidir.

Yani;
Zderc (v,)=2e
i=1

dir.

Ispat. Her bir kenarm iki uc kdsesi oldugundan kése derecelerine 2 kat etki eder. o
Tokalasma Teoremi, ismini belli bir grupta tokalasan insanlar1 temsil eden

graftan alir. Ornegin, asagida koseleri bir gruptaki insanlari, kenarlar1 da bu grupta

toklasan insan ¢iftlerini temsil eden G grafi verilmistir.

Kaya

frem Ayse

Ali Esra
G

Sekil 3.28.

Bir grafin kosesi, derecesinin tek ya da ¢ift olmasina bagl olarak tek ya da ¢ift

seklinde isimlendirilir.

Sonug¢ 3.1.3.1. Herhangi bir G=(V,E) grafi igin |V|=n,

E|:e olmak iizere tek

koselerin sayisi gifttir.
Ispat W, G grafinin tek koselerinin kiimesi; U da G grafinin ¢ift koselerinin kiimesi

olsun. Bu takdirde u€U ic¢in d(u) c¢ift oldugundan Zd(u) c¢ift olur. Teorem

uelU

3.1.3.1.’den

Dd)+ Y d(w)=Y d(v)=2e

uelU weW velV

> d(w)=2e-> d(u)

weW uelU
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olur. Son esitligin sag tarafi ¢ift ve z d(w) toplamindaki tiim terimler tek oldugundan
weW

z d(w) degerinin ¢ift olmasi i¢in terim sayisi ¢ift olmalidir. O
weW

3.1.4. Regiiler Graflar

Tamm 3.1.4.1. Tiim k&selerinin derecesi ayni olan graflara regiiler (regular) graf denir.
Ozel olarak tiim koselerinin derecesi » olan regiiler grafa r-regiiler; r degerine de grafin

regiilerlik derecesi denir. Ornegin, asagida farkli » degerleri igin baz1 r-regiiler graflar

cizilmistir.
° ® «< >
°
° ° —_ —e
r=0 r=1 r=2 r=3 r=4 r=>5

Sekil 3.29.

Ornek 3.1.4.1. Asagida r = 3,4,5 degerleri i¢in 8 koseli regiiler graflar ¢izilmistir.

S

7‘:3 ”':5 }/‘:4

Sekil 3.30.

Lemma 3.1.4.1. G, n koseli r-regiiler graf ise bu takdirde G’nin kenar sayis1 % dir.
Ispat Teorem 3.1.3.1.°¢ gore kenarlarin sayisi tiim koselerin derecelerinin toplaminin
yaris1 kadar oldugundan G’nin kenar sayisi % olur. O

Tamm 3.1.4.2. Her kosesi diger tiim kdseler ile komsu olan grafa tam (complete) graf

denir. n koseli tam graf K ile gosterilir.
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K, grafinin regiilerlik derecesi n—1’dir. Dolayisiyla Teorem 3.1.3.1.’den de

m = e,
2

kenar sayis1

Ornek 3.1.4.2. Asagida 5. mertebeye kadar tiim K, graflar1 gosterilmistir.

1

1 1 2
5 2
1 2
1l 34 34 3
K, K, K, K, K,
Sekil 3.31.

Tanmm 3.1.4.3. 10 koseli, 15 kenarli 3-regiiler grafa Petersen graf denir.
10

2N\

Sekil 3.32.

2

3.1.5. iki Parcah Graflar

Tanim 3.1.5.1. Bir grafin koseleri iki ayr1 kiimeden olusuyor ve her bir kenar farkl
kiimelerden iki ayr1 kdseyi birbirine bagliyor ise bu tiir graflara iki parcali (bipartite)
graf denir.

Ornek 3.1.5.1.

C
Sekil 3.33.
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Yukaridaki sekilden de goriildiigli gibi iki parcali grafta bir kenarin ug koseleri
farkl kiimelere aittir.

Sekil 3.6. ile verilen grafin koseleri evler ve tesisatlar olarak iki kiime
belirttiginden ve her bir kenar, bir ev ile bir tesisat1 bagladigindan graf iki parcal
graftir.

Tamm 3.1.5.2. Kdseler kiimesi A ve B olan iki parcali grafta A’ya ait her bir kose
B’nin her bir kosesiyle sadece bir kenarla komsu ise bu takdirde bu grafa iki par¢ali tam
graf (complete bipartite graph) denir. r elemanli A kiimesi ve s elemanli B kiimesi ile

elde edilen iki pargali tam graf K, veya K, seklinde gosterilir. Ornegin, asagida

farkl iki pargali tam graflar ¢izilmistir.

K

2.4 3,3

Sekil 3.34.

3.1.6. Yol, Patika ve iz

Tamm 3.1.6.1. Bir G grafinda uv,vw,wx,..., yz seklinde k& tane ardisik komsu kenarlar
dizisine k uzunlugundaki yol veya u ile z arasinda bir yo!/ (walk) denir.

Ornek 3.1.6.1. Asagida verilen graf iizerinde u ’dan v’ye, v’den w’ye, w’den x’e,
x’den y’ye ve y’den de z’ye tanimlanan yol, kisaca uvwx...yzseklinde gosterilir.
Ayrica inceledigimiz graf yonlendirilmemis oldugundan ayni yol; zy...xwvu olarak da

gosterilebilir.

Sekil 3.35.



24

Tanmim 3.1.6.2. Farkli kenarlarn takip edildigi yola iz (trail) denir.
Hem farkli kenarlarm hem de farkli koselerin takip edildigi yola ise patika
(path) denir. nkoseli bir patika P, ile gosterilir.

Ornek 3.1.6.2. P,i=1,2,3,4 graflar1 verilsin.

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4
° — o o o ° ° ° o )
P P, P, P,
Sekil 3.36.
Goriildigi gibi bu graflar patika graflardir.
Ornek 3.1.6.3. Asagida verilen G grafini ele alalim.
% w
u X
Z y
G
Sekil 3.37.

vzzywxy yolunda her kenar bir kez kullanildigindan bu yol izdir. Fakat y ve z
koseleri ikiser kez kullanildigindan patika degildir.

xyzzvy yolu; uzunlugu 5 olan x kosesi ile y kosesi arasinda bir izdir. Fakat z
kosesi iki kez kullanildigindan patika degildir.

uvyz yolu, uzunlugu 3 olan ukdsesi ile z kodsesi arasinda bir iz olup, ayrica
patikadir.
Tamm 3.1.6.3. G =(V,E) grafi verilsin. G grafinda x,y € V(G) késeleri arasindaki en
kisa patika yolunun uzunluguna x ve y késeleri arasindaki uzaklik denir ve
d(x,y) seklinde gosterilir. Eger boyle bir patika yolu mevcut degilse d(x, y)= o olur.
Tanim 3.1.6.4. G grafinda herhangi iki kose ile olusturulabilecek en biiyiik uzakliga
G 'nin ¢api (diameter) denir ve ¢ap(G) ile gosterilir.
Tamm 3.1.6.5. Bir grafin her kose cifti arasinda bir patika varsa bu grafa baglantili

(connected), aksi takdirde baglantisiz (unconnected) denir.
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Her baglantisiz graf baglantili alt graflara ayrilabilir. Bu alt graflara bilesen
(component) denir. Bir graftaki tiim bilesenlerin sayis1 w(G) ile gosterilir.
Ornek 3.1.6.4. Asagida verilen grafta her kose ¢ifti arasinda bir patika yolu mevcut
olmadigindan baglantili degildir. Fakat baglantili dort alt grafa boliinebileceginden

bilesen sayis1 dorttiir. Yani w(G) =4 olur.

° ®

°

— ®
Sekil 3.38.

Tammm 3.1.6.6. Baglantil bir G=(V,E)grafi ve ecE kenar1 verilsin. Eger G

grafindan e kenarmin kaldirilmasi ile elde edilen G —e alt grafi baglantisiz oluyorsa bu
durumda ekenarma képrii (bridge) denir. Ornegin, asagidaki grafta ¢z kenar

kaldirildiginda graf, baglantisiz olacagindan #z kenar1 kopriidiir.

N w

Sekil 3.39.

Tamm 3.1.6.7. Bir grafta ayni1 kose ile baslayip ayn1 kose ile biten uv,vw,wx,..., yz,zu

ardisik komsu kenarlar dizisine kapali yol (closed walk) denir. Aksi takdirde ag¢ik yol
(open walk) denir.

X
Sekil 3.40.
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Tanmim 3.1.6.8. Tiim kenarlar1 farkli olan kapali yola kapali iz (closed trail) denir.
Tiim kenarlar1 ve ortadaki tiim koseleri farkli olan kapali yola ise dongii (cycle)

denir. n koseli dongii C, seklinde gosterilir. Uzunlugu 3 olan dongiiye 6zel olarak

tiggen (triangle) denir.

1 1 2 9 3 4 3
< O < e 3
C C

1 2 C3 C4 CS
Sekil 3.41.
Yukaridaki sekillerden de anlasilacagi gibi baglantili ve 2-regiiler olan graflar
dongiidiir.
C, dongiisinden bir kenar kaldirilmasi ile elde edilen graf, n koseli P,

patikasidir.
Ornek 3.1.6.5.

z y
Sekil 3.42.

ile verilen G grafinda;

vywxyzv kapali yolunda takip edilen her kenar birbirinden farkli oldugundan
vywxyzv yolu kapali izdir. Fakat y kosesinden iki kez gecildiginden dongii degildir.

zz,ywxyv ve vwxyzv yollar1 dongii, vwyv ve wxyw yollari ise tiggendir.
3.1.7. Graflar Uzerinde islemler

Tamm 3.1.7.1. G, ve G, graflar1 verilsin. G, ve G, graflarinin birlesim grafi G, UG,
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seklinde gosterilir. Bu durumda G, UG, =(V (G, UG,),E(G,UG,)) olup bu birlesim

grafinin kose ve kenar kiimeleri,

V(G uG,)=V (G,
E(G,UG,)=E(G,

Q

N—

UV (G,)
UE(G,)

—

bigiminde olusturulur. Ornegin asagida G, ve G, graflarmin birlesimi gdsterilmistir.

a € b
e, e,
c € d
G G, G, UG,

Sekil 3.43.
Tamm 3.1.7.2. G, ve G, graflari, en az bir koseleri ortak olan iki graf olsun. G, ve G,
graflarmin  kesisim  grafi G, G,  seklinde  gosterili. Bu  durumda

G, NG, =V (G NG,),E(G,nG,)) olup bu kesisim grafinin kdse ve kenar kiimeleri

bigiminde olugturulur. Ornegin asagida herhangi G, ve G, graflar1 ile bu graflarin

kesisim grafi gosterilmistir.
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a & b
e, e,
c €; d a € d
G, G, G, NG,

Sekil 3.44.

Tamm 3.1.7.3. G, ve G, graflar1 kesisimleri bos kiime olan iki graf olsun. Bu durumda

G, + G, toplam grafi olup kdse ve kenar kiimeleri

o d a
a a
o by
’
c ®c c c'
G, G, G, +G,
Sekil 3.45.

Tamm 3.1.7.4. G,(V,,E,) ve G,(V,,E,) graflar1 verilsin. G, ve G, graflarinin halka

toplam1 G, ® G, seklinde gosterilir. Bu durumda G, ® G, =(V (G, ®G,),E(G, ©G,))

olup bu grafin kdse ve kenar kiimeleri,
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bi¢iminde olusturulur.

G, G, G @G,
Sekil 3.46.
Tammm 3.1.7.5. G =(V,E) grafi verilsin. G grafinda komsu olmayan késelerin komsu
yapilmast ve komsu koselerin de bagl olduklar1 kenarlarin kaldirilmasi ile elde edilen

basit G grafina G grafinin tamamlayicis1 (complement) denir.

v
A ” !
u w
z \/ X Z X
y y
G G
Sekil 3.47.

Tamm 3.1.7.6. G, =(V,,E,) ve G,=(V,,E,) graflar1 verilsin. Bu durumda G,[G, ]

bileske grafinin koseleri ve kenarlar

E(G[G,])={uv: u=(u.u,) ve v=_v,,v,) igin u, ~v, veya [u; =v, ve u, ~v,]}

bi¢iminde olusturulur. Ornegin asagida iki graf ve bu graflarin bileskeleri gdsterilmistir.
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U (uy,u,) (u,vy)  (u,w,) (u,, %) (vy,v)) (w,,v,)
k
Vi (Vl’uz) (vi,v,) (v, w,) (1) Wootn)  (wy)
G G
' ’ G[G] G,[G]
Sekil 3.48.

3.2. Euler ve Hamilton Graflar

Bu kisimda herhangi bir yol haritasindaki yol ve sehirlerle ilgili iki tip problemin
¢Ozlimiinii inceleyecegiz. Bu problemler asagidaki gibidir:

Kasif Problemi: Bir kasif, ¢ikacagi turda tiim yollardan sadece bir kez gecip
boylelikle her yolu gérmek ve turun sonunda tura basladig1 yere geri donmek ister. Bu
istege uygun bir tur diizenlenebilir mi?

Gezgin Problemi: Bir turist, turunu tiim sehirlerden sadece bir kez gecip her
sehri gorecek ve turunu baslangi¢c noktasina geri donecek sekilde diizenleyebilir mi?

Ornek 3.2.1.

b c y Sehir

Sekil 3.49.

Bir kasif turunu, tiim yollardan bir kez gececek ve tura basladigi sehre geri

donecek bicimde abcdefbgcegfa veya afgcdegbcefba olarak planlayabilir. Bir turist de
tiim sehirleri gorecek ve tura bagladigi sehirde turunu sonlandiracak sekilde abcdegfa

veya afedcgba olarak turunu diizenleyebilir.
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Goriildigi gibi kasit her yoldan tam bir kez gecerken bazi sehirlerden birden
fazla gecebilir. Ote yandan turist de her sehirden tam bir kez gegerken bazi yollardan
hi¢c gegmeyebilir.

Haritadaki sehirlerin kdseler ile, sehirleri baglayan yollarin da kenarlar ile temsil
edildigi grafi goz Oniine alalim. Bu takdirde kasif problemi, grafin her kenarini igeren
kapali bir iz bulma iken, gezgin problemi de grafin her kdsesini igeren bir dongii bulma
problemidir.

Tanim 3.2.1. Her kenar1 icerecek sekildeki bir kapali izi kapsayan baglantili grafa Euler
graf denir. Boyle bir ize de Euler izi denir.

Her koseyi igerecek sekildeki bir dongliyii kapsayan baglantili grafa ise
Hamilton graf denir. Boyle bir dongiiye de da Hamilton dongiisii denir.

Ornek 3.2.2. Asagida verilen G grafinin Euler graf ve Hamilton graf olup olmadigini

inceleyelim.

Sekil 3.50.

G grafinda abfgcbgedcefa seklinde her kenari igeren bir kapali iz oldugundan G
grafi Euler graftir.

abcdegfa yolu her koseyi igeren bir dongii oldugundan G grafi ayrica Hamilton
graftir.
Ornek 3.2.3. Asagida verilen graflarn Euler graf ve Hamilton graf olup olmadigimi

inceleyelim.
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a
a
e
f
C b c b
(b) (c) (d)
a b a b c
b
e f e d
M (e
Sekil 3.51.
Tablo 3.2.
Graf Euler Euler izi Hamilton Hamilton dongiisii
(a) Hayir Yok Evet abdca
(b) Evet abecadbcdea Evet abcdea
(©) Hayir Yok Evet abcdhgfea
(d) Evet acdfcbfebaeda Evet abefdca
(e) Hayir Yok Hayir Yok
() Hayir Yok Evet cdafbec
(2) Hayir Yok Evet badch

Lemma 3.2.1.1. G grafi verilsin. Eger G’nin her kdsesinin derecesi en az 2 ise bu

durumda G, bir dongii kapsar.
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Ispat P, G grafindaki bir maksimal patikay1 ve u da bu P patikanin ug¢ kosesini
gostersin. P, maksimal patika oldugundan uzatilamayacagi i¢in u nun tim komsu

koseleri P’ye ait olmak zorundadir.

& — @ L

Sekil 3.52.

Ayrica u nun derecesi G’deki diger tiim koseler gibi en az 2 oldugundan ve P patikasi
maksimal oldugundan u kosesini yukarida da gosterildigi gibi bir v kosesi ile komsu
yapan en az bir kenar vardir. Bu takdirde uv kenar1 P patikasinin #’dan v’ye olan parcasi
ile bir dongii olusturur. O
Teorem 3.2.1. Bir G grafinin Euler graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin tiim
koselerinin derecelerinin ¢ift olmasidir.
Ispat.

G grafi Euler graf olsun. Bu durumda G’de her kenar1 igeren kapali bir iz vardir.
Bu izde her kenar sadece bir kez kullanildigindan gegtigi her kdsenin derecesi 2 nin kat1
yani ¢ift olacaktir.

G, tiim koselerinin dereceleri ¢ift olan bir graf olsun. G’nin Euler grafi oldugunu
m kenar sayisi iizerinden tiimevarimla gosterelim.

m = 01i¢in G, tek koseli kapali iz oldugundan Euler graftir.

m’den az kenarli tiim G graflar1 Euler graf olsun.

Hipotezden G’nin tiim koselerinin dereceleri ¢ift oldugundan bu dereceler en az
2’dir. Bu takdirde Lemma 3.2.1.1.’den G, bir C dongiisii kapsar. G grafindan bu C
dongiistiniin E£(C) kenarlarinin silinmesi ile elde edilen grafi G' seklinde gosterelim. C
dongiisiinde her kosede iki kenar oldugundan ve G’nin tiim koselerinin dereceleri ¢ift
oldugundan G’ grafinin biitiin bilesenlerindeki tiim kdse dereceleri cifttir. Dolayisiyla
G' grafinin biitlin bilesenleri, m’den az kenarli ve her bir bilesenin tiim koseleri ¢ift
dereceli oldugundan hipotez geregi tiim bilesenler Euler graf olur. G’nin her kenarmi
iceren kapali izini olusturmak i¢in ise asagidaki adimlar izlenir.

i) C dongiisii iizerinde herhangi bir v kdsesi ile yola baslanir.

ii) C dongiisii lizerinde her kenardan bir kez gececek sekilde G' grafinin
herhangi bir bilesenine ait dongii ile karsilasincaya kadar yola devam edilir.

iii) G' grafinin bilesenindeki dongiiye ait kdseye gelince bilesene ait dongii

takip edilerek yolun basladigi C dongiisiine ait kdseye gelinir.
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Gerektigi durumlarda ii1) adimi uygulanarak C dongiisiiniin tiim kenarlar1 takip edilecek
sekilde olusturulan kapali Euler izi G grafinin Euler oldugunu gdsterir ki istenendir. o

Bu teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki G grafi verilebilir.

Sekil 3.53.

Ornek 3.2.4. K, tam grafinda her kdsenin derecesi 7, yani tek oldugundan K, grafi
Euler graf degildir.
K, iki pargali tam grafi 8. dereceden regiiler oldugundan, yani tim kose

dereceleri ¢ift oldugundan Euler graftir.

C, dongiisiiniin tiim kose dereceleri 2, yani ¢ift oldugundan C;, Euler graftir.

Tamm 3.2.2. Euler graf olmas1 i¢in sadece yola basladig1 kosede yolunu bitirme sartini
saglamayan yani, her kenardan sadece bir kez gegecek sekilde kapali degil de acik ize
sahip olan grafa yari-Euler graf denir. Boyle bir ize de yari-Euler izi denir.

Teorem 3.2.2. G baglantili grafinin yari-Euler graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart tek
dereceli 2 koseye sahip olmasidir.

Ornek 3.2.5. Asagidaki graflarm yari-Euler graf olup olmadiklari, eger yari-Euler graf

iseler yari-Euler izleri verilmistir.

a
u 12
a b
z w
d
e d c c b y X
(a) (b) (c)

Sekil 3.54.
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(a) grafinda tek dereceli olan kose sayis1i 2 (a ve b koseleri) oldugundan (a),
yari-Euler graftir. Yari-Euler izlerinden biri aebdach agik izidir.

(b) grafinda tek dereceli olan kdse sayist 4 #2 oldugundan (b) grafi yari-Euler
graf degildir.

(c) grafinda tek dereceli olan kdse sayis1 2 (z ve w) oldugundan (c) grafi
yari-Euler graftir. wvxzvuyzuwyxwz seklinde yari-Euler izi bulunabilir.

Her kosesinden gececek sekilde bir dongiiye sahip olan graflar1 Hamilton graf
olarak tanimlamustik. ilk bakista verilen bir grafin Hamilton olup olmadigini Euler
graflardaki gibi bir kriter yardimiyla belirlenebilecegi diisiiniilebilir. Fakat boyle bir
kriter Hamilton graflar i¢in mevcut degildir. Ornegin; 7 'in her degeri i¢in C, ddngiisii,

n >3i¢in K tam grafi Hamilton graftir.

a a

d c d c
CS KS
Sekil 3.55.

Teorem 3.2.3. (Ore’s Teorem) n >3 olmak lizere G, n koseli basit baglantili bir graf

olsun. Bu takdirde komsu olmayan her u ve v koseleri i¢cin
der(v)+der(w)>n
ise G grafi Hamilton graftir.

Ornek 3.2.6. Asagida Sekil 3.56. ile verilen grafta komsu olmayan herhangi iki kose

g0z Oniine alinirsa

der(v)+der(w)>5

oldugundan Ore Teoremi geregi G grafi Hamilton graftir.
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Sekil 3.56.

Teorem 3.2.3.°{in tersi dogru degildir. Yani her Hamilton graf Ore Teoremi’ni
saglamak zorunda degildir.

Ornek 3.2.7. C, dongisii Hamilton graftir. Fakat C,’de komsu olmayan her iki
kosenin dereceleri toplami 4, yani toplam kose sayisindan kiigiiktiir. Dolayistyla C.
grafinin Hamilton graf olmas1 Ore Teoremi’ni saglamasini gerektirmez.

a

Sekil 3.57.

3.3. Yonlendirilmis Graflar (Digraflar)

Tamm 3.3.1. Koseler kiimesi ile elemanlar1 sirali kose ¢ifti olan kenarlar kiimesinden
olusan grafa yénlendirilmis graf (directed graph) ya da kisaca digraf denir. Kenarlar,
siral1 kose cifti ile olusturuldugundan yonlii olurlar.

Herhangi bir digrafta yer alan yonlii kenarlara yay (arc) denir. Yay1 olusturan
kose c¢iftleri yaym u¢ noktalar: (endpoints) olarak adlandirilir. Bu u¢ noktalardan ilkine
yayin kuyrugu veya baslangici, ikincisine ise yaymn basi veya bitigi ad1 verilir.

Bir yay ile bagh iki kdseye komsu késeler (adjacent vertices) denir. Ornegin;

Sekil 3.58.”de verilen graf i¢cin v ve w koseleri komsu koselerdir.
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v € w
o—r —0
Sekil 3.58.

Ornek 3.3.1. Asagida koseler kiimesi {u,v,w,x} ve yaylar kiimesi {1,2,3,4,5,6} olan

D digrafi verilmistir.

yay

Sekil 3.59

Herhangi bir digraftaki yaylar, yonlerine gore kose ciftleri ile de gosterilebilirler.
Buna gore yukaridaki D digrafinda 1 yay1 xu, 2 yay1 uw, 3 ve 4 yaylar1 wy, 5 yay1 xw ve
6 yay1 xx seklinde gosterilir.
Tamm 3.3.2. Bir digrafta iki veya daha fazla yay, ayn iki koseye ayn1 yon ile bagli ise
bu yaylara ¢ok katli yay (multiple arcs) denir. Baslangici ve bitisi ayni olan yaylara ise
ilmek(loop) denir. Ornegin, asagida hem ¢ok katlh yay hem de ilmek igeren bir D digrafi

gosterilmistir.

¢ok katli yay

Sekil 3.60

Tamm 3.3.3. Cok kath yaylara ve ilmege sahip olmayan digraflara basit digraf (simple
digraph) denir.
Ornek 3.3.2. Asagida Sekil 3.61. ile verilen digraflarm basit olup olmadiklarmni

inceleyelim.
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Sekil 3.61.
D, digrafi ¢ok kath yay icerdiginden D, digrafi da ilmek igerdiginden basit
digraf degillerdir. D,ve D, digraflar1 ne ¢ok kath kenar ne de ilmek icerdiklerinden

basit digraflardir.
3.3.1. Digraflarda izomorfizm

Tammm 3.3.1.1. D, ve D, digraflar1 verilsin. Eger D, ve D, asagidaki sartlari
sagliyorsa bu digraflara izomorf digraflar denir.

D D)= Dy)

i)  |E(D)|=|ED,)

iii) f V(D)) »>V(D,) donisimii komsuluklar1 koruyacak sekilde 1-1 ve
orten bir doniisiim olmalidir. Yani; e=u,v,’in D, digrafinda u, ’den v, ’e bagh bir yay
olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(u,)f(u,) nin de D, digrafinda f(u,)’den f(u,)’ye

bir yay olmasidir.

Ornek 3.3.1.1. Asagida birbirine izomorf D, ve D, digraflar1 verilmistir.
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Sekil 3.62.

3.3.2. Alt Digraflar

Tamm 3.3.2.1. Bir G digrafinin baz1 kdseleri ve bazi yaylar1 kullanilarak olusturulan
digrafa G’nin alt digrafi (subdigraph) denir.
Ornegin; asagida bir D digrafi ve bu digrafin iki farkl alt digrafi verilmistir.

Sekil 3.63.

Tanim 3.3.2.2. Bir digraftaki yaylarin oklarmin kaldirilmas: ile elde edilen yeni grafa

digrafin kapsadigi graf (underlying graph) denir.

Sekil 3.64.
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Tanmmm 3.3.2.3. D digrafi ve vel(D)kosesi verilsin. v kosesinden bagli (yani v

kosesinin kuyruk oldugu) yaylarin sayisina v’nin dis-derecesi (outdegree); v’ye bagli
(yani v kosesinin bas oldugu) yaylarin sayisma da v’nin i¢-derecesi (indegree) denir. v
kosesinin dig-derecesi d*(v) ile ig-derecesi ise d (v) ile gosterilir.

Bir digrafta her bir ilmek karsilik geldigi kdse i¢in 1 tane i¢-derece ve 1 tane
dig-derece olarak sayilir.

Ornek 3.3.2.1. Asagidaki D digrafinda her bir kdsenin i¢ ve dis derecelerini bulalim.

v w

D
Sekil 3.65.

d'w)=1 d'(=3 d*w)=2 d'(x)=0 d*'(»)=2 d*(z)=2
dw)=0 d =1 dw)=1 d(x)=0 d(y)=6 d(z)=2

seklinde olur. Ayrica D digrafi icin
Dis-derece dizisi=(0,1,2,2,2,3), I¢-derece dizisi=(0,0,1,1,2,6)
olur. D digrafinin toplam yay sayis1 10, dis-dereceler toplami 10 ve i¢-dereceler toplami

10’dur.

Teorem 3.3.2.1. Herhangi bir n koseli, g tane yayl ve koseler kiimesi {v, Vs ..,vn}olan

digrafta dis-dereceler veya ig-dereceler toplami, digrafin toplam yay sayisina esittir.

Yani;
zd_(vi) = zd+(vi) =4
i=1 i=1

dir.
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Tamm 3.3.2.4. Bir digrafta wuv,vw,wx,...,yz seklinde k tane yaylarin dizisine &
uzunlugunda bir yol denir. Tim yaylarin farkli oldugu yola iz (¢rail) denir. Hem tiim
yaylarin hem de tiim koselerin farkli oldugu yola ise patika (path) denir.

Ornek 3.3.2.2. Asagida verilen D digrafin1 goz 6niine alalim.

D

Sekil 3.66.

vwxyvwyzzu yolu, v’den u’ya uzunlugu 9 olan bir yoldur.
uvwyvz yolunda her bir yay bir kez kullanildigindan bu yol izdir.
vwxyz yolunda her bir yay ve kose bir kez kullanildigindan bu yol patikadir.

Tanim 3.3.2.5. Bir digrafta baslangi¢c ve bitis koseleri ayni olan yola kapali yol, tim
yaylarin farkli oldugu kapali yola kapalr iz (closed trail), ug kdseleri hari¢ ortadaki tiim
koselerin farkli oldugu kapali ize ise dongii (cycle) denir.

Yukaridaki Ornek 3.3.2.2. ile verilen D digrafinda wwwyvzu yolu iz, uvwxyzu

yolu da dongiidiir.
Ornek 3.3.2.3.

t u

y z
S > %
X w
H
Sekil 3.67.

H digrafinda ¢ kdsesinden w kosesine tiim patikalar;

ISXYzuvw, ISXyzw, tsyzuvw, tsyzvw
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dir. w kdsesinden ¢ kosesine olan tiim patikalar ise;

wxyt, wzut, wxyzut

seklindedir. Fakat ¢ ve w koselerini kapsayan bir dongii yoktur.

Tanmm 3.3.2.6. Bir digrafin kapsadig1 graf baglantili ise digrafa zayif baglantil (weakly

connected) ya da kisaca baglantili denir. Aksi halde baglantisiz (unconnected) denir.
Bir digrafta her bir kdse c¢ifti arasinda en az bir patika mevcut ise bu digrafa

kuvvetli baglantili (strongly connected) denir.

Ornek 3.3.2.4. Asagidaki digraflarm baglantilihigini ve kuvvetli baglantililigmi

inceleyelim.

t u t u
S& : )y (Z j. )V S& : )y —p- Z( : » V
X w X w

G H
Sekil 3.68.

G digrafinin kapsadigi graf baglantisiz oldugundan G digrafi da baglantisizdir. H
digrafinin kapsadigi graf baglantili oldugundan H, baglantilidir; fakat kuvvetli baglantili
degildir. Ciinkii 6rnegin z’den )’ye bir patika mevcut degildir. Ote yandan Ornek
3.3.2.3. ile verilen H digrafinin her bir kdse cifti arasinda bir patika oldugundan H,

kuvvetli baglantilidir.

3.3.3. Euler ve Hamilton Digraflan

Tamm 3.3.3.1. Bir G digrafinda grafin her bir yaymni igeren kapali bir iz varsa G
digrafina Euler digraf denir. Boyle bir ize de Euler izi denir.
Bir G digrafinda grafin her kdsesini igeren dongili varsa G digrafina Hamilton

digraf denir. Boyle bir dongiiye de Hamilton dongiisii denir.
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Ornek 3.3.3.1.

<
<

(a)
Sekil 3.69.

(a) digrafinda abgfbcegcdefa seklinde her yayr iceren kapali bir yol
bulunabildiginden (a) digrafi Euler digraftir. Ayrica (a) digrafinda abcdegfa yolu her
koseyi iceren bir dongili oldugundan (a) Hamilton digraftir.

Teorem 3.3.3.1. G baglantili digrafinin Euler digraf olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

G’nin her kosesinin ig-derecesi ile dis-derecesinin esit olmasidir.

Teorem 3.3.3.2. G Euler digrafi, herhangi iki yay1 ortak olmayan dongiilere ayrilabilir.

3.4. Graflarin Matrisler Yardimiyla Temsili

Tamm 3.4.1. G, koseleri 1,2,3,...,n ile etiketlendirilmis bir graf olsun. Bu durumda i.
satir j. siitun elemani, G grafinda i. kose ile j. koseyi baglayan kenarlarin sayis1 olarak
tanimlanan n xn matrise G grafinin komsuluk matrisi (adjacency matrix) denir ve bu

matris A(G) seklinde gosterilir.

Ornek 3.4.1. Asagida Sekil 3.70. ile verilen grafin komsuluk matrisini olusturalim.

G

Sekil 3.70.

1 ve 2 koseleri bir kenar ile bagli oldugundan komsuluk matrisinin a,, ve a,,

elemanlar1 1°dir.
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1 ve 3 koseleri iki kenar ile bagli oldugundan matrisin a,; ve a;, elemanlari

2°dir.

1 ve 4 koseleri bir kenar ile bagh oldugundan matrisin @, ve a,, elemanlar
1’dir.

2 kosesi kendisine bir kenar ile bagli oldugundan matrisin a,, elemani 1°dir.

2 ve 4 koselerini baglayan kenar olmadigindan matrisin a,, ve a,,elemanlari
0°dur.

3 ve 4 koselerini baglayan bir kenar oldugundan matrisin a;, ve a,; elemanlari
1’dir.

1,3 ve 4 koselerini kendilerine baglayan kenar olmadigindan a,,a;; ve a,,

elemanlar1 0°dir. Sonug olarak G grafinin komsuluk matrisi;

A(G) =

—_ N = O
O = =
—_ O = DN
S = O =

olarak elde edilir.

Ornek 3.4.2. Asagida H grafi ve H grafina karsilik gelen A(H) komsuluk matrisi

verilmistir.
1 2 _ _
01 0 0 1
1 01 3 0
3 AH)=/0 1 0 1 0
0 31 01
1 0 01 O
5 4 - -
H
Sekil 3.71.

Komsuluk matrisinden yararlanilarak graflar olusturulabilir. Ornegin,
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02011
200 1 1
M=[0 00 0 0
1100 2
1 1.0 2 0

matrisini komsuluk matrisi olarak kabul eden graflardan biri

1 2

[ _JO}

Sekil 3.72.

seklinde verilebilir.
Komsuluk matrisleri asagidaki 6zellikleri saglar:

i) Bir grafin komsuluk matrisi esas kosegene gore simetriktir.

ii) Ilmek icermeyen grafa ait komsuluk matrisinde esas kdsegen elemanlar1 sifirdr.

iii) Komsuluk matrisinin herhangi bir satir (veya siitun) elemanlarinin toplami, bu
satrra (veya siituna) karsilik gelen kdsenin derecesini verir. Ornegin, Sekil 3.71. ile
verilen H grafinda 2 kosesinin derecesi A(H)komsuluk matrisinin 2. satir (veya 2.
siitun) elemanlarinin toplami kadardir.

Benzer sekilde yonlendirilmis graflarda da komsuluk matrisi tanimlanabilir.
Tamm 3.4.2. D, 1,2,3,...,n ile etiketlendirilmis » koseli bir digraf olsun. Bu durumda i.
satir j. slitun elemani, D digrafinda i. koseden j. kdseye olan tiim yaylarm sayis1 olarak
tanimlanan n xn matrise D digrafinin komsuluk matrisi (adjacency matrix) denir. Bir
digrafin komsuluk matrisi 4(D) seklinde gosterilir.

Ornek 3.4.3. Asagida D digrafi ve bu digrafa karsilik gelen komsuluk matrisi

gosterilmistir.
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A(D) =

o O O O
S = =
- o O O
S O N =

Sekil 3.73.

Graflardakine benzer sekilde digraflar icin de verilen herhangi bir M matrisini

komsuluk matris kabul eden D digrafi ¢izilebilir. Ornegin,

] _ 1 2

0100 1

100 10 ;
M=[0 00 00 o

100 0 0

010 2 0]

5 4
D

Sekil 3.74.

olur.
Digraflara ait komsuluk matrisleri asagidaki 6zellikleri saglar:

i) Herhangi bir digrafta komsuluk matrisi esas kosegene gore simetrik olmak
zorunda degildir.

ii) Ilmek icermeyen herhangi bir digrafin komsuluk matrisinde esas kdsegen
elemanlari sifirdir.

iii) Bir digrafa ait komsuluk matrisinde herhangi bir satirin elemanlar1 toplami, bu
satira karsilik gelen kdsenin dis-derecesine; herhangi bir siitiinun elemanlar1 toplami da
bu siituna karsilik gelen kdsenin ig-derecesine esittir. Yukaridaki Ornek 3.4.3.’deki D
digrafi i¢in

d*'(2)= 22. satwr elemanlari, d”(2) = 22. stitun elemanlart
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olarak bulunur.

Bir grafta ya da digrafta komsuluk matrisi yardimiyla yollarin varligm ve
uzunlugunu gosterebiliriz.
Teorem 3.4.1. D, koseleri 1,2,3,...,n seklinde etiketlendirilmis bir digraf, k € Z* ve 4
da D digrafina karsilik gelen komsuluk matrisi olsun. Bu durumda digrafin i késesinden
j késesine uzunlugu k olan tiim yollarmn sayisi, 4" matrisinin 7. satir j. siitunda yer alan
elemana karsilik gelir.
Ispat Ispatin yol uzunlugu iizerinden tiimevarmmla yapalim.

n =1 i¢in digrafin i kdsesinden j kosesine uzunlugu 1 olan yollarmn sayisi, 4
komsuluk matrisinin i. satir ve j. siitun elemanina esittir.

n=k—1 i¢in digrafin i kdsesinden j kosesine uzunlugu k£ —1 olan tiim yollarin
sayis, A*"' matrisinin . satir j. siitununda yer alan elemana esit olsun.

n =k i¢in teoremin ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

i kdsesinden j kdsesine uzunlugu k olan herhangi bir yol alalim. Oyle ki i kdsesi,

J kosesine komsu ve j nin 1 kenar uzaklhigindaki » kosesine uzunlugu k& —1 olan yol ile

baglansim.
k-1 br 1 br
I
k br
Sekil 3.75.

Hipotezden i kosesinden r kosesine uzunlugu k —1olan yollarm sayis;, A
matrisinin i. satir 7. siitun elemani kadardir. Bu yollarin sayismi a, ' seklinde
gosterelim. Ayrica benzer diisiince ile » kosesinden j kdsesine uzunlugu 1 olan yollarin
sayist a,; kadar olur. Dolayisiyla 7 kosesinden gegecek sekilde i’den j’ye uzunlugu &
olan yollarin sayis1 ai’j"arj kadar olur. Sonug olarak i’den j’ye uzunlugu & olan tiim

yollarin sayisi;
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Toplam yol= E (vl. kosesinden gecen tiim yollarin saylsl)
i=1
k—la

in nj

_ k-1 k-1 k-1
=a, a;+a, a;+...+a, a,+...+a

olur. Matrislerin ¢arpimi tanimindan bu toplam 4*"'4 = A* olur. Gergekten;

a;
: a,,
al.k,"' al.kz"' ai’j"l af;"l : a;‘,
: . . : a,y - .
L L% | L i
olur. o
Ornek 3.4.4. Asagidaki D digrafini inceleyelim.
a b
d c
D
Sekil 3.76.

D digrafinda, her bir kose cifti arasinda uzunlugu 1 olan yollarin sayismi
bulalim.

a kosesinden b ve ¢ koselerine uzunlugu 1 olan yol sayis1 0 iken d kosesine ise
1’dir. b kosesinden a kdsesine s6z konusu sayi1 1 iken ¢ ve d koselerine 0°dir. ¢’den b’ye
1 tane uzunlugu 1 olan yol varken diger koselere giden bdyle bir yol yoktur. Son olarak
d kosesi i¢cin d’den b’ye 2 tane, c’ye 1 tane yol varken a’ya giden boyle bir yol yoktur.
Ayrica D digrafi ilmek igermediginden tiim koseler i¢in kendilerine giden s6z konusu

yol sayis1 0°dir. Tiim degerleri asagidaki gibi gosterirsek;
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a b ¢ d
al0 0 0 1
b1 0 0 0
cl0 1 0 O
djo 2 1 0

olacak sekilde D digrafina karsilik gelen A komsuluk matrisi elde edilir.
Benzer inceleme ile D digrafinda bu kez her bir kose ¢ifti arasinda uzunlugi 2

olan yollarin sayisini bulalim. O zaman

a b ¢ d
al0 2 1 0
b|0O 0 0 1
c/ll1 0 0 O
dl2 1 0 0

olacak sekilde D digrafina karsilik gelen A° komsuluk matrisi elde edilir. Buradan

yukaridaki teoreme gore;

0 0 0 IfjO 0 0 1 0 210
A2—10001000—0001
01 0 0fj0O 1 0 O 1 0 0O
0 2 1 0|0 2 1 O 2 1 00

olur. Bu durumda elemanlari, uzunlugu ii¢ olan yollarin sayisini gosteren matris de;

S O N =
S O = O
NN = O O

seklinde elde edilebilir.
Herhangi bir digrafin komsuluk matrisi yardimiyla kuvvetli baglantili olup
olmadig1 belirlenebilir.

Teorem 3.4.2. Koseleri 1,2,3,...,n seklinde etiketlendirilmis D digrafina karsilik gelen

A komsuluk matrisi ve B= A+ A> +...+ A" matrisi verilsin. Bu takdirde D digrafinin
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kuvvetli baglantili olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart B matrisinin kdsegen olmayan
elemanlarmin pozitif (yani i # j i¢in b, > 0) olmasidir.
Ispat

Kuvvetli baglantili D digrafi verilsin. D, kuvvetli baglantili oldugu i¢in her bir
kosesinden farkli her bir kdseye en az bir patika vardir. Ote yandan D, n koseli
oldugundan bdyle bir patika en fazla n-1 uzunlugundadir. Ayrica D’nin kuvvetli

baglantililig1 en az bir £ <n—1 uzunlugu i¢in farkli i ve j kdseleri arasinda bir patika

olmasimi gerektirir. Bu yollarin sayisi; A4° matrisinin a;f elemanina karsilik geldiginden

a; >0’dur. Bu takdirde;

B=A+A +.. +A+.. 4"

matrisi igin b, >0 (i # j) olur ki istenendir.

B matrisinin kdsegen olmayan her bir elemani pozitif olsun. Bu takdirde
B=A+ A +..+4"+..4"" oldugundan en az bir k<n-ligin a;>0dr.
Dolayisiyla i#j icin i kosesinden j kosesine en fazla n—1 uzunlugunda yol

oldugundan D digrafi kuvvetli baglantilidir. ©
Ornek 3.4.5. Asagidaki H digrafinin kuvvetli baglantili olup olmadigini inceleyelim.

a b

Sekil 3.77.

Digraflarda tanimlanan komsuluk matrisi bulma metoduna goére; verilen H

digrafinin 4 komsuluk matrisi

oS O = O
NN = O O
- O O O
oS O O =
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olarak bulunur. Bu matris yardimiyla yardimiyla A digrafinda 1,2 ve 3 uzunlugundaki

patikalar1 gdsteren A, A” ve A’ matrisleri asagidaki gibi elde edilir.

—_ O O N
oS O O =
oS O = O
—_ O O N
S O N =
o o = O
N = O O

olarak elde edilir.

Digrafta birbirinden farkli her i,j kose ¢ifti, matrislerin kdsegen iizerinde
olmayan elemanlarina karsilik gelmektedir. Matrislerin en az birinde bu i,j kose ¢iftinin
arasindaki yol sayisini temsil eden eleman sifirdan farkli ise verilen digraf kuvvetli
baglantili olur.

Sonug olarak H digrafi bu sart1 sagladigindan kuvvetli baglantilidir. Yani;

2 311

, 5 |12 11
B=A+4"+4 =

I 1 0 1

3 3 1 2

matrisinin kdsegen iizerinde olmayan her elemani pozitif oldugundan A digrafi kuvvetli

baglantilidir.

Ornek 3.4.6.
[0 0 0 1 0]
1 01 00

A=[0 0 0 1 0
0000 1
101 0 0 0]

matrisini komsuluk matrisi kabul eden digrafin kuvvetli baglantili olup olmadigmni

inceleyelim.
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Matris 5x5 tipinde oldugundan digraf 5 koselidir. Dolayisiyla maksimum 4

uzunlugunda patika vardir. O halde elemanlar1 digrafin farkli iki kose ¢ifti arasindaki

yollarin sayisini (uzunlugu sirastyla 2,3 ve 4 olan) temsil eden 4°, 4’ ve A* matrisleri

0000 1 0100 0 10100
00020 00002 02000
A=[0 000 1/,4=0 100 0,4=[1 01 0 0
01000 10100 00020
1010 0 000 2 0] 000 0 2

olarak hesaplanir. Bu takdirde B= A+ A* + A’ + A* matrisi de

11111
12122
B=[1 1111
11121
1112 2

olur. B matrisinin kdsegen tlizerinde olmayan tiim elemanlar1 sifirdan biiyiik oldugundan
komgsuluk matrisinin karsilik geldigi digraf kuvvetli baglantilidir.

Bir grafin (digrafin) komsuluk matrisi, koselerin komsuluk iligkilerinden elde
edilirken, incidence matrisi ise koselerin kenarlarla (veya yaylarla) olan iligkisinden

elde edilir.

Tanmmm 3.4.3. G grafi, koseleri v,v,,v;...,v, ile kenarlar1 1se 1,2,3,...,m ile
etiketlendirilmis ve ilmek icermeyen bir graf olsun. O zaman bu sekilde tanimlanan G

grafina ait M = [my} matrisinin Z. satir ve j. siitun elemant

1, i. kose j. kenar ile bagli ise
0; aksihalde

m

seklinde tanimlanan M (G) matrisine G grafinin incidence matrisi denir.
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Ornek 3.4.7. Asagida 4 koseli ve 6 kenarli G grafini

Sekil 3.78.

g0z Oniine alalim. v, kosesi 4 kenar1 ile bagli oldugundan matrisin 1. satir 4. siitun
elemani1 1°dir. v, kosesi 4 kenar1 ile bagli olmadigindan matrisin 2. satir 4. siitun

eleman1 0°dir. Benzer sekilde tiim kdse ve kenar bagliliklari incelenirse G grafinin

incidence matrisi,

1 001 0O
M(G) = I 1.0 0 1 1
0 1 1.0 0O
0 01 I 11

olarak elde edilir.

Sonug 3.4.1.
i) Grafta bir kenar, iki kose ile bagli oldugundan incidence matrisin her bir
siitununda iki tane 1 vardir.
ii) Incidence matriste bir satirm toplami, o satirin karsilik geldigi kosenin
derecesini verir.
Yonlendirilmis graflar i¢in incidence matrisi asagidaki gibi tanimlanir.

Tammm 3.4.5. D digrafi ilmek icermeyen, koseleri v,,v,,v;...,v, ile kenarlar1 ise
1,2,3,...,m ile etiketlendirilmis bir digraf olsun. O zaman bu sekilde tanimlanan G

digrafina ait M = [my} matrisinin 7. satir ve j. siitun elemant
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1, j yay1 i kosesinden bagliise
m, =41, j yay1i kdsesinebagliise
0, aksihalde

seklinde tanimlanan M (D) matrisine D digrafinin incidence matrisi denir.

Ornek 3.4.7. Asagida verilen D digrafin1 goz 6niine alalim.

Vi 1 V2
4 2
6
v, 3 v,
D
Sekil 3.79.

4 yay1 v, kosesinden bagli oldugundan matrisin 1. satir 4. siitun eleman 1°dir. 1
yay1l v, kosesine bagl oldugundan matrisin 2. satir 1. siitun elemam -1°dir. 1 yay1 v,

kosesine bagli olmadigindan 3. satir 1. siitun elemani 0 olur. Benzer sekilde devam

edilirse tiim kose ve kenar baglhiliklar1 incelendiginde D digrafinin incidence matrisi,

M(D)_—l 1 0 0 1 1
1o 1 -1 0 0 0

olarak elde edilir.
Sonu¢ 3.4.2. Ilmek icermeyen bir digrafa ait incidence matrisi asagidaki ozellikleri
saglar:

i) Her bir stitununda bir tane 1 ve bir tane -1 vardir. Ciinkii her bir yay bir
koseden digerine baglidir.

ii) Herhangi bir satirindaki “I”’lerin toplam sayisi, o satira karsilik gelen
kosenin dig-derecesini verir.

iii) Herhangi bir satirindaki “-1”lerin toplam sayisi, o satira karsilik gelen

kosenin i¢-derecesini verir.
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3.5. Agaclar

Tamm 3.5.1. Dongii icermeyen graflara orman (forest) denir. Hem dongii icermeyen
hem de baglantili olan graflara ise agag (tree) denir ve T ile gosterilir.

Asagida maksimum 5 koseli (birbirine izomorf olmayan) agaclar gosterilmistir.

Sekil 3.80.

Tamm 3.5.2. Bir agacta derecesi 1 olan kdseye yaprak (leaf) denir.

Teorem 3.5.1. G = (V,E ) baglantili grafi verilsin. G grafinin agag¢ olmasi i¢in gerek ve
yeter sart G’nin her kenarinin koprii olmasidir. (Yani her e £(G) i¢in G—e grafi iki

bilesenli olmalidir.)
n koseli her aga¢ n —1 kenara sahiptir.
Bir agacta herhangi iki kose arasinda sadece 1 tane patika vardir ki bu patika

komsu koseleri birbirine baglayan kenardir. Bu kenar kaldirilirsa koseler arasinda patika

S

Sekil 3.81.

olmaz.

Bir G=(V,E) agacinda herhangi iki v,weV (G)koseleri arasinda sadece 1

tane patika vardir. Bu agaca vw kenari eklenirse bir dongii elde edilmis olur.



56

Sekil 3.82.

Tamm 3.5.3. G baglantili grafi verilsin. G’nin her kdsesini igeren ve ayrica aga¢ olan
alt grafina G’ nin kapsayict agact (spanning tree) denir.

Asagida bir G grafi ve bu grafin {i¢ farkli kapsayici agaci gosterilmistir.
1% w vVooow % w 1% w
/V\ / : \J [\, \/
z y X z y X Z y X z y X
G G, G, G,

Sekil 3.83.

Teorem 3.5.2. G grafi verilsin. G’nin baglantili bir graf olmasi i¢in gerek ve yeter sart

kapsayici bir agaca sahip olmasidir.
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4. GRAFLARDA FIBONACCI SAYI DiziSi

Bu boliimde graflarin Fibonacci say1 dizileri ile iliskileri incelenmistir.. Bu
boliimdeki tanim, teorem, lemma, sonu¢ ve sekiller Prodinger ve Tichy (1982);
Wingard (1995); Hopkins ve Staton (1984); Chism (2009); Horton (2007); Pedersen ve
Vestergaard (2004); Chen ve Zhu (2012); Levit ve Mandrescu (2005); Startek ve ark.
(2009); Zhao ve Li (2006); Holliday ve Krop (2011) adli calismalardan alinmistir.

Tammm 4.1. G=(V,E) grafi ve ScV(G) alt kiimesi verilsin. Eger S kiimesine ait

herhangi iki eleman (yani kose) G grafinda komsu olmuyorsa bu durumda S kiimesine
bagimsiz kiime (independent set) denir. 0 -elemanli ve 1-elemanli S kiimeleri bagimsiz
kiime kabul edilir.

G grafinda S’1 alt kiime kabul eden farkli bir bagimsiz kiime yok ise bu durumda
S’e maksimal bagimsiz kiime denir.

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile graflarin bagimsiz kiime sayilar1 arasindaki
iliski oldukga ilgingtir. Ozellikle patika ve dongii graflarinda bu say1 dizileri ve

bagimsiz kiime sayilar1 ¢akigmaktadir. Yani, n koseli P, patikasindaki tiim bagimsiz
kiimelerin sayis1 £, ’dir. Ayrica n koseli C, dongiisiindeki tiim bagimsiz kiimelerin
sayistda L ’dir.

Ornek 4.1. P, patikasin1 goz oniine alalim.

3 4
. e o o °

Sekil 4.1.

P, patikasinin bagimsiz kiimelerini eleman sayilarma gore diizenleyelim.

Tablo 4.1.
0-elemanli bagimsiz kiimeler %)

I-elemanh bagimsiz kimeler | {1}, {2}, {3}, {4}, {5}

2-elemanli bagimsiz kimeler | {1,3},{1,4},{1,5},{2,4},{2,5}.{3,5}
3-clemanli bagimsiz kiimeler | {1,3,5}

Tablodan da goriildiigii gibi P, grafinin bagimsiz kiimelerinin sayis1 13 = F; ’dir.




58

n koseli P, grafinda tiim bagimsiz kiimelerin sayismm (n+1). Fibonacci
sayisin1 vermesi sebebiyle, bu sayim asagidaki tanimda verildigi gibi 6zel olarak
isimlendirilmistir.

Tanim 4.2. G grafinin tiim bagimsiz kiimelerinin sayisia G grafinin Fibonacci sayisi
denir ve f(G) ile gosterilir.

Benzer sekilde n koseli C, dongiisiiniin Fibonacci sayist f(C,) =L, dir.

Ornek 4.2. C,,C, ve C, dongiilerini inceleyelim.

C, C,

Sekil 4.2.

C;,C, ve C, dongilerinin tim bagimsiz kiimeleri ve Fibonacci sayilari

asagidaki tabloda gosterildigi gibidir.

Tablo 4.2.
C " 0-elemanl 1-elemanl 2-elemanlh Fibonacci
graflart bagimsiz kiime bagimsiz kiimeler bagimsiz kiimeler Sayisi
C, %; {1}, {2}, {3} ] 4=1,

C, %] {1}, {2}, {3}, {4} (1,3}, {2.4} 7=1,

e | 5 W ELE ] 30 s A B g,

Lemma 4.1. n koseli K, tam grafin Fibonacci sayist;

f(K,)=n+1

dir.
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Ispat. Tam grafta her kose diger tiim koseler ile komsu oldugundan 2 veya daha fazla
elemanli bagimsiz kiime olusturulamaz. Dolayisiyla tim bagimsiz kiimeler ya

0-elemanli ya da 1-elemanhidir. Bu durumda n kdseli tam grafin Fibonacci sayist n+1

olur. o
Ornek 4.3.
| | 2 1
5 2

1 1 2

o 2 3 4 3 4 3

K, K, K3 K, K;

Sekil 4.3.

Yukarida verilen K,K,,K,,K, ve K, tam graflarm Fibonacci sayilar1 sirasiyla
2,3,4,5 ve 6’drr.
Ornek 4.4. n grafin kdse sayismi gostermek iizere f (I?n) =2"dir.

Tablo 4.3.
1
[
1 1 2
[ ] ® L 2 5
® ®
1 1 2 3 4
° ° ° % .3 2 f ° o
K, K, K, K, K,

Ornek 4.5. R, , asagida gosterildigi gibi 2n koseli bir graf olsun.

PTTTT

Sekil 4.4.
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R, grafinm Fibonacci sayisi iterasyon metodu yardimiyla hesaplanirsa, ti¢ adim

ilerleyerek elde edilen veriler Tablo 4.4. ile gosterildigi gibidir.

Tablo 4.4.
0-elemanli | 1-elemanli | 2-elemanli | 3-elemanli
R, grafi bagimsiz | bagimsiz | bagimsiz | bagimsiz S &)
kiime kiimeler kiimeler kiimeler
—o
1 2
1 %) {1},{2} - - 3
Rl
4 5
1825 | 04,03,
2 %) (3,4) - 8
9 314 »
RZ
4 5 6 {1,5},{L,6}, | {4,2,6},
{13,42}, | {1,3},{2,4},
3 @ {3}’ {4}’ s 5 s s 22
1 2 3 {3’5}’{4’5}’ {19593}5
4,6},45,6},
R, s | PR se

Tablodan kolayca goriilebilecegi gibi

J(R)=2f(R)+2f(R)
J(R)=2f(R)+2f(R,)

dir. Buradan iterasyona devam edilirse

f(Rn):zf(Rn—l)+2f(Rn—2)

olur. Boylece
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S(R)=2f(R, )=-2f(R,,)=0
S(R)=3, f(R,)=8

rekiirans bagintisma ulasilir. Bu rekiirans bagmtisi ¢oziilerek

1= 2B (1 Y 322y

elde edilir. (Binet benzeri formiil)

Tamm 4.3. G = (V,E ) bir graf ve v eV (G) olmak iizere G 'nin v kosesini igcermeyen
bagimsiz kiimelerinin sayisi, f (G) ile ve v kdsesini igeren bagimsiz kiimelerinin
sayisida f (G) ile gosterilir.

Tanim 4.4.G = (V,E ) bir graf ve v, G’nin herhangi bir kdsesi olmak iizere G’nin tiim

bagimsiz kiimelerinin sayis1 (Fibonacci sayisi), v kdsesini icermeyen bagimsiz kiime

sayist ile v kosesini iceren bagimsiz kiime sayisinin toplami kadardir. Yani;

/(6)=1.(6)+/.(G) @1
= f(G-v)+ f(G-N[V)) '
dir. Bu formiile G 'nin v késesi iizerinden indirgeme formiilii denir.

Ornek 4.6. Asagida gosterilen 2n koseli Q, grafim1 ve 2n—1 koseli H, grafin1 goz

Ontne alalim.

n+l n+2 n+3 . 2n—-1 2n n+l n+2  n+3 | 2n-1
1 2 N 1 2 L
Qn Hn
Sekil 4.5.

Q, grafinin Fibonacci sayisi, 2n kosesini iceren ve igermeyen bagimsiz kiime

sayilarinin toplami seklinde hesaplanabilir. O zaman (4.1) den
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£(2,)=1(Q,=2m)+f(Q,-N[2n])
=f(H,)+f(H,.) (4.2)

olur. Benzer sekilde /, grafinin Fibonacci sayisi da n kosesini igeren ve icermeyen

bagimsiz kiime sayilarinin toplami seklinde hesaplanabilir.

f(H,)=f(H,-n)+f(H,-N[n])
=f(0,.)+f(H,,) (4.3)

olur ki (4.2) ve (4.3) denklemlerinden
f(Hn—l) :f(Qn—2)+f(Hn—2) (4-4)
elde edilir. (4.3) ve (4.4) denklemleri toplanarak

f(H,L)+f(H,)
(0,

F(u)+ [ (Q)+ f(H, L)+ f(H,,)
21(0,.)+f(0,-)

rekiirans bagintis1 elde edilir. O, grafinda n=1 ve n=2 i¢in Fibonacci sayilari
srrastyla f(Q,)=3 ve f(Q,)=7’dir. Bu degerler géz oniinde bulundurularak

rekiirans bagintis1 ¢oziiliirse,
1 n+l n+l
f(Qn)=5(1+\E) +(1-42)

olarak elde edilir.

Tanimm 4.5. G = (V,E ) grafi ve M < E(G)alt kiimesi verilsin. Eger M kiimesine ait

herhangi iki kenar G grafinda komsu olmuyorsa, yani ortak kdse ile bagli degilse bu

durumda M kiimesine bagimsiz kenar kiimesi (matching) denir.
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Tammm 4.6. G=(V,E) grafi ve ee E(G)kenar1 verilsin. Bu durumda G grafinin

Fibonacci sayisi,

f(G)=f(G-e)-f(G-N(e))

seklinde hesaplanabilir. Bu formiile G grafinin e kenari lizerinden indirgeme formiilii

denir.

Lemma 4.2. G =(V,E) baglantili bir graf ve x € V' (G) olsun. O zaman

F(G)<2f(G-x)

dir.
Ispat. x, G’nin herhangi bir kdsesi ve y de x’in komsusu olsun. 4, x’1 iceren bagimsiz
kiimelerin kiimesini ve B de x’1 icermeyen bagimsiz kiimelerin kiimesini gostermek

iizere tiim bagimsiz kiimelerin kiimesi,
S=4UB
seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse G —x alt grafinin bagimsiz kiimelerinin kiimesi

B’ye esittir.
’dir. Fakat

Her A—{x}e A4 kiimesi ayrica B’nin de elemani oldugundan |4|<|B

I{y}eB’ye A—{x}e A kiimesinde hi¢bir kiime karsilik gelmez. Ciinkii G baglantil

oldugundan x’in komsu oldugu en az bir y kdsesi vardir ki bu kdse G’nin x’1 icermeyen

bagimsiz kiimelerinde yer alir. Yani, x ile y koseleri komsu oldugundan asla aym

bagimsiz kiimenin elemani olamazlar. Bu yiizden {y}e B bagimsiz kiimesi A—{x}

seklinde elde edilemeyeceginden |4| < |B| olup S = AU B oldugundan

/(G)=|4]+|B|<|B|+|B|=2|B| =2/ (G - x)

elde edilir. o
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Tanim 4.7. k negatif olmayan bir tamsay1 olmak lizere G grafinin k-elemanlh bagimsiz

kiimelerinin sayis1 F; (G) ile gosterilir. Bu durumda G grafinin Fibonacci sayismin

f(6)=2F.(G)

k>0

oldugu agiktir.

Tamim 4.8. G =(V,E) bir graf ve vel olmak iizere G grafinin k-elemanl bagimsiz

kiime sayisi i¢in v kdsesi lizerinden indirgeme formiilii

F(G)=F,(G-v)+F,_ (G-N[v])
seklindedir.

Lemma 4.3. P, , n koseli bir patikayr gostermek tizere,
i) Fy(p,)=1

i) F(R)=n

dir.
Ispat.
i) P grafinin 0-elemanli bagmmsiz kiimesi sadece & oldugundan
F,(P,)=1 olur.
i)
° e —eo —0 °
1 2 3 4 n-1 n

P

n

Sekil 4.6.
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P grafinn 1-elemanli bagimsiz kiimeleri {1},{2},{3},...,{11} oldugundan

F(P,)=n olur.

iii)
Vo Vi v, Vs Voo Vaa Vau
® L L L 2 @— L L ]
P,
Sekil 4.7.

P ., grafinin k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayis1, v,kosesini icermeyen ve

iceren k-elemanli bagimsiz kiime sayilarinin toplami seklinde hesaplanabilir. O halde

F(P.)=F(B)+F.(P.)

olur. Burada P, grafinin v, kosesini i¢eren bagimsiz kiime sayisini hesaplarken,
v, ~Vv, oldugundan v, kosesi, v, kosesini i¢eren bagimsiz kiimelerin elemani olamaz.
Bu yiizden bu koselerin silinmesi ile P, , elde edilir. Ayrica v, kdsesini iceren bagimsiz
kiimelerin v, hari¢ geriye k —1 elemani olacagindan, v, ’1 iceren bagimsiz kiime say1s1
P, grafinin k—1 elemanli bagimsiz kiime sayis1 F,_ (P, ) kadar olur. Diger taraftan
v, kosesini igermeyen k-elemanli bagimsiz kiimelerin sayis1 P, —v, =P grafinin
k-elemanli Fibonacci sayisina esittir.

iv) Ispat1 n kdse sayisi iizerinden tiimevarimla yapalim.

. 0-k+1
n=0 i¢in F, (R)= ‘ =0 dur.

—k+1
n=m igin Fk(f;l):(m A ]; Osksunglﬂ olsun.

. m—k+2 5 ; o
n=m+1igin F, (P, )= . oldugunu gostermeliyiz. iii) den



Fk (Pm+] ) = F;( (Pm ) + Fk—] (Pm—l)
1

(m—k+1 L —(k—1)+1
B k k—1
m—k+1 m—k+1
= +
k k-1
m—k+2
k

elde edilir. o

Sonug 4.1. P, grafinin Fibonacci sayisi i¢in

f(R)=2F(R)

oldugundan

—k+1
Fn+] ZZ{n k ]

k>0

dir.
Lemma 4.4. C , n koseli bir dongii olmak tizere
D R(G)=I

i)  F(C)=n

n

i) £ (C)=F(P.)+F.,(P,); 1<k gﬂ%ﬂ ve n>3
—k—1
iv) Fk(Cn)zﬁ(nk_l ]; ISkSHgH ve n>3
dir.
Ispat.
i) C, grafinim 0-elemanli bagimsiz kiimesi sadece & oldugundan

F,(C,)=1"dr.

66
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ii) C, grafinin 1-elemanli bagimsiz kiimeleri {1},{2},{3},...,{11}
oldugundan F,(C,)=n olur.

iii) C, grafinin k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayisini, sabit bir v,

kosesini icermeyen ve iceren bagimsiz kiime sayilarmin toplami seklinde yazabiliriz.

Sekil 4.8.

C, grafinda v, kosesi, v, ve v, koseleri ile komsu oldugundan bu koseler v,
kosesini igeren bagimsiz kiimelerin elemani olamazlar. Bu yiizden C, grafindan v,, v,
ve v, koselerinin silinmesiyle P, , grafi elde edilir. Ayrica v, kdsesini igeren bagimsiz
kiimelerin v, hari¢ geriye k£ —1 elemani olacagindan, v, kosesini iceren bagimsiz kiime
sayis1 P_, grafinm k—1 elemanli bagimsiz kiime sayis1 F,_ (P, ,)kadar olur. Diger
taraftan C, grafinin v, kosesini igermeyen k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayisi
C,—v, alt grafinn k-elemanli bagimsiz kiime sayis1 ile ayni olup C,—v, =P |

oldugundan bu say1 F, (P, ) dir. Sonug olarak

Fk(C ):Fk(P—1)+F}c—1(R«—3)

dir.
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iv)

Fk(C):Fk(R:—l)+Fk—l(Prx—3)
n—1-k+1 n—-3—(k-1)+1
(e
n—k n—k—1
L
_ (n—k)! . (n—k-1)!
k!(n—2k)! ( )(n 2k)
(=R (n=k=1)t (n—k-1)
k(k—l)!(n—2k)! ( )( 2)

B (n—k—l)! n
T (k=1)!(n—2k)'k

_n n—k-1
okl k=1

elde edilir. o

Lemma 4.5. n >3 i¢in

1+ ZF =
k>1
dir.
Ispat.
= F.(C
k>0
=1+ F,(C

k21

seklinde yazabiliriz. Ayrica C, grafinin Fibonacci sayisi, f(C,)=L, oldugundan bu

iki esitlik birlestirilirse istenilen elde edilmis olur. o

4.1. Bir veya iki Déongii Iceren Graflarin Fibonacci Sayis

Tamim 4.1.1. Sadece bir tane dongii igeren baglantili G grafina unicyclic denir.
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Tamm 4.1.2.V'(G)| > 3 seklindeki bir G grafinin x kdsesinin G — ad,;, ,G doniisimii

H(x,y)

ile sabit bir y € V(H ) kosesi ile tutturulmasiyla (yani x kosesine H grafinin eklenmesi
ile) elde edilen grafa H-toplam grafi denir ve ad,, seklinde gosterilir.

Teorem 4.1.1. 7, n koseli bir orman olmak {izere

dir. (T =P, icin f(T)=F,,, T=K, i¢in f(T)=2" olur.)

Tamm 4.1.3. n koseli L, grafi,

adp () (Cp)

seklinde tanimlanir. Burada y e V(P,_, |) ve x e C, dr.

Tanim 4.1.4. n >d +1 mertebeli P, , grafi,

Ba= adlqv,,,d (F)

seklinde tammlanir. Burada x eV (F)) ve yeK,,_, dir (y merkez kose).

Tamm 4.1.5. n>6, k>3, [ >3 ve k+/<n olmak lizere n mertebeli R, grafi

R, = adC,(x,y)(Ln—lH,k)

seklinde tanimlanir. Burada xeV(L,_,,,,) ve yeV(C) dir.

Tanim 4.1.6. n > 5 ve k > 3 olmak Uzere n mertebeli C, , grafi;

C kT ade(x,y)(Cn—kH)

n,

seklinde tamimlanir. Burada x e V(C,_,,,) ve y eV (C,) dir.
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Teorem 4.1.2. 7, n. mertebeden bir agag ve ¢ap(T)>d ise

f(T)<F,  +2"F,

dir. (T =P,, i¢in f(T)=F, +2""F, olur.)

Teorem 4.1.3. G, n>3 mertebeli grafi unicyclic ise f(G)=L, dir. G=C, veya
G =L, durumunda f(G)=1L, olur.

Teorem 4.1.4. G, n>3 mertebeli ve bir tane dongii iceren herhangi bir graf ise
f(G)=L, dir.

Ispat. Eger G grafi baglantili ise unicyclic olur. Bu durumda Teorem 4.1.3.’den
f(G) =L, olur ki istenendir.

G grafi bir tane dongii igeren baglantisiz bir graf ise grafa kenarlar ekleyerek
baglantil1 hale getirebiliriz. Bu durumda G, unicyclic olur ve G’nin 6nceki duruma gore

baglantisiz kiime sayis1 azalir. Teorem 4.1.3.’den f(G) = L, olur ki istenendir. O

Simdi iki dongii i¢eren graflarin Fibonacci sayisini inceleyelim.
Lemma 4.1.1. k > 3 olmak tizere

i) S(R,33)=5F, 5, n=6
ii) SR, 5)= (Et—k—?s + F;—k—])F}c—z + (Fn—k—Z +Fn—k)F;c’ nzk+3
iii) SR, )=F F +(Fn—k—2 +Fn—k)Ec’ nzk+3

iv) S(C)=F F,+F

n—k+1

F, n2k+2.

Ispat.

i) Oncelikle n = 6i¢in dogrulugunu gosterelim. R, grafi agagidaki gibi elde

edilir.

Rz = adC;(x,y)(L4,3)

Ly=adp,(C)

olur.



4.3

Sekil 4.9.

Ry ;; grafinin tiim bagimsiz kiimelerinin kiimesi

S ={@.{1}.{2},{3}.{4}. {5}, {6} {1.4}.{1.5}.{1,6},{2,4}.{2,5}.{2,6}.{3,5}.{3.6}}
olup, Fibonacci sayist
f(Rgs5) =|S|=15=5F,

olarak elde edilir.

n 27 i¢in verilen ifadenin dogrulugunu gosterelim.

R, ;= adg(x,y)(Ln—z,s) ve L, ,,= ad81,4(x,y)(c3)

olup
1 n—1
@ @
2
Rn,3,3 n
Sekil 4.10.
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R 5, grafinin x kosesi lizerinden indirgeme yaparak Fibonacci sayisini hesaplayalim.
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fx (Rn,3,3)+f—x (Rn,3,3)
f(L"—4,3)+f(PZ)f(Ln—3,3)
f(ad, C)+3f(ad, C)

f(R,;5)

olup asagidaki gosterilen ad, C; grafinm x, késesinde ad, C, grafinm da x

kosesinde indirgeme yapilirsa

n—>5 n—4
® L @— [ @— L
1 2 7 n7 1 2 n-6
ad, C, n—4 ad, C, n-3
Sekil 4.11.

F(Ryss) =1 (ad, C)+ 1, (ad,,"_ﬁC3)+3( 1 (ad, C)+ 1, (ada_sC3))

= f(R«—s) + 3f(Pn—7) + 3(f(Pn—7) + 3f(Pn—6))
=F ,+6F +9F, .

=10F, ,+5F

=5F, _,+5F,

=5F,

olur ki elde edilmek istenendir.

ii) R, 5 ve L _,, graflari

R, ,=ad. (L, ;)

L, ,,=ad, (C)

seklinde tanimlidirlar.
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2 n-k-2  n-k-
@ L4

R 3

n,k .3

Sekil 4.12.

R, ,; grafinda x kosesi tizerinden indirgeme yapilarak Fibonacci sayisi hesaplanirsa

f(Rn,k,3) =/, (Rn,k,3 ) + /. (R"Jfﬁ)

(4.5)
= F(Py) f(Lyions) + f (B) S (Lyis)

olur. Burada L, ,; ve L, _,, graflar1 g6z 6niine almarak Fibonacci sayilari

n—-k-2
L
1 2 n-k-4
n—k-1
Ln—k—1,3
Sekil 4.13.
f(Ln—k—],3) =/ (Ln—k—],3 ) +/, (Ln—k—],3)
= f(Pn—k—S ) + 3f(Pn—k—4)
n—k-1
@ @ @
1 2 ... nk-3
n—k
Ln—k,3

Sekil 4.14.
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f(Ln—k,3) =/ (Ln—k,3) +/, (Ln—k,3)
= f(f)n—k—4) + 3f(Pn—k—3)

olarak elde edilir. Bu degerler (4.5) de yerine yazilirsa

k
= Fk—2 (Fn—k—4 + 3Fn—k—3) + F;t (F:’l—k—fs + 3F:1—k—2)
=F, (Fn—k—2 +F, 5t F;:—k—3) +F, (Fn—k—l +F, o7 Fn—k—Z)
=F, (Fn—k—l + F;,—k—s) +F, (Fn—k + E1—k—2)

olur.

iii) R,,,, grafinn tammmndan R, , , =ad. (Lk+l,k) olur. Buradaki L,
grafi da L, =ad, (C,)olarak tanimlidir. Bu durumda R, , grafi asagida
gosterildigi gibidir. R, , grafinn Fibonacci sayist x kosesi lizerinden indirgeme

yaparak hesaplanirsa

x=1 (n-k)

k 1 !

n,k.n—k

Sekil 4.15.

f(Rn,k,n—k ) = f;c (Rn,k,n—k ) + f—x (Rn,k,n—k )

=f(Bs) f(Boa)+ f(Ba) £(C)
=F b +FL
=F .k, + (F;—k + F;—k—z)F;c

olur.
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n—k+1

iv) C,, grafinin tanimindan C,, = ad. (C,_,.,) olup asagidaki graf verilebilir.

3 3

K (n-kF
Cn,k

Sekil 4.16.

C,, egrafinda x kosesi Uzerinden indirgeme yapilarak Fibonacci sayisi

hesaplanirsa

f(Cn,k) =/ (Cn,k) +/ (Cn,k)

:f(PIf—3)f(Pr:—k—2)+f(Pk—])f(Pn—k)
=FF  +EE

n—k+1

olur. o
Sonug 4.1.1. k>3, n>k+3igin f(R, ;)< f(R,,,)<f(C,) dr.

Ispat. n >k +3 igin

F:’l—k—3 < Fn—k—2
Fn—k—] + F:’l—k—3 < Fn—k—] + F:'l—k—Z

Fn—k—] + F:’l—k—3 < Fn—k
(Fn—k—] + Fn—k—3 )Fk—2 < Fn—kF}t—2
(Frsa + Fs) H (B + B ) B < B F L+ (F 0+ FL)F

F(Ras)<f(Rps)

olur. n =k +3 i¢in de esitlik gerceklenir. Ote yandan



f(Cop)=F,  Fy+F, . F,

:(Fnk_ElkZ)F +(F +F;:kl)F
=F _F,_ +(F +Fnk2)F -F _ Lk ,+F_ F,

( nknk) nk4)(F}c_F}c—l)+Fn—k—3F}c
( n,k,n— k)+ nk3 nk4(Ef—l+Ec— )+Fnk4F
( nk,n— k)+Fnk3F F;lk4F

olup
f(Cn,k)_f(Rn,k,n—k):Fnk3F —F, . f,>0
olur. Tiim bu esitsizlikler birlestirilirse

f(Rn,k,3) < f(Rn,k,n—k) < f(C"’k)

.. . O
olur ki istenendir.

Lemma4.1.2. n>6, k>3, />3 ve k+1<n olmak lizere

f(Rn,k,l) 2 f(Rn,3,3) =5F, ,

dir. (kK =/=3 durumunda esitlik gergeklenir.)
Ispat.

Oncelikle n >k +/+1 durumunu gz 6niine alalim. R, grafi,

R, = adC,(x,y)(Ln—lH,k)

seklinde elde edilir.
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2" 3

n-k-I+1 n-k-1+2
A'—

® v

(k—1y R, -1

Sekil 4.17.

olup Fibonacci sayis1

f(Rn,k,l) =/ (Rn,k,l ) + /., (Rn,k,l)
= f(Bs) S (Lyias) + £ (B) S (L)

olur. L _,,, ve L, graflari unicyclic graflardir. Bu durumda Teorem 4.1.3.’den
f (Ln_k_l,l), en kugtik degerini L, ,=C,_, , veya L, _,_,, =L, ; olmasi durumunda
alir. Bunun i¢in /=n—-k—1 veya /=3 olmalidir. Benzer sekilde f (Ln_k,,) en kiiciik
degeri L, ,,=C,, veya L, =L, durumunda elde edilir. Bunun i¢in / =n—k veya
[ =3 olmalidir. Sonug olarak f (Rn,k,,) degerinin en kii¢iik olmast i¢in /=3 olmalidir.

Yani, f (Rn,kj) minimum deger olur. Ayrica /=3 i¢in R, =R, ;, dir. Asagidaki

sekillerden bu izomorfizm kolaylikla goriilebilir.

I 2! (n-k=-2) (m—k-1)
@— @

k_2 k_l Rn,k,3 2N

Sekil 4.18.
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>
1 2 n—-k-2
@ L g
(k=1) ,
3" R, 5, (k-2)
Sekil 4.19.

Benzer diistince ile f (Rn&k) degeride k=3 i¢in minimum olur. Lemma 4.1.1.

i) den f(R,,)25F,_; idi. Bu durumda

S (Ry51)25F, 5

olur. Ayrica R, , ; =R, ;, oldugundan

S(Roia)=f(R,) 2 5F,

olur. f (Rn,kj) degeri f (Rn,k,,) icin minimum deger oldugundan

S(Ris)= S (Riss) =S (R,5) = 5F,

olur. Simdi de n =k +/ durumunu goz 6niine alalim. k£ =/=3 ise Lemma 4.1.1. i) den

f(Rn,k,l) = f(Rn,3,3) =5F, ,

olur.

k>3 vel>3ise n>k+4olup Sonug 4.1.1. den

f(Rn,k,l) = f(Rn,k,n—k) > f(Rn,k,3) 2 f(Rn,m) =5F, ,

olur. o
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Teorem 4.1.5. G, n. mertebeden (n > 6) iki ayr1 dongii igeren keyfi bir graf olsun. Bu

takdirde

f(G)25F,

dir. (G=R,,; i¢in f(G)=5F,_, olur.)
Ispat. Ispati G grafinin R,,, grafina izomorf olup olmamasi durumuna gore

inceleyelim.

1. Durum :G =R, ,, ise Lemma 4.1.2.”den

olur.

2. Durum: G ;-/Rn,k,, icin ispat1 n kose sayisi ilizerinden tlimevarimla yapalim.
G;-/Rn,k,, oldugundan »n >7dir. n=7 mertebeli ve ayrik iki dongii iceren G grafi

G ;-/ R asagidaki graflardan birine izomorf olmak zorundadir.
n.k,l

Sz0]

G veya G

Sekil 4.20.

G’nin her iki durumu i¢in de gerekli incelemeler yapilarak f (G) > 5F, oldugu
goriiliir.

olsun.

m=3

m mertebeli ayrik iki dongii iceren keyfi bir H grafi icin f (H ) =5F
GZR,,, oldugundan der,(x)=1 olacak sekilde x eV (G) kosesi vardir. Bu

durumda
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S, G grafindan elde edilen herhangi bir bagimsiz kiime ve S° da G-x
grafindan elde edilen herhangi bir bagimsiz kiime olmak iizere x ¢ S ise x € S" olacak

sekilde en az bir S bagimsiz kiimesi vardr.

G —x grafit n —1 mertebeli oldugundan hipotez geregi

S(G=x)= [(G)25F . =5F,,

olur.

S’, G- N[x] grafindan elde edilen herhangi bir bagimsiz kiime olmak iizere

xeS ise S$=8"U{x} olacak sekilde en az bir S’ bagimsiz kiimesi vardur.

x, yaprak oldugundan |N[x]|:2 olur. Bu takdirde G — N[x] grafi n-2

mertebeli ve en az bir dongii igeren graftir. Bu durumda G — N[x] grafinin icerdigi

dongii sayisina gore G grafinin Fibonacci sayisini inceleyelim.
1. Durum: Eger G — N[x] grafi iki dongii i¢eriyorsa, hipotezden
f(G - N[x]) = fx(G) 2 SEn—Z)—3 =5F, 5

olur. Sonug olarak

f(G)=1.(G)+1.(G)
>SF  +5F,_, =5F

olur ki istenendir.

2. Durum: Eger G — N[x] grafi tek dongi iceriyorsa Teorem 4.1.4’ten

f(G)=L,,

olur. Sonug olarak
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f(G)=1.(G)+/.(G)
>1,,+5F,,
>2F ,+F ,+5F_,
>5F ,

olur ki istenendir. O

Lemma 4.1.3. n>5, 3<k <n-2 olmak iizere

f(Cn,k)Zf(Cn,3):Fn—4+3F 25F, ,

n-2 —

dir. Ayrica
i) f(Cn,k) = f(CnJ) olmasi igin gerek ve yeter sart k=3 veya k=n—-2
olmasidir.

i) f (CM) =5F _, olmas1 i¢in gerek ve yeter sart 7 =5 olmasidir.

Teorem 4.1.6. G, n. mertebeden (n>5) iki dongii igeren keyfi bir graf olsun. Eger

G’deki dongiiler bir ortak kdse iceriyorsa bu durumda

f(G)=3F _,+F, _,

dir. (G=C,; i¢in f(G)=3F,_,+F,_, olur.
Ispat.
i) G=C,, ise Lemma 4.1.3.”den

olup ispat tamamlanir.
ii) G/’-ch,k icin ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. G;—/Cn’k ise bu

takdirde n > 6 dir.

n =6 icin G grafi asagidaki graflardan birine izomorf olmak zorundadir.
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O

G veya G

Sekil 4.21.

Her iki grafda da gerekli incelemeler yapilarak
f(G)23F,+F,

oldugu goriiliir.
m. mertebeden ve tek bir ortak kosesi olacak sekilde iki dongii igeren herhangi
bir H grafi i¢in

f(H)=3F,

m-2

+F

olsun.

G£C,, oldugundan der, (x)=1 olacak sekilde x €/ (G) vardir. Bu durumda

/(6)=1.(G)+1.(G)

dir. S, G grafindan elde edilen herhangi bir bagimsiz kiime ve S° da n—1 mertebeli ve

ortak bir kosesi olacak sekilde iki dongii iceren graf olan G —x grafindan elde edilen
herhangi bir bagimsiz kiime olmak iizere x ¢ S ise x € S” olacak sekilde en az bir S

bagimsiz kiimesi vardir.

G —x grafi n —1 mertebeli oldugundan hipotezden

f—x (G) 2 3En—1)—2 + En—])—4 = 3Fn—3 + Fn—5
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olur. §', G- N[x] grafindan elde edilen herhangi bir bagimsiz kiime olmak iizere

xeS§ ise S=S"U{x} olacak sekilde en az bir S’ bagimsiz kiimesi vardir. Diger
taraftan x, izole kose oldugundan |N [x]| =2dir. Burada G — N[x] grafi i¢cin 3 farkl

durum soz konusudur.

1. Durum: Eger G — N[x] grafi iki elemanter dongii igceriyorsa, yani G grafi

Sekil 4.22.

seklinde ise 0 zaman G — N[x] grafi n —2 mertebeli oldugundan hipotezden

fx (G) 2 3En—2)—2 + En—Z)—4 = 3Fn—4 +F,

olup,

S(6)=1.(G)+1.(G)
23F ,+F (+3F _,+F, .
>3F ,+F, _,

dir.

2. Durum: Eger G — N[x] grafi hi¢ elemanter dongii igermiyorsa, yani G grafi

X
G

Sekil 4.23.

seklinde ise 0 zaman G — N[x], n—2 koseli bir aga¢ olur. Teorem 4.1.1.’den
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fx (G) Z En—2)+] = Fn—]
olup

f(G)=1.(G)+/.(G)
2 Fn—] + 3F;1—3 + Fn—S > 3Fn—2 + F:’l—4

olur.

3. Durum: Eger G — N[x] grafi sadece bir tane dongii igeriyorsa, yani G grafi

G
Sekil 4.24.

seklinde ise Teorem 4.1.4.’ten

f;c (G) 2 Ln—2

olup

f(G)=f(G)+ 1..(G)
2L ,+3F _+F _.>3F ,+F,_,

dir. o
Tamm 4.1.7. K|, , yildizina ayrik iki 3-dongi icerecek sekilde iki kenar eklenmesi ile
elde edilen n > 5 mertebeli grafi, H, ;, seklinde gosterilir.

Teorem 4.1.7. G, n > 5 mertebeli ve iki dongii iceren baglantili herhangi bir graf olsun.

Bu takdirde

f(G)<1+9.2"%



dir( G=H,,, igin f(G)=1+9.2"" dir.)

Ispat. n =5 icin dogrulugunu gésterelim.

H

533

Sekil 4.25.

grafin1 goz Oniine alalim. O zaman x kdsesi lizerinden indirgeme yapilirsa

f(H5,3,3) =/, (H5,3,3)+ S, (H5,3,3)

=1+ f(B)f(R)
=1+ FF,
=143.3=10<1+92"°=10

olur. n =6 i¢in dogrulugunu gosterelim.

H

6,33

Sekil 4.26.

f(H6,3,3) =/, (H6,3,3 ) +/. (H6,3,3)

=1+2f(P,)f(B)
=1+2F,F,
=14233=19<1+92%°=19

olur.

n > 7 icin ti¢ durum s6z konusudur.

1. Durum: G=H 1se

n,3,3

x, H, ;; grafinda maksimum dereceli kdse olsun. Bu takdirde

85
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Sekil 4.27.

f(Hn,3,3) = fx (Hn,3,3)+ f—x (Hn,3,3)
=1+ /(B)f(R)f(K,.s)
=1+9.2""

olur ki istenendir.
2. Durum: G =R ise

R, 6< p<n olmak tizere H ,,, grafinin en az bir yapragina en az bir yaprak
eklenmesi ile elde edilen bir graf olsun. y e V(Hp’m) yapragina eklenen R grafindaki

yapraklar {y,,7,,...,, } (k 1) seklinde gosterilsin. Ayrica

V(R)=V(R) ve E(R)=[E(R)\{yiypps v O {vmvsse v }]

seklinde elde edilen graf R” ile gosterilsin.

Y1 Y Y3 Vi Y2

Hp 33 R R

Sekil 4.28.
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R ve R" graflar igin
f(R)>f(R)
dir. Gergekten R , R—xy grafinm x’1 igeren bileseni olmak tizere

S(R)= /. (R)+/.(R)

\

S(R) =7 (R)=£.(R)2"+ [ (R)2 =[ £.(R)2" + /. (R,)(1+2")]
=(1-2) £.(R) + (2 ~1) 1, (R,)
=(2"-1)(/.(R)-1.(R,))

olup f (R)> f.(R) oldugundan f(R*)>f(R) dir. Benzer sekilde p ile iteratif

olarak

elde edilir. Bu durumda
f(R*):f(Hn,3,3)>f(R)

olup 1. durumdaki sonu¢ kullanilarak
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1492 = f(H,,;)> f(R)

olur.

3. Durum: G;—/HM3 ve G;-/R ise G grafinda cap(7)>5 olacak sekilde bir

kapsayict agag¢ vardir. Teorem 4.1.2.°den
f(G)< f(T)SF_ +2"F,=F,+2""F;=5+82""<92""+1

olur ki istenendir. o
4.2. Agaclarda Fibonacci Sayisi

Bu kisimda bazi 6zel agaglarin Fibonacci sayilart ile iliskileri verilmistir.
Oncelikle Broom graflar1 tanmimlanarak, bu graflar iizerindeki incelemeler sonucu

agaclarm Fibonacci sayilari i¢in bir st smir elde edilmistir. Ardindan P, . ve
T, . ., agaclari tammlanarak, Fibonacci sayilarina gore bu agaglar siralanmistir.

ny,ny,n

Tanim 4.2.1. d >3, n>d+1 ve 1<k<n-d olmak lizere (n,d,k) tamsay1 t¢liisi
verilsin. P, | :x,...x, , patikasinda x, kosesine k tane ve x, , kosesine de n+1-k —d
tane yaprak eklenmesi ile elde edilen grafa sipiirge (broom) graf denir ve B, ,,

seklinde gosterilir.

X, X3
@— @
B n,d .k
Sekil 4.29.

Bn,d,k stipiirge graft n. mertebeden d c¢apl bir agagtir. x; ve x,, koseleri bu
agacin iki kokiinii olusturur. Ayrica x; ve x,, koklerine sirasiyla k ve n+1-k—-d

tane yaprak baghdir.
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B,,, ve B,,,, suplrge graflarina basit siipiirge denir. Asagidaki sekilden de

n,d,n—

anlagilacagi gibi bu graflar izomorf graflardir.

oy XX 25 Yo 1
® L @ L @ L @ L J
Bn d,] Bn,d,n—d

Sekil 4.30.

Lemma 4.2.1. d >3 ve n>d +1 olmak iizere (n,d) ikilisi verilsin. Bu durumda

f(Bn,d,] ) = f(Bn,d,n—d) =F, + 2n_dF:1+1

dir.
Ispat. B,,, ve B,,,, graflart izomorf graflardir. Dolayisiyla Fibonacci sayilari esit

olacagindan sadece birini géz dniine alalim.

x2 x3 xd—] xd

@ @ @ L )
Bn,d,n—d
Sekil 4.31.

P

et - XX, ... X, patikast B, , ., grafinin ¢apmi belirleyen patikayr gostersin.

B, , ., grafinin Fibonacci sayisini, grafin x, kosesi iizerinden indirgeme formiilii ile

hesaplayabiliriz. Yani
f(Bn,d,n—d ) = fxl (Bn,d,n—d ) + f—xl (Bn,a',n—d )

olur. Asagidaki graftan da kolayca goriilebilecegi gibi f~ (Bn, dnd ) =f (Bn, dnd —{xl})

olup
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ol
o2
x2 x3 xd—] xd
: [ = @ @ @
[
n—d
Bn dn-d {xl }
Sekil 4.32.

f(Bn,d,n—d _{xl}) = f(Kn—d)f(Pd—l)
—2ip

olur. Ote yandan f, (B,,,,)=/(B,4.s—N[x]) oldugundan ve yine asagidaki

X

graftan da kolayca anlagilabilecegi gibi B, ,,_, — N[x,]= P,_, oldugundan

X3 X4 X X,
[ = @ @ ®
Bn,d n—d - N[xl ]
Sekil 4.33.

olur. Sonug olarak B, ,, , grafinin Fibonacci sayisi

f(Bn,d,n—d):f;cl( ndnd) f— ( ndnd)
—f( nda—d [ ]) ( ndn—d_{xl})

=F,_ +2""F,

dir. o
Teorem 4.2.1. d >3, n>d +1 ve 1<k <n-d olmak iizere (n,d,k) igliisii verilsin.

O zaman asagidaki ozellikler saglanir:
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i) F(Byay)=Fiy+ (2 +2)F,,+2"""F,, (K'=n-k-d+1)

ii) f(Bn,d,k ) <F,+2"F,,.

Ispat.

i) Oncelikle B siipiirge grafindaki bagimsiz kiimeleri sayalim.

n,d k

P

et - XX, ... X, patikasi, B, ,, grafinin kapsadigi maksimum uzunluklu patika olsun. x,,

grafin & tane yapraginin baglh oldugu kok ve x, , de k'=n—d +1-k tane yapraginin

bagli oldugu diger kok olsun.

Sekil 4.34.

B, ,. grafinin Fibonacci sayisim1 x, kosesi lizerinden indirgeme formiilii ile

hesaplayalim.
1 |
5 o °
= xO
[ 2

) X, X, o Y X |
L °
k k

Bn,d,k - {xl} = Kk i Bn—k—l,d—Z,]

Sekil 4.35.

sekilden de gorildigi gibi

dir. Bu durumda



f(Bn,d,k - {xl }) =/ (Fk o Bn—k—l,d—Z,])

= f(Fk)f(Bn—k—],d—Z,])
_ ok (Fd—Z n 2n—k—d+]Fd_] )

dir. Ote yandan
B, = N[xl] =B, 24

olup

f(Bn,d,k —N[x]]) = f(Bn—k—Z,d—3,l)
— de_3 +2n—k—d+] de_2

seklinde elde edilir. Sonug olarak B, ,, grafinin Fibonacci sayisi

f(Bn,d,k) = f—xl (Bn,dk)+fxl (Bndk)
:f( { })"‘f( ndk [xl])

:2k(F +2nkd+l )+F +2nkd+]Fd_2
:2"(F +2FF )+F +2"F,
=F,_,+F,, (2" +2F )+2""“‘Fd_]

olur ki istenendir.

ii) B, ,, grafinin Fibonacci sayisi formiiliinde (yani 1) de) k£ =1 alinarak

f(Bn,d,l ) = Fd_3 + (2 + 2n_d )Fd_2 + 2n—d+]1_7d_1
=Fi # Fra 2 (F )
_F +2" dFd+]

olur.k = n—d i¢in de benzer sekilde hesaplama yapilir.
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I<k<n-d icin
f(Bn,d,k ) <F,+ 2" F,
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

2k +2n—d+]—k < 2+2n—d
oldugunu gostermeliyiz. &« =n —d olsun.

k<n-d
k<a
2k <2
2k+] < 2a+]
(241 -1)2" < (25 1) 2"
22k +2a+] < 2a+k +2k+1

2k+2n—d+]—k<2n—d +2

olup

F'd_3 + (2k +2n—d+l—k)Fd_2 + 2n—d+] Fd_l < E1_3 + (2 + 2n—d )F:j_z + 2n—d+l F:l_l
f(B"’d’k) < FZI + 2n_dF:iH

olur. o

Sonuc 4.2.1. 1< d <3 olmak iizere d ¢apl n. mertebeden bir agac i¢in

f(T)<F,+2""F,,

dir. Ayrica

i) d=1i¢in T=K, olup f(T)=F,+2"'F,,, olur.

+1

ii) d=21icin T=K,  olup

1,n-1

93



94

f(T)=F,+2""F,,

olur.

iii) d=3i¢in T =B, ,, olup 1<k <n-3 olmak iizere
f(T)<F,+2""F,,,

olur. (ke {l,n - 3} icin esitlik elde edilir.)

Sonu¢ 4.2.2. d >3 ve n>d +1 i¢in

S (Bras)< S (Boas)

dir.
Ispat.
1<2"
F,,<2""F,,
F,—-F, <2 (2F,-F,,)
F,+2""F,  <F,_ +2"“VF,
f(Bn,d,])< f(Bn,d—],])

olur ki istenendir. O

Tamm 4.2.2. G herhangi bir aga¢ ve v,,v,,...,v, bir patika olmak lizere P, voG Ve

T agaclar1 asagidaki sekilde gosterildigi gibi tanimlanir.

nysnp N3

G
® @— @ L L 4 ®
Vi Va Vi Vi Vi Viat  Va
])n V.G

Sekil 4.36.
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1,1 503

Sekil 4.37.
Tamm 4.2.3. G ve H graflar1 verilsin. Eger f(G)2 f(H) ise G2 H seklinde
srralanirlar. f(G)> f(H) oluyorsa G > H seklinde siralanir.

Teorem 4.2.2. n=4m+i,i€{1,2,3,4} ve m>2 olmak iizere

ny,,G nvy,G nVymi2psG nVypi1,G e n,v3,G n,v,G

dir. Ayricai=1 veyai=2 1se p=0,i=3 veya i=4ise p=1olur.
Ispat. P, , ; grafinmn v, kosesi lizerinden indirgeme yaparak Fibonacci sayisini

hesaplayalim. f(G—-v,)=4 ve f(G—N[v,])=B olsun. Bu durumda

F(Pc)=r (Poc)+ o (Pe)

=f(R_ ) (G-NW]))f (P, )+ f(P.)f(G—v)f(P,,) (4.6)
= BF;an—kH + AE{+]Fn—k+2
olur. Ayrica
L _ap
! 5
Ve

F F _ La+b _(_1)0 Lb—a

a® b 5
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oldugundan

B aa+b+ﬁa+b_(aﬁ)“ B —(aﬁ)a s

olup bu esitlik kullanilarak (4.6) denklemi yeniden diizenlenirse;

f(P ) = AF\F, ., + BE,F,

n,v,G n—k+1

_ Al:Ln+3 - (_15)k+] Ln—2k+] :l n Bl:LnH — (_;)k Ln—2k+l ]0 (4.7)

1
_ g(AL +BL, +(-1) L, 5., (4 B))

n+3 n+1

olarak elde edilir.

G-N [vk] grafinin her bir bagimsiz kiimesi ayn1 zamanda G —v, grafinin da

bagimsiz kiimesi oldugundan B < Adw. Ayrica P

n,v,G NV f41,G

dir. (4.7) esitligi

kullanilarak i € {1,2}i¢in

n.vy,G nyg, G 7ottt nVy .G Yy, G 7Ot n,v;,G n,v,G

i €{3,4} i¢in

n,v,,G n,vy,G nVyue2,G nVyu41,G oo nv;,G nv,G

olur. o

Sonug¢ 4.2.3. G = P, alinarak asagidaki izomorf graflar elde edilir.
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1
V}’l
1
e ® ® ° ® e .-
12 v, v, v, V., V., 1 2 3 n—-4 n-3
I)n,v2 G = T;,l,n—S
1
V}’l
1 2 3
e - °
.- ® ® ® ® ® .- o ® °
v, v, v, v, Vi V., V. 1 2 3 n-6 n-35
I)n,v4 G - 7-;,3,11—5
1
V}’l
1 2 3 4
® - o °
.- ® ® ® ° ° P ® ® °
v, Vv, vV, Vs Vg v, 1 2 3 n-=7 n—-6
])n,vS,G = 7-;,4,11—6
V}’l
[ & L 2 @ @ L J @ @ L J
v, Vv, v, v, V., V., 3 n-5 n-4
])n,v3,G = Tl,2,n—4

Sekil 4.38.
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graflar1 goz Oniine alinarak ve Teorem 4.2.2. kullanilarak

T,

I =T —...>=T =T

1,3,n-5 e 1,4,n—6 1,2,n-4
clde edilir. Benzer sekilde G = P, alinip, Teorem 4.2.2.’den

T,

2 Lnd =T =T =T

2,3,n-6 o 2,4,n-7 2,2,n-5

elde edilir. Ayrica 7, , =T, oldugundan yukaridaki siralamalar birlestirilirse

2,1,n—4

T,

- =T —...>=T =T

~ T s T, ~ T 2,3,n-6 te 2,4,n-17 2,2,n-5

1,3,n-5 e 1,4,n—6 1,2,n-4
olarak elde edilir.
4.3. Kuvvet Graflar

Tanim 4.3.1. G, n koseli herhangi bir graf olmak iizere G’de aralarinda maksimum &

uzaklik bulunan koselerin bir kenar ile baglanmasi sonucu elde edilen grafa G grafinin

k. kuvvet grafi denir ve G(n,k) veya G' seklinde gosterilir,
G grafi ile G(n,k) kuvvet grafi ayni1 kdse kiimesine sahiptirler.

Ornek 4.3.1. P, patika grafinin 2. kuvvet grafi agagida gosterildigi gibidir.

vy Y, Vs Vs Vs Vs Va2 VooV,

P =P(n,2)

n

Sekil 4.39.

Ornek 4.3.2. P, patika grafinin kiip grafi G = P = P(9,3) asagidaki gibidir.
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V] vz V3 v4 V5 V6 V7 V8 V9
3
P =P(9,3)
Sekil 4.40.

Ornek 4.3.3. C, ve C,, dongiilerinin kare graflar1 asagidaki gibidir.

v

Sekil 4.41.

Sonuc 4.3.1. Herhangi bir G grafi i¢in
i) G(n,0), kenar igermeyen n kdseli bir graftir.

ii) G(n,1)=G dir.
iii)  Eger G baglantili bir grafise » >n—1 i¢in G(n,r) =K, olur.

Sonuc¢ 4.3.2. G(n,O) grafinin k-elemanl bagimsiz kiimelerinin sayis1 ve Fibonacci

sayisi;

Fk(c(n,o)):@, 7(G(n,0)=2"

dir.
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Simdi P(n,r) kuvvet grafinin Fibonacci sayisini hesaplayalim.

r=1 1icin P(n, 1) = P, grafinin Fibonacci sayilari

dir. r>2 i¢in F, (P(n,r)) ve f (P(n,r)) degerleri asagidaki lemma ile verilmistir.

Lemma4.3.1. n>1, >0 ve 0<k <n igin
E{(P(n,r)):F;{(P(n—l,r))+Fk_1 (P(n—l—r,r))

dir.

Ispat. G =P(n,r) grafinda v, ug kdse olmak iizere

G-v,=P(n-1r)
G—N[vo]zP(n—r—l,r)

oldugu goriiliir. Bu ug kdse iizerinden indirgeme yapildiginda

F(G)=F(G=v)+Fi(G=NIv))
F(P(n,r))=F, (P(n=1r))+F_(P(n-1-r.r))

elde edilir. o

Teorem 4.3.1. >0 ve 0 <k <n olmak lizere

n+r—rk]

Fk(P(n,r)):( L

dir.
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Ispat. Oncelikle 7 <7+1 durumunu gz éniine alalim. Bu durumda P(n,r)=K, olur.

Bu yiizden

olur ki teoremin ifadesi dogrudur.
n>r+2 icin ispatt n kose sayisi lizerinden tiimevarimla yapalim. »’den kiiciik

tiim degerler i¢in teoremin ifadesi dogru olsun. Bu durumda

n+r—r.k]

A",

oldugunu gosterelim. Lemma 4.3.1.’den

ﬂ(P(n,r)) F}((P(n—l,r))+E{_] (P(n—l—r,r))

(n=D+r—rk (n—r=D+r—r(k-1)
LA
n—1+r—rk n—1+r—rk
L
n+r—rk

(" ]

olur. o

Teorem 4.3.2. n>r+2 i¢in
f(P(n,r)):f(P(n —1,r))+f(P(n—r—1,r))

dir.
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Ispat. Lemma 4.3.1. ve

S (P(nr)= 2 F (P (n.r)

k

den istenilen sonug elde edilir.
Simdi de C(n,r) kuvvet grafinin Fibonacci sayisini hesaplayalim.
r=11i¢in C (n,l) =C, grafinin tim k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayis1 ve

Fibonacci sayis1

1 k=0

F(C)=1n(n-k-1 l<k<
k\ k-1 T

nin— k-1
C)l)=1+)> — =L
dir. o

r=2 i¢gin C (n,2) grafinin tim k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayisi

asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.3.3. n>6 ve 0<k <n igin
i) Q(C(n,2))=ﬂ(P(n—2,2))+2ﬂ_l (P(n—5,2))
i)  f(C(n2))=f(P(n-2,2))+2f(P(n-52))

olur.

Ispat. C(n,2) grafinin v, kdsesi iizerinden kdse indirgeme formiiliinden

~
—_
@
—_
S
M
N—
N—
Il

(4.8)
F.(C(n,2))=F,(C,-v,)+F,(C,—N[v,])

seklindedir. Asagidaki sekillerden de kolayca goriilebilecegi gibi
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C(n,2) C(n,2)-v,=P(n-12)+e

Sekil 4.42.

S(C =) =1 (P(n=1,2)+e),
k(Cn—vn)zF}{(P(n—l,2)+e) (4.9)

\

Sekil 4.43.

f(C,=Nv,J)
F,(C, - N[v,))

f(P(n-52)),
F_,(P(n-52)) (4.10)
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olur. (4.9) ve (4.10) degerleri (4.8) da yerine yazilirsa

f(C(n,2))=f(P(n-12)+e)+ f(P(n-52)),
F(C(n,2))=F, (P(n-12)+e)+F,_(P(n-52))

olarak elde edilir. P(n — 1,2) + e grafinda e kenarinin v, ug kosesi lizerinden indirgeme

yapilirsa

(P(n-1,2)+e)—v, =P(n-2,2),
(P(n-1,2)+e)-N[v]=P(n-52)

oldugundan

/((P(n=12)+e))= 1 (P(n-2.2))+ / (P(n-52)),
F(P(n-2.2))+F_ (P(n-52))

T
—_—
—_

=

—_

S
|
—
[\
~—~—
+
Q
~—
~——
I

f(C(n,2))=r(P(n-2.2))+21(P(n-52)),
1 (C(n,2))=F,(P(n-2.2))+2F_ (P(n-52))

elde edilir. o

Teorem 4.3.4. n>6 ve 0<k <n i¢cin

F(C(n2))= (” ‘kzk] . 2(11 —kl_—lzk]

dir.
Ispat. Teorem 4.3.3.’den

F(C(n,2))=F,(P(n-22))+2F,_ (P(n-52))
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ve P(n,r) kuvvet grafinin k-elemanl bagimsiz kiimelerinin sayis1

olup

F(C(n.2))=F,(P(n-2.2))+2F,_ (P(n-5.2))

n—-2+4+2-2k n—=5+2-2(k-1)
= +2
k k-1

n—2k n—1-2k
= +2
W

olur. o

Teorem 4.3.5. » >0, n>2r+2 olmak ilizere k£ >1 i¢in

f(C(n,r)):f(P(n—r,r))+r[f(P(n—1—2r,r))},
F, (C(n,r)):Fk (P(n—r,r))+r[Fk_] (P(n—l—Zr,r))}

dir.
ispat. C(n,r) grafinin kdseleri 1,2,...,n seklinde etiketlenir ve swasiyla 1,2,...,r

koseleri tizerinde indirgeme yapilirsa

~
—_
@
—_
S
~
N—
N—
Il

f(G,)+f(P(n—1—2r,r)),
F(C(n,r))=F.(G)+F,_(P(n-1-2r,r))

olur. G

» 1 kosesinin kaldirilmas: ile elde edilen graftir. 1 kosesi ve bu kosenin

komsularinin kaldirilmasi ile elde edilen graf ise P(n -1- 2r,r) kuvvet grafidir. Fakat

G,, ne bir patika grafin ne de dongii grafin kuvvetidir. Bulunan bu esitliklerin daha

kolay anlasilabilmesi i¢in asagidaki C(n,3) Ornegi verilmistir.
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C(n,3)-{1} =G, C(n,3)-N[1]=P(n-1-23,3)=P(n-17,3)

Sekil 4.44.

G, grafinda {2} kosesi lizerinden indirgeme yapilirsa

f(G]) :f(G2)+f(P(n—1—2r,r))
olup, buradan

£(G)+2f(P(n—1-2rr)),
F(C(n,r))=F,(G)+2F_ (P(n—-1-2rr))

~
—
@
—_
S
~
N—
N—
Il

olur. Bu sekilde adim adim indirgeme yapilip i. kose kaldirilirsa

f(C(n,r)):f(Gl.)+i[f(P(n—1—2r,r))],
F(C(n.r))=F(G)+i[ F (P(n=1-2rr))]

elde edilir. Son olarak (i +1). kose kaldirildiginda (i +1). kosenin bir tarafinda r tane

diger tarafinda da (» —i) tane komsusu kaldirilacagindan



Gl.—N[i]:P(n—(i+1)—r—(r—i),r)
P(n—2r—1,r)

olur ve
£(G)=f(G.)+f(P(n—2r-1,r))

elde edilir. Boylece
f(C(nr)=f(G)+i+D)f(P(n-1-2rr))
olur. Sonug olarak 1< <r igin

£(C(nr)=1(G)+i[ f(P(n-1-2rr))]
F(C(nr))=F.(G)+i[ Fy (P(n—1-2r7))]

elde edilir.

Sonolarak i=r i¢in G, = P(n—r,r) olur ki bu durumda

f(C(n,r)):f(P(n—r,r))+r[f(P(n—1—2r,r))},
F, (C(n,r)):Fk (P(n—r,r))+r[Fk_] (P(n—l—Zr,r))}

olur. o

Teorem 4.3.6. n>2r+2, r>0 ve 0<k <n i¢cin

F(C(n.r))= {" —krkjﬂ(n —kl_—lrk]

dir.

107
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Ispat. Teorem 4.3.1.’den

n+r—rk]

F(P(n,r))= ( L
dir. Ayrica Teorem 4.3.6. da kullanilarak

F(C(nr)= B (P(n=r.r)+r[ Fy(P(n=1-2r.))]

((n=r)+r—rk n=1-2r+r—r(k-1)
(AT

n—rk n—-1-rk
= +r
k k-1
elde edilir.

4.4. Graflarin Fibonacci Polinomu

Tamm 4.4.1. G grafi verilsin. £ pozitif bir tamsay1 olmak iizere, G’nin k-elemanl

bagimsiz kiimelerinin sayis1 F,(G) ile gosterilsin. Bu durumda

2 F(G)x

seklinde elde edilen polinoma G grafimn Fibonacci polinomu denir ve f(x) veya
/(G)(x) seklinde gosterilir.

Lemma 4.4.1. G =(V,E) grafi verilsin. G grafina ait herhangi bir v e V' kosesi i¢in

fG—v (x) = zakxk

k>0

Joowpn (%)= Zbkxk

k>0

ise £ >1 icin G grafinin k-elemanli bagimsiz kiimesi
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Si=a,+b,,

dir.
Teorem 4.4.1. v, G = (V,E ) grafinin herhangi bir kdsesi olmak {izere

Jo (x) = foo (x) +fo—N[v] (x)

dir.

Ispat. Lemma 4.4.1. kullanilarak esitligin sag tarafi diizenlenirse,

Joon (x) + fo_N[V] (x) = Zakxk + bekxk

k>0 k>0

= Zakxk + Zbk_]xk

k>0 k21

=a, +Z(ak +b,,)x"

k=1

:1+kaxk

k21

:fc(x)

elde edilir. o

Lemma 4.4.2. e, ug koseleri v, ve v, olan G=(V,E) grafina ait bir kenar olmak

uzere

Joe (x) = zakxk

k>0

Jona ()= Zbkxk

k>0

ise k>2 i¢in f, =a, —b, , dir.

Teorem 4.4.2. ¢, G = (V,E ) grafina ait bir kenar olmak tizere

Jo (%)= foue (¥) =% fop (%)

dir.
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Ispat. Lemma 4.4.2. kullanilarak esitligin sag tarafi diizenlenirse;

Jo-e (x) - xsz—N[e] (x) = zakxk _xzzbkxk

k>0 k>0
= Zakxk - Zbk_zxk

k>0 k>2
=a,+ax+ Z(ak —bk_z)xk

k>2
=1+ fix+ kaxk
k>2

= Zﬁ{xk

k>0
= fG (x)

elde edilir. o

Lemma 4.4.3. G,G,,....,G, ’ler G grafina ait bilesenler olmak iizere G grafinin

k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayis1

dir.

Ispat. n=2 icin ispat yapalim. Benzer sekilde ispat genellestirilebilir. G grafinin
k-elemanlt bagimsiz kiimelerinin j-elemanli bagimsiz kiimesi G, bilesenine,
k — j-elemanli bagimsiz kiimesi G, bilesenine ait olsun. Bu durumda G grafinin

k-elemanli bagimsiz kiimelerinin sayis1

F(G)= Y F,(G)F, ,(G.)

Jj=0

seklinde hesaplanir. o

Teorem 4.4.3. G,,G,,...,G, G grafina ait bilesenler olmak iizere

fc(x) = /s (x)fcz (x)fc (x)

dir.
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Ispat. n =2 icin ispat yapalim. Benzer sekilde ispat genellestirilebilir.

fGl fG2 zgk zhkx

k>0 k>0

=3 D (&AG) (e ()

k>0 >0

= £(G)x*

k>0

:fc(x)

olur. o

Lemma 4.44. G,,G,,...,G, graflarmin toplami G olsun. Bu durumda

fG(x)szI (x)+fG2 (x)+...+fGn (x)—(n—l)

dir.
Ispat. n=2 icin hesaplayalim. Benzer sekilde ispat genellestirilebilir. Esitligin sag

tarafi acilirsa

fGl (x)+fG2 (x)—1:1+2f]kxk+1+2f2kxk—l

k=1 k21

:1+2(f]k+f2k)x"

k=1

:zf}(xk

k>0

:fc(x)

olur. o

Lemma 4.4.5. G, m koseli bir graf olmak tizere

fc (x) -1= x[fc_lv[vl] (x) + fG—vl—N[vz] (x) +...+ fG—v]—vz—...—v,,,,l—N[v,,,] (x)}

dir.

Ispat. G grafinda herhangi bir v, kosesi iizerinden indirgeme yapilirsa
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Jo (x):fG—v| (x)+fo—N[v|](x) (4.11)

olur. G —v, grafinda v, kosesi iizerinden indirgeme yapilirsa

£ (%) = fou, (x)+fo—vl—N[vz](x)

G-y

olur. Bu deger (4.11) de yerine yazilirsa

Jo (x) = J6-uv, (x) + x[fG—N[vl] (x) + S oo -Np (x)}

olur. Bu sekilde kdse indirgemeye devam edilerek m kdsenin sirasiyla hepsi kaldirilirsa

Jo (x) el R (x) + x':fG—N[vl] (x) + fomu-Np (x) Foot S NI (x)J
= fo(X)+ x':fG—N[vl] (x) + fo-nin) (x) Fooot S, NI (x)}

olup

fc (X) -1= x[fc_lv[vl] (x) + fG—vl—N[vz] (x) +...+ fG—vl—vz—...—v,,,,l—N[v,,,] (x)}

olur.

Teorem 4.4.4. K, tam grafinin Fibonacci polinomu

Sk, (x)=1+nx

dir.
Ispat. K, grafinda O-elemanli bagimsiz kiime sadece & oldugundan F (Kn) =1 dir.

l-elemanli bagimsiz kiime sayisi F(K,)=n’dir. K, grafinda tim kdseler komsu

oldugundan i >2 i¢in F,(K,) =0 olur. Bu takdirde,
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fe (x) =D Fx*=1+nx

k>0

olarak elde edilir. O

Lemma 4.4.6. Herhangi bir G grafi ve bu grafa ait f (x) Fibonacci polinomu verilsin.

Bu durumda x =1 i¢in

dir.
Ispat. /,(1)=)Y_F,(G)=f(G) olur. o

k>0

Tamm 4.4.2. G, ve G, graflar1 verilsin. Eger

fGI (x) = fG2 (x)

oluyorsa G, ve G, graflarina bagimsiz denk graflar denir.
Sonu¢ 4.4.1. G, ve G, graflarni bagimsiz denk graflar ise her £ >0 i¢in
F,(G)=F,(G,)di.

Teorem 4.4.5. n>2 olmak lizere P, patikas:t ille G=P_,UC  birlesim grafi

bagimsiz denktir.
° *— ® ° — o
1 2 n-1 n n+l <+« 2n
L,
Sekil 4.45.

P grafinin n. kdsesi tizerinden kose indirgeme formiilii uygulanirsa

Io, (x) = sz,,_{,,> (x) + xflz,,_w,,] (x)

4.12)
=/p, (x) +xfp (x)fp,,_I (x)
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olur. G, P_, ve C ,, graflarinm birlesimi oldugundan

fo(x)= 1o (%) [, (%) (4.13)

olur. C ,, grafinin herhangi bir kosesi lizerinden indirgeme yapilirsa

fo (x)=fp (x)+xf, (%)

olup bu deger (4.13) de yerine yazilirsa

fo(x)=fo, (x) 15, (x)+ 5, (x) £, (%) (4.14)
olur ki (4.12) ve (4.14) degerleri esit oldugundan P, ve G graflar1 bagimsiz denktir. o

4.5. Graflarin Bagimsiz Kenar Kiimeleri

Onceki kisimda bagimsiz kdse kiimesini tanimlamistik. Bu kisimda ise bagimsiz kenar

kiimesi kullanilarak genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri elde edilecektir.

Gz(V,E) graft ve M c E(G)alt kiimesi verilsin. Eger M kiimesine ait
herhangi iki kenar G grafinda komsu olmuyorsa, yani ortak kdse ile bagli degilse bu
durumda M kiimesini bagimsiz kenar kiimesi (matching) olarak tanimlamistik. G
grafinin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi |M (G)| seklinde gosterilir.

& ve 1 elemanli kiimeler bagimsiz kenar kiimesi kabul edilirler.

Ornek 4.5.1. Asagida verilen G grafin1 gz oniine alalim.

Sekil 4.46.
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G grafinin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin kiimesi

M(G)={@ {a}.{b}.{c}.{d} {e} /1 {a ch fa el fa £1.4b. 1 {d e fe. ] {ase. 11

olup [M (G)|=14 tiir.
Lemma 4.5.1. G =(V,E) grafi verilsin. Bu takdirde
i) ‘M(G)‘:‘M(G—uv)‘+‘M(G—{u,v})‘

i [M(G) = (G-v)l+ 3 [ (G fuv})
dir.
Ispat.

i) uv € E(G) i¢in G grafinin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi, G’nin
uv kenarmi iceren ve igermeyen bagimsiz kenar kiime sayilarmin toplami seklinde
hesaplanabilir.

G grafinin uv kenarmi icermeyen bagimsiz kenar kiimelerinin sayis1 G grafindan
uv kenarmin silinmesi ile elde edilen G —uv alt grafinin bagimsiz kenar kiime sayisi
kadardir.

G grafinin uv kenarini iceren bagimsiz kenar kiimelerinde, u# ve v koselerini ug
kose kabul eden kenarlar yer almayacaktir. Bu yilizden G grafinin uv kenarmi iceren

bagimsiz kenar kiimelerinin sayis1 G grafindan u ve v kdselerinin silinmesi ile elde

edilen G - {u,v} alt grafinin bagimsiz kenar kiime sayisina esit olur. Sonug olarak
‘M(G)‘ = ‘M(G - uv)‘ + ‘M (G - {u,v})‘

dir.
ii) Ve V(G) icin G grafinin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi, G’nin v

kosesini iceren ve icermeyen bagimsiz kenar kiime sayilarmmm toplami seklinde

hesaplanabilir.
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G grafinin v kdsesini igermeyen bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi, G grafindan
v kosesinin silinmesi ile elde edilen G —v alt grafinin bagimsiz kenar kiime sayisima
esitir.

v kosesi kendisi ile komsu olan koseler ile bir kenar olusturacagindan G grafinin
v kosesini iceren bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi, G’nin ayr1 ayri v ile olusturulan

kenarlarini iceren bagimsiz kenar kiime sayilarinin toplami kadar olur.Sonug olarak

M (@) =|M(G-v)|+ D |M (G~ {u})

ueN (v)

dir. o
Tanim 4.5.1. G grafi verilsin. Asagidaki iki adim yardimiyla elde edilen L(G) grafina
G grafinin ¢izgi grafi (line grafi) denir.

i) G grafinin kenarlar1 L(G) grafini koselerini olusturur.

ii) G grafindaki kenarlarin ortak kdse icermeleri durumunda L(G) grafinda

bu kenarlara karsilik gelen kdseler bir kenar ile baglanir.

Ornek 4.5.2. Asagida bir G grafi ve bu G grafina ait L(G) ¢izgi grafi verilmistir.

a
a
b c
d b
¢ d
G L(G)

Sekil 4.47.

Teorem 4.5.1. Bir G grafinin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi, G’nin ¢izgi

grafinin Fibonacci sayisina esittir. Yani
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Tamm 4.5.2. n tane kdse ve n-1 tane paralel kenar kiimelerinden olusan grafa patika

tipi (path-type) graf denir.

Teorem 4.5.2. n koseli bir patikanin toplam bagimsiz kenar sayis1 £, *dir.

(F,=F,_ +F,,, F,=1, F=1

n-22 0 4 1 )

Ornek 4.5.3. Asagida verilen P, patikasinin toplam bagimsiz kenar sayismi bulalim.

a b c d
°

Sekil 4.48.
M (P)={@.{ab).{bc).{ed).{ab) fed}}

olup [M (P,)|=5 = F, tiir,

Lemma 4.5.2. n (n>2) koseli ve her bir v, v, koseleri arasinda b tane paralel kenar

i+1

bulunan patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayis1
Fn :F:’l—] +bFn—2 E) :1’ E =1

seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.
Ispat. n kose sayisi lizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim.

n =2 i¢in patika tipi graf asagida gosterildigi gibidir.

1

Vi b v,
G2

Sekil 4.49.

G, grafinin tiim bagimsiz kenar kiimeleri
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olup,
|M (G,)|=b+1=F +bF,=F,
dir.

n’den az koseli tim G, graflari igin [M (G, )|=F, olsun. O zaman n kdseli G,

graflar1 i¢in gdsterelim.

1 1D 12
)
v, b,
Gn
Sekil 4.50.

G, grafinda v, kosesi tizerinde indirgeme yapilirsa

M (G,)| =M (G, —v,)|+b|M (G, = {v,.v,,})
=|M(G,.,)|+b|M(G,.,)|
=F _,+DF, ,
-F

olur. o

Lemma 4.5.3. n, (n>2) koseli ve sadece ilk kenar1 (e, =v,v,) c tane paralel kenar ile

kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi

F,=F_+F_, Fy=c, F=1

seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.
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Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagida gosterildigi gibi olup Lemma 4.5.2°deki

incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1
*— ® ®
v C v, Vs V., v,
Gn
Sekil 4.51.

Lemma 4.5.4. n, (n>2) koseli ve ilk kenar1 (e, =v,v,) ile ikinci kenar1 (e, =v,v,) d

tane paralel kenar ile kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin

sayisi
Fn :Fn—] +Fn—2 E) :1’ F; :d
seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.

Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagida gosterildigi gibi olup Lemma 4.5.2°deki

incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1 1

L4 L 2 ®
V4 vn—l vn
Gn
Sekil 4.52.

Lemma 4.5.5. n, (n>2) koseli ve ilk kenar1 (e, =v,v,) d+c—1 tane, ikinci kenar1

(e, =v,v,) da d tane paralel kenar ile kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar

kiimelerinin sayis1

Fn:F;l—]+Fn—2 E):C, F;:d
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seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.
Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagida gosterildigi gibi olup Lemma 4.5.2°deki

incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1 1

— L L]
v, c+d-1 v, dm v, v, ot v v
Gn
Sekil 4.53.

Lemma 4.5.6. n, (n>2) koseli ve ilk kenar1 (¢, =v,v,) bc tane, diger kenarlar1 da
(e, =vyv,, i>1) b tane paralel kenar ile kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz

kenar kiimelerinin sayist
Fn :F:’l—] +bFn—2 E) =, E :1
seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.

Ispat. Tamimlanan patika tipi graf asagidaki sekil ile gosterildigi gibi olup Lemma

4.5.2°deki incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1 1(1) 1(2) l(n—z)
%)
v, bc v, b v, b? v, v, b v
Gn
Sekil 4.54.

Lemma 4.5.7. n, (n>2) koseli ve ilk kenar1 (e, =v,v,) b+d —1 tane, ikinci kenar1
(e, =v,v,) bd tane ve diger kenarlarida (e, =v,v,, i>2) dab tane paralel kenar ile

kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi
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Fn :F;l—]+bFn—2 E):l’ E :d

seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.
Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagidaki sekil ile gosterildigi gibi olup Lemma

4.5.2°deki incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

v brd=1 v, (ba)” v, BP v, O v Ty e,

Sekil 4.55.

Teorem 4.5.3. n, (n>2) koseli ve ilk kenar1 (e, =v,v,) bc+d —1 tane, ikinci kenar1
(e, =v,v,) bd tane ve diger kenarlar1 da (e, =v,v,, i>2) b tane paralel kenar ile

kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz kenar kiimelerinin sayisi
Fn :F:’l—] +bFn—2 FO =6 E :d
seklinde olan n. genellestirilmis Fibonacci sayisidir.

Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagida gosterildigi gibi olup Lemma 4.5.2°deki

incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1 1(1) 1(2) l(n—2)

v, be+d-1 v, (bd)V v, p> v, ottt v e=pnD v

Sekil 4.56.
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Teorem 4.5.4. ¢ >1 ve n >4 i¢in tiim bagimsiz kenar kiime sayilariin toplami

F =aF,  +bF, ,; Fy=c, F =d

n n-2°

olacak sekilde bir patika tipi graf mevcut degildir.

Ispat. Verilen tipteki en basit grafin @ > 1 i¢in
F,=aF,,+F,, F=1F=1

seklinde bagimsiz kenar kiime sayisina sahip olup olmadigini inceleyelim.

Bagimsiz kenar kiime sayis1 F, =a+1 olan graf 2 koseli olacaktir. Bu ylizden
e, =v,v, kenari a tane paralel kenar ile kopyalanmalidir. Bu grafa bir kose ekleyerek
elde edilen patika tipi graf da a’ +a+1 tane bagimsiz kenar kiimesi iiretmelidir. Ilk
kenar a tane bagimsiz kenar kiimesi iirettiginden ikinci kenar (e, =v,v;) a’ tane paralel

kenar ile kopyalanmalidir. 4 kdseli patika tipi grafin ise @’ +a” +2a+1 tane bagimsiz

kenar iiretmesi i¢in e, = v,v, kenarmnin kag tane kenar ile kopyal1 oldugu incelenirse;

a+a’+2a+1=1+(@+1)+a’ +(ax)+x
2
1
x:a(a +1)

a+l1

olur ki x tamsayr olmadigindan tiim bagmmsiz kenar kime sayis1 F,

(F,=aF, +F,_,; F,=1, F, =1) olacak sekilde bir patika tip1 graf mevcut degildir.

w2 s
Benzer incelemeler ile tim bagimsiz  kenar kiime sayist F,

(F,=aF, | +bF,_,;F,=c, F,=d) olacak sekilde de bir patika tipi grafin olmadigi

kolayca goriiliir.

Lemma 4.5.8. n, (n=>2) koseli ve ilk kenar1 (e, =v,v,) c+d —1 tane, ikinci kenar1

(e, =v,v,) da d tane paralel kenar ile kopyalanmis patika tipi grafin tiim bagimsiz

kenar kiimelerinin sayis1

dF, _ +cF, ,
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olur. Burada F, = F,_ +F, _,, F,=1, F, =1dir.
Ispat. Tanimlanan patika tipi graf asagidaki sekil ile gosterildigi gibi olup Lemma

4.5.2°deki incelemelere paralel incelemeler yapilarak ispatlanir.

1 1

v, c¢c+d-1 v, dm v, v, ottt v

Sekil 4.57.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada graflarin Fibonacci say: dizileri ile iligkileri lizerine detayli bir
arastirma yapilmistir. Bazi 6zel graflarda bagimsiz kése kiimelerinin sayis1 ve bagimsiz
kenar kiimelerinin sayis1 gibi graflara ait temel kavramlar Fibonacci sayilarmi
vermektedir. Bu durum Fibonacci say1 dizilerinin graflar yardimiyla bir temsilini
olusturur. Benzer diisiincelerle farkli sayr dizilerinin graflar yardimiyla temsili

arastirilabilir.
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