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ORGULU 2-CAPRAZLANMIS MODULLER

Cagri ATASEVEN
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2011

Tez Danigsmant: Dog. Dr. Erdal ULUALAN

OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. 1. Boliimde tezin igerisinde kullanilacak olan,
caprazlanmig modiiller, whiskered grupoidler gibi temel kavramlarin yani sira kategori teorisi

ile ilgili kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilmistir.

2. Boliimde 2-¢aprazlanmis modiiller iizerinde 6rgli doniisiimii tanimlandi ve simplisel

gruplar, F

a

s dontigimleri hakkinda kisa bir 6n bilgi verildikten sonra bu doniistimlerin

goriintiilerinden yararlanarak Moore kompleksinin boyutu<3 olan indirgenmis simplisel
gruplar kategorisinden Orgiilii 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisine bir funktor olusturuldu.

Daha sonrada ters funktor tanimlanarak ilgili kategorilerin denk olduklar1 gosterildi.

3. Boliimde ise orgiilii 2-caprazlanmis modiillerin bazi 6zel halleri incelendi. Bu yapilar

ile bilinen baz1 cebirsel modellerin arasindaki iligki verildi.

Son olarak 4. Béliimde R-cebiroidler iizerinde whiskering doniigiimlerini tanimland1 ve
bu whiskered R-cebiroidler ile degismeli cebirler iizerinde c¢aprazlanmis modiillerin iliskisi
verildi. Ayrica degismeli cebirler tizerindeki 2-¢aprazlanmis modiiller {izerinde 6rgii doniigimii

tanimlanip simplisel cebirlerle olan iliskisi verildi.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis Modiil, Moore Kompleks, Orgii Doniisiimii.
Simplisel Grup.



BRAIDED 2-CROSSED MODULES

Cagr1 ATASEVEN
Mathematics, M. S. Thesis, 2011

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erdal ULUALAN

SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, it is given that the basic
concepts as crossed modules, whiskered grupoids as well as some basic information that will be

used in the thesis about category theory.

In the second chapter, braiding map on 2-crossed modules is defined and after brief

prior knowledge is given about the simplicial groups and F, , maps, by using the images of

these maps, a functor is constructed in the category of 2-crossed modules from the category of
reduced simplicial groups with Moore complex of length <3. Afterward, by defining the

reverse functor, it is obtained an equivalance of the related categories.

In the third chapter, some special conditions of braided 2-crossed modules are
examined. It is also given in this chapter that the relations among these structures and some

known algebraic models.

Finally, in the fourth chapter, whiskering maps for R-algebroids are defined and the
relationship between these whiskered R-algebroids and crossed modules of commutative
algebras is proved. In addition, the braiding map on 2-crossed modules of commutative algebras

is defined and its relationship with simplicial algebras is given.

Key Words: Braiding Map, Crossed Modules, Moore Complex, Simplicial Groups.
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1. BOLUM
1.1. On Bilgiler

Oncelikle kategori teorisi ile ilgili baz1 temel kavramlar1 verelim.

1.1.1. Tamm: Bir kategoriyi olusturabilmek i¢in
a) Obje olarak adlandiracagimiz 6gelere,
b) Morfizm olarak adlandiracagimiz objeler arasindaki yap1 koruyan dontisiimlere, Ki

bu doniisiimlerin kiimesini
Mor(x,y)={f: f:x—y morfizm}
fle gosterecegiz.
€) Morfizmler arasinda bileskenin tanimli olmasi

Mor(x, y)x Mor(y, z) — Mor(X, z)

(f.g) >geof

verilerine ihtiyag¢ vardir. Bu verilerin 15181 altinda asagidaki sartlarin saglanmasi gerekir.

1. X\Y,Z veW objeleri i¢in

X he(gof) SW

i

y—g) z

diyagramini komiitatif yani ho (f og)=(ho f)og dir.
2. XY ve z objeleriigin

s

X—>

—_— 7
4

diyagrami komiitatiftir. Yani goid, =g ve id o f = f olmahdur.

Bu iki sart saglanirsa bu sisteme bir kategori denir ve Cile gosterilir
Burada verilenler:

v" Obje kiimesi

v Morfizmler

v' Kompozisyondur.



Istenenler:

v Kompozisyonun asosyatif olmasi

v' Her X objesi igin id, : X — Xbirim doniisiim var ve id o f = f ve f oid = f olmalidur.

1.1.2. Tamm: C ve D iki kategori olsun F:C—D ile gosterilen bir funktor
asagidaki 6zellikleri saglar
a) Her AeODb(C) objesiigin F(A) € Ob(D)dir.
b) f:A— B, C debirmorfizmise
F(f):F(A) > F(B)
D de bir morfizm olmak iizere
1) F(feg)=F(f)-F(9)
2) F(id,)=idg,

ozellikleri saglanir. Bu veriler saglanirsa F ye C den D ye bir funktor denir.

1.1.3. Tamm: C ve D iki kategori olmak iizere F,G:C — Diki funktor
A, BeOb(C)ve f: A— B C,de bir morfizm olsun. Bu Ff :FA— FB, Gf:GA—GB
oldugunu biliyoruz. Birt: F — G morfizmi, t = (t,,t;) morfizm giftlerinden olussun.
t,:FA—>GAve t, :FB —> GB

D de morfizmler olmak iizere

F(A)—2——G(A)
Ff Gf

F(B)———G(B)
diyagrami her A, B objeleri i¢in degismeli ise t ye F ve G funktorlar1 arasindaki dogal
transformasyon denir.

1.1.4. Tamm: Cve D iki kategori ve F :C — D,G:D — C funktorlar olmak tizere
F oG funktoru ile | funktoru arasinda bir dogal transformasyon, G o F funktoru ile |,

arasinda bir dogal transformasyon varsa C ve D kategorilerine denk kategoriler denir.



1.2. Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmis modiiller ilk olarak Whitehead [32] tarafindan homotopi tipi 2-tip olan

topolojik uzaylara karsilik gelen cebirsel bir model olarak 1950 de tanimlanmustir.

Caprazlanmis modiil tanimin1 vermeden 6nce bir grubun diger bir grup {lizerine etkisinin
tanimin1 verelim. Asagidaki tanimlari [2] da daha detayli olarak bulabilirsiniz.

Grup etkisi: M ve P iki grup olsun.
MxP—M, (m, p) >m°

ile gosterilen bir doniisiim var olsun. Eger bu doniisiim asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, P grubu

M grubu iizerine sagdan etki ediyor denir. Benzer sekilde sol etkide tamimlanabilir. Bu
durumda PxM — M; (p,m) — °m ile gosterilen bir déniisiim vardir ve her doniisiim igin

sag etkide kullanilan kosullar sadece etkinin yerini degistirerek yani sola alinarak saglanir.

1. Hermym eM ve peP icin
(m,m)? =mP.m®
2. Her meM ve p,p €P icin
(mp)p' —-m™
3. 1,eP icinm”=mve (1,)" =1, dir

M ve P iki grup ve 0: M — P bir grup homomorfizmasi olsun P nin M {izerine

sagdan bir grup etkisinin var oldugunu kabul edelim. Bu etki pe P ve me M olmak iizere
mP  gosterilecektir.

Eger,

CM1l)Her me M ve peP igin

d(mP) = p“o(m)p

ozelligi saglaniyorsa O ya bir 6n-¢aprazlanmis modiil denir.
Eger 0 :M — P bir 6n-¢aprazlanmis modiil ve
CM2) Her m,m €M icin

m’™ =(m)*mm



sart1 saglaniyorsa O ya ¢aprazlanmis modiil denir.

Benzer sekilde sol etkiye gore de caprazlanmis modiil tanimi verilebilir. Bu durumda

P nin M iizerine etkisi "m ile gosterilebilir ve ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar: asagidaki
gibi olur.
CMl)HermeM ve peP igin

o(*m) = po(m)p~
ve
CM2) Her m,m €M igin
Mm=mm(m)~
dir.
Simdi objeleri 0 :M —P seklindeki ¢aprazlanmig modiiller olan morfizmleri
asagidaki gibi tanimlanan ¢aprazlanmis modiillerin kategorisini tanimlayacagiz. Bu kategorinin
morfizmleriise 0:M —P den 6 :M'— P'egidenve (a,):0 — 0 asagidaki diyagrami

komiitatif yapan homomorfizm ciftidir.

M — P
Yani f0 =0 a olmalidir. Ayrica her pe Pve me M icin
a(mp) — a(m)ﬁ(p)
olmalidir.
Boyle c¢aprazlanmis modiillerin kategorisini XMod seklinde gostererek tanimlamis

oluruz.

Simdi ilk olarak R. Brown [11] tarafindan 2010 yilinda tanimlanmis olan bir kategori

tizerindeki whiskering doniisiimlerinden bahsedecegiz.



1.3. Whiskered Kategoriler

C=(C,,C,), objeler kiimesi C, ve morfizmler kiimesi C, olan bir kiigiik kategori
olsun. 0<i, j<1 ve i+ j <lolmak iizere asagidaki 6zellikleri saglayan m; ; :C; xC; - C; ;

dontigiimleri varsa bu doniigimlere C kategorisi {izerindeki whiskering doniigtimleri , (C,m)
ikilisine ise whiskered kategori denir.

1. my,:CyxCy—C, , C, kiimesi iizerinde bir ikili islem belirtir ve (Cy,m, ) ikilisi
bir monoid yapis1 olusturur.

2. XeC, ve a:u—Vv C, de bir morfizm olmak iizere
My, (X, @) 1My o (X,u) = my 5 (X,V)

dir. Yani my,(x,a) e C;, my,(x,u) dan m,,(X,V) ye tanimli bir morfizm olmalidir. Ayrica

mo,1(mo,o (x,y),a)= mo,1(x’ mO,l(y1 a))
mO,l(X! aoh)= mO,l(X! a)o mO,l(X’ b)

m,,(L,a)=a, my,(x1,)=1,
dir.
3. Yukarda m,, :CyxC, — C, doniisiimii igin verilen 6zellikleri m, , :C, xCj — C;
doniisimiiniinde saglamasi gerekir.
4, X,yeC,,aeC, olmak iizere

mo,l(xv m,o(a,y)) = ml,O(mO,l(X’ a),y)

olmalidir.

1.4. Caprazlanmis Modiiller ve Whiskered Grupoidler

(C,,C,) bir kiigiik kategori olsun. Her morfizmi bir izomorfizm olan kiigiik kategoriye

grupoid denir. Simdi bu tanimi Brown-Gilbert [10] den, daha detayli olarak asagidaki gibi

verelim.

(C.,C,) bir  kiigik  kategori  olsun. X,yeC olmak  iizere
110 0

C.(x,y) :{aeCl ralx— y} seklinde Xden y ye giden bir morfizmlerin kiimesi olsun.



Burada X e a nin kaynag: denir ves(a) ile gosterilir, y ye @ nin hedefi denir ve t(a) ile
gosterilir. X—2—>Yy—2—>7 iki morfizmin kompozisyonu ise, t(a)=s(b) =y olmak iizere
boaile gosterilir ve s(boa)=x=s(a), t(boa)=z=t(b)olur. Bu o:C, xC, —>C,
kompozisyon islemi asosyatiftir ve birimlik &zelligini saglar. Her XeC; igin
e(x) =1, :X— X birim morfizmi vardir ve S(e(x))=x=t(e(X)) olur. Tiim bu verilenlere

gore her a:x —> y morfizminin @™y —> X ters morfizmi vardir ve @ ' oa = e, ao at= e,

ozellikleri saglamirsa (C;,C,,S,t,€) yapisina C, obje kiimeli bir grupoid denir.

Ayrica bu grupoid tizerindem, ; :C; xC; - C I+ J <1 olacak sekilde whiskering

i+j?

doniisiimleri varsa (C,,C,) grupoidine whiskered grupoid denir.

Objeleri (C,,C,,m) seklindeki whiskered grupoidler olan kategoriyi diisiinelim. Bu

kategorinin morfizmleri

diyagraminda ki (f, f) ¢iftleridir. Ancak f; bir monoid morfizmi olup; f, bir déniisiim ve
aeC,,a:x—y,ueC; olmak iizere

1. tf(a)=ft@)

2. (M (u,2)) =my, (fo(u), f,(a))

3. fi(my(au)) =m.,(f,(a), fo(u)

4. f,(x,y)=f,(x), f,(y), x,y €C,

ozelliklerini saglar. Olusturmus oldugumuz bu kategoriyi WGIr ile gosterecegiz. Simdi
Ulualan ve Pak [31] tarafindan verilen c¢aprazlanmig modiiller ve whiskered grupoidler

arasindaki iligkiyi agagida verecegiz.



14.1. (")nerme[3l]: Caprazlanmis modiiller kategorisinden whiskered grupoidler

kategorisine bir funktor olusturulabilir.

Ispat: 0: M — P bir caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda P nin M grubu iizerine
sagdan grup etkisi var olduguna goére M X P seklindeki yari direkt c¢arpim grubunu
olusturabiliriz M x P deki islem;

(m, p)-(m, p)=(mm", pp)
seklindedir.

C,=PveC,=MxP
diyelim.
Simdi (C,,C,) daki s,t,e ve "o" islemini tanimlamaliy1z.

s(m p)=p, t(m p)=(m).p, e(p)=(p)
olsun.
s(m,p)=p =am(p)=t(m, p)
olmak iizere (M, ) ve (m, p) morfizmlerinin kompozisyonu
(M, p)o(m, p)=(mm, p)

seklinde tanimlanabilir. Bu tanimlamaya gore

s((m, p)e(m, p))=s(mm, p)

=p
=s(m, p)
ve
t((m, p)e(m, p)) =t(mm, p)
=d(m)o(m)p
=o(m)p (-o(mp=p)

=t(m,p)
elde edilir. Ayrica



e:P>MxP; e(p)=@Lp)
oldugundan;
se(p)=s(, p)=p olup se=id:C; - C,,
te(p) =t(, p)=0(@).p=p olup te=id :C, - C,
bulunur. Ayrica ;
(. p): p—>a(m)p
morfizminin tersi;
(m™,8(m)p):o(m)p — p
seklindedir. Dolayisiyla (C,,C,,S,t,€) gibi bir grupoid elde etmis oluruz. Simdi P nin M
tizerine soldan (veya sagdan) olan etkisine gore whiskering doniisiimlerini tanimlayacagiz.
Myt CoxC————C;
(p.(m, p))——>("m, pp)
m,: CxCp——>C;
((m, p), p)——(m, p p)
ve m,, ise P nin grup islemi olsun.
Simdi bu verilen doniisiimlerin whiskering sartlarini1 sagladigin1 gostermeye calisalim.
1. mMyo, P nin grup islemi ve her grup bir monoid oldugundan m,, ayni zamanda

C, = P iizerinde monoid yapist olacaktir.
2. My, i¢in saglatalim: p, p € C, ve (M, p) € C; olmak iizere;
My, (P, (M, p))=("m, pp)
olup,

(P, PP) = pp =My, (pp)

= m0,0(p1 S(mv p))

Ve



t(Pn. PP) =3(p,) PP
= pomp~‘pp (- 0 caprazlanmis modiil)
= pomp
= p((om)p)

=My, (P.t(M, P))
olup;
My, (P, (M, P)) My (P, S(M, P))————>My,(p,t(M, p))
diir diyebiliriz.
a=(m,p), b=(m,p) ve

ach=(m,p)o(m, p)=(mm,p)
olup U € C; olmak iizere

My, (U,acb) =my, (u,a)omgy,(u,b)
olmalidir.

Mo (U, aob) = my, (u, (MM, p))
= (*m'm,up)
=(*m"*m,up)
=(*m’,up) = ("m,up)
=My, (U, (M, p)) o My, (u, (M, p))

= mO,l(u! a)e Mo (u,b)
bulunur.
3. 2 de yapilan benzer islemler m, ;: C, x Cj ————C, doniisiimii i¢inde
yapilabilir. Bu aksiyomlar1 aligtirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

4. X,yeP=C,ve aeC, =M xP i¢in a=(m, p) olmak iizere



My, (X, My (@, y) = my (M, (X,2), y)
olmalidir.
myo(a,y) = (m, py)
ve

Mo, (X, (M, pY)) = (X, X(PY))
=(xm, (xp)y) (.- C, bir monoid)
= (my, (xm, xp), y)

=m,,(My, (X, (M, p)), y)
olup istenilen esitlik saglanilmis olur. Bu durumda,

F : XMod—— > WGr

Y

'

e

F(6:M —>P)y=(M=P Py .1y, )

10

Seklinde caprazlanmis modiiller kategorisinden whiskered grupoidler kategorisine bir funktor

olusturmus oluruz. Béylece 6nermenin ispati bitmis olur.

1.4.2. Uyari: Tahmin edildiginin aksine whiskered grupoidler kategorisinden

caprazlanmis modiiller kategorisine yukarda verilen funktorun tersi yani denk kategoriler

yapacak sekilde sol adjoint funktoru yoktur. Whiskered grupoidler kategorisinden ¢aprazlanmig

modiiller kategorisine bir funktor tanimlamak i¢in bazi ek sartlara ihtiyacimiz vardir. Bunu

asagida verilen onermede belirtecegiz.

1.4.3. Onerme: [31] (C,,Cy,m; ;) bir whiskered grupoid olsun. Eger obje kiimesi olan

Co, My, o CyxCy—————C, islemine gore bir grup ise
(i) K= {a eC, :t(a) :1} kiimesi a,b € K i¢in
ab=bom, ,(a,s(b))
islemine gore bir gruptur
(i) s: K = C, kaynak déniisiimii bir grup homomorfizmidir.

(iii) peC, ve a€K olmak iizere pnin aiizerindeki grup etkisi
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”a = m01( p, rnl,o (a1 pil))

veya

Pa= m (mm( p,a), pil)
ile verilir.

(iv) s homomorfizmi bu etkilere gore bir ¢aprazlanmis modiil olur.
Ispat: Bu énermenin uzun ispat1n1[31] bulabiliriz. Ancak tezimizin bazi kisimlarinda

kullanacagimiz bazi siklarin ispatin1 burada verecegiz.

(iii) p,, P, €C, ve aeK igin

P2("a) = (Mo (P, Mo (a, p)))
= Mo (P1, My o (Mg, (P, Mo, P, 7)), Py ))
=My, (P, M2 (P, Mo (M@, p, ), P Y)) (4. aksiyomdan)
=My, (P, M2 (P, Mo (@, P, P ))) (2. aksiyomdan)

= mo,l( PP, M, (a, pzil plil))

— p1p2a

olur. Boylece grup etkisinin 1. aksiyomu saglanmis olur.

a,beKve peCicin "(ab) = *a.’b olmalidir. Buna gore

"(ab) = my,(p,m,,(ab, p™))
=my,(p,m,,(bom, ,(a,5(b)), p ™)) (2. aksiyomdan)
=My, (P, My (B, p)) oMy, (P, My (M, (a,5(0)), p)) (4. aksiyomdan)
= Mg (P, My (b, p)) omy o (Mg, (P My (a, p ), ps(D) ™)
=My, (P, My (a, p™)) « Mg, (p, Mo (b, p))

=("a).("b)
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olup grup etkisinin diger bir aksiyomuda gdsterilmis olur. Onermede verilen diger siklarin ispati

icin [31] a bakiniz.
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2. BOLUM

2.1. 2-Caprazlanms Modiiller Uzerinde Orgii Doniisiimii

2-Caprazlanmis modiiller, Whitehead'in [32] c¢alismasini genisleterek Conduche
[14,15] tarafindan homotopi tipi 3-tip olan topolojik uzaylara karsilik gelen cebirsel bir model
olarak tanimlanmistir. 2- ¢aprazlanmig modiil tanimini Conduche'den asagidaki gibi verebiliriz

8, o

K—-L->M

gruplarin bir kompleksi yani 0,0, =1 olsun. M nin Lve K iizerine bir grup etkisi vardir ve bu

etkiye gore O, :L —> M bir 6n-gaprazlanmig modiildiir. Ayrica Peiffer Lifting doniisiimii diye

adlandirilan
(-} xL—>K

seklinde tanimli ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir doniisiim meveuttur. Bu sart sunlardir:
PL1. Her I,1 € Ligin
o, {11 =17 (1)) O dir.
PL2. Her | eLve k e Kicin
{1 }=k7K!
ve
{lLok }=(K™)'k*® dir.
PL3. Her g,h,k € L icin
{g,hk}={g,k}.{g,h}™ dir.
PL4. Her g,h,k e L igin
{gh,k} ={g,k}" {h,k™ | dir.

PL5. Her me M ve g,heL igin

{g,h}" :{g”‘,k”‘}dir.
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0y )
Yukarda tanimlanan doniisiim ile birlikte K — L — M kompleksi bir 2-¢aprazlanmis

modil olur

% 4
Simdi objeleri K—L—>M seklindeki 2-¢caprazlanmis modiiller olan kategoriyi

M

sM’

tanimlayacagiz. Bu kategorinin morfizmleri

A A

K 2 9

L
f, ‘ f,
>L

K

7

8, o,
diyagramimi komiitatif yapan (f, f;, f,) homomorfizmleridir ve ayrica M nin etkisini korurlar.

Yaniher me M ,l eLve k e Kigin

AGERTOR
ve

f,(k™ = f,(k)"™ olur.
Ayrica {—, —} LxL > K ve {—, —}I ‘LxL — K Peiffer Lifting doniisiimleri igin

f, (% y} ={f.(), f.(y)}

her X,yel igin saglanmalidir. 2-gaprazlanmis modiillerin kategorisini X,Mod ile

gosterelim.

2.2. Orgiilii 2-Caprazlanms Modiiller

Literatiire gore orgiilii 2-¢aprazlanmig modiiller ilk olarak Carrasconun doktora tezinde
[12] incelenmis daha sonra B .Noohi [25] 2010 yaptigi bir c¢alismada bu yapinin temel
Ozelliklerini daha agik olarak vermistir. B.Noohi [25] bu ¢alisgmasinda orgiilii 2-¢caprazlanmig
modiil tanimii asagidaki gibi diizenlemistir. Simdi 6rgilii 2-¢caprazlanmis modiil tanimini

verelim.

o 4
2.2.1. Tamm: C:K—L—>M asagdaki ek ozelliklerle birlikte bir 2-¢aprazlanmig
modiil olsun.

1. M nin K tuzerine etkisi birim etkidir.
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2. {—, —} : LXL — K olan Peiffer Lifting doniisiimii simetriktir. Yani her g, h € Ligin

{g.h}{h.g}=1
dir.
Ayrica {—, —}I :MXM — Lasagidaki sartlari saglayan bir donitisim varsa Cye orgili 2-

caprazlanmis modiil denir.

B1. Her X,y € M i¢in

o {x Yy} =xTyxy =[x y] dir.

B2. Her xe M ve | € Ligin

{o,x} =171 dir.
B3. Her xe M ve | € Ligin
(x,a1} =™ dir.

Objeleri orgiilii 2-caprazlamis modiiller olan kategoriyi olusturalim. Bu kategorinin

morfizmleri oncelikle

C:K—>L—>M
ve

C:K->L->M
olmak iizere f,:M —>M,f:L—>Lve f,:K—>K birer 2-caprazlanmus modiil

morfizmidir. Ayrica her X,y € M igin

fxy} ={ 00, fo(y)}

sartinida saglamalidir. Bu kategoriyi BX,Mod ile gosterelim.

Bu bdliimde tezin ana konusu olan 6rgiilii 2-caprazlanmis modiiller kategorisi ile Moore
kompleksinin boyutu <3olan indirgenmis simplisel gruplar kategorisinin denk oldugunu
gosterecegiz. Aslinda bir orgili 2-¢aprazlanmis modiil [8] de tanimlanan 3-¢aprazlanmig

modiiliin indirgenmis halidir. Bu denkligi kurarken F, ; yapilarini kullanacagiz. Béylece F, ,

a

fonksiyonlarinin bir uygulamini vermis olmakla birlikte, drgiilii 2-¢aprazlanmis modiillerin bir

cebirsel model oldugunu kanitlamis olacagiz. Ciinkii simplisel gruplar herhangibir homotopi
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tipine Karsilik gelen yapilara birer cebirsel model olarak diisiiniilebilirler. Simdi daha detayli
olarak 1. Bolimde de verdigimiz whiskering déniistimlerini kullanarak bir 2-caprazlanmig
modiil iizerindeki whiskering doniigiimlerinin nasil olacagini verelim. Bunu gruplarin bir
kompleksini kullanarak asagidaki tanimla agik¢a verecegiz. Bu tamimin daha degisik fakat

asagidaki tanima denk olan halini Noohi [25] de bulabilirsiniz.
2.2.2 Tanmim:

53 52
C,—»C,—>C,

gruplarm bir kompleksi ve d,(C,) nin C, iizerine etkisi birim etki veC,in C, veC, iizerine

grup etkisi var olsun. &, : C, —C, homomrfizmi C,in C, iizerine olan etkisiyle birlikte bir 6n
¢aprazlanmis modiil olsun. Ayni zamanda i, j >0vei+ j <3olmak lizerem, ; :C;xC; —> C;

asagidaki Ozellikleri saglayan whiskering operatdrleri var olsun. Bu operatorler asagidaki

ozellikleri saglamalidir.

W1. Her ¢, ¢, €C, ¢, €C,igin

om,, (Clci’ C,)= m,, (Ci’ CZ)'ml,Z (c, Cz)cl

em,,(C, ’Clci) = mz,l(CZ'Cl)cl-mz,l(CZ’Ci)
W2. Her ¢, €C, vec, € C,igin

'53m2,1 (c,,¢)= Cz_lczcl M, (6,C,,¢,)

*0, (ml,z (c;.c,))= m,, (c,, 52C2)_1-C2_1’ c;

W3. Her ¢, €C, ve C, € C,igin

°m2,1(53 (Cs)v Cl) = (Cs_l)clcs
M, (8,(6,), €)M, (¢, 6 (c,)) =1
em,, (Cl ) 53 (Cs)) = C371'C§l

olmalidir.

W4. Her ¢,,d, € C, igin

5, (rnl,l(cl’ d))= [dl’ Cl]
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dir.

Bu m,:CxC, —-C,,m,:CxC,—-C,,m,, :C,xC, - C, operatorleri ile birlikte

53 (52
C, —>C, —»C, kompleksine whiskered ¢aprazlanmis modiil adim verecegiz. Bu whiskered
caprazlanmis modiil izerindeki 6rgili doniisiimii ise

{-—}:C,xC, »C,

seklin de bir doniisiim olup asagidaki 6zellikleri saglar.

B1. Her c,,c,,d,,d, €C,igin

o{c,,d,0,} ={c, d,}* {c,.0,]

e, d,) = (¢, d, e, 0,1

B2. Her ¢,,d, € C,igin

5,{c,,d,} =[d,,c,]
B3. Her ¢, € C,vec, € C;igin

*{C,,5,C,} =¢; ¢,

B4. Her ¢, e C,vec, € C;igin

i <{53(:3 ' Cz} =(c” )_1C3

dir.
5, 5
Burada dikkat edilirse C,—C, —C, kompleksi {—,—}:C,xC, —C, doniiiimii ile birlikte

0,(C,) nin C, iizerine etkisi birim olmas1 farkiyla bir 2-caprazlanns modiil olur. Bu yapiya

{—, —} doniisiimii ile birlikte orgilii 2-¢aprazlanmis modiil veya whiskered 2-¢aprazlanmis

modiil diyecegiz.

Goriliiyor Ki bir orgiilii 2-¢aprazlanis modiil asagidaki gibi daha agik verilebilir.
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Veriler:
53 52
1. C,—»C,—>C, bir C;-gruplarin kompleksini olustursunlar. YaniC, inC, iizerine

1< <3 olmak iizere etkileri vardir ve C, in kendi iizerine etkisi eslenik etkidir.

2. C,nin C, iizerine bir etkisi vardir ve J,(C,), C; iizerine birim etki ile etki eder.

3. i,J=0vei+ j <3olmak lizere W1-W4 6zelliklerini saglayanm, ; :C;xC; —C; ;

whiskering operatorleri mevcuttur.

53 52
4. C,—>C,—>C yapis1 lizerinde {—, —} :C,xC, > C,orgii  doniisiimii  olarak

adlandirilan doniistim vardir ve B1-B4 6zelliklerin saglarlar. Ayrica bu doniisiim ile birlikte

3 5,
C,—»C,—»C,

kompleksi 9, (C,) nin C, iizerine etkisi birim olan 6zel bir 2-¢aprazlanmig modiildiir.

Simdi Moore kopleksinin boyutu <3 olan indirgenmis simplisel gruplardan o6rgiilii 2-

caprazlanmis modiillere giden funktoru olusturalim. Bundan 6nce bazi temel bilgileri verelim.

2.3. Simplisel Grup ve Moore Kompleks

2.3.1. Tanim:

[n]={0<1< 2---< n} sirali kiimesini yani n-simplekslerin olusturdugu kiimeler
smifin1 g6z 6nline alalim. Bu smifin bir kategori olusturdugunu gosterecegiz. Bu kategorinin

objeleri [n]seklindeki n-simpleksler morfizimleri ise f :[n]—[m] seklinde sira koruyan

monoton fonksiyonlardir. Yani i< jise f(i)< f(j) seklinde tamimhdir. Boyle f
doniisiimlerine operator denir. Detayli bilgi i¢in [14], [15] ve [16] ya bakiniz.

2.3.2. iKki 6zel operator:

Simdi f:[n]—>[m] seklinde sira koruyan fonksiyonlari olusturan operatorlerin

ozelliklerini inceleyelim. Ilk olarak &' :[n —1] — [n], 0<i<n olmak iizere

SIx x<i ,
0, . seklin de tanimlayalim.
X+1L x>1

Bu durumda
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51 L
0 512
1 _ad
[0] 9 [1] 52 2]
e T e

olacag agiktir. Bu &' doniigiimleri 1-1 olup deger kiimesinde i. 6geyi bos birakirlar. Yani
orten degildirler. Ormegin &, [1] - [2], 0<i<2 olmak iizere &.,5; Ve 57 operatorlerinin

karakterlerini inceleyelim.

[1]: o 1 [1]: o 1 [1]: o 1
2 2 2
7| \\ JIH \JQHJ
[2]: 0o 1 2 [2]: o 1 2 [2]: o 1 2
olur. Ikinci &zel operatér ise O'? :[n +1] —>[n], 0< j <n olmak iizere
" X; x<j . . e .
o (X)= _ile taniml1 Srten doniisiimlerdir.
X=1 X>]
Bu durumda
0 %
0
0 e—=2—1[]_ [2]
ol

olacag aciktir. Bu 0'? dontisiimleri 6rten olup deger kiimesinde j.elemanina iki farkli elemani

getirir.  Ornegin O'i2

:[3] —)[2], 0<j<2 olmak iizere 0,0} Ve o7 operatorlerinin

karakterlerini inceleyelim.

[3]: o I 2 3 [3]: o I 2 30 [3]: o
417/ /74

0 0 0

[2]: o 1 2 [2]: o 1 2 [2]: o
olur.

2.3.3. Tamm:
Objeleri [n] seklindeki kiiciik kategoriler morfizmleri ise yukarda karakterlerini
inceledigimiz 6zel operatorler tarafindan iiretilen operatorler olan kategoriyi olusturabiliriz:

a) Objeler; [n] kiigiik kategorileri veya n-simpleksler ,
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b) Morfizimleri f :[n] —>[m] seklindeli sira koruyan operatorler

c) Kompozisyon;
Mor([n],[m])x Mor([m],[k]) = Mor([n],[k])

(f.g)—>gef
ozellikleriyle ho(fog)=(hof)ogve id of =f geoid =g saglanir. Boylece objeleri
kiigiik kategoriler yani n-simpleksler, morfizimleri ise f :[n] —>[m] operatorleri olmak iizere

bir kategori olusturmus oluyoruz. Bu kategoriyi A[n] ile gosterecegiz. Bdylece A[n]

kategorisinin oppozit kategorisinden sdz edebiliriz.

2.3.4. Tamm: Objeleri A[n] kategorisinin objeleri olan n-simpleksler morfizimleri ise
A[n] kategorisinin sira koruyan f operatorlerinin ters yonlii hali ve kompozisyon olarakta yeni
haldeki durumu g6z oniine alirsak, A[n] kategorisinin oppozit kategorisini olusturmus oluruz.

Bu kategoriye A® [n]kategorisi denir.

%
st 5
52 st
A®[n]: ... [2] o_g [1] UE) [0]
oL

Yukarda tammladigiiz & veoozel operatorler,m>1, >--->i 20, 0 sira

koruyan fonksiyonlar igin bir taban teskil ederler yani bu fonksiyonlar &' ve o-Jf‘ operatorleri

cinsinden yazilabilirler. Simdi bu durumu agagidaki énermede agiklayalim.

2.3.5. Onerme: A[n] kategorisinde herhangi bir f :[n] —)[m]operatéru
m>i >-->i 20, 0<j<---<j <n
ve h,k dogal sayilar olmak iizere N—h+k =mMmolacak sekilde N ve M tam sayilari igin
f :5i1 oé‘iz o---oé‘ik 00 00, °00;

seklinde yazilabilir.
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Burad i1, i5,...,i lar f([n]) goriintii kiimesinde olmayan elemanlar, J;, j,, J3---, Jj

larise f(j)= f(j+1) ozelligindeki j lerdir.

2.3.6. Ornek: f 2[2] —)[2] operatérii  f(0)=1 f(1)=2ve f(2)=2 olsun. f
operatdriinii J;" ve er.' operatorleri cinsinden yazalim.

Deger kiimesinde bir tek 0 olmadigindan i=0olur. f(1)= f(2)=2 oldugundan
j=21olur. O halde;

1 L2
o1 [

f :[2]>[1]—>[2] olup f =6,*o; olur.
Gergektende,
f (0) :é’i“”o&j” =6 (0)=1

Q=820 (1) =52(1) =2

f(2)=8,00,(2)=6"1)=2

olur.

2.3.7. Simplisel 6zdeslikler

Burada &, ve 0';’ operatorlerinin  ikili bilesenlerinin sagladigt bazi 6zdeslikleri

verecegiz. Bu oOzdesliklere simplisel 6zdeslikler adi verilir. Bu 06zdeslikler asagidaki gibi

verilebilir.

1. i< jigin 5in+105jn 25;1:11 oo

n+1
j+l

2. i<ji¢in 0"e0" =0" 00
3. aj"o5i”+1=id[n] i=jveyai=j+lise
4. Gjnoé‘in:dno()'?j |<J

5. O'jnoé}n:é‘illloo'?_l i>j+1

dir.

2.3.8. Tamm: Bir simplisel grup G, A® [n]kategorisinden Grp, gruplar Kategorisine

taniml1 bir funktorun goriintiisii olarak tanimlanabilir.
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%
of %
% a1
) [ [ o]
0 0
7
.
G
do
e Y
4 do
da !
Grp - Gy G, Gy
% %0
ul
Boylece bir simplisel G grubunu  gruplarin  bir  koleksiyonu {Gn}nzoVE;

d':G, =G, 0<i<n;s!:G —G,,; 0<j<noperatsrleri

birlikte
do ;
d4 do
d d
G G, 2 G, !
%0 %0
E $

(homomorfizmleri) ile

diyagramimni kullanarak temin edebiliriz. Bura da &, ve 0'? operatorleri simlisel 6zdeslikleri

sagladiklarmdan G(5,)=d; ve G(o;)=s;0lup Gbir funktor oldugundan d;ves;

homomorfizimleride asagidaki simplisel 6zdeslikleri saglarlar.
1. din_ldjn = d?:lldin O<i<j<n)

2. S-n+lS-n — Sn+lSn

i j JHLE0 (OSISJSI’])

3. d™s"=si7d" (0<i<j<n)

4. d"s"=id i=jveyai=j+lise

5. d"™s"=s"d", (0<j<i-1<n)
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2.3.9. Moore kompleks

n-1
NG, = ﬂCekdi” ve 0, :NG, = NG, ; e d; operatériiniin kisitlanisi olarak

i=0

A &
(NG,0):---—> NG, —> NG, > NG,

seklindeki gruplarin bir zincir kompleksini elde ederiz. Bu komplekse G simplisel grubunun
Moore komplkesi denir. Eger bir ne Nigin k>n oldugunda NG, ={1}oluyorsa, bu G

simplisel grubuna Moore kompleksinin boyu <nolan simplisel grup denir. Bu tiir objelerin

olusturdugu kategoriyi SImpGrp_, ile gosterecegiz.

2.4. Hiper Caprazlanmus Kompleks Ciftleri

Dold-Kan teoremine gore simplisel abelyen gruplar kategorisi ile gruplarin zincir
kompleksinden olusan kategori denk kategorilerdir. Carrasco ve Cegerra [13] da Dold-Kan
teoreminin non-Abelian versiyonunu ispat etmek i¢in hiper ¢aprazlanmig kompleks ciftlerini
tanimlamuslardir. Arvasi [1] doktora tezinde bu giftleri simplisel cebirlere uygulamis ve

bunlarin goriintiilerin nasil bir kiimeye esit oldugunu arastirmisve bazi uygulamalarini vermistir.
Mutlu ve Porter [24] doktora tezinde ise bunlarin bir simplisel grubun Moore
kompleksindeki Peiffer elemanlarim ele alarak goriintiilerini incelemis ve nasil bir kiimeye esit

oldugunu arastirmistir. Daha sonra bu ciftlere Fa, s diyerek bu fonksiyonlarin 2-¢aprazlanmis

modiillerle ve gaprazlanmis karelerle olan iliskisini vermistir. Tezimizde kisaca Carrasco ve
Cegerra [13] tarafindan verilen hiper ¢aprazlanmis kompleks ciftlerinden bahsedip bu yapilari

orgiilii 2-caprazlanmis modiiller ile simplisel gruplar arasindaki iliskiyi incelerken kullanacagiz.

N pozitif bir tam say1 olmak iizere 0<K <n igin [n] den [n—k] ye giden bir f
morfizminin GF :[n +1] —>[n] seklindeki Orten sira koruyan operatorler cinsinden yazildigim

biliyoruz. Burada G? :[n +l] —>[n], 0 < j £n olmak iizere

an(X):{x; X< j

X=1 Xx>]
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seklindedir. s(n,n—k) ile [n]den [n—k] ye giden miimkiin olan tiim f morfizmlerin o,

ler cinsinden yazildiginda alt indislerinin kiimesini gosterelim. Yani;
f:[n]=>[n-k]; f=0,c0 00
oldugundan; (jg, j, 1,---» J;) €S(N,n—=K) dir diyecegiz. N € N igin
s(n)=s(n,n)us(n,n-1)u...us(n,1)ws(n,0)
olur. Ornegin
5(2) ={2,.(0), (), (1,0)}

seklindedir.
Burada s(2,0) demekle sunu kastediyoruz.

/2] ——[0]

0 — 0

/
,

f(0)=f(1) oldugundan; j,=0ve j,=1 olup; f=0,°0, seklinde olur.

tersine siralandiginda « = (1,0) € 5(2,0) tek elemanlidir. Bu sekilde yaparsak

5(2) ={,,(0), (D), (1,0)}
kiimesini elde etmis oluruz. Burada &, € $(2,2) ve (0),(1) €s(2,1) dir.

a=(,,...i,) < B(Js,... J) € s(n)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Alt indisler

ya i, = j,...,I, = fakat k>0 i, > J,, olmali yada I, = j,...,I. =], ve r<s

olmalidir. Bu siralama ile s(n) kiimesi sirali bir kiimedir.

Mutlu, Arvasi ve Porter’in [3, 24] hesaplamalarina gore;

s()={J, < (2 <M <(21)<(0)<(2,0)<(10)<(210)}

oldugu da gosterilir.
P(n)={(a. f):anB=3, a,fes(n) vea< B}

kiimesini olusturalm. #a, & nin eleman sayisi olmak iizere

Fa,ﬁ (x,y)= plu(sa’sﬁ)(x1 y)
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seklinde taniml1 hiper ¢aprazlanmig kompleks ciftleri asagidaki degismeli diyagramdan elde

edilir.
NG, ,, xNG,_,,——=~—>NG,
(8,:85) P
G, xG, a >G,
Burada;

P=P, 4P, ,--- Py olup; 0<i<n—ligin p,(X)=x"s,dXile tamml déniigiimlerin
bileskesi; 1:G, xG, — G, komiitatdr doniisiim yani

S S: S

u(a,b)=[ab]=a’b™ab, s, =s;s --'s, S,=5,5, S,

dir. a=(i,...1,) ve B(J;,... J,) olmakiizere F, ,(X,y) = pu(s,,s,)(X,y) ile tanimlidur.

Bu tamimlamaya gére n=2ven=3i¢in F, 5 operatdrlerinin ayrintili incelenmesi i¢in Arvasi-

Porter[3] ve Mutlu-Porter [24] ’a bakinmiz. Biz burada kisaca bu operatdrlerin nasil oldugunu

verecegiz.

2.4.1. Ornek: n=2 icin miimkiin olan tek operator
Fo.o (X, y)= [Sox’ Sly][sly! S]
olup X, Y € NG;igin
l:(1,0),(2) (Xl’ Y2) = [Slsoxi’ SzYz][Szywstoxi] dir.
n=3 i¢in X, € NG,, Yy, € NG, olmak iizere
l:(1,0),(2) (Xl’ Y2) = [Slsoxi’ SzYz][Szywstoxi]
Foo.m (X ¥2) =[$:5%81Y, ][81Y2, 5% |[8,8%, 55 ¥2 ][5 Yz S:80%4 ]
ve X, € NG, , Yy, € NG, igin
I:(0),(2,1) (Xza yl) = [Soxz ' SZSlyl][SZSlyl' Slxz][szxz 'S 2Y2]

ve son olarak X,,Y, € NG, igin

I:(0),(1) (XZ’ y2) = [Soxz’ Sﬂ'z][sl)’z’ Slxz][szxz’ S 2y2]
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Fono (X, ¥2) = [$0%:S,Y,]

Fa.o (%, Y2) = [8.%,52Y2][S2Ys:8:%]

olur. Mutlu ve Porter bu elemanlarin goriintiilerini 0, operatorleri altinda incelemis n =2 igin
9,(NG, nD,) =[Cekd,, Gekd, |

oldugunu géstermislerdir. Detayl: bilgi i¢in [3] ve [24] ‘a bakiniz. Burada D, genel olarak G,

grubu icerisinde dejenere elemanlar tarafindan iretilen bir alt gruptur. Yani XxeD, ise

X =5;(Yy) olacak sekilde y € G, vardur.

Simdi bu F

a

s operatorleri yardimiyla simplisel gruplar ile orgiilii 2-gaprazlanmis

modiiller arasindaki iliskiyi kuralim. Bilindigi gibi bir indirgenmis simplisel grup ilk bileseni
birim grup olan bir 6zel simplisel gruptur. G bir indirgenmis simplisel grup olsun. Bu durumda

NG, = {1} birim grup olacaktir.  d, ve d; operatorleri ise birim homomorfizm olacagindan
Cekd, =G, = NG, olur.

NG
C, =G, olsun. C, = NG, = Gekd; nCekd, alalim. C; =3 5,(NG, ~D,) olsun.

Bura da 0,ved;operatérlerini d; nin NG, ye kisitlanmis olan operatorler yardimiyla elde
ederiz. BuradaC, in C, iizerine olan etkisi X C, ve a € C, igin
a* =s,xas,x "

seklin de tammlidir. C,in C, ve C, iizerine etkisi ise X € C,a € C,ve y € C;igin

a* =sxas X

Y  =5,5,XYS,S,X ' = 5,5,XYs,;S,X '0,(NG, N D,)
Seklinde verilebilir. Bunlar birer grup etkisidir.
Bu etkilere gore 6nce 0,(C,) nin C; iizerine etkisinin birim oldugunu gosterelim.

Bir C, € szec: € C,alahm

T %(c)

(c) = Slsod2C2C38150d2C2_184 (NG,nD,)

diir. F, , operatdrleri yardimiyla bu etkimin birim oldugunu gésterelim.
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c, € NG, vec, € NG;igin

04 (Faoys (€1 C5)) =[8,5,d,6,,¢;] €6,(NG, N D,)
oldugunu biliyoruz. O halde

T %2(c)

(c) 7 =(55,0,C,)C5(5,8,d,¢, )0, (NG, " D,)
= (5,5,9,¢,)¢5(5,8,d,¢, )c, 'c,0,(NG, N D,)
=[s,5,d,¢,.¢;]¢,0,(NG, " D,)
=¢,0,(NG, nD,)

:C3

olur.

Simdi m; ; whiskering operatdriinii tanimlayalim.

m,, :C, xC, — C; operatériiniiC, € C, ve C, € C,igin

m,,(C,,¢) = [32C1' S251(:1] [5251(:1! SOC2_15101:| 9,(NG, nD,)
seklinde tanimlayalim

m,, :C,xC, — C; operatériiniiC, € C, ve ¢, € C,i¢in

M,(C,C) = 8,56 '8,8G1,S.C, | $:,5,8:6: 8,56, |84 (NG, ~D,)

seklinde tanimlayalim. Son olarak
m,, : C,xC, — C, operatériinii ise C;, d, € C, i¢in
M, (€, dy) =5,0,75,678,C8,08,6, 8,6 € NG M D,
seklinde tanmimlayalim.
Simdi geriye bir tek {—, —} :C,xC, »C, orgii doniisiimiinii tanimlamak kaldi. Bu orgii

donisiimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.

C,,d, € C, olmak iizere
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{Cz’ dz} - [Szdz ' S202]64(NG4 nD,)

olarak alalim.

Simdi yukarda tamimladigimizm,,,m,,,m,, operatorlerinin W1-W4 gartlarim sagladigini

gosterelim.

Ornegin C, € C, ve C, € C,igin

53 (m2,1 (Cz ) C1)) = Czil’ CzCl ml,l (§2C2 ) C1)

olmalidir.
-1
5(m,4(C,,¢)) =6, ([Szcz ' stlcl]-[szslclv S, S102]84(NG4 nD,))
P | A A -1
- CZ Slcl CZSlclslcl SleCZ SOdZCZSlclsOdZCZ SleCZ
=c,'c,%(s,c, 's,d,c, 's,d,c,8,c,8,d,c,¢,7's,d,C,)
— VY2 %2 1v1 1¥2%2 o¥2¥2~¥1¥iYo™2v2v2 1¥2v2

= Czilczc1 m, (52 C,, C1)

Bulunur. Bu aksiyom ise W2 nin ek aksiyomudur.
Simdi &,(m,, (c;,¢,)) =m, (¢, 5,C,) ¢, C; oldugunu gdsterelim. ¢, €C,ve C, €C,
i¢cin

63 (ml,Z (Cl’ CZ)) = 53 (I:stoclilsZSlcl’ Slc2 :' : [SZCZ ! SZSOCI{LSZS].C].] a4 (NG4 M D4))
= [socl‘lslcl, s,d,c, ] : [cz : socl‘lslcl]
= (Sl_lclso Clsld 2 CZ _150 Cl_lslcl ) CZ _lSlCl_lsOClCZ SO Cl_lSlCl
=m,, (c, 52(:2)71'C2718101718180dlclczslsodlclilslcl " (S, = 5,500,C,)
=m,,(c,,5,¢,) "¢, 's,c,'¢,8,¢, . (d, =brimdoniisiim)

=m, (C1 ) 52Cz )71-(32710201

olur.
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W3. Her ¢, e C,ve ¢, €C, igin
m,,(8(c;),¢) =c,%c,™ olmahdr.
m2,1(C2 C) = [3201' 525101][5251(:1’ S0C2_15101]84(|\IG4 ND,) olup:
m,, (CZ’Cl) = (( F(O)(Z,l) (Cz_l’ Cl))_l)c2 € NGs
My (€1,6) = (o (67,6,))"
dir. Burada ¢, € NG, dir.
M, (G5, C) = ([ 56C, 5,86 [ 816,56, [ 8.6, 8,86 ) )°
= (I: 2516y 52C271] [Slczil’ SZSlcl:I I:stlcl’ 30(3271 ])cz
olup:

m,;(8,C3,C;) = (I:SZSlCl , s2C|303_1] I:Sld3C3_1, S25101] [5251% Sod3C3_1 ]) s (0,(NG, nD,))

olup:

((@Fo2 @D =0 5,86 |56, 5,0, ][ 5,046, 5,86, |[ 9,861, 86056 " )™ €(8,(NG, N D)

oldugundan;
M, (65(C,), ) = ([5231(31' Szdscsil] [sldscsil’ szslcl:| [525101’ sodsc{l])d% (0,(NG,nD,))

=[c, ™, 525101]% mod(d, (NG, N D,))
=¢, ey 58 | <
4.1

=]
=G (C35231C1 Cs 5251C1)C3

= (‘33,71)cl C

bulunur.
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om;,(C,,C,) = (Fpop (¢ CZ))CI_1 dir. Buna gore;
m,(C,C,) = (Iiszsoclill S1(31] [S1C2 , 5251C171] [52510171, S,C, ][Szcz , SZSOC{l])Cf1 olup:

M, (G, 8,6,) = ([ 8,56 8,05, |[ 056,586 |[ $,0,€5,8,8,¢ 7 |[ 5,5.6, 7, 5,5¢, ) dir.
Ayrica

o (Foaom(©™16)"

= (5,567 8058, [[30:65, 5,80, |88 5,84C, ][ $,0:C5, 8,56 |[8,50676 [[Cn8,8:67 ) € (8,(NG, A D)

oldugundan,

My, (€1, 0:C,) = (5,56, |[ €3.5,8,¢,* [ mod(@, (NG, N D,))
-1 -1 -1
=35,5G [525101 ’Csjlicsv $250C; }525101
= 8,5C, ((8:5,6)C5 (88,6 )C;)(C5 5,50C1-C55,S,C1 )8, S,C,y
-l 1 -1
=Cy 5,80 (S,50C1C38,50C;)S,S,Cy
= Cs_l(szslcl_l (s,(58,0,¢,)C58, (SlSOdlcz_l))) S$251G
-1 1
=Cy (S50 C;5,5,C))

= (-:371((33)0l
bulunur.
W4, Her ¢,,d, € C, igin

&,my, (¢, d;) =[d;,q]

olmalidir.

m,,(c,,d;) =s,d,7's,C, '5,C5,0;5,C,'S,Cy

olup:
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é‘2 (ml,l (C1 ) d1 )) =d 2 (31 (dlil) S101713001~°’1dlso(:1715'1(:1)
=d, ¢, s, (d,c,)(dy)s, (dyc, ),
= dl_lcl_ldlcl

:[dl,cl]

dir. Boylece W2,W3 ve W4 aksiyomlarim géstermis oluruz. (W1 aksiyomu ise okuyucuya
birakilmustir).

Simdi 6rgii aksiyomlarini saglatmaya calisalim. Once
{—, —} :C,xC, »C,
orgii donligiimiinii tanimlayalim.
c,,d, € C, igin
{Cz’ dz} = [Szdz ' S2(:2]64 (NG, nD,)

olarak alalim Bu tanimlamaya gore

B1.

c,,d,,d, eC, icin

{Cz’dzdz'} = {Czdz}dé {Czdzl}

olmalidir.

(6,0, =[5,0,,5,¢,] 2.(NG, "D,)
=5, (dé)_l [Szdz 15,C, ] Szdé

"\-1 1 1 '
:Sz(dz) Szdz S,C, Szdzszczszdz

Ve
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{c,d,}=[s,d,,5s,, |

N1 .
=S, (dz) S,C, Szdz S,C,
olup:

{czdz}dzl {czdz'} =s,(d,)"s,d;%s,c;%s,d,5,0,5,055, (d,) 's,c;'s,d,8,C,
=s,(d,)"s,d,"s,c,s,d,s,d,s,C,
=s,(d,d,)"s,c,'s, (d,d,)s,C,
=[5,(d,d,).5,C, |

={c,,d,d,}

olur. Benzer sekilde

{Czc‘zdz} = {Clzdz}dzv {Czdz}c‘2

olmalidir.

{Czldz} = [Szdz ' Szczlj' = Szdglsz (Cé)7152d252C‘2
ve

c, c, i~ B B .
{Czdz} i =[Szd2,SZC2] " =5,(C,) (s,0,78,6,75,0,58,8,)8,C,

olup;

{60, }{e,d,} =5,(d,) s, (6,) 15,0,5,8,'5, (C;) 5, (d,) *5,€,5,0,8,¢,5,¢,
=s,(d,)7's,(c,c,) s,d,5,(c,C,)
= I:Sz (dy,s, (Czc‘z)]

= {czc'z,dz}

bulunur.
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B2.

5,{c,d,} =d,[s,d,,5,6,]

= [d2 : Cz] (.- simplisel 6zdesliklerden)

olur.

B3.

¢, €C, vec, € C,igin
-1 >
16,66} =0
olmalidir. Buna gore;

{Czi 53(:3} = [Szd3C3’ 32C2]64(NG4 nD,)

olur.

X3, Y5 € NG; olmak iizere

d4(F(2)(3) (Xe’ y3)) = [Szdsxs’ y3][X3’ ys] < 84(NG4 M D4)

oldugunu biliyoruz. Burada;
X; =C;ve Y, =5,(C,)

alinirsa ;

d, (F(z)(s) (C5,8,C,)) = [Szdscy S,C, ] [Szcz ) Cs] €0,(NG,nD,)

olur. Buna gore;

{02’53(:3} = [Szd3C3v SZC2]64(NG4 M D4)
=[c,,s,¢,]mod(6,(NG, N D,))
=C, 's,C, 'C;S,C,

= C3_1 (Cscz )

olur.
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B4.
¢, €C, vec, € C,icin
{53(:3 ) Cz} = (Cscz )71C3

olmalidir.
{5303’ Cz} = [SZCZ’ Szdscs]a4 (NG, nD,)

dir.

Benzer diisiinceyle X, Y; € NG; olmak iizere
d, (Foaoye (%, Y5)) =[5,05%, s ][ %, ¥5] € 0,(NG, N D,)
esitliginde X; =C,ve Y, =S,(C,) alinirsa;

d,(Fe (G 8,6,)) = [5,d5C5,5,C, ][S.€,.C,] €0, (NG, N D,)

olur.
{635,C,} =[5,€,,5,0,¢;]0,(NG, N D,)
=[s,¢,.¢;]Jmod(d,(NG, N D,))
=5,C, 'C, 'S,C,C,
=(c; )¢
=(c,") "¢,
bulunur.

Boylece tiim aksiyomlar1 gostermis olduk. Sonug olarak

3
NG/(NG mD)_>NG —>NG {1}

yapist yukarda ki tamimlamalarla birlikte bir orgiilii whiskered 2-caprazlanmis modiil olur.
Boylece indirgenmis simplisel gruplardan orgiilii 2-caprazlanmis modiillere bir funktor

tanimlamis oluruz. Béylece bu boliimiin temel sonuglarindan asagidaki teoremi verebiliriz.
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2.4.2. Teorem: Orgiilii 2-gaprazlanmis modiiller kategorisi ile Moore kompleksinin
boyutu < 3 olan indirgenmis simplisel gruplar kategorisi denktir.

Ispat: Yukarda indirgenmis simlisel gruplardan 6rgiilii 2-caprazlannis modiillere
F :ReSimpGrp — BX,Mod
seklinde bir funktor tanimladik. Eger G Moore kompleksinin boyutu <3 olan bir indirgenmis

simplisel grup ise NG, ={1} oldugundan NG, "D, ={1} ve buradan 0,(NG, ND,) ise

NG;, grubunun birim elemani olur. O halde :

c.—_ NG ;NC%/ = NG
" 9,(NG, N D,) g

olup;  yukarda gosterdigimiz aksiyomlarda "=" isareti yerine 64(NG4mD4):{1}

oldugundan " =" igareti kullanilabilir. Bu ise Moore kompleksinin boyutu < 3olan indirgenmis

simplisel gruplardan o6rgiilii 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisine
F :ReSimpGrp — BX,Mod
seklinde bir funktor tanimlanacag1 anlamina gelir.

Simdi tersine
F :BX,Mod — ReSimpGrp <3
seklinde bir funktor tanimlayalim.
93 0

K>L>M—{1}

yapisi
m,:MxM—L, m,:MxL>K,m, :LxM—>Kve{——}:LxL—>K

doniigiimleri ile birlikte bir orgiilii 2-¢caprazlanmisg modiil olsun. Bu yapidan

dg,dq,dp,d3
e =Y

dp,dq,do
do,d1
{1} - G3 G, Gy Gy = {1}
0
S0.S1

$0,51,52

seklinde Moore kompleksinin boyutu <3 olan indirgenmis bir simplisel grup elde ederiz

Go ={1} ve G; = M olsun. do’,dq* ve so® operatérleri birim doniisimlerdir. Yani her eleman
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birime gotiiren homorfizmler olsun. M ninL iizerine etkisini kullanarak G, =(LxM)xM
yar1 direkt ¢arpim grubunu elde ederiz. Simdi G,Vve Garasindaki simplisel doniisiimleri

tanmimlayalim.

leL,mm €M igin
dg=(,mm)=m
d;=(I,mm)=mm
d, =(I,m,m) = (d,1)m
so(M) = (4, Ly, m)

s(m)=(4,m,1,)

seklinde tanimlanabilirler.

a3 a2
Burada K — L — M yapisi bir 2-¢aprazlanmig modiil oldugundan; I nin k € K tizerine etksi

'k ={ok, 1}k !
sekinde tanimlanabilir. Bu etkiyi kullanarak (K x L) direkt ¢arpim grubunu tanimlayabiliriz.

Ayrica (Im)eLxM nin (k1) € K x L iizerine olan grup etkisi

M (k1) = (my,my)

Dk, 1) = (k{105 11T7Y)
seklinde tanimlanmaktadir. Bu etkiye gore

Gy =(KxL)x((LxM)xM)

yar1 direkt ¢arpim grubunu olusturabiliriz. Simdi Gzve G, arasindaki yliz ve dejenere

operatorlerini tanimlayalim.
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dg =(k,1,I,mm)=(",m,m)

d, = (k,1,I',mm)=(l,m,m)

d, = (k,1,I,mm)=(l',mm)

dg = (k,1,1I',m,m) = (85kl,8,1'm,m’)
so=(,m,m)=(1,1,mm)
s(I,m,m)=@LLl,mm)

s,(I,mm)=(L1,1,mm)

olur. Bu doniisiimlerin bir grup homomorfizmi oldugu agiktir. Ayrica bu operatorler simplisel

Ozdeslikleri saglarlar.
Simdi simplisel 6zdesliklerin bazilarin1 géstermeye ¢alisalim.

das,(I,m,m) =ds(@,1,1,m,m)
= (051,05 (L)m,m’)

=(I,mm)
olup dss, =id olur.

dys;(I,m,m)=d, (11,1, mm)

=(I,m,m)
olup d,s; =id olur.

Diger simplisel 6zdeslikleri sagladigi benzer sekilde gosterilir. Bdylece 3-parcalanmis simplisel

grubu G ={G;,G,,G;,Gy } elde ederiz.
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Simdi elde ettigimiz bu simplisel grubun Moore kompleksine bakalim.Gy = {1}
oldugundan  NGj = {1} dir.  do',dhomorfizmleri  sifir  homorfizm  oldugundan
NG, = Cekdy! =G, = M olur. NG, = Cekd,® nCekd;? oldugunu biliyoruz. Bir (I,m,m)eG,
nin Cekd,? de olmasi igin

do(I,m,m)=m =1
yani m =1 olmalidr. Ayni elemanin (;ekdl2 de olmasi i¢in
dy(I,m,m)=mm =1

olmasi gerekir. Her ikisinin de olmasi i¢in hem m=21hem de m =1olmaldir. O halde;

NG, = Gekdy? N Gekd,? ={(I,m,m') m=m =1}

={(1l1]):1eL}
=L
olur.
Simdi NGg’ii arastiralim.
NG; = Cekd,® n Gekd;® N Cekd,?
olur.

Bir (k,I,I,m,m)eG;” iin  Cekd,® de olmasi igin dgy(k,I,I',m,m)=(l,m,m)=(111) yani

I =1lm=1 m =1 olmalidir. Ayni elemanin C}ekdf’ de olmasi i¢in
dy(k,1,1',m;m)=(I,m,m) =(1,1,1)

yani I =1m=1, m =1olmasi gerekir. Benzer olarak (;ekd23 de olmasi igin
d, (k1,1 m,m)=(I',m,m) = (11,1)
yani ||'=1,m:1,m'=101ma51 gerekir. O halde (k,l,l‘,m,m')’ nin  NG; de olmasi i¢in

=1 =m=m =1 olmas: gerekir. Yani
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NG; ={(k,1111):k e K}

IR

K
bulunur.

Yani NGy ={1},NG, =M ,NG, = L,NG; =K bulunur.

Simdi NG ={1} oldugunu gostermeye ¢alisalim.0,(NG, "D,) iin [24] den baz
komiitatorlerin carpimi  seklinde yazilabildigini biliyoruz. Yukarda ki yiiz ve dejenere

operatdrleri yardimiyla bu ¢arpimin birim oldugunu gosterebiliriz.

Ornegin
X3 =(k,1,1,1,1)
(S NGS
Yz =(k ,1111)
i¢in
d4(F(1)(3) (X3’ ya)) = [SldSXS’ ys]
oldugunu Mutlu and Porter [24] dan biliyoruz. Burada;

5105(Xg) = 103 (k,1,1,1,1) = 5 (05k, 1,1)

=(1,105k,11)
olup;
[SldSXS’ ya] = Sld3X3_l y3‘131d3x3 Ys
=(11, 63k,1, 1)_1.(k',1,1,1,1)_1.(1,1, 63k,1,1).(k',1, 1,1,1)
=(L1, 63k_l,1,1).(k'71,1,1,1,1).(1,1, 83k,1,1).(k',1,l,1,1)
=(11112)
olur.

Benzer sekilde X; € NG;, y; € NG, igin
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d4(F(0)(3,2,1) (X3, yl)) = [Sodsxav SZSlyl][SZSlyl’ Sld3x3]

- [Szdsxs v stlyl][SZSlyl’ X3]
=1

ve digerlerinin her birinin goriintiilerinin 1 oldugu gostertilebilir. Sonug olarak
d,(NG,nD,) = {l}
oldugu gosterilmis olur. Yani elde edilen indirgenmis simplisel gruplarin Moore kompleksinin

boyutu <3 oldugu gosterilmis olur. Béylece asagidaki sonucu ispatlamig oluruz.

2.4.3. Sonu¢: Moore kompleksinin boyutu <3olan indirgenmis simplisel gruplar
kategorisi ile orglilii 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisi denk kategoriler olup bu yapilarin
homotopi gruplari birbirine izomorf olur ve dolayisiyla ayn1 homototpi tipinden iki cebirsel

model elde etmis oluruz.
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3. BOLUM

3.1. Orgiilii 2-Caprazlanmis Modiillerin Bazi Ozel Halleri

3.1.1. Birinci 6zel hal

Brown ve Gilbert [10] de daha 6ncede bahsettigimiz gibi cebirsel model olarak 3-tip

yapilara karsilik gelen 2-caprazlanmis modiillere denk olan oOrgiilii regiiler ¢aprazlanmig
modiilleri tanimlamislardir. Bu yapinin indirgenmis haline 6zel olarak orgiilii ¢aprazlanmig

modiil denir. Simdi bu tanimi verelim.

3.1.2. Tammm: 9:L — M bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan

{—, —} M xM — L 6rgii doniistimii varsa bu yapiya orgiilii ¢aprazlanmis modiil denir.

1 labb}={ab)® ab]

burada X,yeL a,a,b,b €M dir. Eger ek olarak her a,b e M icin {a,b}{b,a} =Loluyorsa

bu yapiya simetrik ¢aprazlanmig modiil denir.

Arvasi-Kocak ve Ulualan [Z]da orgllii ¢aprazlanmis modiiller ve simplisel gruplar
arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Onceki béliimde bahsettigimiz F, 5 fonksiyonlarini

kullanarak orgiilii caprazlanms modiiller kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu <2 olan

indirgenmis simplisel gruplar kategorisinin denk kategoriler oldugunu gdstermislerdir.

Simdi simetrik ¢aprazlanmis modiiller ile orgiilii 2-¢aprazlanmis modiiler arasindaki
iliskiyi verelim. 0, : L — M bir simetrik ¢aprazlanmis modiil olmak tizere

0, 0

{}>L>M
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gruplarm bir dizisini gdz dniine alalim. Ozel olarak; Objeleri bu sekildeki diziler olan kategoriyi

olusturalim. Morfizmler

4 4 ™~

{1 : >L : >M’

0, 0

diyagramini komiitatif yapacak sekilde (fy, f;,id) morfizmlerinden olusur. Ayrica burada

(fo. f);L>M ve L > M simetrik caprazlanmig modiilleri arasindaki morfizmdir. Bu
kategoriyi S;XModile gosterelim. Burada (fy,f;) simetrik caprazlanmis modiiller

kategorisinde morfizm oldugundan

MxM—Ed 5
(fo. fo) fy
M xM . >L

diyagrami degismelidir.

Burada {1} % —L 4 —>M de; 1, L grubunun birim elemanidir ve

0,(1,) =1, seklinde tanimli homomorfizmadir. Kabul edelim ki

J—2——>L—2— M
bir S;XMod kategorisinde obje olsun. Bu yapi ile

0 0
C,—% »C,— 2 5C,

seklinde orgiilii 2-¢aprazlanmig modiil arasindaki iligkiyi kuralm. C,=M,C =L ve
C,= {1,_} alimirsa; C,xC; dan C, e tanimli doniisim M xM den L ye alinan déniisiim olur.
C,xC, den C,ye olan déniisimii LxL — {1, }; {I , I'} =1, olan doniisiim olarak alirsak

1. C, m C, iizerine etkisi birim etki olacag1 agiktir.



43

2. {—, —}:C1><C1 —C, olan Peiffer Lifting doniisiimii simetrik olur. Ciinkii

{LIHr =11, =1, olur.
3. C,xC, dan C, e tanimli olan {—, —}I doniisiimii L — M simetrik ¢aprazlanmis

modiliin {—, —}:M xM — L olan orgi doniisiimii olarak almabilir. Ornegin ;

8_1 {l, |'} =0, {l : |'} = [l p |] oldugunu 6rgii aksiyomlarinin 3. dzelliginden yazabiliriz.

O halde {1} % N [—1 >M 0zel bir orgiilii 2-¢aprazlanmis modiil olur.
Boylece asagidaki onermeyi ispat etmis oluruz.

3.1.3. Onerme: S;XMod kategorisi 6rgiilii 2-gaprazlanmis modiiller kategorisinin bir
alt kategorisidir.

Tersine K % > —4 >M bir orgiilii 2-¢aprazlanmis modiil olsun.

K= {1} alarak yeni bir 6rgiilii 2-¢aprazlanmis modiil elde ederiz. Bu tiir objelerin olusturdugu

kategoriyi  RBX,Mod seklinde gosterebiliriz. Bu kategoriden aldigimiz her objenin bir

o, o
simetrik caprazlanmis modiil oldugunu gorebiliriz. Gergektende {1} — L— M seklinde bir yap1

elde ederiz ki burada; M xM — L lifting doniigiimii ile bir simetrik ¢aprazlanmis modiil elde
etmis oluruz.

Sonug olarak agagidaki onermeyi verebiliriz.

3.1.4. Onerme: S;XModile RBX,Mod kategorileri denk kategorilerdir.

3.1.5. ikinci 6zel hal
Simdi

C:K—2sL—2 M, {-~} :MxM > L ve {-—}:LxL—>K
dontigiimleri ile birlikte bir 6rgiilii 2-¢caprazlanmis modiil olsun. Eger bu yapida M = {1} gibi
bir birim grup alirsak;

K—= >L—5 >{1}
yapisinda; {—, —}I doniisiimii birim déniisiim ve 0, ise birim homomorfizm olur. Buna gore;
1. B,,B, ve B, aksiyomlari birim haline déniisiirler.
2. {—, —} LxL— K Peiffer lifting donlisiimii bir 2-¢aprazlanmis modiil doniistimii

oldugu i¢in agagidaki 6zellikleri buluruz.
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1. a,bel igin
d,{a,b} =a“bab™®
ve 0, birim doniigiim oldugundan 0,a =1olup;
d,{a,b} =a"b"ab=[a,b]

bulunur. Bu ise 6rgiilii ¢aprazlanmis modiiliin 3. aksiyomudur.

2. ael ve xeK i¢in
{0,x,a} =x"x*
ve
{a,0,x} = (x7")*x*
bulunur. Yine 0,a =1 oldugundan
{0,x,a} =x"x* ve {&,0,x} =(x")*x
olur ki bunlar 6rgiilii ¢aprazlanmis modiiliin 4. ve 5. aksiyomlaridir. 1.ve 2. aksiyomlar1 da

benzer sekilde gosterilebilir. Ozetle sunu diyebiliriz: M = {1} oldugunda 0, =1 oldugu i¢in

K—%——»1—% {1}
orgiilii 2-caprazlanmig modiiliinde
0,:K—>L{--})
yapisi bir orgiilii caprazlanmis modiil olur.

Tersine K —%—— L bir érgiilii caprazlanmis modiil olsun. {1} , L nin birim alt

grubu ve 6, : L —{1} birim homomorfizm alarak

K—2——1—% 01
Seklinde 6zel bir orgiilii 2-¢aprazlanmig modiil elde ederiz. Burada {—, —}I donilisimii birim

doniisiim; LxL — K doniisiimii ise orgiilii ¢aprazlanmis modiillerin 6rgii doniisiimiidiir.

Boylece asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.1.6. Onerme: Orgiilii ¢aprazlanmis modiiller kategorisi, orgiilii 2-aprazlanmis

modiiller kategorisinin bir alt kategorisidir.
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4. BOLUM

4.1. Simplisel Cebirler ve Orgiilii 2-caprazlanms Modiiller

Bu béliimde tezin 6nceki bolimlerinde gruplar lizerine yapilan bazi sonuglari degismeli

cebirler lizerine uygulayacagiz. Her seyden 6nce bir R —cebir tanimini verelim.

R birimli ve degismeli halka ve (A,@®) da bir Abelyen grup olsun. Eger Rx A— A;
(r,a) > r.a ile gosterilen ve asagidaki sartlar1 saglayan bir doniistim varsa A bir R-modull
denir.
e r.(a®b)=ra®rb
e (r+s)a=ra+sa
e (rs)a=r.(sa)
dur. Burada r,se Rve a,be Adir. Bdyle durumlarda genelde Abir sol R-moduldir denir.

Eger ¢arpma sagdan olsaydi sag R-modul olurdu.

Simdi R bir birimli degismeli halka ve A da hem sag hem de sol R-modul olsun. A
lizeinde ®: Ax A—> Agarpma islemi tamimlayalim. Bu islem A {izerinde bir ikili islem olsun.
Eger her a,b,c € A igin

1. a®((b®dc)=a®bda®c
2. a®((b®c)=(a®b)®c
3. reRigin r.(a®b)=(ra)®b=a®(rb)

oluyorsa A ya bir R—cebir denir.

Tezin bu kismindan sonra @ ve & islemlerini bilinen + ve - ile gosterecegiz.

Caprazlanmis modiillerin degismeli cebirler iizerindeki tanimi T. Porter [27,28]
tarafindan verilmistir.

Once degismeli cebriler iizerinde gaprazlanmis modiil tammim verelim. L ve M iki
R—cebir ve M nin L iizerine cebir etkisi var olsun. Yani M xL — L seklinde tanimli
asagidaki oOzellikleri saglayan ve me M ve | e Li¢in m.l e Lile gosterilen bir doniisiim var

olsun.

1. m,m eM vel eL icin
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(m+m)l=ml+ml
2. meMvel,l el igin
m.(I+1)=ml+ml
3. meMvel,l el igin
m.(LI) =(mD).I
4. mm eM velelLigin
(mm).l=m.(m.l)
5. reR,meM,l el i¢in
m.(rl) =r(m.l)
dir.
0:L— M bir R—cebir homomorfizmi olsun. Eger her me M ve | e L igin o(m.l) =mal
oluyorsa 0 ya 6n gaprazlanmis modiil denir. 0 bir 6n ¢aprazlanmis modiil iken her Il eL
igin 0(1).1' =1l oluyorsa & ya bir ¢aprazlanmis modiil ad1 verilir. Her 1,1 € L igin II' =o(l).I
elemanina ise L de Peiffer elemani ad1 verilir.
4.2. Whiskered R-Cebiroidler

R-cebiroid tanimi i¢in Mosa [23] ya ve Micthell [21,22] ye bakiniz. Burada kisaca asagida

tanimi Ozetleyecegiz.
s
C = C'1 —_ CO
e

yapisi bir kiigiik R -kategori olsun.. Bu durumda her X,y € C;igin C,(X,y) kiimeleri birer
R-modiil yapisina  sahiptir. Bu m,;:C;xC; - C;,; i+ j<liizerindeki whiskering
m ;G xC; > C,; i+ j<1 dzelliginde asagidakileri saglayan doniisiimlerden olusur.
WL a ve a , C de ayn1 baslangig ve bitise sahip iki morfizim X €C,,r € R olmak
uzere
Xe(ra+a’) =r(x-a)+x-a

ve
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(ra+a)ex =r(asx)+a-x
olur. Yani;

i mO,l(X’ ra+ a') = rmO,l(X' a) + mO,l(X’ al)
om, (ra+a,x)=rm,(a x)+m(a,x)

olacaktir.

W2. my,:CyxCy — Cyyapisi Cy iizerinde bir monoid belirtir,
W3. xeC,,a:u— Vv C,de bir morfizim olmak {izere Xsa : XU — XV yani

(Xey)ea=xe(yea), Xl =1 ve Xxe(aob)=xe.aoxsb, xl =1,

saglanir.

W4. Ayni seyler sag etki iginde benzer sekilde gosterilebilir.

WS5. Eger X,Y,u,veC,,a,beC,
ise

Xs(@sy) = (x-a)-y
dir.

Simdi 0:R — S doniigimiiniin bir degismeli cebirler lizerinde g¢aprazlanmis modiil
oldugunda bu yapidan bir whiskered cebiroid elde etmeye ¢alisalim. Burada Brown-Spencer [7]
teoreminden yararlanarak bir denklik kuracagiz. Bu teoremin degismeli cebirler versiyonu T.
Porter [29] tarafindan yapilmistir. Burada [29] daki sonucu kullanacagiz. S nin R tizerindeki

cebir etkisini kullanarak
C =RxS
seklinde yari-direkt carpim cebirini tanimlayalim. Bu cebir tizerindeki islemler
(1,81).(r2,82) = (K +51.55 +11.5;,8;S7)
ve
(n,51) +(12,82) = (R +12,1.57)
seklindedir.
s(r,s;) =011 + 5, Ve t(b) =s(a) (yani b nin bitis noktas1 a nin baslangi¢ noktasina esit )

S(R,S) =011 +5; ise

t(b) =t(r,s;) =5, =011, +; =5(a)
olur. Ayrica s(aob)=s(b) ve t(acb)=t(a) olmaldir. Gergektende;

S(aob) =S(I’1 + rz,SZ) =81I‘1 +81I’2 +32 =81r1 +Sl = S(b)



ve
t(aocb)=t(n +1,,5,) =5, =t(a)
bulunur. Yani
t(@ob) =t(r,s;) =5, =011 +5, =5(12,S7)
olmak tizere

(r,82) 0 (1,8) =(1 +12,5;)
A

olur. Bu yapiya gore bir R-cebiroid elde etmis oluruz.
Simdi M, 5, My, , M, ; operatorlerini tammlamaya ¢alisalim.
W1

Myo:SxS =S

48

operatorii S cebirinin ikinci iglemi yani ¢arpma islemi olarak alinabilir. Bu isleme gore (S,e)

cebirsel yapisinin bir monoid olacagi agiktir. Diger operatorler ise agagidaki gibi tanimlanabilir.

My, : Sx(RxS) —>RxS

(S’ (r11 Sl)) = (S ol Ssl)

M, (RxS)xS - RxS

((r1’ 51)’ 5) = (r1°5 ’515)
olarak alalim.

W2: xeS, a:u—vvea=(r,s):or+s—s

S(Xea) = S(Xer, Xs)
= 0(Xer)+ SX
= XOr + XS
=X(or +5s)

=Xu

t(xea) =t(Xer,Xs) = Xs = Xxv
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olup xa:Xu — Xv olur.
W3:

e a=(r,s);, x,yeC,=S olsun

Xya = xy«(r,s)
= ((xy)=r. (xy)s)
= (x=(y=r), x(ys))
= Xe(yer, ys)
= Xs(y«(r,s))

= Xo(yoa)
olur.

e Xs(aobh) ifadesinin neye esit oldugunu gosterelim.
a=(r,s,),b=(r,s), tb)=s =0a,r,+Ss,=5(a) olmak iizere;

xs(aob) = x+((r;,8,) o (1., s,))
= xs(r, +1,5,)
= (x+(r; + 1), Xs,)
= (x.r2 + Xel, st)
= (Xer,, Xs,) o (X1, X, 8,)

= XeQ@ o Xob
bulunur.
e 1 =0y):y—>y dir
xsl =x+(0,y)=(0,xy) =1,
olur.

W4: Ayni seylerin M, ,, yani sagdan etki iginde sagladig1 agiktir.



W5: a=(r,s) alahm

Xe(asy) = xo((r,)+y) = xe((rey),sy)
= (Xe(rey), x(sy))
= ((Xer)ey,(xs)y)

= (Xer, XS)ey
= (x+(r,s))*y

= (Xea)ey
bulunur.

we: a=(r,s):u—v a=(r,s):u—Vv yani

o(r)+s=0(r)+s

s=s ved(r)=0(r)
olacak sekilde iki morfizm olmak iizere
a+a =(r,s)+(r,s)=(r+r,s+s)
dir. Buna gore;

k € K olmak iizere

50
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xs(ka+a)=xs(k(r,s)+(r,s))
= x+((kr,ks)+(r’,s))
= Xo(kr +1, ks +5)
= (xe(kr)) + xor , x(ks +5))
= (k(xer) +xer , k(xs +xs))
= (k(xer),k(xs)) +(xer ', xs)

=K(Xer,Xs) + (Xer ,xs') =K(xea)+ Xea
olur.

Benzer sekilde (ka + a')-x =k(aex)+ a'sX oldugu gosterilebilir.

Sonug olarak 0:R — Sbir ¢aprazlanmis modiil oldugunda (RxS,s,t,S)yapisi bir

whiskered R-cebiroid olur.

Boylece ¢aprazlanmis modiiller kategorisinden whiskered R-cebiroidler kategorisine bir

funktor tanimlamis oluruz. Ancak tersi yoktur. Boyle bir funktoru tanimlayabilmek igin bazi

ozel sartlara ihtiyag vardir. Bunlardan biri (C;,C,) bir R-cebiroid olmas1 yerine R-cebirler

kategorisinde bir kategoriksel obje veya (C;,C,) in bir kategoriksel cebir olmasi gerekir.

Bunlarla birlikte 1. Boliim de whiskered grupoidler igin verilen Onermenin R-cebiroidler

versiyonu kolayca verilebilir. Biz tezimizde daha fazla cebiroidler teorisine girmeyecegiz

4.3. Degismeli Cebirler Uzerinde Orgiilii 2-Caprazlanms Modiil

Onceki béliimlerden bildigimiz gibi 2-caprazlanmis modiiller gruplar iizerinde

Conduche tarafindan tanimlanmistir. Degismeli cebirler {izerinde 2-caprazlanmis modiil
kavrami Grandjean ve Vale[18] tarafindan verilmistir. Arvasi ve Porter[4] simplisel cebirler
ve 2-caprazlanmis modiiller arasindaki iliskiyi vermislerdir.Bu bolimde degismeli cebirler igin

tanimlanan bir 2-¢caprazlanmis modiil yapisi iizerine 6rgii doniisiimii tanimlayacagiz. Simplisel

cebirlerle olan iliskisini inceleyecegiz. Once degismeli cebirler iizerinde 2-¢aprazlanmis modiil
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tanimini Arvasi [l, 5] den verelim. Degismeli cebirler iizerinde diger bazi cebirsel modellerin

tanimlamalarini [17] ve [30] da bulabilirsiniz.

43.1. Tamm: L—2—— M bir 6n ¢aprazlanmis modiil ve K —2——— L de

bir ¢aprazlanmis modiil olmak tizere R —cebirlerin
K —2 >L—4 >M - (1)
seklindeki bir kompleksini gz 6niine alalm. Yani 0,0, =0 veya Im(0,) = Cek(d,) olsun.

Peiffer Lifting doniistimii olarak adlandirilan {®} :L®L — Kbir R—Dbilineer doniigiim var

ve asagidaki sartlari sagliyorsa (1) kompleksine 2-gaprazlanmis modiil denir.

PL1. Her I,1" € Ligin

0,11 =1I'-1o,(1)
dir.
PL2. Her k,k e K igin
{0,k @0k} =Kk
dir.
PL3. I,1,,1; € Ligin
{Il, ®LL}={Ll, ®1}+0,(,).{, ®1,}
dir.
PL4.A) ke Kve | eLigin
{0,k ®1}=1k—-0,(1).k
dir.

B) {I®0,k} =1k dir.
PL5. meMve I,I € Ligin
m.{l ®|‘} :{m.l ®|'} :{| ®m.|'}
dir.
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Simdi C, —2 >C, & > C, yapis1 cebirler iizerinde bir 2-caprazlanmis
oldugunda bu 2-¢aprazlanmis lizerindeki whiskering doniisiimlerini tanimlayalim.

0 0
C, 2 >C, L >C,

k —cebirlerin bir kompleksi olsun. 0,(C,) nin Cj izerine etkisi sifir etki ve C, in C, veC,
lizerine bir K —cebir etkisi var olsun. 0, :C, — C, homomorfizmi C, in C, iizerine olan
etkisiyle birlikte bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. i, j >0 ve i+ j <3 olmak iizere bu
kompleks tizerindeki whiskering doniigiimleri mi,j :C,xC i —C.. ; seklindeki dontisimlerdir
ve asagidaki 6zellikleri saglarlar.

WL Her ¢,,c, €C, ve C,€C, igin m,, ve m,,,m,, déniisiimleri k—bilineer

dontistimlerdir. Yani,
m (G +¢,¢)=m (c,c;)+m (c;,c;)

diir. Ayrica k € K igin

m (kc.c;)=km (c.c;)

dir.
W2.
53m2,1 (C2 ! Cl) =C.C, + m1,1 (52C2 ' Cl)
53m1.2 (Cl’ C2) = _Cl'CZ + m1‘1 (Cl’ 5202)
W3. Her ¢, €C; ve ¢, €C, igin
m, (9:C;,¢,) =—(¢,.C)
ve

m_, (€,,8:,¢;)=c¢,.c,

dolayistyla M (5;C5,¢,)+m__(Cy,8,¢5)=0 olur.

W4. Her ¢, c, €C, igin

5 (m, (¢, ¢))=c.c

olur. Burada bu m operatorleri ile birlikte
)
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0; 2
C, : >C, 2 >C,

yapisl, {—®—} :C, ®C, - C, Peiffer Lifting doniisiimii ile bir 2-¢aprazlanmig modiil ise bu

yapiya Orgiilii 2-¢aprazlanmis modiil denir.
Goriilityor ki cebirler iizerinde bir 6rgiilii 2-¢aprazlanmig modiil tanimi agagidaki gibi

daha net verilebilir.

1. c,—= >C, —% C, k—cebirlerinbir 2-¢aprazlanmig modiiliidiir.
Ayrica 6,(C,) nin C, iizerine etkisi sifir etkidir.
2. 1,J=0 ve i+ j <3 olmak tizere yukarda ki gibi verilen W1-W4 6zelliklerini

saglayan m. :C, xC; —C,,; whiskering doniisiimleri vardr.

4.4. Simplisel Cebirler

Ceb degismeli cebirlerin kategrisi olmak iizere A% [n] kategorisinden Ceb
kategorisine tamimli bir E funktoruna simplisel cebir denir. Yani n>0 olmak iizere degismeli
R-cebirlerin bir (E,),_yailesi var ve 0<i<n icin d":E, >E _,ves] E —E ;; i#]
olmak iizere simplisel 6zdeslikleri saglayan homomorfizmler vardir. Moore kompleks ise yine
benzer seklide tanimlanir.

0, :NE, = NE, ; simir homomorfizmleri olmak iizere

n-1

NE, = ﬂ@ekdi” ve 0, lerise d; operatérleridir.

i=0

Arrvasi [1] de S(n) sirali kiimesinden alinan (e, ) giftlerini kullanarak;

C,,:NE,,, xNE, ,, - NE,

ap ' VEn
hiper gaprazlanmis kompleks ¢iftlerinin O, operatorleri altindaki goriintiilerini incelemistir.
N =2 durumunda

0,(Coy (X, Y)) € Cekd,.Cekd,
oldugunu gostermistir. Burada

Clop (X% Y) = 8,(%).(8,Y =5, ¥)
seklindedir ve X,y € NE, = Cekd, dir.

Simdi bu operatdrler yardimiyla kisaca asagidaki teoremi verebiliriz.
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4.4.1. Teorem: E bir indirgenmis simplisel cebir olsun. Bu durumda

NE, —%— NE, —%— NE,

yapist eger NE, {0} ise degismeli cebirler lizerinde bir orgiilii 2-¢aprazlanmis modiil olur.

Bu teoremin ispat1 Arvasi [1] de kullanilan metoda ve bu tezin 2. Boliimiin de gruplar

iizerinde kullanilan metoda benzer bir sekilde yapilabilir. Biz burada sadece whiskering

doniisiimlerini verecegiz.

C,=NE,, C, =NE, ve C, = NE; olmak iizere

m_NE xNE —NE,;; m,(X,y) =sX(Sy—5Y)

m,, : NE; xNE, — NE;; m,,(C,,C,) = (8,5,C; —$,5,C;).S,C, +8,C,.(S,5,C; —$,5,C;)
m,, (C,,C,) = S,C,.5,8,C; +8,5,C,.(S,C;, —S,C,)

seklindedir.
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