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Matematik Anabilim Dali

Danisman : Yrd.Dog. Dr. Ziilfigar AKDOGAN

Bu ¢alismada keyfi bir siireksizlik noktasina sahip sinir-deger gegis probleminin sayisal
cOziimleri incelenmistir. Dort boliim halinde diizenlenen bu ¢alismanin "Giris" boliimiinde
arastiritlan konunun giincelligi, ele alinma nedeni, uygulama alanlari, teorik ve pratik
Oonemi hakkinda kisa bilgi verilmistir. Bu boliimde sinir deger problemlerinin sayisal
¢Oziimlerinin genel tarihine ve tez konusuyla direkt ilgili olan calismalarda elde edilmis
sonuclarin kisa bir 6zetine deginilmistir. "Genel Bilgiler" boliimiinde tez konusuyla ilgili
olan ve daha sonraki "Bulgular ve Tartigma "bdliimiinde yararlanilan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir."Bulgular ve Tartisma " Bu boliimde siireksiz Sturm-Liouville
problemleri i¢cin modifiye edilmis sonlu farklar metodu ile 6zdeger ve 6zfonksiyonlarina
niimerik yaklasimlar yapilmistir. Calismamizin sonuncu "Sonug ve Oneriler " boliimiinde
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ABSTRACT

Undergreduate Thesis

DISCONTINOUS STURM-LIOUVILLE PROBLEM FOR THE NUMERICAL
SOLUTION

Savas KUNDURACI

Gaziosmanpasa University
Faculty of Arts and Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Yrd.Dog. Dr. Ziilfigar AKDOGAN

In this study, the numerical solutions of arbitral discontinuity boundary value transition
problem has been examined. It has been examined in four parts. The brief information
concerning the actuality of the subject, the reason of handling, application fields, theoretic
and practical importance has been given in Section 1 . In "Section 1" the general history
of boundary value problems of numerical solutions and a brief summary of the results
obtained from the studies directly concerning that thesis subject have been mentioned.
In "Section 2" the basic definition and theorems have been given to benefit next sections
of the work. In "Section 3" This section is devoted to determining the eigenvalues and
eigenfunctions of a discontinuous Sturm-Liouville Problem. By modifying the finite
difference method, we have developed a numerical approximation to the eigenvalues and
eigenfunctions. In the last part " Section 4" the conclusions drawn our study and the

studies that are required to be done in the future have been mentioned.

2010, 43 pages

Key words: Eigenvalue, Eigenfunction, Boundary-Value problems, Transmission
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1. GIRIS

C. Sturm ve J. Liouville tarafindan 1836 yilinda 1s1 iletimi ile ilgili olarak arastirilan
siir-deger problemleri ve bu problemlerin daha da genellestirilmesinden ortaya ¢ikan
benzer problemler literatiirde Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilir. Tarihsel
acidan bu tiir problemler 6ncelikli olarak 1s1 akis1 problemlerinin Fourier analizi yardimi
ile ¢coziimlenmesi probleminde ortaya ¢ikan sinir-deger problemleridir. Giiniimiizde,
Sturm Liouville teorisi 1s1 akis1 problemlerinin yani sira farkli matematik, fizik

problemlerinin ¢6ziimii i¢in de etkin bir yontem olusturmaktadir.

Bu yiizden fizikte ve miihendislikte bir ¢ok konu kismi diferansiyel denklemlerdeki
caligmalara bagl olarak gelisme gostermektedir. Biitiin bunlar listelemek miimkiin
degildir. Ancak biiylik dl¢iide kismi diferansiyel denklemlerdeki calismalara baglh
olan konular; akustik bilimi, aerodinamik, elastik, eloktrodinamik, akiskan dinamigi,
jeofizik (sismik dalga yayilimi), 1s1 transferi, meteoroloji, okyanus bilimi, optik, petrol
mithendisligi, plazma fizigi, kuantum mekanigi seklindedir. Son yillarda gerek Matematik
fizigin, ozellikle de kuantum mekaniginin ortaya koydugu yeni yeni somut problemlerin
arastirllmasi ihtiyaci, gerekse de Diferansiyel operatorler teorisinin i¢ talepleri geregi
konu hala giincelligini korumakta olup bu konuyla ilgili cok sayida caligma yapilmais,
makale ve kitaplar yazilmig ve yazilmaktadir. Bu ¢aligmada sadece tez konusuyla direkt

yakinlig1 olan baz1 ¢aligmalardan bahsedilmektedir.

Muhtarov’un, 1988’deki ¢alismasinda sinir sartlarinda 6zdeger parametresi icermeyen,
ancak denkleminde soyut lineer operatdr bulunduran ve esas kismi kendine eslenik olan

smir-deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotigi bulunmustur.

Altimigik’in, Muhtarov’un danigsmanhi@inda 1998 yilinda yazdigir "Sinir Sartlarinda
Ozdeger Parametresi Bulunduran Siireksiz ~ Katsayili Smir-Deger Problemi"
baghikli doktora tezi’nde ise sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran siireksiz

katsayili sinir-deger probleminin spektral 6zellikleri arastirilmastir.



Demir’in Muhtarov’un danigsmanliginda 1999 yilinda yazdig: "Bir Diferansiyel-Operator
Denklem I¢in Smir-Deger Problemi" baslikli doktora tezi’nde ise hem smir sartlarinda
0zdeger parametresi bulunduran hem de denkleminde soyut lineer operatér bulunan
ve esas kismi kendine eslenik olan sinir-deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotigi

arastirilmistir.

Son yillarda ise bu alanda en 6nemli sonuglar S.Y. Yakubov ve Y.Y. Yakubov’un
caligmalarinda elde edilmistir (Yakubov, 1993; 1994; 1998 and Yakubov, Yakubov, 1999;
2000). Yakubov’un , 1994’ de yayimlanan kitabinda reguler diferansiyel operatorlerin
genel teorisi kurulmus ve bu teori de yeni yontemler gelistirilmistir. Bu kitapta ispatlanan
soyut teoremler ¢ok genis adi ve kismi tiirevli diferansiyel sinir-deger problemlerine
uygulanabilmesi agisindan ehemmiyet arz etmekte dir. Y. Yakubov’ un ¢aligmalarinda
p-regiilerlik olarak adlandirilan ve klasik Birkhoff anlaminda regiilerlikten farkli olan
bir regiilerlik kavrami tanimlanmis ve bu anlamda regiiler olan simir-deger problemleri
igin uzay degiskenine gore izomorfluk, uzay degiskenine ve 6zdeger parametre sine
gore koersitivlik, 6zfonksiyonlar ve 6zfonksi yonlara baglanmis fonksiyonlar sistemi nin

tamlig1, cok kat tamlig1, Abel bazlig1 v.s. gibi 6zellikleri arastirmistir.

Yakubov’un son yillardaki ¢aligmalarinda ise irregiiler sinir-deger problemlerinin spektral
Ozellikleri arastirilarak elde edilen sonuglar1 bir¢ok fiziksel problemlere uygulanmstir.
Yakubov (1995,1998)’un ¢aligmalar1 6rnek olarak verilebilir. Yukarida bahsedilen biitiin
calismalarda sinir-deger problemleri siirekli katsayili diferansiyel denklemler icin
incelenmigtir.  Muhtarov (1990, 1994, 1998, Mukhtarov ve Demir, 1999)’un
calismalarinda ise siireksiz katsayili diferansiyel (adi ve kismi tiirevli) denklemler icin
sinir-deger-gecis problemleri arastirilmigtir.  Bu g¢alismalarda esasen diferansiyel ve
0zdeger parametresine bagl olan sinir-deger gegis problemleri icin izomorfluk, hem uzay
degiskenine hem de 6zdeger parametresine gore koersitivlik, 6zdegerlerin asimptotigi,
rezolvent operatoriiniin degerlendirilmesi, tamlik ve iki kat tamlik, Abel bazlig1 v.s.
hakkinda teoremler ispatlanmis ve uygun parabolik tipten kismi tiirevli diferansiyel

denklemler i¢in baglangic-sinir-deger gegis problemi incelenmistir.

Sayisal analiz, matematik problemlerinin bilgisayar yardimi ile ¢oziimlenme teknigidir.

Genellikle analitik olarak ¢oziimleri cok zor veya imkansiz olan matematik problemleri



belli hata araliklarinda ¢oziimlemek ic¢in kullanilir. Sayisal ¢oziimiin vazgecilmez
parcalarindan biri de elektronik araclardir. Bilgisayar teknolojisi ile sayisal analiz
metotlar1 birbirine paralel olarak gelismistir. Bunun en giizel 6rnegi giiniimiiziin en
popiiler sayisal analiz metotlarindan biri olan "sonlu farklar" digeri ise "sonlu elemanlar"
teorisidir. Bumetodlarin teorisi 1930’larda olmasima ragmen, yontem el ile islem yapmaya
uygun olmadigindan dolay1 gerekli ilgiyi o yillarda gérmemis ve gelisen bilgisayar
teknolojisiyle birlikte kullanim alan1 bulmustur. Bunun yaninda analitik islemlerinde
bilgisayar ortaminda yapilabilmesi sayisal analiz metotlarinin kullanilmasini zorunlu hale
getirmektedir. Bu da sayisal analiz ile ilgili metotlarin gelisimine ve artmasina neden

olmustur.

Bailey, Gordon, Shampine (Automatic Solution of the Sturm-Liouville Problem)’in
1978 de yayimlanmig bu ¢alismalarindan baslayarak, giiniimiize dek yogun big¢imde

arastirilmakta olup, bu alanda ilk ciddi sonuglar bu ¢alismalardan elde edilmistir.

Bailey, Everitt, Weidmann, Zettl (Regular approximations of singular Sturm-Liouville
problems )’in 1993°de yapmis olduklar1 ¢alismada Tekil Sturm Liouville problemleri ig¢in

sayisal ¢ozim yapmislardir.

Bailey, Everitt, Zettl, Liouville (The SLEIGN2 Sturm-Liouville Code)’in 1999°da yazmis
olduklar1 SLEIGN2 kod, fikirini 1979 yilinda yazilmis olan SLEIGN kod fikrinden
almaktadir. SLEIGN2 kodunun esas amaci diizenli ve tekil Sturm-Liouville problemlerinin

0zdegerleri ve 6zfonksiyonlarini hesaplamak i¢in yeni bir algoritma tanimlanmaktir.

Pruess, Fulton (Mathematical software for Sturm-Liouville problems)’un 1993°de bahsi
gecen ¢alismalarinda Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerlerini bulmak i¢in algoritma
yazmuglardir.  Ozdegerler ve 6zfonksiyonlar ile hata kontrollerinin tahmin edilmesi

yazilimin matematiksel temelini olusturmaktadir.

Ixaru, Meyer ve Berghe (CP Methods for the Schrodinger Equation revisited)’nin 1998
de yayimlanan ¢alismalarinda SLCPM12 kodu ayni zamanda Liouville doniisiimii ve
Schrdédinger denkleminin ¢dziimiinde i¢in sayisal yontemleri kullanir. Bu kod (SLEDGE,
SLEIGN ve SLO2F)kodlarindan daha hizli ve daha iyi sonuglar vermektedir.



Ledoux, Daele ve Berghe’nin( Matslise: A Matlab package for the Numerical Solution
of Sturm-Liouville and Schrodinger equations) 2005’de Sturm Liouville problemleri ve

Schrodinger denklemleri icin Matlab programinda sayisal ¢éziimler yapmisglardir.

Ledoux, Daele ve Berghe (The numerical solution of Sturm-Liouville and Schrodinger
problems using Piecewise Perturbation methods)’nin 2005°de yapilan ¢aligmalarinda
parcali petlirbasyon metodu ile Sturm Liouville ve Schrodinger denklemleri icin sayisal

coziimler yapmislardir.

Ledoux (Ph.D. Thesis pdf.Study of Study of Special Algorithmsfor solving Sturm-
Liouville and Schrodinger Equations)’un 2007°de doktora tezi ¢alismasinda diizenli ve
tekil Sturm-Liouville problemleri i¢in paket yazilimlar olusturmus ve sayisal ¢oztiimler

yapmistir.

Ledoux, Daele, ve Berghe (Efficient computation of high index Sturm-Liouville
eigenvalues for problems in physics)’nin 2009°da yapmis olduklar1 ¢alismada yiiksek

dereceli Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerleri i¢in sayisal ¢ozlimler yapmuslardir.

Ledoux, Daele (Solution of Sturm-Liouville problems using modified Neumann schemes)
2010°da Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerleri i¢in modifiye edilmis Neumann

semalarindan faydalanarak sayisal ¢oziimler yapmislardir.

Ledoux, Daele’in (Solving Sturm-Liouville problems by piecewise perturbation methods)
(2010)’da Sturm-Liouville 6zdeger problemlerinin daha genel sinifi olan Schrédinger
denklemlerine CPM ¢6zlimii mevcuttur. CPM Sturm Liouville problemleri i¢in Liouville
donlislimii sonrast uygulanabilir. Ledoux, Daele adi gecen calismada yliksek dereceli
yaklagimlar i¢in modifiye edilmis Neumann yontemi uygulayarak ¢calismislardir. CPM’in

daha basit yaklagimlar i¢in uygun oldugunu ifade etmislerdir.

Bu tez calismasimin esas konusu da keyfi bir ¢ noktasinda siireksiz, Regiiler Sturm

Liouville probleminin ¢oziimdeki siireksizligi incelenerek sayisal ¢oziim yapilacaktir.



Tez calismasinda kaynaklar kisminda bulunan asagidaki materyal ve metotlardan
yararlanilmigtir. Diferansiyel operatorler teorisinden regiiler Sturm-Liouville teorisi ve
yontemleri ; fonksiyonel analizden bazi temel tanimlar niimerik analizden sonlu farklar
metodu ileri,geri farklar ve merkezi farklar metodu ; Lineer diferansiyel operatorler
ve Interpolasyon teorisi yontemleri ile birlikte Sturm-Liouville teorisi yontemleri ve
kaynaklar kisminda yer alan (Muhtarov, 1988 ; Yakubov, 1994 ; Yakubov, and Yakubov,
1999 ; Demir, 1999 ; Ledoux, and Berghe, 2005 ; Ledoux, 2007) bu ¢alismalardan

ozellikle yararlanilmis olup gosterilmis yontemlerden faydalanilmistir.



2.GENEL BILGILER

Bu boliimde tez ¢alismasinda yararlanilan temel kavram ve sonuglar hakkinda bilgiler

verilmistir.

2.1 Lineer Diferansiyel ifade ve Siir Sartlan

pi(z): R— R (i=0,1,2,...,n), siirekli fonksiyonlar olmak tizere

0(y) = po(@)y™ + pr(@)y" D + 4 pa(x)y,  x € (a,b) (2.1.1)

bicimindeki ifadeye n—mertebeden lineer diferansiyel ifade denir. Genel olarak her x

icin po(x) # 0 oldugu kabul edilir.

Uly) = ayla)+ay/(a) + ... + an_1y™ V(a)
+B80y(b) + By () + . + Bary "I (b) (2.12)

bigimindeki ifadeye ise sinir deger ifadesi denir. U;(y), i = 1,2, ..., m ifadeleri sinir deger
ifadeleri oldugunda

Ui(y) =0,i=1,2,...m (2.1.3)

bi¢imindeki esitlikler sinir sartlar1 olarak adlandirilir.

Bilindigi gibi C|a, b ile, [a,b] araliginda tanimli ve siirekli olan fonksiyonlarin lineer
uzayi gosterilir.

{fecClab] |f, f"....f™ e Cla,b]}

lineer uzay1 ise C™[a, b] bigiminde gosterilir. L : C[a, b] — C[a, b]

D(L)=D ={y e Cla,b] |y e C™[a,b],U;(y) =0, i=1,2,....,m}

L(y) = £(y) = po(x)y™ + pi(x)y™ ™V + ... + pa(a)y



esitlikleri ile tanimlanan L —lineer operatdriine lineer diferansiyel operator veya ¢(y)

diferansiyel ifadesi ile

Ul(y> = O, 1= 1,2, ., m

sinir sartlariin tirettigi lineer diferansiyel operator denir (Naimark, 1967).

2.2 Regiiler Sturm-Liouville Problemi

Verilmis [a, b] arah@inda

—u" +q(x)u = (2.2.1)

lineer diferansiyel denkleminin,
oqu(a) 4 azu'(a) =0 (2.2.2)
Bru(b) + Bou (b) =0 (2.2.3)

siir sartlarini veya periyodik sinir sartlari olarak adlandirilan
u(a) = u(b) (2.2.4)

u (a) =u (b) (2.2.5)

sinir sartlarini saglayan ¢oziimlerin aragtirilmasi problemi klasik Sturm-Liouville problemi
diye adlandirthir. Burada A € C parametresidir. Eger herhangi A = )\ degeri igin bu
problemin asikar olmayan uy # 0 ¢0ziimii bulunursa, )y sayisina verilmis problemin
ozdegeri, © = wugy(z) fonksiyonuna ise bu dzdegere uygun 6zfonksiyon denir. [a, 0]
arali1 sonlu, ¢(x) fonksiyonu bu aralikta integrallenebilir ise, s6z konusu problem
regiiler Sturm-Liouville problemi, aksi halde ise, yani ya [a, b] aralig1 sonsuz veya ¢(x)
fonksiyonu [a, b] de integrallenebilir degilse (ya da hem [a, b] aralig1 sonlu degilse hem
de q(z) fonksiyonu [a, b] arah@inda integrallenebilir degilse) o halde s6z konusu problem
Singiiler Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir. ~ Sunu da ifade etmek gerekir ki;
daha genel

—u 4 p(x)u +r(z)u = As(z)u (2.2.6)



diferansiyel denklemleri (s(x) ikinci mertebeden, p(x) ise birinci mertebeden siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise ve s(x) > 0 ise) (3.1.1) bigiminde
—v +q(y)v = I (2.2.7)

denklemine indirgenebilir. Bunun i¢in = ve u = u(z) degiskenlerinden

y = / Vs(t)dt (2.2.8)

o(y) = /s(@)exp (% / ' p(t)dt) () (2.2.9)

doniigiimii ile yeni y ve v = v(y) degiskenlerine gegmek yeterlidir. Bu doniisiim,

Liouville doniistimii olarak adlandirilir (Titchmars, 1962).

2.3 Lineer Operatorlerin Ozdeger ve Ozfonksiyonlari

H Kompleks Hilbert uzayinda tanim bolgesi D(A) olan A : H — H lineer operatorii
ve A kompleks parametresi verilsin. Eger A = )\ i¢in

Ay = Aoy (2.3.1)

operator denkleminin yo # 0 ¢ozlimii varsa, )\ sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, yo €

D(A) elemanma ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyonu denir (Titchmars, 1962).

2.4 Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

w={a=xy<11<...t8y1 <Ny =D}

ayrik noktalar kiimesine [a,b]’de tanimlanan diizgiin olmayan sebeke, x; noktalarina ise

diigiim noktalar1 veya sebeke diiglimleri denir. Eger diigiimler esit aralikli iseler buna



diizgilin sebekeler denir.

wyp ={z; =1ih,i=0,1,...,N;h = (b—a)/N}

h- sabitine sebeke adimi denir. @ sebekesinde tanimlanmis f(x) ( = € w) fonksiyonuna
sebeke fonksiyonu denir. Ve f(z;) degeri kisa olarak f; seklinde belirtilir. Her bir
diferansiyel denkleme aranan fonksiyon degerleri disinda tiirev degerleri de katilir.
Tirevlerin yaklasimi i¢in ¢ok zaman fark tiirevleri denilen ifadeler kullanilir(Diizgilin

sebeke Orneginde). Birinci tiirev i¢in;

(ui —ui—1) (u(w;) —u(wi-1))

ui,l‘ —=

h h
_ (Uit — u;)
ua:,z - h
o (Uz‘+1 - ui—l)
H0es = Ty

Bu ifadelere sirasiyla u(z) fonksiyonun z; noktasindaki sol(geri), sag(ileri) ve merkezi
fark tiirevleri denir. Eger u(x) yeterince diizgiin (smooth)ise, yani [a, b]’de yeterince
tiirevleri varsa, bu fark tiirevlerinin her biri h — 0 durumunda v (z;) degerine
yaklasacaktir. Buna &rnek olarak sol fark tiirevi gosterilebilir. u(z) € C?|a, b] oldugunu

varsayalim. Bu durumda Taylor formiiliine gore;

2

uw(x —h) = u(r) + %u//(f),é € (x—h,x)

yazilabilir. Buradan

u(z) —u(x —h) h
; W () - 5 (€)
elde edilir. Dolayisiyla
! h "
Uz — w (@) = —gu (&), & € (21, i) (2.4.1)

olur. u(z) € C?[a,b] oldugundan uz;, fark tirevi v (x;)’e O(h) hiz1 ile yaklasacaktir.

Ileri ve merkezi fark tiirevleri i¢in de benzer yolla

! h 17
Ueg = U (2i) = —gu (&), & € (23, Ti) (2.4.2)
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U0, = u (@) = —gu” (&), & € (Tim1, Tiga) (2.4.3)

oldugu ispatlanabilir. (2.4.1). (2.4.3), (2.4.3)’den merkezi fark tiirevinin daha kesin oldugu
goriiliir(yaklasim hatasi hatasi daha kii¢iik O(h?) bigimindedir). Ikinci tiirev igin;

1 ( ) Uip1 — 2U; + Uiy
Ugz,i = 7\ Uz — Uzi) =
T h T ’ h?
buna ikinci fark tiirevi denir.
!/ h2 " h3 " h4 (4)
u@i +h) = ulag) + hu (25) + Sru (@) + gru () + u(&), & € (20, 2i)
/ h2 " h3 " h4 4
(@i —h) = (@) — b (@) + Sru (@) — gru (&) + EU( (i) mi € (w4, wi41)
Taylor agilimlarindan yararlanarak
" h2 (4)
Uzgi — U (T;) = b (0:),0; € (w1, Tig1) (2.4.4)

oldugu goriilebilir. (2.4.3) bagmtis1 u(z) € C*[a,b] durumunda ikinci fark tiirevinin
hatasiin O(h?) oldugunu ispatlar. Genelhalde, fark tiirevlerinin kesinligi hem fonksiyonun

diizglinliigiine hem de diiglim noktalarinin yerlesimine baglidir (Amirali ve Duru, 2002).

2.5 Fark Siir-Deger Problemleri

Diferansiyel denklem sonsuz sayida ¢éziime sahiptir. Tek ¢6ziimiin olmasi i¢in denkleme

belli sartlarin eklenmesi gerekmektedir. Ornek olarak

11

u = f(z),a<x<b (2.5.1)

u(a) = p, u(b) = pa (2.5.2)

model siir-deger problemi ele alinirsa, (2.4.3)e gore u' (z;) ~ Uzg,; oldugu igin wy,
diizgilin sebekesinde (2.5.1)- (2.5.2)’ya karsilik gelen asagidaki fark sinir-deger problemi

sunulabilir.
Yie1 = 2Ui + Yin
2

= fi=12...,N—1 (2.5.3)
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Yo = M1, YN = M2 (2.54)

(2.5.3)- (2.5.4) bagintilar1 y1,y2,...,yn—1 degerlerine gore lineer denklem sistem
olustururlar ve buradan bulunacak y;’ler, u(x;)’ler igin yaklagik degerler olurlar (Amirali

ve Duru, 2002).



3.BULGULAR

Bu boliimde, sonlu farklar metodundan faydalanilarak [0, 7] sonlu araliginda, bir ¢
stireksiz i¢ noktasi bulunan Reguler Sturm-Liouville Problemlerinin sayisal ¢oziimleri

i¢cin tanimlanmis lineer doniisiimii ve sayisal ¢éziimleri anlatilacaktir.

3.1 Smr Deger Probleminin ifadesi

Bu bolimde

—y"(z) = My(z) x€0,¢)U (¢, 7] (3.1.1)

y(0) =y(m) =0 (3.1.2)

sinir sartlarindan ve

T1y(cr) = y2y(c-) (3.1.3)

1,72 # 0 olmak lizere gegis sartlarindan olusan, keyfi bir ¢ noktasinda siireksiz sinir

deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari incelenecektir.

3.2 ikinci Tiireve Yaklasim

Sayisal ¢6ziim i¢in bu tiir kosullar altinda Taylor teoremi su sekilde yazilabilir.

y"(z)

2
Th + ...

y(z+h) =y(x) +y'(x)h +

A

y(x —h) =y(z) —y'(x)h—i—%h?_p..
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Bu denklemler taraf tarafa toplandiginda,
y(x +h) +y(e —h) = 2y(z) +y" (2)h*
ifadesi elde edilir. Yukaridaki denklemde arta kalan yiiksek sira terimleri atilmigtir. 3" ()

yaklagigini bulmak i¢in denklem diizenlenirse;

(3.2.1) denklemi elde edilir. (3.2.1) denklemi (3.1.1) Sturm-Liouville denkleminde yerine

yazilirsa ikinci tiirev i¢in;

_yle—h) —2y(z) + y(z + h)
h2

~ \y(z) (3.2.2)

denklemi elde edilir.

3.3 [0, ] Boliintiilere Ayirma

Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimiiniin aranacag aralik ( Sekil 3.1)’deki gibi boliinmelidir.

Bu noktalar arasindaki uzaklik asagidaki hesaplama yontemi ile gdsterilmistir.

Sekil. 3.1: [0, 7] C6ziim araliginin boliintiilere ayrilmasi .

T—0 ™

h: =
N+1 N+1
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(3.1.2)’de verilen sinir kosullarina goére, bu araligin her bir u¢ noktasi i¢in ¢dziim

bilinmektedir.

y(wo) = y(0) =0

y(@n41) =y(m) =0
Buna ragmen, her bir NV i¢ noktast i¢in ¢0ziim bilinmemektedir.
xj=7jh, j=12,...,N
Eger (3.2.2)’deki kalanlar denklemi z; ile degerlendirilirse;
~h=?[y(x; — h) = 2y(z)) + y(z; + h)] = Ay(x;)
h boliintiilerde ardisik noktalar arasindaki artis olmasindan dolay1
rj—h=x;_1 ve zj+h=uz;4
bicimindedir. Dolayisiyla,
—h 2 [y(zj-1) — 2y(;) + y(zim)] = My(z;)
denkleminde y(z;) ile y; nin yerleri degistirilip denklem tekrar diizenlenirse;
—h 72 [y = 2y; + Y] = My (3.3.1)

denklemi elde edilir. Bu (3.1.1) Sturm Liouville problemini bulmak i¢in bir yaklagimdir.
Burada z;’de degerlendirilen y(z;) Sturm Liouville probleminin tam degerini temsil eder.
Amay; degiskeni y(z,) nin z; de yaklagigini temsil etmektedir. Burada (3.3.1) denklemini
[0, 7] tlizerindeki boliimiin i¢ noktalarinda degerlendirilmesi gereklidir. j = 1 igin

(3.3.1) denklemi su sekilde olacaktir:

—h 2 [yo — 2u1 + 2] = Ain (3.3.2)
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Ayni sekilde j = 2, 3, ve 4 i¢in asagidaki denklemler elde edilir.

—h 72 [y1 — 202 + 3] = M2
—h 2 [y2 — 2y3 4 ya] = Ay
—h % [ys — 2ys + ys| = Ay

Son olarak, 7 = N i¢in

—h?[yn-1 — 2y~ + Yn41] = Ayn (3.3.3)

elde edilir. Buna ragmen, sinir kosullar1 sunu ister:

Yo = y(zo) = y(0) =0

Ynt1 = Y(rng1) = y(m) =0

Boylece (3.3.2)denklemi —h‘2[ —2y1 + yg} = Ay olur, bu arada da (3.3.3) denklemi
—h2 [yN_l — QyN} = Ayy olur. Buda N bilinmeyenli asagidaki N denklem sistemine
doniisiir.

2h%yy — h %y = Ay

—h 72y 4+ 202y — h 2y = s
—h "2y + 202y — h 2y, = Ays

(3.3.4)
—h" 2y + 2072y — WPy = Ay
—hyn_1 4 20 2yn = dyn
Bu sistem matris formuna yerlestirilir ise;
[2h2 —h2 0 0 0] [w] [u]
~h™% 2h™% —h7%2 0 0 Y2 Y2
0 —h2% 2n2 —p2 0
Bl (33.5)
0 0 —h_2 2h_2 0 Ya Ya
i 0 0 0 0 2h_2_ _yN_ _yN_
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matris formu olusur. (3.3.5) My = Ay seklinde ifade edilir. Bu formda;

(on=2 —n2 0 0 0 [y, |
B o _p? g 0 "

0  —h? 2h? _p-? 0
M = ve y— Y3
0 0 —h? op 0 s
0 0 0 0 e 2n2 |

seklinde gosterilir. My = Ay Matris probleminin 6zdegerlerini ve 6z fonsiyonlarin

bulma problemi ile,

Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasi arasinda

baglant1 kurulmus olur.

3.4 Neumann Sartlari

—y/ (@) = My(a) (341

(3.1.1) daki Sturm-Liouville denklemi tekrar incelendigi zaman (3.4.1) denkleminde bu

sefer sag u¢ noktasindaki Neumann kosulunun iligkilendirilmesi gereklidir.

—y"(x) = My()

Sturm-Liouville denkleminde,

—h7? Y51 = 2y + Y] = My
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(3.3.1) denklemi kullanilarak sayisal ¢oziim yapilacaktir. /(7)) = 0 oldugu sag ug

noktadaki Neumann kosulundan dolay1 , ¢6ziimiin degeri bilinmemektedir.
0:I0<I1...<ZL'N<£L‘N+1:7T

araliga boliinmesi gereklidir. Bu aralikta vy, vs,. . ., yn+1 hesaplanmas1 gerekecektir. Bu
da ekstradan bir denklemin eklenmesini gerektirir. 7 = 1,2, ..., N + 1 kadar denklem
sistemi

h=2[yo — 21 + 2
h=2[yr — 2y + s

Ys (3.4.2)

—_h2
—h7? Yz — 2ys + ys

I
> > > > >
bS

[
[
[92 —2y3 + ya
[
h=2[ya — 2y5 + yo

~h=? [nyz — 2Yny1 + Z/N+2} = AYn+1

seklinde olur. Dolayisiyla, bu da N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklem vermektedir. [0, 7]

araliginin sol u¢ noktada ki Dirichlet kosulundan dolay1

Yo = y(wo) = y(0) = 0
oldugunu bilinmektedir. Boylece bilinmeyen 7, ’1n ¢ikarilmasi gerekir. Buna ragmen

yYn+2 1¢in bir deger elde etmeye ihtiyag¢ vardir.

ooy Lyl +h) —y(z)
Yy (r) ~ Y

denkleminde ilk tiirev i¢in ileri farklar degeri kullanilarak gosterilebilir. A’yi [0, 7]

dagiliminda sebeke adim Ol¢iisii olarak kullanilirsa,

ooy ylra) = y(zg)
y'(z) ~ h

yazilabilir. y;’i y(z;) nin yaklasimi olarak kullamldiginda,

r Y41 — Yy
A
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ya da esiti olarak ,

Yiv1 =y + hyj

yazilabilir. j = N + 1, bize yny2 = yn41 + hyy,, vermektedir. Buna ragmen [0, 7]

araliginin sag u¢ noktasindaki Neumann kosulu yiiziinden,

y§v+1 = y/(iﬁNH) = y/(@ =0

oldugu bilinmektedir. Yani, yni12 = yn41. elde edilit. yp = 0 ve ynyy2 = yn41 “dir.

(3.4.2)’deki ilk ve son denklem sisteminin ig¢inde yerlerine konulursa /V + 1 bilinmeyen

icin NV + 1 denklem elde edilir:

—h7?[ = 2y + 1] = A
—h72 [y — 252 + 3] = Ay
—h 2 [y2 — 2y3 + ya] = Ays
—h™[ys — 2ys + 5] = Aya
-7 =2

h=[ys — 2ys + e

—h7?[yn — yn+1] = Aynsa

Bu denklem sisteminin matris formu;

(on—2 _p2 0

0 n

—h=2 2n7% —h7? 0 0 Y2

0 —h™% 2n7% —h7? 0 Y3
0 0 —h=2 2h72 0

Ya

0 0 0 0 - B2 |yne)

Y1
Yo
Y3
Ya

| YN+1 |

(3.4.3)



19

Bu formda;
[oh—2 —p2 0 0] B
—~h™% 2h2 —h7? 0 0 Yo
0 —h™% 2n7%2 —h72 0
M = ve y— Ys
0 0 —h_2 2h_2 0 Ya
|0 0 0 0 h‘z_ YN+ |

Bu matris denkleminin My = Ay formuna sahiptir.

3.5 Siireksiz Sturm-Liouville Problemi i¢in Sayisal Coziim

Bu boliimde, sonlu farklar metodundan faydalanilarak [0, 7] sonlu araliginda, bir ¢
stireksiz i¢ noktas1 bulunan Reguler Sturm-Liouville Problemlerinin sayisal ¢éziimleri igin

tanimlanmus lineer doniisiim anlatilacaktir. Siireksiz Sturm Liouville probleminde [0, 7]

Sekil. 3.2: [0; 7] Coziim araligim boliintiilere ayirma

aralif1 ¢ noktas: ( Sekil 3.2)’de oldugu gibi x;_; < ¢ < x; olacak sekilde bdluntiilere
ayrilabilir. (3.3.1)’de g, 1,...,7;-1 noktalarindaki o, y1,...,y;—1 yaklasimlan
bilinmektedir. Burada (3.1.3)’de gegis sart1 kullanilirsa;

Y= —yj
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icin ¢ siireksizlik noktasinin sag tarafindaki x; degerlerine karsilik gelen Y; yaklagimi

elde edilir. Burada y; bilindigi i¢in (3.3.1) denkleminde x4, ..

gelen y;41, . .., yn yaklagimlar: hesaplanir. Yeni degisken Y; olmak iizere,

J* = min{k|zy > ¢}

Yy, ]#]*
*

o
By, J=1J

seklinde tanimlanirsa,

7 =1,2,..., N kadar denklem sistemi

—hT Yy - 2% + Ya] =AY,
—h Y1 - 2Ys + V3] = AYs
—h[Ye - 2Ys + Y] = Yy

V2

—h [ 2yy -2y, + 2vi) =0y,
T 71

—h? [ Ry, —2vs 4+ V] = AV,

V2
—h72[Ys - 2 + V7] = MY,

—h7?[Yn_1 — 2Yn + Yy] = Ay

seklinde olur. Bu denklem sisteminin matris formu,

2 -1 0 0 0 0 Y,

-1 2 1 0 0 0 Ys

0 -1 2 -2 o0 0 Ys

2o 0 -2 92 _—» 0 Y,
Y1 Y1

0 0 0 -2 2 0 Ys

0O 0 0 0 ~1 2 Yy

. ¢y noktalarma karsilik

(3.5.1)

(3.5.2)
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sekildedir. Bu sekilde elde edilen matris kullanilarak problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari

elde edilir.

3.6 Niimerik Ornek 1.

—y”(:B) _ )\y(:zc) = [O,C) U (C, 7T] (3.6.1)

Ny(ey) = yylc)

V1,72 # 0
Siireksiz Sturm-Liouville probleminde N = 30 ve ’% = % r3 < ¢ < x4 i¢in algoritma
olusturulursa; z; de j = 1,2, ..., N kadar
—h 72 [yo — 2u1 + 2] = A
—h 2 [y1 — 292 4 3] = Ay
—h % [y2 — 2y3 4 ya] = Ay
) (3.6.2)
—h % [ys — 2ys + ys| = Ay
—h 2 [yn—1 — 2yn + Yn+1] = Ay
icin denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi i¢in;
J° = min{k|zy > c}
olmak tizere,
Yjs ] 7é j*
v, ={" (3.6.3)

o
By, J=1J
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lineer doniisiim uygulanirsa;

—h7* Yo = 2V1 + Ya] = AV
—h72[Yi = 2Ys + V3] = \Y,
—h~ [Y2—2Y3+ Y4 =AYy

WY - 2t 2
T

—n2 [y, -2y +Y6
Y2

—h7?[Ys —2Ys + Y7

(3.6.4)

]
]
]
]
]
]

—h7? [Y29 — 2Y30 + Y31] = AY3

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemlerine karsi gelen matris sistemi

2 -1 0 0 0 0 0| |y Y,
-1 2 =1 0 0 0 0| |V, Y,

0 -1 2 -2 0 0 0| |Ys Ys

- o 0 -2 2 -2 0 0| |V, _, Y,
0o 0 0 - 2 0 0f |Y; Ys

: Ys Ys

0O 0 0 0 0 —1 2| | Y3 Y30

seklindedir.

3.6.1 Ornek 1’in Algoritma ve Niimerik Sonuclar1

N=30;

c=4,

gl=1;

g2=2;
h=(pi-0)/(N+1);
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H=diag([2*ones(1,N)])+diag([-1*ones(N-1,1)],1)+diag([-1*ones(N-1,1)],-1);
H(c-1,c)=-g1/g2; H(c,c-1)=-g2/g1;
H(c,c+1)=-g2/gl; H(c+l,c)=-gl/g2;
M=h"(-2)*H;
[v,el=eig(M);
elapsed_time=69.9030
d=diag(e);
d(1:N)
VV=[zeros(1,N); v ;zeros(1,N)]
xx=(0:N)*h;
xx=[xx,pi];
plot (xx,VV(:,[1;2]))
grid on
xlabel(’x’)
legend(’\lambda_1’ ,’\lambda_2’ ,4);

Ilk iki dzfonksiyon grafigi asagidaki sekildeki gibidir.

0.4

Sekil. 3.3: Ik iki 6zfonksiyon

Yukaridaki grafik ilk iki 6zdegere kars1 gelen 6zvektorlerin birlestirilmesiyle elde edilmistir.
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Cizelge. 3.1: Niimerik Ornek 1 I¢in Ozvektdr Degerleri

Siitun 1 | Siitun 2 | Siitun 3 | Stitun 4 | Siitun 5 Siitun 29 | Siitun 30
0 0 0 0 0 0 0
-0,0253 | 0,0487 | 0,0703 | -0,0917 | 0,1146 -0,2098 | -0,2036
-0,0504 | 0,0954 | 0,1341 | -0,1685 | 0,2005 0,1848 0,2154
-0,0749 | 0,1382 | 0,1857 | -0,2181 | 0,2359 0,0470 -0,0243
-0,1974 | 0,3508 | 0,4404 | -0,4645 | 0,4242 -0,4525 | -0,3794
-0,1215 | 0,2054 | 0,2345 | -0,2088 | 0,1350 0,1522 0,2250
-0,1430 | 0,2269 | 0,2273 | -0,1515 | 0,0239 0,0922 -0,0483
-0,1630 | 0,2392 | 0,1993 | -0,0696 | -0,0932 -0,2334 | -0,1739
-0,1814 | 0,2417 | 0,1529 | 0,0235 | -0,1868 0,1134 0,2322
-0,1979 | 0,2343 | 0,0926 | 0,1129 | -0,2335 0,1335 -0,0718
-0,2124 | 0,2173 | 0,0238 | 0,1839 | -0,2215 -0,2310 | -0,1563
-0,2247 | 0,1914 | -0,0473 | 0,2251 | -0,1539 0,0700 0,2371
-0,2347 | 0,1576 | -0,1140 | 0,2299 | -0,0476 0,1694 -0,0946
-0,2423 | 0,1174 | -0,1702 | 0,1973 | 0,0707 -0,2191 | -0,1370
-0,2474 | 0,0724 | -0,2108 | 0,1328 | 0,1712 0,0236 0,2396
-0,2499 | 0,0245 | -0,2321 | 0,0468 | 0,2287 0,1983 -0,1164
-0,2499 | -0,0245 | -0,2321 | -0,0468 | 0,2287 -0,1983 | -0,1164
-0,2474 | -0,0724 | -0,2108 | -0,1328 | 0,1712 -0,0236 0,2396
-0,2423 | -0,1174 | -0,1702 | -0,1973 | 0,0707 0,2191 -0,1370
-0,2347 | -0,1576 | -0,1140 | -0,2299 | -0,0476 -0,1694 | -0,0946
-0,2247 | -0,1914 | -0,0473 | -0,2251 | -0,1539 -0,0700 0,2371
-0,2124 | -0,2173 | 0,0238 | -0,1839 | -0,2215 0,2310 -0,1563
-0,1979 | -0,2343 | 0,0926 | -0,1129 | -0,2335 -0,1335 | -0,0718
-0,1814 | -0,2417 | 0,1529 | -0,0235 | -0,1868 -0,1134 0,2322
-0,1630 | -0,2392 | 0,1993 | 0,0696 | -0.0932 0,2334 -0,1739
-0,1430 | -0,2269 | 0,2273 | 0,1515 | 0,0239 -0,0922 | -0,0483
-0,1215 | -0,2054 | 0,2345 | 0,2088 | 0,1350 -0,1522 0,2250
-0,0987 | -0,1754 | 0,2202 | 0,2322 | 0,2121 0,2262 -0,1897
-0,0749 | -0,1382 | 0,1857 | 0,2181 | 0,2359 -0,0470 | -0,0243
-0,0504 | -0,0954 | 0,1341 | 0,1685 | 0,2005 -0,1848 0,2154
-0,0253 | -0,0487 | 0,0703 | 0,0917 | 0,1146 0,2098 -0,2036
0 0 0 0 0 0 0

Cizelge. 3.2: Niimerik Ornek 1 I¢in {1k 30 Ozdeger

1

2

3

29

30

0,9991

3,9863

8,9309

385,4923

388,4795
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3.7 Niimerik Ornek 2.

Ty(ey) = yylc)

71,727'50

(3.7.1)

Siireksiz Sturm-Liouville probleminde N = 30 ve % = % 3 < ¢ < x4 i¢in algoritma

yazilirsa;

zjdej=1,2,...,N+1

—h7 =25 + s
—h7? g1 — 2y2 + v
—h7[y2 — 2ys + v
—h7?[ys — 2ys + ys

|

> > > >
<
w

~h~? [yN - Z/N+1] = A\Yn+1

icin denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi i¢in;
J* = min{k|zy > c}

olmak iizere,
Yy, j 7é j*

;%

Zy;, =1

(3.7.2)

(3.7.3)
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lineer doniisiim uygulanirsa;

—h7?[ =21 + Y,] = V)
—h7[Y; - 2 + V3] = MY,
—h72[Y, - 2¥5 + %n] = \Y;

2
122y, 2+ 2yi) =0y,

T 24!
—h72 [y, - 2Y; + Y] =AY

Y2
]

—h™? [Yéo — Y31] = AY3

(3.7.4)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemlerine karsi gelen matris sistemi,

2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0
o -1 2 -2 0 0 0
2
g2 |00 32 =20 0
0 0 0 —% 2 -1 0
0 0 0 0 -1 2 0
0 0 0 0 0 -1 1

seklindedir. Asagida NV = 30 i¢in kars1 gelen 6zdegerler ve 6zvektorler gosterilmistir.

3.7.1 Ornek 2’nin Algoritma ve Niimerik Sonuglar1

N=30;

c=4;

gl=1;

g2=2;
h=pi/(N+1);
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H=diag([2*ones(1,N),1])-diag(ones(1,N),-1)-diag(ones(1,N),1);
H(c-1,c)=-g1/g2; H(c,c-1)=-g2/g1;
H(c,c+1)=-g2/gl; H(c+l,c)=-gl/g2;
M=h"(-2)*H;

[v,el=eigM);
d=diag(e);
d(1:N)
VV=[zeros(1,N+1);v];
xx=(0:N)*h;
xx=[xx,pi];
plot(xx,Vv(:,[1,2]))
grid on
xlabel(’x’)
legend(’\lambda_1’,’\lambda_2’,2)

[lk iki &zfonksiyon grafigi asagidaki sekildeki gibidir.

ol

X

Sekil. 3.4: Ik iki 6zfonksiyon
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Cizelge. 3.3: Niimerik Ornek 2 I¢in Ozvektdr Degerleri

Siitun 1 | Siitun 2 | Siitun 3 | Siitun 4 | Siitun 5 Siitun 30 | Siitun 31
0 0 0 0 0 0 0
0,0247 | 0,0477 | -0,0688 | 0,0897 | -0,1120 0,1238 -0,1484
-0,0492 | -0,0934 | 0,1315 | -0,1653 | 0,1967 0,2113 -0,2365
0,0732 | 0,1355 | -0,1825 | 0,2150 | -0,2335 0,2368 -0,2287
-0,1930 | -0,3443 | 0,4346 | -0,4618 | 0,4268 0,3857 -0,2562
0,1188 | 0,2020 | -0,2328 | 0,2105 | -0,1414 0,0923 0,0245
-0,1399 | -0,2239 | 0,2276 | -0,1571 | 0,0349 -0,0354 0,1671
0,1597 | 0,2369 | -0,2022 | 0,0790 | 0,0801 -0,1527 0,2420
-0,1778 | -0,2404 | 0,1588 | 0,0115 | -0,1755 -0,2251 0,2186
0,1942 | 0,2345 | -0,1013 | -0,1002 | 0,2283 -0,2316 0,1066
-0,2087 | -0,2192 | 0,0348 | 0,1732 | -0,2254 -0,1700 | -0,0487
0,2211 | 0,1953 | 0,0348 | -0,2189 | 0,1676 -0,0586 | -0,1842
-0,2313 | -0,1636 | -0,1013 | 0,2303 | -0,0690 0,0700 -0,2450
0,2391 | 0,1254 | 0,1588 | -0,2055 | -0,0464 0,1781 -0,2064
-0,2447 | -0,0823 | -0,2022 | 0,1485 | 0,1505 0,2339 -0,0840
0,2477 | 0,0358 | 0,2276 | -0,0681 | -0,2179 0,2211 0,0724
-0,2484 | 0,0120 | -0,2328 | -0,0230 | 0,2323 0,1434 0,1995
0,2465 | -0,0593 | 0,2173 | 0,1105 | -0,1901 0,0236 0,2456
-0,2422 | 0,1044 | -0,1825 | -0,1806 | 0,1016 -0,1030 0,1921
0,2355 | -0,1452 | 0,1315 | 0,2223 | 0,0117 -0,1995 0,0606
-0,2264 | 0,1803 | -0,0688 | -0,2292 | -0,1221 -0,2374 | -0,0954
0,2151 | -0,2083 | -0,0000 | 0,2000 | 0,2028 -0,2057 | -0,2128
-0,2017 | 0,2280 | 0,0688 | -0,1394 | -0,2341 -0,1136 | -0,2438
0,1863 | -0,2386 | -0,1315 | 0,0570 | 0,2083 0,0118 -0,1759
-0,1690 | 0,2398 | 0,1825 | 0,0344 | -0,1319 0,1338 -0,0366
0,1500 | -0,2315 | -0,2173 | -0,1204 | 0,0233 0,2165 0,1175
-0,1295 | 0,2140 | 0,2328 | 0,1875 | 0,0909 0,2357 0,2240
0,1078 | -0,1880 | -0,2276 | -0,2252 | -0,1831 0,1857 0,2395
-0,0850 | 0,1546 | 0,2022 | 0,2274 | 0,2306 0,0812 0,1579
0,0613 | -0,1150 | -0,1588 | -0,1940 | -0,2219 -0,0471 0,0122
-0,0370 | 0,0709 | 0,1013 | 0,1301 | 0,1592 -0,1615 | -0,1384
0,0124 | -0,0239 | -0,0348 | -0,0458 | -0,0578 -0,2286 | -0,2329
Cizelge. 3.4: Niimerik Ornek 2 I¢in {1k 30 Ozdeger

n 1 2 3 ... 29 30
An | 0,2421 | 2,1751 | 6,0219 385,6174 | 388,5109
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3.8 Niimerik Ornek 3.

—y"(x) = \y(x) z€[0,7] —{c,d} (3.8.1)

Ty(ey) = yylc)
Biy(dy) = Bay(d-)
7,72 #0 B, 82 #0

Siireksiz Sturm-Liouville probleminde N' = 30 ve It = 3 % =13 < ¢ < @y

x¢ < d < x7 igin algoritma yazilrsa; z;de j = 1,2,..., N

—h7?[ =2y + 1] = A
—h 2 [y — 292 + 3] = Ay
—h7?[yo — 2y3 +ya] = Ay
(3.8.2)
—h % [ys — 2ys + ys| = Ay
—h?[yn—1 — 2yn] = dyn
i¢in denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi igin,
J° = min{k|zy > c}
7 = min{k|z, > d}
olmak iizere,
Ys, .] # .j*
Y, =4 " (3.8.3)

e
Lyj, J=1
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lineer doniisiim uygulanirsa;

—hE[ 2V 4+ Ys] =AY
—h72[Y1 = 2V + V3] =AY,
—h2[Y, — 25 + %1@] = Y,
_p [%Y?) — 2V, + %Ys] = )Y, (3.8.4)
~h2 [y, - 2%; + Vi) =AY

V2

~h~? [YQQ - 2Y30] = AY3o

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemlerine kars1 gelen matris sistemi yazilirsa;

(2 1 0 0 0 0 0 0 ol [v] v, |
-1 2 -1 0 0 0 0 0 0] |Ys Y,
0 -1 2 -2 0 0 0 0 0l |Ys Y;
0 0 -2 2 -2 0 0 0 0l | Y,
- 0 0 0 -2 2 -1 0 0 0l |Ys _, Y;
0o 0 0 0 -1 -2 =& 9 01 |Ys Ys
o 0 0o o0 0 -2 2 -Z 0|y Yz
0o 0 0 0 0 0 -2 2 -1 0|]|Y% Yz
o0 0 0 0 - 0 0 =1 2| |Ysy Yso

seklinde olacaktir. Asagida N = 30i¢in kars1 gelen 6zdegerler ve 6zvektorler gosterilmistir.

3.8.1 Ornek 3’iin Algoritma ve Niimerik Sonug¢lar

N=30;

c=4; d=7;
gl=1;g2=2;
b1=1;b2=3;
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h=(pi-0)/(N+1);
H=diag([2*ones(1,N)])+diag([-1*ones(N-1,1)],1)+diag([-1*ones(N-1,1)],-1);
H(c-1,c)=-g1/g2; H(c,c-1)=-g2/gl;
H(c,c+1)=-g2/gl; H(c+l,c)=-gl1/g2;
H(d-1,d)=-b1/b2; H(d,d-1)=-b2/bl;
H(d,d+1)=-b2/bl; H(d+1,d)=-b1/b2;
M=h~(-2)*H;

[v,e]l=eig(M);

elapsed_time=69.9030

d=diag(e); d(1:N);

VV=[zeros(1,N); v ;zeros(1,N)]
xx=(0:N)*h;

xx=[xx,pi];

plot(xx,VV(:,[1;2]))

grid on

xlabel(’x’)

legend(’\lambda_1’ ,’\lambda_2’ ,4);

Ilk iki dzfonksiyon grafigi asagidaki sekildeki gibidir.

i i i i i n
0.5 1 1.5 2 25 3 35

Sekil. 3.5: Ik iki 6zfonksiyon
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Cizelge. 3.5: Niimerik Ornek 3 I¢in Ozvektdr Degerleri

Siitun 1 | Siitun 2 | Siitun 3 | Stitun 4 | Siitun 5 Siitun 29 | Siitun 30
0 0 0 0 0 0 0
-0,0230 | 0,0403 | 0,0612 | -0,0900 | 0,1109 -0,1751 | -0,1827
-0,0457 | 0,0790 | 0,1169 | -0,1654 | 0,1939 0,1542 0,1933
-0,0680 | 0,1145 | 0,1618 | -0,2140 | 0,2281 0,0393 -0,0218
-0,1792 | 0,2905 | 0,3836 | -0,4557 | 0,4102 -0,3776 | -0,3405
-0,1103 | 0,1701 | 0,2043 | -0,2048 | 0,1305 0,1270 0,2019
-0,1298 | 0,1880 | 0,1980 | -0,1486 | 0,0231 0,0769 -0,0433
-0,4441 | 0,5944 | 0,5208 | -0,2049 | -0,2703 -0,5843 | -0,4681
-0,1647 | 0,2002 | 0,1332 | 0,0231 | -0,1806 0,0946 0,2084
-0,1797 | 0,1940 | 0,0807 | 0,1107 | -0,2258 0,1114 -0,0644
-0,1929 | 0,1799 | 0,0207 | 0,1804 | -0,2142 -0,1928 | -0,1402
-0,2040 | 0,1585 | -0,0412 | 0,2209 | -0,1488 0,0584 0,2128
-0,2131 | 0,1306 | -0,0993 | 0,2255 | -0,0460 0,1414 -0,0849
-0,2200 | 0,0973 | -0,1483 | 0,1936 | 0,0684 -0,1829 | -0,1230
-0,2246 | 0,0600 | -0,1836 | 0,1303 | 0,1656 0,0197 0,2150
-0,2270 | 0,0203 | -0,2022 | 0,0459 | 0,2211 0,1655 -0,1045
-0,2270 | -0,0203 | -0,2022 | -0,0459 | 0,2211 -0,1655 | -0,1045
-0,2246 | -0,0600 | -0,1836 | -0,1303 | 0,1656 -0,0197 0,2150
-0,2200 | -0,0973 | -0,1483 | -0,1936 | 0,0684 0,1829 -0,1230
-0,2131 | -0,1306 | -0,0993 | -0,2255 | -0,0460 -0,1414 | -0,0849
-0,2040 | -0,1585 | -0,0412 | -0,2209 | -0,1488 -0,0584 0,2128
-0,1929 | -0,1799 | 0,0207 | -0,1804 | -0,2142 0,1928 -0,1402
-0,1797 | -0,1940 | 0,0807 | -0,1107 | -0,2258 -0,1114 | -0,0644
-0,1647 | -0,2002 | 0,1332 | -0,0231 | -0,1806 -0,0946 0,2084
-0,1480 | -0,1981 | 0,1736 | 0,0683 | -0,0901 0,1948 -0,1560
-0,1298 | -0,1880 | 0,1980 | 0,1486 | 0,0231 -0,0769 | -0,0433
-0,1103 | -0,1701 | 0,2043 | 0,2048 | 0,1305 -0,1270 0,2019
-0,0896 | -0,1453 | 0,1918 | 0,2279 | 0,2051 0,1888 -0,1702
-0,0680 | -0,1145 | 0,1618 | 0,2140 | 0,2281 -0,0393 | -0,0218
-0,0457 | -0,0790 | 0,1169 | 0,1654 | 0,1939 -0,1542 0,1933
-0,0230 | -0,0403 | 0,0612 | 0,0900 | 0,1109 0,1751 -0,1827
0 0 0 0 0 0 0

Cizelge. 3.6: Niimerik Ornek 3 I¢in {1k 30 Ozdeger

1

2

3

29

30

0,9991

3,9863

8,9309

385,4923

388,4795
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3.9 Niimerik Ornek 4.

—y"(x) + 3zy(x) = M\y(x) = €10,¢) U (c, 7] (3.9.1)

Ty(ey) = yylc)

V1,72 # 0
genel formdaki siireksiz Sturm-Liouville probleminde p(z) = 1, ¢(z) = 3z, ve r(x) =
1°dir. Ikinci tiirevi ile

y(zj-1) — 2y(x5) + y(@;41)
h2

y'(z;) =

ile degerlendirilirse

—y"(x) + 3y (z) = My(x)

denklemi
—h7?[y(aj-1) = 2y(25) + y(zj51)] + 3a5y(25) = Ay(a;)
olur.
y; =~ y(z;)
denklem diizenlenirse,
—h %y + (2R + 3)y; — h 2y = Ay, (3.9.2)

Bu uygulamada, [0, 7] sol u¢ noktasindaki y ’nin degeri bilinmeyendir. Ama sag ug
noktadaki degeri bilinmektedir. Yani N i¢in zg, z1, ..., Ty de Yo, Y1, ..., Yy Din

hesaplanmasi istenmektedir. Sonug¢ olarak, N + 3 bilinmeyenli NV 4 1 denklem elde
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etmek i¢in 7 =0, 1,...,N (3.9.2)’deki denklemin yerine koyulmalidir.
—h%y_1 + (2% + 330)yo — B %y1 = \yo

—h 2y + (2R 4+ 3x)ys — h%ys = Ay

( )

( )
—h7 2y + (202 4 322)ys — h%ys = A
—h7 2y, + (2072 + 3x3)ys — h %Yy = Ay (3.9.3)
( )

—h 2y + (2R + 3ay)ys — h%ys = Ay

—hPyn_1 + (2h72 4 3an)yn — h P yn = Ay
Buna ragmen [0, 7|, sag u¢ noktasindaki Dirichlet kogulu
Yn+1 = Y(@ng1) = y(m) =0 (3.9.4)

saglar. y_; icin bir deger bulunmasi gerekir. Araligin sol u¢ noktasindaki Neumann
kosulu verildigi i¢in [0, 7] nin sol u¢ noktasindaki y’nin ilk tiirevinin degerlendirilmesi

gerekir. Yani geri farklar1 kullanilmalidir.

Tekrar, [0, 7] nin dagiliminda h adim 6l¢iistidiir. Boylece

y(r;) — y(x;1)
h

y'(a;) =
yazilabilir. Ya da denk olarak y(x;) yaklasig1 y; yazilabilir

’ Yj — Yj—1
yj_Ta

denk olarak ,
Yji—1 =Y; — h@/}
j = 0 ile, bu son denklem bize y_; = yo — hy; verir. Buna ragmen [0, 7] nin sol ug

noktasindaki Neumann kosulu,

Yo =¥ (o) =y'(0) =0
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sonucunu saglar. Boylece

Y-1 = Yo-

(3.9.5)

(3.9.5) ve (3.9.4)’ii (3.9.3)sistemin i¢ine koyulabilir. NV +1 bilinmeyende /N + 1 denklem

sonucuna varilir.
(W2 + 330)yo — h 2y = \yo

)
—h%yo + (2h2 + 3x1)yr — K 2y = Ay
—h7 2y + (2072 4 3x)yp — h%ys = Ay
—h™%ys + (2h7% 4 3a3)ys — b 2ys = Ay (3.9.6)
—h7%ys + (2h7% + 3za)ys — b 2ys = Ay
—h72yN,1 =+ (2h72 + 3xN>yN = )\yN
Bu sistem My = Ay matris formunda katsay1 matrisi ile; asagidaki gibi gosterilir.
h 2+ 3m,  —h7? 0 0 0 0o |
—h? 2h~2 + 314 ~h™2 0 0 0
0 —h=2 2h=2 + 3z9 —h=2 0
0 0 —h2 2h~2 4 3x3 —h2 0
0 0 0 ~h=2 2h=2 + 324 0
: ; : ; —h=2
0 0 0 0 0 —h=2 2h72% 4+ 32y
h~2 matris disina alindiginda katsay: matrisi; su sekilde gosterilir.
143020, -1 0 0 0 o ]
-1 2+ h=23x; -1 0 0 0
0 -1 2+ h 23, -1 0 0
0 0 -1 2+ h23x3 -1 0
0 0 0 -1 2+ h 232y 0
: -1
0 0 0 0 0 -1 2+h 232y
Burada

J* = min{k|zy > c}
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olmak tizere,
Ys, ] # ] *
Y, =4 " (3.9.7)
%yj ) ] = ] *
(3.9.6) lineer doniisiim uygulanirsa, bu doniisiim sonucunda asagidaki yeni lineer denklem

sistemi elde edilir.

(h™2 + 320)yo — b *y1 = Ao

—hyo + (2072 + 3z1)ys — h ™ %ys = Ay

—h 7Py 4 (2077 + 3a2)ye — h2ys = Ays

—h2yy + (2072 + 3a3)ys — %h‘2y4 — Ay
—%h@s + (2h7% + 34 )ys — %h@s = A\ys (3.9.8)
—%h—@ (2072 + 3as)ys — h2ys = Ays

—h™%ys + (2% + 3x6)ys — b %yr = \ys

—h 2yn_1 + (202 4 3aNn)yn = M\yn

Bu denklem sistemine kars1 gelen matris sistemi olusturulursa;

14 3h21, ~1 0 0 0 0 0 0

~1 2 + h=231, -1 0 0 0 0 0

0 -1 2+ h~23z, ~1 0 0 0 0

0 0 -1 2+ h=23z4 -1 0 0 0

0 0 0 —-2 2+ h 23y -2 0 0

0 0 0 0 -2 2+ h=23z; 0

: : : : ~1
0 0 0 0 0 0 ~1 2+ h23zy]

Asagida N = 30 i¢in kars1 gelen 6zdegerler ve 6zvektorler gosterilmistir.

3.9.1 Ornek 4’iin Algoritma ve Niimerik Sonuglar

N=30;



37

c=4,;

gl=1;

g2=2;

h=pi/(N+1);

xx=(0:N)*h;

H=diag([1,2*ones(1,N)]);
H=H+diag(3xh~2%xx) ;
H=H-diag(ones(1,N),-1)-diag(ones(1,N),1);
H(c,c+1)=-g1/g2; H(c+l,c)=-g2/gl;
H(c+1l,c+2)=-g2/gl; H(c+2,c+1)=-gl/g2;
M=h"(-2)*H;

[v,e]l=eig(M);

VV=[v;zeros(1,N+1)];

xx=[xx,pil;

plot(xx,Vv(:,[1,2]))

xlabel(’x’)

legend (’\lambda_1’,’\lambda_2’,4)

grid on

[lk iki &zfonksiyon grafigi asagidaki sekildeki gibidir.

0.5 1 15 2 25 3 35

Sekil. 3.6: Ilk iki 6zfonksiyon
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Cizelge. 3.7: Niimerik Ornek 4 I¢in Ozvektdr Degerleri

Siitun 1 | Siitun 2 | Siitun 3 | Siitun 4 | Siitun 5 Stitun 30 | Siitun 31
0,3319 | -0,2151 | 0,2137 | -0,2243 | -0,2236 0,1186 0,1094
0,3252 | -0,2004 | 0,1899 | -0,1863 | -0,1685 -0,2324 | -0,2332
0,3129 | -0,1726 | 0,1456 | -0,1173 | -0,0724 0,1038 0,1540
0,2963 | -0,1341 | 0,0860 | -0,0292 | 0,0411 0,1334 0,0597
0,5529 | -0,1752 | 0,0354 | 0,1271 | 0,2897 -0,4612 | -0,4422
0,2545 | -0,0363 | -0,0524 | 0,1464 | 0,2147 0,0851 0,1879
0,2313 | 0,0170 | -0,1175 | 0,2067 | 0,2351 0,1503 0,0112
0,2078 | 0,0695 | -0,1717 | 0,2358 | 0,2019 -0,2265 | -0,2004
0,1847 | 0,1186 | -0,2106 | 0,2302 | 0,1234 0,0622 0,2114
0,1624 | 0,1627 | -0,2313 | 0,1913 | 0,0175 0,1683 -0,0337
0,1415 | 0,2002 | -0,2327 | 0,1254 | -0,0921 -0,2191 | -0,1741
0,1220 | 0,2302 | -0,2156 | 0,0422 | -0,1819 0,0351 0,2255
0,1043 | 0,2524 | -0,1819 | -0,0468 | -0,2332 0,1866 -0,0735
0,0884 | 0,2668 | -0,1347 | -0,1295 | -0,2357 -0,2072 | -0,1450
0,0743 | 0,2737 | -0,0781 | -0,1956 | -0,1897 0,0039 0,2319
0,0620 | 0,2739 | -0,0162 | -0,2371 | -0,1053 0,2036 -0,1075
0,0513 | 0,2682 | 0,0468 | -0,2496 | 0,0002 -0,1898 | -0,1152
0,0421 | 0,2575 | 0,1069 | -0,2322 | 0,1056 -0,0309 0,2322
0,0343 | 0,2429 | 0,1608 | -0,1878 | 0,1906 0,2178 -0,1354
0,0278 | 0,2253 | 0,2058 | -0,1222 | 0,2394 -0,1660 | -0,0864
0,0223 | 0,2056 | 0,2402 | -0,0431 | 0,2433 -0,0684 0,2281
0,0178 | 0,1847 | 0,2628 | 0,0406 | 0,2026 0,2273 -0,1577
0,0141 | 0,1633 | 0,2734 | 0,1201 | 0,1251 -0,1350 | -0,0598
0,0110 | 0,1420 | 0,2724 | 0,1875 | 0,0255 -0,1071 0,2214
0,0085 | 0,1211 | 0,2607 | 0,2366 | -0,0786 0,2300 -0,1750
0,0065 | 0,1010 | 0,2395 | 0,2633 | -0,1692 -0,0965 | -0,0363
0,0049 | 0,0819 | 0,2104 | 0,2660 | -0,2314 -0,1449 0,2133
0,0036 | 0,0638 | 0,1749 | 0,2452 | -0,2553 0,2239 -0,1879
0,0025 | 0,0468 | 0,1347 | 0,2036 | -0,2378 -0,0511 | -0,0163
0,0016 | 0,0306 | 0,0913 | 0,1453 | -0,1825 -0,1793 0,2050
0,0008 | 0,0151 | 0,0461 | 0,0755 | -0,0988 0,2070 -0,1973
0 0 0 0 0 0 0
Cizelge. 3.8: Niimerik Ornek 4. Igin Ik 30 Ozdeger
n 1 2 3 ... 29 30
An | 1,9676 | 6,6625 | 10,8305 390,0840 | 394,0373




4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde yapilan nlimerik ¢alismalardan bir ¢ok onemli sonug ¢ikarilabilir. Bunlarin
bir kismindan 6nceki béliimlerde yeri geldik¢e bahsedilmistir. Elde edilen en 6nemli
sonug, siir-deger gegis probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari i¢in yapilan sayisal

¢Oziimlerdir.

Ayrica tezde elde edilen sonuglar sayisal veriler olmasina ragmen, giris boliimiinde de
belirtildigi gibi mekanik ve fizigin bir ¢ok somut problemlerinin sayisal ¢oziimlerinin
bulunmasinda da uygulanabilir niteliktedir. Bu sonuglar matematik fizigin bir ¢ok
baslangic smnir - deger gegis problemlerinin arastirilmasinda uygulanan bazi yontemleri

esaslandirmak icin de kullanilabilir.

Teorik ve pratik uygulama alanlarinin yeteri kadar genis oldugu soylenilebilir. Tezde
uygulanan yontemle yiiksek mertebeden diferansiyel-operatér denklemlerden ve daha

genel sinir sartlarindan olusan sinir-deger gegis problemleri de arastirilabilir.
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