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Calismamiz {i¢ bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde srongly é-siirekli
fonksiyonlari inceledik. Ikinci béliimde; ideal topolojik uzaylari ele aldik ve iigiincii
boliimde kullanacagimiz bazi tanim ve oOzellikleri verdik. Ayrica lokal fonksiyon
tamimin1 ve Ozelliklerini de inceledik. Ugiincii béliimde ise ideal topolojik uzaylarda
strongly 6-I-siirekli fonksiyon tanimini kullanarak yeni kriterler verdik. Ayrica bu
stireklilik ¢esitini bilinen diger siireklilik ¢esitleriyle karsilagtirdik.
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ABSTRACT

MS THESIS
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2011, 26 Pages
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Our study consists of three sections. In first section we investigated strongly 6-
continuous functions. In second section we considered the ideal topological spaces and
we gave some definitions and prorerties which we used in three section. We also
investigated defination and properties of local functions. In third section we obtained
some new characterizations inideal topological spaces by using the definition of

strongly @-I-continuous functions. Also we compared it with other known type of
continuity.
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1.GIRIS

Lokal fonksiyon kavrami, ilk defa 1933 yilinda Kuratowski tarafindan
tanimland1 ve ozellikleri incelendi. 1945 yilinda Vaidyanathaswamy lokal fonksiyon
kavramindan yararlanarak yeni bir kapanig islemi tanimladi ve bu islemden
faydalanarak ideal topolojik uzaylar1 olusturdu ve bu topolojinin bir tabanini elde etti.
1964 yilinda Hayashi kendi adini verdigi Hayashi uzaymi tamimladi. Daha sonra
Samuels 1975 yilinda idealleri degistirerek lokal fonksiyonun bazi ideallerde genel
topolojide bilinen kapanis noktasi, yogunlagsma noktasi, yigilma noktasi ve I
kategoriden nokta kavramlariyla ¢akistigin1 gosterdi. 1990 yilinda Jankovic ve Hamlett
gecmiste yapilmis tiim bu calismalar1 inceleyerek ideal topolojilerin temelini olusturan
kapsamli bir ¢aligma yaptilar.

Biz bu c¢alismada; ilk olarak 1980 yilinda Noiri tarafindan tanimlanmis daha
sonra 1981 yilinda Paul E. Long ve Larrry L. Herrington tarafindan karekterizasyonlari
verilmis olan strongly 6-siirekli fonksiyonu ele aldik ve ideal topolojik uzaylarda da
tanimlanmis bu siireklilik ¢esiti icin bazi yeni sonuglar elde ettik. Ayrica bu stireklilik
¢esitini bilinen diger siireklilik ¢esitleriyle karsilastirdik.

Bu ¢alismada (X,t ) topolojik uzay1 ve (X,t, I ) ideal topolojik uzayi, ilizerinde
hi¢bir ayirma aksiyomu olmayan uzay olarak alinacaktir. (X,t ) ve (Y,v) topolojik
uzaylan kisaca X ve Y ile gosterilecektir. (X, ) veya (X.t, [/ ) uzaylarindan alinan
herhangi bir 4 alt kiimesinin i¢ini ve kapanisimi sirasiyla int(4) ve CIl(4) ile
gosterecegiz. Ayrica (X,1,/) uzayindaki herhangi bir 4 alt kiimesinin lokal fonksiyonunu

kisaca A olarak ve yildiz kapanisini da Cl* (4) olarak gosterecegiz.
1. 1. Topolojik Uzaylarla ilgili Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1:(X ,z') topolojik uzayr ve herhangi bir 4 < X kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi i¢in,

(1) A= A" ise; A kiimesine regiiler acik kiime,

(1)) 4= A" ise; A kiimesine regiiler kapal kiime (Stone, 1937) denir.

Tanim 1.1.2:(X ,z') topolojik uzayr ve herhangi bir 4 X kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi i¢in, 4 < A ise A kiimesine semi-a¢ik kiime (Levine, 1963) denir.

Bir semi-acik kiimenin tiimleyenine semi-kapalidir denir. A4 kiimesini kapsayan tim



semi-kapali kiimelerin kesisimine 4 kiimesinin semi-kapanisi (Crossley ve ark., 1971)
denir ve A ile gosterilir. Eger 4 = A4 ise 4 kiimesine semi-kapah kiime denir.

(X,7) topolojik uzayindaki biitiin semi-agik kiimelerin ailesi SO(X,z), regiiler
acik kiimelerin ailesi RO(X , z') sembolii ile gdsterilecektir. Ayrica; bir x € X noktasini
iceren tiim semi-agik kiimelerin, regiiler agik kiimelerin ailesi sirasiyla SO(X , x),

RO(X ,x) ile gosterilecektir.

Tanim 1.1.3: Bir A kiimesi iizerinde “<” bagmtis1 asagidaki 6zellikleri saglarsa

(13

“<” bagmtisina A kiimesini yonlendiriyor ve A kiimesine de “<” bagntis1 ile

yonlenmis kiime denir ve (A ,<) ikilisi ile gosterilir.
(i) VAeA i¢cin, A< 4
(1) VA, 4,4 €A icin, 43 S A3 ve A; S A31se Ay < A3

(iil)) VA,4, € A igin, 34, € A 5> A4 < A3 ve Ay < A3z vardir.

Tamm 1.1.4: Herhangi bir X kiimesi ve bir (A,<) yonlenmis kiimesi verilsin.
Bu taktirde f:A — X fonksiyonu, her A€ A i¢in, f(4)=x, seklinde tanimlansin. f
fonksiyonu ya da {x, : 4 € A} alt kiimesine, X kiimesi iginde bir ag denir, (x, )46 4 yada
(xi) bi¢iminde gosterilir.

Tamm 1.1.5: X kiimesi iginde bir (x,) ag1 ve bir 4 X alt kiimesi verilsin.
Eger agin her eleman1 A4 kiimesi i¢inde ise, bu ag 4 kiimesi i¢inde bir ag olacaktir. Eger
(xl) agmin elemanlar1 belirli bir indisten sonra A4 kiimesi i¢inde kaliyorsa, yani;

A, eA > 4,V i¢in x, € 4

saglaniyorsa, (x/l)iE , agma “sonunda A kiimesi icinde kaliyor” ya da (x/l)ie A agl,
sonunda A4 kiimesi i¢inde bir agdir denir.

Tanim 1.1.6: (X,r) topolojik uzay iginde bir (x/1 )/IeA ag1 verilsin. Eger x e X
noktasinin her V' komsulugu, sonunda (xi) agini igeriyorsa, (xi) ag1 x € X noktasina
yakinsiyor denir ve kisaca

x, > x yada liirrAlx/I =X
seklinde gosterilir. Eger (xi) agt x e X noktasima yakinsiyor ise, x € X noktasina

(x,) agimn limiti denir.



Teorem 1.1.1: Bir f:(X,7)— (Y ,o) fonksiyonunun bir x e X noktasinda
stirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her (x 1) ag1 igin,

x, >xise f(x;)—> f(x)

olmasidir.



2.STRONGLY 0-SUREKLI FONKSIiYONLAR

2.1.Giris

T.Noiri (Noiri, 1980), strongly 6-siirekli fonksiyon kavramini verdi: “ f: X - Y
bir fonksiyon olmak iizere, her x € X ve Y uzaymnda f(x) kiimesini igeren her V agik
kiimesi i¢in, f(CI(U)) c V olacak sekilde x noktasinin agik bir U komsulugu varsa bu
fonksiyona strongly @-siirekli fonksiyon” dedi. Aciktir ki strongly 6-siirekli bir
fonksiyon daima stireklidir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez: Eger R sol topolojik
yapi ile verilmis ise i:R — R birim fonksiyonu siireklidir, fakat strongly 6-siirekli
degildir. Eger X uzayi regular ise o zaman f: X — Y her siirekli fonksiyon, strongly 8-
stireklidir. Bu calismada strongly 6-siirekli fonksiyonun ozelliklerini inceleyebilmek
icin, O-kapal1 kiime kavraminin bilinmesi gerekir. A kiimesi, X uzayinin bir alt kiimesi
olsun. X uzayinda bir x noktasimi iceren her ag¢ik U kiimesi i¢in, CI(U)NA # @
oluyorsa bu x noktasina A kiimesinin #-kapanis noktasi denir. A kiimesinin biitlin 0-
kapanis noktalarinin kiimesi A kiimesinin 6-kapanisi olarak adlandirilir ve Cly(A) ile
gosterilir (Velicko, 1968). Eger A = Clg(A) ise A alt kiimesi 6-kapalidir. Benzer
sekilde X uzayinda x € A noktasi i¢in, CI(U) c A olacak sekilde x noktasini igeren en
az bir U acik kiimesi varsa, x noktasina A kiimesinin 8-i¢ noktasidir denir. A kiimesinin
biitin 6-i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye A kiimesinin 8-igi denir ve Inty(A) ile
gosterilir. Eger bir A kiimesi 8-agik ise Intg(A) = A dir. Her 8-agik kiime agik ve her
0-kapali kiime kapalidir. 8-acik kiimelerin tiimleyeni 8-kapali ve 8-kapali kiimelerin
timleyeni 0-agiktir. (Velicko, 1968, Lemma 3) gosterir ki (X, 7) topolojik uzayinda 8-
acik kiimelerin ailesi X i¢in, 74 ile gosterilen, bir topolojidir. Son olarak bir topolojik
uzayda x noktasini iceren her V agik kiimesi i¢in, (x,) ag1 sonunda V ac¢igmin kapanisin
da kaliyorsa, topolojik uzayindaki bu (x,) ag1 x noktasina 6-yakinsaktir denir (Noiri,

1980).
2.2. Temel Ozellikler
Strongly O-siirekli fonksiyonun karekterizasyonlar1 Paul E. Long ve Larrry L.

Herrington (1981) tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.2.1: f: X — Y fonksiyonu verilsin, asagidaki 6zelilikler esdegerdir:



a) f fonksiyonu strongly @ -siireklidir;
b) Her kapal1 kiimenin ters goriintiisii € -kapalidir;
¢) Her acik kiimenin ters goriintlisii & -agiktir;

d) Her x € X ve her (x,) ag1icin, x, 2% ise f(x,) — f(x) yakinsaktir.

Uyan 2.2.1: (X, ) topolojik uzayinda bir kiimenin & -kapali olmasi i¢in gerek
ve yeter sart (X,7g) topolojik uzayinda kapali olmasidir, Teorem 2.2.1 geregince
f:(X,7) = (Y,v) fonksiyonunun strongly & -kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f:(X,t9) = (Y,v) fonksiyonunu siirekli olmasidir, sonucu elde edilir. Ayrica

i: (X, 1) = (X, 19) fonksiyonunun sekil 2.2.1 deki gibi siirekli oldugunu goriliir.

X, T)—— > Y
\i /
(X.Y,)

Sekil 2.2.1

Stirekli fonksiyonlar hakkindaki bilinen 6zelliklerden dolayr strongly é-siirekli
fonksiyonlar hakkinda birka¢ sonug verilebilir. Teorem 2.2.2. de bunlarin bir 6rnegi
verilmistir.

Teorem 2.2.2: Eger f,g: (X,7) — (Y,v) strongly 6 -siirekli fonksiyonlar ve Y
uzay1 Hausdorff uzayi ise A = {x: f(x) = g(x)} kiimesi, X uzayinda 6 -kapalidir.

Teorem 2.2.3: Eger f: X — Y strongly 8-siirekli, birebir fonksiyon ve Y uzay:
Hausdorff uzay1 ise o zaman X uzay1 Urysohn uzayidir.

Teorem 2.2.4: f: X — Y fonksiyonu strongly 8-siirekli ve birebir olsun. Eger Y
uzay1 bir Ty -uzay1 ise X uzay1 da bir Hausdorff uzayidir.

Teorem 2.2.5: Eger f:X — Y fonksiyonu strongly @-siirekli ve g:Y — Z
fonksiyonu stirekli ise gof: X — Z bileske fonksiyonu strongly 8-stireklidir.

Iki strongly @-siirekli fonksiyonun bileskesi de strongly 8-siireklidir.

Lemma 2.2.1: f: X — Y fonksiyonunun strongly 8-siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart alt tabandaki her V c Y agik kiimesi igin, f~1(V) kiimesinin X uzayinda

0 -agik olmasidir.



Teorem 2.2.6: f:X — [[gen X, fonksiyonu ve [[,:[1qXe — X, izdiisim
fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun strongly 8-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her [], izdiisiim fonksiyonun strongly 0-siirekli olmasidir.

Sonu¢ 2.2.1: f: X —>Y ve g:X — X XY fonksiyonlar1 ve g(x) = (x, f(x))
grafik fonksiyonu verilmis olsun. O zaman f fonksiyonunun strongly 6-siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sart g fonksiyonunun strongly 6-siirekli olmasidir.

Sonu¢ 2.2.2: g:X — X XY grafik fonksiyonu verilsin. Eger g fonksiyonu
strongly 0-siirekli ise X uzay1 regulardir.

Lemma 2.2.2: Her bir i = 1,2,--+,n i¢in, Uy; € X,; olsun. O zaman
Ugr X Ugy X == X Upgp X HaiaiXa c HaEAXa

@ -acik olmasi icin gerek ve yeter sart her i = 1,2,---,n i¢cin U,; kiimesinin & -agik
olmasidir.

Teorem 2.2.7: [l fy:[laXa — [la Yy fonksiyonu {x,} — {f,(x,)} sekilde
tanimlansin. Bu takdirde [], f, fonksiyonunun strongly 6-siirekli olmasi igin gerek ve

yeter sart her f,: X, — Y, fonksiyonunun strongly 6-siirekli olmasidir.
2.3. Strongly O-siireklilik Icin Yeter Sartlar

Teorem 2.3.1: f: X — Y fonksiyonu siirekli olsun. Eger Y uzay1 regular ve T;
uzay1 ise, bu tadirde f fonksiyonu strongly 8-stireklidir.

Tamm 2.3.1: f:X > Y fonksiyonunun grafigi G(f) = {(x, f(x)):x € X},
seklinde gosterilsin. V(x,y) & G(f) i¢in, (CL(U) x CL(V)) N G(f) = @ olacak sekilde
x ve y noktalarm sirasiyla iceren U ve V agik kiimeleri varsa, G(f)grafigine X XY
uzayinda @ -kapali denir.

Tamim 2.3.2: V(x,y) € G(f) i¢in, (CI(U)XV)NG(f) =@ olacak sekilde
x €U ve y €V agik kiimeleri var ise, f:X — Y fonksiyonunun grafik fonksiyonu
€ -kapal1 denir.

Tanmm 2.3.3: Bir f: X - Y fonksiyonu Vx € X ve f(x)’i igeren her V agik
kiimesi i¢in f (C [ (U)) C Cl(V) olacak sekilde x € U agik kiimesi varsa, bu fonksiyona
0-siireklidir denir. Agiktir ki bir strongly 8-siirekli fonksiyon, 6-stireklidir.



Teorem 2.3.2: Y uzayr kompakt olsun ve f:X — Y fonksiyonu verilsin. f
fonksiyonun grafigi €-kapali ise, f fonksiyonu strongly 8-stireklidir.

Teorem 2.3.3: f: X — Y fonksiyonu strongly 6-siirekli ve Y uzay1 Hausdorff ise,
o zaman G (f) €-kapalidir.

Teorem 2.3.4: Y bir kompakt Hausdorff uzayr olsun. O zaman f:X -»Y
fonksiyonunun strongly 6-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G(f), 6-kapali

olmasidir.



3. IDEAL TOPOLOJIK UZAY

Bu boliimii iki baslik altinda inceleyecegiz.

[k béliimde ideal topolojik uzaylardaki temel tanimlar ve kavramlari verecegiz.

Ikinci béliimde ise ideal topolojik uzaylarda ¢ok kullandigimiz lokal fonksiyon
kavraminin tanimi ile bu fonksiyondan faydalanarak elde edilen bazi o6zellikleri
verecegiz. Yine lokal fonksiyon yardimiyla Kuratowski kapanis isleminin tanimini ve
bulunan o6zelliklerini verecegiz. Bu sayede tezimizin son kisminda kullanacagimiz

kavramlart bu boliimde ayrintil1 bir sekilde incelemis olacagiz.
3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1: Bos olmayan bir X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir
Ic P(X) ailesi verilsin. Eger [ ailesi,
(1)) Her 4,B e kiimeleri i¢in, 4\ B € I (sonlu toplamsallik)

(n) Her 4 e[ kiimesi ve B < A4 alt kiimesi i¢in, B € [ (kalitimsallik)

Ozelliklerini saglarsa bu taktirde, / ailesine X Kkiimesi iizerinde bir ideal denir
(Kuratowski, 1933).

Tanmm 3.1.2: P(X) kiimesi, X kiimesinin gili¢ kiimesi olmak {izere,
o: P(X)— P(X) fonksiyonu,

M) a(@)=¢

m) Ae P(X)=> A< a(A)

(m)A4A,Be P(X)=a(AUB)=a(A)va(B)

(av) A€ P(X) = a(a(A)) =a(A)
sartlarin1 saglarsa bu taktirde, « kiime fonksiyonuna Kuratowski kapanis islemi
denir. K = {A eP(X): 4= a(A)} ailesine, X kiimesi tzerindeki topolojiye gore

kapalilar ailesi denir (Kuratowski, 1933).

Uyan 3.1.1: P(X) kiimesi, X kiimesinin gili¢ kiimesi olmak iizere,
d: P(X)— P(X) fonksiyonu,

W d(g)=¢
(m) Acd(A)



(m) d(AuB)=d(A)wd(B)

v) d(d(A4)) cd(4)
sartlarini saglasin (Jankovic, 1990).

Bu taktirde, a(A4) = AU d(A) seklinde tanimlanan a: P(X) — P(X) fonksiyonu,
P(X) giic kiimesi tizerinde bir Kuratowski kapanis islemidir.

Ispat: (1) a(4)=Aud(4) ifadesinde A=¢ alirsak a(p)=¢Ud(4) olur.
Uyari 3.1.1 (1) den, d(¢)=¢ olup a(p)=¢ bulunur.

(n) Herhangi bir 4 € P(X)alt kiimesi i¢in, a kiime fonksiyonu tanimindan
a(A)=Aud(A) bagmtist bulunur. Birlesim islemi geregi, Ac Aud(A4)=a(A)
ifadesi elde edilir. Boylece 4 < a(A4) olur.

(m) Herhangi bir 4, B € P(X) alt kiimeleri i¢in, & kiime fonksiyonu tanimi ve

Uyari 3.1.1 (1) geregi,

a(AUB)=(AuB)ud(AUB)=(AuB)U(d(A)wd(B))=(Avud(A)u(Buwd(B))
=a(A)Va(B)

ifadesi bulunur. Boylece a(A4uw B) =a(A)wa(B) sonucunu elde ederiz.
(1v) Herhangi bir 4 € P(X)alt kiimesi i¢in, ¢ kiime fonksiyonu tanimindan

a(A)=Aud(A) olur. Buradan 3.1.1. (11) ifadesi geregince,
a(a(A) =a(Avd(A4)) =a(d) wa(d(4) =(4wd(4)(d(4)vd(d(A4))

bagintis1 bulunur. Uyar1 3.1.1 (1) ifadesinden, d(d(A))cd(A) olur. Boylece
a(a(A)) = Avd(A) =a(A)oldugu goriiliir.

Sonu¢ olarak, «a:P(X)— P(X)kime fonksiyonu Tanim 3.1.2° de verilen
Kuratowski kapanis islemi sartlarini saglar.

Tamm 3.1.3: X kiimesi {izerinde ¢ = {¢,X } seklinde tanimlanan 1 topolojisine

ayrik olmayan topoloji, (X,q)ikilisine de ayrik olmayan uzay denir (Bourbaki,

1966).

Tamm 3.1.4. X kiimesi lizerinde tanimlanan P(X) topolojisine ayrik topoloji,

(X, P(X)) ikilisine de ayrik uzay denir (Bourbaki, 1966).
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Tammm 3.1.5. (X,7) topolojik uzayi, A< X alt kiimesi ve xe€ X noktasi
verilsin. Her V' ev) komsulugu i¢cin, ANV = ¢ ise, x € X noktasina 4 kiimesinin
bir kapams noktasi denir (Kuratowski, 1933).

Tanmm 3.1.6. (X,7) topolojik uzayi, A< X alt kiimesi ve xe€ X noktasi

verilsin. Her V' ev) komsulugu i¢in, ANV kiimesinde sayilamayan sonsuz sayida

eleman varsa, xe€ X noktasna A4  Kkiimesinin bir yogunlasma noktas1 denir
(Kuratowski, 1933).
Tamm 3.1.7. (X,7) topolojik uzayi, 4 < X alt kiimesi ve bir x € X noktasi

verilsin. Her V ev) komsulugu igin, Ar\(V—{x}) #¢ ise, x€ X noktasmna A

kiimesinin bir y1gilma noktasi denir (Kuratowski, 1933).
3.2. Lokal Fonksiyon

Tamm 3.2.1 .(X,7) topolojik uzay1 ve bir A< X alt kiimesi verilsin. 7 ailesi

X kiimesi tizerinde bir ideal olsun. Bu taktirde,

A*([,r):{xeX:‘v’UeG(x),UmAel}

kiimesine A4 kiimesinin / idealine ve t topolojisine bagli lokal fonksiyonu denir
(Kuratowski, 1933). 4°(1,7) gosterimi i¢in (Jankovic, 1990)’ de gosterildigi gibi 4" (1)
veya kisaca 4" sembolii kullanilir ve buna 4 kiimesinin lokal fonksiyonu denir.

X # @ bir kiime olmak tlizere X kiimesindeki en basit idealler minimal ideal
(I =¢) ve maksimal ideal (/ =P(X)) olup A" kiimesi bu ideallere gore (Jankovic,
1990) asagidaki gibi bulunmustur.

A({¢}.0)={xeX: VUG, .UnAg¢|
:{xeX:VUeG(x),UmA¢¢}
= CI(A)

Buradan,
A ({¢}.7)=Cl(4)

sonucu elde edilir.
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A (P(X).7)={xeX:VUeG,,,

UndgP(X)}=¢
Buradan,

A" (P(X) 1)=
sonucu elde edilir.

(X,7) uzayinda /, (sonlu alt kiimeler ideali), /, (sayilabilir alt kiimeler ideali)

idealleri icin (Jankovic, 1990) A" kiimesi asagidaki gibi elde edilmistir.

A, 7)={xeX:VUEeG,

e Undgl |

={xeX:VUeG

v, UNA  kiimesi sonsuz}

A

Buradan,
A,,1)= 4
sonucu elde edilir.

AI,7)={xeX:VUEeG,,

Undegl,|

={xeX:VU€eG,,,

UNA  kiimesi Sayllamaz}
= yog(A)
Buradan,
A'(1,,7) = yog(A4)
sonucu elde edilir.

(Samuels, 1975)’ de, 4 kiimesinin 4" (/,7) lokal fonksiyonunun, A4 kiimesinin

kapanis noktasi, yigilma noktast ve yogunlasma noktalarmin bir genellestirilmesi
oldugunu vermistir.

Teorem 3.2.1: (Jankovic, 1990) (X,r) uzayi, X kiimesi lizerinde I,,/,
idealleri ile birlikte verilen bir topolojik uzay ve 4, B < X olsun. Bu taktirde,

(a) AcB=A B

b clL=AU)cAU)

(¢) A" =Cl(4") = Cl(A) (A" kiimesi kapal1 bir kiimedir)

d (4) cA4

() (AUB) =4 UB’
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O (ANB) cA NB

(g) (4 ~B)=(4-B) —B c(4-B)

WUet =>UNAd =Un(UnA) c(UnA

k) Sel = (4US) =4 =(4-S)

Ispat. (a) xe A" noktasi olsun. O halde Tanim 3.2.1 den her U e G, acik

komsulugu icin, ANU ¢l dir. AcB ise, AnNU ccBNU olur. Eger BNU el
olsaydi [ idealinin kalitimsallik 6zelliginden, ANU €/ olurdu. Bu da, bir ¢eliski
yaratir. O halde her U € G, agik komsulugu i¢in, BNU ¢ [ dir. Buradan Tanim 3.2.1

geregi, x € B olur. Bdylece alt kiime tanim1 geregi 4 < B" bagintist bulunur.

() I, I, ise I < I/ olur. (3.1)
A()={xeX:VUeG,, Undgl)
A(L)={xeX:VUeG,, Undel,| (3.2)

(3.1), (3.2) ifadeleri ve Tanim 3.2.1 kullanilarak,

A(L)={xeX:VUeG,, Undel/|
={xeX:VUeG,, Undel|
= A'(I)
sonucu elde edilir. Buradan,
A L) AU)

oldugu gortiliir.
(c) Oncelikle 4" =CI(A4") esitligini gosterelim. Her 4 < X alt kiimesi igin,
Ac CI(A) oldugunu biliyoruz. Bu sonu¢ A kiimesinin lokal fonksiyonu iginde

saglanacagindan;

A (A (3.3)
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bagintisini elde ederiz. A" ({¢},2') =CIl(A4), A (P(X),7)=¢ oldugu ( Jankovic, 1990 )
gosterilmistir. Teorem 3.2.1 (b) den goriiliir ki kiimenin lokal fonksiyonu en biiyiik
degerini [ = {¢} minimal ideali icin, en kiiclik degerini de /= P(X) maksimal ideali
icin alir. O halde (X,r) uzaymdaki her 7/ 1ideali i¢cin ¢ /< P(X) ifadesi

saglandigindan,

pc A'(I,7)c Cl(A) (3.4)
olur.

Simdi de CI(4" )< 4" oldugunu gosterelim. Herhangi bir x € CI(A4") noktasini
alalim. Varsayalim ki x¢ 4" olsun. CI(4)=N{F < X :F kapah kiime ve 4" c F}
ifadesinden ve x e Cl(4") oldugundan 4" < F olan her F kapal kiimesi icin, x € F

olur. A'cF ve F kapali kime ise X—FcX—-A4" olup X—F agk kiimedir.
Buradan X —F N A" =¢ bulunur. x ¢ A" ifadesinden x € (X —4") elde edilir ve xe F

oldugundan F N (X —A4")# ¢ olur.
X-FNnA =¢ ve FN(X—A4)#¢ olmas1t F c A oldugunu gosterir. Bu ise
bir ¢eliskidir. O halde,

Cl(A)c A (3.5)

bulunur. (3.3), (3.4) ve (3.5) ifadelerinden 4" = CI(A") = CI(A) bagmtisi elde edilir.

(d) Herhangi bir xe (A4 (/1)) (/) noktasmi alalm. Varsayalm ki xe 4 (1)
olsun. Tamim 3.2.1 geregince,x (A4 (1)) (I)={xe X:VU G, i¢in, (UNA)el}
olur. Her U € G, acik komsulugu igin, (U4 ) el ifadesi ve idealin kalitimsallik
ozelligi geregince, (UNA)#¢ oldugu bulunur. Kapanis noktasi tanimindan
xeCI(A") elde edilir. (e) sikki geregince, CI(A)=A olmast xe A4 oldugunu
gosterir. Bu ise, bir celiskidir. O halde xe(4') noktast i¢in, xe 4" oldugundan
(4) = A" bagmntisi elde edilir.

(e) Tanim 3.2.1 geregince A ve B kiimelerinin lokal fonksiyonlari,

A(={xeX:VUEeG,

o Undgl} (3.6)
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B (I)={xeX:VUeG,

. UnBel| (3.7)

olur.

(3.6) ve (3.7) ifadelerinde birlesim islemi alirsak,

A(UB'()={xeX:VUeG,, Undgl vea UnBgl}
A(UB' (={xeX:VUeG,, [UnAHuUnB)]el|
A(UB' ()={xeX:VUeG,, [Un(4uB)el|

elde edilir. Tanim 3.2.1°den,

A (VB (I)=(A4UB)'(I)

bulunur.
() (ANB) () ={xeX:VUeG,, [Un(4nB)el}
(ANBY (D={xeX:VUeG,,, [(AnU)N(BNU)el}
(AnB)()={xeX:VUeG,, [(AnU)gl ve (BNU)gl| (3.8)

(3.8) ifadesi geregi,
(ANB) () c{xeX:VUEeG,. (4nU)gl] (8.9)

(ANB) () c{xeX:VUeG,, (BnU)el| (8.10)

elde edilir. (3.9) ve (3.10) ifadelerinin kesisimlerini alirsak,

(AnB)Y(I)c A ()NB ()

oldugu bulunur.

(g) AUB=(A—B)UB esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte (*) islemi

uygulanirsa, Teorem 3.2.1 (e) geregince,
(AUB) =[(A-B)UB] =(4-B) UB’

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin B” kiimesi ile kesisimi almirsa,

(AUB) "B" =[(4-B) UB']nB"
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(4" UB)YNB" =[(A-B) UB'|nB"

(A" UB")YU(B NB")=[(A-B) "B"1U(B " "B")
olur. B "B" =¢ oldugundan,
A NB"=(4-B) NB"

esitligi elde edilir. Fark islemi tanimu geregi, 4 —B =(4—B) —B" esitligi yazilir. Bu
son esitlikten
A —B =(4-B) -B c(4-B)
bulunur.
(h) Herhangi bir xeU N 4" noktasini alalim. Kesisim islemi tanimindan x e U
ve xe A" dir. Tanim 3.2.1 geregi her V Gy agik komsulugu igin, VA gl olur.
xeU ve Uer oldugundan komsuluk tanimi geregi U €G( olur. Bir noktanin

komsulari kesisimi yine o noktanin komsulugu oldugundan V NU €Gy, olur. xe 4

olup, [NU)YNAFVN(UnA)]egl ifadesi elde edilir. Tanim 3.2.1 geregi,

x €U NA) bulunur. x e U N 4 noktast i¢in, x € (U N A)" oldugundan
Und c(UnA) (3.11)
bulunur. (3.11) ifadesinde her iki tarafin U kiimesi ile kesisimi alinirsa,

[UNUNA)]c[UNUNA)]

UnAd)c[UNUNA] (3.12)
U N A c A bagintist ve Teorem 3.2.1 (a) geregince;

Und) cd (3.13)
olur. (3.13) ifadesinin her iki tarafinin U kiimesi ile kesisimi alinirsa,

[UNUNA) ]cUNnA (3.14)

bulunur. (3.12) ve (3.14) ifadelerinden,
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Und cUNUNA (3.15)
esitligi yazilir. O halde (3.11) ve (3.15) ifadeleri geregi,

UnA =UNnUnNA) c(UnA

bulunur.

(k) AUS=(4-S)US esitligi her zaman dogrudur. Bu esitlikte her iki tarafin
(*) islemi alinirsa,
(AUS) =[(4-S)uST

olur. Teorem 3.2.1 (e) geregince,
(AuS) =4 US =(4-8S) usS” (3.16)

elde edilir. Tanim 3.2.1 ve S €/ oldugundan,
S = {x eX:VUeG,, UNS) el} =¢ olur. (3.16) ifadesinde S =¢ yazilirsa
(AUS) =4 =(4-S) elde edilir.
(Jankovic, 1990)’ da, bir CI” islemi tanimlanmis ve bu islemin aslinda bir
Kuratowski kapanis islemi oldugu asagidaki gibi gosterilmistir.
Lokal fonksiyon olarak tanimlanan (*): P(X)— P(X)fonksiyonu Teorem
3.2.1°in (d) ve (e) siklar ile,

#(D={xeX:VUEG,, Ungel|

#(={xeX:VUeG,, ¢el|

bulunur. Bu ise, [ ideal oldugundan kalitimsallik ozelligi geregi imkansizdir.
Dolayisiyla ¢el olur. Dolayisiyla ¢ (I)=¢ olup, (*) :P(X)—P(X) lokal
fonksiyonu, Uyar1 3.1.1 de verilen d: P(X)— P(X) fonksiyonu ile cakisir. Her
Ac X alt kiimesi i¢in, CI'(4)=Au A" seklinde tanimlanan CI° : P(X)— P(X)

fonksiyonu Kuratowski Kapanis islemidir.
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(Jankovic, 1990) referansinda , X kiimesindeki minimal ideal olan 7 = {¢} ve
maksimal ideal olan 7= P(X)idealleri igin, CI'(4) kiimesi asagidaki gibi
bulunmustur.

I={¢} minimal ideali i¢in, A ({¢})=CI(A4) olup bu ifade CI'(4)=AUA
esitliginde yazilirsa CI'(4)=AUCI(4) olur. Kapanis isleminin 4 c CI(A)
ozelliginden, CI" (A) = CI(A) olur.

I = P(X) maksimal ideali icin, A" (P(X))=¢ olup CI (4A)= AU A esitliginde
yazilirsa, CI'(4) = A olur.

CI” fonksiyonu yardimyla iiretilen t topolojisi (Jankovic, 1990)’ da asagidaki
bi¢imde tanimlanmaistir.

Tamm 3.2.2: t topolojisi X kiimesindeki ilk topoloji olmak iizere, CI’
fonksiyonu tarafindan iiretilen topoloji T (L7) yadart *(1) (kisaca 1 *) ile gosterilir. Bu

topoloji,
T(H={UcX:Cl'(X-U)=X-U}

seklindedir (Kuratowski,1933).
I = {¢} minimal ideali i¢in, T (I) =1 elde edilir. /= P(X) maksimal ideali i¢in,
T *([): P(X)olup X kiimesi iizerindeki her / ideali i¢in, ¢ < / < P(X)oldugundan

et (e P(X)bagntist Teorem 3.2.1’in (b) sikkindan elde edilir.
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4. STRONGLY 6-I-SUREKLI FONKSIiYONLAR

Bu boliimde ideal topolojik uzaylarda strongly-6&-I-siirekli fonksiyon kavramin
ele alip (Yiiksel ve ark., 2010) bu siireklilik ¢esiti i¢in baz1 yeni karekterizasyonlar
verdik. Ayrica daha Once tanimlanan bazi siireklilik cesitleriyle de karsilastirilmasinm

yaptik.
4.1.Giris

Tanim 4.1. 1: (X, 7, I) ideal topolojik uzay ve AcX olsun. Her x€ X noktasi ve x
noktasimin her agik U komsulugu i¢in, CI*(U) N A # @ ise x noktasina 4 kiimesinin
¢- Fkapanis noktasi denir ve Clg;(A) ile gosterilir. A4 kiimesinin 0- Fkapali kiime olmasi
icin gerek ve yeter sart Clg;(A) = A olmasidir (Yiiksel ve ark., 2010).

Tamim 4.1.2: (X, 7,1) ideal topolojik uzay ve AcX olsun. Her x € A noktasinin
Cl*(U) c A olacak sekilde x noktasini igeren en az bir a¢ik U komsulugu varsa, x
noktasina A kiimesinin 6-Fi¢i denir ve intg(A) ile gosterilir. A kiimesinin 0-Fagik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart intg(A)=A4 olmasidir.

Tanim 4.1.3: f: (X, t,I) - (Y,v) bir fonksiyon olsun. Her x€ X noktas1 ve Y
uzaymin f(x) noktasini iceren V acik kiimesi i¢in, f (C l*(U)) c V olacak sekilde x
noktasinin agik bir U komsulugu varsa fonksiyonuna strongly @& Fsiirekli fonksiyon
denir. (Yiiksel ve ark., 2010)

Tanim 4.1.4: (X,7,1) ideal topolojik uzay: iginde (Xxg)qen agt verilsin. Eger
x € X noktasinin her U 6-I-agik komsulugu, sonunda (x,) agmni igeriyorsa, (x,) agt x

noktasina 6-/-yakinsar denir ve (xa)? x seklinde gosterilir.
I

4.2. Temel Ozellikler

Teorem 4.2.1: f:(X,t,I) - (Y,v) fonksiyonu i¢in asagidaki oOzellikler
esdegerdir:

a) f fonksiyonu strongly & Fsiireklidir.

b) Her kapali kiimenin ters goriintiisii - Fkapalidir.

c) Her acgik kiimenin ters goriintiisii -/agiktir.

d) Her x € X ve her (x,) ag1 igin, (xa); xise f(x,) — f(x) yakinsaktir.
1
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Ispat: (a)=>(b) F < Y kapal1 olsun ve f~*(F) kiimesinin X uzaymnda &-I-kapali
olmadigini varsayalim. O zaman x & f~1(F) olacak seklinde bir nokta vardir dyleki x
noktasii iceren her U acgik icin, CI*(U) N f~1(F) # @ olur. f(x) € F oldugundan,
f(x) noktasini igeren Y-F bir agik kiimedir. x noktasinin kapali olmayan komsulugunun
f altindaki goriintiisii Y-F kiimesidir. Sonug olarak f fonksiyonu x noktasinda strongly
0 -I-siirekli degildir. Bu geliskiden dolays, f ~1(F) kiimesi 0 -I-kapalidir.

(b)=(c) V kiimesi, Y uzayinda agik olsun. O zaman Y-V kapalidir ve (b)
geregince, [ 1(Y —V) kimesi @[lkapahdir. Fakat f~1(Y—-V)=X-f"1V)
oldugundan, f~1(V) kiimesi &-I-agiktir.

©)=>d) x € X ve x, X olsun. f(x) € V herhangi bir acik kiime olsun. O
1

zaman (c) geregi, f~1(V) kiimesi @ -I-aciktir ve x noktasini igerir. Boylece
x€eUcclrU)cf v

olacak sekilde en az bir U agik kiimesi vardir. x, ag1 x noktasinda 6-I-yakinsak
oldugundan, x, agi sonunda, CIl*(U) kiimesinin iginde, f(x,) ag1 da V agiginin
i¢cindedir. Sonug olarak f(x,) — f(x) yakinsar.

(d)=(a) Her (x,) € X agi igin, (xa);; x ve f(xq) = f(x) olsun. Varsayalim ki

f fonksiyonu x € X noktasinda strongly @-I-siirekli olmasin. O zaman, x noktasini
iceren her agik U kiimesi igin, f (C (U )) & V olacak sekilde, f(x) noktasini igeren en
az bir V agik kiimesi vardir. x € U ve x, € ClI*(U) i¢in x, & f~1(V) olacak sekilde bir
(x,) agt olusturalim. Bu (x,) agin x noktasina 6-I-yakinsadigindan hipotez geregi
(f(xy)) agida f(x) yakinsar. Boylece belli bir U komsulugu igin f(x,) € V elde
edilir. Bu x, € f~1(V) olmasiyla gelisir. Celiski gosterir ki f fonksiyonu x noktasinda
strongly é-I-stireklidir.

Teorem 4.2.2: f: (X,7,1) — (Y,v) strongly & Esiirekli fonksiyon igin asagidaki
ozellikler esdegerdir;

a) X uzaymin her 4 alt kiimesi igin f(Clg;(A)) < CI(f(A)).

b) Y uzaymin her B alt kiimesi igin Clg;(f ~1(B)) c f~1(CI(B)).

Ispat: a=b) B c Y olsun. (a) ifadesinden;

f(Clo(fB)) < CUS(FTB))) < CUB)
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dir. Buradan,

Clo;(f71(B)) & fH(CL(B))

sonucunu elde ederiz

b=>a) A c X olsun. O halde f(A) c Y i¢in (b) geregi;

Clo;(fTH(f(A)) € fHCU(f(A))
Clo;(A) < Clo;(fTH(f(A))) & fFH(CL(f(A))

dir.. Buradan,
f(Clg;(A)) < CL(f(A))
sonucunu elde edilir.

Tamm 4.2.1. (X, 7,1) ideal topolojik uzay olsun. X uzaymin birbirinden farkli
her x, y nokta gifti i¢cin, CI*(U) N ClI*(V) = @ olacak sekilde sirasiyla x ve y noktalarini
iceren U, V acik komsuluklar1 varsa bu uzaya Urysohn-/ uzay1 denir (Caylak, 2009)

Teorem 4.2.3: Eger f:(X,t,I) = (Y,v) strongly-6&- Esiirekli, bire bir fonksiyon
ve Y uzay1 T-uzay1 ise o zaman X uzay1 Uryson-/ uzaydir.

Ispat: Herhangi x;,x, € X (x; # x,) noktalarini ele alalim. f fonksiyonu
birebir oldugundan, f(x;) # f(x;) € Y olur. Y uzayr Hausdorff oldugundan, f(x;) ve
f (x,) noktalarini sirasiyla igeren V; ve V, ayrik acik kiimeleri vardir. f strongly 8-I-
stirekli oldugundan sirasiyla x; ve x, noktalarim1 igeren, f(Cl*(U;y))cV;
ve f(Cl*(U)) €V, olacak sekilde U; ve U, acgik kiimeleri vardir. Buradan
Cl*(Uy) n Cl*(Uy) = @ olup, X uzaymnin Urysohn-/ oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.4: : f:(X,t,I) » (Y,v,1;) fonksiyonu strongly 6&-I-siirekli ve
g:(Y,uv,I))>(Z, ¢) fonksiyonu stirekli ise gof:(X, 7, ))—(Z, ) bileske fonksiyonu strongly-
¢ Esiireklidir.

Ispat: 7 kiimesi, Z uzayinda bir agik alt kiime olsun. g fonksiyonu siirekli
oldugundan g~1(V), Y uzayinda agik ve f fonksiyonu strongly 6-I-siirekli oldugundan,
Fg7*(") = (gf) "1 (V) Teorem 4.2.1 (c) geregi, &-1-agiktir. Boylece gof bileske
fonksiyonu Teorem 4.2.1. geregi strongly 8-/-siireklidir.

Iki strogly @-I- siirekli fonksiyonun bileskesi de strongly @-I-siireklidir.
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Teorem 4.2.5: : f:(X,t,I) = (Y,v,I) fonksiyonu strongly-& Esiirekli olmasi
icin gerek ve yeter sart alt tabandaki her V<Y acik kiimesi i¢in f'(V) kiimesinin X
uzayinda & I-agik olmasidir.

Ispat: Teorem 4.2.1. den gereklilik saglanir. Tersine ise her a € A igin
{V,:a € A} Y uzaymnn bir alt tabanm1 ve f~1(V,) @ -I-acik olsun. O zaman her V c Y
acik kiimesi soyle yazilabiliriz

V=u{V yynVyn-nNVy:i{a,ap -, a,} € A}
yani fW) =u{f WVe) N7 WVa2) NN fH V) )
¢-I-agik kiimelerin sonlu kesisimi &-/-agiktir ve é-I-agik kiimelerin birlesimi &-/-agik
oldugundan, f~1(V) kiimesi, é-I-agiktir. Béylece f fonksiyonu Teorem 4.2.1. geregi,
strongly 6-/-stireklidir.

Tanim 4.2.2. (X,7,1) ideal topolojik uzaynin regiiler-/ uzay olmasi i¢in gerek
ve yeter sart x noktasmnin her acik U komsulugu i¢in x€ V=CI' (V)< U olacak sekilde agik
bir ¥ komsulugunun olmasidir (A¢ikgoz ve ark., 2004).

Teorem 4.2.6: f: (X, t,I) —» (Y,v,1;) ve g:(X, 5, )—>XxY, fonksiyonlar1 verilsin.
g(x)=(x,f(x)) ile tamimlanmis ve f fonksiyonun grafik fonksiyonu olsun, asagidakiler
saglanir.

a) g fonksiyonu strongly & FLsiirekli fonksiyon ise f fonksiyonu
strongly &-Lstirekli fonksiyon ve X uzayi regiiler-/ uzayidir.

b) f fonksiyonu strongly & Fsiirekli fonksiyon ve X uzayi regiiler—/ uzay ise g
fonksiyonu strongly &- Esiirekli fonksiyondur.

Ispat: a) x € X noktas1 ve ¥ kiimesi f{x) noktasmin acik bir komsulugu olsun.
O halde X x V kiimesi g(x) noktasinin agik bir komsulugu olur. g fonksiyonu strongly
¢- Isiirekli oldugundan g(Cl*(U)) € X X V olacak sekilde, x noktasini igeren bir U
acik kiimesi vardir. Buradan, f (C l*(U)) c V olur. Simdi X uzaymnin regiiler-/ uzayi
oldugunu gosterelim. U kiimesi x noktasinin acik bir komsulugu olsun. Bu durumda
U X Y kiimesi g(x) noktasinin agik bir komsulugudur. g fonksiyonu strongly é- [siirekli
fonksiyon oldugundan g(Cl*(W)) c U XY olacak sekilde, x noktasini igeren bir W
acik kiimesi vardir. Buradan, CI*(W) c U olur ki bu da X uzaynin regiiler-/ uzayi
oldugunu gosterir.

b) x € X noktast ve W kiimesi X XY uzayinda g(x) noktasinin agik bir
komsulugu olsun. O halde; U X V ¢ W olacak sekilde x € U, f(x) € V agik kiimeleri
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vardir. f fonksiyonu strongly 6-siirekli fonksiyon oldugundan, f (C l*(G)) c V olacak
sekilde x noktasini igeren bir G agik kiimesi vardir. Buradan, U N G kiimesi x noktasinin
acik bir komsulugu olur. X uzay regiiler-/ uzay1 oldugundan x e T c Cl*(T) c U NG
olacak sekilde bir T agik kiimesi vardir. Boylece g(Cl*(T)) c U X f(Cl*(G)) c U %
V c W olur ki bu da bize g fonksiyonun strongly &-Fsiirekli fonksiyon oldugunu
gosterir.

Sonu¢ 4.2.1: (X,7,I) uzay1 regiler-I uzayt olsun. f:(X,t,I) = (Y,v)
fonsiyonun strongly 6-Fsiirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart g(x)=(x,f(x)) ile
tanimlanmis g:(X, 7, )—>XxY grafik fonksiyonun strongly & Fsiirekli olmasidir.

Teorem 4.2.7: f: (X, t,I) = (Y,v) fonksiyonu ve bir A € X alt kiimesi verilsin.
Eger f fonksiyonu strongly @-Fsiirekli ise, f|4: (4,74, 1) = (Y,v) kisitlanmis
fonksiyonu da strongly 6-Fstireklidir.

Ispat: f fonksiyonu strongly & Lsiirekli olsun. V c Y agik kiimesi alalim. f
fonksiyonu strongly & Esiirekli oldugundan f~1(V) Teorem 4.2.1 (c) geregi 6-Lagik
olur. Buradan f|, "(V) = An f~1(V) olup fl, kisitlanmus fonksiyonu da strongly
¢- Lsuireklidir.

Teorem 4.2.8: (X, ,I) ideal topolojik uzayin agik(kapali) 4 ve B alt kiimeleri
verilsin, Oyleki X =AUB  olsun. Eger fls:i(4,141) - (Y,v) ve
flg: (B, t5,1) = (Y,v) kisitlanmig fonksiyonlarinin her ikisi de strongly &-Fsiirekli ise,
f:(X,1,I)>(Y,v) fonksiyonu da strongly 6- Fstireklidir.

Ispat: 4 ve B kiimeleri agik kiimeler olsun. Herhangi V c Y agik kiimesi
verilsin. Bu takdirde, f=2(V) = fl, (V) U flg~"(V) olur. fl, ve flp kisitlanmis
fonksiyonlar strongly 6-Esiirekli oldugundan, Teorem 4.2.1 (c) geregi, f|,~ (V) ve
flz " (V) 6-Lagik oldugundan bilesimi olan f~1(V) kiimesi de & Facik olur. Boylece
f fonksiyonu strongly 6-I-siireklidir. 4 ve B kiimeleri kapali olmalar1 halinde, ispat

benzer sekilde yapilir.
4.3. Strongly @I-siireklilik i¢in Yeter Sartlar

Teorem 4.3.1: f:(X,t,I) - (Y,v) fonksiyonu siirekli olsun. Eger Y uzayi

regiiler uzay ise, f fonksiyonu strongly- - Fsiireklidir.
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Ispat: x € X ve Y uzayinm icinde f(x) € V agik kiime olsun. Y uzay1 regular
oldugundan, f(x) € W c Cl(W) c V olacak sekilde bir W agik kiimesi vardir. f
siirekli oldugundan, x € f~Y(W) c Cl*(f~1(W)) c CI(f*(W)) c f~1(Cl(W)) c
f~Y(V) dir. Simdi U = f~Y(W) alahm. O halde f(Cl*(U)) cVV gosterir ki f
fonksiyonu strongly 6-/-stireklidir.

Tamm 4.3.1: f:(X,7,I) - (Y,v) fonksiyonun grafigi G(f)={(x,f(x)):xeX}
seklinde gosterilsin. Her (x,y)e G(f) igin, (Cl*(U)XV)mG(f)ZQ olacak sekilde x ve y
noktalarin sirasiyla igeren U ve V agik komsulugu varsa, G(f) grafigi XxY uzayinda
¢ Fkapali denir.

Lemma 4.3.1 : f: (X, 7,I) = (Y,v) fonksiyonunun G(f) grafigi XxY uzayinda
¢- Fkapal1 kiime olmasi igin gerek ve yeter sart her (x,y)¢ G(f) i¢in f (C l*(U)) nNV=g9
olacak sekilde x ve y noktalarini sirastyla igeren U ve V agik komsulugunun olmasidir.

Ispat: Tanimin direkt sonucudur.

Teorem 4.3.2: f:(X,1,I) — (Y,v) fonksiyonu strongly 6-I-siirekli ve Y uzay1
Hausdorff ise, o zaman G (f) 0-1-kapalidir.

Ispat: x € X ve y # f(x) olsun. Y uzay1 Hausdorff oldugundan f(x) € W ve
y €V ayrik, acik kiimeleri vardir. f strongly 6-I-siirekli fonksiyon oldugundan,
f (C *(u )) c W olacak sekilde bir x € U agik kiimesi vardir. Bu nedenle

flcr@)nv =90

olur. Bu gosterir ki G(f) grafigi € -I-kapalidir.
Uyar 4.3.1: Strongly 6-siirekli (Noiri, 1980) , strongly 8-/-siirekli Tanim 4.1.3
(Yiiksel ve ark., 2010) ve stireklilik tanimlarindan asagidaki gereklilik asikardir.

strongly O-siirekli =strongly 6-/-siirekli = siireklidir
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5. SONUCLAR VE ONERILER

(X,7) topolojik uzayinda tanimlanan strongly ©-siirekli fonksiyonlar1 inceledik.
Bu siireklilik ¢esidinin ideal topolojik uzaylardaki tanimini ele alarak bilinen bu
siireklilik cesitleriyle karsilastirdik ve bu siireklilik ¢esitine ait yeni ozellikler ve
karekterizasyonlar elde ettik.

Incelemis oldugumuz bu siireklilik ¢esitinden yola ¢ikilarak yeni siireklilik

cesitleri tamimlanarak bu siireklilik ¢esitine dair yeni 6zellikler elde edilebilir.
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