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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

HEPTADIAGONAL MATRISLERIN POZITIF TAMSAYI KUVVETLERININ
HESAPLANMASI

Murat GUBES

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Durmus BOZKURT
2011, 38 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Doc. Dr. Ramazan TURKMEN
Dog. Dr. Galip OTURANC

Bu caligmada, genel bir Heptadiagonal matris tanimi verildi. Buna bagli olarak belli tipteki
heptadiagonal bir matrisin m inci (m € N) kuvvetinin genel ifadesi elde edildi. Yine genel ifade i¢inde
bu tip matrislerin Jordan formu, doniisiim matrisi ve tersi elde edilmistir.

Bunun i¢in; H belli tipteki bir heptadiagonal matris, / bu matrisin Jordan formu ve P déniisiim
matrisi olmak {izere H™ = PJ™P~! ifadesinden yararlamilmistir. Burada segilen matrisin 6z degerleri;
kokleri

_ (kn)k—l
Xpi = COS 1)k = ,n

olarak tanimlanan

sin((n + 1) arccos(x)) L<x<l
_ ,—1<x

Up(x)

sin(arccos(x))
ikinci tiir Chebyshev polinomlarina bagli olarak bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Chebyshev polinomlari, Fark denklemleri, matris kuvveti, Pentadiagonal
matrisler, Uclii bant matrisler, Yedi bant matrisler.



ABSTRACT

MS THESIS

ON COMPUTING OF POSITIVE INTEGER POWERS OF HEPTADIAGONAL
MATRICES

Murat GUBES

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Durmus BOZKURT
2011, 38 Pages

Jury
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Assoc. Prof. Dr. Ramazan TURKMEN
Assoc. Prof. Dr. Galip OTURANC

In this study, a general heptadiagonal matrix definition was given. According to the definition,
the general expression of the mth powers (m € N) for some type of heptadiagonal matrices was derived.
Once again, in the general expression that was mth powers of heptadiagonal matrices Jordan Forms’,
transformation matrices and their inverses were obtained.

To do this; H is one type of heptadiagonal matrix, J is Jordan form of this matrix and P is
impending the transformation matrix, to made use of the expression of H™ = PJ™P~1, Here, the
eigenvalues of selected matrix are found by depending on the Chebyshev polynomials of second kind as
described following formula,

B sin((n + 1) arccos(x)) _

U = 1<x<1
n(®) sin(arccos(x)) =r=
whose roots are defined as
_ ( km ) =TT
Xpi = COS 11)k= N

Keywords: Chebyshev polynomials, difference equations, Heptadiagonal matrices, matrix powers,
Pentadiagonal matrices, Tridiagonal matrices.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

f(k, Yi» Yies1s - Viean) = 0: n. mertebe genel bir fark denklemi,
hy: donilisiim matrisin tersinde 6z degerlere bagh degiskenler.
H,,: n-kare heptadiagonal matris,

{H™};;: H heptadiagonal matrisinin (i, ) inci elemani,

J: heptadiagonal matrisin Jordan formu,

M,,: n-kare matrislerin kiimesi,

m: (m € N), H matrisinin tamsay1 kuvveti i¢in degisken,
T,,(x): birinci dereceden Chebyshev polinomlari,

U, (x): ikinci dereceden Chebyshev polinomlari,

Ak heptadiagonal matrisin 6z degerleri,

viii



1. GIRIS

Matrisler giiniimiizde birgok alanda kullanilmakta ve bir¢ok sistemin ¢oziimiine
de temel teskil etmektedir. Ozellikle; niimerik analiz, baz1 diferansiyel denklemlerin,
gecikmeli diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin ( Agarwal, 1992), sinir deger
problemlerinin  ¢oziimlerinde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik
¢oziimlerinde, texture modellemesinde (Picard ve Elfadel, 1992), iletisim sistemi
analizinde ( Rimas, 1977 ve Rimas, July 5-9, Leuven, Belgium) ve daha bir¢ok
uygulamali  alanda tridiagonal-antitridiagonal,  pentadiagonal-antipentadiagonal,
heptadiagonal-antiheptadiagonal matrislerin determinantlari, 6z deger-6z vektorleri,
tersleri ve kuvvetleri ile karsilasilmaktadir. Bunlardan yola cikilarak literatiirde bir¢cok
calisma yapilmistir. Ozellikle Jonas Rimas’m 2005-2010 yillarinda (anti)tridiagonal,
(anti)pentadiagonal matrislerin kuvvetlerinin genel ifadesi ile ilgili birgok g¢alismasi
vardir.

Rimas g¢alismalarinda yontem olarak Once bir matris ele almig, bu matrisin
kuvvetlerine ulasabilmek i¢in belli determinantlar tanimlamis, daha sonra bu
determinantlar yardimiyla bir fark denklemi elde etmistir. Elde edilen fark denkleminin
¢cOziimiinden, kokleri ve bir¢ok 6zelligi bilinen Chebyshev Polinomlarina gecis yaparak
matrisin 6z degerlerini formiile etmis ve H™ = PJ™P~1 benzerlik doniisiim
formiiliinden yararlanarak matrisin kuvvetlerine ulagmistir. Burada orijinal olan,
matrisin karakteristik polinomunun koklerinden Chebyshev polinomlarina gecip, 6z
vektorleri bu polinomlar cinsinden hesaplayip doniisiim matrisinin ve tersinin bu
polinomlara gore formiile edilebilmesidir.

Bunlar1 g6z oniine aldigimizda Rimas ve Gutiérrez- Gutiérrez (anti)tridiagonal,
(anti)pentadiagonal matrislerin bazi g¢esitleri i¢cin kuvvet formiilleri vermislerdir. Bizde
bu ¢alismada, bu materyal ve metotlar yardimiyla baz1 heptadiagonal matris tiirleri igin
kuvvet formiillerini, 6z deger ve 6z vektdr formiillerini ve bu 6z vektorlere bagh
doniisiim matrislerinin ve terslerinin formiillerini elde ettik. Tezin esas kismi, ele alinan
heptadiagonal matrislerin kuvvet formiilleri, doniisiim matrislerinin ve terslerinin

formiillerinden olusmaktadir.



1.1. Amac¢ ve Kapsam

Chebyshev polinomlarindan ve fark denklemlerinden faydalanarak, Rimas’in
yapmis oldugu calismalar1 heptadiagonal tipteki matrislere tasiyip, bu tip matrislerin
kuvvetleri i¢in yeni formiiller tiiretmek calisgmamizin esas amacim teskil etmektedir.
Calismamizin 6zellikle uygulamali bilimlerde karsilasilan biiyiik boyutlu denklem
sistemlerinin ¢ozlimlerinde kolaylik saglayacagi ve ayrica literatiirde heptadiagonal
matrislerle ilgili yapilan ¢alismalarin siirli sayida olmasi sebebiyle bu konuyla ilgili

calismalara katki saglayacagi diisiiniilmektedir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Bu boliimde konuyla alakali 6nceden yapilmis olan ve ¢alismamiza kaynak
teskil eden ¢alismalara ve Ozetlerine yer verilmistir.

J. Rimas (2005), “On computing of arbitrary positive integer powers for one
type of symmetric tridiagonal matrices of odd order—I” baslikli ¢alismasinda tek
mertebeden simetrik tridiagonal bir matrisin benzerlik doniisiim formiilii yardimiyla [
inci (I € N) kuvvetinin genel formiiliinii elde etmistir.

J. Rimas (2006), yukarida bahsetmis oldugumuz makalesinin devaminda tek
mertebeden simetrik tridiagonal bir matrisin [ inci (I € N) kuvvet formiilii igin; matrisin
0z vektorlerinin, 6z degerlere bagli Jordan formunun, 6z vektorlere bagli doniisiim
matrisi ve tersinin formiillerini vermistir.

Yine J. Rimas (2008) de “On computing of arbitrary positive integer powers for
one type ofsymmetric pentadiagonal matrices of even order” ¢alismasiyla gift
mertebeden simetrik bir pentadiagonal matrisin; Chebyshev polinomlarina bagl 6z
degerlerini, 6z vektorlere bagli doniisiim matrisi ve tersinin formiillerini, [ inci (I € N)
kuvvet formiiliinti elde etmistir.

J. Gutiérrez- Gutiérrez 2008 de yapmis oldugu “Positive integer powers of
certain tridiagonal matrices” isimli ¢aligmasinda J. Rimas’in 2005-2007 de yayinlanan
makalelerini genisleterek n X n Hermityen tridiagonal matrislerin kuvvetlerini veren bir

formiil vermistir.



A. A. Karawia (2010), ii¢ ayr1 ¢alismasinda sirasiyla; genel terslenebilir devirli
heptadiagonal matrisler i¢in gilivenilir bir hesaplama algoritmasi1 tanimlamis, devirli
heptadiagonal lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimleri igin Sherman-Morrison-
Woodbury formiiliine dayali yeni bir hesaplama formiilii sunmus ve bu iki ¢alismaya
dayali herhangi bir tekil olmayan genel devirli heptadiagonal matrisin determinantini ve
anti heptadiagonal matrisin tersini bulmak i¢in algoritmalar elde etmistir.

Mohamed Elouafi, A. Driss Aiat Hadj (2009), ¢alismalarinda tridiagonal bir
matrisin 6z deger ayrisimini sunmuslar, tridiagonal matrislerin kuvvetlerini ve terslerini
elde etmisler ve bununla alakali bazi bagintilar ortaya koymuslardir.

R. Witula, D. Slota (2008), “Some phenomenon of the powers of certain
tridiagonal and asymmetric matrices” makalelerinde, her bir bandi ayr1 ayr1 ayni
elemandan olusan baz1 asimetrik matrislerin reel ve kompleks kuvvetlerini hesaplayan
yeni bir metot sunmuslardir.

W. Kratz, M. Tentler (2008), cok hizli (superfast algorithms) ve kararl
algoritmalarla simetrik Pentadiagonal ve Heptadiagonal matrislerin herhangi 6z
degerlerini hesaplamak i¢in bolmesiz rekiirans formiilleri elde etmislerdir.

Benzer bir sekilde Xi-Le Zhao, Ting-Zhu Huang (2008), “On the inverse of a
general pentadiagonal matrix” isimli ¢alismalarinda genel pentadiagonal matrislerin
tersleri icin etkili bir algoritma gelistirmis ve agiklayici 6rnekler vermislerdir.

M. El-Mikkawy, El-Desouky Rahmo (2008) ¢alismalarinda terslenebilir genel
tridiagonal ve anti-tridiagonal matrisler i¢in yeni bir rekiirans algoritmasi ve 6rnekler
sunmuslardir.

Koulaei M.H., Toutounian F. (2007) “On computing of block ILU
preconditioner for block tridiagonal systems” isimli ¢alismalarinda, sinirlama teknigi
kullanarak tridiagonal ve pentadiagonal matrislerin yaklagik ters ¢arpanlarinin hesabi

i¢in rekiirans formiilii vermislerdir.



2. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu boéliimde, caligmamizin ana kisminda faydalanacagimiz bazi 6zel matris

tipleri ve 6zelliklerinden bahsedilecektir.
2.1. Ozel Matris Tipleri
2.1.1. Toeplitz Matrisler
Tanmm 2.1. T, = [ty j; k,j = 0,1, ...,n — 1] olmak {izere n X n tipinde ve

to tg tp - t—(n—1)'|

[
I I
L o

seklinde gosterilen matrise Toeplitz Matris denir. Burada t; ; = t;_; seklindedir.

Toeplitz matrislerin birgok alanda uygulamasi da bulunmaktadir. Ornegin;
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimiinde, sinyal islemede, fizik ve istatistik
problemlerinde Toeplitz matrisleri kullanilir (M. Gray 2006).

2.1.2. Circulant Matrisler

Tamm 2.2. n. mertebeden bir circulant matris bir kare matris olup su sekilde

verilir;

C =circ(cy,Cy,C3, .0, Cr )

1 C Cn
_ Ch G Cn-1
C; C3 C1

seklinde tanimlanir.



Ayrica circulant matrisi C = (cjk) = (ck_ j+1) ile de tamimlayabiliriz (Davis
1979).

Tanimdan goriiliiyor ki, her satirdaki elemanlar bir siitun saga kayarak matrisi
olustururlar. Tanim 2.2.1 ile Tanim 2.2.2 karsilastirildiginda her circulant matrisin bir
Toeplitz matris oldugu fakat tersinin her zaman dogru olmasi1 gerekmedigi sonucuna

ulasiriz (J. Davis 1979).

2.1.3. Tridiagonal-Anti Tridiagonal Matrisler

Tanm 2.3. T, = [tij] €M, ve |i—j|>1 igin t;; = 0 seklinde tanimlanan

n X n tipinde bir kare matrise tridiagonal matris denir. Yani,

[t11  t12 0 ]
|t21 tro U3 I
T =| 32 33 |
[ tn—l nJ
0 tn,n—l tnn

matrisi genel bir tridiagonal matristir (Zhang 1999, Horn ve Johnson 1990)

Tamm 2.4. T,,, n-Kare tridiagonal bir matris ve

0 0 1

[ 0 1 J

R =] S 1 00 I
1 0 0

seklinde kare bir matris olmak iizere

B =T,R

olacak sekildeki B matrisine anti-tridiagonal matris denir (El-Mikkawy ve Rahmo

2009). Anti-tridiagonal matrisler



0 bl,n—l bin
bZ,n—Z bz,n—l bZn
B = bsn-2 b3n-1
bp11 - ’
bpi by 0

seklinde genel bir ifadeyle gosterilebilir.

Literatiirde tridiagonal (anti-tridiagonal) matrislerin tersleri, kuvvetleri ve
determinantlar1 hakkinda birgok c¢alisma vardir (Elouafi ve Hadj 2009, Rimas 2005,
Witula ve Slota 2008).

2.1.4. Pentadiagonal-Anti Pentadiagonal Matrisler

Tamm 2.5. B, = [pij] € M, ve [i —j| > 2 igin p;j = 0 seklinde tanimlanan
n X n tipindeki bir kare matrise pentadiagonal matris denir (Zhang 1999, Horn ve
Johnson 1990). Yani,

(P11 P12 D13 0
P21 P22 P23 D24
P31 P32 P33 P3s DP3s

Paz DPaz Pas Das Pae

bn = Ps3 DPssa Pss
Pea Pn-2n
. Pn-1n
L 0 Pnn-2 Pnn-1 Pnn |

matrisi genel bir pentadiagonal matristir.

Tamm 2.6. B,, n-kare pentadiagonal matris ve

seklinde n-kare bir matris olmak {izere



B =P,R

olacak sekildeki B matrisi anti pentadiagonal matristir (EI-Mikkawy ve Rahmo 2009).

0 bin-2
bZn—B bZn—Z

b&n—4 b&n—S b&n—Z

B = b&n—s b&n—4 b&n—S b&n—z
ban—s ban—4 b&n—S b&n—z
bn—ZJ b&n—S b6n—4 b6n—3
bn—ll

seklinde genel bir ifade yazabiliriz.

2.1.5. Heptadiagonal-Anti Heptadiagonal Matrisler

Tamm 2.7. H, = [hl-j] € M, ve |i —j| >3 igin h;; = 0 seklinde tanimlanan

n X n tipindeki bir kare matrise Heptadiagonal matris denir. Yine, heptadiagonal bir

matrisi

H, = hs; hsz hsy  hss hse
hes  hes hes
h74
L 0 hnm—3 hnn—z

seklinde gosterebiliriz.

Tamm 2.8. H,,, n-kare heptadiagonal matris ve

bLn—l
bZn—l
b&n—l

b&n—l

hn,n—l

hn—&n
hn—ln

hn—l,n




|
(e}

(e}
= O
O
S ——

_ o

seklinde taniml1 n-kare bir matris olmak iizere,
B = H,R
olacak sekilde tanimlanan B matrisi anti-heptadiagonal bir matristir ( EI-Mikkawy ve

Rahmo 2009).

b2,n—4 b2,n—3 b2,n—2 bz,n—l bZn
b3,n—5 b3,n—4 b3,n—3 b3,n—2 b3,n—1 b3n

b4,n—6 b4,n—5 b4,n—4 b4,n—3 b4,n—2 b4,n—1 b4n

B = < bspne bsns bsna bsn3z bsno bsnq
bn_s1  ben-e ben-s ben-a ben-3 ben—2
bn21  brine bins bynsa brns
bn-1,1 - - N
- bnl an bn3 bn4 0 |

seklinde genel bir ifade ile yazabiliriz.

Calismamizin ana kisminda bu tip matrislerin bazi g¢esitleri i¢in tamsay1
kuvvetlerini veren formiiller, doniisiim matrislerinin ve terslerinin formiiliizasyonlar1 ve
nliimerik ornekler verilecektir.

2.2. Karakteristik Polinom, Oz deger ve Oz vektorler

(Al — A)x = 0veya Ax = Ax (2.1)

lineer homojen denklem sistemini goz oniine alalim.



Burada I, n X n birim matristir. A matrisi denklem sisteminin katsayilar matrisi

olmak tizere (A1 — A) ifadesini,

A—ay —Qi2 —Qai3 —Ain

—az; A—ay, —dy3 —dpn

det(l[ - A) == _a31 _a32 A - a33 A _a3n
—An1 an2 an3 e A= Ann

seklinde yazalim. Lineer homojen denklem sisteminin sifir ¢dziimden baska ¢ozliimiiniin
olabilmesi i¢in bu determinantin sifira esit olmasi gerekir.

|AI — A| determinantin1 agarak hesaplarsak, A'ya bagl n. dereceden monik bir
polinom elde ederiz.

Tamm 2.9. Bir F cismi tlizerinde A = [al- j] € M,, seklinde tanimli olsun. Bu
taktirde det(Al — A) ifadesinin hesaplanmasiyla olusan polinoma A matrisinin
karakteristik polinomu denir (Bozkurt ve ark. 2007, Strang 1988, Harmanci ve
Giingéroglu 2000).

det(Al — A) = 0 seklindeki denkleme karakteristik denklem ve bu denklemin
koklerine de A matrisinin 6z degerleri denir. Oz degerlere karsilik gelen her bir x # 0
vektoriine de A matrisinin 6z vektorleri denir (Bozkurt ve ark 2007, Strang 1988,

Harmanci ve Giingéroglu 2000)
2.3. Kosegenlestirme

Ave Bn xn iki matris olsun. P"1AP = B olacak sekilde her zaman tekil
olmayan bir P matrisi bulunabiliyorsa A ve B matrislerine benzerdir denir. P~1AP
carpimina da benzerlik déniisiimii denir(Meyer 2000).

Teorem 2.1. Benzer matrislerin kuvvetleri de benzerdir (Tasct 2001, Bozkurt ve
ark. 2007, Meyer 2000)

Ispat: AveB benzer matrisler oldugundan P~'AP = B dir. Bu taktirde
gostermemiz gereken

P~1Akp = B¥

oldugudur. Bunu k {izerinden tiimevarimla yapalim. k = 2 i¢in dogrulugunu goésterelim.
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B%? = BB = (P'AP) (P"1AP) = P71A%P
olup dogrudur. Simdi k — 1 i¢in dogru olsun ve k i¢in dogrulugunu gosterelim.

Bk—l — P—lAk—IP

dogru oldugundan
B* = B*"1B = (P~1A*"1P)(P~'AP) = PT1AkP
olup istenen elde edilir.
A n X n matrisi bir kdsegen matrise benzer ise bu matris kosegenlestirilebilirdir.
Bagka bir ifadeyle D késegen bir matris olmak tizere

P~'AP =D

seklinde tekil olmayan bir P matrisi varsa A kosegenlestirilebilirdir (Meyer 2000, Tasc1
2001).

2.4. Jordan Form

Tanim 2.10. A, 5, A3, ..., 4,,_1, 44} A n X n matrisinin 6z degerleri olmak iizere

bu matrisin Jordan formu 6z degerlerin katliligina gore:

A #F Ay #F A3 # -+ # A, ise A matrisinin Jordan formu;

1
J =diag(A, Ay Az, s Ay) = [ As ‘
0 A,

MFA FA3#+F - F A=Ay - # A, olmast durumunda A matrisinin

Jordan formu;
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y P 0
A, 0O
/= A1
Aiva
0
0 An
eger 6z degerler hepsi birbirine esitse, yani ., = A, = 13 = --- = A, ise Jordan form;

A 1 0

\

Il
—_———————
~

w
s e ————

seklinde ifade edilir ( Strang 1988, Meyer 2000, Bozkurt ve ark. 2007 )
3. Fark Denklemleri ve Chebyshev Polinomlar:

Bu béliimde ¢aligmamizda 6nemli bir yere sahip olan ve kuvvet formiili igin
stk¢a kullandigimiz birinci ve ikinci mertebe fark denklemleri ile birinci tiir ve ikinci tiir

Chebyshev polinomlar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir.
3.1. Fark Denklemleri

Matematigin, genellikle uygulamali alanlarinda f (x, vy, ...,y(n)) =0
seklindeki diferansiyel denklemleri sik kullaniriz. Boyle bir denklemin ¢oziimiinde y(x)
fonksiyonu, siirekli bir fonksiyon seklinde olursa ¢ézliime ¢ok zor ulasilir veya ¢oziim
bulunamaz. Buradan hareketle eger x’i siirekli olmayacak sekilde alirsak y(x) Kkesikli
¢oziimiine olduk¢a kolay ulasabiliriz. Bunun sonucu olarak fark denklemlerinden
bahsedebiliriz ( Oturang ve ark. 2008 ).

Tamim 3.1. x bagimsiz ve y(x) bagimh degisken olmak tizere y(x) ve x’in
degisik mertebeden ileri farkini bulunduran denklemlere fark denklemleri denir.

Genel olarak bir fark denklemi;
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f, Yio Yiewts s Vian) = 0 3.1)

seklinde gosterilir. Ayn1 zamanda A fark operatdrii olmak tizere (3.1) ifadesini;

g(k, y(k), Ay(K), ..., A"y (K)) = 0
seklinde de yazabiliriz (Oturang ve ark. 2008, Agarwal 1992).
Eger (3.1) ifadesi
Yi=0 @i (k) yr+i = b(k) (3.2)
seklinde yazilirsa lineer fark denklemi olur (Agarwal 1992). Burada b(k) en az bir
k € N igin sifirdan farkliysa (3.2) ifadesi homojen olmayan lineer fark denklemi ve
b(k) = 0 olursa (3.2) ifadesi homojen lineer fark denklemi olarak adlandirilir (Agarwal

1992, Oturang ve ark. 2008).

Ornekler 3.1.
Azyk + ZAyk + yk = 0

homojen lineer fark denklemidir.

Viers + 4Viao + 4V — Vi = 2x

ise lineer ve homojen olmayan fark denklemidir.

Simdi kisaca lineer homojen fark denklem ¢oziimlerini verelim.

Yi+n T Qn1Vin—1+ -+ @ Yk41 + Aoy =0 (3.3)

n. mertebeden genel lineer homojen fark denklemi i¢in ¢6ziim,

I
<

Yk
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seklindedir.

M+ a,_ "+ tar+ag=0

(3.3) ifadesinin karakteristik denklemi olup, bu denklemin kokleri (3.3) denkleminin

¢oziimleridir. Genel ¢0zlim;
Vi = T + crk + o+ ok (3.4)
olarak bulunur (Oturang ve ark. 2008 , Agarwal 1992).
Genel ¢6ziim, karakteristik denklemin koklerinin reel ve farkli olmasi
durumunda (3.4) seklinde; baz1 koklerin esit olmasi durumunda, yani
=Ty, =T13,Ty =T5 =Tg =Ty =Ty, ... seklinde ise genel ¢oziim
Vi = (1 + ok + c3k®)rf + (cq + csk + cgk? + ek + cgk®) 1 + -
olur (Oturang ve ark. 2008 , Agarwal 1992).
Ornek 3.2. ;.2 — 6Yk+1 + 9y) = 0 fark denkleminin ¢oziimii;
r2—6r+9=0
karakteristik denklemin kokleri r; = r, = 3 olmak {izere

Vi = (1 + k) (3

seklindedir. Yine Yy 4 —8yriz +23Yyss — 28yrsq + 12y, = 0 fark denkleminin

¢Ozimii;

r*—8r3423r2—-28r+12=0

karakteristik denklemin kokleri r; = 1,15, = 13 = 2,1, = 3 olmak lizere
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Vi = ¢ (D* + (cz + c3k) (2)" + ¢4 (3)"
olarak bulunur. Burada cj,’lar baslangi¢ kosulu verilerek elde edilir.
3.2. Chebyshev Polinomlari
3.2.1. Birinci Tiir Chebyshev Polinomlari
x = cos6O olmak lizere
T,,(x) = cos(n@) = cos(narccosx) (3.5
seklinde tanimli n. derece polinoma birinci tiir Chebyshev Polinomu denir (Rivlin 1974,
Mason and Handscomb 2003).
Bu polinomlar agik bir sekilde asagidaki gibi yazabiliriz;
To(x) =1
T,(x) =x

T,(x) = 2x% — 1
T3(x) = 4x3 — 3x

olarak yazabiliriz. Bu polinomlarin kokleri [—1,1] araliginda olup;

Jk=1,n (3.6)
seklinde ifade edilebilmektedir.

Bu polinomlar i¢in Ty(x) = 1 ve T;(x) = x baslangi¢ kosuluyla n > 2 olmak
uzere

Tn(x) = ZxTn—l(x) - Tn—z(x)

rekiirans bagintis1 tanimli olup,
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seklinde n X n i¢lii bant bir matrisin determinant1 olarak da yazilabilir (Mason and

Handscomb 2003, Fox and Parke 1968, Rivlin 1974).

3.2.2. ikinci Tiir Chebyshev Polinomlari

x = cos0O olmak tlizere

sin((n+1)8) _ sin((n+1arccosx)
sinf - sin(arccosx) (3-7)

Un(x) =
seklinde tanimlanan n. derece polinomlara ikinci tiir Chebyshev Polinomu denir (Rivlin
1974, Mason and Handscomb 2003, Fox and Parke 1968)

Yine bu polinomlari agik bir sekilde,

Up(x) =1

U;(x) = 2x

Uy(x) =4x% -1

Us(x) = 8x3 — 4x

Uy(x) = 16x* —12x2 + 1

yazabiliriz. Bu polinomlarin kokleri de [—1,1] araliginda olup;

xk=cosk—, k=1n 3.8
n+1

seklindedir.
Bu polinomlar Uy(x) = 1 ve U, (x) = 2x baslangi¢ kosullar1 olmak tizere n > 2

igin
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Up(x) = 2xUp_1(x) — Up_2(x)
rekiirans bagintisi ile tanimlanabilir ve

2x 1
1 2x 1

| 1 2x - |
seklinde n — kare ig¢li bant matrisin determinanti olarak da yazilabilir (Mason and
Handscomb 2003, Fox and Parke 1968, Rivlin 1974).

3.2.3. Chebyshev Polinomlarmin Bazi Ozellikleri

Chebyshev polinomlarinin bilinen bazi 6zellikleri ve birbirleriyle olan iliskilerini

asagidaki gibi verebiliriz (Mason and Handscomb 2003, Fox and Parke 1968):

T? — (x? = 1)U, = 1 (Pell denklem tanim)
i
T, + Ui_Vx?—1= (x +/x% — 1) (Pell denklem tanimi)

VD) - (V)

Un) = 2Vx? — 1
G0 = (x—V2Z=1)" +(x +VxZ—1)"

2
To(x) = Up(x) — xUp_1(x)

dTn(x) dUn(x) (Tl + 1)Tn+1(x) - xUn(x)
=nU,_,(x) ve =
dx dx x2—1
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4. BAZI HEPTADIAGONAL MATRISLERIN TAMSAYI KUVVETLERININ
HESAPLANMASI

Tezin bu boliimii calismanin esas kismini olusturmakta olup ii¢ alt bashga
ayrilmistir. Ele aliman baz1 heptadiagonal matrislerin  tamsayr kuvvetlerinin
hesaplanmasi verilecektir. Bununla birlikte donlisim matrisleri ve terslerinin

formiiliizasyonu elde edilecektir.

4.1. Simetrik Heptadiagonal Bir Matrisin Pozitif Tamsay1 Kuvvetlerinin

Hesaplanmasi

Pentadiagonal-antipentadiagonal, tridiagonal-antitridiagonal ve circiilant matris
cesitlerinin bazi tiplerinin kuvvetleri i¢in bir¢ok calisma yapilmistir. Yapilan ¢alismalar
bize bazi uygulamali bilimler i¢in kolaylik saglamaktadir. Bu durumu g6z 6niine alarak,
Rimas’in (2005-2006-2008) de yayimnlamis oldugu calismalarinin 1s18inda, ele almis
oldugumuz simetrik heptadiagonal bir matrisin tamsay1 kuvvet formiiliinii bir teoremle

ifade edelim.

Teorem 4.1. H n-kare matrisi, n = 3p,p = 1,2,3, %p € N olmak iizere,

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 :
H=|1 0 0 0 1 (4.1)
1 0 - 0
0 0
0 0 1 0 0.

seklinde olsun.
Bu taktirde A, H matrisinin 6z degerleri, U, (x) n inci derece ikinci tiir

Chebyshev polinomlari, {H™};; de H™(m € N)’in (i, ) inci eleman1 olacak sekilde;

n=3p,(p =246 g) icin;
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n

Azk-1 A2k-1
{H™};; = Z AZk—1h2k-1Ui-s; (—2 )UJ—SU< > )
3 3

k=1
n
g A A
2k 2k
oSt (5) v (2)

ve

n=3p,(p=135..5), p€Nigin:

n+3

A Ao
{Hm}l] ZAZR 1h2k 1Ul 51]( 2; 1) U]_é‘l] (%)

3

Ak Ak
Ak ha Un—aij ( ) Uj-s;; (—)
—2\ 2 TJ 2

3

S
w

0\‘

=
1l
=

ifadeleri gegerlidir.

Ispat: Ispati yapmak icin birinci adimda (4.1) matrisinin 6z degerlerini
Chebyshev polinomlari cinsinden formiile etmeye ¢alisalim. Bunun i¢in (4.1) matrisinin
karakteristik denklemi (AI — H) = 0 (I, n inci mertebeden birim matris, 1 6z degerler)

olmak tlzere

a 0 0 1 0 0
0 a 0 0 1 0
0 0 a 0 O :
Hy(@)=|1 0 0 «a 1 (4.2)
: 1 0 0 «a 0
0 0
0 0 1 0 0 a

ve
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a 1 0 O 0 O
1 a 1 0 0 0
0 1 a 1 O :
Ap(@=(0 0 1 «a 0 (4.3
0 0 1 « 0
0 1
0 0 0 0 1 «a
n X n determinantlarin1 tanimlayalim. Burada
det(Al — H) = H,,(1) (4.49)

olup determinant agarak elde edilebilir.

(4.2) ve (4.3) kullanilarak n = 3p,p = 1,2, ...,n/3 igin;

Hy(a) = ® = (@)° = (8,(@))’
Hi(a) =a®—3a*+3a?—-1=(a?-1)3 = (Az(oc))3
Hy(a) = a® — 6a’ + 12a° — 8a® = (a® — 2a)3 = (A3(a))3

Hi,(a) = a'? —9a® + 30a® — 45a° + 30a* —9a? + 1= (a* — 3a? +1)% = (A4(a))3

3
Hy(a) = (M(Of)) (4.5)

elde edilir. (4.4) ve (4.5) ifadelerinden @ = A oldugu agiktir. Yine burada (4.5) ifadesini

determinant agarak timevarimla da gosterebiliriz. Ayrica biliyoruz ki,
Ap(a@) = alp_1(@) — Ap_z(@) (Ao=1,41=q, A= a?—1) (4.6)

dir (Rimas 2005). (4.6) ifadesi ikinci dereceden lineer homojen bir fark denklemidir. Bu

fark denkleminin ¢oziimii; 7% — ar + 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri r; ve 1,

a+Va?—4
rH=—
2
ve
a—vVa?-—4
T'2=—

2
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olmak {izere genel ¢6ziim
An(a) = Clrln + Czrzn (47)
olup (Agarwal 1992, Oturang ve ark. 2008), baslangi¢ kosullar

Ag(@)=c;+c, =1

M) =cinn+on=a

olacak sekilde c; ve c, katsayilarini elde ederiz. Son olarak c; ve c, katsayilarin (4.7)

de yerine yazarsak genel ¢6ziim

8n(@) = gy (e + Va7 = 2)" — (a Vo =8)"] (48)

olarak bulunur. Kisim 3.2.3 deki Chebyshev polinomlarinin 6zelliklerinden

_ (eVaZm) " (e
Un(x) = N

(4.9)

esitliginin var oldugunu biliyoruz (Mason and Handscomb 2003, Rivlin 1974). Burada

(74
X = alirsak,

ay _ 1 (a+\/a2—4)n+1—(a—\/a2—4)n+1
Un (5) = 7 e (.10
olup, sonug olarak (4.8) ve (4.10) dan
Bn(a) = Uy (3) (4.11)

elde edilir (Rimas 2005). (4.11) de n yerine n/3 alirsak

a

Ax(@) = Uz (3) (4.12)
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elde ederiz. (4.5) ve (4.12) esitliklerinden de

Hy,(a) = (Ug (§)>3 (4.13)

esitligine ulasiriz. (3.3) ifadesini (4.13) de gerekli diizenlemelerle yerine yazip

denklemi ¢6zelim.

EEE
)

H,(a) =
" k sin (arccos

olup

sn (22 areeos ()] =0 = sin (1) rceos(§)) =

buradan da

_ <3kn)k_1
a, = 2cos nr3) b

w3

denklemini elde ederiz. (4.4) denkleminden a = A olup (4.1) matrisinin 6z degerleri

e =2cos(22) k=1, (4.14)

w3

seklinde elde edilir.
Ikinci olarak H matrisinin Jordan formu, oz vektorlere bagh doniisiim matrisi ve

tersini elde edelim.
H matrisinin 6z degerlerinin katlilig1 3 olup

An=3, An-3, An-3, An, An, lﬁ) (4.15)
3 3 3 3 3

3

] = dlag (All Al,/—ll, vy
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seklinde yazabiliriz (Strang 1988, Meyer 2000, Bozkurt ve ark. 2007).

Bundan sonra (2.1) homojen linecer denklem sisteminden 6z vektorleri ve
bunlara bagli doniisiim matrisi ve tersini ifade edelim. Oz vektdrlere ulasmak igin farkls
olarak J, H matrisinin Jordan formu, P doniisiim matrisi ve P~ tersi olmak iizere
H = PJP~! benzerlik déniisiim formiiliinden yararlaniriz. HP = PJ denkleminde P

doniisiim matrisinin stitun vektorleri
(AI-H)x=0

denklemindeki her A 6z degerine karsilik gelen x 6z vektorleridir. P’nin j inci siitun

vektorii p; (j = 1,n) olmak iizere

P = (,01,,02,[)3, ---:pn)

ve (4.15) ifadesinden

(Hpy, Hpy, Hps, ..., Hpy) = <01/11:PZ/11:P3/13' :Pnflg)

Hpy = p1Ay
Hp; = p2A4
Hps = p3A4
Hpy = psd,
Hps = psA;

Hpg = pea

Hpy» = pn—Zlg
Hpp 1 = pn—llg
Hp, = Pnﬂg

yazabiliriz (Rimas 2008). Bu denklem sistemini ¢dzersek H matrisinin 6z vektorlerini

Chebyshev polinomlarina bagli olarak



Pj

Pj

Pj

\?’ .

N w‘+ N w|+
= =
\/ \/

j=39,..

=17, ..

n—

,j=511,..,.n—=7,n—

)n_

9n—-3p;=

1L,n—-5 p;=

,j=410,..,n—2

,Jj=612,...,n—6,n

(4.16)

(4.17)

(4.18)

23

seklinde elde ederiz. U, (x) ler ikinci tiir Chebyshev polinomlaridir. (4.16), (4.17) ve

(4.18) ifadelerinden P doniisiim matrisin mertebesi



n=3p,(p=13579,..5) igin;

o

o

o

24



n=3p,(p=2468,..%)igin:

seklinde elde edilir.

o

o

o
&
o o N . o o
Y =
w3
~

25



26

PP~1 =] denkleminin ¢oziimiinden de P~! matrisini buluruz. Yani, P!

matrisinin j inci siitun vektoriine 7; dersek,

-1 __
P = (14,79, T3, ) Tn1,Ty)

seklinde yazilabilir. Buradan t;’ler; PP~1 =1 olacak sekilde ikinci tiir Chebyshev

polinomlarina baglh

s ()
0
0

v (2)

T = 0 J =147, ..,n—2

T = 3 Jj=25.,n—4n-1

(4.19)

(4.20)



Tj = thE (/12_2) ;j = 3P6P9P N S;n (421)

ile ifade edilebilir.
(4.19), (4.20) ve (4.21) den P~! matrisini asagidaki gibi elde ederiz.

27
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Burada
_3(-Dk(AF-4) _ _ n _Tn
hk = T , n= 3p (p = 2,4‘,6,8, ;),k - ,g (422)

(3 (_1)k+1/1$z+6k+3

s 1<k<3
2n+6 6
= 6(_1)k+1 — ‘I‘L_—I—3 = = 2
he=y —5— , k=— ,n=3p (p 1,3,5, ... 3) (4.23)
_1\k+1,2
t—B( T g <l
2n+6 6 3

olacak sekilde elde edilir.
Uciincii olarak, (4.16), (4.17) ve (4.18) ifadelerinde P matrisinin i. satirina K;

dersek, K;’ler sdyle tanimlanir:

n = 3p olmak lizere, (p =1,3,5,7, ,g) i=147..,n—5mn-—2ise,

4 A, Az
K; = Ui_1<—) 00 Un_(i+2)<—) 00 - 0 0 U_[=2] 00
= \2 —3 \2 =\ 2

i=25811,..,n—4,n—1Iise,

Al AZ /‘1‘;_1
Ki=(0 U (—) 0 0 Un_(i+1)(—) 0 0 - 0 0 U—|=2] o0
=3 \2 —3 —\2 =3\ 2

vei=3,6912,..,n—3,nise

An
Ki=(0 0 Ui_3(ﬁ) 0 0 Un_i(&) 0 0 « 0 0 U=
=31\2 noi\2 23\

3

ve n = 3p olmak lzere, (p = 2,4,6,8, ,g) i=147,..,n—5n—2ise

An
_ M Az 3
Ki =\ Ui-1 > 0 0 Un-G+2) > 0 0 - 0 0 Unq+2 > 0 0

3 —3 —3

i=25811,..,n—4,n—1ise



vei=3,6912,..,n—3,nise

f
w
VR
N2
N———
o
[a)
=~
‘3
Wi
NS
NS
N———
o
(@)
o
[e)
)
‘3
Wl |
/-~

K; = (0 0 Ui
olarak elde edilir.

Simdi bu sonuglar1 birlestirerek, H™ = PJ™P~1 benzerlik doniisiim formiiliine
uygulayalim. Buradan da genel ifadeye ulasalim.

J™ =diag (ﬂlm, /hm, /hm, e An=3", An=3™,, An=3", An"™, An"™, Anm>

iken,

{Hm}i,j = KL]mT] formiiliinden,

n=3p,(p=1357, g) ise

n+3

6
Aok Aok
{H™},; = Z Azk-1hok-1Ui-s;; <—1> Uj-sy (—1>
= 2 N 2
k=1

S
w

0\‘

A A
+ A-’ZT;Cth Un—aij (Lk) Uj—(sl-- (Lk>
PUNTT) P I8uN
k=1 3

elde edilir. Formiilde hy,’lar (4.23) de tanimlandig: gibi, &;; Ve o;; sirasiyla

1,i+j=2mod(3)
8;;=42,i+j=1mod(3) (4.24)
3,i+j=0mod(3)

i+2,i+j=2mod(3)
i ,i+j =0mod(3)
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olarak tanimlanir.

n = 3p, (p = 2,4,6,8, ,g) ise,
n

yi Ak
{Hm}l] Z/lzk 1h2k 1Ul 611( 2; 1) Uﬂ( 2; 1)

3
n
g A A
k k
* 2t Ui (5 U (3)
=i 3

olacak sekilde elde edilir. Yine burada hy’lar (4.22) de tanimlandig1 gibi, &;; ve a;;’ler

ise sirastyla (4.24) ve (4.25) deki gibi tanimlidir.

Ayrica formiilde;

Ki]mrj =0,i=147,..,n—2vej=258,..,n—1,j=3,69,..,n
{Hm}i,j = Ki]mrj =0,i=258,...n—1vej=147,..,.n—2,j=3,69,..,n
KiJ™t;=0,i=3,69,..,nvej=147,.,n—-2,j=258,..,n—-1

olarak ifade edilmistir.

4.2. Niimerik Ornekler

Ornek 4.1. Simdi (4.1) de verilen matrisler i¢in niimerik drneklere yer verelim.

n= 6,] = diag(ll,ll,ll,lz,lz,lz) = diag(a, a,a, b, b, b) ve

3(-Dk(A2-4) k=
2n+6

h = 1,2 igin

MY = (31 A3z dzz dz4 U435 0A3ze
{H™};; =

olmak tizere Teorem 4.1 den,



A A
{Hm}i'j = A’inhll]i—é'ij (_1) Uj—5ij (_1)
3 3

olup,

11 =0z2 = Azz =4

Q14 = Qz5 = 036 = a

Q4q = Q55 = Qg = A

41 = 052 = 0g3 = A

olarak bulunur.

2 2

3

Q12 =013 = 045 = A3 =0
Ay1 = A3 = A4 = Az = 0
a31 =03y = A34 = A35 =0
Agp = Q43 = Qg5 = Ay = 0
A51 = As3 = G54 = A5 = 0

A1 = Qg = Apg = Ags = 0

m 3(_1)1(a2 _ 4) + bm+1

A
+ Agnhz UTl—O'ij (_2

Ui
2)

3(-1)%(b? — 4)

18

ma1 3D —4)

+ bm+2

18

A2

2

3(—1)%(b? — 4)

18

maz 3D @® —4)

18

3(-1D?(b2 -8

bm+1
18 +

18

,n+13(—4J1(a2-4)4_bn13(—1)2(b2-4)

18

Ornek 4.2. n = 9 icin Teorem (4.1.)’i uygularsak;

18

J = diag(Ay, A1, 44,15, A5, A5, A3, A3, A3) = diag(a,a,a,b,b,,c,c,c),

(3(—1)* 2% 1 6r+3
6

l1<k< n—3

2n+6 = 6
6(—1)k*1 _n+3
n+3 T 6

3(—1)k+1/1$z—22k+3 N+ 9 n

) <k<-

\ 2n+6 6 3

)



ve

{H™};j =451 Qsz Gs3 GAss dss Qs As7  dsg  Aso

Ldg; A9y Qg3 (Ogg (A9 (dgg 0Ag7 (Ggg Aggl

olmak tizere, Teorem 4.1 den

A A A
{H"}11 = a4, = ZAZR 1hak-1 Uo( 2k 1) ZAZk thUz( ;k> Uo( ;k>

3(—1)3c? 3(—1)3c? 6(—1)?
:am—( 24) +Cm (24) +bm (12) (b2_1)2a22:a33

BEDE L 3ED%E L 6(-1)?

Ay = a™* o o 12 (b® = b) = a5 = aze
3(—1)%c? 3(—1)2c? 6(—1)?
— o 4m 2 m 2 _ m 2 2 — —
a;; =a 1 (a*—1)+c > (c*=1D+b EETE b*—-1) Qyg = dgq
3(=1)2c? 3(=1)%c? 6(—1)2
A4q = am+1—+ cmtl -~ 4 pmtl_—- -~ As, = Qg3

24 24 12

33
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A4q = ™2 3(%2%2 + ¢™*? 3(%12%2 + pmt2 6(1—21)2 = dgs = dggq
a4y = a™(@® — a) 3(_212262 +em(c? = ¢) 3(_212262 +bm(b® — b) 6(521)2 = agg = Ggo
a;; = a™(a* - 1)3(%2%2 c™(c*-1) 3(_212262 +bm 6(121)2 = Qg, = Qg3
a,, = a™(a® - a)g(%jzcz + c™(c® - c)?)(%jzcz + bm+16(1—21)2 = (gs = Qog
a,, = a™(a* - 1)23(%2%2 +c™(c - 1)23(%22(:2 + b™(b? — 1) 6(121)2 = Qgg

= Qg9

olarak elde ederiz.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Tezin hemen her boliimiinde de bahsettigimiz gibi, 6zel matris tipleri matematik
ve bazi uygulamali bilimlerde kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle 06zel tipteki
matrislerle ilgili birgok calisma yapildigin1i daha O©nce belirtmis ve kaynak
arastirmasinda bir kismini vermistik. Bu ¢aligmada ise simetrik heptadiagonal bir matris
icin genel bir pozitif kuvvet formiilii elde edilmistir. Yine calisma icinde doniisiim
matrisi ve tersinin de formiilii verilmistir. Sonug¢ olarak genel heptadiagonal matrisler
icin de benzer c¢aligmalar yapilabilecegi on gorilmektedir. Ayrica, sadece kuvvet
formiili i¢in degil, determinantlari, tersleri, 6z deger ve 6z vektorler ile ilgili bagintilar

icin de calismalar yapilabilir.
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