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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BAZI GENELLE�T�R�LM�� k-BASAMAK SAYI D�Z�LER�N�N
�NCELENMES�

Adem �AH�N

Gaziosmanpa³a Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal�

Dan�³man : Yrd. Doç. Dr. Kenan KAYGISIZ

Bu çal�³mada Fibonacci ve Lucas say�lar� üzerine yap�lan genellemeler detayl� olarak
anlat�ld�. Bu genellemelerin birbirleri aras�ndaki ili³kiler elde edildi. T. MacHenry
taraf�ndan tan�mlanan Fibonacci ve Lucas polinomlar� kullan�larak k Genelle³tirilmi³
k-Basamak Lucas say�lar� elde edildi. Daha sonra yine bu Fibonacci ve Lucas polinomlar�
ve bunlara ek olarak T. MacHenry taraf�ndan tan�mlanan ve terimleri Fibonacci ve Lucas
polinomlar�ndan elde edilen ∞ × k boyutlu matrisler kullan�larak k Genelle³tirilmi³
k-Basamak Lucas say�lar�n�n k dizisi elde edildi. Bu dizilerin ilk olarak matris gösterimi
elde edildi ve matris gösterimi kullan�larak dizilerin kendi terimleri aras�ndaki ili³kiler
elde edildi. Daha sonra bu dizilerin birbirleriyle olan ili³kileri elde edildi. Son olarak k

genelle³tirilmi³ k basamak Lucas say�lar� ve k genelletirilmi³ k basamak Lucas say�lar�n�n
k dizisi elde edilirken kullan�lan Fibonacci veLucas polinomlar� kullan�larakGenelle³tirilmi³
k basamak Perrin say�lar� elde edildi ve bu say� dizisinin özellikleri incelendi.

2010, 70 sayfa

Anahtar kelimeler: Fibonacci Say�lar�, Genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�,
Lucas Say�lar�, Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�, Genelle³tirilmi³ k-Basamak
Lucas Say�lar�n�n k dizisi, Perrin Say�lar�, Genelle³tirilmi³ k-Basamak Perrin Say�lar�.
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ABSTRACT

Undergreduate Thesis

Analysis of Some Generalized Order-k Number Sequences
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Supervisor : Asst. Prof. Dr. Kenan KAYGISIZ

In this study, Generalization of Fibonacci and Lucas Numbers are explained in detail.
Relationship between these generalizations are obtain. k Generalized Order-k Lucas
Numbers are obtained by using Fibonacci and Lucas Polynomial which are de�ned
by T. MacHenry. After this we obtain k Sequences of k Generalized Order-k Lucas
Numbers by using Fibonacci and Lucas Polynomial and also the ∞× k dimension
matrices whose components obtained from Fibonacci and Lucas Polynomials de�ned
by T. MacHenry. Firstly we obtain matrix representation of these sequences and using
this matrix representation we get interior properties of these sequences. After that the
relations between these sequences are obtained. And for the end part, the generalized
Order-k Perrin numbers are reached by using Fibonacci and Lucas polynomials which
were used in the process of obtaining the k sequence of k generalized Order-k Lucas
numbers and k-generalized Order-k numbers. And also we studied the properties of this
sequence.

2010, 70 pages

Key words: Fibonacci Numbers, Generalized order-k Fibonacci Numbers, Lucas
Numbers, Generalized Order-k Lucas Numbers, k sequences of generalized order-k
Lucas numbers, Perrin Numbers, Generalized Order-k Perrin Numbers.
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1. G�R��

Say� dizileri amatör matematikçilerin oldu§u kadar profesyonel matematikçilerin de
ilgisini çekmi³tir. Özellikle Fibonacci Say�lar� y�llar boyunca birçok matematikçinin
üzerinde çal�³malar yapt�§� bir konudur. Bu çal�³malar sonucu çok daha sonra kullan�lacak
olan çe³itli tan�mlamalar ve ili³kiler ortaya ç�km�³t�r. Yap�lan bu tan�mlamalar ve
elde edilen ili³kiler sürpriz bir ³ekilde amatör ve geleneksel matematik içindeki birçok
karma³�k problemin cevab�n� vermi³tir.

Ayr�ca Fibonacci Say�lar�n�n sanatsal çal�³malar ve do§a bilimlerinde yap�lan çal�³malarda
s�kça rastlanan alt�n oranla s�k� bir ili³kisi oldu§u tespit edilmi³tir. Alt�n Oran çok eski
ça§lardan beri kullan�lmas�na ra§men bu say� dizisi ile ilgili çal�³malar ilk olarak 1200
lü y�llarda Leonardo Pisano taraf�ndan yap�lm�³t�r. �talyan matematikçi olan Leonardo
Pisano, Fibonacci olarak bilinir ve bu say� dizisi onun ismi ile an�l�r. Fibonacci uzun
süre Hint-Arap matemati§ini incelemi³ ve buradan derledi§i bilgilerle kendi çal�³malar�n�
birle³tirerek Liner Abaci isimli kitab�n� yazm�³t�r.

Bahsi ilk olarak bu kitapta geçen bu say� dizisi;

F0 = 0, F1 = 1 ve n ≥ 2 için Fn = Fn−1 + Fn−2

³eklinde tan�mlan�r ve Fibonacci dizisi olarak an�l�r. Bu say� dizisinin ilk birkaç terimi :
0,1,1,2,3,5,8,13,21,. . . ³eklindedir.

Bu dizinin en önemli özelliklerinden biri; Fn, n-inci Fibonacci say�s� olmak üzere

” lim
n→∞

Fn+1

Fn

= Alt�n Oran =
1 +

√
5

2
”

özelli§idir. Ayr�ca bu say� dizisinin birçok uygulamas� günümüzde kullan�lmaktad�r.
Bunlardan baz�lar� yay(arc), fan yap�m�, geri alma çizgileri ve zaman bölgeleridir.

Ayr�caDowJones Industrial Endeksi üzerine çizilen Fibonacci zaman aral�klar� incelenirse
seviye, say� dizisine yak�n yerlerde önemli de§i³imler göstermektedir. Bir ba³ka örnek
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verecek olursak; kenar uzunluklar� 1 olan e³it iki kareyi yan yana getirelim sonra bu
iki kareye biti³ik olacak ³ekilde yeni bir kare çizelim, sonrada bunlara biti³ik ba³ka bir
kare çizelim ve i³lemi böyle devam ettirelim sonuçta bu karelerin kenar uzunluklar�n�
incelersek bunlar bize Fibonacci Dizisini verecektir. Ayr�ca olu³an dikdörtgenin kenar
uzunluklar�n�n oranlar� ise alt�n oran� verecektir. Bunlar�nda ötesindeFibonacci say�lar�n�n
oran�ndan elde edilen alt�n oran do§ada birçok canl�da somut olarak görülmektedir
ve birçok alanda uygulamalar� vard�r. Kabaca örnek verecek olursak; kolumuzun üst
bölümünün alt bölümüne oran�, ayn� ³ekilde kolun tümünün üst bölüme oran� alt�n oran�
verir. Leonardo da Vinci hayranl�kla izledi§imiz birçok eserinde bu oran� kullanm�³t�r.
Do§ada ise çamkozala§�ndan, tütün yapra§�na alt�n orana ilginç bir ³ekilde rastlanmaktad�r.

Fizikteki kullan�m alanlar�ndan birisi ise; verilen n tane dirençten maksimum verim elde
etmek için paralel bir ba§lama gerekir. �³te bu ba§lama sonucu elde edilen e³de§er direnç
Alt�n Orana e³ittir(Koshy, 2001).

Görüldü§ü gibi Fibonacci say�lar� ve onunla s�k� bir ili³kisi olan Alt�n Oran yads�namaz
bir ³ekilde birçok alanda kullan�lm�³ ve kullan�lmaya da devam edilmektedir. Bunu bilen
birçok matematikçi Fibonacci say�lar� üzerine derin ara³t�rmalar yapm�³lard�r. Ayr�ca
bu say� dizisi ile ili³kili olan Lucas Say�lar�, Pell Say�lar� ve bunlardan hareketle elde
edilen say� dizileri üzerine geni³ ara³t�rmalar yapm�³lard�r. Bu say�lardan bir k�sm�n�n
genelle³tirilmi³ k-basamak say� dizileri tan�mlanm�³ ve bunlar�n kendi içinde ve birbiriyle
olan ili³kileri elde edilmi³tir. Bu say� dizilerinin içinde Fibonacci say�lar� kadar ilgi gören
di§er say� diziside Lucas say� dizisidir. Lucas say�lar� ismini François Édouard Anatole
Lucas (1842-1891) dan alm�³t�r. François Édouard Anatole Lucas, Fibonacci ve Lucas
say�lar�n�n özelliklerini incelemi³ ve bunlar�n aralar�ndaki ili³kiler üzerine çal�³malar
yapm�³t�r. Lucas say� diziside Fibonacci say� dizisine benzer olarak a³a§�daki ³ekilde
tan�mlan�r;

L0 = 2, L1 = 1 ve n ≥ 2 için Ln = Ln−1 + Ln−2.

Bu dizinin ilk birkaç terimi 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, ... ³eklindedir.
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Lucas say� dizisinin de ard�³�k iki teriminin oran� Alt�n Oran'a yakla³maktad�r. Lucas ve
Fibonacci say� dizileri aras�nda

Ln = Fn−1 + Fn+1, Fn =
Ln−1 + Ln+1

5
, F2n = FnLn

gibi bir çok özellik bulunmaktad�r. Biz bu çal�³mam�zda bahsedilenLucas say�lar�n�n önce
k genelle³tirilmesini yap�p buna genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say�lar� diyecegiz. Bu
genelle³tirmeden sonra genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say�lar�n�n k dizisini tan�mlaya
ca§�z. Daha sonra matris gösterimi kullan�larak bu say� dizilerinin kendi terimleri
aras�ndaki ili³kiler elde edildi. Yinematris gösterimlerinden faydalanarak genelle³tirilmi³
k-basamak Lucas say�lar�n�n k dizisi ve genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n
k dizisi aras�ndaki ili³kiler elde edildi. Lucas say�lar�n�n genellemesini elde ederken
kulland�§�m�z Fibonacci ve Lucas Polinomlar�ndan faydalanarak k genelle³tirilmi³ k

basamak Perrin say�lar�n�n k dizisinin tan�mlanabilece§ini gösterece§iz. Bu çal�³mada
yukarda bahsi geçen konular aras�ndaki ili³kiler elde edilerek Fibonacci, Lucas, Pell
ve Perrin say� dizileri ve bunlardan elde edilen genelle³tirmeler aras�ndaki s�k� ili³kiler
tan�mlanacakt�r.



2. L�TERATÜR ÖZET�

Terimleri aras�nda rekürans ili³kisi bulunan say� dizileri üzerine yap�lan çal�³malar ilk
olarak 1200 lü y�llarda Leonardo Pisano taraf�ndan yap�lm�³t�r. Leonardo Pisano uzun
süre Hint-Arap matemati§ini incelemi³ ve buradan derledi§i bilgilerle kendi çal�³malar�n�
birle³tirerek Liner Abaci isimli kitab�n� yazm�³t�r. �lk defa bu kitapta bahsi geçen ve
yazar�n ismi ile an�lacak olan Fibonacci say�lar�n� tan�mlam�³t�r. Fibonacci say�lar�
matematikçilerin fazlas�yla ilgisini çekmi³ ve bir çok matematikçi Fibonacci say�lar�
üzerine incelemeler yapm�³t�r. Bu çal�³malardan en önemlilerinden biri François Édouard
Anatole Lucas (1842-1891) taraf�ndan yap�lan çal�³malard�r. Lucas Fibonacci say�lar�n�n
özelliklerini incelemi³ ve Fibonacci say�lar� ile çok s�k� ili³kileri bulunan ve kendi ad� ile
an�lan Lucas say�lar�n� tan�mlam�³t�r. Fibonacci ve Lucas say�lar�n�n birbirleriyle olan
ili³kilerini elde etmi³tir. Ayr�ca Édouard Anatole Lucas Perrin say�lar�n� da tan�mlam�³
fakat bu dizi daha sonra üzerinde yapt�§� çal�³malar nedeniyle R. Perrin(1899)'in ad�yla
an�l�r. 20. yüzy�l�n ikinci yar�s�nda çal�³malar h�zlanm�³ ve bu say� dizileri üzerine bir çok
çal�³ma yap�lm�³t�r. Miles 1960 da Fibonacci say�lar�n�n k-basamak genelle³tirmelerinden
bahsedilmi³tir. Vorob'yev 1961 y�l�nda yazm�³ oldu§u kitab�nda Fibonacci say�lar�n�n
özelliklerini geni³ bir ³ekilde incelemi³tir. Horadam 1961 ve 1967 y�llar�nda yazd�§�
makalelerinde Fibonacci say�lar�n�n genelle³tirmelerini yapm�³t�r. Silva ve Hoggatt
taraf�ndan 1980 yaz�lanmakaledeFibonacci say�lar�n�n yeni bir genelle³tirmesi yap�lm�³t�r.
Silvester 1979 da matris özellikleri kullanarak Fibonacci say�lar�n�n özelliklerini elde
etmi³tir. Kalman 1982 de genelle³tirilmi³ Fibonacci say�lar�n�n özelliklerini matris
metodu kullanarak elde etmi³tir. Daha sonra 1984 de yay�nlanan Er taraf�ndan yaz�lan
makalede Genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisinden bahsedilmi³ ve
bunlar üzerine çal�³malar yapm�³t�r. Vajda 1989 da bas�lan Fibonacci and Lucas Numbers
and TheGolden Section adl� kitab�nda negatif Fibonacci ve Lucas say�lar�n� tan�mlam�³t�r.
Ayr�caVajda kitab�ndaTribonacci say� dizisininMiles taraf�ndan tan�mland�§�n� yazm�³t�r.
Karaduman(2004) genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�la r�n�n k dizileri ve matris
gösterimiyle ilgili baz� çal�³malar yapm�³t�r. K�l�ç(2006) da genelle³tirilmi³ k-basamak
Fibonacci say�lar� için Binet benzeri formül elde etmi³ ve yine bu say� dizisi için bir
kombinasyonel gösterim elde etmi³tir. Bu konuya ba³ka bir aç�dan bakanMacHenry(2000)
de Fibonacci ve Lucas Polinomlar� tan�mlanm�³ ve bu polinomlar�n bir çok özelli§ini elde
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etmi³tir. Son olarakta yineMacHenry taraf�ndan yaz�lan ve 2010 y�l� itibariyle ula³�labilen
makalede Fibonacci ve Lucas polinomlar� incelenmi³ ve bu polinomlar�n birbirleriyle olan
ili³kileri elde edilmi³tir.



3.GENEL B�LG�LER

3.1 Say� Dizileri

Fibonacci say�lar�, her n ≥ 2 do§al say�s� için ba³lang�ç ko³ullar� F0 = 0, F1 = 1 olmak
üzere

Fn = Fn−1 + Fn−2

ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Burada Fn; n-inci Fibonacci say�s� ve {Fn} ise elemanlar�
Fibonacci say�lar�ndan olu³an Fibonacci dizisidir. Bu dizinin ilk 15 terimi ³öyledir:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Ayr�ca negatif indisli Fibonacci dizisi de F−n = (−1)n+1Fn formülü ile tan�mlanm�³t�r
(Vajda, 1989).

Lucas say�lar� ise her n ≥ 2 do§al say�s� için ba³lang�ç ko³ullar� L0 = 2, L1 = 1 olmak
üzere,

Ln = Ln−1 + Ln−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Burada Ln; n-inci Lucas say�s� ve {Ln} ise elemanlar�
Lucas say�lar�ndan olu³an Lucas dizisidir. Bu dizinin ilk 15 terimi ³öyledir:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843

Ayr�ca negatif indisli Lucas dizisi de L−n = (−1)nLn formülü ile tan�mlanm�³t�r(Vajda,
1989).

Ba³lang�ç ko³ullar� P0 = 0, P1 = 1 olmak üzere her n ≥ 2 do§al say�s� için,

Pn = 2Pn−1 + Pn−2
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³eklinde tan�mlanan ba§�nt� ile Pell say�lar� elde edilir. Burada Pn; n-inci Pell say�s�
ve {Pn} ise elemanlar� Pell say�lar�ndan olu³an Pell dizisidir. Bu dizinin ilk 14 terimi
³öyledir:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Pn 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860 334615

Ba³lang�ç ko³ullar� R0 = 3, R1 = 0, R2 = 2 olmak üzere her n ≥ 2 do§al say�s� için,

Rn+1 = Rn−1 + Rn−2

³eklinde tan�mlanan ba§�nt� ile Perrin say�lar� elde edilir. Burada Rn; n-inci Perrin say�s�
ve {Rn} ise elemanlar� Perrin say�lar�ndan olu³an Perrin dizisidir. Bu dizinin ilk 16 terimi
³öylledir:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Rn 3 0 2 3 2 5 5 7 10 12 17 22 29 39 51 68

3.2 Matris Metodu

Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin say�lar�n�n özelliklerini elde etmek için bir çok ara³t�rmac�
matris metodunu kullanm�³t�r. Bu metot yard�m�yla, elde edilen say� dizisinin özellikleri
matris özellikleri kullan�larak daha kolay elde edilmektedir. Bu metodu ilk kullanan
ara³t�rmac� olan (Silvester, 1979) A1 companion matrisini

A1 =


 1 1

1 0


 (3.2.1)

olarak alm�³ ve

An
1


 1

0


 =


 Fn+1

Fn


 (3.2.2)



3

e³itli§ini elde etmi³tir. Daha sonra

An
1 =


 Fn+1 Fn

Fn Fn−1




oldu§u gösterilmi³tir. Bu özellik kullan�larak

An
1 = An−1

1 + An−2
1

ba§�nt�s�n�n sa§land�§�, Fibonacci say�lar� için Simpson formülü olarak bilinen

Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n

e³itli§i matrisler yard�m�yla elde edildi§i ve m, n pozitif tam say�lar olmak üzere

An+m
1 = An

1A
m
1

e³itli§inin sa§land�§� yani A1'in matris çarp�m� alt�nda de§i³meli oldu§u gösterilmi³tir.
(Bong, 1999). Ayr�ca Bong benzer matris i³lemleri sonucu elde etti§i a³a§�daki e³itlikleri
vermi³tir:

A2n
1 = (A1 + I)n =

n∑
r=0

(
n

r

)
A1

r

A2n+1
1 − I = A2n

1 + A2n−2
1 + . . . + A2

1 + A−1
1

burada I birim matristir. Bong bu e³itlikleri kullan�larak;

F2n =
n∑

r=0

(
n

r

)
Fr ve F2n+1 = 1 +

n∑
r=0

F2r =
n∑

r=0

Fr

formüllerini elde etmi³tir.

Bu e³itlikler matrisler kullan�larak Fibonacci say�lar�n�n özelliklerinin elde edili³ini göster
en önemli e³itliklerdir. Bu özelliklere benzer olarak farkl� ara³t�rmac�lar Fibonacci
say�lar�n�n birçok özelli§ini elde etmi³tir. Fibonacci dizisinin çok fazla özelli§i bilindi§i
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için di§er say� dizilerinin bu say� dizisi ile olan ili³kilerini elde etmek önemli bir çal�³ma
alan� olmu³tur. Bu özelliklerden baz�lar� ³öyledir (Koshy, 2001);

1.Ln = Fn−1 + Fn+1 (n ≥ 1)

2.F2n = FnLn

3.Ln = Fn+2 − Fn−2

4.Ln−1 + Ln+1 = 5Fn

5.L4n = 5F 2
2n + 2 .

3.3 Üreteç Fonksiyonu

Fibonacci ve Lucas say�lar� için üreteç fonksiyonu verelim. Üreteç fonksiyonlar� sabit
katsay�l� lineer indirgeme dizileri ve bu diziler için çe³itli formüller elde etmekte çok
kullan�³l�d�r(Wilf, 2006). Fibonacci say�lar� için;

F (x) = F1x + F2x
2 + F3x

3 + F4x
4 + F5x

5 + . . . + Fnx
n + . . .

olarak alal�m. Bu durumda

(1− x− x2)F (x) = F (x)− xF (x)− x2F (x)

= F1x + F2x
2 + F3x

3 + F4x
4 + F5x

5 + . . .

−F1x
2 − F2x

3 − F3x
4 − F4x

5 − F5x
6 − . . .

−F1x
3 − F2x

4 − F3x
5 − F4x

6 − F5x
7 − . . .
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³eklinde olur. Burada x in kuvvetlerine göre düzenleme yap�l�rsa

(1− x− x2)F (x) = F1x + (F2 − F1)x
2 + (F3 − F2 − F1)x

3 +

(F4 − F3 − F2)x
4 + . . .

elde edilir. Burada x in 2 ve 2 den büyük kutvetlerinin katsay�s�n�n 0 a e³it oldu§u görülür.
Böylece

(1− x− x2)F (x) = F1x = x ve

F (x) =
x

(1− x− x2)

olarak elde edilir(Horadam, 1965). Benzer birmetotla Lucas say�lar�n�n üreteç fonksiyonu
elde edelim.

L(x) = L0x
0 + L1x + L2x

2 + L3x
3 + L4x

4 + L5x
5 + . . . + Lnx

n + . . . olarak alal�m.

L0 = 2 ve L1 = 1 oldu§undan;

L(x) = 2 + x +
∞∑
i=2

Lix
i

olur. Buradan

L(x)− 2− x =
∞∑
i=2

Lix
i =

∞∑
i=2

(Li−1 + Li−2)x
i

=
∞∑
i=2

(Li−1)x
i +

∞∑
i=2

(Li−2)x
i

=
∞∑
i=0

(Li+1)x
i+2 + x2

∞∑
i=0

(Li)x
i

= xL(x)− 2x + x2L(x)
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elde edilir. L(x) çekilirse

L(x) =
x− 2

x2 − x− 1

³eklinde olur.

Ayn� metot kullan�larak Perrin say�lar� içinde üreteç fonksiyonu elde edilebilir.

3.4 Binet Formülü

Fibonacci ve Lucas say�lar� için Frans�z matematematikçi Binet taraf�ndan 1843'de Binet
formülleri olarak bilinen ve bu say� dizilerinin istenen terimini önceki terimlere ba§l�
kalmadan hesaplayan formüller verilmi³tir:

x2 − x − 1=0 karakteristik denkleminin kökleri δ=1+
√

5
2

ve η=1−√5
2

dir. n ≥ 1 olmak
üzere;

Fn =
δn − ηn

δ − η

ve
Ln = δn + ηn

dir. Ayr�ca (x3−x− 1) denkleminin α, β kompleks e³lenik kökleri ve ρ reel kökü olmak
üzere;

Rn = αn + βn + ρn

³eklindeki Binet-benzeri formül de Perrin say�lar� için elde edilmi³tir.

3.5 Alt�n Oran

Alt�n oran, do§ada say�s�z canl�n�n ve cans�z�n ³eklinde ve yap�s�nda bulunan özel
bir orand�r. Do§ada bir bütünün parçalar� aras�nda gözlemlenen, yüzy�llarca sanat ve
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mimaride uygulanm�³, uyum aç�s�ndan en güzel boyutlar� verdi§i san�lan geometrik ve
say�sal bir oran ba§�nt�s�d�r. Do§ada en belirgin örneklerine insan vücudunda, deniz
kabuklular�nda ve a§aç dallar�nda rastlan�r. Platon'a göre kozmik �zi§in anahtar� bu
orand�r. Alt�n oran� bir dikdörtgenin boyunun enine olan "en estetik" oran� olarak
tan�mlayanlar da vard�r.

Eski M�s�rl�lar ve Yunanl�lar taraf�ndan ke³fedilmi³, mimaride ve sanatta kullan�lm�³
t�r. Göze en ho³ gelen oran oldu§u üzerinde genel kan� olu³mu³tur.

Bir do§ru parças�n�n (|AB|) Alt�n Oran'a uygun biçimde iki parçaya bölünmesi gerekti§in
de, bu do§ru öyle bir noktadan (C) bölünmelidir ki; küçük parçan�n (|AC|) büyük parçaya
(|CB|) oran�, büyük parçan�n (|CB|) bütün do§ru parças�na (|AB|)oran�na e³ittir. Bu oran
|CB| / |AC| = |AB| / |CB| dir. |CB|=x olarak al�rsak bu orandan x2 − x− 1 = 0 denklemi
elde edilir. �³te alt�n oran bu denklemin pozitif kökü olan 1+

√
5

2
= Φ a e³ittir. Bu de§er

yakla³�k olarak 1.618033988749894... dür. Alt�n Oran�n ifade edilmesi için kullan�lan
sembol, PHI yani Φ 'dir.

Bu oran�n Fibonacci ve Lucas say�lar� ile olan ili³kisi ise;

lim
n→∞

Fn+1

Fn

= Φ ve lim
n→∞

Ln+1

Ln

= Φ

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r(Vajda,1989).

3.6 Vandermonde Matrisi ve Determinant�

V (x1, x2, . . . , xk) =




1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xk

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

k

... ... ... . . . ...
xk−1

1 xk−1
2 xk−1

3 · · · xk−1
k



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veya

V (x1, x2, . . . , xk) =




1 x1 x2
1 · · · xk−1

1

1 x2 x2
2 · · · xk−1

2

1 x3 x2
3 · · · xk−1

3

... ... ... . . . ...
1 xk x2

k · · · xk−1
k




³eklindeki matrislere V andermonde matrisi denir. Uygun sat�r veya sütun i³lemleri
yap�l�rsa

det(V (x1, x2, . . . , xk)) = det




1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xk

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

k

... ... ... . . . ...
xk−1

1 xk−1
2 xk−1

3 · · · xk−1
k




=
∏

1≤j<i≤k

(xi − xj)

³eklinde oldu§u görülür.

3.7 Karekteristik polinom, özde§er ve özvektör

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann




matrisi ve

In =




1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1



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birim matrisi verilsin. (λIn − A)x = 0 ³eklinde ifade edilen lineer homojen denklem
sisteminin s�f�r çözümünden farkl� çözümünün olabilmesi için gerek ve yeter ³art

det(λIn − A) = det




λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n

... ... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann




= 0

olmas�d�r. Bu determinant aç�ld�§� zaman n inci dereceden λ ya ba§l� monik bir polinom
elde ederiz. Bu polinoma A matrisinin karekteristik polinomu denir. Bu polinom aç�k
olarak ifade edilirse

4A(λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ + an

³eklinde olur.

4A(λ) = 0 denklemine A matrisinin karekteristik denklemi denir.

Bu denklemin köklerine A matrisinin özdeğerleri veya karakteristik değerleri denir.

1 ≤ i ≤ n için λi ler A matrisinin özvektörleri olmak üzere,

(λiIn − A)x = 0

denkleminin xi çözüm vektörüne A matrisinin özvektörü veya karakteristik vektörü

denir.

3.8 Vieta Teoremi

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 = 0
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denkleminin kökleri {x1, x2, . . . , xn} olsun. E§er,

s1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

s2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

s3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn

...

sn = x1x2x3 · · · xn

ise
si = (−1)i an−i

an

olur.

3.9 k- Genelle³tirmeler

Buraya kadar olan bölümde üzerinde bir çok ara³t�rmac�n�n çe³itli ara³t�rmalar yapt�§�
Fibonacci, Lucas, Perrin ve Pell say�lar�n�n özelliklerinden ve bunlar üzerindeki baz�
önemli çal�³malardan k�saca bahsettik. �imdi son dönemlerde üzerinde yo§un çal�³malar
yap�lan, bu say� dizilerinin genelle³tirmelerinden k�saca bahsedelim.

Çe³itli ara³t�rmac�lar Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin dizilerinin de§i³ik genelle³tirmelerini
baz� kurallar verilerek yapm�³lard�r. �lk olarak yap�lan bu genelle³tirmeleri inceleyece§iz.
Yap�lan genelle³tirmeler esas olarak dört tip olarak görülebilir. Bu genelle³tirmeler
³unlard�r:

1. Birinci tip genelle³tirme klasik dizi tan�m�nda 1 olarak al�nan katsay�lar key� olarak
al�n�r ve geriye dönük iki terim toplanarak istenen terim elde edilir.

2. �kinci tip genelle³tirme ise yine birinci tip genelle³tirmelerde oldu§u gibi katsay�lar
key� al�n�r ve buna ek olarak ba³ta verilen ba³lang�ç ko³ullar� de§i³tirilir.
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3. Üçüncü tip genelle³tirmede k tane ba³lang�ç ko³ulu verilir ve dizinin istenen terimi
kendinden önceki k tane terimi toplanarak elde edilir. Bu tür diziler genelle³tirilmi³
k-basamak say� dizileri olarak adland�r�l�r.

4. Dördüncü tip genelle³tirmede ise genelle³tirilmi³ k-basamak say� dizisi tan�mland�ktan
sora bu dizi kullan�larak k− 1 tane daha dizi tan�mlan�r. Elde edilen bu k tane say� dizisi
için k×k lik bir ba³lang�ç ko³ulu tan�mlan�r. Ba³lang�ç ko³ulu belli olduktan sonra üçünçü
tip genelle³tirmede oldu§u gibi her bir say� dizisi kendine ait k tane ba³lang�ç ko³ulunu
kullanarak geriye dönük k terimin toplanmas� ile elde edilir. Bu tip genelle³tirmelere
genelle³tirilmi³ k-basamak say�lar�n k dizisi ad� verilir.

Birinci tip genelle³tirmeye örnek olarak Fibonacci ve Lucas say�lar� için yap�lan genelle³
tirmeler örnek olarak verilebilir. ∆ = a2 − 4b 6= 0 olacak ³ekilde a ve b s�f�rdan farkl�
ve (a, b) = 1 olmak üzere genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi ω0 = 0, ω1 = 1 ba³lang�ç
ko³ullar� olmak üzere her n ≥ 2 do§al say�s� içinωn = aωn−1−bωn−2 ³eklinde tan�mlan�r.
Ayn� ³ekilde genelle³tirilmi³ Lucas dizisi υ0 = 2, υ1 = 1 ba³lang�ç ko³ullar� olmak üzere
her n ≥ 2 do§al say�s� için υn+2 = aυn+1 − bυn ³eklinde tan�mlan�r(Robbins,1993).

Bu genelle³tirmede a = 1 ve b = −1 için {ωn} dizisi Fibonacci dizisi {Fn}'e ve {υn}
diziside Lucas dizisi {Ln}'e dönü³ür. Ayr�ca a = 2 ve b = −1 için {ωn} dizisi Pell dizisi
{Pn}'e dönü³ür.

�kinci tip genelle³tirme ise yine ∆ = a2 − 4b 6= 0 olacak ³ekilde a ve b s�f�rdan farkl� ve
(a, b) = 1 olmak üzere κ0 = ρ ve κ1 = σ ba³lang�ç ko³ullar� için her n ≥ 2 do§al say�s�
için κn = aκn−1 − bκn−2 ba§�nt�s� ile tan�mlan�r(Horadam,1967).

Üçüncü tip genelle³tirme olan k-basamak genelle³tirmeye örnek olarak ilk kez Miles
taraf�ndan tan�mlanan k-basamak Fibonacci say�lar� gösterilebilir. k-basamak Fibonacci
say�lar�;

f1 = f2 = . . . = fk−2 = 0, fk−1 = fk = 1
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ba³lang�ç ko³ullar� ile birlikte n > k ≥ 2 olmak üzere

fn =
k∑

j=1

fn−j (3.9.1)

olarak tan�mlanm�³t�r(Miles, 1960).

Genelle³tirilmi³ k-basamak say�lar�n k dizisine örnek olarak da Er taraf�ndan yap�lan ve
Miles'in genellemesinide içine alan genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k

dizisi örnek olarak verilebilir. Genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisi;
1− k ≤ n ≤ 0 için

gi
n =





1 i = 1− n ise,
0 di§er,

ba³lang�ç ko³ullar� ve n > 0, 1 ≤ i ≤ k olmak üzere

gi
n =

k∑
j=1

cjg
i
n−j (3.9.2)

³eklinde tan�mlanm�³t�r(Er, 1984). Burada cj (1 ≤ j ≤ k) sabit katsay�lard�r. Bu
genelle³tirmede cj = 1 al�rsak n ≥ 1 − k için gk

n = fk+n−2 oldu§u görülür. Biz aksi
belirtilmedikçe bundan sonra 1 ≤ j ≤ k için cj = 1 alaca§�z.

Burada ba³lang�ç ko³ullar�na dikkat edilirse her birinde k tane ko³ul bulunan k tane
dizinin ba³lang�ç ko³ulunun verildi§i görülür. Bu ba³lang�ç ko³ulu matris ³eklinde
ifade edilirse ortaya k × k boyutunda bir matris ç�kar. Bu özelli§inden dolay� bu
genelleme matris i³lemleri için çok uygundur. Er ilk kez Silvester taraf�ndan kullan�lan
matris metodunu geni³leterek kendisinin tan�mlam�³ oldu§u genelle³tirilmi³ k-basamak
Fibonacci say�lar�n�n k dizisine uygun hale getirmi³tir. �imdi matris metodu ile genelle³ti
rilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisinin özelliklerini verelim;



13

gi
n genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisinin i−inci dizisi olmak üzere




gi
n+1

gi
n

gi
n−1

...
gi

n−k+2




=




c1 c2 c3 · · · ck−1 ck

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0







gi
n

gi
n−1

gi
n−2

...
gi

n−k+1




(3.9.3)

e³itli§i elde edilir. Burada kullan�lan

A1 =




c1 c2 c3 · · · ck−1 ck

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0




k×k

matrisi companion matris olarak adland�r�l�r. Ayr�ca

Gn =




g1
n g2

n · · · gk
n

g1
n−1 g2

n−1 · · · gk
n−1

... ... . . . ...
g1

n−k+1 g2
n−k+1 · · · gk

n−k+1




k×k

(3.9.4)

³eklinde sütunlar� genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisinin belli ele
manlar� al�narak tan�mlanan Gn matrisi

Gn+1 = A1Gn (3.9.5)
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özelli§ini sa§lar. Bu e³itlik aç�k olarak tekrar ifade edilirse




g1
n+1 g2

n+1 · · · gk
n+1

g1
n g2

n · · · gk
n

... ... . . . ...
g1

n−k+2 g2
n−k+2 · · · gk

n−k+2




=




c1 c2 c3 · · · ck−1 ck

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0







g1
n g2

n · · · gk
n

g1
n−1 g2

n−1 · · · gk
n−1

... ... . . . ...
g1

n−k+1 g2
n−k+1 · · · gk

n−k+1




e³itli§i elde edilir. Bu e³itli§in 3.9.3 e³itli§inin bir genelle³tirmesi oldu§u kolayca görülür.
Burada 3.9.5 e³itli§ine tümevar�m uygulan�rsa

Gn+1 = An
1G1

e³itli§i elde edilir(Er, 1984).

Gn matrisi incelenir ve ci = 1 için düzenlenirse G1 = A1 ve bunu kullanarak

Gn+1 = An+1
1

elde edilir(Karaduman, 2004).

3.10 Genelle³tirmeler için Binet Formülü

Yap�lan bu genelle³tirmeler için bir çok ara³t�rmac� Binet formülleri elde etmi³tir. �lk
olarak Kalman(1982) genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar� için Binet formülünü
a³a§�daki ³ekilde elde etmi³tir.
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Kalman, Silvester'�n 3.2.1 de verdi§i matris metodunda kullan�lan 2 × 2 l�k matrisi
a³a§�daki k × k l�k companion matrise genelle³tirmi³tir.

C =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

c0 c1 c2 · · · ck−2 ck−1




Ayr�ca klasik Fibonacci say�lar� yerine genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�da
içine alan genel bir an dizisi tan�mlam�³t�r. Bu dizinin (n + k)-�nc� terimi bu terimden
önceki k tane terimi toplanarak elde edilir ve c0, c1, · · · , ck−1 sabit katsay�lar olmak üzere

an+k = c0an + . . . + ck−1an+k−1

³eklinde gösterilir. Kalman bundan sonrada Silvester taraf�ndan verilen 3.2.2 e³itli§ini
geni³leterek

Cn




a0

a1

...
ak−1




=




an

an+1

...
an+k−1




(3.10.1)

e³itli§ini elde etmi³ ve burada
[

a0 a1 · · · ak−1

]
=

[
0 0 · · · 1

]
alarak genelle³

tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n� tekrar tan�mlam�³t�r. Bu tan�mlamayla birlikte
3.10.1 e³itli§inden

Cn




0

0
...
1




=




an

an+1

...
an+k−1



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e³itli§ini elde etmi³ ve

an =
[

1 0 · · · 0
]
Cn




0

0
...
1




(3.10.2)

e³itli§i kullan�larak dizinin istenilen teriminin elde edilebilece§ini göstermi³tir.
�imdi C companion matrisinin kö³egenle³tirilebilir oldu§unu gösterelim. Bunun için
bu matrisin karekteristik polinomunun köklerinin yani bu matrisin özde§erlerinin farkl�
oldu§unu göstermeliyiz. C matrisinin karakteristik polinomu

P (x) = xk − ck−1x
k−1 − · · · − c0

dur. Bu polinomun ayn� zamanda C matrisinin minimal polinomu oldu§u bilinmektedir.
Bundan dolay� bu polinom k tane farkl� köke sahiptir. Dolay�s�yla λi (1 ≤ i ≤ k) ler
P (x) polinomunun kökleri olmak üzere

(C − λiI)V = 0

denkleminin çözümünden C matrisinin özde§erleri hesaplan�r. Özde§erlerin hepsi farkl�
oldu§undan özvektörler lineer ba§�ms�zd�r. v sabit katsay�lar olmak üzere özvektörler;

V = v




1

λi

λ2
i

...
λk−1

i




³eklindedir. Böylece C matrisi kö³egenle³tirilebilirdir. S matrisi sütunlar� C nin
özvektörleri olarak al�nan matris ve D kö³egen matris olmak üzere

C = SDS−1
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e³itli§i sa§lan�r. Bu e³itli§in her iki taraf�n�n n-inci kuvvetini al�n�rsa Cn = SDnS−1

elde edilir. Burada tan�mlanan S matrisi Vandermonde matrisi olarak isimlendirildi§ini
ve

V = S =




1 1 . . . 1

λ1 λ2 . . . λk

... ... . . . ...
λk−2

1 λk−2
2 . . . λk−2

k

λk−1
1 λk−1

2 . . . λk−1
k




³eklinde gösterildi§ini söylemi³tik. �imdi 3.10.2 e³itli§inde Cn matrisi yerine e³iti olan
SDnS−1 matrisi kullan�l�rsa

an =
[

1 0 · · · 0
]
SDnS−1




0
...
0

1




(3.10.3)

e³itli§i elde edilir. Burada ilk üç matrisin çarp�m�ndan
[

λn
1 λn

2 · · · λn
k

]
matrisi elde

edilir. Geriye kalan iki matrisin çarp�m� da




y1

y2

...
yk




³eklinde ifade edilirse 3.10.3 e³itli§i

an =
k∑

i=1

λn
i yi (3.10.4)

³eklini al�r. Daha sonra

S




y1

y2

...
yk




=




0
...
0

1



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e³itli§inden Cramer metodu kullan�larak ym ler iki determinant�n oran� olarak elde edilip
gerekli düzenlemeler yap�ld�ktan sonra

ym =
(−1)m+k

(−1)−m+k
∏

i6=m(λm − λi)

³eklinde elde edilir. Bu elde edilen de§er 3.10.4 e³itli§inde yerine yaz�ld�§�nda

an =
k∑

i=1

(λi)
n

P ′(λi)

olur ki burada P
′
(λi), P (x) polinomunun (λi) noktas�ndaki türevidir(Kalman, 1980).

Burada 0 ≤ i ≤ k − 1 için ci = 1 olarak al�rsak;

gk
n =

k∑
i=1

(λi)
n

P ′(λi)

elde edilir.

3.11 Genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas Polinomu

Bölüm 3.10. da Fibonacci say�lar�, Lucas say�lar� ve onlar�n birtak�m genelle³tirmelerini
verdik. Görüldü§ü gibi genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar� tan�mlanm�³ ve
üzerine bir dizi çal�³ma yap�lm�³t�r. Biz bu bölümde Trueman MacHenry taraf�ndan
tan�mlanan Fibonacci ve Lucas polinomlar�n� ve bunlardan elde edilen A∞ ve D∞

matrislerinin tan�mlar�n� verece§iz. �lk önce kullanaca§�m�z terimlerin tan�mlar�n� verelim.

Tan�m 3.11.1. (MacHenry,2000) P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk ³eklinde

tan�mlanan polinoma core polinom ad� verilir.

Bu polinomun yukarda tan�mlad�§�m�z C companion matrisinin karekteristik polinomu
oldu§u aç�kt�r.

Tan�m 3.11.2. (MacHenry,2000) k ≥ 2 ³eklinde bir tamsay� ve

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk
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polinomu verilsin. t = (t1, t2, . . . , tk) olmak üzere Fibonacci polinomu Fk,n(t) a³a§�daki
gibi tan�mlan�r.

Fk,0(t) = 0

Fk,1(t) = 1

Fk,n(t) = Fk−1,n(t), 1 ≤ n ≤ k,

Fk,n(t) =
k∑

i=1

tiFk,n−i(t), n > k.

Tan�m 3.11.3. (MacHenry,2000) k ≥ 2 ³eklinde bir tamsay� ve

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

polinomu verilsin. t = (t1, t2, . . . , tk) olmak üzere Lucas polinomu Gk,n(t) a³a§�daki
gibi tan�mlan�r.

Gk,0(t) = k

Gk,1(t) = t1

Gk,n(t) = Gk−1,n(t), 1 ≤ n < k,

Gk,n(t) =
k∑

i=1

tiGk,n−i(t), n ≥ k.

Lucas polinomu için MacHenry taraf�ndan verilen yukardaki tan�mda k genelle³tirilmi³
Lucas polinomunu bulmak için k − i genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�n�n hepsinin
bulunmas� gerekir. Bu da k n�n büyük de§erleri için hesaplamay� uzatmaktad�r. Genelle³ti
rilmi³ Lucas polinomunun yukardaki tan�m� yerine a³a§�daki gösterimi kullamamk daha
pratik olacakt�r. MacHenry taraf�ndan verilen Tan�m 3.11.3 ba³ka bir ³ekilde ifade edilirse
a³a§�daki tan�m elde edilir.
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Tan�m 3.11.4. k ≥ 2 ³eklinde bir tamsay� ve

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

polinomu verilsin. t = (t1, t2, . . . , tk) olmak üzere Lucas polinomu Gk,n(t) a³a§�daki
gibi tan�mlan�r.

Gk,0(t) = k

Gk,1(t) = t1

Gk,2(t) = t1Gk,1(t) + 2t2

Gk,3(t) = t1Gk,2(t) + t2Gk,1(t) + 3t3

Gk,4(t) = t1Gk,3(t) + t2Gk,2(t) + t3Gk,1(t) + 4t4
...

Gk,k−1(t) = t1Gk,k−2(t) + t2Gk,k−3(t) + · · ·+ tk−2Gk,1(t) + tk−1(k − 1)

olmak üzere n ≥ k için,

Gk,n(t) =
k∑

i=1

tiGk,n−i(t).

dir.

Teorem 3.11.5. (MacHenry ve Wong, to appear) Fk,n(t) ve Gk,n(t) Genelle³tirilmi³

Fibonacci ve Lucas Polinomlar� olmak üzere (n, k ∈ N, n ≥ 1) ve

Fk,0(t) = 1, Fk,−1(t) = 0, . . . , Fk,−k+1(t) = 0,

Gk,0(t) = k, Gk,−1(t) = 0, · · · , Gk,−k+1(t) = 0

ba³lang�ç ko³ullar� için s�ras�yla

Fk,n(t) =
∑

a`n

( |a|
a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k (3.11.1)
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ve

Gk,n(t) =
∑

a`n

n

|a|
( |a|

a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k (3.11.2)

dir. Burada ai tüm i (1 ≤ i ≤ k) için negatif olmayan tamsay�d�r.

Bu çal�³mada, a ` n ve |a| notasyonlar� s�ras�yla
k∑

j=1

jaj = n ve
k∑

j=1

aj yerine kullan�lacakt�r.

Yine bu son çal�³malar�nda MacHenry ve Wong Genelle³tirilmi³ Fibonacci Polinomlar�
için kombinasyon ile hesaplamay� a³a§�daki ³ekilde vermi³lerdir. n ∈ Z için,

F2,n(t) =

dn
2 e∑

j=0

(−1)j

(
n− j

j

)
F n−2j

1 (−t2)
j (3.11.3)

dir. Burada n = 2k ve n = 2k − 1 durumlar�n�n her ikisindede
⌈

n
2

⌉
= k d�r.

�imdi Genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas Polinomlar�n�n k Dizisini verelim. Yukarda
tan�mlananC companionmatrisinin son sat�r elemanlar� t = (t1, t2, . . . , tk) vektörü olarak
al�n�p elde edilen matris A olarak adland�r�l�rsa

A =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

tk tk−1 tk−2 · · · t2 t1




k×k

elde edilir.
[

tk tk−1 tk−2 · · · t2 t1

]
matrisini A ile i³leme tabi tutal�m. Bu i³lem

sonunda elde edilen sat�r� A matrisine sat�r olarak ekleyelim. Bu durumda (A2)k+1×k

matrisi elde edilir. Bu i³lemi sonsuz kez tekrarlayal�m. Daha sonra A matrisinin tersi
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olan

A−1 =




−tk−1t
−1
k −tk−2t

−1
k · · · t1t

−1
k t−1

k

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 0




k×k

matrisini alal�n�r ve
[

tk tk−1 tk−2 · · · t2 t1

]
matrisini A−1 ile i³leme tabi tutulup

bu i³lem sonsuz kez tekrar edelir. Bu durumda A matrisine yukar� do§ru sonsuz sat�r
eklenir. �³te bu yukar� ve a³a§� do§ru eklenen sat�rlarla birlikte

A∞ =




... ... ... ...

(−1)k−1S(−2,1k−1) ... −S(−2,1) S(−2)

(−1)k−1S(−1,1k−1) ... −S(−1,1) S(−1)

(−1)k−1S(0,1k−1) ... −S(0,1) S(0)

(−1)k−1S(1,1k−1) ... −S(1,1) S(1)

(−1)k−1S(2,1k−1) ... −S(2,1) S(2)

(−1)k−1S(3,1k−1) ... −S(3,1) S(3)

(−1)k−1S(4,1k−1) ... −S(4,1) S(4)

... ... ...




= ((−1)k−jS(n,1k−j))∞×k

matrisi elde edilir. k = 3 için A matrisinin n-inci kuvveti

An =




S(n−2,12) −S(n−2,1) S(n−2)

S(n−1,12) −S(n−1,1) S(n−1)

S(n,12) −S(n,1) S(n)




3×3

olur, burada S(n−2) = F3,n−2(t), S(n−1) = F3,n−1(t), S(n) = F3,n(t) d�r. Genelleme
yapacak olursakA∞ matrisinin en sa§ sütunu genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu Fk,n(t)

ye e³ittir ve

S(n−r,1r) = (−1)r

n∑
j=r+1

tjS(n−j), 0 ≤ r ≤ n

e³itli§i sa§lan�r. Ayr�ca An matrisinin izi genelle³tirilmi³ Lucas polinomuna e³ittir yani
tr(An) = Gk,n(t) dir.
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Ayn� ³ekilde D∞ matrisi de elde edilir. A∞ matrisi elde ederken core polinomu

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

nin katsay�lar vektörü olan (tk, tk−1, . . . , t1) vektörü yerine core polinomun türevi

Ṕ (x) = kxk−1 − t1(k − 1)xk−2 − · · · − tk−1

nin katsay�lar vektörü (−tk−1, . . . ,−t1(k − 1), k) al�n�r ve (A∞) matrisi bulunurken
yap�ld�§� ³ekildeAveA−1 matrisleri ile i³leme tabi tululursa son sütunuGk,n(t) genelle³tirilmi³
Lucas polinomunu veren (D∞)∞×k

matrisi elde edilir.(MacHenry ve Wong, to appear)

Örnek 3.11.6. k = 3 için D∞ matrisine örnek verelim.

D∞ =




... ... ...
− t2

t3
− t1

t3
1
t3

−t2 −2t1 3

3t3 2t2 t1

t1t3 3t3 + t1t2 2t2 + t21
... ... ...



∞×3

³eklindedir.

�imdi (tk, tk−1, . . . , t1) = (1, 1, . . . , 1) olarak alal�m ve k = 3, k = 4 için A∞ ve D∞

matrislerine örnek verelim.
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A∞
(3) =




. . . . . . . . .

0 2 −1

−1 −1 −1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 1

1 2 2

. . . . . . . . .




ve A∞
(4) =




. . . . . . . . . . . .

0 2 −1 0

0 0 2 −1

−1 −1 −1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

. . . . . . . . . . . .




Bumatrislere dikkat edilirse en sa§ sütünlar� genelle³tirilmi³ k-basamakFibonacci say�lar�n�
vermektedir. Ayr�ca dikkat edilirse bu örneklerdende görüldü§ü üzere A∞ matrisi Er
taraf�ndan tan�mlanan gi

n genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k dizisini
içermektedir. Burada k-�nc� sutun (g1

n)'e, 1-inci sutun (gk
n)'ya ve 1 < i < k için (k−i+1)

inci sutun gi
n dizisine e³ittir. �imdi de D∞ matrisi için örnek verelim;

D∞
(3) =




. . . . . . . . .

5 0 −1

−1 4 −1

−1 −2 3

3 2 1

1 4 3

3 4 7

. . . . . . . . .




ve D∞
(4) =




. . . . . . . . . . . .

7 1 0 −1

−1 6 0 −1

−1 −2 5 −1

−1 −2 −3 4

4 3 2 1

1 5 4 3

3 4 8 7

. . . . . . . . . . . .




dur.

Burada dikkat edilirse D∞ matrislerinin son sütunundaki dizi A∞ matrisi içindeki her bir
ard�³�k k×k boyutundaki matrisin izinden elde edilir. Biz buA∞ matrisi içimdeki her bir
ard�³�k k × k boyutundaki matrisin izlerini ki bunlar genelle³tirilmi³ Lucas polinomunda
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tüm katsay�lar 1 al�narak elde edilir ve D∞ matrisini kullanarak ilk önce genelle³tirilmi³
k-basamak Lucas say�lar�n� tan�mlayal�m.



4. LUCAS SAYI D�Z�S�N�N GENELLE�T�R�LMES�

4.1 Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar� ve Matris Gösterimi

Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu ve D∞ matrisini kullanarak genelle³tirilmi³
k-basamakLucas Say�lar�n� a³a§�daki gibi tan�mlayal�m. Bu genelle³tirme 3.9 da tan�m�n�
verdi§imiz genelle³tirmelerden 3. tip genelle³tirme s�n�f�na girmektedir. Bu genelle³tirme
de k tane ba³lang�ç ko³ulu verildikten sonra dizinin herhangi terimi kendinden önceki k

tane terimin toplanmas� ile elde edilir.

Tan�m 4.1.1. Ba³lang�ç ko³ullar� k ≥ 2 olmak üzere

l1−k = l2−k = . . . = l−1 = −1 ve l0 = k

ve n > 0 için

ln =
k∑

j=1

ln−j (4.1.1)

³eklinde tan�mlanan dizi genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas Say�lar� olarak adland�r�l�r.

k = 2 için ln say� dizisi

l−1 = −1, l0 = 2, l1 = 1, l2 = 3, l3 = 4, l4 = 7, l5 = 11, l6 = 18, ...

³eklindedir. Buradanda görüldü§ü gibi k = 2 için genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas
Say�lar� klasik Lucas say� dizisine e³ittir.

k=3 için ln say� dizisi

l−2 = −1, l−1 = −1, l0 = 3, l1 = 1, l2 = 3, l3 = 7, l4 = 11, l5 = 21, l6 = 39, ...

³eklinde elde edilir.
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Genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas Say�lar�n� matris metodu ile göstermek için compa
nion matrisi

C1 =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

1 1 1 · · · 1 1




k×k

=




0

0 I
...
1 1 · · · 1




k×k

(4.1.2)

³eklinde alal�m.

Teorem 4.1.2. C1, 4.1.2 deki matris ve ln genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas Say� dizisi
olmak üzere her n ∈ N için,




ln−k+1

ln−k+2

ln−k+3

...
ln




= Cn
1




−1

−1

−1
...
k




olur.

�spat: �spat� n üzerinden tümevar�mla yapal�m.

n = 1 için




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

1 1 1 · · · 1 1







−1

−1

−1
...
k




=




−1

−1

−1
...
k

k − 1− . . .− 1




=




l2−k

l3−k

l4−k

...
l0

l1




e³itli§i sa§lan�r.
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(n− 1) için ifadenin do§rulu§unu kabul edelim. Yani




ln−k

ln−k+1

ln−k+2

...
ln−1




= Cn−1
1




−1

−1

−1
...
k




(4.1.3)

olsun. 4.1.3 e³itli§inin her iki yan� C1 matrisi ile çarp�l�rsa

C1C
n−1
1




−1

−1

−1
...
k




= C1




ln−k

ln−k+1

ln−k+2

...
ln−1




=




ln−k+1

ln−k+2

ln−k+3

...
ln−1 + · · ·+ ln−k+1 + ln−k




=




ln−k+1

ln−k+2

ln−k+3

...
ln




³eklinde e³itlik elde edilir. Buradan her n ∈ N için




ln−k+1

ln−k+2

ln−k+3

...
ln




= Cn
1




−1

−1

−1
...
k




e³itli§inin sa§land�§� görülür.

4.2 Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisinin Tan�m� ve Matris
Gösterimi

Burada son sütunu genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�n� veren D∞ matrisini kullanarak
4. tip genelle³tirme olarak bahsetti§imiz Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n
k Dizisini tan�mlayaca§�z. D∞ matrisinde (tk, tk−1, . . . , t1) = (1, 1, . . . , 1) olarak
ald�§�m�zda son sütunun Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�'na e³it oldu§unu
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gösterdik. Burada yine (tk, tk−1, . . . , t1) = (1, 1, . . . , 1) olmak üzere D∞ matrisini göz
önüne alal�m. Bu matrisleri inceledi§imizde her k ≥ 2 için bu∞×k l�k matrislerin k×k

l�k k�s�mlar� aras�nda bir ili³ki elde edilir. Bu ili³kileri elde etti§imiz k × k l�k matrislere
k = 3 ve k = 4 için örnek verecek olursak:

D3 =




5 0 −1

−1 4 −1

−1 −2 3


 ve D4 =




7 1 0 −1

−1 6 0 −1

−1 −2 5 −1

−1 −2 −3 4




matrisleri elde edilir. Burada k ≥ 2 için bu ³ekildeki Dk matrislerinden faydalanarak
a³ag�daki tan�m yap�labilir.

Tan�m 4.2.3. Ba³lang�ç ko³ullar� 1− k ≤ n ≤ 0 için

lin =





−i , i− n < k,

−2n + i , i− n = k,

k − i− 1 , i− n > k

ve n > 0, 1 ≤ i ≤ k olmak üzere

lin =
k∑

j=1

lin−j (4.2.1)

³eklinde tan�mlanan k tane diziye Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi
denir.

Burada verilen bir k de§eri için lin; i-inci dizinin n-inci terimidir. Burada dikkat edilirse
verilen ba³lang�ç ko³ulu yukarda bahsetti§imiz Dk matrisine kar³�l�k gelmektedir. Elde
etti§imiz genelle³tirme, Dk matrisinin her sütunu ayr� ayr� k tane dizinin ba³lang�ç ko³ulu
olmak üzere bunlar�n geriye dönük k tane eleman�n�n toplan�p bir sonraki terimlerin elde
edilmesiyle k tane genelle³tirilmi³ k basamak say� dizisinin elde edilmesinden olu³ur.



30

Bu genelle³tirmede k = 2 ve i = 2 için lin klasik Lucas say�lar�na e³ittir. Ayr�ca i = k

için, ln Tan�m 4.1.1. de tan�mlanan genelle³tirilmi³ k basamak Lucas say�lar� olmak üzere
lin = ln dir.

Bu dizilerin özelliklerini daha kolay inceleyebilmek için matris gösterimini elde edelim.

A matrisi a³a§�da tan�mlanan companion matris

A =




1 1 1 . . . 1 1

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 0




k×k

=




1 1 . . . 1

0

I
...
0




k×k

(4.2.2)

olmak üzere 


lin+1

lin

lin−1

...
lin−k+2




= A




lin

lin−1

lin−2

...
lin−k+1




e³itli§i sa§lan�r. Bu e³itlik ile herhangi k tane terimi verilen dizinin bir sonraki terimi
elde edilir. �imdide genelle³tirilmi³ Lucas matrisi olarak isimlendirdi§imiz matrisi
tan�mlayal�m.

Tan�m 4.2.4. k ≥ 2 ve 1 ≤ i ≤ k için lin; Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n
k Dizisinin i-inci dizinin n-inci terimi olmak üzere

L∼n =




l1n l2n . . . lkn

l1n−1 l2n−1 . . . lkn−1

... ... . . . ...
l1n−k+1 l2n−k+1 . . . lkn−k+1




³eklinde tan�mlanan k × k matrise genelle³tirilmi³ Lucas matrisi denir.
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Teorem 4.2.5. L∼n genelle³tirilmi³ Lucas matrisi ve A, 4.2.2 de verilen companion matris
olmak üzere

L∼n+1 = AL∼n

e³itli§i sa§lan�r.

�spat:

AL∼n =




1 1 1 . . . 1 1

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 1 0







l1n l2n . . . lkn

l1n−1 l2n−1 . . . lkn−1

... ... . . . ...
l1n−k+1 l2n−k+1 . . . lkn−k+1




=




∑k
j=1 l1n−j+1

∑k
j=1 l2n−j+1 . . .

∑k
j=1 lkn−j+1

l1n l2n−1 . . . lkn−1

... ... . . . ...
l1n−k+2 l2n−k+2 . . . lkn−k+2




=




l1n+1 l2n+1 . . . lkn+1

l1n l2n . . . lkn
... ... . . . ...

l1n−k+2 l2n−k+2 . . . lkn−k+2




= L∼n+1

elde edilir.

Tan�m4.2.6. Tan�m4.2.3 veL∼n genelle³tirilmi³ Lucasmatrisi dikkate al�n�rsaL∼0 matrisi,

L∼0 =




−1 −2 −3 . . . −(k − 2) −(k − 1) k

−1 −2 −3 . . . −(k − 2) k + 1 −1
... ... ... . . . k + 2 0 −1

−1 −2 2k − 3 . . . 1 0 −1

−1 2k − 2 k − 4 . . .
... ... ...

2k − 1 k − 3 k − 4 . . . 1 0 −1




k×k

³eklindedir.
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Burada dikkat edilirse L∼0 matrisi Bölüm 3.11 de verilen Dk matrisinin sat�rlar�n�n
matrisin ortas�na göre simetri§i al�nm�³ halidir.

Teorem 4.2.7. L∼0 matrisi Tan�m 4.2.6 da verilen matris ve A matrisi 4.2.2 de verilen
matris olmak üzere

L∼n = AnL∼0

e³itli§i sa§lan�r.

�spat: Teorem 4.2.5 den L∼n+1 = AL∼n oldu§unu biliyoruz. �spat� matrislerin çarp�m� ile
n üzerinden tümevar�m ile yapal�m. n = 1 için

L∼1 = AL∼0

elde edilir. n den küçük tüm do§al say�lar için e³itli§in do§ru oldu§unu kabul ederek
e³itli§in n içinde do§ru oldu§unu gösterelim. (n − 1) için e³itli§in sa§land�§�n� kabul
etti§imizden

L∼n−1 = An−1L∼0

e³itli§i sa§lan�r. Bu e³itli§in her iki yan�n�daAmatrisi ile çarp�p Teorem 4.2.5 kullan�l�rsa

AL∼n−1 = AAn−1L∼0

e³itli§inden
L∼n = AnL∼0

e³itli§i elde edilir.

Teorem 4.2.8. Gn ve L∼n s�ras�yla (3.9.4) ve Tan�m 4.2.4 deki matrisler olmak üzere
L∼n = GnL

∼
0 d�r.

�spat: Gn = An (Karaduman, 2004) e³itli§i bilinmektedir. Teorem 4.2.7 den
L∼n = AnL∼0 elde edilmi³tir. Bu iki e³itlik kullan�ld�§�nda L∼n = GnL∼0 e³itli§i elde edilir.
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Örnek 4.2.9. Teorem 4.2.8 i k = 2 ve k = 3 için inceleyelim.

k = 2 için L∼n = GnL
∼
0 e³itli§i


 l1n l2n

l1n−1 l2n−1


 =


 g1

n g2
n

g1
n−1 g2

n−1





 −1 2

3 −1




³eklindedir. Matris çarp�m�ndan l2n = 2g1
n − g2

n elde edilir. Her n ∈ Z için g1
n = g2

n+1

oldu§undan
l2n = 2g2

n+1 − g2
n

elde edilir.

Burada l2n ve g2
n s�ras�yla klasik Lucas ve Fibonacci say�lar�d�r. Bu e³itli§i Vajda(1989)

Ln ve Fn klasik Lucas ve Fibonacci say�lar� olmak üzere Ln = 2Fn+1−Fn ³eklinde ifade
etmi³tir. k = 3 için L∼n = GnL

∼
0 e³itli§i




l1n l2n l3n

l1n−1 l2n−1 l3n−1

l1n−2 l2n−2 l3n−2


 =




g1
n g2

n g3
n

g1
n−1 g2

n−1 g3
n−1

g1
n−2 g2

n−2 g3
n−2






−1 −2 3

−1 4 −1

5 0 −1


 .

³eklindedir. Matris çarp�m�ndan l3n = 3g1
n − g2

n − g3
n elde edilir. k = 3 ve her n ∈ Z için

g1
n = g3

n+1 ve g2
n = g1

n−1 + g3
n−1 = g3

n + g3
n−1 e³itlikleri sa§lan�r. Bu e³itlikler kullan�larak

l3n = 3g3
n+1 − 2g3

n − g3
n−1

e³itli§i elde edilir.

Teorem 4.2.10. k ≥ 2 ve n ≥ 0 için lkn ve gk
n s�ras�yla Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas

ve Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin k-�nc� dizileri olmak üzere

lkn = kgk
n+1 − (k − 1)gk

n − · · · − gk
n−k+2 = kgk

n+1 −
k∑

j=2

(k − j + 1)gk
n+2−j (4.2.3)

e³itli§i sa§lan�r.
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�spat: Tümevar�mmetodu kullanarak e³itli§in sa§land�§�n� ispatlayal�m. Genelle³tirilmi³
k-Basamak Lucas ve Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin tan�m�ndan k ≥ 2 ile birlikte her
k ∈ Z+ için lk0 = k, gk

−k+2 = . . . = gk
0 = 0 ve gk

1 = 1 dir. Bu de§erler kullan�larak n = 0

için 4.2.3 e³itli§i

lk0 = kgk
1 − (k − 1)gk

0 − · · · − gk
−k+2 = k.1 + 0 = k

³eklinde elde edilir. �imdi e³itli§in n-ye e³it ve n-den küçük tüm do§al say�lar için
sa§land�§�n� varsayarak e³itli§in n + 1 için de sa§land�§�n� gösterelim. n için

lkn = kgk
n+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+2−j

e³itli§inin do§rulu§unu kabul edelim. Tan�m 4.2.3 den

lin =
k∑

j=1

lin−j

e³itli§i sa§lanmaktad�r. Burada i = k olarak al�n�rsa

lkn+1 = lkn + lkn−1 + lkn−2 + · · ·+ lkn−k+1

e³itli§inin sa§land�§� görülür. Ayr�ca n ve n-den küçük do§al say�lar için 4.2.3 e³itli§inin
sa§land�g�n� kabul etti§imizden

lkn+1 = lkn + lkn−1 + lkn−2 + · · ·+ lkn−k+1

= (kgk
n+1 − (k − 1)gk

n − · · · − gk
n−k+2) +

(kgk
n − (k − 1)gk

n−1 − · · · − gk
n−k+1) +

. . . + (kgk
n−k+2 − (k − 1)gk

n−k+1 − · · · − gk
n−2k+3)

= kgk
n+2 − (k − 1)gk

n+1 − · · · − gk
n−k+3

= kgk
n+2 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+3−j

e³itli§i elde edilir. Böylece 4.2.3 e³itli§i, n + 1 içinde sa§lan�r ve ispat tamamlan�r.
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Teorem 4.2.10, fn k-basamak Fibonacci say�lar� 3.9.1 ve ln k-basamak Lucas say�lar�
4.1.1 olmak üzere

gk
n = fn+k−2 ve lkn = ln

e³itlikleri kullan�larak

ln = kfn+k−1 −
k∑

j=2

(k − j + 1)fn+k−j (4.2.4)

³eklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.2.11. k ≥ 2 ve n ≥ 0, için

Gk,n(t) = kFk,n(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n+1−j(t) (4.2.5)

d�r. BuradaFk,n(t)veGk,n(t) s�ras�ylaGenelle³tirilmi³ Fibonacci veLucas Polinomlar�d�r.

�spat: Tümevar�mmetodu kullanarak e³itli§in sa§land�§�n� ispatlayal�m. Genelle³tirilmi³
Lucas ve Fibonacci Polinomlar� tan�m�ndan k ≥ 2 ile birlikte her k ∈ Z+ içinGk,0(t) = k,

Fk,−k+1(t) = . . . = Fk,−1(t) = 0 ve Fk,0(t) = 1 dir. Bu de§erler kullan�larak n = 0 için
4.2.5 e³itli§i

Gk,0(t) = kFk,0(t)− (k − 1)Fk,−1(t)− · · · − Fk,−k+1(t) = k.1 + 0 = k

³eklinde elde edilir. �imdi e³itli§in n ye e³it ve n den küçük tüm do§al say�lar için
sa§land�§�n� varsayarak e³itli§in n + 1 içinde sa§land�§�n� gösterelim. n için

Gk,n(t) = kFk,n(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n+1−j(t)

e³itli§i sa§lanmaktad�r. Tan�m 3.11.4 den

Gk,n(t) =
k∑

i=1

tiGk,n−i(t)
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e³itli§i sa§lanmaktad�r. Bu e³itli§i açarsak;

Gk,n+1(t) = t1Gk,n(t) + t2Gk,n−1(t) + t3Gk,n−2(t) + · · ·+ tkGk,n−k+1(t)

e³itli§inin sa§land�§�n� görürüz. Ayr�can ven den küçük do§al say�lar için 4.2.5 e³itli§inin
sa§land�§�n� kabul etmi³tik. Bu kabulu kullanarak

Gk,n+1(t) = t1Gk,n(t) + t2Gk,n−1(t) + t3Gk,n−2(t) + · · ·+ tkGk,n−k+1(t)

= t1(kFk,n(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n+1−j(t)) +

t2(kFk,n−1(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n−j(t)) +

. . . + tk(kFk,n−k+1(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n−k+2−j(t))

= kFk,n+1(t)− (k − 1)Fk,n(t)− · · · − Fk,n−k+2(t)

= kFk,n+1(t)−
k∑

j=2

(k − j + 1)tj−1Fk,n+2−j(t)

e³itli§i elde edilir. Böylece e³itlik 4.2.5 n + 1 içinde sa§lan�r ve ispat tamamlan�r.

Örnek 4.2.12. Yukar�da ispatlad�§�m�z teoreme k = 4 için örnek verelim; k = 4 için
Genelle³tirilmi³ Fibonacci Polinomu,

F4,0 = 1

F4,1 = t1

F4,2 = t21 + t2

F4,3 = t31 + 2t1t2 + t3

F4,4 = t41 + 2t1t3 + t22 + 3t21t2 + 4t4
...
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ve k = 4 için Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomu

G4,0 = 4

G4,1 = t1

G4,2 = t21 + 2t2

G4,3 = t31 + 3t1t2 + 3t3

G4,4 = t41 + 4t1t3 + 2t22 + 4t21t2 + 4t4
...

³eklindedir. Yukarda verdi§imiz de§erleri kullanarak verilen genelle³tirilmi³ Fibonacci
Polinomlar�ndan Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomunu n = 4 için elde edelim.

G4,4 = kF4,4(t)−
4∑

j=2

(4− j + 1)tj−1F4,4+1−j(t)

= kF4,4(t)− 3t1F4,3(t)− 2t2F4,2(t)− t3F4,1(t)

= 4(t41 + 2t1t3 + t22 + 3t21t2 + 4t4)− 3t1(t
3
1 + 2t1t2 + t3)

−2t2(t
2
1 + t2)− t3t1

= t41 + 4t1t3 + 2t22 + 4t21t2 + 4t4

elde edilir.

Teorem 4.2.13. k ≥ 2 ve n ≥ 1 için lkn ve gk
n s�ras�yla Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas

ve Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin k-�nc� dizileri olmak üzere

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j (4.2.6)

dir.

�spat: Tümevar�m kullanarak e³itli§in do§ru oldu§unu ispatlayal�m. Genelle³tirilmi³

k-Basamak Lucas ve Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin tan�m�ndan k ≥ 2 ile birlikte her
k ∈ Z+ için lk0 = k, gk

−k+2 = . . . = gk
0 = 0 ve gk

1−k = 1 dir. Bu de§erler kullan�larak
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n = 0 için 4.2.6 e³itli§i

lk0 = kgk
1−k + (k − 1)gk

2−k + · · ·+ gk
0 = k.gk

1−k + 0 = k

³eklinde olur. Buradan n = 0 için 4.2.6 e³itli§inin sa§land�§� gösterilmi³ olur. �imdi
e³itli§in n ye e³it ve n den küçük tüm do§al say�lar için sa§land�§�n� varsayarak e³itli§in
n + 1 içinde sa§land�§�n� gösterelim. Kabulden n için

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j

e³itli§i sa§lanmaktad�r. Tan�m 4.2.3 den

lin =
k∑

j=1

lin−j

e³itli§i sa§lanmaktad�r. Burada i = k al�rsak

lkn+1 = lkn + lkn−1 + lkn−2 + · · ·+ lkn−k+1

e³itli§inin sa§land�§�n� görürüz. Ayr�can ven den küçük do§al say�lar için 4.2.6 e³itli§inin
sa§land�§�n� kabul etmi³tik. Bu kabulu kullanarak

lkn+1 = lkn + lkn−1 + lkn−2 + · · ·+ lkn−k+1

=
k∑

j=1

jgk
n+1−j +

k∑
j=1

jgk
n−j + . . . +

k∑
j=1

jgk
n−k+2−j

= gk
n + 2gk

n−1 + · · ·+ kgk
n+1−k +

gk
n−1 + 2gk

n−2 + · · ·+ kgk
n−k +

· · ·+
gk

n−k+1 + 2gk
n−k + · · ·+ kgk

n−2k+2

= gk
n+1 + 2gk

n + · · ·+ kgk
n+2−k

=
k∑

j=1

jgk
n+2−j
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elde edilir. Elde edilen son e³itlik 4.2.6 e³itli§inin n + 1 için de sa§land�§�n� gösterir.
Böylece her n ≥ 0 için

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j

e³itli§inin sa§land�§� gösterilmi³ olur.

Ayr�ca yukardaki teoremden faydalanarak fn, k-basamak Fibonacci say�lar� 3.9.1 ve ln,
k-basamak Lucas say�lar� 4.1.1 olmak üzere

gk
n = fn+k−2 ve lkn = ln

e³itliklerini kullan�rsak

ln =
k∑

j=1

kfn+k−j−1 (4.2.7)

e³itli§i elde edilir.

Yukar�da ispatlar�n� verdi§imiz 4.2.3 ve 4.2.6 e³itlikleri ve bunlardan yararlan�larak
gösterilen 4.2.4 ve 4.2.7 e³itlikleri çok önemli e³itliklerdir. Bu e³itlikler Genelle³tirilmi³
k-Basamak Lucas ve Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin k-�nc� dizileri aras�ndaki ili³kiyi
vermektedir. Litaratürde, giri³ bölümünde baz�lar�ndan bahsetti§imiz Genelle³tirilmi³
k-basamak Fibonacci say�lar� ile ilgili bir çok uygulama bulunmaktad�r. Bulunan bu
ili³kiler sayesinde Genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar� için verilen hemen
hemen tüm özellikleri Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�na uygulamak mümkün
olacakt�r.

Teorem 4.2.14. k ≥ 2 ve n ≥ (2− k) için l1n ve lkn s�ras�yla Genelle³tirilmi³ k-Basamak
Lucas Say�lar�n�n k Dizisinin 1-inci ve k-inci dizileri olmak üzere

l1n = lkn−1

e³ittli§i sa§lan�r.
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�spat: Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�
incelendi§inde 1-inci dizi için ba³lang�ç ko³ullar�

l11−k = 2k − 1, l12−k = −1, . . . , l10 = −1

ve k-inci dizi için ba³lang�ç ko³ullar�

lk1−k = −1, lk2−k = −1, . . . , lk−1 = −1, lk0 = k

³eklindedir. �imdi 


lin+1

lin

lin−1

...
lin−k+2




= A




lin

lin−1

lin−2

...
lin−k+1




e³itli§ini




l12−k

l13−k

l14−k

...
l11




= A




l11−k

l12−k

l13−k

...
l10




= A




2k − 1

−1

−1
...
−1




=




−1

−1

−1
...
k




=




lk1−k

lk2−k

lk3−k

...
lk0




³eklinde ifade edelim. Burada indisi 1 art�rd�§�m�zda ba³lang�ç ko³ullar� ayn� olur. Yan�
ba³lang�ç ko³ulunu−1,−1, . . . ,−1, k olarak ald�§�m�zda dizilerin terimleri ayn� olur. Bu
ba³lang�ç ko³ullar�n� e³itlemek için indisimizi 1 tane kayd�rd�§�m�z için l1n = lkn−1 e³itli§i
elde edilir.

BuradaGenelle³tirilmi³ k-BasamakLucas Say�lar�n�n kDizisinin ilk dizisinin terimlerinin
k-�nc� dizi cinsinden yaz�labilece§i gösterildi.

Teorem 4.2.15. k ≥ 2, n ≥ i−k+2 ve 1 ≤ i ≤ k−1 için lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak
Lucas Say�lar�n�n k Dizisi'nin i-inci dizisi olmak üzere

li+1
n = lin + lkn−i−1
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dir.

�spat: �spat� yapmak için li+1
n − lin = tn dizisini elde edip tn = lkn−i−1 oldu§unu

gösterelim. �lk önce k ≥ 2, n ≥ i − k + 2 ve 1 ≤ i ≤ k için tn dizisinin ba³lang�ç
ko³ulunu elde edelim; Ba³alang�ç ko³ulumuz n = i − k + 2 ile ba³lamal�d�r. Çünkü
n− i− 1 ≥ 1− k olmak zorundad�r. i− k + 2 ≤ n ≤ i + 1 için lin, li+1

n ve bunlar�n fark
dizisi olan tn dizisinin ba³lang�ç ko³ullar�;

li+1
n lin tn

i− k + 2 −(i + 1) −i −1

i− k + 3 −(i + 1) −i −1
... ... ... ...
0 −(i + 1) −i −1

1 k − i k − i + 1 −1
... ... ... ...
n k − i + 2n − 2 k − i + 2n − 1 −1
... ... ... ...

i + 1 k − i + 2n − 2 −i + 2n − 2 k

³eklinde olur. lin ve li+1
n dizilerinin terimleri kendilerinden önce gelen k tane terimin

toplam� oldu§undan li+1
n − lin = tn dizisinin terimleride kendisinden önce gelen k tane

terimin toplanmas�yla elde edilir. Burada dikkat edilirse tn dizisi için elde etti§imiz
ba³lang�ç ko³ulu indis kaymas�yla lkn dizisinin ba³lang�ç ko³uluyla ayn�d�r. Bu indis
kaymas� hesapland�§�nda

tn = lkn−i−1

elde edilir. Böylece

li+1
n − lin = tn = lkn−i−1 ve buradan li+1

n = lin + lkn−i−1

elde edilir.

A³ag�da verece§imiz LemmadaGenelle³tirilmi³ k-BasamakLucas Say�lar�n�n kDizisinin
herhangi dizisinin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi'nin k-�nc� dizisi
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cinsinden yaz�labilece§i gösterilecektir. Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n
k Dizisi'nin di§er bütün dizilerinin k-�nc� dizi cinsinden yaz�labilmesi çok önemlidir.
k-�nc� dizinin genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say� dizisi ln ile ayn� say� dizisi oldu§unu
söylemi³tik. Genelle³tirilmi³ k -basamak Lucas say� dizi'sinin özelliklerini elde etmek
çok daha kolay olacakt�r çünkü yukar�da elde etti§imiz 4.2.3 ve 4.2.6 e³itlikleri sayesinde
genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say� dizisi ln ile genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci
Say�lar� aras�nda önemli e³itlikler elde edilmi³tir. Bu sebeple uygulamada a³a§�daki
Teorem bize büyük kolayl�k sa§lamaktad�r.

Teorem 4.2.16. lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi olmak üzere
k ≥ 2 için

lin =





lkn−1, i = 1
i∑

m=1

lkn−m, 1 < i < k

lkn, i = k

dir.

�spat: l1n = lkn−1 oldu§unu Teorem 4.2.14 de göstermi³tik. Yukardaki Teoremde ise
li+1
n = lin + lkn−i−1 oldu§unu gösterdik. Bu e³itli§i kullanarak;

li+1
n − lin = lkn−i−1

li+2
n − li+1

n = lkn−i−2

...

lk−1
n − lk−2

n = lkn−k−1

lkn − lk−1
n = lkn−k

yaz�labilir. Bu e³itlikleri taraf tarafa toplarsak

lkn − lin = lkn−k + lkn−k−1 + · · ·+ lkn−i−2 + lkn−i−1
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elde edilir. Burada elde etti§imiz e³itlikte lkn =
k∑

j=1

lkn−j y� yerine yazarsak

lin = lkn − (lkn−k + lkn−k−1 + · · ·+ lkn−i−2 + lkn−i−1)

= lkn−1 + lkn−2 + · · ·+ lkn−k+1 − (lkn−k + lkn−k−1 + · · ·+ lkn−i−2 + lkn−i−1)

= lkn−1 + lkn−2 + · · · lkn−i

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem4.2.17. lin Genelle³tirilmi³k-BasamakLucas Say�lar�n�nkDizisini, gi
n Genelle³tiril

mi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisi çinsinden a³a§�daki gibi yazabiliriz.

k ≥ 3 ve 1 ≤ i ≤ k için

lin =
k+i−1∑
j=1

djg
k
n−j

dir. Burada 1 ≤ i ≤ k, n ≥ 0 ve sabit katsay�lar

dj =





j(j+1)
2

e§er 1 ≤ j ≤ i
j(j+1)

2
− (j−i)(j−i+1)

2
e§er i + 1 ≤ j ≤ k − 1

k(k+1)
2

− (j−i)(j−i+1)
2

e§er k ≤ j ≤ k + i− 1

³eklindedir.

�spat: Teorem 4.2.16 dan

lin =





lkn−1, i = 1
i∑

m=1

lkn−m, 1 < i < k

lkn, i = k

oldu§unu biliyoruz. �spat i = 1 ve i = k için a³�kard�r. Biz 1 < i < k oldu§u durumu
inceleyelim. 1 < i < k için

lin =
i∑

m=1

lkn−m

dir. Teorem 4.2.13 den

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j
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oldu§unu biliyoruz. Bu e³itli§i bir önceki e³itlikte yerine yazarsak;

lin =
i∑

m=1

(
k∑

j=1

jgk
n−m+1−j)

elde edilir. Bu e³itlikteki toplamlar� aç�l�sak;

lkn−1 = gk
n−1 + 2gk

n−2 + 3gk
n−3 + · · ·+ kgk

n−k

lkn−2 = gk
n−2 + 2gk

n−3 + 3gk
n−4 + · · ·+ kgk

n−k−1

lkn−3 = gk
n−3 + 2gk

n−4 + 3gk
n−5 + · · ·+ kgk

n−k−2

lkn−4 = gk
n−4 + 2gk

n−5 + 3gk
n−6 + · · ·+ kgk

n−k−3

...

lkn−i = gk
n−i + 2gk

n−i−1 + 3gk
n−n−i−2 + · · ·+ kgk

n−k−i+1

oldu§u görürüz. E³itliklerini taraf tarafa toplarken dikkat edersek gk
n−j lerin katsay�lar�n�n

1, 2, 3, . . . , k veya k > t olmak üzere 1, 2, 3, . . . , t veya p > 1 olmak üzere p, p+1, . . . , k

³eklinde oldu§unu görürüz. Burada gerekli düzenlemeler yap�l�rsa;

dj =





j(j+1)
2

e§er 1 ≤ j ≤ i
j(j+1)

2
− (j−i)(j−i+1)

2
e§er i + 1 ≤ j ≤ k − 1

k(k+1)
2

− (j−i)(j−i+1)
2

e§er k ≤ j ≤ k + i− 1

elde edilirki buda ispat� tamamlar.

Örnek 4.2.18. Üste ispatlad�§�m�z teoremi kullanarak k = 5, n = 8 ve i = 4 için lin yi
hesaplayal�m.

l48 =
5+4−1∑

j=1

djg
k
8−j = d1g

k
7 + d2g

k
6 + d3g

k
5 + d4g

k
4 + d5g

k
3 + d6g

k
2 + d7g

k
1 + d8g

k
0

dir. 3.9.2 den

g5
7 = 31, g5

6 = 16, g5
5 = 8, g5

4 = 4, g5
3 = 2, g5

2 = 1, g5
1 = 1, g5

0 = 0
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olarak elde edilir. Teoremin ifadesinde verilen

dj =





j(j+1)
2

e§er 1 ≤ j ≤ i
j(j+1)

2
− (j−i)(j−i+1)

2
e§er i + 1 ≤ j ≤ k − 1

k(k+1)
2

− (j−i)(j−i+1)
2

e§er k ≤ j ≤ k + i− 1

e³itli§ini kullan�rsak;

d1 = 1, d2 = 3, d3 = 6, d4 = 10, d5 = 14, d6 = 12, d7 = 9, d8 = 5

olarak elde ederiz. Bunlar� kullanarak;

l48 = 31 + 3.16 + 6.8 + 10.4 + 14.2 + 12 + 9 + 9.0 = 216

olarak bulunur.

Teorem 4.2.19. lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi ve gk
n Genelle³

tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisi'nin k-inci dizisi olmak üzere k ≥ 2

için,

lin =





kgk
n −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+1−j, i = 1

i∑
m=1

kgk
n−m+1 −

i∑
m=1

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n−m−j+2, 1 < i < k

kgk
n+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+2−j, i = k

dir.

�spat: Teorem 4.2.10 dan

lkn = kgk
n+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+2−j

ve Teorem 4.2.16 dan

lin =





lkn−1, i = 1
i∑

m=1

lkn−m, 1 < i < k

lkn, i = k
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e³itliklerinin sa§land�§�n� biliyoruz. i = 1 için l1n = lkn−1 oldu§undan

lkn = kgk
n+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+2−jl

1
n−1 = kgk

n −
k∑

j=2

(k − j + 1)gk
n+1−j

elde edilir. 1 < i < k için

lin =
i∑

m=1

lkn−m =
i∑

m=1

(kgk
n−m+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n−m+2−j)

=
i∑

m=1

kgk
n−m+1 −

i∑
m=1

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n−m−j+2

elde edilir. Elde edilen bu e³itlikler birle³tirilirse

lin =





kgk
n −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+1−j, i = 1

i∑
m=1

kgk
n−m+1 −

i∑
m=1

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n−m−j+2, 1 < i < k

kgk
n+1 −

k∑
j=2

(k − j + 1)gk
n+2−j, i = k

e³itli§i elde edilir.

Örnek 4.2.20. Örnek 4.2.18 de elde etti§imiz e³itli§i Teorem 4.2.19 u kullanarak tekrar
elde edelim. Yani k = 5, n = 8 ve i = 4 için lin yi hesaplayal�m.

l48 =
4∑

m=1

5g5
8−m+1 −

4∑
m=1

5∑
j=2

(5− j + 1)g5
8−m−j+2

= 5(g5
8 + g5

7 + g5
6 + g5

5)−
4∑

m=1

(4g5
8−m + 3g5

7−m + 2g5
6−m + g5

5−m)

= 5(61 + 31 + 16 + 8)− (4g5
7 + 3g5

6 + 2g5
5 + g5

4)

−(4g5
6 + 3g5

5 + 2g5
4 + g5

3)− (4g5
5 + 3g5

4 + 2g5
3 + g5

2)

−(4g5
4 + 3g5

3 + 2g5
2 + g5

1)

= 580− (4.31 + 3.16 + 2.8 + 4)− (4.16 + 3.8 + 2.4 + 2)

−(4.8 + 3.4 + 2.2 + 1)− (4.4 + 3.2 + 2.1 + 1)

= 580− 192− 98− 49− 25 = 216
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elde edilir.

Teorem 4.2.21. lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi ve gk
n

Genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisinin k-inci dizisi
olmak üzere k ≥ 2 için,

lin =





k∑
j=1

jgk
n−j, i = 1

i∑
m=1

k∑
j=1

jgk
n−m−j+1, 1 < i < k

k∑
j=1

jgk
n+1−j, i = k

dir.

�spat: Teorem 4.2.12 den

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j

ve Teorem 4.2.16 dan

lin =





lkn−1, i = 1
i∑

m=1

lkn−m, 1 < i < k

lkn, i = k

e³itliklerinin var oldu§unu biliyoruz.

i = 1 için l1n = lkn−1

oldu§undan

lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j ⇔ l1n =

k∑
j=1

jgk
n−j

elde edilir.

1 < i < k için lin =
i∑

m=1

lkn−m

oldu§undan

lin =
i∑

m=1

lkn−m =
i∑

m=1

k∑
j=1

jgk
n−m+1−j
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elde edilir. i = k için lkn =
k∑

j=1

jgk
n+1−j oldu§u yukarda elde edilen e³itliklerden

lin =





k∑
j=1

jgk
n−j, i = 1

i∑
m=1

k∑
j=1

jgk
n−m−j+1, 1 < i < k

k∑
j=1

jgk
n+1−j, i = k

elde edilir.

Örnek 4.2.22. Üsteki teoremi kullanarak k = 4, n = 4 ve i = 3 için lin yi elde edelim;
g4
0 = 0, g4

1 = g4
2 = 1 ve g4

3 = 2 oldu§undan,

l34 =
3∑

m=1

4∑
j=1

j.g4
4−m−j+1 =

3∑
m=1

(g4
4−m + 2g4

3−m + 3g4
2−m + 4g4

1−m)

= g4
3 + 2g4

2 + 3g4
1 + 4g4

0 + g4
2 + 2g4

1 + g4
1 = 11

elde edilir.

Teorem 4.2.23. lkn ve gk
n s�ras�yla Genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas and Fibonacci

say�lar�n�n k dizisi olmak üzere, m,n ∈ Z ve 1 ≤ i ≤ k − 1 için,

lin+m =
i∑

j=1

(lkm−j

j∑
s=1

gs
n) +

k∑
j=i+1

(lkm−j

j∑
s=j−i+1

gs
n) +

k+i−1∑

j=k+1

(lkm−j

k∑
s=j−i+1

gs
n).

dir.

�spat: L∼n = GnL∼0 oldu§unu Teorem 4.2.8 den biliyoruz. Bunu kullanarak,

L∼n+m = Gn+mL∼0 = An+mL∼0 = AnAmL∼0 = AnL∼m = GnL
∼
m yazabiliriz. Bu matris
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çarp�m�ndan ve Teorem 4.2.16 dan;

lin+m = g1
nl

i
m + · · ·+ gk

nl
i
m−k+1

= g1
n(lkm−1 + · · ·+ lkm−i) + · · ·+ gk

n(lkm−k + · · ·+ lkm−k−i−1)

= lkm−1g
1
n + lkm−2(g

1
n + g2

n) + · · · lkm−i(g
1
n + g2

n + · · ·+ gi
n) +

lkm−i−1(g
2
n + g3

n + · · ·+ gi+1
n ) + · · ·+ lkm−k(g

k−i+1
n + · · ·+ gk

n) +

lkm−k−1(g
k−i+2
n + · · ·+ gk

n) + · · ·+ lkm−k−i−1g
k
n

=
i∑

j=1

(lkm−j

j∑
t=1

gt
n) +

k∑
j=i+1

(lkm−j

j∑
t=j−i+1

gt
n) +

k+i−1∑

j=k+1

(lkm−j

k∑
t=j−i+1

gt
n).

elde edilir. Böylece ispat tamamlan�r.

Örnek 4.2.24. Üstteki teoremi kullanarak lin+m yi k = 5, i = 3, n = 3 ve m = 4 için
elde edelim;

l33+4 = l37 =
3∑

j=1

(l54−j

j∑
t=1

gt
3) +

5∑
j=4

(l54−j

j∑
t=j−2

gt
n) +

7∑
j=6

(l54−j

5∑
t=j−2

gt
n)

= l53g
1
3 + l52(g

1
3 + g2

3) + l51(g
1
3 + g2

3 + g3
3) + l50(g

2
3 + g3

3 + g4
3)

+l5−1(g
3
3 + g4

3 + g5
3) + l5−2(g

4
3 + g5

3) + l5−3g
5
3

= 28 + 24 + 12 + 55− 9− 5− 2 = 103

olarak elde edilir.

Teorem 4.2.25. lkn Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisinin k-inci dizisi
olmak üzere 1 ≤ n ≤ k için

lkn = 2n − 1

dir.

�spat: �spat�P (n)=
{
1 ≤ n ≤ k için lkn = 2n − 1

}
önermesininn üzerinden tümevar�mla

ispat�n� yaparak yapal�m. P (1) için lk1 = 1 e³itli§i sa§lan�r. n'den küçük tüm m do§al
say�lar� için lkm = 2m − 1 e³itli§inin sa§land�§�n� kabul edelim. Bu kabulü

lkn = lkn−1 + lkn−2 + . . . + lkn−k = lkn−1 + lkn−2 + . . . + lk0
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e³itli§inde kullan�rsak

lkn = lkn−1 + lkn−2 + . . . + lk0

= (2n−1 − 1) + (2n−2 − 1) + . . . + (21 − 1) + k

= 2n−1 + 2n−2 + . . . + 21 + (−k + 1) + k

= 2n−1 + 2n−2 + . . . + 21 + 1

= (2− 1)(2n−1 + 2n−2 + . . . + 21 + 20)

= 2n − 1

e³itli§inden önermenin n içinde do§ru oldu§u gösterilir. Böylece ispat tamamlan�r.

Sonuç 4.2.26. lk−1
n Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi'nin k− 1-inci

dizisi olmak üzere 1 ≤ n ≤ k − 1 için

lk−1
n = 2n

dir.

�spat: lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisi olmak üzere k ≥ 2 için

lin =





lkn−1 , i = 1
i∑

m=1

lkn−m ,1 < i < k

lkn , i = k

oldu§unu Teorem 4.2.16 dan biliyoruz. Burada i = k − 1 olarak al�rsak

lk−1
n =

k−1∑
m=1

lkn−m

olur. Üstteki teoremden 1 ≤ n ≤ k için

lkn = 2n − 1



51

oldu§unu kullanarak

lk−1
n =

k−1∑
m=1

lkn−m = lkn−1 + . . . + lkn−k+1

= 2n−1 − 1 + . . . + 2n−k+2 − 1 + k

= 2n−1 + . . . + 2n−k+2 − (k − 2) + k

= (2n−1 + . . . + 2n−k+2 + 1) + 1

= (2n − 1) + 1 = 2n

elde edilir.

Sonuç 4.2.27. lkn ve lk−1
n Genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n k Dizisinin k-�nc�

ve k − 1-inci dizileri olmak üzere 1 ≤ n ≤ k − 1 için

lkn + 1 = lk−1
n

d�r.

�spat: Teorem 3.2.16 den
lkn = 2n − 1

ve Sonuç 3.2.17 den
lk−1
n = 2n

oldu§undan
lkn + 1 = 2n − 1 + 1 = 2n = lk−1

n

elde edilir.
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4.3 Kombinasyon �le Gösterim

Teorem 4.3.28. gi
n Genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisi olmak

üzere, m,n ∈ Z+, için,

gi
n =





∑
a`n

( |a|
a1,...,ak

)
e§er i = 1

k−i+1∑
m=1

∑
a`(n−m)

( |a|
a1,...,ak

)
e§er 1 < i < k

∑
a`(n−1)

( |a|
a1,...,ak

)
e§er i = k

(4.3.1)

�spat:1 < i < k için gi
n =

k−i+1∑
m=1

gk
n−m+1 ve t1 = t2 = · · · = tk = 1 için Fk,n−1, gk

n ya

indirgenir. Böylece gi
n =

k−i+1∑
m=1

Fk,n−m dir. 3.11.1 e³itli§ini kullanarak

gi
n =

k−i+1∑
m=1

∑

a`(n−m)

( |a|
a1,...,ak

)

elde edilir. i = 1 ve i = k için gi
n, Fk,n = g1

n ve Fk,n = gk
n+1 oldu§undan bu durumlar

için ispat aç�kt�r.

Örnek 4.3.29. Üsteki teoremi kullanarak k = 5, i = 3 ve n = 6 için gi
n yi hesaplayal�m.

g3
6 =

3∑
m=1

∑

a`(6−m)

( |a|
a1,...,ak

)
=

∑

a`(5)

( |a|
a1,...,ak

)
+

∑

a`(4)

( |a|
a1,...,ak

)
+

∑

a`(3)

( |a|
a1,...,ak

)
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�imdi a ` 5, a ` 4 ve a ` 3 ag�rl�kl� toplamlar�n� hesaplayal�m. a ` 5 için,

a1+ 2a2+ 3a3+ 4a4+ 5a5 = 5

5 0 0 0 0 −→ 5!
5!

= 1

3 1 0 0 0 −→ 4!
3!

= 4

2 0 1 0 0 −→ 3!
2!

= 3

1 0 0 1 0 −→ 2!
1!

= 2

0 0 0 0 1 −→ 1!
1!

= 1

0 1 1 0 0 −→ 2!
1!

= 2

1 2 0 0 0 −→ 3!
2!

= 3

a ` 4 için,
a1+ 2a2+ 3a3+ 4a4+ 5a5 = 4

4 0 0 0 0 −→ 4!
4!

= 1

2 1 0 0 0 −→ 3!
2!

= 3

1 0 1 0 0 −→ 2!
1!

= 2

0 0 0 1 0 −→ 1!
1!

= 1

0 2 0 0 0 −→ 2!
2!

= 1

ve a ` 3 için,
a1+ 2a2+ 3a3+ 4a4+ 5a5 = 4

3 0 0 0 0 −→ 4!
4!

= 1

1 1 0 0 0 −→ 3!
2!

= 2

0 0 1 0 0 −→ 2!
1!

= 1

olarak elde edilir. Elde etti§imiz verileri yerlerine yazarsak;

g3
6 =

∑

a`(5)

( |a|
a1,...,ak

)
+

∑

a`(4)

( |a|
a1,...,ak

)
+

∑

a`(3)

( |a|
a1,...,ak

)
= 16 + 8 + 4 = 28

elde edilir.

Lemma 4.3.30. (K�l�ç, 2006) gi
n Gnelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k

Dizisi olmak üzere
gk

n =
∑

m`(n−1+k)

mk

|m| ×
( |m|

m1, . . . , mk

)
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d�r. Burada m = (m1,m2, . . . , mk), m1 + 2m2 + . . . + kmk = n − 1 + k. e³itli§ini
sa§layan negatif olmayan tam say�lard�r. Ayr�ca 0 ≤ i ≤ n− 1 için

gk
n−i =

∑

m`(n−i+k−1)

mk

|m| ×
( |m|

m1, . . . ,mk

)

dir.

Teorem 4.3.31. lin Genelle³tirilmi³ k-Basamak Fibonacci Say�lar�n�n k Dizisi olmak
üzere, m,n ∈ Z+, için

lin =





k∑
i=1

j
∑

m`(n−j+k−1)

mjk

|m| ×
( |m|

mj1,...,mjk

)
e§er i = 1

i∑
m=1

k∑
j=1

j
∑

t`(n−m−j+k)

tmjk

|t| ×
( |t|

tmj1,...,tmjk

)
e§er 1 < i < k

k∑
i=1

j
∑

m`(n−j+k)

mjk

|m| ×
( |m|

mj1,...,mjk

)
e§er i = k

burada t = (tmj1, . . . , tmjk) ve m = (mj1,mj2, . . . , mjk) d�r.

�spat: �spat üstteki lemma ve Teorem 4.2.13 kullan�larak tamamlan�r.

Bu teoremin ispat� Lemma ve Teorem 4.2.3 kullan�larak kolayca yap�lsa da terim çoklu§u
nedeniyle uygulamada zorluk ç�karabilir. Bunun için bu teoremi kullanarak a³a§�daki
örne§i vererek indis çoklu§unun hesaplamada engel te³kil etmedi§ini gösterelim.

Örnek 4.3.32. Üstteki teoremi kullanarak k = 4, i = 3 ve n = 5 için lin yi hesaplayal�m.
Bu örnekte görecegiz ki teoremin ifadesinde yer alan indisler sadece gösterim kolayl�§�d�r.
Yani j lerin vem lerin farkl� de§erler ald�§�n� göstermek içindir. Burada esas olan t nin k

ile indislenerek hesap yap�lmas�d�r. �imdi formülümüzü aç�k olarak yaz�p hesaplamam�z�
yapal�m;
l35 =

3∑
m=1

4∑
j=1

j
∑

t`(9−m−j)

tmj4

|t| ×
( |t|

tmj1,...,tmj4

)

=
4∑

j=1

j
∑

t`(8−j)

t1j4

|t| ×
( |t|

t1j4,...,t1j4

)
+

4∑
j=1

j
∑

t`(7−j)

t2j4

|t| ×
( |t|

t2j4,...,t2j4

)

+
4∑

j=1

j
∑

t`(6−j)

t3j4

|t| ×
( |t|

t3j4,...,t3j4

)
=

∑
t`(7)

t114
|t| ×

( |t|
t114,...,t114

)

+ 2
∑

t`(6)

t124
|t| ×

( |t|
t124,...,t124

)
+ 3

∑
t`(5)

t134
|t| ×

( |t|
t134,...,t134

)
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+ 4
∑

t`(4)

t144
|t| ×

( |t|
t144,...,t144

)
+

∑
t`(6)

t214
|t| ×

( |t|
t214,...,t214

)

+ 2
∑

t`(5)

t224
|t| ×

( |t|
t224,...,t224

)
+ 3

∑
t`(4)

t234
|t| ×

( |t|
t234,...,t234

)

+ 4
∑

t`(3)

t244
|t| ×

( |t|
t244,...,t244

)
+

∑
t`(5)

t314
|t| ×

( |t|
t314,...,t314

)

+ 2
∑

t`(4)

t324
|t| ×

( |t|
t324,...,t324

)
+ 3

∑
t`(3)

t334
|t| ×

( |t|
t334,...,t334

)

+ 4
∑

t`(2)

t344
|t| ×

( |t|
t344,...,t344

)

³eklinde olur. �imdi a§�rl�kl� toplamlardan elde edilen ve kombinatorik olarak bulunan
k�s�mlar� hesaplayal�m.Bu hesaplamada bizim için esas olan k = 4 için a§�rl�kl� toplam
oldu§undan t nin indislerini 1, 2, 3, 4 olarak almak yeterli olacakt�r. Formülde t4

|t| çarpan�
oldu§undan t4 = 0 için ti leri hesaplamak gereksizdir. Ayr�ca t ` 2 ve t ` 3 oldu§u
durumda t4 = 0 olaca§� için bunuda hesaplamaya gerek yoktur, yani sonuç t4 = 0

oldu§unda toplam s�f�ra e³it olacakt�r. Böylece karma³�k olan formül hesaplan�rken
bunlar göz önünde bulundurulursa hesaplama kolay olacakt�r. �imdi t ` 7, t ` 6, t ` 5,

t ` 4 için ag�rl�kl� toplamlar�n� hesaplayal�m. t ` 7 için,

t1+ 2t2+ 3t3+ 4t4 = 7 t4
|t| ×

( |t|
t1,...,t4

)

3 0 0 1 −→ 1
4
× 4!

3!
= 1

1 1 0 1 −→ 1
3
× 3!

1!
= 2

0 0 1 1 −→ 1
2
× 2!

1!
= 1

t ` 6 için,
t1+ 2t2+ 3t3+ 4t4 = 6 t4

|t| ×
( |t|

t1,...,t4

)

0 1 0 1 −→ 1
2
× 2!

1!
= 1

2 0 0 1 −→ 1
3
× 3!

2!
= 1

t ` 5 için,
t1+ 2t2+ 3t3+ 4t4 = 7 t4

|t| ×
( |t|

t1,...,t4

)

1 0 0 1 −→ 1
2
× 2!

1!
= 1

ve t ` 4 için,
t1+ 2t2+ 3t3+ 4t4 = 7 t4

|t| ×
( |t|

t1,...,t4

)

0 0 0 1 −→ 1
1
× 1!

1!
= 1

olarak elde edilir. Bunlar formülde yerlerine yaz�l�rsa;
l35 = 1.4 + 2.2 + 3.1 + 4.1 + 1.2 + 2.1 + 3.1 + 1.1 + 2.1 = 25 elde edilir.



5. GENELLE�T�R�LM�� k-BASAMAK PERR�N SAYILARI

5.1 Genelle³tirilmi³ Perrin Polinomu ve R∞ Matrisi

Bölüm4deLucas say�lar�n�n genelle³tirmeleri ve bu genelle³tirmelerin özellikleri anlat�ld�.
Bu bölümde Lucas say�lar�n�n genelle³timelerinin özel bir halini inceleyece§iz. Genelle³ti
rilmi³ Lucas Polinomu Gk,n(t) ve D∞ matrisinin t = (tk, tk−1, . . . , t1) olarak al�n�p bu
vektörünAveA−1 matrisi ile çarp�larak elde edildi§ini göstermi³tik. Burada kulland�§�m�z
t = (tk, tk−1, . . . , t1) vektörü yerine,

tp = (tk, tk−1, . . . , t2, 0)

vektörünü alarak Lucas say�lar�n�n genelle³tirmesinin özel bir halini elde edece§iz. �imdi
tp = (tk, tk−1, . . . , t2, 0) vektörü yard�m�yla elde edilen Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomu
Gk,n(t) nin özel bir hali olan ve Genelle³tirilmi³ Perrin Polinomu olarak adland�raca§�m�z
polinomu elde edelim.

MacHenry taraf�ndan kullan�lan companion matris A y�;

Ap =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

tk tk−1 tk−2 · · · t2 0




k×k

³eklinde alal�m. Core polinomu

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk
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nin katsay�lar vektörü olan (tk, tk−1, . . . , t1) vektörü yerine core polinomun türevi

Ṕ (x) = kxk−1 − t1(k − 1)xk−2 − · · · − tk−1

nin katsay�lar vektörü (−tk−1, . . . ,−t1(k − 1), k) al�n�p A ve A−1 matrisleri ile i³leme
tabi tutuldu§unda son sütunü Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu veren (D∞)∞×k

matrisi elde edilmi³ti.(MacHenry ve Wong, to appear). Biz ise MacHenry'nin yapt�§�na
benzer olarak core polinomun türevi

Ṕ (x) = kxk−1 − t1(k − 1)xk−2 − · · · − tk−1

nin katsay�lar vektörü (−tk−1, . . . ,−t1(k− 1), k) y� al�p t1 = 0 için yeniden düzenlersek

(−tk−1, . . . ,−(k − i)ti, . . . ,−(k − 2)t2, 0, k)

³eklindeki vektörü elde ederiz. (−tk−1, . . . ,−(k − i)ti, . . . ,−(k − 2)t2, 0, k) vektörü
al�n�p A∞ ve D∞ matrislerini elde ederken kulland�§�m�z metotla Ap ve A−1

p matrisi ile
sonsuz defa çarparsak R∞ matrisi olarak adland�rd�g�m�z matrisi elde ederiz. Bu matrise
k = 3 ve k = 4 için a³a§�daki örnekleri verebiliriz.

k = 3 için;

R∞ =




... ... ...
− t32

t23
+ 3 − t2

t3

t22
t3

− t22
t3

3 − t2
t3

−t2 0 3

3t3 2t2 0

0 3t3 2t2
... ... ...



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ve k = 4 için

R∞ =




... ... ... ...
−t3 −2t2 0 4

4t4 3t3 2t2 0

0 4t4 3t3 2t2

2t2t4 2t2t3 4t4 + 2t22 3t3

32t3t4 2t2t4 + 32t23 52t2t3 4t4 + 2t22
... ... ... ...




³eklinde olur. R∞ matrisleri incelenirse bu matrislerin son sütununun pozitif yönü
Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomu Gk,n(t) de t1 = 0 almakla elde edilen polinom oldu§u
görülür. Bu polinomu Genelle³tirilmi³ Perrin Polinomu olarak isimlendirelim ve Rk,n(t)

ile gösterelim. Rk,n(t) polinomunu aç�k olarak ifade edecek olursak;

Rk,0(t) = k

Rk,1(t) = 0

Rk,2(t) = 2t2

Rk,n(t) = Rk−1,n(t), 3 ≤ n ≤ k − 1

Rk,n(t) =
k∑

i=2

tiRk,n−i(t), n ≥ k

³eklinde tan�mlan�r. Rk,n(t) polinomunun ba³ka bir tan�m� a³a§�daki gibi verilebilir.

Tan�m 5.1.1. k ≥ 3 ³eklinde bir tamsay� ve

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

polinomu verilsin. t = (0, t2, . . . , tk) olmak üzere genelle³tirilmi³ Perrin polinomu
Rk,n(t) a³a§�daki gibi tan�mlan�r.
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Rk,0(t) = k

Rk,1(t) = 0

Rk,2(t) = 2t2

Rk,3(t) = t2Rk,1(t) + 3t3

Rk,4(t) = t2Rk,2(t) + t3Rk,1(t) + 4t4
...

Rk,k−1(t) = t2Rk,k−3(t) + · · ·+ tk−1Gk,1(t) + tkk

olmak üzere n ≥ k için,

Rk,n(t) =
k∑

i=2

tiRk,n−i(t).

³eklinde elde edilir.

5.2 Genelle³tirilmi³ k-Basamak Perrin Say�lar� ve Matris Gösterimi

BubölümdeRk,n(t) polinomunu veR∞matrisini kullanarakGenelle³tirilmi³ k−Basamak
Perrin Say�lar�n� elde edecegiz. Bunun için R∞ matrisini, tp = (tk, tk−1, . . . , t2, 0)

=(1, 1, . . . , 1, 0) olarak al�p k = 3 ve k = 4 için tekrar ifade edelim.

k = 3 için

R∞ =




... ... ...
2 −1 1

1 3 −1

−1 0 3

3 2 0

0 3 2
... ... ...



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ve k = 4 için

R∞ =




... ... ... ...
3 −3 −1 2

2 5 −1 −1

−1 1 4 −1

−1 −2 0 4

4 3 2 0

0 4 3 2
... ... ... ...




³eklindedir. Burada R∞ ve Rk,n(t) polinomunu kullanarak Genelle³tirilmi³ k−Basamak
Perrin Say�lar�n�n ba³lan§�ç ko³ullar�n� a³a§�daki gibi elde ederiz.

k = 3 için,
1,−1, 3

k = 4 için,
2,−1,−1, 4

k = 5 için,
3,−1,−1,−1, 5

...

ve bu örneklerdende anla³�laca§� üzere k için,

k − 2,−1,−1, . . . ,−1, k (Burada k − 2 tane − 1 var)

³eklinde olur. Ba³lan�ç ko³ullar�n�da elde ettikten sonra Genelle³tirilmi³ k−Basamak
Perrin Say�lar�n� tan�mlayal�m.
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Tan�m 5.2.2. k ≥ 3 için ba³lan§�ç ko³ullar� R1−k = k− 2, R2−k = −1, . . . , R−1 = −1,

R0 = k olmak üzere

Rn =
k∑

i=2

Rn−i

³eklinde tan�mlanan say� dizisine Genelle³tirilmi³ k−Basamak Perrin Say� Dizisi ad�
verilir.

k=3 için Rn say� dizisi

R−2 = 1, R−1 = −1, R0 = 3, R1 = 0, R2 = 2, R3 = 3, R4 = 2, R5 = 5, R6 = 5, ...

³eklindedir. Tan�mdanda görüldü§ü gibi k = 3 için Genelle³tirilmi³ k-Basamak Perrin
Say�lar� klasik Perrin say� dizisine e³ittir.

k=4 için Rn say� dizisi

R−3 = 2, R−2 = −1, R−1 = −1, R0 = 4, R1 = 0, R2 = 2, R3 = 3, R4 = 6, R5 = 5, ...

³eklinde elde edilir. Genelle³tirilmi³ k-Basamak Perrin Say�lar�n� matris metodu ile
göstermek için companion matrisi

Ap =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 0 1

tk tk−1 tk−2 · · · t2 0




k×k

olarak alal�m.
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Teorem 5.2.3. Ap, üstteki matris ve Rn Genelle³tirilmi³ k Basamak Perrin Say� dizisi
olmak üzere her n için, 



Rn−k+1

Rn−k+2

Rn−k+3

...
Rn




= An
p




k − 2

−1

−1
...
k




olur.

�spat: �spat� n üzerinden tümevar�mla Teorem 4.1.2 nin ispat�na benzer olarak kolayca
elde edilir.

Bu teoremin bir sonucu olan veRn yi matris çarp�mlar� sonucu elde eden a³a§�daki sonucu
verebiliriz.

Sonuç 5.2.4.

[
0 · · · 0 1

]
An

p




k − 2

−1
...
−1

k




= Rn

dir.



6. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu çal�³mada Lucas say�lar�n�n genelle³tirilmeleri ba³ka bir aç�dan ele al�nm�³ ve genelle³
tirilmi³ k-basamak Lucas say�lar� ve genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say�lar�n�n k

dizisinin tan�mlar� yap�lm�³t�r. Bu tan�mlamada ana esin kayna§� T. MacHenry taraf�ndan
verilen genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�d�r. Fibonacci dizisi için Er
taraf�ndan yap�lan k genelle³tirmeler Genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar� ile bire
bir örtü³mekte idi. Bu ili³ki fark edildikten sonra bu polinomlar� kullanarak Lucas
genelle³tirmesi yapman�n uygun olaca§� dü³üncesiyle yola ç�k�ld� ve Genelle³tirilmi³ k

basamak Lucas say�lar� elde edildi. Görüldü ki Lucas say�lar�n�n bu genelle³tirilmesi ve
Er taraf�ndan yap�lan Fibonacci genelle³tirmesi ve Miles taraf�ndan yap�lan Fibonacci
genelle³tirmesi aras�nda çok güçlü ili³kiler bulunmaktad�r. Bu bulgular yapt�§�m�z
bu genelle³tirmelerin uygun genelle³tirmeler oldu§unu yönündeki tezimizi güçlendirdi.
Lucas say�lar�n�n genelle³tirilmesi yap�l�p bu genelle³tirmenin Fibonacci say�lar�n�n genel
le³tirmesi ile ili³kileri elde edildikten sonra Lucas say�lar�n�n genelle³tirmesi yap�l�rken
ele al�nan Lucas polinomunda t1 = 0 al�narak Perrin say�lar�n�n genelle³tirilmesi elde
edildi. Dolay�s�yla Perrin say�lar�n�n ve onun genelle³tirmelerinin Fibonacci ve Lucas
say�lar�n�n genelle³tirmeleri ile olan ili³kisi elde edilmi³ oldu.

Bu ili³kilerden faydalanarak Genelle³tirilmi³ k basamak Lucas ve Perrin say�lar�n�n bir
çok özelli§i elde edilebilir. Bu özellikler önemlidir çünkü Genelle³tirilmi³ Fibonacci
say�lar�n�n bir çok özelli§i bilinmekte ve özellikler �zikten borsaya kadar bir çok alanda
kullan�lmaktad�r. Bunlar dü³ünülerek ve bizim elde etti§imiz özelliklerin yan� s�ra yeni
özellikler ve yeni ili³kiler elde edilerek birçok ara³t�rma yap�labilir. Örne§in tezde
kullan�lan yöntem kullan�larak Pell say�lar�n�n ve Pell say�lar�n�n genelle³tirmelerinin
özellikleri elde edilebilir. Yap�lacak olan tüm bu çal�³malarda dü§üm noktas� genelle³tiril
mi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar� olaca§� için bütün bu say� dizileri aras�nda benzer
ili³kiler elde edilebilir.
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