T.C.

GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI GENELLESTIRILMIS
k-BASAMAK SAYI DIiZILERININ
INCELENMESI

Adem SAHIN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Yrd. Dog¢. Dr. Kenan KAYGISIZ
2010
Her hakki sakhdir



T.C.
GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI GENELLESTIRILMIS k-BASAMAK SAYI DiZiLERININ
INCELENMESI

Adem SAHIN

TOKAT
2010

Her hakki sakhdir



Yrd. Dog. Dr. Kenan KAYGISIZ danismanliginda, Adem SAHIN tarafindan hazirlanan
bu c¢aligma 02/08/2010 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi/ey—¢eldusgn ile
Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Baskan: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU imza: &/

Uye: Dog. Dr. Esref ORUCOV

Uye: Yrd. Dog. Dr. Kenan KAYGISIZ

Yukaridaki sonucu onaylarim
(imza)

Enstitii Miidiirii
2%/08/2010




TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin baska
bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu iiniversite veya baska bir iiniversitedeki baska bir tez ¢alismas1
olarak sunulmadigini beyan ederim.
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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI GENELLESTIRILMIS k-BASAMAK SAYI DiZILERININ
INCELENMESI

Adem SAHIN

Gaziosmanpasa Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman : Yrd. Do¢. Dr. Kenan KAYGISIZ

Bu c¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilari {izerine yapilan genellemeler detayl olarak
anlatildi. Bu genellemelerin birbirleri arasindaki iligkiler elde edildi. T. MacHenry
tarafindan tanimlanan Fibonacci ve Lucas polinomlar1 kullanilarak k& Genellestirilmis
k-Basamak Lucas sayilari elde edildi. Daha sonra yine bu Fibonacci ve Lucas polinomlari
ve bunlara ek olarak T. MacHenry tarafindan tanimlanan ve terimleri Fibonacci ve Lucas
polinomlarindan elde edilen co x k boyutlu matrisler kullanilarak k& Genellestirilmis
k-Basamak Lucas sayilarinin k dizisi elde edildi. Bu dizilerin ilk olarak matris gosterimi
elde edildi ve matris gosterimi kullanilarak dizilerin kendi terimleri arasindaki iligkiler
elde edildi. Daha sonra bu dizilerin birbirleriyle olan iligkileri elde edildi. Son olarak %
genellestirilmis k£ basamak Lucas sayilari ve k£ genelletirilmis k£ basamak Lucas sayilarinin
k dizisi elde edilirken kullanilan Fibonacci ve Lucas polinomlari kullanilarak Genellestirilmig

k basamak Perrin sayilar1 elde edildi ve bu say1 dizisinin 6zellikleri incelendi.
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Anahtar Kkelimeler: Fibonacci Sayilari, Genellestirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilari,
Lucas Sayilari, Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilari, Genellestirilmis k-Basamak

Lucas Sayilarinin £ dizisi, Perrin Sayilari, Genellestirilmis £-Basamak Perrin Sayilari.



ABSTRACT

Undergreduate Thesis
Analysis of Some Generalized Order-k Number Sequences
Adem SAHIN
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Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Kenan KAYGISIZ

In this study, Generalization of Fibonacci and Lucas Numbers are explained in detail.
Relationship between these generalizations are obtain. % Generalized Order-£ Lucas
Numbers are obtained by using Fibonacci and Lucas Polynomial which are defined
by T. MacHenry. After this we obtain k& Sequences of k& Generalized Order-k Lucas
Numbers by using Fibonacci and Lucas Polynomial and also the co x k dimension
matrices whose components obtained from Fibonacci and Lucas Polynomials defined
by T. MacHenry. Firstly we obtain matrix representation of these sequences and using
this matrix representation we get interior properties of these sequences. After that the
relations between these sequences are obtained. And for the end part, the generalized
Order-k Perrin numbers are reached by using Fibonacci and Lucas polynomials which
were used in the process of obtaining the k sequence of k generalized Order-£ Lucas
numbers and k-generalized Order-k£ numbers. And also we studied the properties of this

sequence.
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1. GIRIS

Say1 dizileri amatoér matematikgilerin oldugu kadar profesyonel matematikgilerin de
ilgisini ¢ekmistir. Ozellikle Fibonacci Sayilart yillar boyunca birgok matematikginin
izerinde ¢alismalar yaptig1 bir konudur. Bu ¢aligmalar sonucu ¢ok daha sonra kullanilacak
olan cesitli tanimlamalar ve iligkiler ortaya ¢ikmigtir. Yapilan bu tanimlamalar ve
elde edilen iliskiler siirpriz bir sekilde amatdr ve geleneksel matematik i¢indeki bir¢ok

karmasik problemin cevabini vermistir.

Ayrica Fibonacci Sayilarinin sanatsal ¢calismalar ve doga bilimlerinde yapilan ¢alismalarda
sikca rastlanan altin oranla siki bir iligkisi oldugu tespit edilmistir. Altin Oran ¢ok eski
caglardan beri kullanilmasina ragmen bu say1 dizisi ile ilgili ¢aligmalar ilk olarak 1200
lii yillarda Leonardo Pisano tarafindan yapilmistir. Italyan matematik¢i olan Leonardo
Pisano, Fibonacci olarak bilinir ve bu say1 dizisi onun ismi ile anilir. Fibonacci uzun
stire Hint-Arap matematigini incelemis ve buradan derledigi bilgilerle kendi ¢aligmalarini

birlestirerek Liner Abaci isimli kitabin1 yazmastir.
Bahsi ilk olarak bu kitapta gecen bu say1 dizisi;

Fo=0,Fi=1ven>2icin F,, = F,,_1+ F,_»
seklinde tanimlanir ve Fibonacci dizisi olarak anilir. Bu say1 dizisinin ilk birkag terimi :

0,1,1,2,3,5,8,13,21,. .. seklindedir.

Bu dizinin en 6nemli 6zelliklerinden biri; F;,, n-inci Fibonacci sayisi olmak tizere

F, 1
1 _ Altin Oran = +—\/§”

7 l‘
im P 5

n—oo

ozelligidir. Ayrica bu say1 dizisinin bir¢ok uygulamasi giinlimiizde kullanilmaktadir.

Bunlardan bazilar yay(arc), fan yapimi, geri alma ¢izgileri ve zaman bolgeleridir.

Ayrica Dow Jones Industrial Endeksi iizerine ¢izilen Fibonacci zaman araliklari incelenirse

seviye, say1 dizisine yakin yerlerde 6nemli degisimler gostermektedir. Bir baska 6rnek



verecek olursak; kenar uzunluklar1 1 olan esit iki kareyi yan yana getirelim sonra bu
iki kareye bitisik olacak sekilde yeni bir kare ¢izelim, sonrada bunlara bitisik bagka bir
kare ¢izelim ve islemi bdyle devam ettirelim sonugta bu karelerin kenar uzunluklarini
incelersek bunlar bize Fibonacci Dizisini verecektir. Ayrica olusan dikdortgenin kenar
uzunluklarinin oranlari ise altin oran1 verecektir. Bunlarinda 6tesinde Fibonacci sayilarinin
oranindan elde edilen altin oran dogada bir¢ok canlida somut olarak goriilmektedir
ve bircok alanda uygulamalan vardir. Kabaca 6rnek verecek olursak; kolumuzun {ist
boliimiiniin alt boliimiine orani, ayn1 sekilde kolun tiimiiniin iist boliime oran1 altin orani
verir. Leonardo da Vinci hayranlikla izledigimiz bir¢ok eserinde bu orani kullanmistir.

Dogada ise cam kozalagindan, tiitiin yapragina altin orana ilging bir sekilde rastlanmaktadr.

Fizikteki kullanim alanlarindan birisi ise; verilen n tane direngten maksimum verim elde
etmek icin paralel bir baglama gerekir. Iste bu baglama sonucu elde edilen esdeger direng

Altin Orana esittir(Koshy, 2001).

Goriildiigii gibi Fibonacci sayilar1 ve onunla siki bir iliskisi olan Altin Oran yadsinamaz
bir sekilde birgok alanda kullanilmig ve kullanilmaya da devam edilmektedir. Bunu bilen
bir¢ok matematik¢i Fibonacci sayilar {lizerine derin arastirmalar yapmislardir. Ayrica
bu say1 dizisi ile iligkili olan Lucas Sayilari, Pell Sayilar1 ve bunlardan hareketle elde
edilen say1 dizileri {izerine genis arastirmalar yapmislardir. Bu sayilardan bir kisminin
genellestirilmis £-basamak say1 dizileri tanimlanmig ve bunlarin kendi iginde ve birbiriyle
olan iligkileri elde edilmistir. Bu say1 dizilerinin i¢inde Fibonacci sayilar1 kadar ilgi goren
diger say1 diziside Lucas say1 dizisidir. Lucas sayilari ismini Frangois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891) dan almistir. Francois Edouard Anatole Lucas, Fibonacci ve Lucas
sayilarinin Ozelliklerini incelemis ve bunlarin aralarindaki iligkiler iizerine calismalar
yapmistir. Lucas say1 diziside Fibonacci say1 dizisine benzer olarak asagidaki sekilde
tanimlanir;

LO = 2,L1 =1lven Z 21(;11’1 Ln = Ln—l +Ln_2.

Bu dizinin ilk birkag terimi 2, 1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, ... seklindedir.



Lucas say1 dizisinin de ardisik iki teriminin orant Altin Oran’a yaklagsmaktadir. Lucas ve

Fibonacci say1 dizileri arasinda

Lnfl + LnJrl

Ln:Fn—1+Fn+17Fn: 5

7F2n:FnLn

gibi bir cok 6zellik bulunmaktadir. Biz bu ¢alismamizda bahsedilen Lucas sayilarinin 6nce
k genellestirilmesini yapip buna genellestirilmis k£-basamak Lucas sayilar diyecegiz. Bu
genellestirmeden sonra genellestirilmis £-basamak Lucas sayilarinin £ dizisini tanimlaya
cagiz. Daha sonra matris gosterimi kullanilarak bu say1 dizilerinin kendi terimleri
arasindaki iligkiler elde edildi. Yine matris gosterimlerinden faydalanarak genellestirilmig
k-basamak Lucas sayilarinin £ dizisi ve genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin
k dizisi arasindaki iliskiler elde edildi. Lucas sayilarinin genellemesini elde ederken
kullandigimiz Fibonacci ve Lucas Polinomlarindan faydalanarak £ genellestirilmis &
basamak Perrin sayilarinin % dizisinin tanimlanabilecegini gosterecegiz. Bu ¢alismada
yukarda bahsi gecen konular arasindaki iligkiler elde edilerek Fibonacci, Lucas, Pell
ve Perrin say1 dizileri ve bunlardan elde edilen genellestirmeler arasindaki siki iligkiler

tanimlanacaktir.



2. LITERATUR OZETI

Terimleri arasinda rekiirans iliskisi bulunan say1 dizileri iizerine yapilan ¢aligmalar ilk
olarak 1200 li yillarda Leonardo Pisano tarafindan yapilmistir. Leonardo Pisano uzun
siire Hint-Arap matematigini incelemis ve buradan derledigi bilgilerle kendi ¢caligmalarini
birlestirerek Liner Abaci isimli kitabim1 yazmistir. Ilk defa bu kitapta bahsi gecen ve
yazarin ismi ile anilacak olan Fibonacci sayilarmi tanimlamistir. Fibonacci sayilari
matematikcilerin fazlasiyla ilgisini ¢ekmis ve bir cok matematik¢i Fibonacci sayilari
iizerine incelemeler yapmistir. Bu ¢alismalardan en 6nemlilerinden biri Frangois Edouard
Anatole Lucas (1842-1891) tarafindan yapilan ¢alismalardir. Lucas Fibonacci sayilarinin
ozelliklerini incelemis ve Fibonacci sayilari ile ¢ok siki iligkileri bulunan ve kendi adi1 ile
anilan Lucas sayilarini tanimlamistir. Fibonacci ve Lucas sayilarinin birbirleriyle olan
iliskilerini elde etmistir. Ayrica Edouard Anatole Lucas Perrin sayilarin1 da tanimlamis
fakat bu dizi daha sonra {izerinde yaptig1 calismalar nedeniyle R. Perrin(1899)’in adiyla
anilir. 20. yiizyilin ikinci yarisinda ¢calismalar hizlanmis ve bu say1 dizileri iizerine bir ¢ok
caligma yapilmigtir. Miles 1960 da Fibonacci sayilarinin k-basamak genellestirmelerinden
bahsedilmistir. Vorob’yev 1961 yilinda yazmis oldugu kitabinda Fibonacci sayilarinin
ozelliklerini genis bir sekilde incelemistir. Horadam 1961 ve 1967 yillarinda yazdigi
makalelerinde Fibonacci sayilarinin genellestirmelerini yapmistir.  Silva ve Hoggatt
tarafindan 1980 yazilan makalede Fibonacci sayilarimin yeni bir genellestirmesi yapilmaistir.
Silvester 1979 da matris 6zellikleri kullanarak Fibonacci sayilarmin 6zelliklerini elde
etmigtir. Kalman 1982 de genellestirilmis Fibonacci sayilarmin 6zelliklerini matris
metodu kullanarak elde etmistir. Daha sonra 1984 de yayinlanan Er tarafindan yazilan
makalede Genellestirilmis k-Basamak Fibonacci sayilarinin £ dizisinden bahsedilmis ve
bunlar iizerine ¢aligmalar yapmistir. Vajda 1989 da basilan Fibonacci and Lucas Numbers
and The Golden Section adli kitabinda negatif Fibonacci ve Lucas sayilarini tanimlamistir.
Ayrica Vajdakitabinda Tribonacci say1 dizisinin Miles tarafindan tanimlandigini yazmastir.
Karaduman(2004) genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayila rinin & dizileri ve matris
gosterimiyle ilgili bazi caligmalar yapmistir. Kilig(2006) da genellestirilmis k-basamak
Fibonacci sayilar1 i¢in Binet benzeri formiil elde etmis ve yine bu say1 dizisi i¢in bir
kombinasyonel gosterim elde etmistir. Bu konuya bagka bir agidan bakan MacHenry(2000)

de Fibonacci ve Lucas Polinomlar1 tanimlanmis ve bu polinomlarin bir ¢ok 6zelligini elde



etmistir. Son olarakta yine MacHenry tarafindan yazilan ve 2010 y1li itibariyle ulasilabilen
makalede Fibonacci ve Lucas polinomlari incelenmis ve bu polinomlarin birbirleriyle olan

iliskileri elde edilmistir.



3.GENEL BILGILER

3.1 Sayi Dizileri

Fibonacci sayilari, her n > 2 dogal sayisi icin baslangic kosullar1 £y = 0, F; = 1 olmak
uzere

F,=F,_1+F,

bagintist ile tamimlanir. Burada F),; n-inci Fibonacci sayist ve {F,} ise elemanlari

Fibonacci sayilarindan olusan Fibonacci dizisidir. Bu dizinin ilk 15 terimi sdyledir:

n 0123456 7 8 9 10 11 12 13 14
F, 01 1235 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Ayrica negatif indisli Fibonacci dizisi de F_,, = (—1)""'F,, formiilii ile tanimlanmistir

(Vajda, 1989).

Lucas sayilart ise her n > 2 dogal sayisi i¢in baglangi¢ kosullar1 Ly = 2, L; = 1 olmak

iizere,

Ln = Lnfl + Lnf2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada L,,; n-inci Lucas sayisi ve { L, } ise elemanlari

Lucas sayilarindan olusan Lucas dizisidir. Bu dizinin ilk 15 terimi soyledir:

n 01234 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
L, 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843

Ayrica negatif indisli Lucas dizisi de L_,, = (—1)"L,, formiilii ile tanimlanmustir(Vajda,

1989).

Basglangi¢ kosullar1 £y = 0, P, = 1 olmak iizere her n > 2 dogal sayist i¢in,

P,=2P, 1+ P,



seklinde tanimlanan bagint1 ile Pell sayilar1 elde edilir. Burada P,; n-inci Pell sayisi
ve {P,} ise elemanlar: Pell sayilarindan olusan Pell dizisidir. Bu dizinin ilk 14 terimi

sOyledir:

n 0123 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13
P, 01 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860 334615

Baslangi¢ kosullar1 Ry = 3, Ry = 0, Ry = 2 olmak iizere her n > 2 dogal sayisi i¢in,

Rn+1 = Rnfl + Rn72

seklinde tanimlanan baginti ile Perrin sayilar1 elde edilir. Burada R?,;; n-inci Perrin sayisi
ve { R, } ise elemanlar1 Perrin sayilarindan olusan Perrin dizisidir. Bu dizinin ilk 16 terimi

sOylledir:

n 01234567 8 9 10 11 12 13 14 15
R, 3023255710 12 17 22 29 39 51 68

3.2 Matris Metodu

Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin sayilarinin 6zelliklerini elde etmek i¢in bir ¢ok aragtirmaci
matris metodunu kullanmistir. Bu metot yardimiyla, elde edilen say1 dizisinin 6zellikleri
matris Ozellikleri kullanilarak daha kolay elde edilmektedir. Bu metodu ilk kullanan

arastirmact olan (Silvester, 1979) A; companion matrisini

11
A = (3.2.1)
10
olarak almis ve
1 F,
AP = | (3.2.2)



esitligini elde etmistir. Daha sonra

Fn+1 Fn
Fn anl

Ap =

oldugu gosterilmistir. Bu 6zellik kullanilarak
Al = A7+ A2
bagintisinin saglandigi, Fibonacci sayilari i¢in Simpson formiilii olarak bilinen
FopiFpy — F = (-1)"
esitligi matrisler yardimiyla elde edildigi ve m, n pozitif tam sayilar olmak tizere
AT = AT AT

esitliginin saglandigi yani A;’in matris ¢arpimi altinda degismeli oldugu gosterilmistir.
(Bong, 1999). Ayrica Bong benzer matris islemleri sonucu elde ettigi asagidaki esitlikleri

vermigstir:

r

AP = (A 4+ 1) = (”) Ay
r=0
AR T = AR A2+ AT+ AT

burada 7 birim matristir. Bong bu esitlikleri kullanilarak;

n

Fou=7 (Z)FrveFm = 1+ZOFZT=ZOFT

r=0

formiillerini elde etmistir.

Bu esitlikler matrisler kullanilarak Fibonacci sayilarinin 6zelliklerinin elde edilisini goster
en Oonemli esitliklerdir. Bu Ozelliklere benzer olarak farkli arastirmacilar Fibonacci

sayilarinin bircok 6zelligini elde etmistir. Fibonacci dizisinin ¢ok fazla 6zelligi bilindigi



icin diger say1 dizilerinin bu say1 dizisi ile olan iligkilerini elde etmek 6nemli bir calisma

alan1 olmustur. Bu 6zelliklerden bazilar sdyledir (Koshy, 2001);

1-Ln =1Ipa+ Fn—i—l (TL > ]-)

2.5, = F,L,

3Ln = LI'pny2 — Fn—Q

4.Ln 1+ Loy = 5F,

5Ly, = 5F22n + 2.

3.3 Urete¢ Fonksiyonu

Fibonacci ve Lucas sayilari igin iirete¢ fonksiyonu verelim. Urete¢ fonksiyonlar: sabit
katsayili lineer indirgeme dizileri ve bu diziler i¢in ¢esitli formiiller elde etmekte ¢ok

kullanighdir(Wilf, 2006). Fibonacci sayilart i¢in;
F(z) = Fiz + Fox® + Fya® + Fyr* + Fsa® + ...+ Fa™ + ...
olarak alalim. Bu durumda

(1—2—2*)F(z) = F(z)—2F(x) —2*F(z)
= F1$+F2$2+F3$3+F4$4+F5ZE5—I—.‘.
—F1ZL’2 — FQI‘S — F3fL’4 — F4ZE5 — F5J]6 — ...

—F1[)33 — F2I4 — F3.175 — F4ZL‘6 — F5J]7 — ...



seklinde olur. Burada x in kuvvetlerine gore diizenleme yapilirsa

(1—2—2))F(z) = Fao+(F—F)2*+(F3—F,— F)a® +
(Fy— F3 — Fy)a* + ...

elde edilir. Burada = in 2 ve 2 den biiylik kutvetlerinin katsayisinin O a esit oldugu goriiliir.

Boylece

(1—2—2*)F(z) = Flo=uxve
(-2 —a?)

olarak elde edilir(Horadam, 1965). Benzer bir metotla Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

elde edelim.
L(x) = Lox® + Lyx + Lox* + L3x® + Lyx* + Lsz® + ... + L,a™ + ... olarak alalim.
Lo =2 ve L; = 1 oldugundan;

L(x):2+x+ZL,~xi

i=2
olur. Buradan
Lz)—2—2z = Z Lix' = Z(Li_l + Li_o)7"
i=2 i=2
= Z(Li—l)xi + Z(Li—ﬂfi
i=2 i=2
= Z(Li+l)xi+2 +IQZ(Lz’)$i
i=0 i=0

= wL(r) — 2z + 2*L(7)



elde edilir. L(z) gekilirse

seklinde olur.

Ayn1 metot kullanilarak Perrin sayilar1 i¢inde iirete¢ fonksiyonu elde edilebilir.

3.4 Binet Formiilii

Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Fransiz matematematikc¢i Binet tarafindan 1843°de Binet
formiilleri olarak bilinen ve bu say1 dizilerinin istenen terimini dnceki terimlere bagh

kalmadan hesaplayan formiiller verilmistir:

2% — x — 1=0 karakteristik denkleminin kokleri (52%5 ve nz%g dir. n > 1 olmak

lizere;

F, = 5; - Zn
ve

L,=¢"+n"

dir. Ayrica (23 — x — 1) denkleminin «, 3 kompleks eslenik kokleri ve p reel kokii olmak
lizere;

seklindeki Binet-benzeri formiil de Perrin sayilari i¢in elde edilmistir.

3.5 Altin Oran

Altin oran, dogada sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan 6zel

bir orandir. Dogada bir biitiiniin pargalar1 arasinda gozlemlenen, ylizyillarca sanat ve



mimaride uygulanmig, uyum acisindan en giizel boyutlar1 verdigi sanilan geometrik ve
sayisal bir oran bagmtisidir. Dogada en belirgin drneklerine insan viicudunda, deniz
kabuklularinda ve agac¢ dallarinda rastlanir. Platon’a gore kozmik fizigin anahtar1 bu
orandir. Altin orani bir dikddrtgenin boyunun enine olan "en estetik" orani olarak

tanimlayanlar da vardir.

Eski Misirlilar ve Yunanlilar tarafindan kesfedilmis, mimaride ve sanatta kullanilmig

tir. Goze en hos gelen oran oldugu iizerinde genel kani olusmustur.

Bir dogru par¢asinin (JAB|) Altin Oran’a uygun bigimde iki par¢aya bdliinmesi gerektigin
de, bu dogru dyle bir noktadan (C) boliinmelidir ki; kii¢iik par¢anin (JAC|) biiyiik par¢aya
(|CBJ) orani, biiyiik parcanin (|CBJ) biitiin dogru par¢asina (|AB|)oranina esittir. Bu oran
|ICB|/|AC| = |AB| / |CB| dir. |CB|=x olarak alirsak bu orandan 22 — z — 1 = 0 denklemi
elde edilir. Iste altn oran bu denklemin pozitif kokii olan %5 = O a esittir. Bu deger
yaklasik olarak 1.618033988749894... diir. Altin Oranin ifade edilmesi i¢in kullanilan
sembol, PHI yani ¢ ’dir.

Bu oranin Fibonacci ve Lucas sayilart ile olan iliskisi ise;

F,
lim —t!

n—oo

L
— dve lim =L — @

n n—oo n

esitliklerinin saglanmasidir(Vajda,1989).

3.6 Vandermonde Matrisi ve Determinanti

1 1 1 1

T T T3 T

— 2 2 2 2
V(.ThZL’Q,...,.Ik) = x] 5 T3 Ty,




veya
[ 2 k-1 ]
1 =y xf -+ o
2 k—1
1 2y x5 -+
— 2 k—1
V([L‘hZL’Q,...,ZEk) = 1 23 x5 e @4
2 k—1
BT TR

seklindeki matrislere Vandermonde matrisi denir. Uygun satir veya siitun islemleri

yapilirsa
1 1 1 1
T i) T3 T
det(V(z1,22,...,2)) =det | 2?2 23 22 .- o — H (z; — ;)
1<j<i<k
k=1 k=1 k-1 k—1
R Ty T3 Ty

seklinde oldugu goriiliir.

3.7 Karekteristik polinom, 6zdeger ve 6zvektor

@11 Q12 - Aip
G21 Q22 -+ dAaop
A=
L ap1 Ap2 - Ann i
matrisi ve
1 0 0
o1 - 0
I, =




birim matrisi verilsin. (A, — A)z = 0 seklinde ifade edilen lineer homojen denklem

sisteminin sifir ¢ézlimiinden farkl ¢6zlimiiniin olabilmesi icin gerek ve yeter sart

A—ap;  —aig - —0a1n
—a A—ag -+ —ag,
det(Al, — A) =det | o =0
—0n1 —0n2 A= Ann ]

olmasidir. Bu determinant agildig1 zaman 7 inci dereceden A ya baglh monik bir polinom
elde ederiz. Bu polinoma A matrisinin karekteristik polinomu denir. Bu polinom agik

olarak ifade edilirse
AaN) = N+ a " a4 g\ Foay,

seklinde olur.

A 4(A) = 0 denklemine A matrisinin karekteristik denklemi denir.

Bu denklemin koklerine A matrisinin 6zdegerleri veya karakteristik degerleri denir.

1 <i < nigin \; ler A matrisinin 6zvektorleri olmak tizere,

denkleminin z; ¢6zliim vektoriine A matrisinin ozvektori veya karakteristik vektori

denir.

3.8 Vieta Teoremi

" + Q12" P Far a9 =0
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denkleminin kokleri {z1, xo, . .., z,} olsun. Eger,
S = 1+t -+,
So = XT1Xg +T1T3+ "+ Tp_1Tn
S3 = X1ToX3y + X1XoXyg+ -+ + Tp_ oLy 1Ty
Sp = T1X2T3 - Tp
ise
gy
SZ — (_1)1 n—1
Qp,
olur.

3.9 k- Genellestirmeler

Buraya kadar olan bdliimde iizerinde bir ¢ok arastirmacinin gesitli arastirmalar yaptigi
Fibonacci, Lucas, Perrin ve Pell sayilarinin 6zelliklerinden ve bunlar iizerindeki bazi
onemli ¢alismalardan kisaca bahsettik. Simdi son dénemlerde iizerinde yogun ¢alismalar

yapilan, bu say1 dizilerinin genellestirmelerinden kisaca bahsedelim.

Cesitli arastirmacilar Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin dizilerinin degisik genellestirmelerini
bazi kurallar verilerek yapmuslardir. Ilk olarak yapilan bu genellestirmeleri inceleyecegiz.
Yapilan genellestirmeler esas olarak dort tip olarak goriilebilir. Bu genellestirmeler

sunlardir:

1. Birinci tip genellestirme klasik dizi taniminda 1 olarak alinan katsayilar keyfi olarak

alinir ve geriye doniik iki terim toplanarak istenen terim elde edilir.

2. Ikinci tip genellestirme ise yine birinci tip genellestirmelerde oldugu gibi katsayilar

keyfi alinir ve buna ek olarak basta verilen baslangi¢ kosullar1 degistirilir.



11

3. Ugiincii tip genellestirmede k tane baslangi¢ kosulu verilir ve dizinin istenen terimi
kendinden onceki k tane terimi toplanarak elde edilir. Bu tiir diziler genellestirilmis

k-basamak say1 dizileri olarak adlandirilir.

4. Dordiincii tip genellestirmede ise genellestirilmis k-basamak say1 dizisi tanimlandiktan
sora bu dizi kullanilarak k£ — 1 tane daha dizi tanimlanir. Elde edilen bu k tane say1 dizisi
icin k£ X k lik bir baslangic¢ kosulu tanimlanir. Baslangic kosulu belli olduktan sonra iigiingii
tip genellestirmede oldugu gibi her bir say1 dizisi kendine ait & tane baslangi¢c kosulunu
kullanarak geriye doniik & terimin toplanmasi ile elde edilir. Bu tip genellestirmelere

genellestirilmis k-basamak sayilarin £ dizisi ad1 verilir.

Birinci tip genellestirmeye 6rnek olarak Fibonacci ve Lucas sayilari i¢cin yapilan genelles
tirmeler rnek olarak verilebilir. A = a® — 4b # 0 olacak sekilde a ve b sifirdan farkh
ve (a,b) = 1 olmak iizere genellestirilmis Fibonacci dizisi wy = 0, w; = 1 baslangi¢
kosullar1 olmak iizere her n > 2 dogal sayisi i¢in w,, = aw;,—1 —bw,, o seklinde tanimlanir.
Ayni sekilde genellestirilmis Lucas dizisi vy = 2, v; = 1 baglangic kosullar1 olmak lizere

her n > 2 dogal sayist i¢in v, 12 = av,+1 — bu,, seklinde tanimlanir(Robbins,1993).

Bu genellestirmede a = 1 ve b = —1 i¢in {w, } dizisi Fibonacci dizisi {F),}’e ve {v,}
diziside Lucas dizisi { L, } e doniisiir. Ayrica a = 2 ve b = —1 i¢in {w,, } dizisi Pell dizisi

{P,} e doniisiir.

Ikinci tip genellestirme ise yine A = a* — 4b # 0 olacak sekilde a ve b sifirdan farkli ve
(a,b) = 1 olmak lizere >y = p ve 351 = o baslangi¢ kosullar i¢in her n > 2 dogal sayisi

i¢in 5, = as,_1 — bs,_5 bagintisi ile tanimlanir(Horadam,1967).

Ucgiincii tip genellestirme olan k-basamak genellestirmeye drnek olarak ilk kez Miles
tarafindan tanimlanan k-basamak Fibonacci sayilar1 gosterilebilir. k-basamak Fibonacci

sayilari;

hi=f= .. =fie=0,fii=fi=1
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baslangic kosullari ile birlikte n > k& > 2 olmak iizere

k
fa =D fne (3.9.1)
j=1

olarak tanimlanmigtir(Miles, 1960).

Genellestirilmis k-basamak sayilarin & dizisine 6rnek olarak da Er tarafindan yapilan ve
Miles’in genellemesinide i¢ine alan genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin k&
dizisi 6rnek olarak verilebilir. Genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin £ dizisi,
1—k<n<0igin
1 1=1-—nise,
9n = .

0 diger,

baslangic kosullari ve n > 0, 1 <17 < k olmak iizere
k
gh = g, (3.9.2)
j=1

seklinde tanimlanmistir(Er, 1984). Burada ¢; (1 < j < k) sabit katsayilardir. Bu
genellestirmede ¢; = 1 alirsak n > 1 — k igin g% = fiy,_2 oldugu goriiliir. Biz aksi

belirtilmedikg¢e bundan sonra 1 < j < k i¢in ¢; = 1 alacagiz.

Burada baslangi¢c kosullarina dikkat edilirse her birinde %k tane kosul bulunan £ tane
dizinin baglangi¢c kosulunun verildigi goriilii. Bu baslangi¢ kosulu matris seklinde
ifade edilirse ortaya £ x k boyutunda bir matris ¢ikar. Bu 06zelliginden dolayr bu
genelleme matris islemleri i¢in ¢ok uygundur. Er ilk kez Silvester tarafindan kullanilan
matris metodunu genisleterek kendisinin tanimlamis oldugu genellestirilmis k-basamak
Fibonacci sayilarinin £ dizisine uygun hale getirmistir. Simdi matris metodu ile genellesti

rilmig k-basamak Fibonacci sayilarinin £ dizisinin 6zelliklerini verelim,;
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g! genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin & dizisinin i—inci dizisi olmak iizere

; -
gn+l
)
n

i
In—1 -

i
| In—k+2 |

&1
1
0

0

esitligi elde edilir. Burada kullanilan

matrisi companion matris olarak adlandirilir. Ayrica

Cy C3 Ck—1
0 o --- 0
1 o --- 0
0 o --- 1
[ Ci Cy C3
1 0 0
=10 1 0
0 0 0

9 92

1 2
gn—l gn—l

1 2
L gn—k+1 gn—k+1

Ck
0
0

Cr—1
0
0

9n

)

9n—1

Ck.
0
0

- kxk

95

k
gn—l

k
In—k+1 1 4,

(3.9.3)

(3.9.4)

seklinde siitunlari genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin £ dizisinin belli ele

manlari alinarak tanimlanan G,, matrisi

(;n+l ::f41(;n

(3.9.5)
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ozelligini saglar. Bu esitlik acik olarak tekrar ifade edilirse

giﬂ 972z+1 gfwrl
9n gz 9n
i grlb—k+2 9121—14+2 95—k+2 i
Ci C C3 -+ Cp—1 Cg - .
9n 9z 9n
1 0 0 --- 0 0 ) ) N
In— In— In—
=10 10 - 0 0 - - -
’ : 1 2 k
Gn— G I
00 0 - 1ot k+1 k1 k+1

esitligi elde edilir. Bu esitligin 3.9.3 esitliginin bir genellestirmesi oldugu kolayca goriiliir.

Burada 3.9.5 esitligine timevarim uygulanirsa

Gy = ATG)

esitligi elde edilir(Er, 1984).

(5, matrisi incelenir ve ¢; = 1 i¢in diizenlenirse G; = A; ve bunu kullanarak

_ n+1
Gn+1 - Al

elde edilir(Karaduman, 2004).

3.10 Genellestirmeler i¢in Binet Formiilii

Yapilan bu genellestirmeler i¢in bir ¢cok arastirmaci Binet formiilleri elde etmistir. 1lk

olarak Kalman(1982) genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilari i¢in Binet formiiliinii

asagidaki sekilde elde etmistir.
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Kalman, Silvester’in 3.2.1 de verdigi matris metodunda kullanilan 2 x 2 lik matrisi

asagidaki k x k lik companion matrise genellestirmistir.

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
O 0 0 0 0 0
o o0 0 --- 0 1
| 0 &1 C2 -t Cg—2 Cp—1 |

Ayrica klasik Fibonacci sayilari yerine genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinida
icine alan genel bir a,, dizisi tanimlamistir. Bu dizinin (n 4 £)-inc1 terimi bu terimden

onceki £ tane terimi toplanarak elde edilir ve co, c1, - - - , cx—1 sabit katsayilar olmak {lizere

Qntk = Colp + ...+ Ch—10nyk—1

seklinde gosterilir. Kalman bundan sonrada Silvester tarafindan verilen 3.2.2 esitligini

genigleterek ) ] ] )
aop apn
o IR I (3.10.1)
| Gk—-1 | | Gntk—1 |
esitligini elde etmis Veburada[ ag ay - Qp_q } = [ 0 0 --- 1 |alarakgenelles

tirilmig k-basamak Fibonacci sayilarini tekrar tanimlamigtir. Bu tanimlamayla birlikte

3.10.1 esitliginden

o | V= o

1 L On+k-1
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esitligini elde etmis ve

am=[10 - o]cr| (3.10.2)

1

esitligi kullanilarak dizinin istenilen teriminin elde edilebilecegini gdstermistir.
Simdi C' companion matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gosterelim. Bunun igin
bu matrisin karekteristik polinomunun koklerinin yani bu matrisin 6zdegerlerinin farkl

oldugunu gostermeliyiz. C' matrisinin karakteristik polinomu
Px)=a2" — 12"t — - — ¢

dur. Bu polinomun ayni zamanda C' matrisinin minimal polinomu oldugu bilinmektedir.
Bundan dolay1 bu polinom k tane farkli koke sahiptir. Dolayisiyla \; (1 < i < k) ler

P(x) polinomunun kokleri olmak iizere
(C =NV =0

denkleminin ¢6ziimiinden C' matrisinin 6zdegerleri hesaplanir. Ozdegerlerin hepsi farkli

oldugundan 6zvektorler lineer bagimsizdir. v sabit katsayilar olmak tizere 6zvektorler;

k—1
L A §

seklindedir. Boylece C' matrisi kosegenlestirilebilirdir. S matrisi siitunlart C' nin

Ozvektorleri olarak alinan matris ve D kdsegen matris olmak iizere

C=SDS™!
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esitligi saglanir. Bu esitligin her iki tarafinin n-inci kuvvetini alinirsa C* = SD"S™!

elde edilir. Burada tanimlanan S matrisi Vandermonde matrisi olarak isimlendirildigini

ve ~
11

A A

V=S=| t

A2 a2

Rt

1
Ak

k—2
>\k

k—1
Mo

seklinde gosterildigini séylemistik. Simdi 3.10.2 esitliginde C"™ matrisi yerine esiti olan

SD"S~! matrisi kullanilirsa

=10 - 0]sDs!

0
1

esitligi elde edilir. Burada ilk li¢ matrisin ¢arpimindan [ AT A

edilir. Geriye kalan iki matrisin ¢arpimi da

n
Y2

Yr |

seklinde ifade edilirse 3.10.3 esitligi

k
=1

seklini alir. Daha sonra

Y1 0

s =
: 0
N

(3.10.3)

AL matrisi elde

(3.10.4)
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esitliginden Cramer metodu kullanilarak v, ler iki determinantin orani olarak elde edilip

gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra

(-1t
(7 T O — 3

Ym =

seklinde elde edilir. Bu elde edilen deger 3.10.4 esitliginde yerine yazildiginda

olur ki burada P'();), P(x) polinomunun ();) noktasindaki tiirevidir(Kalman, 1980).
Burada 0 < ¢ < k — 1i¢in ¢; = 1 olarak alirsak;

elde edilir.

3.11 Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Polinomu

Boliim 3.10. da Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve onlarin birtakim genellestirmelerini
verdik. Goriildiigii gibi genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilar1 tanimlanmis ve
lizerine bir dizi ¢alisma yapilmistir. Biz bu boliimde Trueman MacHenry tarafindan
tamimlanan Fibonacci ve Lucas polinomlarim1 ve bunlardan elde edilen A* ve D*

matrislerinin tanimlarmi verecegiz. Ilk dnce kullanacagimiz terimlerin tanimlarini verelim.

Tamim 3.11.1. (MacHenry,2000) P(z;ty,ts, ... tx) = a8 — ty2*~t — ... — ¢, seklinde

tamimlanan polinoma core polinom adi verilir.

Bu polinomun yukarda tanimladigimiz C companion matrisinin karekteristik polinomu

oldugu agiktir.

Tamim 3.11.2. (MacHenry,2000) k > 2 seklinde bir tamsayt ve

P(l';h,tz,...,tk) :mk—tlxkfl_..._tk
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polinomu verilsin. t = (t1,1s, ..., 1) olmak iizere Fibonacci polinomu Fy ,,(t) asagidaki

gibi tanimlanir.

Fio(t) = 0

Fii(t) = 1

Frn(t) = Feoin(t),1<n <k,
k
i—1

Tamim 3.11.3. (MacHenry,2000) k > 2 seklinde bir tamsay: ve

P(x;ty,ty, ... ) =2 —tiaF ™t — oo — 1
polinomu verilsin. t = (t1,ta,...,tx) olmak iizere Lucas polinomu Gy, ,,(t) asagidaki
gibi tanimlanir.
Gro(t) = k
kal(t) = 1
Gen(t) = Gro1n(t),1 <n <k,
k

Lucas polinomu i¢in MacHenry tarafindan verilen yukardaki tanimda %k genellestirilmis
Lucas polinomunu bulmak i¢in £ — ¢ genellestirilmis Lucas polinomlarmin hepsinin
bulunmasi gerekir. Bu da k nin biiyiik degerleri i¢in hesaplamayi uzatmaktadir. Genellesti
rilmis Lucas polinomunun yukardaki tanim1 yerine asagidaki gésterimi kullamamk daha
pratik olacaktir. MacHenry tarafindan verilen Tanim 3.11.3 bagka bir sekilde ifade edilirse

asagidaki tanim elde edilir.
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Tamim 3.11.4. k > 2 seklinde bir tamsay: ve

P(aity,ty, ... ) =2 —taF ™t — . — 1,

polinomu verilsin. t = (t1,ta,...,tx) olmak iizere Lucas polinomu Gy, ,,(t) asagidaki
gibi tanimlanir.

Gk’g(t) - k

Gk,l (t) — tl

Gk’Q (t) - thkJ(t) + 2t2

Gk,;; (t) — thkQ(t) + tQGlﬁl(t) + 3t3

Gk,4(t) = thhg(t) + tQGk’Q(t) + t3Gk71(t) + 4ty

Grp1(t) = tGrra(t) +t2Grr-3(t) + - +tp2Gri(t) +tp1(k—1)
olmak lizere n > K i¢in,

k
Grn(t) = D tiGrailt).
=1

dir.
Teorem 3.11.5. (MacHenry ve Wong, to appear) F},,(t) ve Gy ,(t) Genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas Polinomlari olmak iizere (n,k € N,n > 1) ve

Fk70(t) - 1, Fk7,1(t) - O, ey Fk7,k+1(t) = 0,

Gro(t) =k, Gp1(t) =0, -+, Gp_p1(t) =0

baslangi¢ kosullari i¢in sirastyla

a a
Fen(t) =) <a1| |ak>t‘1” L (3.11.1)

.....
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A\

n |(l|
nt_—E — G 11.

akn '0 N T

dir. Burada a; tim i (1 <4 < k) i¢in negatif olmayan tamsayidir.

k k
Bu caligmada, a - n ve |a| notasyonlari sirasiyla ) | ja; = nve Y, a; yerine kullanilacaktir.

j=1 j=1
Yine bu son ¢aligmalarinda MacHenry ve Wong Genellestirilmis Fibonacci Polinomlar:

icin kombinasyon ile hesaplamay1 asagidaki sekilde vermislerdir. n € Z igin,

Fanlt) = -1 (" ) Ry (3.113)
=0

dir, Burada n = 2k ve n = 2k — 1 durumlarinin her ikisindede (%W = k dir.

Simdi Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin k£ Dizisini verelim. Yukarda
tanimlanan C' companion matrisinin son satir elemanlari ¢t = (¢, to, . . . , t) vektorii olarak

alinip elde edilen matris A olarak adlandirilirsa

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
A=
0 0 o -~ 0 1
RIS B - T AU
eldeedilir. | ¢, 1y tp_o --- 1o t; | matrisini A ileisleme tabi tutalim. Bu islem

sonunda elde edilen satir1 A matrisine satir olarak ekleyelim. Bu durumda (Az) ktlxk

matrisi elde edilir. Bu islemi sonsuz kez tekrarlayalim. Daha sonra A matrisinin tersi
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—tp ity

0

22

—t) oty

ttt ]
0 0
0 0
10

kxk

matrisini alalinir ve [ te tio1 tr_o te t ] matrisini A~ ile isleme tabi tutulup
bu islem sonsuz kez tekrar edelir. Bu durumda A matrisine yukar1 dogru sonsuz satir

eklenir. Iste bu yukar1 ve asag1 dogru eklenen satirlarla birlikte

(=118 o 1m1y —S(-21) S(-2)
(=118 Cyam1y =Sy S
(=1)* 'S5y —S01) S0
A® = (=115 16, =San  Sa = (=) S 1r5) oo
(=11 S(g1e1) =S Se)
(—1)* 1 S(51x-1) =Sy Se)
(=1 1S4 161 Sy Sw

matrisi elde edilir. £ = 3 i¢in A matrisinin n-inci kuvveti

S(n_2712) —S(n—Q,l) S(n72)
A" = S(n71,12) —S(n—l,l) S(n—l)

Smazy  —Smn  Sw)

3x3

olur, burada Sp,—9) = F5,-9(t), Sm-1) = Fin-1(t),Sm) = F3,(t) dir. Genelleme
yapacak olursak A matrisinin en sag siitunu genellestirilmis Fibonacci polinomu F} ,, (¢)

ye esittir ve

Stnrany = (=1)" Y ;Sum_p, 0<r<n

j=r+1
esitligi saglanir. Ayrica A™ matrisinin izi genellestirilmis Lucas polinomuna esittir yani
tr(A") = G, (t) dir.
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Ayni sekilde D> matrisi de elde edilir. A> matrisi elde ederken core polinomu

P(x;ty, ty, ... ) =2 —taF ™t — . — 1,
nin katsayilar vektorii olan (¢x,tx_1,. .. ,t1) vektorii yerine core polinomun tiirevi
Plz) = ka1 —ty(k — )22 — o — 1y
nin katsayilar vektori (—tx_1,...,—t1(k — 1),k) alinir ve (A*) matrisi bulunurken

yapildigi sekilde A ve A~! matrisleri ile isleme tabi tululursa son siitunu G, ,, (¢) genellestirilmis

Lucas polinomunu veren (Doo)ooxk matrisi elde edilir.(MacHenry ve Wong, to appear)

Ornek 3.11.6. k = 3 icin D™ matrisine 6rnek verelim.

to t1
T3 T3 t3
e |t -2 3
3t3 2t 131

tits 3tz +tity 2t + 13

- cox3

seklindedir.

Simdi (tg,tg—1,...,t1) = (1,1,...,1) olarak alahm ve k = 3, k = 4 i¢cin A> ve D>

matrislerine ornek verelim.
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0 2 -1 0 2 -1 0
-1 -1 -1 0 0 2 -1
1 0 0 -1 -1 -1 1
m=10 1 0 ve Ajp=11 0 0 0
0O 0 1 O 1 0 O
1 1 1 0 0 1 0
1 2 2 0O 0 0 1

Bu matrislere dikkat edilirse en sag siitiinlar1 genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarini
vermektedir. Ayrica dikkat edilirse bu 6rneklerdende goriildiigii tizere A* matrisi Er
tarafindan tanimlanan ¢’ genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarmin k dizisini
icermektedir. Burada k-mc1 sutun (g )’e, 1-inci sutun (¢¥)’yave 1 < i < kigin (k—i+1)

inci sutun ¢, dizisine esittir. Simdi de D> matrisi i¢in drnek verelim;

7 1 0 -1
5 0 -1
-1 6 0 -1
-1 4 -1
-1 -2 5 -1
-1 -2 3 N
(3) = veE D(4) = -1 -2 -3 4
3 2 1
4 3 2 1
1 4 3
15 4 3
3 4 7
3 4 8 7

dur.

Burada dikkat edilirse D> matrislerinin son stitunundaki dizi A matrisi i¢indeki her bir
ardisik k£ x k boyutundaki matrisin izinden elde edilir. Biz bu A* matrisi igimdeki her bir

ardisik k£ x k boyutundaki matrisin izlerini ki bunlar genellestirilmis Lucas polinomunda
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tiim katsayilar 1 alinarak elde edilir ve D°° matrisini kullanarak ilk 6nce genellestirilmis

k-basamak Lucas sayilarini tanimlayalim.



4. LUCAS SAYI DiZiSiNIN GENELLESTIRILMESI

4.1 Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilar1 ve Matris Gosterimi

G (t) genellestirilmis Lucas polinomunu ve D* matrisini kullanarak genellestirilmis
k-basamak Lucas Sayilarini agagidaki gibi tanimlayalim. Bu genellestirme 3.9 da tanimin
verdigimiz genellestirmelerden 3. tip genellestirme sinifina girmektedir. Bu genellestirme
de £ tane baslangi¢ kosulu verildikten sonra dizinin herhangi terimi kendinden 6nceki &

tane terimin toplanmasi ile elde edilir.

Tamim 4.1.1. Baslangi¢ kosullar:t k > 2 olmak iizere
ll_k:lg_k:...:l_l = -1 Vel():k'

ven > 0 icin
k

b= lnj (4.1.1)
j=1

seklinde tanimlanan dizi genellestirilmis k-basamak Lucas Sayilar: olarak adlandrilir.

k = 2 igin [,, say1 dizisi
l—1:_1; 10227 11:1, 12:37 l3:4a l4:77 l5:117 l6:187

seklindedir. Buradanda goriildiigii gibi £ = 2 icin genellestirilmis k-basamak Lucas

Sayilar1 klasik Lucas say1 dizisine esittir.
k=3 i¢in [,, say1 dizisi
lo=—111==11=3, L=110=313="71,=11, I5 =21, [ =39, ...

seklinde elde edilir.
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Genellestirilmis k-basamak Lucas Sayilarin1 matris metodu ile gostermek i¢in compa

nion matrisi

(01 0 00|
00 1 0 0 [0 |
000 -~ 00 0 I
o=, . .. =1, (4.1.2)
00 0 01 11 -« 1
o - kxk
111 -+ 11
L d kExk

seklinde alalim.

Teorem 4.1.2. ('}, 4.1.2 deki matris ve [,, genellestirilmis k-basamak Lucas Say1 dizisi

olmak tizere her n € N i¢in,

ln—k—i—l —1
lnkarQ -1

ks | =CT | —1

olur.

Ispat: Ispati n iizerinden tiimevarimla yapalim.

n = 1i¢in
(01 0 00] . 0 [ 1 1 [, ]
001 -+ 00 X -1 I3 1
00 0 00 -1 lix
—1 p— f—
000 --- 01 k k lo
(111 - 11| - S [ k=1—...-1] | &L |

esitligi saglanir.
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(n — 1) i¢in ifadenin dogrulugunu kabul edelim. Yani

L -1
ln—k:—H —1
Lk | =077 =1 (4.1.3)
b1 | k]

olsun. 4.1.3 esitliginin her iki yan1 C; matrisi ile ¢arpilirsa

-1 lnfk lnkarl lnfk+1

—1 In—kt1 ln—kto ln—+2

010?71 -1 = ln—k42 = ln—k+s3 = | ln-rss
| k | L lnfl | L lnfl + -+ ln7k+1 + lnfk | L ln |

seklinde esitlik elde edilir. Buradan her n € N i¢in

lnkarl -1
ln—k+2 —1

ks | =CT | —1

esitliginin saglandig1 goriiliir.

4.2 Genellestirilmis ~£-Basamak Lucas Sayilarinin £ Dizisinin Tanimi ve Matris

Gosterimi

Burada son siitunu genellestirilmis Lucas polinomlarini veren D> matrisini kullanarak
4. tip genellestirme olarak bahsettigimiz Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin
k Dizisini tammlayacagiz. D> matrisinde (tg,tx—1,...,t1) = (1,1,...,1) olarak

aldigimizda son siitunun Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilari’na esit oldugunu
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gosterdik. Burada yine (ty,tx_1,...,t1) = (1,1,...,1) olmak iizere D> matrisini goz
Oniine alalim. Bu matrisleri inceledigimizde her £ > 2 i¢in bu oo x k£ lik matrislerin k£ X k
lik kisimlar1 arasinda bir iligki elde edilir. Bu iligkileri elde ettigimiz k x k lik matrislere

k = 3 ve k = 4 i¢in 6rnek verecek olursak:

7 1 0 -1
5 0 -1
-1 6 0 -1
Di=| -1 4 —1|veDy=
-1 -2 5 -1
-1 -2 3
-1 -2 -3 4

matrisleri elde edilir. Burada & > 2 i¢in bu sekildeki D) matrislerinden faydalanarak

asagidaki tanim yapilabilir.

Tamim 4.2.3. Baslangi¢ kosullart 1 — k < n < 0igin

—1 ,i—n <k,
IL=¢ —2n+i ,i—n=Fk,
k—i—1,i—-n>k

ven > 0,1 <1< kolmak iizere

k
L=> 1 (4.2.1)
j=1
seklinde tamimlanan k tane diziye Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarimin k Dizisi

denir.

Burada verilen bir k& degeri i¢in [’ ; i-inci dizinin n-inci terimidir. Burada dikkat edilirse
verilen baslangi¢ kosulu yukarda bahsettigimiz D matrisine karsilik gelmektedir. Elde
ettigimiz genellestirme, D), matrisinin her siitunu ayr1 ayr1 & tane dizinin baslangi¢ kosulu
olmak iizere bunlarin geriye doniik & tane elemaninin toplanip bir sonraki terimlerin elde

edilmesiyle % tane genellestirilmis &£ basamak say1 dizisinin elde edilmesinden olusur.
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Bu genellestirmede k = 2 ve i = 2 i¢in [/, klasik Lucas sayilarina esittir. Ayrica i = k

i¢in, [, Tanim 4.1.1. de tanimlanan genellestirilmis £ basamak Lucas sayilar1 olmak tizere

Il =1, dir.

Bu dizilerin 6zelliklerini daha kolay inceleyebilmek i¢in matris gosterimini elde edelim.

A matrisi agagida tanimlanan companion matris

111 ... 11 - -
I 1 ...1
100 ... 00 0
A=1010 --- 00 = ) 4.2.2)
I :
0
000 ... 120 ) = hxk
- - kxk
olmak tizere ) ) ) )
n+1 I
I na
I =Al L,
| lnky2 | | Dk ]

esitligi saglanir. Bu esitlik ile herhangi & tane terimi verilen dizinin bir sonraki terimi
elde edilir. Simdide genellestirilmis Lucas matrisi olarak isimlendirdigimiz matrisi

tanimlayalim.

Tamm 4.2.4. k > 2ve 1 < i < kigin I\ ; Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin
k Dizisinin i-inci dizinin n-inci terimi olmak iizere

1 2 k
i R
1 2 k
I~ = ln—l ln—l ln—l
n - .
s 12 I*
L ‘n—k+1 n—k+1 - n—k+1 |

seklinde tanimlanan k x k matrise genellestirilmis Lucas matrisi denir.
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Teorem 4.2.5. L, genellestirilmis Lucas matrisi ve A, 4.2.2 de verilen companion matris

olmak tizere
L= ALy
esitligi saglanir.
ispat:
(111 .1 1], ;
I 12 I¥
100 ... 00
L 2 Ik
ALY = 010 - 00 " " "
00 0 10 RGN I 1
[k k k T
Zj:llvlm—j—i-l Zj:lli—j+1 Zj:llfz—j—&-l
) it 2.k
liioso R e I vo i
It TR L
Ik [2 s
- : . . . :L;:Jrl
RN Loz |
elde edilir.

Tanim 4.2.6. Tanim 4.2.3 ve L7, genellestirilmis Lucas matrisi dikkate alinirsa Ly matrisi,

1 -2 =3 —(k—-2) —(k—-1) Kk |
-1 -2 -3 ... (k-2 k+1 -1
k+2 0 -1
Ly =
-1 -2 2%-3 ... 1 0 -1
1 2%-2 k-4
% -1 k-3 k-4 ... 1 0 -1
L - kxk

seklindedir.
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Burada dikkat edilirse Lj matrisi Boliim 3.11 de verilen Dj matrisinin satirlarinin

matrisin ortasina gore simetrigi alinmis halidir.

Teorem 4.2.7. Ly matrisi Tanim 4.2.6 da verilen matris ve A matrisi 4.2.2 de verilen
matris olmak tizere

Ly = ALy

esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.2.5 den L’ ; = AL oldugunu biliyoruz. Ispati matrislerin ¢arpimu ile

n tizerinden tiimevarim ile yapalim. n = 1 i¢in
LT = ALy

elde edilir. n den kiiciik tiim dogal sayilar i¢in esitligin dogru oldugunu kabul ederek
esitligin n i¢inde dogru oldugunu gosterelim. (n — 1) igin esitligin saglandigin1 kabul
ettigimizden

Ly, = An_lLON
esitligi saglanir. Bu esitligin her iki yaninida A matrisi ile carpip Teorem 4.2.5 kullanilirsa
ALY | = AATLY
esitliginden
Ly =A"Ly
esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.8. GG, ve L. sirasiyla (3.9.4) ve Tanim 4.2.4 deki matrisler olmak iizere

Ly =G, Ly dir.

Ispat: G,, = A" (Karaduman, 2004) esitligi bilinmektedir. Teorem 4.2.7 den
Ly = A" Lj elde edilmistir. Bu iki esitlik kullanildiginda L, = G, L{ esitligi elde edilir.
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Ornek 4.2.9. Teorem 4.2.8 i k = 2 ve k = 3 icin inceleyelim.

k= 2i¢cin L, = G, L esitligi

o1 Lo In-1 i1 3 —1

seklindedir. Matris ¢carpimindan 2 = 29} — g2 elde edili. Her n € Z igin g;, = g2,
oldugundan

=291 -9,

elde edilir.

Burada [2 ve g2 sirastyla klasik Lucas ve Fibonacci sayilaridir. Bu esitligi Vajda(1989)
L,, ve F,, klasik Lucas ve Fibonacci sayilar1 olmak {izere L,, = 2F}, 1, — F}, seklinde ifade

etmistir. £ = 3 i¢in L) = G,, Ly esitligi

Lo g 9 9 -1 -2 3
lvll—1 5121—1 lg—1 = 9%—1 9121—1 92—1 -1 4 -1
Z}L—Q li—z 12—2 9711—2 93—2 92—2 5 0 -1

seklindedir. Matris ¢arpimindan /3 = 3¢} — g2 — ¢2 elde edilir. k = 3 ve her n € Z igin

gy =gs 1 veg: =gl 1+gi_ = g2+ g>_, esitlikleri saglanir. Bu esitlikler kullanilarak
ln = 3911 = 290 — 91

esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.10. k& > 2 ve n > 0 igin [* ve g* sirastyla Genellestirilmis k-Basamak Lucas

ve Fibonacci Sayilarinin £ Dizisinin k-inct dizileri olmak tizere
k
=kgh —(k=1)gh— - —gh o =kgh =Y (k—j+1)gh,; (423)

Jj=2

esitligi saglanir.
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Ispat: Tiimevarim metodu kullanarak esitligin saglandigini ispatlayalim. Genellestirilmis
k-Basamak Lucas ve Fibonacci Sayilarinin £ Dizisinin tanimindan £ > 2 ile birlikte her
keZtiginlf =k, ¢",,, =...=gf =0ve g} =1dir. Budegerler kullanilarak n = 0

icin 4.2.3 esitligi
lf=hkoi —(k=1)g5 = — g5 =k1+0=k

seklinde elde edilir. Simdi esitligin n-ye esit ve n-den kiigiik tiim dogal sayilar i¢in

saglandigini varsayarak esitligin n + 1 i¢in de saglandigim gosterelim. 7 i¢in

k
lsz = kgfurl - Z(k —J+ 1)92+27j

=2

esitliginin dogrulugunu kabul edelim. Tanim 4.2.3 den

k
L= Z I
j=1
esitligi saglanmaktadir. Burada ¢ = £ olarak alinirsa
k

l7k7:,+1 = l: + 12—1 + ZZ—Q +oeee ln—k-l—l

esitliginin saglandig1 goriiliir. Ayrica n ve n-den kii¢iik dogal sayilar i¢in 4.2.3 esitliginin

saglandigini kabul ettigimizden

l2+1 = lﬁ + lﬁ—1 + lﬁ—2 +---+ ls—kﬂ

= (k‘gf{H - (k - 1)92 — = 9§—k+2) +
(kgh — (k—1)gh y — - —gh 41) +
St (kgﬁkarQ - (k? - 1)95sz+1 - 9ﬁ72k+3)
= kgfwﬂ - (k - 1)95+1 - gfhk+3
k
= kgfz-i—? - Z(k —J+ 1)95+3—j
j=2

esitligi elde edilir. Boylece 4.2.3 esitligi, n + 1 icinde saglanir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.10, f, k-basamak Fibonacci sayilar1 3.9.1 ve [,, k-basamak Lucas sayilari

4.1.1 olmak tizere

gfb = fn+k72 ve lfl = ln

esitlikleri kullanilarak

k
b =kforno1 — > (k= j+ 1) fush (4.2.4)
=2
seklinde ifade edilebilir.
Teorem 4.2.11. k£ > 2ven > 0, i¢in
k
Grn(t) = kFyn(t) =Y (k= j + Dtjo1 Feppr—i(t) (4.2.5)
j=2

dir. Burada Fy ,,(t) ve Gy . (t) sirasiyla Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Polinomlaridir.

Ispat: Tiimevarim metodu kullanarak esitligin saglandigini ispatlayalim. Genellestirilmis
Lucas ve Fibonacci Polinomlari tanimindan & > 2 ile birlikte her k € Z7" i¢in Gy o(t) = k,
Fi_p+1(t) = ... = F,_1(t) = 0 ve Fj,o(t) = 1 dir. Bu degerler kullanilarak n = 0 i¢in
4.2.5 esitligi

Gro(t) = kFro(t) — (k—1)EFp_1(t) =+ — Fpp1(t) = k14+0=kF

seklinde elde edilir. Simdi esitligin n ye esit ve n den kiigiik tiim dogal sayilar i¢in

saglandigini varsayarak esitligin n + 1 i¢inde saglandigin1 gosterelim. n i¢in
k
Grn(t) = kFyn(t) = Y (k= j + Dt 1 Fepir—i(t)
j=2

esitligi saglanmaktadir. Tanim 3.11.4 den

k

Grn(t) = Ztin,n—i(t)

i=1
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esitligi saglanmaktadir. Bu esitligi acarsak;
Grnt1(t) = 1Grn(t) + 62Grn-1(t) + t3Gpn—2(t) + - -+ + tGrpn—k11(t)

esitliginin saglandigini goriiriiz. Ayrican ven den kiiglik dogal sayilarigin 4.2.5 esitliginin

saglandigini kabul etmistik. Bu kabulu kullanarak

Gint1(t) = tGrn(t) +t2Grn1(t) + 3G n—2(t) + - + t,Grn_it1(t)
k

— tl (/{ka(t) - (k — j —|— 1)tj71Fk,n+1fj<t>> +

k
o ek ook (8) = Y (k= + Dtjo1 Fonra—j (1))
2
= kFpnp1(t) = (k= 1) Fpn(t) — -+ = Frn-rr2(t)

= kFgna(t) = ) (k= + Dtj1 Fepsa—s(t)
esitligi elde edilir. Boylece esitlik 4.2.5 n + 1 i¢inde saglanir ve ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.12. Yukarida ispatladigimiz teoreme k = 4 icin ornek verelim; k = 4 icin

Genellestirilmis Fibonacci Polinomu,

Fip = 1

Fpp = 6

Fio = ti+1ty

Fi3 = £ +2tt+13

Fiy = t}+2tt3 + 34+ 33, + 4ty
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ve k = 4 icin Genellestirilmis Lucas Polinomu

Gao

4

131

£+ 2ty

t3 4 3t ity + 3ty

£+ Atyts + 2t5 + Aty + 4ty

seklindedir. Yukarda verdigimiz degerleri kullanarak verilen genellestirilmis Fibonacci

Polinomlarindan Genellestirilmis Lucas Polinomunu n = 4 icin elde edelim.

4
(4 =7+ Dtj1Fuapr—;(t)
=2

Gia = kFua(t) =)

- ]i'F4’4<t) - 3t1F4’3<t) - 2t2F472(t) - t3F471(t)

= 4(t] + 2tits + 5 + Stitg + 4ty) — 3ty (8] + 21ty + t3)

—2ty(t] + t3) — t3ty

= 1]+ 4tts + 205 + A3ty + 4ty

elde edilir.

Teorem 4.2.13. k > 2 ven > 1igin [* ve g* sirasiyla Genellestirilmis k-Basamak Lucas

ve Fibonacci Sayilarinin k£ Dizisinin k-inc1 dizileri olmak tizere

dir.

k
h=> jgk,, (4.2.6)
j=1

Ispat: Tiimevarim kullanarak esitligin dogru oldugunu ispatlayalim. Genellestirilmis

k-Basamak Lucas ve Fibonacci Sayilarinin £ Dizisinin tanimindan k£ > 2 ile birlikte her

keZiginly =k ¢, ., =...=g8 =0vegy, =1dir. Budegerler kullanilarak
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n = 0i¢in 4.2.6 esitligi
lo =kgi_y+(k=1)gs+ - +g5 =kgi_, +0=k

seklinde olur. Buradan n = 0 i¢in 4.2.6 esitliginin saglandig1 gosterilmis olur. Simdi
esitligin n ye esit ve n den kiiciik tiim dogal sayilar i¢in saglandigim varsayarak esitligin

n + 1 icinde saglandigini gosterelim. Kabulden 7 icin

k
lﬁ = Z jgfLJrlfj
j=1

esitligi saglanmaktadir. Tanim 4.2.3 den

k
L= Z I
j=1
esitligi saglanmaktadir. Burada ¢ = £ alirsak

ZZH = ZS + lﬁ_l + ZZ—Q +oeee ll;;—k—i—l

esitliginin saglandigini goriiriiz. Ayrican ven den kii¢iik dogal sayilarigin 4.2.6 esitliginin

saglandigini kabul etmistik. Bu kabulu kullanarak

l2+1 = lﬁ + ZZ—1 + lﬁ—2 +oeee lfz—k-l—l
k k k
= ZJ'QZH—j + ngfﬁj +.ot ngfﬁkﬂfj
j=1 j=1 j=1
= G208 kgt
92—1 + 29712—2 +oeee kgﬁ_k. +

gfb—kﬂ +2g8 p+ ot kgﬁ_2k+2
= gha 20+ kgl

k
= Z jgfwr%j
j=1
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elde edilir. Elde edilen son esitlik 4.2.6 esitliginin n + 1 i¢in de saglandiginm1 gosterir.
Boylece her n > 0 i¢in

k
lf:l, = Z jgs_u_j
j=1

esitliginin saglandig1 gosterilmis olur.

Ayrica yukardaki teoremden faydalanarak f,,, k-basamak Fibonacci sayilart 3.9.1 ve [,,

k-basamak Lucas sayilar1 4.1.1 olmak iizere

9 = foinovelt =1,

esitliklerini kullanirsak

k
b= kfupr—j (4.2.7)
j=1

esitligi elde edilir.

Yukarida ispatlarim1 verdigimiz 4.2.3 ve 4.2.6 esitlikleri ve bunlardan yararlanilarak
gosterilen 4.2.4 ve 4.2.7 esitlikleri ¢ok onemli esitliklerdir. Bu esitlikler Genellestirilmis
k-Basamak Lucas ve Fibonacci Sayilarinin £ Dizisinin k-inci dizileri arasindaki iligkiyi
vermektedir. Litaratiirde, giris boliimiinde bazilarindan bahsettigimiz Genellestirilmis
k-basamak Fibonacci sayilan ile ilgili bir ¢cok uygulama bulunmaktadir. Bulunan bu
iligkiler sayesinde Genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilar i¢in verilen hemen
hemen tiim 6zellikleri Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarina uygulamak miimkiin

olacaktir.

Teorem 4.2.14. k > 2ven > (2 — k) igin [} ve I* sirastyla Genellestirilmis k-Basamak
Lucas Sayilarinin k£ Dizisinin 1-inci ve k-inci dizileri olmak {izere
ll — lk

n—1

esittligi saglanir.
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ispat: Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin k& Dizisinin baslangi¢ kosullari

incelendiginde 1-inci dizi i¢in baslangic kosullari
B, =2k—-1,15 ,=—1,...,j=—1
ve k-inci dizi i¢in baslangi¢ kosullari
=105, =—1,.. 0% =11k =k

seklindedir. Simdi

b L,
L, L
l;—1 =A lfz—Q
| l;fk+2 i | lfz—kﬂ ]
esitligini
] [, ] [ok—1] [-1] [#,]
l%—k l%—k —1 —1 l’;—k
li—k =4 l%—k =A -1 = -1|= l’?f—k
_l%_ _lé_ _—1_ _k:_ _l’g_

seklinde ifade edelim. Burada indisi 1 artirdigimizda baslangi¢ kosullar1 ayni olur. Yam
baslangi¢ kosulunu —1, —1, ..., —1, k olarak aldigimizda dizilerin terimleri ayni olur. Bu
baslangic kosullarini esitlemek i¢in indisimizi 1 tane kaydirdigimiz igin [} = I* | esitligi
elde edilir.

Burada Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin k£ Dizisinin ilk dizisinin terimlerinin

k-nc1 dizi cinsinden yazilabilecegi gosterildi.
Teorem4.2.15. k > 2. n > i—k+2vel <i < k—1i¢in [’ Genellestirilmis k-Basamak

Lucas Sayilarmin &k Dizisi’nin z-inci dizisi olmak tizere
Yy

Lt =1, + 1,

n—i—1
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dir.

Ispat: Ispat1 yapmak igin (**' — ! = ¢, dizisini elde edip ¢, = [*¥ _, | oldugunu
gosterelim. flkonce k > 2, n>i—k+2vel <i < kigin t, dizisinin baslangic
kosulunu elde edelim; Basalangi¢c kosulumuz n = ¢ — k + 2 ile baslamalidir. Ciinkii

n—1i—1>1—kolmak zorundadir. i — k +2 < n < i+ 1liginli, [**! ve bunlarin fark

n»'n

dizisi olan ¢,, dizisinin baslangi¢ kosullari;

Ji+l I tn

i—k+2 —(i+1) —1 -1
i—k+3 —(i+1) —i -1
0 —(i+1) —i -1

1 k—i k—i+1 —1

n k—i4+2"—2|k—i+2"—1| -1
i+1 | k—i+2"—2| —i+2"-2 | k

seklinde olur. [! ve [:™! dizilerinin terimleri kendilerinden &nce gelen k tane terimin
toplami oldugundan I’*! — [! = ¢,, dizisinin terimleride kendisinden dnce gelen k tane
terimin toplanmasiyla elde edilir. Burada dikkat edilirse ¢, dizisi icin elde ettigimiz
baslangi¢ kosulu indis kaymasiyla (¥ dizisinin baslangi¢ kosuluyla aynidir. Bu indis
kaymasi hesaplandiginda

t, = IF

n—i—1
elde edilir. Boylece

k

n—i—1

li{’_l _ lz t, = lk

n - n

., veburadan I’"! = ! +1
elde edilir.

Asagida verecegimiz Lemmada Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin £ Dizisinin

herhangi dizisinin Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin £ Dizisi’nin k-inci1 dizisi
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cinsinden yazilabilecegi gosterilecektir. Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin
k Dizisi’nin diger biitiin dizilerinin k-inc1 dizi cinsinden yazilabilmesi ¢ok onemlidir.
k-inc1 dizinin genellestirilmis k-basamak Lucas say1 dizisi /,, ile ayn1 say1 dizisi oldugunu
soylemistik. Genellestirilmis & -basamak Lucas say1 dizi’sinin 6zelliklerini elde etmek
cok daha kolay olacaktir ¢iinkii yukarida elde ettigimiz 4.2.3 ve 4.2.6 esitlikleri sayesinde
genellestirilmis k-basamak Lucas say1 dizisi [,, ile genellestirilmis £-Basamak Fibonacci
Sayilar1 arasinda onemli esitlikler elde edilmistir. Bu sebeple uygulamada asagidaki

Teorem bize biiylik kolaylik saglamaktadir.

Teorem 4.2.16. !, Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarmn % Dizisi olmak iizere

k > 2igin

k., i=1

L=< Sk 1<i<k
m=1
I* 1=k

n’

dir.

Ispat: I} = ¥ | oldugunu Teorem 4.2.14 de gdstermistik. Yukardaki Teoremde ise

n

[+t =10 + 1% . | oldugunu gosterdik. Bu esitligi kullanarak;

i+1 ) _ k
ln - ln - ln—i—l
i+2 +1 k
ln - ln - ln—i—?
k—1 k-2 _ k
ln - ln ln—k:—l
k k-1 __ k
ln - ln - ln—k

yazilabilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak

lfz - li = lfﬁk + lfL*k*l +oeet+ lﬁfiq + lfzfifl
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k
elde edilir. Burada elde ettigimiz esitlikte [* = >~ 1% ; y1yerine yazarsak
j=1

o= = 0, +15 )

n—i—2 n—i—1
= lszfl + lﬁfz +eeet li—kﬂ - (lﬁfk + lszfkfl T+t 12472 + I )

n—i—1

= ZTszl + lﬁfz +- .'lfL*'

()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.17. [}, Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarmmn & Dizisini, g/, Genellestiril

mis k-Basamak Fibonacci Sayilarinin £ Dizisi ¢insinden asagidaki gibi yazabiliriz.

k>3vel <i<kigin
k+i—1

lj@ = Z dng—j
j=1

dir. Burada 1 < ¢ < k, n > 0 ve sabit katsayilar

J(J;fl) egerl < j <i
R S P P I

EehD) _ GG =i+) egerk <j<k+i—1

seklindedir.

Ispat: Teorem 4.2.16 dan

k., i=1
L=< Sk o 1<i<k

m=1

¥ i=k

oldugunu biliyoruz. Ispati = 1 ve i = k i¢in agikardir. Biz 1 < i < k oldugu durumu

inceleyelim. 1 <7 < k i¢in
b= Ui
m=1
dir. Teorem 4.2.13 den

k
I = Z j9§+1—j
j=1
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oldugunu biliyoruz. Bu esitligi bir dnceki esitlikte yerine yazarsak;

k
L, = Z (Z jgz—m-&-l—j)

m=1 j=1

elde edilir. Bu esitlikteki toplamlar1 acilisak;

lﬁfl = 971271 + 295;2 + 39573 + kg, g
0y = g o+29k s43gF 4+ +kgh_
Iy = gr s+29k (+3g8 s+ kg

oy, = g +29 s4+3g8 ¢+ +kgr s

= 20 B0 R

oldugu gériiriiz. Esitliklerini taraf tarafa toplarken dikkat edersek g* ; lerin katsayilarinin
1,2,3,...,kveyak >t olmakiizere 1,2,3,...,¢t veyap > 1 olmak iizere p,p+1,...,k

seklinde oldugunu goriiriiz. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

JG+1)

- egerl <j <1
d; = j(j;l) — (j_i)g_”l) egeri+1<j<k—1
k(k2+1) _ (ri)(%'le) egerk<j<k+i—1

elde edilirki buda ispat1 tamamlar.

Ornek 4.2.18. Uste ispatladigimiz teoremi kullanarak k = 5, n = 8 ve i = 4 icin I', yi
hesaplayalim.
5441
li= > digh ; = digh+ dogh + dsgh + dagh + dsgh + dsgh + drgf + dsg

i=1

dir. 3.9.2 den

g =31,90=16,9 =8,9; =4,95=2,95 = 1,6, = 1,90 =0
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olarak elde edilir. Teoremin ifadesinde verilen

1(12“) eger1 <j<i
dj = A _ G=0G=i) egeri+1<j<k-—1
k(k2+1) _ (jfi)(é'*i“) egerk<j<k+i—1

esitligini kullamirsak;
dy=1,dy =3,d3 =6,dy =10,d5 = 14,ds = 12,d7 = 9,dg = 5
olarak elde ederiz. Bunlar: kullanarak;
Il =31+3.16+ 6.8+ 10.4 + 14.2 + 12+ 9 + 9.0 = 216

olarak bulunur.

Teorem 4.2.19. [° Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinm k Dizisi ve g* Genelles

tirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilarinin £ Dizisi’nin k-inci dizisi olmak iizere £ > 2

i¢in, )
kgy, — Jé(k —J+Dghiay i=1
L, = mél kg —mi1 — Téljzk;(k — 4+ Dgk e 1<i<k
kg1 — Ji(k —J+ 1) i=k
\ —
dir.

Ispat: Teorem 4.2.10 dan

k
lﬁ = k9§+1 - Z(k —J+ 1)9§+2—j

j=2
ve Teorem 4.2.16 dan
lfl—l? 1 = 1
L=< Sk 1<i<k
m=1
1k 1=k

n’
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esitliklerinin saglandigini biliyoruz. i = 1igin [} = [*¥ | oldugundan
k k
In = kgﬁﬂ - Z(k —J+ 1>9]n€+2—jli—1 = kgy — Z(k —J+ 1)9§+1_]~

Jj=2 Jj=2

elde edilir. 1 <7 < k i¢in

i i k
b= U= (kg s — Y (k= + 1) o))
m=1 m=1 7j=2
i ik
= Z kgﬁfm+1 - Z Z(k —J+ 1)927m—j+2
m=1 m=1 j=2
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler birlestirilirse
kgn - 232(]{; —J+ 1)gn+17j7 =1
]:
=9y 2 kg —ma1 — 2 (k=g DGr jinr 1 <i<k
m= m=1 j=
k
kgni1 — > (k—j+ 1) io ;s i=k
\ J=

esitligi elde edilir.

Ornek 4.2.20. Ornek 4.2.18 de elde ettigimiz esitligi Teorem 4.2.19 u kullanarak tekrar
elde edelim. Yani k = 5, n = 8 ve i = 4 icin ', yi hesaplayalim.

4 4 5
3= D 5% m = DD (=i + DR i
m=1 m=1 j=2
4

= SR+ +ge+aE)— > (g3, + 308 0 + 200 0 + 92

m=1

= 5(61 + 31416 +8) — (4¢2 + 395 + 292 + ¢2)
—(4g5 + 395 + 293 + g3) — (495 + 393 + 295 + 95)
—(447 + 393 + 295 + g7)

= 580 — (4.31 +3.16 +2.8 +4) — (4.16 + 3.8 +2.4 +2)
—(48434+22+1)—(44+324+21+1)

= 580 — 192 — 98 — 49 — 25 = 216
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elde edilir.

Teorem 4.2.21. I\ Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarmin k Dizisi ve g~
Genellestirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilarinin k£ Dizisinin k-inci dizisi

olmak tizere £ > 2 igin,

™=

ign_j, i=1

<
I
—_

k
ngﬁ—m—j-&-l? l<i<k
1j=1

M= 5 -

jgvljﬁ»lfja i=k

7
<
I

—_

dir.

Ispat: Teorem 4.2.12 den
k
lfi = ngfl-i-l—j
j=1

ve Teorem 4.2.16 dan

L=< Sk 1<i<k
m=1
lfl, 1=k

esitliklerinin var oldugunu biliyoruz.

i=1liginl} =1~ |

oldugundan
k k
Iy = ngﬁﬂ—j Sl = ngﬁ—j
j=1 j=1
elde edilir. ‘
L<i<kiginl, => It
m=1

oldugundan

i ik
L, = Z be = Z ngﬁ—mﬂ—j
m=1

m=1 j=1
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elde edilir. i = k i¢in [¥ = Z gk _; oldugu yukarda elde edilen esitliklerden

j=1

(k&

ngn s i=1
J

lfz Z gn—m—j+17 1 < Z < k

M” I M@

jgn+1 ]7 ?’:k

,
<.
Il

-

elde edilir.

Ornek 4.2.22. Usteki teoremi kullanarak k = 4, n = 4 ve i = 3 icin I yi elde edelim,
ga =0, gt = g3 = 1 ve g3 = 2 oldugundan,

3 4 3
li) = Z Zj'gi—m—j—i-l = Z(gi—m + 2g§—m + 3g§—m + 4g%—m)

m=1 j=1 m=1

= g5 +20g5 + 3¢ +4gg + g5 + 247 + g7 =11

elde edilir.

Teorem 4.2.23. [ ve ¢* sirasiyla Genellestirilmis k-basamak Lucas and Fibonacci

sayilarinin £ dizisi olmak tlizere, m,n € Z ve 1 <i < k — 1 i¢in,

J k+i—1 k
l3;+m—z Zgn Z AR N4 ) SO (AN S
7j=1 j=i+1 s=j—i+1 j=k+1 s:]—H—l

dir.

Ispat: LY = G,, Ly oldugunu Teorem 4.2.8 den biliyoruz. Bunu kullanarak,

LN

n+m

= Guimly = AVLy = A"A™Ly = A"L,, = G, L7, yazabiliriz. Bu matris
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carpimindan ve Teorem 4.2.16 dan;
lfwm = gnl;n : f:zl:n k1
= go(lr Al ) A gl i)
= U g+ g+ gn)+ -l (g +gn )+
B (gt gt g )+ (g )+

lm o (gh™ ”2+---+9§)+ ol i1k

k J k+i—1 k
j=1 j= H—l t=j7—i+1 j= k+1 t:j —i+1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.24. Ustteki teoremi kullanarak l; mVik =5 1=3n=3vem = 4icin

elde edelim,

3 J 5 J 5
oo = B=) () g)+> (0, > o) +Zli DL )
j=1 t=1 j=4

t=j—2 t=j—2
= BBgs+15(g5 +93)+ (g5 + 95 +93) + 13(93 + 93 + 93)

+101(g5 + g5 + 93) + Po(gs + 93) + 395
— 284 24412455—-9—5—2=103

olarak elde edilir.

Teorem 4.2.25. [* Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinm & Dizisinin k-inci dizisi
olmak iizere 1 < n < k i¢in
F=2om 1

dir.

Ispat: Ispat1 P(n {1 <n<kicinl* =2" — 1} Onermesinin n lizerinden tiimevarimla
ispatin1 yaparak yapalim. P(1) icin I} = 1 esitligi saglanir. n’den kiigiik tiim m dogal

sayilari i¢in [F = 2™ — 1 esitliginin saglandigini kabul edelim. Bu kabulii

A R R T P R
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esitliginde kullanirsak

o= 4+ 4+
= 2" -1+ =) +...+ (2" -1 +k
= otpon 2y 42t (k1) 4k
= v lgpon2y 4oty
= 2-DE"t+2m 24 421429
= 2" -1

esitliginden 6nermenin n i¢inde dogru oldugu gosterilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.26. [~ Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarimn k Dizisi 'nin k — 1-inci

dizisi olmak tizere 1 < n < k — 1 i¢in
lk—l — 9on

dir.

Ispat: I/ Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarmin k Dizisi olmak iizere k > 2 igin

L=< Sk 1<i<k
m=1
Ik =k
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oldugunu kullanarak

lﬁ_l - le—m:lfl—1+"'+lln€—k+l
R e
= ol M (k-2)+k
= (2"t 42 4
= 2"-1)+1=2"

elde edilir.

Sonug 4.2.27. [* ve [*~! Genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarimn k Dizisinin k-inct

ve k — 1-inci dizileri olmak iizere 1 <n < k — 1 i¢in

h+1=10"
drr.
Ispat: Teorem 3.2.16 den
F=2"—1
ve Sonug 3.2.17 den
lkfl — on

oldugundan

Frl1=2"—1+1=2"=["

elde edilir.
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4.3 Kombinasyon ile Gosterim

Teorem 4.3.28. g/ Genellestirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilarinin & Dizisi olmak

.. + . .
lizere, m,n € Z™, igin,

|a] o
aZl—;l (al ..... llk) eger 1 = 1
. k—it+1 ul |
gy = 21 (Z : (a1 ak) egerl <1<k 43.1)
m= aF(n—m) 7
Z (a ‘a|a ) eger 1 — k
[ a-(n—1) 1., k
i , k—i+1
Ispat:1 <1<k 1(}1n g;z - Z gn m+1 V€ ti =ty =--- =1, =1 1<;1n Fk’nil, gﬁ va
. k— z+1
indirgenir. Boylece g/, = > Fjn—m dir. 3.11.1 esitligini kullanarak

m=1
k—i+1
-3 > ()
m=1 ak(n—m)

elde edilir. i = 1 vei = k i¢in g}, Fy,, = g, ve F},, = g¥., oldugundan bu durumlar

i¢in ispat agiktir.

Ornek 4.3.29. Usteki teoremi kullanarak k =5, i = 3 ve n = 6 icin g, yi hesaplayalim.

g: Z Z ( k) Z (aLli’ak) - Z (CLL’.C.l.,‘CLk) * Z (al"i’aJ

m=1 at(6—m) at-(5) ak(4) ak(3)
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Simdi a = 5, a = 4ve a3 agirlikly toplamlarint hesaplayalim. a &= 5 i¢in,

a;+ 2a2—|— 3a3—|— 4a4+ 5&5: 5

5 0 0 0 0 — %=1

4!

31 0 0 0 — 2=4
2 0 1 0 0 — 2=3
10 0 1 0 — Z=2
0 0 0 0 1 — L=1
0 1 1 0 0 — Z=2
12 0 0 0 — =3

2!

a 4 icin,
a1+ 2a2+ 3&34— 4&44— 5a5 = 4
4 0 0 0 0 — 4

4!
3!

2 1 0 0 0 — 2=3
10 1 0 0 — %=2
0 0 0 1 0 — 4=1
0 2 0 0 0 — Z=1

2!

ve a = 3 icin,
a1+ 2a2+ 3&34— 4&44— 5a5 = 4
3 0 0 0 0 — H

41
1 1 0 0 0 — 2% =2

2!

o o0 1 0 0 — 2=

olarak elde edilir. Elde ettigimiz verileri yerlerine yazarsak;

3 |al |al |al
— =164+8+4 =28
=3 () () () s

a+(5) ~ T a-(4) N T a-(3) ~ T
elde edilir.

Lemma 4.3.30. (Kilic, 2006) g' Gnellestirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilarimn k

Dizisi olmak iizere

k Z My [m|
gn — — X
|m| My .n., My

mk(n—1+k)
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dir. Burada m = (my,ma,...,mg), my + 2mg + ... + kmy, = n — 1 + k. esitligini

saglayan negatif olmayan tam sayilardwr. Ayrica 0 < i <n — 1 igin
gﬁ_i = Z o X ( " )
= - \m[ my,...,mg
mk(n—i+k—1)
dir.

Teorem 4.3.31. [’ Genellestirilmis k-Basamak Fibonacci Sayilarmin %k Dizisi olmak

lizere, m,n € Z*, i¢in

¢k
Zj 3 %’r X (mﬂ'm'm]k) egeri =1

I
MS
M-
.
=5
x>
X
p

; ~ .
ln mjl"“vtmjk) eger 1 <1< k
m=1j5=1 t-(n—m ]—i—k)
k
' Mk jm| o
\ =1 mk(n—j+k)
burada t = (tmji1, .- ., tmjk) Ve M = (M1, mya, ..., mj;) dir.

Ispat: Ispat iistteki lemma ve Teorem 4.2.13 kullanilarak tamamlanur.

Bu teoremin ispati Lemma ve Teorem 4.2.3 kullanilarak kolayca yapilsa da terim ¢oklugu
nedeniyle uygulamada zorluk ¢ikarabilir. Bunun i¢in bu teoremi kullanarak asagidaki

ornegi vererek indis coklugunun hesaplamada engel teskil etmedigini gosterelim.

Ornek 4.3.32. Ustteki teoremi kullanarak k = 4, i = 3 ve n = 5 icin I, yi hesaplayalim.
Bu érnekte gorecegiz ki teoremin ifadesinde yer alan indisler sadece gosterim kolayligidrr.
Yani j lerin ve m lerin farkl degerler aldigini gostermek i¢indir. Burada esas olan t nin k
ile indislenerek hesap yapimasidir. Simdi formiiltimiizii a¢ik olarak yazip hesaplamamizi

yapalzm

@—ZZ]Z (M)

tmj1,--stmja
m=1j=1 " t-(9—m—j) e

4
. t1 t to, t
— Zj Z |17J\4 X (t1J4, 7t1g4) —+ Zj Z |2tj\4 X ( _ It| . )

; toj4,..-5t254
J=1 t(8—j) J=1 t(7—j) ! !
taja I¢] t114 ||
X = == X
+ Z ] Z It] (t3j4,...,t3j4) [t] (t1147---7t114)
J=1  t(6—j) t(7)
t| t [t]
2 t124 % ( | 134 ¢ ( )
+ [t] t124,---,t124) +3 [t] t134,..-,t134

t(6) t(5)
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t144 [l to14 [¢]
+4t§(£) GRS (rraetnas) +t#(6) i X (rarators)
too4 [l to34 [¢]
+ 2t§(;5) [t x (t224 ..... t224) + 3tF(4) t] X (t234 77777 t234)
toaa [¢] t314 Itl
+ 41&?(3) [t x (t244 ..... t244) + H(3) [t] X (t314 ~~~~~ t314)
t324 ] t334 [t
+2 Z W X (t324 ,,,,, t324) +3 T X (t334 ----- t334)
tH(4) tH(3)
t344 ||
+4 Z [t] X (t344 ~~~~~ t344)
t=(2)

seklinde olur. Simdi agirlikli toplamlardan elde edilen ve kombinatorik olarak bulunan
kisimlar1 hesaplayalim.Bu hesaplamada bizim i¢in esas olan & = 4 i¢in agirlikli toplam
oldugundan ? nin indislerini 1, 2, 3, 4 olarak almak yeterli olacaktir. Formiilde % ¢arpani
oldugundan ¢4 = 0 i¢in ¢; leri hesaplamak gereksizdir. Ayrica t - 2 ve ¢ = 3 oldugu
durumda ¢4 = 0 olacag: i¢in bunuda hesaplamaya gerek yoktur, yani sonug ¢4 = 0
oldugunda toplam sifira esit olacaktir. Bdylece karmagik olan formiil hesaplanirken

bunlar g6z oniinde bulundurulursa hesaplama kolay olacaktir. Simdi¢ - 7,¢+ 6, ¢ - 5,

t F 4 i¢in agirlikli toplamlarini hesaplayalim. ¢ = 7 igin,

i+ 26+ 3ts+ 4ty = 7 \%‘] X (tl,l.l.:.‘,m)
3 0 0 1 — lxf_
110 1 —  lx3—o
0 0 1 1 — @ lx2_q
t 6 igin,
ti+ 2to+ 3tz+ 4ty= 6 o X (tl,'”t)
0o 1 0 1 — ix2_y
2 0 0 1 — lx3_
t = 5igin,
b+ 2t+ 3tz+ 4tg= 7 \%‘] X (tl,l.l.:.‘,m)
10 0 1 — ix2z_y

ve t F 4 i¢in,
ti+ 2+ 33+ 4ty = 7 U (t1 |.7.§.‘,t4)
0 0 0 1 — 1ix

olarak elde edilir. Bunlar formiilde yerlerine yazilirsa;

2=14+22+31+41+12+21+31+11+21=25eldeedilir



5. GENELLESTIRILMIS k-BASAMAK PERRIN SAYILARI

5.1 Genellestirilmis Perrin Polinomu ve R°° Matrisi

Boliim 4 de Lucas sayilarinin genellestirmeleri ve bu genellestirmelerin 6zellikleri anlatildi.
Bu boliimde Lucas sayilarinin genellestimelerinin 6zel bir halini inceleyecegiz. Genellesti
rilmig Lucas Polinomu Gy, (t) ve D> matrisinin ¢t = (tx, 51, ...,t;) olarak alinip bu
vektoriin A ve A~! matrisi ile garpilarak elde edildigini gdstermistik. Burada kullandigimmiz

t = (tg, tr_1,-..,t1) vektorii yerine,

tp - (tk7tk—17 e ,tQ,O)

vektoriinii alarak Lucas sayilarinin genellestirmesinin 6zel bir halini elde edecegiz. Simdi
tp = (tk, ti—1, . .., t2,0) vektorii yardimiyla elde edilen Genellestirilmig Lucas Polinomu
G'k..n(t) nin 6zel bir hali olan ve Genellestirilmis Perrin Polinomu olarak adlandiracagimiz

polinomu elde edelim.

MacHenry tarafindan kullanilan companion matris A y1;

0 1 O --- 0 0

0 0 1 .- 00

0 0 o --- 00
A, =

0 0 o --- 01

|tk k-1 te—2 -tz O] ok

seklinde alalim. Core polinomu

P(l‘;tl,tg,...,tk) :mk—tlxkfl — e — 1
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nin katsayilar vektorii olan (g, tx_1,. .. ,t1) vektorii yerine core polinomun tiirevi
Plx) = ka"' —ty(k — )22 — o — 1,y
nin katsayilar vektorii (—tx_1,...,—t(k — 1), k) almp A ve A~! matrisleri ile isleme

tabi tutuldugunda son siitunii G ,,(t) genellestirilmig Lucas polinomunu veren (D)

coXk

matrisi elde edilmisti.(MacHenry ve Wong, to appear). Biz ise MacHenry’nin yaptiZina

benzer olarak core polinomun tiirevi

P(x) = ka"' —ty(k — 1)a" 2 — . — 4y

nin katsayilar vektorii (—tx_1, ..., —t1(k — 1), k) yr alip t; = 0 i¢in yeniden diizenlersek
(—=tp—1y--oy—(k =0ty ..., —(k —2)ts,0, k)

seklindeki vektorii elde ederiz. (—tx_1,...,—(k —i)t;, ..., —(k — 2)t9,0, k) vektori

alimip A* ve D matrislerini elde ederken kullandigimiz metotla A, ve A U matrisi ile
sonsuz defa ¢arparsak R°° matrisi olarak adlandirdigimiz matrisi elde ederiz. Bu matrise

k = 3 ve k = 4 i¢in asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

k = 3 igin;
t3 ¢ 2
des ok d
t2 t
% 3 "o
ROO - —t2 O 3
3t3 2ty 0

0 3ty 21y
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ve k = 4 igin
—t3 —21, 0 4
41, 3t3 2t 0
R>* = 0 4t4 3t3 th

2oty 2ot Aty + 2t3 3t
32tgty 2oty + 325 H2lotz Aty + 213

seklinde olur. R matrisleri incelenirse bu matrislerin son siitununun pozitif yonii
Genellestirilmis Lucas Polinomu Gy, (t) de t; = 0 almakla elde edilen polinom oldugu
goriiliir. Bu polinomu Genellestirilmis Perrin Polinomu olarak isimlendirelim ve Ry, ,,(¢)

ile gosterelim. Ry ,,(t) polinomunu agik olarak ifade edecek olursak;

Rpo(t) = k

Ria(t) = 0

Rk’g(t) - 2t2

Rk,n(t) == Rk 1n(t), 3 S n<k-—1
k

Ripn(t) = Z tiRin—i(t), n >k
=2

seklinde tanimlanir. Ry, ,,(¢) polinomunun bagka bir tanimi asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 5.1.1. k > 3 seklinde bir tamsay: ve
P(l';tl,tg,...,tk) = LCk —tlgjkfl — =1y

polinomu verilsin. t = (0,ty,...,t) olmak iizere genellestirilmis Perrin polinomu

Ry ,,(t) asagidaki gibi tamimlanr.
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Reo(t) = k

Re.(t) = 0

Riao(t) = 2ty

Ris(t) = toRpq(t) + 3ts

Ripa(t) = toRpo(t) +tsRy1(t) + 4ta

th_l(t) = t2Rk7k_3(t) + -+ tk_leJ(t) + tkk’

v
T
€.
=

olmak tzere n

Ry (%)

Il
S+
&y
b
~
L
—
~
N~—

seklinde elde edilir.

5.2 Genellestirilmis k-Basamak Perrin Sayillar1 ve Matris Gosterimi

Bubéliimde Ry, ,,(t) polinomunu ve R matrisini kullanarak Genellestirilmis k—Basamak
Perrin Sayilarimi elde edecegiz. Bunun i¢in R*™ matrisini, t, = (fx,tx-1,...,1t2,0)

=(1,1,...,1,0) olarak alip k = 3 ve k = 4 igin tekrar ifade edelim.

k = 3 i¢in i )
2 -1 1
1 3 -1
R°=1]1-1 0 3
3 2 0
0o 3 2
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ve k = 4 igin ) i
3 -3 -1 2
2 5 -1 -1
-1 1 4 -1
R> =
-1 -2 0 4
4 3 2 0
0o 4 3 2

seklindedir. Burada R* ve Ry ,,(t) polinomunu kullanarak Genellestirilmis £—Basamak

Perrin Sayilarinin baslangi¢ kosullarint asagidaki gibi elde ederiz.

k = 3 igin,
1,-1,3
k = 4 i¢in,
2,—-1,-1,4
k = 5 igin,
3,—1,—-1,—-1,5

ve bu drneklerdende anlagilacagi iizere k igin,

k—2,-1,—1,...,—1,k (Burada k — 2 tane — 1 var)

seklinde olur. Baslani¢ kosullarimida elde ettikten sonra Genellestirilmis k—Basamak

Perrin Sayilarini tanimlayalim.
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Tamim 5.2.2. k > 3 i¢in baslangi¢ kosullart Ry, =k —2, Ry =—1,..., Ry = —1,

Ry = k olmak iizere
k
Rn - Z Rn—i
i=2

seklinde tammlanan sayt dizisine Genellestirilmis k—Basamak Perrin Sayi Dizisi adi

verilir.

k=3 i¢in R,, say1 dizisi
Ro=1 R 1=-1 Ry=3, R =0, Ry =2, R3 =3, Ry =2, Ry =5, Rg =9, ...

seklindedir. Tanimdanda goriildiigii gibi £ = 3 i¢in Genellestirilmis k-Basamak Perrin

Sayilar1 klasik Perrin say1 dizisine esittir.

k=4 i¢in R,, say1 dizisi

R,3:2, R,QI—L Rflz—l, R0:4, Rle, RQZQ, R3:3, R4:6, R5:5,...

seklinde elde edilir. Genellestirilmis k-Basamak Perrin Sayilarin1 matris metodu ile

gostermek i¢cin companion matrisi

0 1 o --- 0 0
0 0 1 .- 00
0 0 0 0 0
A, =
0 0 0 0 1
| e -1 tr—2 ty 0] ok

olarak alalim.
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Teorem 5.2.3. A,, iistteki matris ve R,, Genellestirilmis £ Basamak Perrin Say1 dizisi

olmak tiizere her n icin,

Rnfk+1 k—2
Rn—k+2 -1
Rn—k+3 = AZ —1

olur.

Ispat: Ispat1 n iizerinden tiimevarimla Teorem 4.1.2 nin ispatina benzer olarak kolayca

elde edilir.

Bu teoremin bir sonucu olan ve R,, yi matris ¢arpimlart sonucu elde eden asagidaki sonucu

verebiliriz.

Sonug 5.2.4.

dir.



6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Lucas sayilarinin genellestirilmeleri baska bir agidan ele alinmis ve genelles
tirilmis k-basamak Lucas sayilar1 ve genellestirilmis Ak-basamak Lucas sayilariin k
dizisinin tanimlar1 yapilmistir. Bu tanimlamada ana esin kaynagi T. MacHenry tarafindan
verilen genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlaridir. Fibonacci dizisi i¢in Er
tarafindan yapilan £ genellestirmeler Genellestirilmis Fibonacci polinomlar: ile bire
bir ortiismekte idi. Bu iliski fark edildikten sonra bu polinomlar1 kullanarak Lucas
genellestirmesi yapmanin uygun olacagi diisiincesiyle yola ¢ikildi ve Genellestirilmis %
basamak Lucas sayilan elde edildi. Goriildii ki Lucas sayilarinin bu genellestirilmesi ve
Er tarafindan yapilan Fibonacci genellestirmesi ve Miles tarafindan yapilan Fibonacci
genellestirmesi arasinda cok giiclii iligkiler bulunmaktadir. Bu bulgular yaptigimiz
bu genellestirmelerin uygun genellestirmeler oldugunu yoniindeki tezimizi gli¢lendirdi.
Lucas sayilarinin genellestirilmesi yapilip bu genellestirmenin Fibonacci sayilarinin genel
lestirmesi ile iliskileri elde edildikten sonra Lucas sayilarinin genellestirmesi yapilirken
ele alman Lucas polinomunda ¢; = 0 alinarak Perrin sayilarinin genellestirilmesi elde
edildi. Dolayisiyla Perrin sayilarinin ve onun genellestirmelerinin Fibonacci ve Lucas

sayilarinin genellestirmeleri ile olan iligkisi elde edilmis oldu.

Bu iligkilerden faydalanarak Genellestirilmis & basamak Lucas ve Perrin sayilarinin bir
cok oOzelligi elde edilebilir. Bu 6zellikler 6nemlidir ¢iinkii Genellestirilmis Fibonacci
sayilarinin bir ¢cok 6zelligi bilinmekte ve 6zellikler fizikten borsaya kadar bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Bunlar diisiiniilerek ve bizim elde ettigimiz 6zelliklerin yan1 sira yeni
ozellikler ve yeni iligkiler elde edilerek birgok arastirma yapilabilir. Ornegin tezde
kullanilan yontem kullanilarak Pell sayilarinin ve Pell sayilarinin genellestirmelerinin
ozellikleri elde edilebilir. Yapilacak olan tiim bu ¢aligmalarda diigiim noktas1 genellestiril
mis Fibonacci ve Lucas polinomlari olacagi icin biitiin bu say1 dizileri arasinda benzer

iliskiler elde edilebilir.
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