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1. GIRIS

Yaklagim yontemleri hem matematikte hem de bagta miihendislik olmak
iizere bir¢ok bilim dalinda kullanilan 6nemli ¢oziim yontemleridir. Bu yontemler,
interpolasyon ve yaklagim, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimle-
rinde sik sik kullanilmaktadir (Dag, 1987; Ozdemir, 1996).

Interpolasyon, bir fonksiyonun tablo halinde verilmis degerlerinden yola ¢ika-
rak bu fonksiyonun bu aralikta bilinmeyen degerlerini hesaplama iglemidir(Bayram,
2002). Baska bir deyigle interpolasyon verilen fonksiyonlara yaklagim yapmak
i¢in temel bir yontemdir (Davis, 1975). Polinomlar ile ¢ahgmak biiyiik kolaylhik
sagladigindan yaklagim yontemlerinde interpolasyon yontemlerinin 6nemli yeri
vardir (Isaacson Keller, 1994).

Bazi durumlarda veri noktalarina bir tek egri ile yaklagma biiyiik hata-
lara neden olabilir. Ayrica bu amag icin kullanilan Newton ve Lagrange interpo-
lasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi arttik¢a artacagindan bu tiir polinom-
larla yapilacak iglemler zorlagir. Bu gibi durumlarda ise yaklagim yontemlerinden
biri olan spline fonksiyonlarimi kullanmak daha yararh olmaktadir (Tiirker, Can,
1997).

Bu calismada ilk olarak spline fonksiyonlarinin cesitleri ile temel Bernstein
polinomlar1 tizerinde durulacaktir. U(;iincii kisimda kiibik spline fonksiyonlari
kullanilarak simir deger problemlerinin yaklagik ¢oziim yontemleri incelenecek-
tir. Benzer sekilde ayni tipli sinir deger problemlerinin galerkin yonteminden fay-
dalanilarak Bernstein polinomlari ile yaklagik ¢oztim yontemleri de incelenecektir.
Son kisimda ise 6rnek problemler her iki yontemle de coziilerek elde edilen hata

paylar1 karsilagtirilacaktir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Spline Fonksiyonlar:

Spline fonksiyonlari, parcali degerli polinom fonksiyonlar olup, polinom fonk-
siyonlarin ve ardigik tiirevlerinin Va € R i¢in siirekli olmasi bu fonksiyonlar:
kullanigh yapmaktadair.

Genel olarak n. dereceden spline fonksiyonu, [a, b] araliginin sonlu pargalanisi,
a=20< 21 < ... <Tp1<xp,=2"=
olmak tizere agagidaki iki ozellige sahiptir.

(i) S(z), her [z;, ;1] de n. ya da daha kii¢iik dereceden polinomdur.

(ii) S(z) ve ardigik tiirevleri tanimlanan [a, b] kapali arahiginda stireklidir.

Bu tamima gore n = 0 igin ikinci kogul gegersizdir ve 0. (sifirinci) dereceden
spline fonksiyonu adim fonksiyonu olarak adlandirihr. n = 1 igin S(z) fonksiyonu
dogru parcalarindan olugmaktadir ve lineer (dogrusal) spline fonksiyonu olarak
adlandirilir. Benzer sekilde n = 2 ig¢in olusturulan spline fonksiyonu kuadratik
spline fonksiyonu, n = 3 i¢in olusturulan spline fonksiyonu ise kiibik spline
fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayrica n = 4 ic¢in olusturulan spline fonksiyonu
kuartik spline fonksiyonu ve n = 5 icin olugturulan spline fonksiyonu kuintik
spline fonksiyonu olarak adlandirilir. ﬂerleyen bagliklarda bu fonksiyonlar ayrintil
bicimde incelenecektir.

Spline fonksiyonlarin genel ozellikleri agagidaki gibi verilebilir.
1. Spline fonksiyonlar, uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
2. Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.
3. Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyonlardir.

4. Yaklagim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi ile dogal matrisler

ortaya cikar ve bu matrisler uygun determinant ozelliklerine sahiptir.

5. Spline fonksiyonlar, elde yada bilgisayarda yapilan hesaplamalarda kolaylik
saglar (Donmez, 2008).



2.1.1. Lineer (Dogrusal) Spline Fonksiyonu

Veri noktalarii gesitli araliklara bolerek her bir aralikta dogrusal fonksiyon-
lar kullanma esasina dayanan lineer spline interpolasyonu, spline interpolasyon
tiirlerinin en basiti olup kullanim kolayligi bakimindan tercih edilir (Bayram,
2002).

Lineer spline interpolasyonunda her bir alt aralik icin secilen fonksiyonlar
Si(z) = a;x + b; , i=0,1,...,(n—1)

seklindedir. Burada n tane fonksiyon olup her bir fonksiyonda da 2 bilinmeyen
katsay1 mevcut oldugundan toplamda 2n tane bilinmeyen katsay1 vardir. Oyleyse
bu katsayilar1 hesaplayabilmemiz i¢in 2n tane denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Bu

denklemleri ise agagidaki kabuller sonucunda elde edecegiz.

i. Si(x) polinomlar: i¢ diigiim noktalarda fonksiyon ile ayni degeri almalidir.
Yani,

dir.
it. S;(z) polinomlar: i¢ diigiim noktalarda siirekli olmahdir.Yani,
Si(zit1) = Siz1(wi1) , i=0,1,...,(n—2)
dir.
121. Basgtaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan ge¢melidir. Yani,

50(900) = Yo ) Sn—l(xn) = Un
dir.

Boylece 1. koguldan n — 1, 7. kosuldan n — 1 ve son olarak #¢i. kosuldan 2 tane

olmak ftizere toplamda,
m—1)+n—-1)+2=2n

tane denklem elde edilmig olur. Bu denklemler kullanilarak katsayilar hesaplanir
ve S;(x) spline polinomlar: elde edilir.

S;(z) spline polinomlarimi bulmanin diger bir yolu da Lagrange interpolasyon
formiilini kullanmaktir. Bu formiil ile ardisik (z;,v;) ile (211, ;1) noktalarm:
birlegtiren dogru parcast,

T — Titq T — T

L = i i 5 ':O,l,..., —1 21
(@)= =t i i (-1 (21




seklinde yazilabilir. Bu denklemin birinci mertebeden tiirevi alinirsa,

L’(a:) _ Yi 4 Yit1 _ Yi+1 — Yi (2.2)
Ty —Ti41  Tip1 — T4 Tit1 — T4

denklemi elde edilir ki bu da ele alinan dogru parcasinin egimidir. (2.1) denklemi

diizenlenip, denklemde

_ Y1 — Y
m; = ————
Tit1 — T4
ifadesi yerine yazilirsa,
L(z) = Si(v) = yi + my(x — ;) , i=0,1,....,(n—1)

lineer spline fonksiyonu elde edilir.
Lineer spline fonksiyonunu temsil eden grafik ve bu fonksiyonun pargali

degerli bicimde gosterimi agagida verilmistir.

n-2 n-1 n

Sekil 2.1 Lineer Spline Fonksiyon Grafigi



Yo + mo(r — o) T € [x0, 1]

y1 +my(x — z4) T € |21, 29]

[ Un-1 +mMmp_1(x —xp1) T € [Tp_1, Ty

Ornek 2.1.1

x ‘ 1.0520  3.3560  4.5870  7.1250  9.2575
Y ‘ 2.0030  1.2230 6.1120  5.6810  8.7015

tablosu veriliyor. Lineer spline interpolasyonu yontemi ile en uygun yaklagimi

yapalim ve y(5.0) degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Coziim: Nokta sayimiz 5 oldugundan aralik sayimiz 5 — 1 = 4 olacaktir. O halde

lineer spline polinomlari
Si(w) = yi + my(w — x;) : i=0,1,2,3

seklinde olacaktir. O halde

1.2230 — 2.0030
= — = 2 — 1.052
So(x) = yo + mo(z — x0) 0030 + 33560 — 1.0520(1‘ 0520)

= 2.0030 — 0.338541(x — 1.0520)

= —0.338541x + 2.359145

6.1120 — 1.2230
= — = 1.22 — 0.
Si(z) =y1 + my(x — 1) 30 + 15870 = 3.3560@ 3.3560)

= 1.2230 + 3.971567(z — 3.3560)

= 3.971567x — 12.105578



So(x) = yo + ma(x — 2)

S3(x) = y3 + ms(x — x3)

olarak hesaplanir. Buna gore

—0.338541z + 2.359145, x € [1.0520, 3.3560
3.971567x — 12.105578, « € [3.3560, 4.5870
—0.169818z + 6.890955, =z € [4.5870,7.1250
1.416412x — 4.410935, [

5.6810 — 6.1120

112
0 0+ 7.1250 — 4.5870

(z — 4.5870)

6.1120 — 0.169818(z — 4.5870)

—0.169818x + 6.890955

8.7015 — 5.6810
9.2575 — 7.1250

5.6810 + (z — 7.1250)
5.6810 + 1.416412(x — 7.1250)

1.416412z — 4.410935

]
]
]
]

x € [7.1250,9.2575

seklinde yazilir ve grafigi asagidaki gibidir;



Sekil 2.2 Ornek 2.1.1 icin lineer spline grafigi

O halde

y(5.0) 2 55(5.0) = —0.169818(5.0) + 6.890955
= 6.0419

olarak hesaplanir. Bu problemi Matlab programi ile ¢ozersek,

>>x=[1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575];
>>y=[2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015];

>> lineerspline(x,y,5)
ans =

6.0419

oldugu gortiliir.



2.1.2. Kuadratik Spline Fonksiyonu
Bu spline tiirtinde her bir alt aralik i¢in secilen polinomlar,
Si(z) = agr® + bx + ¢ : i=0,1,....,(n—=1)

seklindedir. Burada n tane polinom olup her bir polinomda da 3 bilinmeyen kat-
sayl mevecut oldugundan toplamda 3n tane bilinmeyen katsay1 vardir. Oyleyse
bu katsayilar1 hesaplayabilmemiz icin 3n tane denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Bu

denklemleri ise agagidaki spline 6zelliklerini kullanarak elde edecegiz.

i. Si(x) spline polinomlar i¢ diigiim noktalarinda fonksiyon ile aym degeri

almalidir. Yani,

dir.
ii. S;(x) spline polinomlar i¢ diigiim noktalarinda siirekli olmalidir. Yani,
Si(zit1) = Sit1(wis1) , i=0,1,...,(n—2)
dir.

iti. S;(z) spline polinomlarmimn birinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim nokta-

larinda stirekli olmalidir. Yani,
Si(xir1) = St (Tir1) : i=0,1,...(n-2)
dir.
1. Bagtaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan ge¢melidir. Yani,
So(wo) =90 Se-1(Tn) =Yn
dir.

Boylece i. 6zellikten n — 1, 42. ozellikten n — 1, 7ii. 6zellikten n — 1 ve son olarak

1. ozellikten 2 tane olmak tizere toplamda,
m—1)+n-1)+n—-1)+2=3n-1

tane denklem elde edilmis olur. O halde 1 denkleme daha ihtiyacimiz olacaktir.

Bu denklemi de ilk noktada ikinci tiirevin sifir oldugu, yani Sy(z) polinomunun



bir dogru parcasi oldugu kosulunu koyarak elde ederiz. Bu da ag = 0 olmas ile
egdegerdir. Bu gekilde elde edilen kuadratik spline fonksiyonuna natural (dogal)

kuadratik spline fonksiyonu denir.

<

X, X, X, X, X

n-2 n-1 n

Sekil 2.3 Kuadratik Spline Fonksiyon Grafigi

Ornek 2.2.1

x ‘ 1.0520  3.3560  4.5870  7.1250  9.2575
Y ‘ 2.0030  1.2230 6.1120  5.6810  &8.7015

tablosu veriliyor. Kuadratik spline interpolasyonu yontemi ile en uygun yaklagimi

yapalim ve y(5.0) degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Cozim: Nokta sayimmiz 5 oldugundan aralik saymmiz 5 — 1 = 4 olacaktir. Bu

yiizden kuadratik spline polinomlari
Si(z) = a;2* + biz + ¢ : i=0,1,2,3
seklinde olacaktir. O halde, ¢. koguldan,
Si(z1) = a(x1)? + b+ =y

= a1(3.3560) + b1(3.3560) + ¢; = 1.2230

Sy(wa) = as(w2)® + by + 2 =y
= ay(4.5870)? + by(4.5870) + ¢y = 6.1120



Ss(r3) = a3($3)2 + bgws + c3 = y3
= a3(7.1250)? + b3(7.1250) + c3 = 5.6810

bulunur. 7:. koguldan,

So(l’l) = Sl(ﬁl) = ao(x1)2 + bo(Il) +cy = al(xl)z + bl(Il) +
= 1.2230

Sl<$2) = SQ(LL’Q) = CL1<.I2)2 + bl(.IQ) +c = CL2<I2>2 + bg(.TQ) + Co
= 6.1120

Sg($3) = 53(5133) = a2($3)2 + bg(ﬂfg) +c = a3($3)2 + b3($3) + c3
= 5.6810

bulunur. ii:. koguldan

S(/)(Zlfl) = Si(l‘l) = 2@0(1‘1) + b() = 2&1(1‘1) + bl
2a0(3.3560) + by = 2ar(3.3560) + by

51(132) = Sé(l’g) = 2@1(%’2) +b = 2@2(1’2) + boy
2a1(4.5870) + by = 2a3(4.5870) + by

So(x3) = S5(x3) = 2as(wa) + by = 2as(xs) + b3

bulunur. v. koguldan

So(z0) = ap(1.0520)? + by(1.0520) + ¢ = 2.0030
ve

Sa(w4) = a3(9.2575)% + b3(9.2575) + ¢3 = 8.7015

olarak bulunur. Son olarak da

CLOZO

10
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alinmasiyla,

z 10 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0 ]
0.0 0.0 2 z 1.0 00 00 00 00 00 0.0
0.0 0.0 2 2 1.0 00 00 00 00 00 0.0
0.0 0.0 00 0.0 00 a3 ro 1.0 00 0.0 0.0
00 00 00 00 00 =22 z3 1.0 0.0 0.0 0.0
A=100 00 00 00 00 00 00 00 =3 x3 1.0
x 10 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
0.0 0.0 00 00 00 00 00 00 22 g 1.0
1.0 0.0 —-22; -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 00 0.0 0.0
00 00 22, 10 00 -2z, —-1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 00 00 00 00 223 10 0.0 —-2z3 —1.0 0.0

by [ 1.2230
Co 1.2230
a, 6.1120
by 6.1120
1 5.6810
rT=| as , b= | 5.6810
by 2.0030
Co 8.7015
as 0.0
bs 0.0
C3 0.0
olmak tizere
Ar =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde,

ap = 0.0 a; = 3.5013074 az = —3.3299826 az = 4.7070234
bp = —0.3385416 by = —23.8393174 by = 38.8309385 by = —75.6963989
co = 2.3591458 ¢y = 41.7934475 cy = —101.9407846  c3 = 306.0628553
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olarak bulunur. O halde bu katsayilar kullanilarak S(z) kuadratik spline fonksi-

yonu,

—0.3385416x + 2.3591458, x € [1.0520, 3.3560
3.50130742% — 23.8393174x + 41.7934475, x € [3.3560, 4.5870
—3.3299826x2 + 38.8309385x — 101.9407846, = € [4.5870,7.1250
4.707023422 — 75.6963989x + 306.0628553,  x € [7.1250,9.2575

}
J

S(x) =
(x) |
}

seklinde yazilir. Buradan da,

y(5.0) = 95(5.0) = —3.3299826(5.0)% 4 38.8309385(5.0) — 101.9407846
= 8.9643

olarak bulunur. Bu problemi Matlab programi ile ¢ozersek,

>>x=[1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575];
>>y=[2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015];
>> kuadratikspline(x,y,5)

ans =

8.9643

oldugu gortiliir.
2.1.3. Kiibik Spline Fonksiyonu

Kiibik spline fonksiyonunda her bir alt aralik i¢in secilen polinomlar,
Si(z) = aix® + bix® + cix + d; , i=0,1,....,(n—1) (2.3)

seklindedir. Burada n tane polinom olup her bir polinomda da 4 bilinmeyen kat-
sayl meveut oldugundan toplamda 4n tane bilinmeyen katsayr vardir. Oyleyse
bu katsayilar1 hesaplayabilmemiz i¢in 4n tane denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Bu

denklemleri ise agagidaki kogullar sonucunda elde edecegiz.

i. S;(x) polinomlar1 i¢ diigiim noktalarinda fonksiyon ile ayni degeri almalidir.
Yani,
dir.

it. S;(z) polinomlar: i¢ diigiim noktalarinda siirekli olmahdir. Yani,

Si(®ir1) = Siv1(wit1) ) i=0,1,...(n—-2)

dir.
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iti. S;(x) polinomlarmin birinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda

siirekli olmalhdir. Yani,
Si(zit1) = Sip(wir) ’ i=0,1,...,(n—2)
dir.

iv. S;(z) polinomlarmimn ikinci mertebeden tiirevleri i¢ diigiim noktalarinda

stirekli olmalidir. Yani,
St (i1) = S (i) 7 i=0,1,..,(n—2)
dir.
v. Bagtaki ve sondaki spline polinomlar1 u¢ noktalardan ge¢cmelidir. Yani,
So(wo) =90 Se-1(Tn) =Yn
dir.

Boylece i. ozellikten n — 1, ii. 6zellikten n — 1, #i7. 6zellikten n — 1, iv. 6zellikten

n — 1 ve son olarak v. ozellikten 2 tane olmak tizere toplamda,
m=—1)+n-1)+n—-1)+n—-1)+2=4n—2

tane denklem elde edilmisg olur. O halde 2 denkleme daha ihtiyacimiz olacaktir.

Bu denklemleri de asagidaki kosuldan elde ederiz.

vi. Ug noktalarda ikinci mertebeden tiirevler sifir olmahdir. Yani,
So(xe) =0 Spa(@n) =0
dir.

Bu son kogulu saglayan kiibik spline fonksiyonlara natural (dogal) kibik spline
fonksiyonlar: denir.

Simdi kiibik spline fonksiyonlarinin nasil elde edileceklerini iki farkli yolla
gorelim;

a=xg <1 <..<x,,=0>

noktalar1 verilsin. [x;, z;,1] araliginda,

Si(x) = aj(x —2;)* +bi(x —2)* +i(x —x)+d; 5 i=0,1,...,n—1 (2.4)
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seklinde tanimlanan S;(x) fonksiyonlar: (x;, y;) ve (211, y;+1) noktalarmdan gege-
ceginden x = z; aliriz. O halde
olur. Diger taraftan S;(x) fonksiyonlar: i¢ noktalarda siirekli oldugundan

Sit1(Tiy1) =dipn = Si(wig1)

digyn = di+ci(wim — 2) + bi(wip — 23)° + ai(xip1 — 1;)°
olarak elde edilen denklemde x;,1 — x; = h; ifadesi yerine yazilirsa
div1 = d; + cihy + bhi +a;h} 5 i=0,1,..,n—1 (2.5)
bulunur. (2.4) denkleminin birinci mertebeden tiirevi alindiginda
Si(x) = ¢; + 2bi(x — 1) + 3a;(x — ;)
seklinde olugan denklemde z = z; koyarsak
Si(x;) = ¢

bulunur. S;(z) fonksiyonu i¢ noktalarda siirekli oldugundan

Sz{-&-l(mi-i-l) =cip1 = Si(Tin1)
Ciy1 = G+ 2bi(zi1 — x;) + 30 (v — 3;)°
Ciyv1 = G + 2blhl + Bath (26)

bulunur. Diger taraftan (2.4) denkleminin ikinci mertebeden tiirevi alindiginda
S!(x) = 2b; + 6a;(x — ;)
elde edilir. Burada x = x; koyarsak
S (x;) = 2b;

ve

b, — 57 (2:)
2
bulunur. S/(z;) fonksiyonlar1 i¢ noktalarda siirekli oldugundan
Sit1(Tiga) S (wi41)
S by = SR
20; + 6a;(wir1 — @
biy1 = Tha (; + =~ %) =b; + 3a;(xi41 — ;)



elde edilir.
b; = biy1 — 3a;h;
yazilip (2.5) denkleminde yerine yazihirsa

= dl + Cihi + bprlh? — 2alhf
= di + c;hi — (2a;h} — by h?)
elde edilir. (2.5) denkleminden elde edilen

azh? = di—l—l — dz — Cihi — blh?
ifadesi (2.9) da yerine konuldugunda

dip1 = di+ cihi — (2(digr — di — cihy — bh) —

bit1h?)

3dis1 = 3d; + 3cih; + hZ(2b; + biy)

2

h
di+1 = dz + Cihi + EZ(QbZ + bi+1)
bulunur. (2.8) ifadesi (2.6) da yerine yazilirsa

Civ1 = G -+ 2bi+1hi — 6&1}73 + 3alh12
Civ1 = ¢+ 2biyih; — 3a;h7
3azhf = —Cit+1 + ¢ + 2bi+1hi

bulunur. (2.6) denkleminde son ifadeyi yerine koydugumuzda

Ciy1 = i+ 2bi41hs — 2¢i11 + ¢ + 200y
20i+1 = 202‘ + 2hz(bz+1 + bz)
Civ1 = (G -+ hz(bz + bi_|_1)

bulunur. (2.10) denkleminde ¢;’yi ¢ektigimizde

1 h;
¢ = h_i(di-i-l —d;) — §(2bi + bit1)

elde edilir. Bu denklemde ¢ yerine ¢ — 1 alindiginda

1 hi_
Ci1 = E(dl — dz‘—l) - 3 ! (2[91;1 + bl)

15

(2.8)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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olacaktir. (2.12) denkleminde ¢ yerine i — 1 yazarsak
¢; = Ci—1 + hi—1(bi—1 + b;)

elde edilir. Son denklemde ¢; yerine (2.13), ¢;_ yerine (2.14) denklemi yazildiginda

1 h; 1 hi_
—(diyy — di) — = (2b; + bisy) = ——(d; — di_y) — —=—=(2b;_y +b;) + hi_1(bi_1 + b;)
hi 3 hi,1 3
1 1 h; 2 1
h_i(di+1 —d;) — E(dz —di) = 3(2@ +biy1) + hifl(_gbifl - gbz‘ + b1 + ;)
1 1 h; 1 2
h_i(di-i-l —d;) — o (di —di1) = §(2bi +biv1) + hz‘—1(§bi—1 + gbz)
1 1 1
—(dip1 — di) — (di — di—1) = - (2bihi + big1hi + hi_1biy + 2b;h; 1)
hi hi—l 3
3 3
hi—1bi—1 4 2b;(h; + hi—1) + hibi1 = h_(di—l—l —d;) — h_(dz —di1)
i i—1

ifadesi elde edilir. Bu ifade

d; = SZ(%) , dig1 = Si+1(ﬂ7z‘+1) , diog = Sz‘—1(9€i—1)

esitlikleri kullanilarak ikinci mertebeden tiirev cinsinden yazilirsa
1

2

3 3

= ——[S(xi41) — S(x)] — ———

(xi—l—l —_ 371)[ ( +1) ( )] (xz — xi—l)

bulunur ve buradan ¢ =1, ...,n — 1 igin

2 1
S"(zi—1) + §S'I(Ii)($i+1 —zi1) + 55"(%‘“)

[S(z:) — S(xi-1)]

S"(wi1) (w5 — wi1) + 2(igr — 25-1) 5" (2) + (Tig1 — 25)S" (Ti41)

6 6
= ——[S(x1) — S(xy)] — ———
o —x@-)[ (wi41) — S(ws)] @2
esitligi elde edilir (Dogan, 2008).

Simdi Lagrange interpolasyon formiiliinii kullanarak (2.15) denklemini elde

[S(x;) — S(xi-1)] (2.15)

edelim.

a=xg <11 <..<x,,=0>

noktalarina karsilik y; degerleri verilmig ve

]’Li:l’“_l—xi R i:O,l,...,n—l (216)
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olsun. S;(z) polinomlar: 3.dereceden oldugundan, bu polinomlarin ikinci mertebe-

den tiirevleri olan S¥(x) polinomlar: dogrusaldir. O halde,
Si (i) = M, : Si(wip1) = My

olmak tizere [x;, ;11| araligl i¢in,

SY(x) :Mim+Mi+1M , i=0,1,..,n—1 (2.17)

Ti — Tit1 Tit1 — Ly
olarak yazilabilir. Bu denklemi diizenlersek,

S (x) =Mix"+;—_x+Mi+1% . i=0,1,..n—1 (218)
elde edilir. Bu son denklemin iki kez integrali alindiginda,
(x — ;)3
6h;

(%’H - x)g

elde edilir. Burada ¢; ve d; keyfi sabitlerdir. S;(z) polinomu i¢in,
Si(zi) = yi ve Si(Tiv1) = Yir1

olacagindan, x = x; i¢in

)3 )3
Si(w;) = Mz(xHIGTxZ) + Mi+1<xz6+z) + ¢i(ip1 — @) + dizi — x;)
h2
= MZEZ + cihi = y;

olup buradan

bulunur. Benzer gekilde x = z;,1 icin

ZT; — T 3 ZT; — T 3
Si(wiy1) = MZM + Mi+1w + ¢i(Tig1 — ®ig1) + di(Tip — 25)

h2
szrlgZ + dihi = yiq1
olup buradan da
T yz—f—l 6 hz

olarak bulunur. ¢; ve d; degerleri (2.19) denkleminde yerine yazilirsa,

((L’,;_H - J])S (ZL’ — Ii)?’ Mth (xi—l—l - .T)
() = M~ =) A .70 - i .
Si(x) p o + M,y on. + <yz 5 ) W (2.20)

Mi+1h?> (. — i)
6 h;

+ <y¢+1 -
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denklemi elde edilir. Bu son denklemin tiirevi alinirsa,

iy1 — 1) — 1;)° M;hiy 1
() = —aag T =8 gy BT (y - Z)- (2.21)

6h; 6h; 6 /h
Mi+1 hZQ ) 1
+ <yz+1 6 hz

bulunur. Bu denklemde gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapildiginda,

(Zip1 — ) (x—2)® | Yirr— ¥y My — M,
op M T e (22

denklemi elde edilir. Bu denklemde 7 yerine ¢ — 1 yazarsak,

A — . )2 . M. — M.
S/ _ —Mi, (xz I) Mz (ZL’ Z; 1) Yi Yi—1 N [ i lhi, 293
1) ! 2h;_q N 2h;_q * hi—q 6 i )
elde edilir.
Si1 (i) = Si(w;)
oldugundan (2.22) denkleminde = = x; ahrsak,
hi—q Yi — Yi—1 M; — M;_,
hi—y hi—y Yi — Yi—
= M,;_ M; 2.24
6 1+ 3 + It ( )
ve benzer sekilde (2.23) denkleminde z = x; alirsak,
hi  yiqr—vyi Mg — M;
() SR 5
h; hi Yir1 — Vi
S 5LV Ay VAN Lax Nk [ 2.25
3 6 Lt T (2:25)

degerleri elde edilir. S’(z) siirekli oldugundan (2.24) ve (2.25) degerleri esit ol-
malidir. O halde,

hi—y hi—q Yi — Yi—1 hi hi Yi+1 — Yi
M,;_ M; =——M,;,— —M,; -
6 1+ 3 + Tt 3 s +

hit1
olup bu esitlik diizenlendiginde,s = 1,2,3,...,n — 1 igin

hi—y hi—1 + h; hi Vil — Y Yi — Yi-1
M,;_ — M+ —M; 1 = — 2.26
6 1+ 3 + g it I By ( )

esitligi bulunur. Burada
M = S//(lfi—l) ) M; = S”(Iz‘) ) Mi-‘,—l = SN(JEZ‘H)

Yi—1 = S(«Ti—l) ) Yi = S(Iz) s Yi+1 = S(Ii+1)
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hi =iy — x5 ) hioy =y — x4

oldugundan bu denklem, : = 1,2,...,n — 1 i¢in
S"(zi1) (@i — i1) + 21 — 2-1)S" (@1) + (i1 — 25)S" (1)

6 6
= =) [S(iy1) — S(xi)] — =)

seklinde yazilabilir. Bu son denklem ile (2.15) denkleminin esit oldugu goriilmek-

tedir. (2.26) denkleminin her iki tarafini1 6/h;_; + h; ile carparsak,

hi—y hi
Mt oM — g = 6(
T P A Ty S

Yirl = ¥i Y — yi—l) 1
hi hi hi1+ hi

denklemi elde edilir. Bu denklemde

Yi — Yi—1

i = ) = 1727 ;
o I ) n
B
= ———n , =1,2,...n—1
hi—1 + h; ! "
hi—s
i=l=N=—— , =1,2,...n—1
H hi—1 + h; ! "
6( 1 1,2 |
i = 0(044+1 — 03 , 1=1,2,..n—
n +1 Bt o+ I
olarak tamimlarsak denklem
piMi_y + 2M; + N M =1 ; 1=1,2,..,n—1

seklinde ifade edilir. Buradan toplamda n — 1 tane denklem elde edilir. Ancak
My, My, ..., M, olmak tizere elimizde n + 1 tane bilinmeyen mevcuttur.
S"(xg) = 5" (x,) = 0 oldugundan,

My=M, =0

alinir. Bu gekilde elde edilen kiibik spline’a natural(dogal) kiibik spline denir (Ral-
ston, Rabinowitz, 2001).
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X, X, X; X

n-2 n-1 n

Sekil 2.4 Kiibik Spline Fonksiyon Grafigi

Ornek 2.3.1

x ‘ 1.0520  3.3560  4.5870  7.1250  9.2575
Yy ‘ 2.0030  1.2230 6.1120 5.6810  8.7015

20

tablosu veriliyor. Kiibik spline fonksiyonlar: ile en uygun yaklagimi yapalim ve

y(5) degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Coziim: Nokta saymmiz 5 oldugundan aralik sayimiz 5 — 1 = 4 olacaktir. Ik 6nce

bize gerekli olan degerleri hesaplayalim.

hi_1=x; — Ti—1 , 1=1,2,3,4
oldugundan
ho = 2.3040
hy = 1.2310
hy = 2.5380
hs = 2.1325

olarak bulunur. Diger taraftan

hi
A= —F : i=1-=X, 1=1,23
hi—1 + h; s !
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oldugundan
A\ = ﬁ = 0, 34823196
Ay = fa 0 67338816
hi + ho ’
Ay = s ) 45658023
ho + hs ’
ve

p =1—2X =0,65176803
fo =1 — X =0,32661183

olarak hesaplanir. Ayrica i = 1,2, 3,4 i¢in

g, = ST Vi
‘ hi—1
ve i = 1,2,3 i¢in
. 6(U¢+1 - Ui)
= hi—1 + Dy
oldugundan
o =24 - %0 0, 33854166
0
oy = 2791 _ 3 97156783
1
05 = y3; P2 _ 016981875
2
oy = Y 1 41641266
3
ve
6(0’2 — 0'1)
— 2279 _ 731560309
n ho + hy
6(0'3 — O'2>
= I T2 659981493
T T hy
6(0’4 — 0'3)
— RT3 9 03776650
L

olarak hesaplanir. Simdi bu degerleri ¢ = 1,2, 3 i¢in
piMi_y 4 2M; + N M =1
denkleminde yerine yazarsak

0,65176803M, + 2M; + 0, 348231960, = 7.31560309
0,32661183M; + 2My + 0,67338816M 35 = —6.59281493
0, 54341076 M5 + 2M3 + 0,45658923My = 2.03776650
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denklem sistemini elde ederiz. Elde etmek istedigimiz natural kiibik spline oldugundan
My=M;=0

olarak secilirse, yukaridaki denklem sistemi 3 bilinmeyenli denklem sistemi haline

gelir. Bu denklem sistemi coziildiigiinde
M, = 4.49601061 M, = —4,81408468 M; = 2,32689595

olarak bulunur. Bu degerler

3
Si(z) = MiM+Mi+l<

Xr — $i)3 Mzh2 (xi—l—l — ZL’)
—_ ; — ! 2.2
6, 6h (5-=5") o 2%
M 7 (x — ;)
+ (y”l G ) hi
denkleminde yerine yazilirsa, ¢ = 0 igin,
(v, — )3 (x — )3 Moh3\ (z1 — )
So(z) = M, M (w0 - =22)
o(z) O e + My 6T + (Yo 6 I
Mlh% (ZIZ’ - .730)
v (yl 6 > ho

= 0,32523224(x — 1.0520)> 4 0, 86935763(3, 3560 — )
1,19565210(x — 1, 0520)

olarak bulunur. Benzer sekilde, ¢ = 1 igin,

(29 — x)3 (x — )3 M3\ (2, — )
- M M. _
Si(z) T (yl 6 > I
Moh2N (z — 1)
+ <y2 "6 ) hy

= 0,60872063(4, 5870 — z)* — 0,65178509(x — 3, 3560)*
+ 0,07106970(4, 5870 — x) + 5.95275875(x — 3, 3560)

olur. © = 2 i¢in,

N (y2 B M2h§> (x3 — )

So(z) = MyB 21 : i

(=)

= —0,31613374(7,1250 — x)* + 0, 15280377 (z — 4, 5870)*
+ 4,44455324(7,1250 — x) + 1,25409968(x — 4, 5870)
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olur. Son olarak da, ¢« = 3 i¢in,

_ (x4 — )3 (x —x3)3 M3h3\ (24 — )
Sa(0) = Mo+ Migp 2+ (10— =5

O

= 0,18185979(9,2575 — z)* + 0,90039434(9, 2575 — )
+ 4,08042203(z — 7,1250)

olarak bulunur. O halde S(x) parcal spline fonksiyonu,

0,32523224(x — 1.0520) + 0, 86935763(3, 3560 — )
—1,19565210(x — 1,0520) ,x € [1.0520, 3.3560]

0,60872063(4, 5870 — z)® — 0, 65178509 (z — 3, 3560)3
+0,07106970(4, 5870 — z) + 5.95275875(x — 3,3560)  ,x € [3.3560, 4.5870)

—0,31613374(7, 1250 — )3 + 0, 15280377 (2 — 4, 5870)*
+4,44455324(7,1250 — z) + 1,25409968(x — 4,5870)  ,z € [4.5870,7.1250]

0, 18185979(9, 2575 — )% + 0, 90039434(9, 2575 — )
+4,08042203(z — 7,1250) ,x € [7.1250,9.2575]

seklinde elde edilir. Buradan da,

y(5,0) = S5(5,0) = —0,31613374(7,1250 — 5,0)* + 0, 15280377(5,0 — 4, 5870)*
+ 4,44455324(7,1250 — 5,0) 4 1, 25409968(5, 0 — 4, 5870)

—3,0335 40,0108 49,4447 40,5179

6,9399

olarak hesaplanir. Bu problemi Matlab programi ile ¢ozersek,

>> x=[1.0520 3.3560 4.5870 7.1250 9.2575];
>> y=[2.0030 1.2230 6.1120 5.6810 8.7015];
>> kubikspline(x,y,5)
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ans =
6.9399
oldugu gortliir.
2.2. Bernstein Polinomlari

Bu kisimda Bernstein polinomlarinin tanimini ve ozelliklerini inceleyecegiz.
Ayrica Galerkin yontemi ile Berstein polinomlarindan faydalanilarak belli nokta-

lar icin verilen sinir deger problemlerinin niimerik ¢oziimlerini hesaplayacagiz.
2.2.1. Temel Bernstein Polinomlar:

Tanim 2.2.1. 0 <z < 1vet =0,1,...,n olmak iizere, n. dereceden Bernstein

polinomlari

B;(z) = (n) 21 — )= (2.29)

()=

dir. Bu tanimdan da anlasgilacag gibi n + 1 tane n. dereceden Bernstein polinomu

seklinde tanimlanir. Burada

vardir. Ayrica matematiksel uygunluk i¢in ¢ < 0 veya ¢ > n olmasi durumda
B, ,, = 0 olarak kabul edilir. Bernstein polinomlarinin bazilar: grafikleri ile birlikte

agagida verilmigtir (Joy, 2000).
¢. Birinci dereceden temel Bernstein polinomlar1 0 < z < 1 araligi icin

Bo’l(l') = 1—z
B171($) = X

olup bu polinomlarin grafikleri agagida verilmistir.
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10

08 i Bo1(X) B11(X)
0.6 -

04r

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2.5 Birinci dereceden temel Bernstein polinomlarinin grafigi

ii. Tkinci dereceden temel Bernstein polinomlar:1 0 < z < 1 araligi i¢in

Bos(z) = (1-x)
Bys(z) = 2z(l —2)

)

1322($) = xz

)

olup bu polinomlarin grafikleri agsagida verilmistir.

1.0
°or Bo2(0) Boa)
06
g B12(X)

041
02t

| | L L L | L L L | L L L | !

02 0.4 06 0.8 1.0

Sekil 2.6 Ikinci dereceden temel Bernstein polinomlarimn grafigi
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#ii. Uctincii dereceden temel Bernstein polinomlar: 0 < 2 < 1 aralig1 icin

Bog(r) = (1-=)°
Bis(z) = 3x(1—1z)?
Bos(z) = 32%(1—x)
Bss(r) = 2°

olup bu polinomlarin grafikleri agagida verilmistir.

1.0
0.8 Bp3(X) B3 3(X)
0.6 -
L Bl,3(x) Bzyg(X)

04
0.2+

— . T ;

0.2 04 0.6 0.8 10

Sekil 2.7 Ugiincii dereceden temel Bernstein polinomlarmin grafigi

Teorem 2.2.1. n. dereceden temel Bernstein polinomlar1 (n — 1). dereceden iki

temel Bernstein polinomunun lineer birlesimi seklinde yazilabilir. Yani
Biyn(fb) = (1 — 1’)32"”_1(1') + xBi—l,n—l(l')
esitligi saglanir (Joy, 2000).

ispat: Ispati yapabilmemiz i¢in Tanim 2.2.1°1 ve baz1 cebirsel iglemi kullanmamiz

yeterli olacaktir. O halde
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(1= 2)Bin1@) + eBiriaa@) = (1=a) ( f 1)xk<1 gy

olup ispat tamamlanmig olur.

Teorem 2.2.2. Temel Bernstein polinomlari,
Bin(x) = By_in(l —x)

esitligini saglar (Joy, 2000).

ispat: Tanim 2.2.1’den,

Buate) = (1)at1 -

= ani,n(l — :1:)
olarak bulunur.

Teorem 2.2.3. n. dereceden n + 1 tane temel Bernstein polinomunun toplami,

(n — 1). dereceden n tane temel Bernstein polinomunun toplamina esittir. Yani,

n n—1
Y Binl(z) =) Bin(2)
=0 =0

esitligi saglanir (Joy, 2000).
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ispat: Teorem 2.2.1’deki B, ,,(z) = (1 — 2)B; —1(2) + B;_1 ,-1(x) esitliginden,

—_

n—

ZBz',n(fE) i [(1 = 2)Bin(z) + 2Bi15-1(2)]

I
o

- 1—ZL’ [Zanl +Bnn1 ]+x|:ZBz lnl +B—1n 1(1’)
n—1 n

= (1 — LU) Z Bi,n—l(x) +x Z Bi—l,n—1<x)
=0 =1

n—1 n—1
= (1-2)) Bina(x) + Y Bini(z)
=0 1=0
n—1
= Z Bz’,nfl(x>
=0

olarak bulunur. Burada
Bii-1(z) =B_1;-1(x) =0

olarak alimmigtir.

Teorem 2.2.4. n. dereceden n + 1 tane temel Bernstein polinomunun toplami 1
dir. Yani

i B@n(l‘) = 1
1=0

dir (Joy, 2000).

Ispat: Teorem 2.2.3’den Yoo Bin(x) = >0, ! B;n-1(x) yazilabilir. Bu sekilde

devam edilirse,

n n—1
ZBi,n<x):ZBi,nl ZanQ Z 1_«T)+$—1
=0 =0

yazilir. Ik ve son terimden

olarak bulunur.
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Teorem 2.2.5. n. dereceden temel Bernstein polinomlarmin tirevleri (n — 1).
dereceden temel Bernstein polinomlarinin lineer birlegimi olarak yazilabilir. Yani

0<7<nigin

d
%Bm(x) =n(Bi—1n-1(7) — Bin1(7))
dir(Joy,2000).

ispat: Tspatl Bernstein polinomunun taniminda dogrudan diferansiyel kullanarak

yapabiliriz.O halde

d d (n ) )
—B, = — "1l — )t
dx m(:c) dx( )x ( 2

in! i1 nei  (n—i)nl n—i—1
R S _i!(n—i)!x(l_x)
n(n —1)! n(n—1)!

olarak bulunur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Smir Deger Problemlerinin Kiibik Spline ile Cozumii

Bir onceki kissmda ¢ = 1,2, ...,n — 1 igin

hi—1 hi—1 + h; hi Yi+l — Y Y — Yi-1
YA Sy VALY Y A -
6 1T s hi hi 1

oldugunu bulmustuk. Burada h; = h alirsak
h 2h h Yir1 — 2 + Yi—1

EMi_l + ?Mz + 6MH_1 h (31)

denklemi elde edilir. Simdi
y' + f(@)y + g(2)y = r(z) (3.2)
y(zo) = a,y(zn) = b (3.3)

sinir deger problemini gozoniine alalim. Ik olarak (3.2) denkleminde I.tiirevin

olmadigini yani f(x) = 0 oldugunu diigiinelim. O halde denklem

y' +g(x)y = r(z) (34)
seklini alir. Burada
M; = 5"(x:), 9i = g(wi),ri = r(x:)
dersek (3.4) denklemi
M; =1; — g:yi
seklinde yazilir. Bu denklem (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

h 2h h Yir1 — 2Y; + Vi1
E(TH — Gi—1Yi—1) + g(ﬂ‘ — giy) + = 5 —(Tip1 — Gir1Vit1) = p

olup buradan da
h 2h h

. . <h . 1) < 2h +2>+ (h . 1)
= Ti— = i T ZTitl = Yiv1| 29 7)) Y\ — 59T i—1\ 7 Yi— -
g1 T 3 g i1 T Y1\ gt Ty Yy 39Ty Y1\ g%i-1 T 7,

yazilir. Her iki tarafi h ile carparsak

h? 2h? h?
Yit1 (1 + Egi—&-l) — yi<2 — ?gz) + Yi—1 <1 + E%‘—l)
2
= —(rip1 +4ri+ri2) (3.5)

6
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olarak bulunur. Bu son denklem (3.2) denkleminin ¢oziimiidiir (Albasiny, Hoskins,
1969).

Simdi (3.2) denklemini tekrar gézoniine alalim.
v+ [y +g(z)y = r(z)
siir deger probleminde f(x) # 0 olsun. O halde bu denklemi
M; + [i5'(xj) + 995 = 7
seklinde yazabiliriz. Buradan
[iS5(xf) = rj — M — g;y; (3.6)
yazilir. Daha 6nceden buldugumuz

h h (Yi+1 — vi)
Sjls) = =g Mj = EMjp + =22
esitligini (3.6) da yerine yazarsak
h h Yit1 — Yj
fj( —gMi— M+ “th)) =15 = M; — g;y;

ve buradan da j = 0,1,...,n — 1 igin

h h f,
(1 - gfj)Mj = oM =15 = 9595 = (Y — y) (3.7)

elde edilir. Benzer sekilde

h h Yi — Yj-1
Sj/‘—1<xj> = gM] -+ EMjfl + %

oldugundan

h h Yj — Yj-1
fj(gMj tgMi-1 ot %) =15 = M; — g;y;

ve buradan da j = 1,2, ...,n i¢in

h h f,
g fiMi-1+ (1 + §fj> M; =r; —g;y; — #(yj — Yj-1) (3-8)

elde edilir.
(3.7) denkleminden n tane ve (3.8) denkleminden de n tane olmak iizere toplam 2n
tane denklem elde etmig olduk. Ancak elimizde My, M, ..., M, ve Yo, Y1, Y2, ---» Yn

olmak tizere toplam 2n 4+ 2 tane bilinmeyen vardir. Bize gereken 2 denklem ise
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sinir degerlerinden elde edilir.
Simdi (3.7) ve (3.8) denklemlerini toplarsak

h h fi
G fiMi +2M; = & fiMyn = 2(r5 = g595) = 5 (W01 = Y1)
bulunur. Bu denklemden M;’yi cektigimizde,
1 fi h h
Mj = =12(r; — 9595) — 5 (Y1 — Yj—1) — =fiMj1 + —fiM;
2 h 6 6
elde edilir.

h 2h h Yir1 — 25 +y—1
M1+ M oMy = S
denkleminde M; nin esitini yazarsak
h h fi h h h
eMi-1t 3 [2(7‘3' = 9593) = 3 (W1 = yi1) = G iMjma+ S fiMy | + £ My
_ Y — 2y T Y
h
elde edilir. Denklemin her iki tarafini h ile carpip denklemi diizenlersek
J=12..n—11icin
h h? h 2h*
(o o =2(1- o (= - 2
h? h h? h
+€(1 - 5]3)]\4%1 + = (1+ §fj> M (3.9)

bulunur.

M;_y’in y;_y ve y; cinsinden acik gosterimini elde etmek icin (3.7) denkleminde
j yerine j — 1 yazip elde edilen denklem ile (3.8) denklemini birlikte ¢dzmemiz
gerekir. O halde

h h i
(1 - gfj—l) M1 — gfj—le =Tj-1 = gj—1Yj—1 — ng(yj — Yj-1)

h h 1,
g fiMi-1+ <1 + gfz'> M =r; =995 = 35 —y; = 1)

denklemlerinden birincisini

ile ikincisini
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ile carpip taraf tarafa toplarsak 7 = 1,2, ..., n igin

(1-55) 1+ )

= (1 + gfj> [Tj—l — gj-1Yj-1— %(yj - yj—l)]

fi

h
+ gl [Tj =93y — 5 (W5 — yj,l)]
elde edilir. Burada

Ay = (1 - gfj—1> (1 + gfj) + ;L_ij—lfj

fi—1
T = rj1—gj-1Yj-1— JT(yj — Yj-1)

fi
K = 1= g9 = 37 —951)
olarak tamimlarsak denklemi
h h
AMy = (1+ gfj)T + (gfj_1>K (3.10)

seklinde yazabiliriz.
Benzer gekilde M, ;’'in y;41 ve y; cinsinden agik gosterimini elde etmek icin (3.8)
denkleminde j yerine j — 1 yazip elde edilen denklemi (3.7) denklemiyle birlikte
¢ozelim. Bunun igin

h h Jir1

gfjJrle + (1 + §fj+1> Mj1 =7j41 — gj+1Yj+1 — %(yﬁrl —v5)

h h fi
(1 - gfj>Mj = 5 fiMir =15 = 9595 = 3 (Y01 = 9)
h
(1-35)

(- 4m)

ile carpip taraf tarafa toplarsak 7 = 1,2, ..., n igin

denklemlerinden birincisini

ile ikincisini ise

(- 25) (e )+ ] b

fi

= (1 - gfj) [T’jﬂ — gj+1Yj+1 — %(%H - yj)] - gfjJrl [Tj —9Yi— (Yj+1 — yj)]
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elde edilir. Burada

h h h?
B; = (1 - gfj) (1 + gfjﬂ) + %fjfjﬂ
U o Jin1
= Tjr1 — Gj+1¥j+1 — _h (yj+1 - yj)

fi
Vo= = g5y = 5 Wien = )
olarak tanimlarsak denklemi
h h
seklinde yazabiliriz. Buradan da
Bj=Ajn

oldugu goériiliir. §imdi (3.10) ve (3.11) denklemlerinden sirasi ile M;_y ve M4
gekilerek (3.9) denkleminde yerine yazilip

Th h?
C;=1+ ﬂ(fjﬂ — fi—1) — EfjflfJ#l

olarak tanimlanirsa j = 1,2,...,n — 1 igin

h h? h h 2h?
Yir1 (1 + o fiv + ggjﬂ)Aj —y;[(1+ §fj+1)Aj + (1 - §f]-_1)Bj - ?ng’j]
h h? h?
+ Y1l = 5 fiit p95-1) By = o (Ajrjen + 4C5m5 + Byrja) (3.12)

denklemi elde edilir. Burada f(z) = 0 alindiginda (3.5) denkleminin elde edilebile-

cegi acikca goriilmektedir.
3.2. Galerkin Yontemi

Galerkin yontemi, 1915 yilinda, Rus miithendis Galerkin tarafindan gelistirilmistir
(Finlayson, 1972). Bu yéntemde a < z < b arahiginda yaklagik ¢6ziimii veren bir
uy(z) fonksiyonunun oldugu kabul edilir ve bu fonksiyon, y(z) tam ¢oziim olmak

uzere

y(z) ~ uy(z) = Z i Bi(z) = a1 B(z) + aofa(x) + ... + anfBu(z)  (3.13)
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seklinde ifade edilir. Burada f3;(x) fonksiyonlar: taban fonksiyonlaridir. Céziimdeki

«; katsayilarinin bulunmasi i¢in gerekli olan lineer denklem sistemi

b
/ Evdxr =0 (3.14)

integralinden faydalanilarak olugturulur. Bu integraldeki v fonksiyonuna test fonk-
siyonu denir ve E ifadesi, ele alinan diferansiyel denklemdeki y(z) ile tiirev-
leri yerine, yaklagik ¢Ooziim olan ux(z) ve tiirevlerinin yazilmasiyla elde edilir.
Ayrica §;(z) taban fonksiyonlar: 8;(a) = 0 ve 3;(b) = 0 olacak gekilde segilmelidir
(Kahvecioglu, 2004).

Simdi

1
/ Evdzx (3.15)
0

integralindeki v test fonksiyonunu,

N
U= Z i
i=1
seklinde tanimlayalim ve
ay” +by +ey+ f(z) =0 y(0)=0 y(1)=0

siir deger problemini gozoéniine alahm. Burada a, b, ¢ birer reel sayidir. uy(z)

yaklagik ¢6ztim olmak tizere, (3.14) integralinde,

1 1
/ Evdr = / (au’y + buy + cuny + f(x))vdx =0 (3.16)
0 0

1 1 1 1
= / au'](,vdx—l—/ bu?vvd:c—l—/ cqudx+/ f(x)vdz =0
0 0 0 0
olup kismi integrasyondan
1 1
— / uyv'dz)
o Jo

1
/ auyvdr = a([uyv]
0

oldugu gortiliir.

oldugundan

olur. Bu nedenle
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olacagindan

1 1
/ au’yvdr = —/ au'yv'dx
0 0

1 1
/ (auy + bu'y + cuy + f(z))vdr = / (—auy v + buyv + cunv + f(z)v)de
0 0

yazilabilir. O halde

seklinde yazilir. Burada

N N
v = Zﬂzﬂi Uy = Z ajﬁj
i=1 Jj=1

olup bu fonksiyonlar son integralde yerine yazilirsa

N N 1 )
> om [Z (/ (—aBiB; + bBiB; +Cﬁiﬁj)dx) aj+/ f(x)ﬁidx] =0 (3.17)
i=1 j=1 /0 0

ifadesi elde edilir. Burada

1
k%a/@w%+w@+w@mE (3.18)
0

ve
1
Fi=- [ f@pds (3.19)
0
dersek (3.17) ifadesi,
N N
i=1 i=1

seklinde yazilir. v test fonksiyonu keyfi secildiginden p; katsayilar: da keyfidir. Bu
nedenle (3.20) ifadesi

N
ZKijaj:Fi i:1,27...,N
j=1

seklinde yazilabilir. Bu son denklem sistemini matris ile gosterecek olursak

Ky Ky -+ Ky 03] Fy
K. K o K Qo F
K- .21 .22 .2N o — .2 r— .2
Kyi Ky -+ Kpyn QN Fy

elde edilir (Evans, Blackledge, Yardley, 2000).
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3.3. Smir Deger Problemlerinin Temel Bernstein Polinomlar: ile Cozumii

Bu baglik altinda sinir deger problemlerinin Bernstein polinomlar: ve 0zel-
likleri kullanilarak niimerik ¢oziimlerini elde edecegiz. Bunun icin de bir onceki
baglik altinda inceledigimiz Galerkin yonteminden faydalanacagiz.

Galerkin yonteminde
ay” +by' +cy+ f(z) =0 y(0) =y(1) =0

sinir deger problemi igin bir yaklagik ¢oziimii

Up = Z a;Bi(x)
i=1
olarak se¢mistik. Ayrica bu yaklagik ¢éziimde
Bi(z) = 2'(1 — z) i=1,2,...,n

bi¢iminde taban fonksiyonu oldugunu soylemistik. Ve

1
/ FEuvdx
0

integralindeki v test fonksiyonunu da u,, ile benzer gekilde, yani,

v = Zﬂzﬂz‘@)
i=1

seklinde yazmistik.
Simdi bu S;(z) taban fonksiyonlarimi birer Bernstein polinomu olarak segelim.

Yani,
file) = Bie) =

olsun. Burada (; taban fonksiyonlar:1 ele alinan sinir deger probleminde verilen

T,l)a:i(l—a:)”—i i=0,1,...,n
1

sinir kogullarini saglamalidir. Ancak ¢ = 0 igin,

n
Bo(x) = Bonu(z) = (0>x0(1 —z)"=(1-2a)"
olup x = 0 noktasinda,

50(0) =1

olarak bulunur. Benzer sekilde ¢ = n i¢in,
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olup x = 1 noktasinda,

Bna) =1

olarak bulunur. O halde By(z) ve 3, (x) fonksiyonlar: simir kogullarim saglamamak-
tadir. Bu nedenle,
i=1,2..,(n—-1)

olarak alinmalidir. O halde v test fonksiyonu,
v = i Bin () (3.21)
olup yaklagik ¢oziim fonksiyonu,
n—1
u(z) = a;Bja(z) (3.22)
j=1
seklinde yazilir.

E=au" + b+ cu+ f(x)

oldugundan

1
/ FEvdx =
0

1 1 1 1
= avvdx +/ bu'vdx +/ cuvdx +/ f(x)vdx
0 0 0 0

1
(au” + bu' + cu + f(x))vdx

S~

Il
o

(3.23)

olarak yazilir. Burada kismi integrasyondan

1 , 1
/ avvdx = a([u’v]‘ —/ u'v'dr) (3.24)
0 0 Jo

olupi=1,2,...,(n—1) igin
oldugundan

olarak yazilabilir. Bu nedenle,
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olacagindan (3.24) esitligi,

1 1
/ av"vdr = —/ au'v'dx
0 0

seklinde yazilir. O halde (3.23) esitligi,

1 1
/ (au” +bu' + cu + f(x))vde = / (—au'v" 4+ bu'v + cuv + f(z)v)dx =0
0 0

seklinde ifade edilir. (3.21) ve (3.22)te verilen v ve u fonksiyonlar: son integralde
yerine yazilirsa,

n—1 n—1

Zm
/ B n(x)dx] =0 (3.25)

esitligi elde edilir. Burada

i

( / —aBl, )B;.m(m+bBi7n(x)B;.m(x)+cBi,n(x>Bj,n<x))dx)a

K= /0 (—aBZ(’n(x)B},n(x) + me(x)B;n(a:) + ¢Bin(x)Bjn(x))dz  (3.26)

_ /0 F(2) Bin(x)dz (3.27)

n—1 n—1
i=1 j=1

seklinde yazilir. (3.21) de tamimlanan v test fonksiyonu keyfi secildigi igin p;

ve

dersek (3.25) esitligi,

katsayilar1 da keyfidir. Bu nedenle (3.28) esitliginden
> Kija; =F i=1,2,...n—1 (3.29)

elde edilir. Bu son denklem sistemini matris ile gosterecek olursak

K Ko ce Kin aq Fy
Ko Ky ce Kon_1 (%) B Fy
Ko Kpoig oo Kyoina Q-1 Fo

elde edilir (Bhatti, Bracken, 2007).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Ornek Problemler ve Tablolar ile Kargilagtirmalar
Ornek 4.1.1

V' +y+x=0  y(0)=y(1) =0 simr deger problemi i¢in y(0.5) degerini bulup
y(0.4) degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Cozium:

Yy = Y
Yier = Y(@ig1) = y(22) = y(1) =

olup bu degerler

Yit1 (1 + %29i+1) - yi(2 - 2?]1292) + Y1 (1 + %29i1> = %Q(Tiﬂ +dri + 1)
denkleminde yerine yazilirsa
0 — y(0.5) (2 - gi) — %(—1 — 4(0.5) +0)
~y(05)g = “(-3)
y(0.5) = %

olarak bulunur.
Simdi spline fonksiyonunu elde edelim. Bunun igin ilk olarak Sy(x) ve Si(x)
fonksiyonlarini bulmamiz gerekir.

M; = r; — g;y; oldugundan
My = r(zo) — g(zo)y(xo) =0—-0=

My = r(z1) —g(@)y(z) = 05— —
My = r(z2) = g(@2)y(az) = -1 -0=—1



olarak bulunur. Bu degerleri A = 0.5 ve ¢ = 1 i¢gin
(v; —x)3 Yy (r—2;1)3

Sima(r) = Mia—p 6h

Milhz) (v; —x)

+ (0= =5 h

Mih2> (x — 1)

+ (yi— 6 n

denkleminde yerine yazarsak

B (r; — )3 (x —x0)3 Moh?\ (z1 — )
So(z) = My o T My oh T (yo ~ 6 > W

M1h2> (x — x0)

+ (yl— 6 h

_ 2 (@) +<i+§@>05

T
S 446(0.5)  \44 44 6 /0.

25 & 9795
132 528

elde edilir. Benzer sekilde ¢ = 2 i¢in

(22 — 55)3
6h 6h

Sl(l') = M1

(= 550)

o 25(1—2)® (z-05) (3 25(0.25)>(1—x)

44 3 3 PV 0.5

- )0

25 1 97 1
= ——(1—2P = (=053 + —(1— —(xz — 0.
132( x) 3(30 0.5) +528( :L‘)+12(x 0.5)
bulunur. O halde
__123521'3 + _59278'1' i E [0, 05]

—B(1-2)P—3x-05P8+Z(1-2)+ 5(x—05) z€0.51]

41
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seklinde yazilir. Buradan da,

25 . 97
4) = 4) = ——(04)3+—(04
y(0.4) = So(0.4) 35 (04)° + 2 (0.4)
= 0.0613636

olarak bulunur. Bu 6rnekte inceledigimiz sinir deger probleminin gergek ¢oziimii ise
y(z) = —x +csc(1)sinz
olup
y(0.4) = 0.0627829

dir. O halde hata
1(0.4) — Sp(0.4))| = 0.0014193

olarak bulunur. Bu ornek ic¢in gerck ¢oziim ile yaklagik ¢oziim fonksiyonlarinin

grafikleri agagida verilmigtir.

DD? T T T T T T T T T +_
+

+  Mimerik +++++

Gergek

0.06 -

0.0a - -

0.04 - -

0.03 -

0.02 - -

0.01 -

1 1 1 1 1
] Do 01 018 02 025 03 035 04 045 05

o

Sekil 4.1 Ornek 4.1.1 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi



Ornek 4.1.2

y//+y/+y:x2

bulup y(0.4) degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Coziim:

f(x) =1oldugundan f; 1 = f; = fjn =1

ve

g(x) =1 oldugundan g;_; = g; = gj+1 =1

olur. Ayrica r(z) = x?

ve h = 0.5’tir. O halde

= (1 - gfj—1> (1 + gfj) + ;L_ij—lfj

(

747
N
R TARIE

4;
B [éz n 0.25}
166 6
4T
48
ve
h h h?
B; = (1 - 5fj> (1 + gfj+1> +gglifisn = A;
4T
48
olup
h h?
C; = 1+ ﬂ(fjﬂ — fi-1) — Efj—lfj“
AT
48
olarak bulunur. Bu degerleri (2.40) denkleminde yerine yazarsak
235 AT AT 0.25
05— o] =
vO05) 795 + 51 ~ 288 6
1
0.5) = —=—
y(0.5) 7

bulunur. Simdi spline fonksiyonu elde edelim.

bulmaliyiz. Ilk olarak

AM; = (1+ gfj>T+ (%f“)f(

)

43

y(0) = y(1) = 0 smur deger problemi igin y(0.5) degerini

Bunun i¢in My, M;, My degerlerini
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denklemindeki T" ve K ifadelerinin degerini bulalim.

j =11icin
J
T = To—goyo—ﬁo(yl—yo)
1
11
ve

K = rn—-—qgu —%(yl —yo)
17
44

olarak bulunur. Ayrica

47

oldugunu da bulmustuk. Simdi bu degerleri yukaridaki denklemde yerine yazarsak,

05) 1 0.5\ 17

(1 + ?)ﬁ + <?>ﬂ
47
i

My

kel
517

elde edilir. Simdi benzer iglemleri j = 2 i¢in yaparsak

T = Tl—gly—%(yz—yl)
9
44

ve

K = ry—goyp — %(yz - Y1)

10

11

olarak bulunur. Bu degerleri de denklemde yerine yazarsak,
(1 9)i+ ()

17
48

M, =

166
017

elde edilir. M5 degerini bulmak igin ise

st (1= 41)0 - ()



45

denklemini kullanacagiz. Bunun i¢in 5 = 1 i¢in U ve V' degerlerini hasaplarsak

U = 19— gaya — %(yz — 1)
10
11
ve

Vo= rn—gun- %(yz — Y1)
9
44
olarak bulunur. Ayrica

47

oldugunu da bulmustuk. Bu degerleri yukaridaki denklemde yerine yazarsak,

(1 _ @)m _ (@)3
M2 _ 3 11 6 44

47
48

391
517

olarak bulunur. Simdi My, M, My degerlerini

(z; — )

6h

(l’ — $i_1)3

Si—i(z) = M; o

+ M

Mi_1h2) (v —x)

+ (o - 6 h

M2h2> (SU — 1'1'71)
6 h
denkleminde kullanirsak, ¢ = 1 i¢in

3 .33 Moh2 _
So(z) = Mo(x16hx) +M1(x tho) +(Z/0— (()5 >(m1 7

+ (?Ji—

Mh2N (z — x0)
* <yl "6 ) h
73 166 73 365
= ——(05—2)° s — 0.5 —2)— ——
551 D e T Ga0dt )~ 3102
ve 1 = 2 i¢in
B (29 — )3 (x — )3 MihN (29 — )
Sif) = Mi———+ My—pp +(1 6 ) I
Myh?N (z — x1)
+ (yz "6 > h
166

1 1
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olarak bulunur. O halde

%(0.5 —x)3 + %SL’S — %(0.5 — ) — %x z € [0,0.5]

S(z) =
206 (1 —a)P + 2h(x —05)* — 25(1 —2) — 22 (x — 0.5) x €[0.5,1]

seklinde yazilir. Buradan da,
73 166

4) 4) = —(05-04)2°+ —

73 365
A4 — ——(05-04) — ——(0.4
00" = 520205 = 04 = 51550

= —0.0413462
olarak bulunur. Bu 6rnekte inceledigimiz sinir deger probleminin gergek ¢oziimii ise
y(z) = e’I/Q( — 220 + 22?4+ e cse(V3/2) sin(\/gx/2)>
olup
y(0.4) = —0.0383556

dir. O halde hata
(0.4) — S(0.4)| = 0.0029906

olarak bulunur. Bu ornek ic¢in gerck ¢oziim ile yaklagik ¢oziim fonksiyonlarinin

grafikleri asagida verilmigtir.

+ Yaklasik
Gergek [

-0.005

-0.01 3 .
-0.015 ek .

-0.02 +, .
-0.025 +, .

-0.03 +, .
- - +

0.035 i,

+
++
-0.04 iy ]
+4 e
+.|.+++

-0.045

_00 | | | | | | | | |
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Sekil 4.2 Ornek 4.1.2 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi
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Ornek 4.1.3

v +y+ax=0 y(0) =0 y(1)=0 0<z<l1
siir deger problemini Galerkin yontemi ile ¢oziip y(0.4) degerini yaklagik olarak

hesaplayalim.
Cozim:

Verilen sinir deger problemi igin,

d2U2

Jo
dz?

+ U+

seklinde ifade edilir. Ayrica v test fonksiyonu, v = f; seklinde segilirse (3.14)

integrali

1
/Eﬁidxzo 1=1,2
0
seklinde yazilir. Yaklagik ¢oziim ise,
uz(z) = a1 f1(z) + azfa(z)

seklinde ifade edilir. Sinir kogullar:

ve

ve

olacak sekilde segeriz. Bunun i¢in en iyi se¢im
Bi(z) = 2'(1 — x) i=1,2

seklinde olacaktir. O halde
pi(z) = x(l — x)

ve

Bo(z) = 2*(1 — )



olur. F ifadesi ise,

_|_

d?layz(1 — z) + ar?(1 — z)]

dx?

(1l — ) + apr®(1 — ) + o

—20a; + (2 — 62) + oy (z — 2°) + a2 — 2°) +

a[-2+x—2°] +ap[2— 6z +2°—2°] + 2

olarak bulunur. N = 2 igin,

/1 EpBi(x)dx =0
0

oldugundan

48

/1 EpB(x)dr = /l(al[—Z + 1 — 24+ 2 -6+ —2°] +2)2(l — 2)dr =0
0 0

olup buradan

bulunur. Benzer sekilde

3

3

—oy + = —

10

20

12

/1 EBy(x)dx = /l(al[—2 + 1 — 2+ a2 — 62 + 2 — 2°] + 2)2*(1 — 2)dx = 0
0 0

olup buradan

bulunur. O halde

denklem sisteminin ¢oziimiinden

ve

|

3a+13a

10 " 105 7
3 3
3 13

10 105 Q2

71

A = ——

369

7

g = —



olarak bulunur. Buradan da

uy = (1 — x) + (1 — )

u2:a:(1—a:)[

71
369

7

s+ -1

41

genel ¢oziimii elde edilir. Burada uy(0.4) hesaplarsak,

u5(0.4) = 0.0625691

bulunur. Gergek ¢oziim ise

olup

y(r) =

—z +csc(1)sinx

y(0.4) = 0.0627829

olarak bulunur. O halde hata

|(0.4) — u(0.4)| = 0.0002138

49

olarak hesaplanir (Evans, Blackledge, Yardley, 2000). Bu &rnek igin yaklagik

¢ozuim ile gercek ¢oziim fonksiyonlarimin grafikleri agagida verilmistir.

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

+  Noumerik

Gercek

0.1

0.2

0.3

04

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Sekil 4.3 Ornek 4.1.3 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi
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Ornek 4.1.4

y' +y +y =2’ 0<z<1 y(0)=0 y(1)=0
siir deger problemini Galerkin yontemi ile ¢oziip y(0.4) degerini yaklagik olarak

hesaplayalim.
Cozim:
Verilen sinir deger problemi igin, a = 1,0 =1,c =1 ve,
K;; = /01(—5@{5} + 51'5} + BiBj)dx , F; = /01 22 Bydx
olup
Bi(z) = 2'(1 — z)

oldugundan

Kij = /O (—(ia"™" = (i + Da") (2! = (j + 1)a?) + (2" — 2" ) (2’ = (5 + 1)a’)

+ (2" — 2" (27 — 2T dw

27 N j—i
E+DE+5)? =1 (+5)0@+i+1)(E+5+2)

2
(t+7+D)(+7+2)(i+7+3)

ve .
’ 1
F; = (1 —a)de = ———
- oe = g
bulunur. Bu esitlikler kullanilarak
3 2 1 13
K= 2 Ky — —— Kop — — = Koy — — 2
1 10 12 15 21 6 22 105
1 1
== B=—
FT20 2730

degerleri hesaplanir. Bu degerler kullanilarak
1 13
6 105 2 30
denklem sistemi olugturulur. Bu denklem sistemi ¢oziildiiginde
11 21

N 2= 758

—
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bulunur. O halde genel ¢oziim

olarak bulunur. Buradan
y(0.4) = u5(0.4) = —0.0388085
olarak hesaplanir. Gergek ¢oziim
y(x) = e’m/Z( — 220 + 2% 4+ e cse(V3/2) sin(\/gx/2)>

oldugundan
y(0.4) = —0.0383556

olarak bulunur. O halde hata
(0.4) — uy(0.4)| = 0.0004529

olarak hesaplanir.

+  Mamerik
Gergek B

-0.00a -

001 -

0015 .

0.02 - .

0025 F -

0.03 F -

0035 -

0.04 - -

_DDAS 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 n2 03 04 05 oe 0.7 og 09 1

Sekil 4.4 Ornek 4.1.4 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi
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Ornek 4.1.5

y'+y+x=0 0<z<1 y(0)=0 y(1)=0
siir deger probleminin Bernstein polinomlari ile niimerik ¢dziimiinii bulup y(0.4)

degerini yaklagik olarak hesaplayalim.,
Cozim:
Verilen smir deger problemi i¢in a = 1,0 =0,c =1 ve f(x) = x olup,
K= [ (BB + Bia) Bl

ve

1

F, = —/0 B n(x)dx
seklinde yazilir. Burada n = 3 alip,
M;; = —B;vg(x)B;?)(x) + Bis(x)Bjs(x)

olarak tanimlarsak,

M,

o))
+ (i (3) - —ae (2)
(i —apw (3) = 3- pa -y (3))

olarak bulunur. Buradan
My =91 — )2 + (=3(1 — 2)* + 6(1 — 2)2)(3(1 — 2)* — 6(1 — x)x)

olup,

39

1
Ky = Myde = ——
11 /0 11T 35

bulunur. Benzer sekilde,
My =9(1 — x)*2® + (=3(1 — 2)* + 6(1 — 2)2)(6(1 — 2)x — 32?)

olup,

33

1
Kip= | Myde = ———
12 /0 124 140
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ve
My = 9(1 — 2)*2° + (3(1 — 2)* — 6(1 — 2)x)(—6(1 — z)x + 327)
olup,
1
33
Ko = Myde = ———
21 /0 214X 140

olarak bulunur. Son olarak
My = 9(1 — z)?2* + (6(1 — x)z — 32*)(—6(1 — )x + 32?)

olup,

1
39
Ky = | Myds = ——
22 /0 22T 35

olarak hesaplanir. Benzer sekilde,
1
F, = —/ B, 3(x)dx
0
integralinde
Ni = —l‘Bi73(ZL')
olarak tanimlarsak,

Ny = —3(1 — z)%2?

olup
! 1
F = Nydr = ——
1 /0 1aT 10
ve
Ny = —-3(1 — x)2°
olup

! 3
F2 = / Ngdl’ = ——
: 20

olarak hesaplanir. Elde ettigimiz degerleri matris ile gosterecek olursak,

39 33 1
35 140 a1 10
33 39 o 3

140 35 20
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigtinde

71 134

M 107 T 1107

olarak bulunur. O halde yaklagik ¢oztim,

’LL(J?) = 0513173<l’)+0é232,3($)

1 (3 134 (3
_ 1 )24 22 201 _
1107 (1)“ 2+ 107 (2)"”( @)

134
= —a(l—2)?*+ %xz(l — )

seklinde elde edilir. Buradan,
y(0.4) = u(0.4) = 0.0625691
olup gercek ¢oziim
y(r) = —x +csc(1)sinx

oldugundan
y(0.4) = 0.0627829

olarak bulunur. O halde hata
y(0.4) — u(0.4)| = 0.0002138

olarak hesaplanir.

Bu ornek icin gergek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim fonksiyonlarimin grafigi agagida
verilmigtir. Ayrica bu o6rnekteki sinir deger probleminin spline fonksiyonu ile
¢oztimiinden elde edilen u(0.4) degeri ile Bernstein polinomlariyla elde edilen

1(0.4) degerinin kargilagtirilmasi tablo 4.1’de gosterilmistir.



95

008 T T T T T
+ Yaklasik
007k Gercek ||

0.06 a

0.05- &

0.041 a

0.03¢ a

0.021 N

0.011 a

Sekil 4.5 Ornek 4.1.5 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi

Gergek Coziim | Nimerik Coziim Hata
Bernstein Polinomlar: 0.0627829 0.0625691 0.0002138
Spline Fonksiyonu 0.0627829 0.0613636 0.0014193

Tablo 4.1 y” + y + x = 0 simir deger problemi i¢in karsilagtirma

Ornek 4.1.6

vy +y = a? 0<z<1 y(0)=0 y(1)=0
siir deger probleminin Bernstein polinomlari ile niimerik ¢6ztimiint bulup y(0.4)

degerini yaklagik olarak hesaplayalim.

Cozim:
Verilen sinir deger problemi igin a = 1,b=1,¢ =1 ve f(z) = —z? olup,
1
Kij = /0 (_Bz,,nB;,n + Bi,nB;‘m + Bi,nBj,n)dx
ve

1
E:/ x2Bmd:c
0
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seklinde yazilir. Burada n = 3 alip,

M;; = =B}, B}, + BB, + BinBjn

wngm

olarak tanimlarsak,

e ()
# @m0 (B) < - - o ()
b (=i — i (3) +(3—i)(1 - )i (3))
R

olarak bulunur. Buradan,

My = 9(1—2)*2*+3(1 —2)*2(3(1 —2)* - 6(1 — 2)x)
+ (3(1 —2)* = 6(1 — 2)2)(=3(1 —2)* +6(1 — 2))

olup,

1
39
K = d = —_——
11 /0 M dz 35

bulunur. Benzer sekilde,

My = 9(1 —2)%2% +3(1 — 2)%2(6(1 — z)z — 327)
+ (3(1 —2)* = 6(1 — 2)x)(—6(1 — z)x + 327)

olup,
! 3
K= [ Mpdr = ——
12 /0 124X 35

ve
My = 9(1—2)%2® +3(1 —2)2*(3(1 — 2)* — 6(1 — x)x)
+ (=3(1 —2)* +6(1 —2)z)(6(1 — z)x — 327)

olup,
! 27
Koy = | Mydr = —=—
21 /0 214T 70



olarak bulunur. Son olarak,

My = 9(1 —2)%* +3(1 — 2)2*(6(1 — 2)x — 327)
+ (6(1 — 2)x — 32?)(—6(1 — z)x + 327)

olup,

39

1
Koy = | Myds = ——
22 /0 22T 35

olarak hesaplanir. Benzer sekilde
1
E = / 1'2B7;73d$
0
integralinde,
Nz’ = JJQBZ';)

olarak yazarsak,

Ny = 3(1 — x)%?

olup

! 1
F| = Nidx = —
1 /0 14T 20

olarak bulunur. Benzer sekilde,
Ny = 3(1 — z)z*

olup

! 1
F2 = / Ngdl‘ = —
o 10

olarak bulunur. Elde ettigimiz degerleri matris ile gosterecek olursak

_39 _3 1
2 3 1
70 35 Q2 10

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigtinde

11 43

M= T Thed
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olarak bulunur. O halde yaklagik ¢6ziim,

uw(z) = a1Bis(z) + @By s(x)

- _% G)x(l — )% - % (3)962(1 — )

11 43
(1) - 2
g "1 =) = g (1 - 7)

seklinde elde edilir.Buradan,
y(0.4) = u(0.4) = —0.0388085
olup gercgek ¢oziim
y(z) = 671/2( — 220 + 222 4+ e cse(V3/2) sin(\/gx/2)>
oldugundan

y(0.4) = —0.0383556

dir. O halde hata
ly(0.4) — u(0.4)| = 0.0004529

olarak bulunur.

Bu ornek i¢in gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim fonksiyonlarimin grafigi asagida
verilmistir. Ayrica bu érnekteki diferansiyel denklemin spline polinomlari ile ¢6zii-
miinden elde edilen u(0.4) degeri ile Bernstein polinomlariyla elde edilen u(0.4)

degerinin karsilagtirilmasi tablo 4.2’de gosterilmigtir.



+  Mimerik
Gergek -

-0.00a

-0.01 - -

0015 =

002 - -

0025 ¢ -

003 -

0035 =

004 .

_0045 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4.6 Ornek 4.1.6 icin gercek ¢oziim ile yaklagik ¢oziim grafigi

Gergek Coziim | Nimerik Coziim Hata
Bernstein Polinomlari -0.0383556 -0.0388085 0.0004529
Spline Fonksiyonu -0.0383556 -0.0413462 0.0029906

Tablo 4.2 y" + 3y +y = 2 sinir deger problemi icin karsilagtirma
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada y" + f(2)y' + g(x)y = r(z) y(xg) =a y(z,) = b tipindeki
sinir deger problemlerinin Spline fonksiyonlari ile niimerik ¢oztimi incelenmistir.
Benzer gekilde temel Bernstein polinomlar1 incelenerek ay” + by’ + cy + f(x) =0
y(0) =0 y(1) = 0 tipindeki simr deger problemlerinin temel Bernstein polinom-
lar1 ile ¢oztimii incelenmis, yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziimler karsilagtirilmigtir. Bu
kargilagtirmada hatanin cok kiigiik olmasi iki yontemin de uygunlugunu ortaya
koymaktadir. Ayrica ele alinan bir sinir deger probleminin Spline fonksiyonlar: ve
Bernstein polinomlari ile ¢oziimiinde kargilagilan hata paylar: da kargilagtirilmigtar.

Bu calismada ele alinan diferansiyel denklemler lineer ve sabit katsayilidir.
Bir bagka caligmada degisken katsayili diferansiyel denklemler tizerine olabilir.
Ayrica zaman darligindan yapilamayan hata analizini i¢eren bir ¢aligma diigiiniil-

mektedir.
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EKLER

1. lineerspline.m

function sonuc = lineerspline(x,y,xx)
n=length(x) ;
if (xx<x(1)) |l (xx>x(@));
error(’Aralik diginda deger girdiniz’);
end;
for i = 1:n-1;
if (xx>=x(1)) && (xx<=x(i+1));
j=1i;
break;
end;
end;

sonuc = y(j)*(xx-x(j+1))/(x(G)-x(G+D)+y(G+D*(xx-x(§))/ x(G+1)-x(F));
2. kuadratikspline.m

function sonuc = kuadratikspline(x,y,xx)
n=length(x) ;
if (xx<x(1)) || (xx>x(@));
error(’Aralik disinda deger girdiniz’);
end;
t=1:1:n;
t(D=(y(2)-y(1))/(x(2)-x(1));
for i = 2:n;
t(1)=2.0%(y(i)-y(i-1))/(x(i)-x(i-1))-t(i-1);

end;

for i 1:n-1;
if (xx>=x(1)) && (xx<=x(i+1));
J=1;
break;
end;
end;

sonuc = (xx-x(j))*( 0.5%(t(+1)-t(3))*(xx-x(3))/(x(j+1)-x(3))+t (§))+y(j);



3. kubikspline.m

function sonuc = kubikspline(x,y,xx)
n=length(x) ;
if (xx<x(1)) || (xx>x(n));
error(’Aralik diginda deger girdiniz’);
end;
hi=1:1:n; h2=1:1:n;
ul=1:1:n; u2=1:1:n;
for i=1:n-1;
h1(i)=x(i+1)-x(1);
h2(i)=(y(i+1)-y(i))/h1(i);
end;
u1(2)=2.0%(h1(1)+h1(2));
u2(2)=6.0%(h2(2)-h2(1));
for i=3:n-1;
ul(i)=2.0*(h1(i)+h1(i-1))-h1(i-1)"2/ul(i-1);
u2(i)=6.0*(h2(i)-h2(i-1))-h1(i-1)*u2(i-1)/ul(i-1);
end;
t(1)=0.0;
t(n)=0.0;
for i=n-1:-1:2;
t(1)=(u2(i)-h1 (i) *t (i+1))/ul(i);
end;
for i = 1:n-1;
if (xx>=x(1)) && (xx<=x(i+1));
j=1i;
break;
end;
end;
hm=x (j+1)-x(j);
al=xx-x(j);
a2=x(j+1)-xx;
sonuc = (t(j+1)*al1~3+t(j)*a273)/(6.0xhm)

+al*( y(j+1)/hm-hm*t (j+1)/6.0 )+a2x( y(j)/hm-hm*t(j)/6.0 );
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