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ÖZET 

 

Bu tez, dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık ve dağılım fonksiyonları incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

sıralı istatistiklerinin beklenen değer, varyans ve kovaryansı elde edilmiştir. 

Son bölümde, kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin momentleriyle ilgili 

bazı sonuçlar verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Sıralı İstatistikler, Bağımsız Tesadüfi Değişkenler, Aynı Dağılımlı 

Olmayan Tesadüfi Değişkenler, Kesikli Tesadüfi Değişkenler, 

Dağılım Fonksiyonu, Olasılık Fonksiyonu, Beklenen Değer, 

Varyans, Kovaryans. 
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SUMMARY 

 

Systematic Moments of Order Statistics of Discrete Random Variables 

 

This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems are given.  

In the second chapter, the probability and distribution functions of order statistics of 

independent and nonidentically distributed discrete random variables are examined. 

In the third chapter, the expected value, variance and covariance of order statistics of 

independent and nonidentically distributed discrete random variables are obtained. 

In the last chapter, the some results related to the moments of order statistics of discrete 

random variables are given. 

 

Key Words: Order statistics, Independent Random Variables, Nonidentically 

Distributed Random Variables, Discrete Random Variables, 

Distribution Function, Probability Function, Expected Value, Variance, 

Covariance. 



 VI 

 

SEMBOLLER LĠSTESĠ 

 

F               : Dağılım fonksiyonu 

 

f : Olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

] ...a  a[
21

21
ii  

: ,..., 21 aa  kolon vektörleri olmak üzere, 1a ’in 1i  defa, 2a ’nin 2i  defa, …                            

alınması ile oluşturulan matris 

 

)[]A[ /s

 

: Ns   olmak üzere, indisleri s’de olan satırların alınması ile A’dan                           

oluşturulan matris  

 

sn

 

:   s’nin eleman sayısı 

 


P

              : ( n,...,2,1 )’nin bütün ( niii ,...,, 21 ) permütasyonları üzerinden toplam 

 

 



 

1. GĠRĠġ  

 

Sıralı istatistikler, istatistik teorisinde oldukça önemlidir. Çünkü; sıralı istatistiklerin 

dağılımları, örneklemin alındığı dağılımdan bağımsızdır. 

Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin 

dağılımları, Khatri [1], tarafından incelenmiştir. Vaughan ve Venables [2], permanent 

yardımıyla bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonlarını incelemişlerdir. Corley [3], sürekli çok 

değişkenli tesadüfi değişkenlerin farklı anlamlarda sıralı istatistiklerini tanımlamıştır. 

Balakrishnan [4], bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen sıralı istatistikler 

için sağlanan bazı bağıntılar elde etmiştir. Bu bağıntılardan bazıları, aynı zamanda 

bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistikleri için de 

sağlanmaktadır. Reiss [5], bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin dağılım ve yoğunluk fonksiyonları için birçok bağıntı elde etmiştir. 

Nagaraja [6,7], bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen sıralı istatistiklerin 

temel yapılarını incelemiştir. David [8], Arnold vd. [9] ve Gan ve Bain [10], bağımsız ve 

aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin olasılık ve dağılım 

fonksiyonlarını elde etmişlerdir.   

Bu çalışmada; bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

sıralı istatistiklerinin dağılımları ve momentleri farklı şekillerde ifade edilmiştir. 
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1.1. Temel Tanımlar 

 

Tanım 1.1.1. Bir tesadüfi değişken, sonlu veya sayılabilir sonsuzlukta değerler 

alabiliyorsa bu tesadüfi değişkene kesikli tesadüfi değişken denir [11]. 

 

Tanım 1.1.2. X, kesikli bir tesadüfi değişken olsun.  

 

i. ,0)( xf  

ii. .1)( 
x

xf  

 

koşulları sağlayan )(xf ’e X’in olasılık fonksiyonu denir [11]. 

Tanım 1.1.3. X, olasılık fonksiyonu f olan kesikli tesadüfi değişken olsun. X’in dağılım 

fonksiyonu, 

 





xu

ufxXPxF )()()(  

 

şeklinde tanımlanır [11]. 

Tanım 1.1.4. X, olasılık fonksiyonu )(xf  olan bir tesadüfi değişken ve Y’de olasılık 

fonksiyonu )(yf  olan bir tesadüfi değişken olsun. Ayrıca, X ve Y’nin bileşik olasılık 

fonksiyonu ),( yxf  olsun. Eğer, 

 

)()(),( yfxfyxf   
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eşitliği sağlanıyorsa X ve Y’ye bağımsız tesadüfi değişkenler denir [11]. 

 

Tanım 1.1.5. nXXX ,...,, 21  tesadüfi değişkenlerinin meydana gelme sırası değil 

büyüklüklerinin sırası göz önüne alınırsa bu tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistikleri, 

 

nnnn XXX ::2:1 ...   

 

olarak ifade edilir. 

 

nrX : , r-inci sıralı istatistik denir. 

Buradan, 

 

),...,,(min 21:1 nn XXXX   

 

ve 

 

),...,,(max 21: nnn XXXX   

 

yazılabilir [5]. 

 

Tanım 1.1.6. A= )( ija , nn  tipinde karesel bir matris olsun. A matrisinin permanenti, 
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per A = 
 nSσ

n

i

iσia
1

)(

 

 

olarak ifade edilir. Burada; nS , (1, 2,…, n)’nin permütasyonlarının kümesidir. Yani; 

permanent, açılımındaki bütün terimlerin işaretlerinin pozitif olması hariç determinant ile 

aynıdır [12]. 

 

Tanım 1.1.7. X, olasılık fonksiyonu f olan kesikli tesadüfi değişken olsun. X’in 

beklenen değeri, 

 







0

)()(
x

xfxXE  

 

olarak ifade edilir [13]. 

 

Tanım 1.1.8. X tesadüfi değişkeninin varyansı, 

 

22 )]([)()( XEXEXVar   

 

olarak ifade edilir [13]. 

 

Tanım 1.1.9. X ve Y tesadüfi değişkenlerinin beklenen değerleri sırasıyla )(XE  ve 

)(YE  ise X ve Y arasındaki kovaryans, 

 

)()()(),( YEXEYXEYXCov   

 

olarak ifade edilir [13]. 
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Teorem 1.1.1. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin olasılık fonksiyonu, )()( xXPxF   ve ...,2,1,0x  olmak üzere 

 

!)(!)1(!)1(

)](1[)]([)]([!
)(

11

0

1

0

:
rmnmkkr

xFxfxFn
xf

rmnmkkrrn

m

r

k

nr













  

veya 

dvvv
rnr

n
xf rnr

xF

xF

nr








  )1(
!)(!)1(

!
)( 1

)(

)(

:
 

 

şeklinde ifade edilir [1]. 

 

Teorem 1.1.2. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık fonksiyonu, nsr 1 , 21 xx   ve rsmk  112  olmak üzere 

 

!)(!)1(!)1(!)1(!)1(

)](1[)]([)]()([)]([)]([!

),(

22212111

2

1

2

1

12

1

1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

21:,

22212111

2 2 1 1

smnmkrmksmkkr

xFxfxFxFxfxFn

xxf

smnmkrmksmkkr

sn

m

rs

k

rs

m

r

k

nsr

























   

 

veya 

122

1

12

1

1

)(

)(

)(

)(

21:,

)1(

)(
!)(!)1(!)1(

!
),(

1

1

2

2

dvdvv

vvv
snrsr

n
xxf

sn

rsr

xF

xF

xF

xF

nsr





 






  

 

 

şeklinde ifade edilir [1]. 
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Teorem 1.1.3. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonu, 

 























!)(!)1(!)1(

)](1[)]([)]([!
)(

11

0

1

00

:
rmnmkkr

xFxfxFn
xF

rmnmkkrrn

m

r

k

x

x

nr  

veya 

dvvv
rnr

n
xF rnr

xF

nr

 


  )1(
!)(!)1(

!
)( 1

)(

0

:  

 

şeklinde ifade edilir [1]. 

 

Teorem 1.1.4. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık fonksiyonu, nsr 1  ve 21 xx   olmak üzere 

 














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
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)](1[)]([)]()([)]([)]([!
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22212111

2

1

2

1
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1

1

1

1

0

1

0

1

0

1

00

21:,

22212111

2 2 1 1

1

1

2

12

smnmkrmksmkkr

xFxfxFxFxfxFn

xxF

smnmkrmksmkkr

sn

m

rs

k

rs

m

r

k

x

x

x

xx

nsr

 

veya 

122

1

12

1

1

)(

0

)(

21:,

)1(

)(
!)(!)1(!)1(

!
),(

1 2

1

dvdvv

vvv
snrsr

n
xxF

sn

rsr

xF xF

v

nsr










  

 

 

şeklinde ifade edilir [1]. 

 



 

2. BAĞIMSIZ VE AYNI DAĞILIMLI OLMAYAN KESĠKLĠ TESADÜFĠ 

DEĞĠġKENLERĠN SIRALI ĠSTATĠSTĠKLERĠNĠN DAĞILIMLARI 

 

Bu bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık ve dağılım fonksiyonları verilecektir. 

 

nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenler olsun. 

iX  ( ni ,...,2,1 ) tesadüfi değişkeninin olasılık fonksiyonu if  ve dağılım fonksiyonu iF  

olsun. Bu tesadüfi değişkenlerden elde edilen sıralı istatistikler, nnnn XXX ::2:1 ...  

olsun. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin olasılık fonksiyonu, ...,2,1,0x  olmak üzere 

 

])(F1)(f)(F[
!)(!)1(!)1(

1
)(

11
0

1

0

:

rmnmkkr

rn

m

r

k

nr xxxper
rmnmkkr

xf














        (2.1) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada; )()( xXPxF ii  olmak üzere 

 

,))'(,...,)(,)(()(F 21  xFxFxFx n  

 

))'(,...,)(,)(()(f 21 xfxfxfx n  ve 
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))'(1,...,)(1,)(1()(F1 21 xFxFxFx n  

 

kolon vektörleridir. 

 

(2.1)’de permanent açılımı kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli 

tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin olasılık fonksiyonu, 

 




























































)](1[)()(

!)(!)1(!)1(

1
)(

1

1

1

0

1

0

:

xFxfxF

rmnmkkr
xf

i

n

mr

i

mr

kr

i

kr

P

rn

m

r

k

nr




                   (2.2)

 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin olasılık fonksiyonunun integral formu, 

 

'

1

)(

)(

: .)/][v1v[ 
!)(!)1(

1
)(

'

'








dvper
rnr

xf

rnrn

xF

xF

nr






                                              (2.3) 
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şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{ )1()2()1(  n  ve },...,2,1{' n  olmak üzere 


n

,   üzerinden toplamı ifade eder. Ayrıca; 

 

)(
)(

)(
)]([ )(

)(

)(

'

''  xF
xf

xf
xFvv l

l

l 





 

 

olmak üzere, 

 

)',...,,(v 21 nvvv   

ve 

)'1,...,1,1(v1 21 nvvv    

 

kolon vektörleridir. 

 

(2.3)’de permanent açılımı kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli 

tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin olasılık fonksiyonunun integral formu, 

 

rll

ri

ri

i

n

rl

i

P

r

l

i

xF

xF

nr dvvv
rnr

xf 


















  





 1

1

1

)(

)(

: )1( 
!)(!)1(

1
)(                                          (2.4) 

 

şeklinde de ifade edilebilir. Burada; 
li

v  değişkeni, 
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)(
)(

)(
)]([  xF

xf

xf
xFvv

l

r

l

rrl i

i

i

iii   

 

şeklindedir. 

 

nrX :  ve nsX : ’nin bileşik olasılık fonksiyonu, nsr 1 , 21 xx   ve rsmk  112

olmak üzere 

 

















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2 2 1 1

2

1

2
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1

1

1

1
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0
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0

1

0

1

0

21:,

smnmkrmksmkkr
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m
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k
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m

r

k

nsr

xxxxxxper

smnmkrmksmkkr

xxf

                  (2.5)

 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

(2.5)’de permanent açılımı kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli 

tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin bileşik olasılık fonksiyonu, 
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                  (2.6)

 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık fonksiyonunun integral formu, 

 

)1()2(

1

)2(

1

(1)(2)

1

(1)

,

)(

)(

)(

)(

21:,

)1(
3

)1(
2

21

2)1(
2

2)1(
2

1)1(
3

1)1(
3

.)/][v1vvv[

 
!)(!)1(!)1(

1
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












dvdvper

rnrsr
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snrsr
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nsr








  

                                  (2.7)

 

 

şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{ )2(

1

)2(

1

)1(

11

 n , }{ )1(

22   , }{ )1(

33   ,    için 

    ve },...,2,1{
3

1

n





   olmak üzere 
21

,  nn

, 


 
2

1

 üzerinden toplamı ifade 

eder. Ayrıca; 
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xFvv 



 






 

 

 olmak üzere, 
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ve 

)'1,...,1,1(v1 (.)(.)

2

(.)

1

(.)

nvvv    

 

kolon vektörleridir. 

 

(2.7)’de permanent açılımı kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli bir 

anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin bileşik olasılık fonksiyonunun integral formu, 

 

)1()2(

1

)2(

1

1

)1()2(
1

1

)1(

)(

)(

)(

)(

21:,

)1(

)( 
!)(!)1(!)1(

1
),(

1

1

2

2

rsl

lll

ri

ri

si

si

ii

n

sl

i

s

rl

ii

P

r

l

i

xF

xF

xF

xF

nsr

dvdvv

vvv
snrsr

xxf


































  









 

   (2.8)
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şeklinde de ifade edilebilir. Burada; )1(

li
v  ve )2(

li
v  değişkenleri, 
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1
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xf
xFvv

l
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xf
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xFvv
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şeklindedir. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonu,  

 

 
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(2.9) 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

(2.5)’de permanent açılımı yapılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi 

değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonu, 
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şeklinde de ifade edilebilir. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonunun integral formu,  

 

'

1

)(

0

: .)/][v1v[ 
!)(!)1(

1
)(

'






dvper
rnr

xF

rnrn

xF

nr






                                             (2.11) 

 

şeklinde ifade edilir. 

 

(2.7)’de permanent açılımı yapılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi 

değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin dağılım fonksiyonunun integral formu, 

 

rll

ri

i

n
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i

P

r

l

i
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nr dvvv
rnr

xF 


















  





 1

1

1

)(

0

: )1( 
!)(!)1(

1
)(                                         (2.12) 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 



 

3. BAĞIMSIZ VE AYNI DAĞILIMLI OLMAYAN KESĠKLĠ TESADÜFĠ 

DEĞĠġKENLERĠN SIRALI ĠSTATĠSTĠKLERĠNĠN SĠSTEMATĠK MOMENTLERĠ 

 

Bu bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin beklenen değer, varyans ve kovaryansı ifade edilecektir. 

nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenler olsun. 

iX  ( ni ,...,2,1 ) tesadüfi değişkeninin olasılık fonksiyonu if  ve dağılım fonksiyonu iF  

olsun. Bu tesadüfi değişkenlerin büyüklüklerine göre sıralanmasıyla elde edilen sıralı 

istatistikler, nnnn XXX ::2:1 ...  olsun. 

Kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin beklenen değeri, ...,2,1,0x  

olmak üzere 

  







0

:: )()(
x

nrnr xfxXE                                                                                                   (3.1) 

 

olarak ifade edilir. 

( 2.1) ve (2.2), (3.1)’de kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli bir 

anakütleden gelen nrX : ’nin beklenen değeri, 

 

















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









 ])(F1)(f)(F[
!)(!)1(!)1(

1
)(
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0

1
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:

rmnmkkr
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m

r

kx

nr xxxper
rmnmkkr

xXE

  

(3.2) 

 

veya 
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                         (3.3)

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

(2.3) ve (2.4), (3.1)’de kullanılırsa )( :nrXE ’nin integral formu, 
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)(                               (3.5) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

nrX : ’nin beklenen değeri, 

 







0

:: )](1[)(
x

nrnr xFXE                                                                                               (3.6) 
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olarak da  ifade edilebilir. 

 

(2.9) ve (2.10), (3.6)’da kullanılırsa nrX : ’nin beklenen değeri, 
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şeklinde elde edilir. 

 

(2.11) ve (2.12), (3.6)’da kullanılırsa )( :nrXE ’nin integral formu, 
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veya 
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şeklinde elde edilir. 

 

Kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin varyansı, 
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olarak ifade edilir. 

 

(2.9) ve (2.10), (3.11)’de kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli bir 

anakütleden gelen nrX : ’nin varyansı, 
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(2.11) ve (2.12), (3.11)’da kullanılırsa )( :nrXVar ’nin integral formu, 
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şeklinde elde edilir. 

 

Kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  arasındaki kovaryans, nsr 1  ve 21 xx   

olmak üzere 
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(2.3) ve (2.7), (2.4) ve (2.8), (3.16)’da kullanılırsa ),( :: nsnr XXCov ’nin integral formu, 
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şeklinde elde edilir.



 

4. SONUÇLAR 

 

nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenler olsun. 

iX  ( ni ,...,2,1 ) tesadüfi değişkeninin olasılık fonksiyonu if  ve dağılım fonksiyonu iF  

olsun. Burada, ffi   ve FFi   alınırsa nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı 

kesikli tesadüfi değişkenler elde edilir. Bu yaklaşımla, aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

Sonuç 4.1. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin beklenen değeri, 
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olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.2), (3.3), (3.7) veya (3.8)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.1) elde edilir. 

 

Sonuç 4.2. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin beklenen değerinin integral formu, 
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olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.4), (3.5), (3.9) veya (3.10)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.2) elde edilir. 

 

Sonuç 4.3. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin varyansı, 
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olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.12) veya (3.13)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.3) elde edilir. 

 

Sonuç 4.4. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin varyansının integral formu, 
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olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.14) veya (3.15)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.4) elde edilir. 

 

Sonuç 4.5. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  

arasındaki kovaryans, 
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olarak ifade edilir. 

Ġspat. (3.17) veya (3.18)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.5) elde edilir. 

 

Sonuç 4.6. Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  

arasındaki kovaryansın integral formu, 

 



26 

 





























































 











 

!)(!)1(

)1(!

!)(!)1(

)1(!

!)(!)1(!)1(

)1()(!
),(

1)(

)(0

1)(

)(0

122

1

12

1

1

)(

)(

)(

)(0

::

2

22

1

11

1

1

2

2121

sns

dvvvn
x

rnr

dvvvn
x

snrsr

dvdvvvvvn
xxXXCov

snsxF

xF

s

x

rnrxF

xF

r

x

snrsrxF

xF

xF

xF

sr

xxx

nsnr

       (4.6)

  

 

 

olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.19) veya (3.20)’de ffi   ve FFi   alınırsa (4.6) elde edilir. 
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