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OZET
Doktora Tezi
KONTAK GEOMETRIDE YUZEYLER TEORISI
[smail GOK

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsgman: Prof.Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU

Bu doktora tezi beg boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliim tezimin girig kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, 6nbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, lem-
malar ve teoremler kaynaklar: ile birlikte verilmistir.

Uctincii boliimde, Kontak geometri ile ilgili temel tanimlar, lemmalar ve teoremler
kaynaklari ile birlikte verilmistir.

Dordiincii boliimde Baikousis ve Blair’in 1991°de yaptiklar: makalede yer alan calis-
malarina ve bu makalenin Lorentz kargiligini incelemis olan Camci'nin elde ettigi
sonuglara yer verilmisgtir. Ayrica Camci ve Gok tarafindan elde edilen bir teorem de
bu boliimde ispati ile birlikte yer almaktadir.

Bu ¢aligmanin orijinal kisimlar: son boliimde verilmistir. Bu boliimde E?(—3) Sasaki
uzayinda Camci tarafindan yapilan vektorel ¢arpim tanimi ve 6zelikleri verilmistir.
Ayrica, E*(—3) Sasaki uzayinda herhangi bir yiizeyin sekil operatorii matrisi, Gauss
egriligi, Ortalama egriligi ve en 6nemlisi ilk kez E?(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey
icin Gauss Egregium teoremi elde edilmigtir.

2010, 153 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kontak geometri, Kontak manifold, Kontak yapi, Kontak
metrik manifold, Kontak form, Hemen hemen kontak manifold, Integral alt mani-
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries, some necessary definitions, lemmas and theo-
rems that will be needed for later use are given.

In the third section, contact geometry, the basic definitions, lemmas and theorems
been provided with resources.

In the fourth section, the results of the Baikousis and Blair’s article in 1991 and its
extension to Lorentz space are given by Camci. Furthermore, the proof of a theorem
which was obtained by Camci and Gok is given in this section.

The original part of this study are given in the last section. In this section, definition
of the vector product and its features in E?(—3) Sasaki space, defined by Camci,
are given. Moreover, E3(—3) Sasaki space for any surface shape operator matrix,
Gaussian curvature, mean curvature, and most importantly the first time, E3*(—3)
Sasaki-space surface for Gauss Egregium theorem is obtained.
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SIMGELER DiZiNi

Mm n-boyutlu Riemann manifoldu

i kontak 1-form

(M,n) kontak manifold

(0,€,1m) hemen hemen kontak yapi

(M, p, & n) hemen hemen kontak manifold
(0, &,m,9,¢€) hemen hemen kontak metrik yapi

(M, p,&,1n,9,¢€) hemen hemen kontak metrik manifold

D,V Riemann koneksiyonlar:

A sekil operatorii

R Riemann egrilik tensorii

K bir yiizeyin Gauss egriligi

H bir yiizeyin ortalama egriligi

A kontak manifoldlarda vektorel carpim

[, ] Lie (Bracket) operatorii
Ik Chrisstoffel sembolleri



1. GIRIS

Kontak geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton tarafindan
yapilan ¢aligmalar ile ortaya ¢ikmigtir. Kontak doniistimler teorisi daha sonralar1 S.
Lie tarafindan baz diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak i¢in geligtirilmistir.
Daha sonra Japon matematikc¢i S. Sasaki ilk kez 1960 yilinda bir kontak mani-
fold yapisi olan ve daha sonra kendi adi ile anilacak olan Sasaki manifold tanimini
yapmistir. Kontak geometri giiniimiizde de pek cok matematikcinin ilgisini ¢gekmek-
tedir. Doktora caligmam siiresince 6zelikle D.E. Blair’in kitap ve makaleleri, Japon
matematik¢i K. Yano'nun kitaplar: ¢ok yararh olmustur. Ayrica yiizeyler teorisini
olusturabilmem igin egriler teorisini iyi bilmem gerektigini diisiindiigiimden Cetin
Camci’'nin doktora tezini ayrintilariyla okudum. Bu sayede tezimin geligmesinde
cok 6nemli adimlar attim. Ilk kez kendisi tarafindan bir makalesinde ortaya at-
tig1 Kontak manifoldlarda ‘Vektorel carpim’ tanimini kullanarak tezimin temelini
olusturdum. Ayrica Baikoussis ve Blair, 1994’deki ¢aligmalar ile “E?(—3¢) Sasaki
uzayinda N?(c) silindirinde yatan herhangi bir Legendre egrisi 1-tiplidir ancak ve
ancak Legendre egrisi sabit egriliklidir.” 6nermesini ispatlamigtir. Cameci ise tezinde
bu teoriyi herhangi bir sonlu tipte egri i¢in de ispatlamigtir. Camci tezinin bu
boliimiinde N?(c) silindirinde yatan herhangi 1-tipinde egrinin sabit egrilikli olmas
gerektigini fakat bunun tersinin olmadigimi gostermigtir. Daha sonra bu teori {ize-
rinde ortak galigmamiz sonucu Baikoussis ve Blair’in “E*"*1(—3) Sasaki uzaymnda
kompak integrallenebilir alt manifoldunun 1-tipli olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun,
alt manifoldun N?"(c) silindirinde minimal olmasidir.” geklinde verdikleri 6ner-
meyi “N?"(c) silindirinde yatan alt manifoldun 1-tipli olmasi igin gerek ve yeter
kosul alt manifoldun silindirde minimal olmasidir.” seklinde gelistirdik. Tezimin
4. boliimiinde bu teorimiz ile ilgili teoremi (Teorem 4.3) ispati ile birlikte verdim.
Ustelik teorinin gelisim siirecinin daha iyi takibi i¢in bu béliimde, énceki teorilere

Camci’'nin doktora tezinden yararlanarak ispatlari ile birlikte yer verdim.

Oklid uzaymda egriler ve yiizeyler ile ilgili pek cok calisma yapilmistir. Bu konuda

Gauss’un pek ¢ok caligmalar: vardir. Hatta Gauss’un Egregium ve Gauss-Bonnet
1



teoremleri matematigin en giizel teoremlerinden ikisidir. Bu teoremler matematikte
pek cok uygulama alani da bulmustur. Gauss gibi pek ¢ok matematik¢inin egriler ve
yiizeyler teorisinin gelisimine katkilari olmustur. Baikoussis ve Blair gostermislerdir
ki, E3(—3) Sasaki uzaymndaki Legendre egrileri iic boyutlu Oklid uzayma gére daha
dogal egrilerdir. Benzer gekilde gorebiliriz ki, E3(—3) Sasaki uzaymdaki integral
yiizeyleri 3 boyutlu Oklid uzaymna gére daha dogal yiizeylerdir. Kontak geometrinin
fizik, optik, mekanik, kontrol teori gibi pek ¢ok alanda uygulamasi vardir (Gieges
2001, Camac1 2007). Bu agidan da bakildiginda kontak geometride egriler ve yiizeyler
teorisi onem kazanmaktadir. Bu tiir bir alanda egriler teorisi calismak bile yete-
rince zor iken yiizeyler teorisi ¢aligmak daha da zordur. Bizim bu tezde yaptigimiz
incelemeler ve orijinal teoriler ‘Vektorel carpim’ tanimlamasi ile miimkiin olmustur.
Bu yiizden bu galigmanin 5. béliimiinde Camci tarafindan tanimlanan ‘Vektorel
carpim’ tanimu ile ilgili teoremler ispatlari ile birlikte verilmistir. Ayrica bu boliimde
[E3(—3) Sasaki uzayinda herhangi bir yiizeyin sekil operatorii matrisi, Gauss egriligi,
Ortalama egriligi ve bence en 6nemlisi ilk kez R?(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey igin
Gauss Egregium teoremi elde edilmistir. Bu sebepten dolay1 tezimizin 5. boliimii

genelde orijinal sonuclarimiz i¢in kullanilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONBILGILER

2.1 Riemann Manifoldu ve Riemann Koneksiyonu

Tanim 2.1 (Riemann metrigi): M bir C* manifold olsun. M dzerinde taniml

bir g simetrik bi-lineer formu pozitif tanimiy ise
9 X(M) x x(M) — C*(M, )

geklinde tanimly bir (0,2) tipinde g metrik tensérine M de Riemann metrigi ad

verilir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2 (Riemann manifoldu): M bir C* manifold olsun. M dzerinde bir
g Riemann metrigi tanimlanabiliyorsa (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu
denir. Eger g Riemann metriginde pozitif tanimlilik aksiyomu yerine non-dejenere
aksiyomunu saglyorsa (M, g) ikilisine bir yari- Riemann manifoldu denir (Hacisa-

lihoglu 2003).
Teorem 2.1 V' wektor uzayiman bir baz {ey, es, ..., e,} olsun.

€ = g(ei,ei)

olmak tizere VX €V wvektori

X = iaig(X, 51')52‘

=1

olacak sekilde tek tirli yazilabilir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.3 (Kovaryant tirev): Bir Riemann manifoldu M ve M fizerinde bir

Riemann koneksiyonu D olsun. D nin M ye ait bir bolge tizerindek:
D x(M) x x(M) — x(M)

bi-lineer dontsimi VX,Y,Z € x(M) veVf,h € C*(M,E) i¢in
i) Dx(Y+Z)=DxY + DxZ
i) DxsyZ = DxZ + Dy Z



iti) DyxY = fDxY
) Dx(fY) = fDxY + X(f)Y
ozeliklerini saghyorsa D ye M iizerinde taniml bir afin koneksiyon veya kovaryant

tiirev adv verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.4 (Levi-Civita koneksiyonu): (M, g) bir Riemann manifoldu ve D de
M dzerinde tanwvmly bir afin koneksiyon olsun. O zaman VX,Y,Z € x(M) olmak
tizere D dontistimii

i) DxY — Dy X = [X,Y] (sufur torsiyon ézeligi)

i) Zg(X,Y) =g(DzX,Y)+ g(X,DzY) (D nin metrikle bagdasabilme 6zeligi)
sartlarma saghyorsa D ye M nin Levi-Civita koneksiyonu denir (Hacisalihoglu

2003).

Tamim 2.5 (§ekil operatéri): M ve M, siraswyla, n ve n + k boyutlu Riemann
manifoldlar olmak tizere M, M nin alt manifoldu olsun. M de normal birim vektor
alam € ve Dxe mn teget ve normal bilesenleri, suraswla, —A.(X) ve Vxe olmak
uzere,

A x (M) x xH(M) — x(M)

dondistiimii iyt tanambider. Béylece;
Dxe = —A(X) + Vxe (2.1)

biciminde taniml denkleme Weingarten denklemsi adi verilir. Burada A, ya sekil
operatori, V' ifadesine de M nin normal demetindeki koneksiyon adi verilir

(Hacisalihoglu 2003).

2.2 Doniisiimlerin Yar1 Grubu

Tanim 2.6 (Déniigiimlerin yary grubu): S bir topolojik uzay ve I' da S den S
ye dontigtiimlerin ctlimlesi olsun. Asagidaki ozelikleri saglayan T ciimlesine, S topolo-
Jik uzayimn donidigtimler yary grubu denir.

1) Vf €T doniigimi, U,V C S agik alt ciimleler tken f:U — V seklinde homeo-

morfizimdir.



2) Sayet f € T ise f fonksiyonunun tanvm ciimlesinin her agik alt ciimlesine kisit-

lanagy da T dadvr. Yani; U,V C S agik alt ciimleler olmak iizere
fer, f:U-V,UCU (agik) ise f |, €T

3) U; cimleleri S nin agik alt cimleleri olmak tzere U = UUi ve f : U =V
iel
donisimi homeomorfizm olsun. f|, € I' tken f € I' dur. Yani;

U= UUZ" U CS, f:U—YV (homeomorfizim) ve f |, € I' ise f €T.
icl
4) S deki her agik alt ciimlenin birim dondsimleri T' dader.
5) Sayet f €T ise f~L €T dur.
6) f:U—=Vilg:U —V (VAU #0) seklinde tanvmlanan doniisiimler T da
iken go f: fY(VNU) — g(VNU) doniigiimii de T' dadwr (Kobayashi 1996).

Teorem 2.2 (Darbouzx’un klasik teoremsi): n-boyutlu diferensiyellenebilir Rie-
mann manifoldu M ve bu manifold tizerinde diferensiyel 1-form w olsun. M -

zerinde,

WA (dw)? # 0 ve = dwP™ =0

olacak sekilde verilsin. Bu durumda, M manifoldunun her noktasinda

P
w = dy*t — Zyidxi (2.2)

i=1
olacak sekilde M nin her noktasy civarinda bir (x', 22, ..., 2P, y*, 42, ...,y"P) koordi-

nat sistemi vardir (Yano and Kon 1984).

Boéylece Darbouz teoremine gore (2n+1) boyutlu M manifoldunun her noktas: civarinda,

n=dz— Zyidmi (2.3)
=1
olacak sekilde (z*, 22, ...,x" y*, 2, ...,y", 2) koordinatlar, vardar.

Tamm 2.7 (Kontak transformasyon): E*""! dizerinde kartezyen koordinatlar

(2t 22, . 2"yt g2, yn, 2) ve B2 de bir diferensiyel 1-form

n=dz— Zn:yidmi
i=1

5



olsun. E2"* in agik alt ciimleleri U ve U olmak tizere f : U — U’ diffeomorfizmi

¢cim
Jo: x(U) = x(U) , [ QU) — QU)
ve
7:U—E
olmak 1izere
frn=1n

oluyorsa f ye Kontak transformasyon denir. Burada x(U), U dzerindeki vektor
alanlarn uzay, QUU) da x(U) vektor uzayiman dualidir.

U dizerindeki biitiin kontak transformasyonlarin ciimlesi I' ise;
I‘:{f ‘ f:U—=U; ffn=7n, UU cE*»! aak} (2.4)

geklinde tamymlanir ve fonksiyonlarda bileske islemine gore bir yary gruptur (Yano

and Kon 1984).

Tanim 2.8 (Kesin Kontak transformasyon): f € T' kontak transformasyonu
win T =1 yans

frn=mn
1se f ye bir kesin Kontak transformasyon veya sikr Kontak transformasyon

adv verilir. Bu tip transformasyonlarin ciimlesi 'y ile gdsterilirse
Iy = {f ‘ f:U— U’ f*n=n, UU c E»+! agzk}

seklindedir. Bu durumda Ty ciimlesi T' i¢in bir alt yary grup olur (Yano and Kon

1984).

2.3 Yonlendirilebilir Manifoldlar

Tanim 2.9 (Yonlendirme): V, n—boyutlu reel vektor uzayr ve L de V vektor
wzagrman siraly bazlariman ciimlesi olsun. u = {uy, ug, ..., un}, v = {v1,v9, ..., 0, } € L

icin u; = Y a;;v; olacak sekilde A = (a;;) € GL(n,R) vardr.
j=1

“u = {ul,U27 7un} ~ U = {UI,UQ, ...,Un} = det(aij) >0
6



bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintistman ki denklik simafy vardwr.  Sayet
det(a;j) > 0 ise u ile v ayne yonlendirmeye sahip, det(a;;) < 0 ise de u ile v

kargit yonlendirmeye sahiptir denir (Boothby 1986).

Sonug 2.1 V' wvektér uzayinda n-lineer ve alterne fonksiyonellerin ciimlesi de bir
vektor uzaydir. Bu uzayr “ A"V 7 ile gosterirsek “boy N"V = 17 dir. Tensor

cebirinden biliyoruz ki, 2 € A"V i¢in
Q (uy, ug, ..., uy) = det(a;;)2 (v1, va, ..., Vy) (2.5)

dir. Hi¢ bir yerde sifir olmayan Q2 € A"V n-formunu ele alalim. Bu durumda (2.5)
egitliginden, v = {uy,ug, ..., up}, v = {v1,v,...,v,} bazlarnda ayni yonlendirme
vardir (veya karsit) ancak ve ancak bazlarin Q da aldige deger ayna igarete sahiptir
(veya zit). Bu yiizden bir vektor uzayindaki yonlendirmeyi n-formlar ile ifade ede-
biliriz.

01, Q9 € AV igin boyA\"V =1 oldugundan
Q1 = Ay

olacak sekilde \ vardir. Bdylece 1, ayni yonlendirmeye sahiptir(veya karsit)
ancak ve ancak A > 0 (veya A < 0) dur (Boothby 1986).

Tamim 2.10 (Yénlendirilmis manifold): n-boyutlu bir M manifoldu tizerinde
hi¢ bir yerde sifir olmayan bir 2 n-formu varsa, M manifolduna yonlendirilebilir
(orientable) manifold denir. Bu formlarn her birine yénlendirme (orienta-

tion) ve bu segilen yonlendirmeyle birlikte bu manifolda da yénlendirilmis (ori-

ented) manifold denir (Boothby 1986).

Tanim 2.11 (Uygun yénlendirilmis atlas): F = {(Us,p,)} ciimlesi bir

aEN

M manifoldunun atlasy olsun. Sayet Yo, 5 € A igin (Ua, v,) , (Uﬁ,gpﬁ) haritalar,

gozoniine alimirsa
-1
#a o (#5)

doniistimiiniin Jacobian matrisi pozitif determinanta sahipse bu atlasa M iizerinde

uygun yonlendirilmis atlas denir (Boothby 1986).
7



Teorem 2.3 M, n-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda asagidaki onermeler
denktir.

i) M manifoldu yonlendirilebilirdir.

it) M dzerinde hi¢cbir yerde sifur olmayan n-form vardr.

iii) M dzerinde uygun yonlendirilmis bir atlas vardir (Boothby 1986).

Teorem 2.4 Herhangi bir manifoldun tanjant demeti manifold olarak yonlendirile-

bilirdir (Carmo 1992).

Teorem 2.5 Yonlendirilebilir bir manifoldun her alt manifoldu da yonlendirilebilir-

dir (Carmo 1992).



3. KONTAK MANIFOLDLAR

3.1 Kontak Manifold ve Genis Anlamda Kontak Manifold

Tanim 3.1 (Kontak manifold): (2n + 1) boyutlu bir C* diferensiyellenebilir M

manifoldu verilsin. Sayet bu manifold tizerinde her noktada

A (dn)™ # 0 (3.1)

kosulunu saglayan bir n diferensiyel 1-formu varsa n ya kontak form, (M,n) iki-
lisine de kontak manifold denir. Kontak manifoldlarda n A (dn)™ # 0 bagintiss M
manifoldu tizerinde bir hacim elementine karsilik gelir ve bundan dolay: M manifoldu
yonlendirilebilirdir. Burada (dn)"™ ifadesi dn nin kendisi ile n defa dis ¢arpimana
gosterir, yani;

(dn)" =dnANdnA...N\dn
n—‘t:Lne

dir. n 1-form oldugundan dn, 2-form ve n A (dn)"™ ifadesi (2n + 1)-form olur. Bu
ytizden Kontak manifoldlar (2n + 1) boyutlu manifoldlardwr (Blair 1976).

Ornek 3.1 (2n + 1) boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde

n=dz— Zyidxi
i=1
diferensiyel 1-formunu gozoniine alalim. M manifoldu tizerinde her noktada
n A (dn)" #0

oldugundan n kontak form, (M,n) ikilisi (2n + 1) boyutlu kontak manifold olur.

Burada (z', 2%, ..., 2",y v%, ... y", 2) € B dir.
Ornek 3.2 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde
1 = cos zdx + sin zdy
diferensiyel 1-formunu gozoniine alalim. M manifoldu tizerinde her noktada
n A (dn)" #0

oldugundan n kontak form, (M,n) ikilisi 3-boyutlu kontak manifold olur. Burada
(z,y,2) € B3 diir.



Sonug 3.1 V' bir vektor uzayr ve V* da V' nin dual uzayr olmak tizere AV* Grass-
man cebiri tanvmlanabilir. Burada 0 kuadratik form olmak tizere sayet 0" # 0 wve

6"t £ 0 ise rank = 2r dir. Ayrica
Vo={X € V:VY € V,§(X,Y) =0}

olarak tanimlarsak

rankf = boyV — boyVy

oldugunu goririz (Yano and Kon 1984).
Kontak manifold tanamina bakarsak (dn)™ # 0 ve (dn)"** = 0 dw. Burada r = n,

rankf = 2n ve boyx(M) = 2n + 1 olur. Ayrica
Do ={X € x(M):VY € x(M), dn(X,Y) =0}

dersek boyDy = 1 oldugunu goririz. Kabul edelim ki, 0 # X € Dy i¢inn(X) =0
olsun. X € Dy ig¢in tabana tamamlama teoreminden x (M) in bir{ X,Y1,...,Yan}
geklinde tabany vardwr. Burada (n A (dn)™) (X, Y1, ..., Ya,) = 0 oldugunu gérmek ko-
laydir. Bu ise n A (dn)" # 0 olmaswyla ¢elisir. Boylece X # 0 igin n(X) # 0
dar.

Tanim 3.2 (Kontak dagilem): (2n+ 1) boyutlu (M,n) kontak manifoldu olmak

uzere

D={X € x(M):n(X)=0} (3.2)

bigiminde tanimly D ciimlesine M manifoldunun kontak dagilima (distribution)
denir. x (M) vektor uzayr (2n + 1) boyutlu oldugundan x (M)* vektér uzayr (2n + 1)
boyutludur. Bu iki dual vektor uzaywmin, siraswyla, {€, X1, ..., Xon} ve {n,ny, .cc; Moy
dual tabanlary vardwr. Boéylece i = 1,2, ...,2n i¢in n(X;) = 0 ve {Xy,..., Xon} C D
dir. Burada D = sp{Xj, ..., Xon} oldugunu gormek kolayduvr. Dolayisiyla boyD = 2n
olur (Blair 1976).

Sonug 3.2 (M,n) ikilisi (2n + 1) boyutlu kontak manifold ve Kern, n kontak for-

munun ¢ekirdegi olmak tizere n kontak formu birebirdir ancak ve ancak Kern = {0} .
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Tanym 3.3 (M,n) ikilisi (2n + 1) boyutlu kontak manifold ve Kern, n kontak for-
munun ¢ekirdegi olmak tzere

Kerm =D

dir.
Tamim 3.4 (M,n) Kontak manifoldu tiizerinde X # & igin,

n) =1,

(3.3)
dn (§,X) =0

olacak sekilde bir & € x (M) vektor alani varsa & ye n kontak yapisinin karakteristik

vektor alane denir. Burada

&:M— | JTu(P)

peEM

seklinde tanimly 1:1 ve érten (1,0) tipinde tensor alanadir (Blair 1976).

Ornek 3.3 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde
1 = cos zdx + sin zdy

diferensiyel 1-formu i¢cin

§=cosz— + sinz2
N ox oy

vektor alany karakteristik vektor alanidar.

Sonug 3.3 1 formu M idizerinde kontak form oldugundan D iizerinde (dn)" # 0
dwr. Béylece dn 2-formu D Jizerinde non-dejenere, antisimetrik bir lineer form olur.
Clinki X,Y € D igin
1
dn(X,Y) = S(Xn(Y) = Yn(X) - (X, Y]))

= —n(IX.Y)

oldugundan dn min antisimetrik oldugu agiktir. VXY € D i¢in

dn(X,Y)=0
11



tken kabul edelim ki, X # 0 olsun. boy D = 2n oldugundan D uzayinin bir
{X7 }/la ) }/(271—1)}

bazr vardir. Fokat burada (dn)"(X,Yi,...,Yen—1)) = 0 oldugu gorilir. Bu ise bir

celiskidir. Dolaysiyla X = 0 ve dn 2-formu D dagilima tizerinde non-dejenere olur.

Sonug 3.4 (M, n) kontak manifoldunda dn 2-formu D dagilima tizerinde non-dejenere,

antisimetrik bilineer formdur. Bu ylzden VP € M noktasinda
dn:D, x D, — E

formu bir simplektik yapr (simplektik form) olur. Ayrica Darboux teoremi uyarinca

VP € M noktast i¢in,

(xlv-rZ) ceey Ty Y1, Y2, "'7yn7z)

koordinat fonksiyonlar: ile verilen n I1-formu

n=(p,)" (dz - Zyzd%>

olacak sekilde bir (Uy, ¢,,) haritasinan var oldugunu biliyoruz. Béylece dn 2-formu

dn = (¢a)’ (Zdﬂfz A dyi)
1=1

olur. ¢,(Uy) = Vo C E" olmak tzere @ = ¢,(P) € V, noktasindaki teget uzayin

taban
_8|_8‘ _8|_8|_6‘ _8|_8’
011 Q’@xg Q""’axn Q’ayl Q’@yg Q""’ayn @9, @

dwr. Burada

/0 2 (0
Ep = (p,):" (81_, o +%(Q)£ ’Q)  Bnvip = (#a); <8y4 ‘Q> ve

¢ = (5 1o)

{Erp, Eap, ..., Eonp, £}
12
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ctimlesi Ty (P) uzayiman bir tabamdur. Ayrica

"o = (dz—zyzdxz)( e (3 10))
- (dz—Zyzdxz)( (e (52 10) )
_ <dz—2yzdxz) (2 1)

=1

ve VX € x(M) igin

MEO = (g.) <Zd A dyz) (. (5 10))

i dyi) (200 (00 0 (52 10) )

(Zdas ) dyz-) (00 (32 10))
0

oldugundan & € x(M) karakteristik vektor alanadir. Béylece 1 < k,l < n i¢in

0 0 0 0
d77 EkPaElP <Zdﬂ7z Adyz) (8_3: |Q +3/z( ) |Q, oz |Q ‘f’yz(Q)az ‘ )

olur. Benzer gekilde 1 < k,l < n i¢cin
dn(Exp, Eip) = dn(Emikyp, Emi1yp) = 0 ve dn(Epirp, Entyp) = O

dir. Boylece {F1p, Fap, ..., Eonp} ciimlesi Dp dagiliminin kanonik simplektik ta-

bamidir. Bu tabana kargilik gelen matris de

olur. Sonug¢ olarak YX,Y € Dp i¢in
dn(X,Y) = X" LY (3.4)

dir (Ata 2004).
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Tanim 3.5 (Genis anlamda kontak manifold): M?"! diferensiyellenebilir
manifold ve T kontak déniisiimlerin ciimlesi olsun. Sayet M1 i rten {U,} acik
ciimlelerin ailesi ve f, : Uy, — V,, C E*"*1 homeomorfizimler Vo, B i¢in f, o fﬁ_1
tamamly iken fo o fg Ve T oluyorsa M?**' diferensiyellenebilir manifolduna genis
anlamda kontak manifold (contact manifold in the wider sense) denir (Blair

1976).

Tanim 3.6 (Genis anlamda kontak yapi): M?*" ' genis anlamda kontak ma-
nifold olsun. “{(Uy, fo)} ve {(Us, f3)} ciimleleri M?>" iizerinde birer atlas olmak
tizere “{(Ua, fa)} ~ {(Us, f3)} ancak ve ancak fzo f;* tanaml iken fzo f;1 € T olu-
yorsa” bagintisy bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisinin denklik simiflarina
M* dizerinde genis anlamda kontak yapr (contact structure in the wider sense

on M**1) denir (Blair 1976).

Sonug 3.5 Darboux teoreminin bir sonucu olarak her kontak manifold genis an-

lamda kontak manifolddur. Fakat bunun tersi dogru degildir (Blair 1976).

Ornek 3.4 M+ = E*+! x P(E") ¢arpum manifoldu genis anlamda kontak mani-
folddur, fakat kontak manifold degildir. Neden ¢ B"™! deki koordinatlar (z', 2%, ...,z 1)
ve P(E") reel projective uzayindaki homojen koordinat komsulugunu (t1,ta, .., t,41)
alalvm. M*"deki bir agik ortiyi {U; < t; #0, (i=1,2,...n+ 1)} secelim. U; deki

1-form n; yi
n+1

1 )
U t_ij;tj da’

olarak tamamlarsak n; A (dn,)" # 0 ve n; = i—fnz dir. Béylece Y i¢in M*"* ma-
nifoldu genig anlamda kontak yapwya sahiptir. Fakat biliyoruz ki, P(E™) manifoldu
n ¢ift iken yonlendirilemezdir. Dolayisiyla M* 1 = B x P(E™) manifoldu da

yonlendirilemez olur. Sonug olarak M kontak yapr tasimaz (Blair 1976).

Tanim 3.7 M?"*! manifoldunu érten {Ua}pen agik ciimlesi ve U, komsulugu -
zerinde lokal olarak tanwmly n, Kontak formlar ile elde edilen genis anlamda Kontak

yape 0 olsun. m € U, noktasinda TM?* ™ nin D alt demetinin D,, lifi

Dy, ={X,, € T,(M*""):n,(X,,) =0}
14



olarak tanvmlanar (Blair 1976).

Sonug 3.6 7, ve ng formlar, swaswla, U, ve Ug tzerinde kontak form olsun.
Béylece Dy, tizerinde (dn,)" # 0 ve dn, ile dng 2-formlarmin D, dzerinde non-

dejenere, antisimetrik bilineer form oldugunu biliyoruz. Dolainsiyla

Mo = Aaplls

olacak sekilde U, N Ug tizerinde sifir olmayan \op fonksiyonlar, vardir. Béylece
dn, = dhapg N d?76 + Aapd UE

olur. Burada ng 1-form oldugundan ng Ang =0 ve n, Adn, = /\ZB ng A d ng olur.

Islemi boyle devam ettirirsek

N A (dna)n = /\251776 A (d nﬂ)n

oldugu gorilir. Ayrica /\2251 fonksiyonunun bu ki komsulugunun, koordinat fonksi-
yonlarimn Jacobian matrisinin determinantina esit oldugunu gostermek kolaydur.
Yani; (Ua, ¢,), (Us, @s) koordinat komsuluklary igin det J(pgopt) = N2 5 dir. Sayet
M2 ven cift ise /\Zgl fonksiyonu daima pozitiftir. Boylece D vektor demeti yon-
lendirilebilirdir. n tek iken Gray (Gray 1959) makalesinde M*" ' yonlendirilebilir
olsa bile D vektor demetinin yonlendirilebilir olamayabilecegine dair érnek vermistir

(Blair 1976).

Teorem 3.1 (2n + 1) boyutlu yonlendirilebilir M manifoldu, genig anlamda kontak
manifold ve n ¢ift ise kontak manifolddur (Blair 1976).

Ispat. M manifoldu yonlendirilebilir ise TM vektor demeti de yonlendirilebilirdir.
n ¢ift oldugundan D de vektoér demeti olarak yonlendirilebilir oldugunu Sonug 3.6
de gostermigtik. Boylece TM /D

TM/D = U {Xp+Dp:) € B}

WU, WP AR) 2 A € B}
= {(P,Xp): P € M,\ € E}
15



boliim demeti de reel dogru demeti olarak yonlendirilebilir. Boliim demeti, reel
dogru demeti olarak yonlendirilebilir oldugundan yapi grubunu (GL(1,E) ~ R,.)
grubundan (GL*(1,E) ~ R™,.) alt grubuna indirgeyebiliriz. Boylece T'M /D boliim
demeti hi¢ bir noktada sifir olmayan bir ‘cross section’ kabul eder. Diger bir ifadeyle
M manifoldunun her bir U, komgulugunda S, lokal ‘cross section’ 1 7,(S,) = 1 ola-
cak gekilde tanmimlayabiliriz. Her noktada S, ve S ‘cross section’ lar1 sifir olmuyorsa

fonksi-

1
S, = hoS olacak sekilde U, iizerinde her noktada sifir olmayan h, = 7o(S)

yonu vardir. Boylece U, tizerindeki bir n 1-formunu n = h,n,, olarak tanimlarsak M

tizerinde bir 1-form tanimlamig oluruz. Ayrica dn = dh, A1, + hadn, ve n = hon,

n A (dn)" = (ha)" N, Adn, # 0

elde edilir. m

Teorem 3.2 M?"t! manifoldu B*"*2? Oklid uzaywn regiiler hiperyizeyi olsun. Bu
durumda

/L. . M2n+1 E2n+2

diizgiin hiperyiizey immersiyonu vardur. Ayrica kabul edelim ki, M** ! manifoldunun
her noktasindaki tanjant uzay orijin noktasini icermesin. Yani her P € M i¢in
Ty (P) N {0} = @ olsun. Bu durumda M*"* manifoldu kontak yap: taswr (Blair
1976).

Ispat. E*"*2 de (1,3, ..., Tani2) kartezyen koordinatlar ve
a = r1dry — T2dT) + ... + Top1dT242 — Toni2dTonqy
olsun. Boylece

da = Z(del A\ d.TQ + ...+ dl’2n+1 A dl’2n+2)

ve

2n+1
a A (dOé)n = 2n_17’L! Z (—1)i_1$idl'1 VAN dl’g A ...dCL‘i_l A dﬂfi_H AL A dl’2n+1 N d$2n+2
=1

2n+1

= 2”_171!2@- * (dz;)
i=1
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olur. zg = (219, T20, ---, x(2n+2)0) noktasinda M nin tanjant uzayimin lineer bagimsiz

Vi, Va, ..., Va1 vektorlerini alalim. Hodge yildiz operatorii * olmak {izere
(,U] - *da:](‘/la ‘/27 (XS] ‘/2n+1)

olarak tamimlayalim. w = (wy, ws, ..., wap12) dersek w vektoriiniin M nin normalinde

oldugu goriiliir. Diger yandan
(a A (da)™)(Vi, Vay ooy Vapg1) = 2" tnlg(zg, w)

esitligini kolayca elde edebiliriz. A/***! manifoldunun her noktasindaki tanjant uzay

orijin noktasin icermediginden, Vzq € M?" ™! noktasi icin

A (da)™ # 0
dir. n = i*(a) dersek n doniisiimii M?" ™! de bir formdur ve

nA(dn)" = i(aA(da)")
# 0
olur. Boylece (M?" ™ n) kontak manifolddur. m
Sonug 3.7 E>"*2 uzaynda
S = {21, 22, .., Bansa) € B2 (21)% + (22)” + .o+ (@2042)° = 1}

kiiresi ve P(E*"™Y) projektif uzayn Teorem 3.2 min sartlarina saglar. Dolaysiyla bu

ki uzay kontak manifolddur.

Teorem 3.3 (M?*"*1 ) kontak manifold olsun. Bu durumda T(M*") tanjant

demetinin yapr grubu U(n) X 1 grubuna indirgenebilir (Blair 1976).

3.2 Hemen Hemen Kontak Manifold

Tanmim 3.8 (Hemen hemen kontak manifold): M bir (2n+ 1) boyutlu ma-
nifold ve p,&,m da M dzerinde, swraswyla, (1,1),(1,0),(0,1) tipinde tensor alanlar:
olsun. Eger ¢,&,n i¢in, VX € x(M) olmak tzere

(3.5)
P*X) = - X +n(X)¢

17



kosullary saglanyorsa (¢, &, n) uglistine M dzerinde hemen hemen kontak yap:

ve (M, p,&,n) dortlisiine de hemen hemen kontak manifold denir (Blair 1976).
Ornek 3.5 E? de (x,y, 2) standart koordinatlar olmak tzere n kontak formu
1
n = 5(dz —ydz)

seklinde verilsin. Burada £ = 2% € x(E?) i¢in

0O = lds—yda)(2g)
0 0
= dz(a—z)—?/dx(a—z)

=1

oldugu gorilir. Ayrica ¢ endomorfizimine karsilik gelen matris

0 10
p=1-1 0 0
0 ¢ O

X1

dir. Boylece X = | 2o | € x(B®) olmak tizere

T3
[ 0 10 0 10 1
PX) = | =100 |-100]]um
0 v O 0 ¢ O T3
_—1 0 O Ty
= 0 -1 0 T
Y 0 0 T3
-—1 0 T 0O 0O Ty
= 0 -1 0 x|+ 0 0 0 T
I 0 0 -1 T3 -y 0 1 T3
T 0
= — | x|+ 0
3 T3 — YT

18



ve

i} 0

1
PCX)=—| 2y | + B (3 —yx1) | O
XT3 2

esitligini elde ederiz. Burada X = (11,9, 23) € X(E?) olmak tizere
0 0

0
X =x21— — —
x18x+x28y+x36z

dir. Ayrica n(X) degerini hesaplarsak

1 0 0 0
nX) = §(d75 - ydx)(xl(?—x + $28—y + xsg)
1 0 0 0 0 0 0
= 35 (dz(iﬁ% + $2a—y + xsa) - ydff(l’l% + fza—y + 373@))
1
= 5(1’3 —y5U1>

olur. Dolayiswyla 0*(X) = —X +n(X)¢ dir. Béylece (B3(—=3), ¢, &, 1) hemen hemen

kontak manifolddur.

Teorem 3.4 (2n+1) boyutlu (M, p,&,n) hemen hemen kontak manifold olmak tizere
X, €€ (M), X # ¢ icin
i) ¢(§) =0,
ii) no@ =0, (3.6)
i) ranke = 2n

dir (Blair 1976).

3.3 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold

Tanim 3.9 (Hemen hemen kontak metrik manifold): (M,p,&,n), (2n + 1)

boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun ve g Riemannian metrigi iken
VX, Y € x(M) ve £ € x(M) igin

9(X, &) = n(X),
g(e(X),p(Y)) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

kogullarim saglayan (¢, &, 7, g) yapisina hemen hemen kontak metrik yap1 ve

(3.7)

(M, p,&,1,9g) beslisine de hemen hemen kontak metrik manifold denir (Yano

and Kon 1984).
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Ornek 3.6 Ornek 3.5 deki (E*(—3), ¢, &,n) hemen hemen kontak manifoldunda ‘g’
metrigi

1
g =5((1+y?) da* + dy* + d2* — 2ydudz)

olarak tamimlamirsa g metriginin matris yazilyminin

1+ 0 —y
g=- 0 1 0
-y 0 1

oldugu goriiliir. Boylece X = (w1, z2,23) € X(BE) olmak iizere

1+9y* 0 —y 0
1
g(X,f) == Z[.Tl To [L’3:| 0 1 0 0
-y 0 1 2
1
- Zl|:$1 ) 333i| 0
2
1
= 5(953—?#"1)

olup n(X) = g(X, &) oldugu goriiliir.

Burada VX = (21,72, 23) ve Y = (y1,¥2,93) € x(E?) olmak iizere

0 10 T T

X) = | -1 00 T | = | -2 |
| 0y 0] | = e
0 10 Y1 Yo
eY) = | =1 00| |5 |=|-n
| 0y 0] [ v | Yy

olup



esitligi yardimiyla

I+y> 0 —y Yo
9(p(X),p(Y)) = [:vz —13 yxaH 0 1 0 U1
-y 0 1 Yy2

Yo

Yya
1
= Z(@yz + z11)
) 1 1
dir. Aynica n(X) = 5 (w3 — ya1) ve n(Y) = 5 (y5 = yyn) olup
1 2
n(Xmy) = Z(ﬂfgys — YT3y1 — YT1ys + Y r1Y1),
1
9g(X,Y) = Z((l + ) @1y1 — YT1Ys + TaYs — YTy + T3y3),
1 1 )
= Z(%yz + z1y1) + Z($3y3 — Yr3y1 — Yr1ys + Yy r1y1)

olur. Dolayisiyla VX, Y € x(E?) igin
9(p(X), ¢(Y)) = (X, Y) = n(X)n(Y)
oldugundan (E3(—3), ¢, £,n, g) beslisi bir hemen hemen kontak metrik manifold olur.

Teorem 3.5 (¢, &, n) yapise ile verilen (2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen kontak M
manifoldunda VX, Y € x(M) igin

9((X), o(Y)) = g(X,Y) = n(X)n(Y)
olacak sekilde bir g Riemannian metrigi daima varder (Blair 1976).

Sonug 3.8 (¢, &, n) yapis ile verilen (2n + 1) boyutlu bir hemen hemen kontak M
manifoldunda ¥ X, Y € x(M) igin

9(0(X),Y) + g(X,(Y)) = 0 (3.8)

dvr (Blair 1976).
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Ispat. Teorem 3.5 de verilen ‘g’ metriginde Y yerine ¢(Y') yazarsak

9(0(X), % (Y)) = g(X, o(Y)) = n(X)n(p(Y))

olur. Teorem 3.4 nin (4i) sikkindan n(p(Y)) = 0 dir. Boylece

g(p(X), =Y +n(Y)§) = g(X,¢(Y))
—9(p(X),Y) +n(Y)g(&, (X)) = n(X,0(Y))

elde edilir. Burada g(X, §) = n(X) esitligi gozoniine alinirsa g(&, (X)) = n(e(X)) =
0 oldugundan

g(e(X),Y) + g(X,0(Y)) =0

bagintisini elde ederiz. Boylece ¢ ye karsilik gelen matris antisimetriktir. m

Sonug 3.9 (¢, &, n) yapis ile verilen (2n + 1) boyutlu bir hemen hemen kontak M
manifoldunda ¥ X, Y € x(M) igin

9(X, (X)) =0 (3.9)

dur (Blair 1976).
Ispat. Sonu¢ 3.8 de Y yerine X alirsak

g(o(X), X) + g(X, (X)) =0
oldugundan
9(X, (X)) =0
olur. m

Teorem 3.6 M, 2n+1 boyutlu kontak manifoldu verilsin. Dolaynsiyla M de kontak
n 1-formu vardwr. Bu n 1-formu yardimwyla M de

dn(X,Y) = g(X,9(Y)) (3.10)

olacak sekilde (p,&,m,g) hemen hemen kontak metrik yapisy vardur (Yano and Kon
1984).
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3.4 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda ikinci Temel Form

Tanim 3.10 (II. Temel form): (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak metrik ma-
nifoldu verilsin. Bu durumda VX ,Y € x(M) i¢in

(X, Y) = g(X,0(Y)) = dn(X,Y) (3.11)

geklinde taniml ® 2-formuna (¢, &,1n,g) hemen hemen kontak metrik yapisinin II.
Temel formu adv verilir. Burada n A (dn)™ # 0 kosulu n A\ (®)" # 0 bigimini alwr
(Yano and Kon 1984).

Ornek 3.7 Ornek 3.6 deki (E3(=3),p,&,1,9) hemen hemen kontak metrik mani-

foldunun II. Temel formunu bulalim.
1
n = 5(dz —ydz)

kontak formu i¢cin

dn = % [d(dz) — dy A dx — yd(dx)]

olup d(dz) = 0 ve d(dx) = 0 oldugundan
1
P = édx A dy

ifadesi (B3(=3), v, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun II. Temel formu

olur.

Tanim 3.11 (Kontak metrik yapt): M, (2n+ 1) boyutlu manifold (¢,&,n,9)
hemen hemen kontak metrik yapise ile verilsin. Sayet dn(X,Y) = g(X,o(Y)) olu-

yorsa (M, p,€,1n,9) ye kontak metrik manifold, (¢,&,1n,9) yapisina da M de
kontak metrik yapr denir (Yano and Kon 1984).

Sonug 3.10 Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur.

Teorem 3.7 (M, p,&,n,g,e) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda ¥ X, Y € x(M) igin

1
2
dir (Yano and Kon 1984).
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Teorem 3.8 (M, p,&,n,g,e) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda VX, Y € x(M) ig¢in
(3.12)

dir (Yano and Kon 1984).

3.5 Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Torsiyon Tensorii

Tanim 3.12 (Hemen hemen kompleks yapz): M, (2n+ 1) boyutlu manifoldu
(p,&,m) hemen hemen kontak yapisu ile birlikte verilsin. Biliyoruz ki, B reel ekseni
de bir manifolddur. Dolayswyla M x B kartezyen ¢arpim uzayr da (2n + 2) boyutlu

bir ¢arpim manifoldu olacaktir. Burada vektor alanlar:

@ - {151 e crorm)

X7 xB) = { (X, 1) : X € X0}

seklindedir. Simdi J kompleks déoniigtimii

J  x(M xE)— x(M x E)

d d

olmak tizere

d

=) (3.13)

TX, £9) = (o(X) — & n(X)

seklinde tanimlanir. Burada J ye M x | tizerinde hemen hemen kompleks yap?

denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 3.9 J kompleks doniigiimii asagida verilen ézelikleri saglar:
i) J bir lineer bir dondgimdiir.
i) J* = —1I
ozelikleri vardir (Yano and Kon 1984).
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Ispat. i) Va,b € E ve V(X, f4),(Y,g4) € x(M x E) i¢in

Ja(X, o) +b(y, g5)) = J(aX + B, (af +bg) )
= (p(aX +bY) - (af +bg)¢, n(aX+bY)jt)
= (@p(X) + bp(Y) — af€ — bk, an(X)5 + bn(¥) )
= (ap(X) ~ af€, an(X) %)+ (Ae(X) ~ bt bn(Y) )

d
= WX, FO)40IY, o)

olur. Boylece J nin lineer oldugu goriiliir.

i) V(X, f4) € x(M x E) i¢in

PAX f5) = U S5)
= J(e(X) ~ (X))
= (plpX) — )~ n(X)E (X)) )
d

= (@*(X) = fp(&) =n(X)E, ((n 0 9)(X) = (€)=

olup (3.5) ve (3.6) denklemleri yardimiyla

PGPS = (X u(X)E - ()6, ~ )
= (X1 3)
= (X1 3)
= I(X,f5)

olur. BuV(X, f4) € x(M x E) i¢in saglandigindan J? = —I dir. m

Teorem 3.10 M, (2n + 1) boyutlu manifoldu (p,&,n) hemen hemen kontak yapis

ile birlikte verilsin.

J  x(M xE)— x(M x E)

d d
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seklinde tanvmly lineer déndsimine (2n + 2) X (2n + 2) tipinde bir matris karsilik

gelir ve bu matris

o I, 0 O
-1, 0 0 O
J =
0 0O 0 1
0 0 -1 0

seklindedir.

Tanim 3.13 (Nijenhuis torsiyon tensorii): F bir M manifoldu tizerinde (1,1)

tipinde tensor alany olmak tizere Np tensor alani
Np + X(M) X x(M) — x(M)
(X,Y) — Np(X,Y)
Ne(X,Y) = F*([X,Y]) + [F(X), F(Y)] - F([F(X),Y]) = F([X,F(Y)])

olacak sekilde (1,2) tipinde bir tensor alamidir. Ng tensor alanina F' nin Nijenhuis

torsiyon tensor alana denir.

I. Ozel hal:
Burada F' = ¢ olmasi durumunda VX,Y € x(M) i¢in

Np(X,Y) = =[X, Y]+ 9 X, Y]E+ [ (X), 0 (V)] = 0lp (X), Y] = 0[X, o (V)]

seklinde tanmimlanan N, tensor alanina ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensoér alam

denir.
I1. Ozel hal:
Burada F' = J olmasi durumunda VX, Y € x(M) i¢in

Ny(X,Y) ==X, Y]+ [J(X),J (V)] + J[J(X), Y] = J[X, J (V)]

seklinde tanimlanan N; tensor alanina J nin Nijenhuis torsiyon tenstr alam

denir (Yano and Kon 1984).

Sonug 3.11 Np Nijenhius torsiyon tensorii bi-lineer ve antisimetrik tensordiir.
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Tanim 3.14 (Integ'rallenebz'li'r' manifold): Sayet J nin Nijenhuis torsiyon ten-
sor alany N; 6zdes olarak sifir ise, J hemen hemen kontak yapisina integral-

lenebilir denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 3.15 (Normal manifold): Sayet M x E de J hemen hemen kompleks
yapisy integrallenebilir ise (p,&,n) hemen hemen kontak yapisina mormal yape

denir (Yano and Kon 1984).

Tanim 3.16 (x(M xE) de Braket Operatorii): (2n+1) boyutlu bir M manifoldu,
(p,&,m) hemen hemen kontak yapist ile verilsin. M xE nin de bir manifold oldugunu

belirtmigtik. M x B de [,] operatéri

L] @ x(M xE)x x(MxE) — x(M x E)

(X750 Va5 — (X £, 000 )
olmak tizere
s )| = (Lo - v )

geklinde tanimly ise [,| operatorine x(M x E) de Braket Operatéori adu verilir

(Blair 2002).

Teorem 3.11 (2n + 1) boyutlu bir M manifoldu, (p,&,n) hemen hemen kontak
yapisy ile verilsin. x(M x E) de tansmlu [,] Braket operatéri

i) antisimetriktir.

i1) Jacobi ozdesligini saglar.

Boylece tanimladigumaz bu operatér bir Lie braket operatoridiir (Blair 2002).

Ispat. i) V(X, f4), (Y, 9%) € x(M x B) i¢in

x| = (e -ving)
d
@

- (e -vnd)

- - | )]

elde edilir. Boylece antisimetrik oldugu goriiliir.
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i) VA= (X, %) B=(Y,94),C = (Z,h) € x(M x E) i¢in
Al = |oerg e Eng]
= (v e - x26) - 2107
BCA] = o) 2050 )
= (rzxn v zm - X - 12X )
18] = || )]
= (2B @x0 - 2v(0) - XY )

burada

X,Y]= XY - YX
esitligini gozoniine alimirsa ve T = [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]| dersek

XY, Z)) + Y, [Z, X]) + |2, [X, Y]]
T = ( XY)(F) — [X,Y](F) + Y, Z)(F) )

d
= (0.07)

oldugundan Jacobi 6zdesligi saglanir. Simdi N;((X,0), (Y,0)) ve N;((X,0), (0, 4))

t

degerlerini hesaplayalim.

NJ((X7 0)7 <Y7 0)) - _[(X7 0)7 <Y7 O) + [J(X, 0)7 J(Y7 0)] - J([J<X> 0)7 (Y7 0)])
_J(KX? 0)7’](Ya O)]

= —([X,Y],0) + ([w(X),sO(Y)], (p(X)n(Y) — w(Y)n(X))%)

_ (w[w(x),Y] + (Yn(X))S, nle(X), Y]%)

d

- (e + (XD X015 )

N;((X,0),(Y,0)) = (=[X, Y]+ [p(X), o(Y)] = 9p[p(X),Y] = o[Y, p(X))
=Yn(X)E+ (Xn(Y))E, (p(X)n(Y) — (Y )n(X)

nf(X), Y]~ X, (V) )
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elde edilir. Burada

N(X,)Y) = —[X,Y]+[p(X),0(Y)] = [o(X), Y] = oY, o(X)] = Y(X)¢

+(Xn(Y))E

= —[X,Y]+n[X,Y]§+ [p(X), p(Y)] = [p(X), Y] = @[V, o(X)]

—Yn(X)&+ (Xn(Y))€ —nlX, Y]¢

= —[X,Y]+n[X,Y]E+ [p(X), p(Y)] = ¢lp(X), Y] = o[V, p(X)]

+Y(X)E = (Xn(Y))§ —nlX, Y]¢

dir. Denklem (3.5) den

NYX)Y) = X Y]+nX, Y]+ [p(X), oY) — le(X), Y] — ¢

+Yn(X)E — (Xn(Y))§ —n[X,Y]¢
elde edilir. Ayrica
Ny(X,Y) = @[X, Y]+ q[X,Y]E+ [o(X), o(Y)]
—plp(X), Y] = o[Y, p(X)]

ve

2dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n[X,Y]

oldugundan

NYX,Y) = N,(X,Y) +2dn(X,Y)¢

elde edilir. Ayrica ikinci tarafa

N*(X,Y) = o(X)n(Y) — o(Y)n(X) — nle(X),Y] = n[X, o(Y)]

dersek ve

(LxmY = o(X)n(Y) —nleX,Y]

(LvrymX = o(Y)n(X) —nlpY, X]

egitliklerinin taraf tarafa cikarirsak

p(X)]

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(Liexym)Y = (Lyym) X = o(X)n(Y) = n[pX, Y] — p(Y)n(X) — nleY, X]
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olur. Denklem (3.16) dan
NAX.Y) = (L)Y = (L)X (3.18)

elde edilir. Simdi N;((X,0), (04)) yi hesaplarsak

N0 05) = - (X0, 03] + [7x.0.705)]
—J [J(X, 0), (o%)] —J [(X, 0), J(o%)]

_ (_[gp(X),i],En(X)%) + (¢[x, &l 5]%>

N (_[sD(X),S] + ¢[X, €], En(X) “’Wﬂ%)

olur. Burada

N?(X) = —[p(X), €] + ¢[X, €] (3.19)
NY(X) = &n(X) +n[X, ¢ (3.20)

olarak alinir ve bu esitlikler diizenlenirse,

%
E
I

(Len)X = &n(X) —nl¢, X]

esitliklerinden

elde edilir. =

Tanim 3.17 (Lie tiirevi): M fdzerinde tanvmle bir vektor alane X ve X ile ge-
rilmig lokal doniigiimli 1-parametreli grup o, olsun. X vektor alanina gore F' tensor

alaninan Lx F ile gosterilen Lie tiirevi;
LxF =[X, F]

esitligi ile tanvmlanar (Yano and Kon 1984).
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Tanim 3.18 (Killing vektor alana): M bir Riemann manifoldu g Riemann metrigi
ile verilsin. Ayrica M tzerinde bir X vektor alanim ele alalim. M mnin her bir nok-
tasinan bir komsulugunda X ile meydana gelen lokal doniisimlerin lokal 1-parametreli
grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X wvektor alamna Killing vektor alana
denir.
Boylece;

X Killing vektor alam < Lxg =0

dir. Yani; g metrik tensorinin X vektor alani yonindeki Lie tirevi sifirdir (Yano

and Kon 1984).

Teorem 3.12 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (v, &, n) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. Bu yapimn normal olabilmesi icin gerek ve yeter kosul N*, N2, N3 ve N*

tensorlerinin sifir olmasidur (Yano and Kon 198)).
Ispat. (=) Kabul edelim ki, (M, ¢, £, 1) hemen hemen kontak yapisi normal olsun.

No((X, £, (Vo9 50) = No(X,0) + (0,7, (¥,0) + (0,9°5)

Burada J nin bi-lineer ve antisimetrik olusumunu kullanirsak

NJ((X,f%),(Y,g%)) = NJ((X,O),(Y,O))+gNJ((X,0),<O,%))
INS(.0),0. ) + JoNy((0, 5. (0, )
elde edilir. N,;((0,2),(0,2)) = 0 oldugu agiktir. Dolaystyla,
NJ((X,f%),(Y,g%)) = N;((X,0),(Y,0)) + gN;((X, 0),(0,%))
~FNS((Y,0), (0, )

= (NY(X,Y), N*(X,Y)) + g(N*(X), N'(X))
—f(N(Y), NY(Y))

= (NYX,Y)+gN*(X) — fN*(Y), N*(X,Y)
gN (X) = fNY(Y))

olur. Sayet N; = 0 ise

NYX,Y) +gN3(X) - fN*(Y) =0 (3.21)
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N*(X,Y)+gN*(X) - fN*(Y) =0 (3.22)
elde edilir. Denklem (3.14) den N, nin ve (3.15) den dn nin antisimetrik oldugu

goriiliir. Boylece denklem (3.16) dan N' de antisimetrik olur. VX,Y € x(M) igin
dogru olan (3.21) egitliginde X =Y alirsak

N(X.X)=(f-9N(X) (f#9) (3.23)

elde edilir. N! antisimetrik oldugundan N!(X, X) = 0 dir. Dolayisiyla

(f —gIN*(X) =0

ise

N}(X)=0
olur. (3.17) den N? nin de antisimetrik oldugu goriiliir. Benzer yolla (3.22) esitligin-
den

NY(X)=0
bulunur. N3(X) = 0 ve N*(X) = 0 esitlikleri VX € x(M) i¢in dogru oldugundan
(3.21) ve (3.22) esitliklerini kullamirsak N'(X,Y) = 0 ve N*(X,Y) = 0 elde edilir.
Bu ispat yapilirken f # ¢ kabul edilmisti. f = ¢ i¢in (3.21) denkleminde ¥ = —X

vazilirsa ve N'(X, X) = 0 oldugunu kullanmirsak
~NYX, X)+ fN}(X)+ fN3(X) = 0
2fN*(X) = 0

olur. Ayrica f # 0 oldugundan
N3(X)=0
elde edilir. Aym iglemleri (3.22) de yaparsak N*(X) = 0 elde edilir, yine (3.21) ve
(3.22) den NY(X,Y) =0 ve N*(X,Y) = 0 oldugu goriiliir.
(«=) : Tersine kabul edelim ki, N'(X,Y) = N2(X,Y) = N3(X) = N4(X) =
0 olsun.

No(X, £, (Vg 5)) = NGY) +gN*(X) = FN(Y), NA(X, )

+gN(X) — fNY(Y)) = (0,0)

elde edilir. Bu V(X, f4),(Y,9%) € x(M x E) i¢in sagladigindan N; = 0 dur.

Dolayisiyla (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisi normaldir. =
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Teorem 3.13 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. Sayet N' =0 ise N2 = N3 = N* =0 dwr (Yano and Kon 198/).

Ispat. Sayet N!' = 0ise N'(X,€) =0 dur. (3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinden

N'(X.€) = & X] + ¢[¢, o(X)] = (En(X))E =0 (3.24)

elde edilir. Her iki tarafin n altinda goriintiisiinii alirsak

nl& X] +n(el€, (X)) — (En(X))n(€) =0 (3.25)
(3.5) esitliginden
g, X] = (En(X)) =0 (3.26)
olur. (3.20) denklemi yardimyla
NY(X) = (Len)X
= 1[& X] = (En(X))
=0

elde edilir. (3.24) denkleminde X yerine p(X) uygularsak

pl& X+ *nlé, o(X)] — (En(X))p(§) = 0
el&, XT =[S, o(X)] + [, (X)) = 0
pl&, X =6 e(X)] = 0
oldugundan
N3(X) = (Lep) X = 9[€, X] = [£,0(X)] =0

olarak bulunur. Ayrica N' =0 dan N'(p(X),Y) = 0 dir. Boylece
N p(X),Y) = = [p(X), Y]+ n[p(X), Y]E + [-X +n(X)E, o(Y)]

—p[=X +n(X)E, (V)] — ¢ [p(X), o(Y)] + (X)n(Y)E
=Y n(e(X))§ = nlp(X),Y]E

0 = —[p(X),Y]=[X,0(Y)]+ (X)) o(Y)] —p[-X +n(X)E, Y]
—plp(X), p(Y)] + o(X)n(Y)E
0 = —[pX),Y]—[X,0(Y)] = o(Y)n(X)E +n(X)[§, (V)]

—p[=X +n(X)E, Y] = plp(X)] + o(X)n(Y)E
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her iki tarafa 7 y1 uygulayip n[€, o(X)] = 0 esitligini gozoniine alirsak

P(X),n(Y) = (Y),n(X) = n[p(X), Y] =n[X,o(Y)] =0
elde edilir. Dolayisiyla N?(X,Y) = 0 dir. Boylece ispat biter.

Sonug 3.12 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (p,&,n) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. Bu durumda her X, Y € x(M) igin

dn((p(X), p(Y)) = dn(X,Y)
dir (Yano and Kon 1984).

Ispat. (3.15) denkleminde X yerine (X) alirsak

2dn(p(X),Y) = o(X)n(Y) — Yn(p(X)) —nlp(X),Y]

olur. Benzer gekilde Y yerine p(Y') yazarsak

2dn(X, oY) = Xn(e(Y)) — (Y )n(X) — n[X, o(Y)]

elde edilir. Burada son iki esitligi taraf tarafa toplar ve n o ¢ = 0 6zdegligini kul-

lanirsak

2dn(p(X),Y) +2dn(X, ¢Y) = o(X)n(Y) — (Y )n(X) — n[p(X), Y] = n[X, p(Y)]

olur ve

2dn(p(X),Y) + 2dn(X, pY) = N*(X,Y) (3.27)

elde edilir. Sayet N' = 0 ise N? = 0 dir. Boylece

2dn(p(X),Y) +2dn(X,¢Y) = 0

dn(p(X),Y) +dn(X,¢Y) = 0
olur. Burada Y yerine ¢(Y') yazarsak
dn(p(X),o(Y)) +dn(X,¢*(Y)) = 0

dn(p(X), o(Y)) +dn(X, =Y +n(X)§) = 0

dn(p(X), p(Y)) —dn(X,Y) + n(X)dn(X,§) = 0
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elde dilir. Ayrica

2dn(X,§) = —&n(X) —n[X,¢]
= —n(X) —nl¢, X]
= (Len)X
= 0
olur. Boylece
dn((p(X), o(Y)) = dn(X,Y) (3.28)

elde edilir. O halde N? = 0 oldugundan (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisi, ¢

altinda dn y1 invaryant birakir. m

Sonug 3.13 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (p,&,n) hemen hemen kontak yapisiyla
verilsin. (p,&,n) yapist normaldir ancak ve ancak N* = 0 dur (Yano and Kon 1984).

Teorem 3.14 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (p,&,n, g,€) kontak metrik yapisiyla

verilsin. h lineer operatdriinii

heo X(M) — x(M)

X — h(X)= (Lep)(X)

ve h = %Lgp olarak tamimlayalim. Bu durumda h operatori
i) Simetrik
i1) @ ile anti-komiitatif (Yani, ph = —hyp)
iii) trh =0
i) VX € x(M) igin
Vxé=—pX —phX

v) Sayet M ¢ boyutlu ise VX, Y € x(M) i¢in
(Vxp)Y =eg(X + hX,Y)E = n(Y)(X + hX)
dir (Blair 2002).

Tanim 3.19 (Sasaki yapr): (2n + 1) boyutlu M manifoldu (p,&,n, g,€) normal
kontak metrik yapisiyla verilsin. Bu durumda M manifolduna Sasaki manifoldu

ve (p,&,m, g,¢) yapisina da Sasaki yapr denir (Belkhelfa 2002).
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Lemma 3.1 ¢ nin kovaryant tirevi (p,&,n, g,€) hemen hemen kontak metrik yapis

¢cim
20(Vx@)Y,Z) = 3ed®(X,o(Y),p(Z)) — 3ed®(X,Y, Z) + g(NW(Y, Z), p(X))
+en(X)NO(Y, Z) + 2edn(o(Y), X)n(Z) — 2edn(e(Z), X)n(Y)

dir. Burada ®(X,Y) =eg(X,p(Y)) olup ® = dn kontak durumunda

20((Vx@)Y,Z) = g(INW(Y, Z),0(X)) + 2edn(e(Y), X)n(Z)

—2edn(p(Z), X)n(Y') (3.29)

elde edilir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.15 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (¢,&,1n,q,€) hemen hemen kontak
metrik yamsiwyla verilsin. Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldudur ancak

ve ancak VX, Y € x(M) igin
(Vxp)Y =eg(X,Y)E —n(Y)X (3.30)

(Belkhelfa 2002).

Ispat. (=) Kabul edelim ki, (¢, £, 7, g, €) hemen hemen kontak metrik yapis1 M de
Sasaki yap1 olsun. Bu durumda M manifoldu kontak metrik manifolddur ve ® = dn
dir. Ayrica Sasaki manifoldunun tammimdan N = N = 0 dir. Boylece (3.29)

denkleminden

9(Vxp)Y, Z) = edn(p(Y), X)n(Z) — edn(p(2), X)n(Y)

elde edilir. Yap: kontak metrik yap1 oldugundan ®(X,Y) = dn(X,Y) = eg(X, ¢(Y))
dir. Dolayisiyla,

9(Vxp)Y, Z) = eg(p(X), p(Y))n(Z) — eg(p(X), p(Z))n(Y)

elde edilir. Yapi hemen hemen kontak metrik yapi oldugundan

9(p(X),0(Y)) = g(X,Y) —en(X)n(Y)
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dir. Boylece,
9(Vxp)Y,Z) = n(Z)[g(X,Y) —en(X)n(Y)] —n(Y) [9(X, Z) — en(X)n(Z)]
= n(2)9(X,Y) —n(Y)g(X, Z)
= €9(Z,§)g(X,Y) —gn(Y)X, Z)
= 9(59<X7 Y)£ - U(Y)X> Z)

son esitlik VZ € x(M) saglandigindan ve g non-dejenere oldugundan

(Vxp)Y =eg(X, V) —n(Y)X

elde edilir.
(«<=) Tersine M, (2n + 1) boyutlu manifoldu (p, &, n, g, €) hemen hemen kon-
tak metrik yapisi ile verilsin ve (3.29) 6zdesligi saglansin. (3.29) denkleminde Y = ¢

alirsak

(Vxp)Y = eg(X,§)E—n()X
= (X)E-X

olur. Diger taraftan

(Vx)Y = X)) —o(VxE)

= —p(Vx¢)
oldugundan
—p(Vx§) =n(X)§ - X
olur. Burada ¢ yi tekrar uygularsak

— (= Vx §+n(Vx6)E) = n(X)p(€) — ¢(X)

elde edilir. Burada g(¢, &) = ¢ egitliginde X yoniinde kovaryant tiirev alirsak

n(vx€) = g (vxé€)
-0

dir. Burada ¢ () = 0 oldugundan

Vxé = —o(X)
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elde edilir. Teorem 3.18 den ¢ nin Killing vektor alani oldugu goriiliir. Ayrica,

(Vxn)Y = XnY)-n(vxY)
(Vxn)Y = Yn(X)—-n(vyX)

egitliklerini taraf tarafa cikarirsak

(Vxn)Y = (vxn)Y = Xn(Y)—Yn(X)—n([X,Y])
= 2dp(X,Y)

esitliginden ve (3.44) denkleminden

dn(X,Y) = - (vxn)Y —(vxn)Y)

(g (VX&Y) - Q(VYfaX))

N =N

elde edilir. Ayrica £ Killing vektor alani oldugundan Teorem 3.18 ve (3.41) esitligin-
den dolay1

9(Vx&Y) =—g (Vv X)
dir. Dolayisiyla
dn(X,Y) = g(Vx&,Y) (3.31)

elde edilir. (3.42) denkleminden

dU(XaY) - g(_SO(X)7Y)
= —g(p(X),Y)

= g(X,9(Y))
= B(X,Y)

sonucuna ulagiriz. Boylece ® = dn oldugu goriiliir. Bu ise bize n nin Kontak metrik

yap1 ve (M, n) nin Kontak metrik manifold oldugunu styler. Diger taraftan

a(X,)Y) = (¢Vye = Voyp) X — (¢Vexp — Voxp) Y
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dersek

a(X)Y) = o (Vyp) X = (Vo) X — 9 (Vxp)Y = (Vexp) Y

= o(VypX — ¢ (VyX)) = (VeyeX — 0 (Ver X)) — 0 (VxpY — 9 (VxY))
+ (VexeY — ¢ (VexY))

= @ (VxY = VyX) + 9 (VypX — VoxY) + ¢ (Vor X — VipY)
+VoxeY — VeyeX

= ¢ (X, Y]) + o (V. 0X]) + ¢ ([0, X]) + [pX, ¢Y]

= P ([X,Y]) +[pX, Y] - o ([pX,Y]) — ¢ ([X, ¢Y])

— N,(X,Y)

elde edilir. Boylece (3.30) denklemi ile

Ne(X,Y) = @ @X,Y)§=n(X)Y)—g(p(Y),X){+n(X)p(Y)
—p (X, Y)E—n(Y)X) +9(p(X),Y)E—n(Y)p(X)
= nX)pY)=—ge),X){+n(X) oY) +n(Y)p(X)
+9 (0 (X),Y)E=n(Y)p(X)
= —(eg(p(Y),X) +eg(p(Y),X))¢
= —2eg(p(Y), X)¢
(

elde edilir. Dolayisiyla

NO(XY) = Ny(X,Y)+2dn(X,Y)é

=0
sonucuna ulagiriz. Boylece M manifoldunun Sasaki manifoldu oldugu goriiliir. m

Ornek 3.8 g Riemannian veya Lorentzian metrik iken g(&,€) = ¢ (¢ = £1) olmak
tizere (B*"T1(=3¢),¢,&,1m,9,€) hemen hemen kontak metrik manifold idi. Genel

olmasi i¢in € ile islem yapalim. Diger taraftan metrigimiz sayet
0ij teyy; 0 —ey;
1
Gab = L_L 0 5@' 0
—€Yy 0 €
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18€

di; 0 Yi
gab =4 0 51’]’ 0
yi 0 e+y

oldugu goriilir. Burada |y|2 =53 (yz)2 dir. Ayrica Chrisstoffel sembollerinin

1
I‘Z = égkh (gih,j + Ghji — gijﬁ)

oldugunu biliyoruz. Burada Finstein toplam semboli kullanimastir. Ayrica virgiil

kovaryant tirev anlamindadir. Bu formiilden Chrisstoffel sembollerini hesaplarsak

ki (g(n+i)h,j + Ghj,(nti) — g(n+i)j,h) s h = 17 cey 2n + 17 iaja k= 17 2a sy T

NS

n+i)j

(gklglj,(n+i) + ot gkngnj,(n-l-i) + gk(n+1)g(n+1)j,(n+i)

E(2n+1)

-t gk(Zn)g(2n)j,(n+i) +g G@n+1)j,(n+1))

(Qkkgkg (n+i) T 9 (2n+1)g(2n+1)j,(n+i))
0

0 1
o (3w ) s (<5 )

0 0
Em (YrY;) — Yo 90 (%))

>~

[ I N I I N e N R e e N e Y

N NN

0 0 0
i )+ 1y () ~ g ()
e 0
= 5%8—%(3/1@)

€
= §5kiyj

elde edilir. Benzer yolla

k € n+k € n+k £
Potieniny = —50%k I =—5 5 (Oriyi + 0niy;) . T font1) = 30k
1 €

2n+1 _ 2n+1 _
Fz(n—i—j) - 5 (5yiyj 5 ) F(n+z)(2n+1) 53/@
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dir. Diger Chrisstoffel sembolleri sifirdir. Ayrica

— = 0 0 .
Vel«pej = V2 o 2 (% —|—ng> , ,7=1,...,n
J

0
FI(?"JF'i)jap + 62] 0z + yjrfnJr’L)(?nJrl)a ) b= 17 B 2n+1

_ D8O+ Tl O + Tint S Oonan + 855 5%
+Y; (FIFHZ 2n+1)ak + Fnﬁz)(znu)amk + F?gizl)(2n+1)82”+1)
_ 040k + 0004k + 3 (€Yiy; — 0ij) Dang1 + 01j02n41
1 (=260 + 00, — SYiOansn)
_ $0kiiO0k + 58YiYi0am11 — 50i;0am11 + 0ijO2mia

— 50kYi0k — 5Yi¥jOans1
1
= 4 (—§5ij82n+1 + 5ij32n+1)

1
= 4§5ij82n+1
0
’Lj2a

= b

= 9

elde edilir. Benzer sekilde

Veigoej = 0;;§ = —Vie,e;, VgeZ = —epe; = V.6, (3.32)
Vepe, = ce; = Ve, Vee; = Ve pe; = Vel =0 (3.33)

olarak bulunur (Camci 2007).

Teorem 3.16 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (¢,&,n, g,€) kontak metrik yapisiyla

verilsin. Bu durumda N? = N* =0 duwr. Ayrica,
N3 =0 & ¢ killing vektoridiir.

onermesi dogrudur (Yano and Kon 1984).
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Ispat. (=) Yapimiz kontak metrik manifold yapisi oldugundan dn (X,Y) =
eg (X, p(Y)) dir. Burada X yerine ¢ (X), Y yerine de ¢(Y') yazarsak

dn (¢ (X),9(Y)) = eg(p(X),$*(Y))
= —eg(X,¢*(Y))
= —eg(X,—p(Y))
= e9(X,¢(Y))
dolaysiyla
dn (¢ (X),(Y)) =dn(X,Y) (3.34)

elde edilir. Ayrica (3.34) esitliginde Y yerine de ¢(Y") yazarsak

dn (¢ (X),*(Y)) = dn(X,e(Y))
dn(p(X), =Y +n([Y)§) = dn(X,p(Y))
—dn (e (X),Y)+n(Y)dn(p(X),§) = dn(X,eo(Y))

olur, burada

oldugundan

dn (¢ (X),Y) +dn (X, (Y)) =0 (3.35)

elde edilir. (3.27) den N? = 0 olur. Diger taraftan dn(X,¢) = g(X, 0 (£)) =0 ve

dn(X,€) = 5 (Xn(€) ~ &9 (X) ~ n (X, €])

oldugundan
&n(X) —n([X,€])=0

elde edilir. Boylece

ND(X) = (Len) X

= & (X) = n(X,¢])

= 0
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olur. BuVX € y(M) icin saglandigindan N® = 0 elde edilir. Boylece birinci kismin

ispat1 biter. Ikinci kismin ispatinda
(Lfg) (X7 5) = fg (&X) -9 ([faX] 75) -9 (X’ [57&])

= & (X) —n (& X))
= (Len) (X)

ve boylece (Leg) (X, €) = 0 elde edilir. Biliyoruz ki, n ile dn formlar1 Lie tiirevi
altinda degismez oldugundan L¢dn = 0 dir. Dolayisiyla VX, Y € x(M) icin

(Ledn) (X,Y) =0
olur. Boylece acilimi yaparsak
dn (X, Y) —dn (&, X],Y) —dn(X,[§,Y]) =0
dir. Ayrica dn(X,Y) =¢e (X, ¢ (Y)) esitliginden
efg (X, o (V) —eg ([§, X], ¢ (V) —eg (X, ([6,Y])) = 0 (3.36)
elde edilir. Diger taraftan

(Leg) (X, (Y)) = &g(p(Y), X) =g (& X], 0 (Y)) =g (X, [6, 0 (YV)])
9(X, (L) (V) = g (X, [60(YV)]) =9 (X0 ([, Y]))

egitliklerini taraf tarafa toplarsak

(Leg) (X, 0 (Y))+g (X, (Lep) (V) = Eg (0 (V) , X)=g (&, X], 0 (V) — 9(X, 0 (¢, Y]))

elde edilir. (3.36) esitliginden

(Leg) (X, 0 (V) + g (X, (Lew) (V) = 0

sonucuna ulagiriz. Buradan N3 = 0 ise

(Leg) (X, 0 (Y)) =0

olur. Bu esitlik VX, Y € x(M) icin saglandigindan L,g = 0 dir. Dolayisiyla £ killing
vektoridiir.
(<=) : Tersine ¢ killing vektor ise Lgg = 0 olacagindan g (X, (Lep) (Y)) =0

olur. Bu esitlik VX € y(M) igin saglandigindan N = 0 dir. Boylece ispat biter.
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Teorem 3.17 Hemen hemen kontak (p,&,n) yapise ile verilen diferensiyellenebilir
bir M manifoldu, hemen hemen kontak metrik olacak sekilde Riemannian metrigi

kabul ettigi gibi Lorentzian metrigi de kabul eder (Belkhelfa 2002).

Ispat. ho bir Riemannian metrik ve hg (€, €) = 1 olsun. & da ho metrigi ile baglantili

¢ nin dual vektorii olmak tizere

h=ho—(1-2)&®¢ (3.37)

olarak tanimlayalim. Burada h nm bir Lorentzian metrik oldugu kolaylikla ispat-

lanabilir. Burada
h(&€) = hy(&8)— (1 -2 (@)
= 1-(1—-¢)
—
dir. h, (0,2) tensor alanim
h(X,Y) =h(9*(X),0* (V) +en(X)n(Y)

olarak tanimlayalim. Yine h metriginde oldugu gibi A 1n da Lorentzian metrik oldugu

ispatlanabilir. Burada

h(€,€) = h(e*(€),e* (&) +en(&)n (g

dir. Ayrica Y = € alirsak
h(X,€) = h(¢*(X),9" (&) +en(X)n(€)
MXE) = en(X)
elde edilir. Benzer sekilde h metriginden yararlanarak g yi
GXY) = S (X V) +hip(X), o (V) +en(X)n(¥)  (338)

seklinde tanimlarsak ¢ nin bir Lorentzian metrik oldugunu kolayca gorebiliriz. Bu-

rada

(h(£,8) +h(p(&),¢ (&) +en(€)n(&))

(e+0+¢)

g(&¢&) =

(U I ORI
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ve benzer sekilde (3.38) esitliginde Y = £ alirsak

9(X,8) = 5 (X8 +h(p(X), (&) +en(X)n(S))
= 5 (En(X)+0+en(X))

= en(X)

N — Do —

her iki tarafi € ile garparsak

n(X) =eg(X,€) (3.39)
elde edilir. Yine (3.38) esitliginde X yerine ¢ (X) ve Y yerine ¢ (Y') yazarsak
(h(0(X), e (V) +h(p*(X), " (V) +en (e (X)) n (e (V)
(h (@ (X), e (V) +h(=X+n(X)§, =Y +n(Y)E))

(h(X,Y) 4+ h(p (X), 0 (Y)) +en(X)n (V)

)
9(p(X),0 (V) = 5
1
>
1
2

dolayisiyla
9@ (X),¢(Y)) =g(X,Y) —en(X)n(Y) (3.40)

elde edilir. g Lorentzian metrigi g (£, &) = € ve (3.38) sartim saglar. m

3.6 K-Kontak Manifoldlar

Tanim 3.20 (K-Kontak manifold): M, (2n + 1) boyutlu manifoldu (p,&,n,9,¢€)
kontak metrik yapise ile verilsin. Sayet & vektér alany g metrigine gore bir Killing
vektor alam ise M ye K-Kontak manifold, (p,&,1n,g,¢) yapisina da K-Kontak
yapr denir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.18 M, (2n + 1) boyutlu manifold (p,&,n,9g,€) kontak metrik yapisi ile
verilsin. Bu durumda asagidaki onermeler denktir:
i) M bir K-kontak manifolddur.
i) VX, Y € x(M) igin
9(Vx&Y) +g(Vy§, X) =0 (3.41)

dar.
i1i) VX € x(M) igin
Vx§=—p(X) (3.42)
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dur (Blair 1976).

Ispat. (i) = (ii) M bir K-kontak manifold olsun. Dolayisiyla & bir killing vektor

olur. M aym zamanda kontak metrik manifold oldugundan
dn(X,Y) = eg(X, p(Y)) (3.43)
dir. Ayrica

2dn(X,Y) = Xn(Y)—Yn(X)-n[X,Y]
= Xg(Y,§) —Yy(X,§) — g([X,Y],§)
= 9(Vx&Y) +g(Y,Vx&) — g(Vy X, &) — g(X, Vy¢§)
—9(VxY,§) — g(Vy X, §)

gerekli sadelestirmeleri yaparsak
2dn(X,Y) = g(Vx&,Y) — g(X, Vy§) (3.44)

elde edilir. Ayrica ¢ killing vektor oldugundan Leg = 0 dir. Burada (L¢g)(X,Y) yi

hesaplarsak

(Leg)(X,Y) = &9(X,Y) —g([§, X],Y) — g(X,[§, Y])
= Q(V§X7Y>+9(V§Y7X)_g(véX?Y)

+9(Vx&,Y) = g(VeY, X) +g(Vy €, X)
ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak
(Leg)(X,Y) = g(VeX,Y) + g(X, VyE) (3.45)
olur, burada (L¢g) = 0 oldugundan
g(VeX,Y) 4+ g(X,Vy&) =0 (3.46)

esitligini elde ederiz.

(41) = (4ii) Oncelikle (3.41) denkleminin saglandigim kabul edelim. Dolayisiyla

9(VeX,Y) = —g(X, Vi) (3.47)
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olur. (3.44) ve (3.47) esitliklerinden
dn(X,Y) = g(Vx&Y) = g(X, o(Y)) (3.48)
elde edilir. ¢ antisimetrik oldugundan
9(X,0(Y)) = —g(pX,Y) = g(Vx,Y)
olur ve bu egitlik VX € x(M) i¢in saglandigindan
Vx{=—p(X)

sonucuna ulagilir.
(1ii) = (i) : VX € x(M) igin Vx& = —p(X) olsun. (3.45) den ve ¢

antisimetrik oldugundan

(Leg)(X,Y) = g(Vx&Y) +g9(X, Vy§)
= g(_go(X%Y)"{'g(Xa_@(Y))

=0
dir. Boylece ¢ killing vektor ve M manifoldu K-Kontak manifolddur. m

Lemma 3.2 (2n+ 1) boyutlu (M, ¢,&,n,g,¢) Sasaki manifoldu verilsin. Bu du-

rumda asagidaki bagintilar vardar.
1) ROX,Y)E = n(V)X — n(X)Y (3.49)
ve

2) RIX,OY = n(Y)X —eg(X,Y)¢

= —(Vxp)(Y)
tustelik & ye ortogonal olan biitiin X birim vektorleri i¢in
R(X, X = —¢¢

dir (Belkhelfa 2002).
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Ispat. Sasaki manifoldlar1 aym zamanda K-Kontak manifold olduklarindan Teorem

3.18 den Vx& = —p(X) dir.

R(X,Y)§ = VxVy&—VyVx{—Vixyié
= —Vxp((Y)+ Vyp(X) — ¢ ([X,Y])
= —(Vxp(Y) =@ (VxY)) + (Vyo(X) — ¢ (VyX))
= (Vxp) (Y) + (Vye) (X)

M Sasaki manifoldu oldugundan (3.30) esitligi yardimiyla
RX,Y)§ = —(eg(X,Y)§ —n(Y)X) + (eg9(X,Y)§ — n(X)Y)
— (V)X —g(x)Y
elde edilir. Ayrica

9(R(X,8)Y,Z) = g(R(Z,Y)¢, X)

dir. BuVZ € x(M) i¢in saglandigindan ve g metrigi non-dejenere oldugundan
R(X, )Y =n(Y)X —eg(X,Y)¢

sonucuna ulagiriz. Burada Y yerine X alirsak
R(X, )X = (X)X —eg(X, X)¢

olur. X ile £ ortogonal ve X birim oldugundan n(X) = eg(X,¢) =0, g(X,X) =1
dir. Dolayisi ile
R(X, )X = —¢¢

elde edilir. Boylece ispat biter. m

Teorem 3.19 ¢ bir killing birim vektor alami olmak tizere, Lorentzian veya Rie-
mannian bir M manifoldunda R(X,Y ) =€g(&,Y)X —eg(&, X)Y ise M bir Sasaki

manifoldudur (Belkhelfa 2002).
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Ispat. 7n(X) = eg(X,€) ve ¢ killing vektor alam oldugundan Vxé = —¢(X)

oldugunu biliyoruz. Ayrica

R(X,8)Y = VxVy& — Vy,vé

olur. Boylece

R(X, Y = =Vxo(Y)+¢(VxY)

= —(Vxp)(Y) (3.50)

elde edilir. Bu (3.49), (3.50) ve n(Z) = eg(Z, &) esitliklerini kullanirsak

9(Vxp)(Y),Z) = g
= g(R(&,X)Y, 2)

R(X,8)Y, Z)

(-

(

= g(R(Y, 2)¢, X)

= gm(2)Y —n(Y)Z,X)

= (2)g(Y,X) — g(Z,n(Y)X)

= g(eg(Y, X)§, Z) — g(n(Y) X, Z)
(

= gleg(Y, X)§ —n(Y)X, Z)
olur. Son esitlik V7 € x(M) igin saglandigindan
(Vxe) (V) = eg(Y, X)§ —n(Y)X

olur. Dolaysiyla (3.30) esitligi uyarimca M Sasaki manifoldu olur. m

3.7 ¢—Kesitsel Egrilik

Tanim 3.21 (p—kesitsel egriligi): (M, p,&,n,9,¢), (2n + 1) boyutlu kontak metrik
manifoldu olmak tizere VX € x (M) birim vektor alana & karakteristik vektor alanina

dik olsun. {X,o(X)} ciimlesi bir dizlem kesitinin tabany olmak tzere
K(X, p(X)) = g(R(X, p(X))p(X), X) (3.51)

egitligine p—kesitsel egriligi denir (Yano and Kon 1984).
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Teorem 3.20 (2n + 1) boyutlu M manifoldu (¢,&,n, g,€) kontak metrik yapise ile
verilsin. Sayet M bir K -Kontak manifold ise M nin her bir noktasinda & yi kapsayan
diizlem kesitleri i¢in kesitsel egriligi € na egittir (Belkhelfa 2002).

Ispat. VX € (M) igin

K(&X) =

esitligini hesaplamaliy1z. Ayrica

R(E,X)§ = VeVx&—VxVel — Viexé
= VeVx{—VxVel — Vo x§+ Vuyed

dir. M, K-Kontak manifold oldugundan Teorem 3.18 den Vx¢ = —p(X) dir.
Boylece V& = —¢ (§) = 0 olur. Dolayisiyla

R(E,X)E = —Vep(X) + ¢ (VeX) — 9 (VxE)
= —(Vep) (X) +¢° (X)
= —(Vep) (X) = X +e9(X, )¢

elde edilir. ¢ killing vektor alani oldugundan Teorem 3.16 dan Lgp = 0 dir. Dolayisi
ile VX € x(M) igin

(Lew) (X) = [§e(X)] —p[¢, X]
0 = Vep(X) = Vo) — 9 (VeX) + ¢ (VxE)
0 = VepX +¢* (X) = ¢ (VeX) — 9* (X)
0 = VepX — ¢ (VeX)

0 = (Vep) (X)
dir. Ayrica X ile £ ortogonal oldugundan g(X, &) = 0 dir. Dolayisiyla

R<§7 X)f =—-X
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sonucuna ulagiriz. Boylece X birim vektor oldugundan

3 9(=X,X)
9(€,9)g (X, X) — g (¢, X)*
9 (X, X)
g(él,f)g(X,X)—g(S,X>2

K(¢X) =

1-0

O M=,

elde edilir. Boylece ispat biter. m
Tamim 3.22 (M, ¢,&,1n,49,¢), (2n + 1) boyutlu kontak metrik manifoldu olmak tizere

B x(M) x x(M) x x(M) — E

olarak tamwmh B tensori, VXY, Z,W € x(M) ve VX,Y,Z W € D i¢in
i) BOW,Z,X,Y) = —B(Z,W,X,Y) = —B(W, Z,Y, X)
i) BOV,Z,X,Y) = B(X,Y.W, 2)

iii) BOW,Z,X,Y) + B(W,X,Y,Z)+ BW,Y, Z,X) =0
w) BW,Z,X,Y) = B(¢W,0Z,X,Y) = BW,Z,¢X,pY)
v) B(6,Z,X,Y)=B(W,(,X,Y)=BW,Z,£,Y)=BW,Z,X,§)

ozeliklerini saglar (Camct 2007).

3.8 Sasaki Manifoldlarda Integral Alt Manifoldlar ve Ozelikleri

Tamm 3.23 M manifoldu (N?"1,n) kontak manifoldunun alt manifoldu olsun.
Bu durumda

i) VX € x(M) iginn(X) =0

it) VX,Y € x(M) igin dn(X,Y) =0

zeliklerinden birini saglayan M manifolduna (N*"*1 n) kontak manifoldunun in-

tegral alt manifoldu adu verilir (Camer 2007).

Teorem 3.21 (2n + 1) boyutlu kontak manifoldun integral alt manifoldunun mak-
simum boyutu ‘n’ dir (Blair 1976).
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Lemma 3.3 (N?"" ¢ & 1, g,e) kontak metrik manifold ve MP de N*"T' mani-

foldunun integral alt manifoldu olsun. Bu durumda VX € x(MP) ig¢in
p(X) € x(MP)*
dir (Blair 1976).
Sonug 3.14 (N?"*! . € n,g,¢) Sasaki manifoldu ve
i MP — i(MP) c N>

olacak sekilde inclusion dondistimiing ele alalvm. Burada MP manifoldunu N?"+
Sasaki uzayman alt manifoldu olarak diistinebiliriz. MP manifoldu tizerindeki metrik

‘g7 ve N2t manifoldu dizerindeki metrik ‘G’ olmak fizere
§(X,Y) = G(i.(X), (V) (352)

olur. Ayrica MP manifoldu tizerinde ‘g’ metrigine kargilik gelen Levi-Civita konek-
siyonu V ve N?"*1 Sasaki uzaymmda ‘G’ metrigine karsibk gelen Levi-Civita konek-

siyonu V olsun. Boylece VX,Y € x(MP) igin Gauss formiilii

VxY =VxY +h(X,Y) (3.53)
ve VX € x(MP), V¢, € x(MP) i¢in de Weingarten formiili

V€, = A X + Dk, (3.54)
dir. Burada

Ae = A,

7 k3

ile gosterecegiz ve A, ye &, normal vektor alanina karsilik gelen sekil operatorii diye-
cegiz. MP manifoldunu N?"*1 in integral alt manifoldu ve p = n alirsak M™ in
ortonormal bir tabany {X1, X, ..., X,,} seklinde vardwr. Lemma 3.3 den N*"*1 de

ortonormal bir tabaniny
{X17 X27 sy Xn? 51 = @Xla 52 = SOX27 (ERE) gn = @Xnv 5}
olarak segebiliriz. VX,Y,Z € x(MP) i¢in Gauss ve Weingarten formiillerinden

VxVyZ =VxVyZ +Vxh(Y,Z)
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ve

VxVyZ =VxVyZ+WX,VyZ) — ApyzX + Dxh(Y, Z) (3.55)

elde edilir. Benzer sekilde
VyVxZ =VyVxZ+hY,VxZ) — Anx.2X + Dyh(X, Z) (3.56)

olur. Ayrica

VixyiZ =-Vixy|Z+MX,Y],2) (3.57)

dir. (3.55), (3.56), (3.57), egitlikleri yardimuyla

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z - AwvyX + Anx.2)Y
+h(X,VyZ) — h(Y,VxZ) - h(X,Y], Z)
+Dxh(Y,Z) — Dy-h(X, Z) (3.58)
elde edilir. Burada
R(X, Y)Z — Ah(yjz)X + Ah(X,Z)Y

vektor alany M™ manifoldunun tegetinde
h(X,VyZ)—h(Y,VxZ)—h([X,Y],Z) + Dxh(Y,Z) — Dyh(X, Z)

vektor alane M™ manifoldunun normalinde oldugundan VX,Y,Z € x(MP) i¢in

—9(Any,2) X, W) (3.59)
olur. Ayrica

c—+ 3¢
4

oldugundan YX,Y, Z W € x(MP) i¢in

R(X,Y)Z = (v, 2)X — g(X, 2)Y)

G(B(X,Y)Z, W) = 55

9V, 2)X — g9(X, 2)Y)

h(X7 Z) = Zg(AaXv Z)fa

«

h(Y7 Z) = Zg<AaY> Z)fa

«
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oldugundan

9 Anx Y, W) = Y (ALY, Z)g(AX, W)

«

9 Ay X, W) = > g(AX, Z)g(AsY, W)

«

dir. Boylece

J(R(XY)Z,0) = L2, 2)X — g(X, 2)Y)

+Y 9(AsY, Z)g(AaX, W)

= 9(AX, Z)g(AY, W) (3.60)
elde edilir (Camci 2007).
Teorem 3.22 (N2t o & n,g,e) Sasaki manifoldu ve
i M™ —i(M™) c N>t

olacak sekilde inclusion déniigimiint ele alalim. M"™ integral alt manifoldu ise
M™ in ortonormal bir tabani { X1, X, ..., X;,} olmak izere baza tamamlama teoremi

yardimayla N?"1 in bir ortonormal tabanins

{X17X27 "'7Xn7£1 = (pX17£2 = (ng, 7€n = SOXnag}

olarak secebiliriz. Bu bazin duali

olsun. Bu durumda
i) h® =0

ii) Birinci Cartan yapu denklemi

2n
dw® = E wa AwP
B=0

olmak tizere [wé] matrisi antisimetriktir.

... . . . .. il ¥
iii) i* =n+1i (i =1,2,...,n) olmak izere W, = w]

J
2n 2n
w) Wi = Y hh Wk, Wl =Y R% W =0
k=0 k=0
dur (Blair 1976).
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Teorem 3.23 (N?"*1 o & n,g,e) Sasaki manifoldu ve
i M"™ — i(M™) c N*"H!

olacak sekilde inclusion déndisiimii ve M™ manifoldu da N*"*' Sasaki uzayinin in-
tegral alt manifoldu olsun. Bu durumda Vi,j = 1,2,...,n i¢in

i) AiX; = A X,

i1) tr(ZA?)Q = 2(757&41%1]-)2

dir (Blair 1976).
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4. SASAKIi UZAYINDA ALTMANIiFOLDLAR

4.1 E»t!(—3¢) Sasaki Uzayimnda izometrik Immersiyonun Ozelikleri
(B2t (=3¢), p,&,m, g,€) altihsimin Sasaki uzayinda standart koordinatlar
(mia Yis Z) = (xb cey Ty Y1y -0y Yn, Z)

iken n = 3 (dz— Y y,dx;) 1-formunu tammlayalim. Burada karakteristik vektor

alani £ = 2% ve ¢ endomorfizmine karsilik gelen matris

0 E(Sij 0
—5(51']' 0 0 (41)
0 EY; 0
dir. Ayrica "g" metrigi
1 2 2
QZZZ(dIi—i_dyi)_'—gn@n (4.2)

olmak iizere, bu metrige karsilik gelen matris

oy +eyiyi 0 —ey;
1
Gab = Z 0 51']‘ 0
—eyY; 0 €

olur. E**!(—3¢) uzaymm (ﬁi = 8%1-’ Opri = %, Oons1 = %) dogal tabanindan

baska

5.0
€; — 28yi’
© =1 enp =cpe; =2 (% + yi%> , ) (i=1,2,...,n) (4.3)

P
eony1 =& =25

tabam ortonormal bir tabandir. Simdi U € E*"*! (—3¢) vektoriiniin dogal tabanina
gore yaziligi

U=U"04+ U011
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ve p—tabaninda yazilisi da U = UAe A+ Uzn+162n+1 olsun. Boylece

A —2n+1
€A + U 62n+1

=]

U:

—n+i —2n+1
ei+U e +U €2n+1

0 —nti 0 0 —ont1 [ O
(28%) +U 2 <a—xl+y1£> +U (2@)

—i 0 —nti O —on+1 —nti\ O
= W+ 8xi+2(U +> U )5

= U, + 2T 9y + 2 (UQ”“ +y yﬂ”“) Bomi

[
RS

elde edilir. Bulmus oldugumuz son esitligi U = U'0; + U""0,,; + U0y, ile
kiyaslarsak

=1 T72n+1

—nti 1 I P 1 ( 41 z)
U= UL T = U =2 (U > yU
egitliklerine ulagiriz. Ayrica burada

es) = 3lds= Y wdr)(2g )

ve

i) = 3t Suin) (22 )

oldugu goriiliir. Boylece kontak distribution’un
D = Sp{e;, e}, i=1,...,2n

oldugu goriiliir (Baikousis 1991).
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Tanim 4.1 m- boyutlu M manifoldu E*" ' (=3¢) Sasaki uzaymmn alt manifoldu ve
x: M — E*(=3¢)

izometrik immersiyonu i¢in M ile baglantilv elde edilen [p,q| ikilisine B>+ (—3¢)
Sasaki uzaymnda M manifoldunun mertebesi denir. Sayet q sonlu ise x immer-

siyonuna sonlu tipte aksi halde sonsuz tipte denir (Baikousis 1991).

Lemma 4.1 m boyutlu M manifoldu, B> (=3¢) Sasakian uzaynda integral alt

manifoldu olsun. Burada izometrik immersiyon
x: M — E*"(=3¢)

olmak tizere
i) B2 (=3¢) Sasaki uzaymnda , X € x (M) olmak iizere x izometrisi M nin yer
vektori i¢in

Vi =X = ()X + (Xn(z) + eg(x, 9X))¢ (4.4)
dir. Burada V koneksiyonu (4.2) metriginden elde edilen B>+ (—3¢) deki Levi

Clivita koneksiyonudur.

i1) Sayet H wvektor alans M nin ortalama egrilik vektor alana ise

Ag(z,eq) = —mg(H,eq), A=1,2,...,2n (4.5)

dir (Baikousis 1991, Camc1 2007).

ispat. i) X = Xiei + yn+ien+i + 72”“5 ve v = Tle; + T e,y + T2 TLE olmak

lizere
Vxr = X — (X7 + Ynﬂfl)é —ex (Tenys — T e;)
—eT" (X epys — Ynﬂei)
ve



esitliklerinden
(X7 X = Xp(Y) + eg(YepX) — n(X)
olur. Boylece
Vxz =X —n(X)(pz + &) —n(@)eX + (Xn(x) + eg(z, 9 X)¢ (4.6)

elde edilir. M manifoldu, E*"*1(—3¢) Sasaki uzayinda integral alt manifoldu oldugun-
dan n(X) = 0 dir. Boylece (4.4) esitligini elde ederiz.
Xg(z,e4) = g(Vxz,ea) + g(z,Vxea)

olup burada

9(Vxz,eq) = g(X —n(X)(px+&) —nl@)eX + (Xn(x) + gz, pX))E ea)

= g(X,ea) —n(X)g(pr,ea) —n(z)g(¢X, ea)

g9(,Vxea) = glo,—nlea)pX —n(X)pea + (Xn(ea) +eglea, pX))E
= gz, —n(X)pea + eg(ea, pX)§)
= n(X)g(pz,ea) +g(x,§)eg(pX, ea)
= n(X)glpz,ea) +n(z)g(pX, ea)
= n(X)g(pz,ea) + n(X)g(pX, ea)
oldugundan

Xg(z,ea) = g(X,ea) —n(X)g(pz,ea) —n(x)g(pX, ea)
+n(X)g(pz, ea) +n(r)g(eX, ea)
= g(X> 614)

sonucuna ulagiriz. E*"*1(—3¢) den M manifolduna indirgenmis koneksiyon V olmak

iizere Laplace denklemi

A=) (VeE)f - EEif)

=1

29



idi. Burada f = g(z,e4) olmak iizere

inEig(x> €A) = g(inEi, €A)
= g(inEi - B(Ez‘, Ei), BA)
g(inEw €A) - Q(B(Ez', Ez‘), €A)

ve

E:E;f = E;Eg(z,ea)
- Eig(E’i7eA)

= g(inEi, ea) + Q(Ei,ineA)

elde edilir. Burada FE; € y(E*"™!)(—3¢)) ve g(F;, €2,+1) = 0 oldugundan

2n
Ei: E )\iBGB
B=1

olarak yazabiliriz. Boylece

2n 2n

9(Ei,Vg.es) ZZ)\BAC gles, Veoea)

B=1C=1

olur. (3.32) ve (3.33) denklemlerinden (A, B,C,=1,2,....,2n) , (i = 1,2,...,m) i¢in
g(es,Veoea) = 0 ve g(E;, VE;e4) = 0 oldugu goriiliir. Boylece

Ag(x,eA) = _ZQ<B(Ei7Ei)7€A)
= —g (ZB(Ei,Ei),eA>
= _g(m;{’BA)
= —mg(H,en)
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sonucuna ulagiriz. Ayrica

Ng(pPw,a) = Dg(x,¢%a)
= Ag(iL’,Z/\AGA)
i—1
= )‘AAg(xaeA)

= —mZ)\Ag(H, eq)

=1
- _mg(H7 ZAAGA)
=1
= _mg(H7 @20’)

= mg(H,a) —nl(a)g(H,§)

elde ederiz. M C E*"*!(—3¢) m— boyutlu oldugundan {F}, s, ..., E,,} ortonormal
bazi vardir. {£; &y, ...,§9, m, &) de normalindeki ortonormal vektor alani olsun. Bu-
rada & karakteristik vektor alanina kargilik gelen sekil operatorii (Weingarten map)

A¢ = 0 dir. Boylece

2n—m

H = ) (trAg)é + (trAo)¢
=1

2n—m

= Z (trAg,)&;

=1

esitliginden g(H, &) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

Ag(p°z,eq) = g(z,p’ea)

- _g(x7 €A)
esitligini kullanirsak (4.5) esitligini elde ederiz. m
Sonug 4.1 m boyutlu M manifoldu, B*"*'(—3) Sasaki uzayinda, N*"(c) silindirinde

yatan integral alt manifoldu ve H, N*"(c) silindirindeki ortalama egrilik vektor alans

olmak tizere

dir (Baikousis 1991, Camci 2007).



Ispat. E?"*!(—3¢) Sasaki uzaymnda

N*"(¢) = {z e B (=3¢): g(x — z0,x — x0) — e(n(z — m9))> = ¢} (4.7)

= (B30 Y@~ + (4 - ) = )

silindirini tammlayalim. Burada f(z) = g(z — zo,z — z0) — e(n(z — z0))? — ¢ dersek

X € E?1(—3¢) icin (4.5) denkleminden

Xf =2g(z — 20, X — n(X)¢) (4.8)
elde ederiz. Cinki,
X[ =29(Va(z—mz), 2 —x0) = 2n(z — 20)g(Vr( —20), §) — 2n(x —x0) g (x — 0, VE)
dir. (4.6) esitliginden
Vi(z—x9) = X =n(X)(o(x—20) +&) = (2 —20) X +(Xn (2 —20) +eg(x — 20, 9X))§

ve Vaé = —pX oldugundan

Xf = 29(X, 2 —z0) = 2n(z — 20)9(x — 70, pX) — 2n(T — W0)N(X)
+2en(z — 20) X [n(z — 20)] + 2n(x — 0)g(2 — 0, 9 X)
—2n(x — 20)(en(X) — en(X) + eX [n(z — x0)] + g(x — w0, X))

+2n(z — 20)g(x — m9, X)
gerekli sadelestirmeler yapilirsa
Xf=2g(x — z0, X — n(X)E)
elde edilir. Burada —©?*X = X — n(X)¢ oldugundan

Xf = 2g(x —z,—¢*X)
= 9(—2¢°(z — x0), X)

olur. Ayrica X f = g(grad f, X') ve metrik non-dejenere oldugundan

grad f = —2¢*(x — x¢) (4.9)
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elde edilir. Burada grad f vektorii silindirin normalinde olan bir vektordiir.

grad f = —2¢*(x — 0) = 2((x — x0) — Nz — 20)€)
oldugundan

Vxé
pX

Vx(grad f) = 2(Vx(z — o) — (Vxn(z — x0))€ — nlz — o
X = n(X)(p(x —20) + &) —nlz — zo
+(Xn(x — x0) + eg(x — 20, pX))E
= 2| —eg(X —n(X)(e(z —20) + &) — n(z — z0) X
+(Xn(x — x0) + eg(x — 0, pX))E, §)E
—eg(x — @0, Vx§)€ + 1z — 20) X
X = n(X)(p(z — x0) + &) + Xn(x — x0)§ + eg(x — 20,0 X))E
—Xn(z — 20)§ — eg(x — w0, X)) + eg(x — 20, 0X))E

)
)

gerekli sadelestimeleri yaparsak

Vix(grad f) = 2[X = n(X)(p(z — z0) + &) + eg(x — z0, pX))¢] (4.10)
elde ederiz. Burada N?*(c) silindirinin E***1(—3¢) deki ikinci temel formu B ise

B(X,Y) = —%&g(vx(grad f),Y)grad f (4.11)

dir. Ciinkii, Z = ngg}c“ vektor alan1 N2"(c) ye dik bir vektor alamidir. Burada

lgrad f||* = g (grad f,grad f)
= 4g (Y*(z — m9), ¥*(x — 20))
= 4g(p(z — x0), p(T — 70))

= 4 (g(x —xo, T — x9) —en (x — xo)z)

= 4c?
. grad f . - .
dir. Dolaywsiyla ||grad f|| = 2c ve Z = elde edilir. Ayrica biliyoruz ki,
B(X,Y) = —g(AzX,Y)Z
= —g(VxZ,Y)Z

1 —
— — 1 50(Vx(grad £),Y) grad f
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dir. Boylece (4.10) ve (4.11) esitliklerinden

BX.Y) = _4%2 9(X,Y) = en(X)n(Y) = n(X)g(p(z — 20),Y) orad f

+€g($ — 2o, ¢X)g(§7 Y)

olur. Bu esitligi

B(X,Y) = —2%2 g(x,Y) = en(X)n(¥) grad f (4.12)

—9(@(2 = m0), n(X)Y +n(¥Y)X)

olarak da yazabiliriz. Burada X,Y € x(N?"(c)) dir. Ayrica £f = 0 oldugundan
£ € x(N*(c)) dir ve B(&,€) = 0 dir. Boylece N?"(c) deki H ortalama egrilik vektor
alani

2n —1

H =
2nc?

802(3? — o)

dir. Ciinkii N?"(c) nin ortonormal bir bazim (E, Esy, ..., Ea,_1, ) olarak segebiliriz.

Boylece n(E;) = 0 ve (4.12) esitliginden

— 1

B(EnEi) = —Z—ng(Ei,Ei) grad f
1
= —@(—QSOQW — T0))

)

olur. Dolayisiyla B(&,€) = 0 oldugundan

1 2n
2n —
2n—1 ,
= o2 @ (z — x0)

elde edilir =

Sonug 4.2 m boyutlu M manifoldu B*"*1(—3¢) Sasaki uzaymda, N*"(c) silindirinde
yatan integral alt manifold olsun. H ve H' vektor alanlart M manifoldunun, swraswyla,
E2" 1 (=3¢) Sasaki uzayinda ve N?"(c) silindirinde ortalama egrilik vektér alanlar
olmak tizere
1
H=H + §g02(x — Zo)

dir (Camcer 2007).
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Ispat. M manifoldunun E?"*'(—3¢) Sasaki uzaynda ikinci temel formu B ve N2"(c)

silindirinde ikinci temel formu da B’ olsun. Eger

| E2+1(—3¢) Kon. N?"(c) Kon. M de Kon. Ikinci temel form ]
v \Y B
4 \% B

v v 7

olarak tamimlarsak Gauss denkleminden

VxY = VxY + B(X,Y) (4.13)
ViV = VY +B(X,Y) (4.14)
VxY = V4Y +B(X,Y) (4.15)
esitliklerini elde ederiz. (4.14) ve (4.15) esitliklerinden
VxY =VxY + B (X,Y)+ B(X,Y)
olur. Boylece son esitlik ve (4.13) den VX, Y € x(M) igin
B(X,Y)=B'(X,Y)+ B(X,Y) (4.16)

esitligi elde edilir. H ve H' vektor alanlari, sirasiyla, E*"*1(—3¢) Sasaki uzay1 ve
N?"(c) silindirinde yatan M manifoldunun ortalama vektor alanlari olsun. m—boyutlu
M manifoldu E?"™!(—3¢) Sasaki uzaymin integral alt manifoldu oldugundan bir

{E1, Es, ..., E,, } ortonormal tabam vardir. (4.12) egitliginden

— 1
B(E;, Bi) = —9(Ei, E;)¢®( — o)
olur. (4.16) esitligi yardimiyla

m m m

ZB(E“ E) = ZB/(Ei, E;) + ZC—IQQ(Em E;)*(x — xo)

i=1 i=1 =1

mH = mH + m;gpQ(x — 70)

ve

1
H=H + ggf(x — Zo) (4.17)

esitligini elde ederiz. m



Lemma 4.2 m—boyutlu M manifoldu E*""'(—3¢) nin integral alt manifoldu ol-
sun. M manifoldu N*"(c) silindirinde yatar <= x — o vektorii M nin dikindedir

(Baikousis 1991).

Ispat. M manifoldu E?"*'(—3¢) nin integral alt manifoldu ise VX € y(M) igin
n(X) = 0 dir.Bu sebeple

Xf = 29(x — 20, X — n(X)§)
= 2g(x — 9, X)

esitligi yardimiyla

XXf = 2g(z — 20, VxX) +29(Vx(z — 20), X)
= 2g(x — ), VxX) +29(X — n(z — 20)p X
+(Xn(z — 29) + e9(x — 20, pX))E, X)
= 2g(z — 0, Vx X) +29(X, X)
olarak bulunur. Ayrica VxX = VxX + B(X, X) esitligi gozoniine almirsa

XXf=29(VxX + B(X,X),z—x9) +29(X, X)

olur. N?"(c) silindirinde yatan E***!(—3¢) nin m boyutlu M integral alt mani-

foldunun bir ortonormal tabani (E4, Es, ..., ;) olsun. Boylece

Af = Y ((VeE)f - EEf)
=1
_ in: (VEEmﬂ? xO)_29<VEiEi>w_xU)
i=1 —ZQ(B(EZ,E),ZL’ — 1’0) — 2g<Ez,El>
- _QZ (Ei, Bi) + g(B(Ei, E), x — x9))

= —2(m + g(mH, x — x0))
ve buradan
Af=-=2m(l+ g(H,x — x0)) (4.18)

elde edilir. m
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Teorem 4.1 E°(—3¢) Sasaki uzayinda N*(c) de yatan her M? integral yiizeyi diizdiir
(Baikousis 1991, Camcer 2007).

Ispat. Biliyoruz ki, ||grad f|| = 2¢ dir. M? yiizeyinin {X;, X,} ortonormal tabanim

grad f
|grad f||

1
= —E‘P@ — @p)

Xy =

olacak gekilde secelim. Boylece

{X17X27€1 = ¢X17€2 = 90X27€}

vektor alanlar1 E°(—3¢) Sasaki uzaymm ortonormal bir tabam olup

g<B(Xu Xj)> 51) = g(E(Xu Xj)a 51)

oldugu goriiliir. Ciinkii £, = —%gp(:c — x9) vektor alam N?7(c¢) silindirinin norma-
lindedir ve B'(X;, X;) de M? nin normalinde fakat, N?"(c) silindirinin tegetinde olan
bir vektor alamdir. Boylece g(B'(X;, X;), &) = 0 dir. (4.12) de n(X;) =n(X;) =0

oldugundan

_ 1
B(X;, X;) = —@Q(Xm Xj) grad f

1
= _Eg(leX]>£1
dir. Dolayisiyla
1
9(B(Xi, X;), & = 9(—29<X17Xj)51»§1)
1
= __g(Xian)
c
dir. Ayrica biliyoruz ki,
Vx.Xj = VxX; + B(X;, X))

ve g(X;,&;) =0 ise

g(ﬁxin, 51) + g<vX1;§17 XJ) =0
67



olur ve boylece
g(B(Xlan)7£1) = g<inXj7£1)
= g<_in£17Xj)

= g(A¢, Xy, Xj5)

dir. Son egitlikten

1
9(Ae, Xi, X;) = 9(—5Xian)

elde edilir. Boylece A X; = —%Xi ve A; = —%I sonucuna ulasiriz. Burada A¢, = A;

(i = 1,2) doniigiimleri M? yiizeyinin sekil operatorleridir. Kabul edelim ki,

Ay Xy = anXi+anXy

Ay Xy = a12X1 + anXs
olsun. Burada

an = g<A2X17X1> = g(_vX1€27X1) =0

1 1
an = g(A:X1,Xo) = 9(A1 X0, Xs) = g(—EX2>X2) =

1
a2 = g(A27X27X1) - g(XQ,AQXl) = —E

Qg2 = 9(142X27X2):a

dir. Boylece sekil operatorlerini
A = ¢ BE Ay = c (4.19)

olarak elde ederiz. Burada a reel degerli bir fonksiyondur. (3.60) esitliginden M?
nin Gauss egriligi
2
K(X1, Xo) = Z(Q(AiX17X1>g(AiX27X2> - g(AiX17X2)2)

= g A1X1,X1)9(A1X2,X2) - g(A1X1,X2)2
+9(A2 X1, X1)g(AsXa, Xa) — g(A2 X1, Xy)?

11
T2 e
=0

olarak bulunur. Bu ise M? integral yiizeyi diizdiir demektir. m
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Teorem 4.2 m boyutlu M manifoldu B*"*(—3¢) Sasaki uzayinin kompakt integral
alt manifoldu olsun. M manifoldu 1- tiplidir ancak ve ancak M manifoldu N*"(c) de

yatan minimal alt manifolddur. Burada ¢* = ;\”—p dir (Baikousis 1991, Camci 2007).

Ispat. Sayet M manifoldu E*>"+!(—3¢) Sasaki uzaymda 1-tipli ise

AQ@P, €A) = >\P9($P,€A)

dir. Burada ¢z = @?zo + p?zp ve pr de E*"1(—3¢) uzayinda sabit vektordiir.

Boylece Ag(p?w,ex) = mg(H,ea), (A=1,2,...,2n) dir. Ayrica

Ag(p?n,en) = Dg(pmo+¢*rp,ea)
= Ag(p®zp,ea)
= Aglazp,¢’ea)
= —Ag(xp,ea)
= —Ng(zp,ea)
= Mglap,p’ea)

= )\pg(@QiUP, ea)
elde edilir. Dolayisiyla
mg(H, ea) = A\pg(pwp, ea)

dir. Boylece ¢z, = ¢*(x — x¢) oldugundan
g(mH — X\yp*(x — x0),€4) = 0,(A=1,2,...,2n)

esitligi elde edilir. Sonug olarak mH — A\,¢*(x — o) = p& dir. A¢ = 0 oldugundan
A

g(H,&) =0 dir. Boylece p = 0 gikar. pu = 0 ise H = 2 p?(x — x¢) olarak elde edilir.
m

VX € x(M) icin

oHX) = g(*

A
= Epg(:v — ), ¢° X))

*(x — z0), X)

A
— gz —0), X)
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g(H,X) = 0oldugundan VX € x(M) icin g(z—x0, X) = 0 dir. Boylece VX € x (M)
vektor alam (z — zg) in normalindedir. Lemma 4.1 den dolay1 bazi M manifoldlar

1
¢)0 i¢in N*"(c) de yatarlar. (4.17) denkleminden H = H'+ —¢*(z — 1) idi. Boylece
c

H = (ﬁ - l) ©*(x — x0) (4.20)

m 2

olur. Burada H' ortalama egrilik vektor alam ; N?"(c) silindirinde M manifoldunun
ortalama egrilik vektor alamdir. Yani H' vektor alani, N?"(c) nin teget uzayimda M
manifolduna diktir. Boylece H' vektor alam grad f vektor alamna dik oldugundan

A 1
H' =0 dir. Sonug olarak (4.20) den == — — =0 ve ¢ = )\E elde edilir.
m c

Tersine M manifoldu N?*(c) de minimal alt manifold olsun. Lemma 4.1 in (i)
’ 1

sikkindan Ag(z,eq) = —mg(H,ea) ve (4.17) denkleminden H = H + —¢*(x — x0)
c

dir. M manifoldu minimal oldugundan H’ = 0 dir. Boylece

Ag(l’, €A> = _mg(Ha eA)
1
= —mg((e = w0),ea)
m
= —gg(x — Zo, 902€A)

m
= Solo— o)

olur. Spektral ayrigimi diigiiniirsek

g(l‘, 614) = g(x()? 614) + Zg<x7 eA)t (421)

t=1
olur. Burada Ag(z,ea): = Mg(x,ea); ve

m
Ag(xo,eA) = gg(xo—%,@/x)

=0
oldugundan
Ag(x,eq) = Ag(mo,eA)—i—ZAg(a:,eA)t
=1

= Z)\tg(x> eA)t
t=1
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elde edilir. Ayrica

m
Ag(r,eq) = gg(x — To,€4)
m m
= Sg@.ea) = So(ao.ca)
m > m
- =2 g(wo,ea) + Zg(x, 6A)t> — —9(%0, €a)
t=1

olur. Boylece > M\g(z,e4); = Z%g(m,eA)t ve
t=1 t=1C
- m
3 ()\t . 6—2) (g(z,ea)e =0, A=1,2,...2n (4.22)

=1
esitligine ulagiriz. Kabul edelim ki A € {1,2,...,2n} ve her s i¢in g(z,e4)s # 0 olsun.
Boylece (4.22) den

> (A = 53) (9l ea)es gl €a)s) = 0 (4.23)

t=1
olur. Burada (,) C°°(M) uzaymda tanmimlh bir i¢ carpimdir. A Laplace operatorii

self-adjoint oldugundan

)\t(ftafs) = ()\tftafs> = (Aftafs) = (fbAfs) = (fh)\sfs) = As(ftafs)

olur. Boylece (A\; — Xs)(fi, fs) =0 ve t # s igin (f;, fs) = 0 elde edilir. Sonug olarak
(4.23) den t # s igin g(x,e4); # 0 oldugu zaman

M- 22 (4.24)

c2

olur. (4.24) denklemi tam olarak bir ¢ziime sahip oldugundan, M manifoldu 1-

tiplidir. m

Teorem 4.3 m-boyutlu M manifoldu E*"*(—3¢) Sasaki uzayinin kompakt mani-
foldu olsun. M manifoldu 1- tiplidir ancak ve ancak M manifoldu N*"(c) silindirinde

yatan minimal alt manifolddur (Camci ve Gok ).

71



Ispat. (=) M manifoldu N?"(c) silindirinde yatan 1—tipli alt manifoldu olsun. Bu
durumda

Ag(zp,ea) = Npg(xp,€4), A=1,2,...,2n.

ve
P’ = gPag + P’y

olur. Boylece

Ag(*(x — x0),€4) = Ag(°mp,€4)

olarak bulunur.

Diger taraftan

Ag(¢*(x —x0),ea) = Ag(z — x0, dea)

dir. Boylece
Mg (9 (x = w0), ea) = mg(H, ea)

veya ¢ i¢ carpiminin ¢zeliklerinden
g(mH — X\p*(x — 20),€4) =0, A=1,2,....,2n (4.25)
olur. Bu durumda (4.25) denkleminden
mH — \p*(x — x0) = k¢ (4.26)
oldugu goriiliir. Diger yandan (4.26) denklemi (4.17) denkleminde yerine yazilirsa

’ [0
m(H + 0—2802(1' — 9)) — M (z — x0) = k¢
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veya
/ (0% 2
H + (=5 = Ap)@™ (@ — 20) = k¢
olur. Burada H' € x(M)* ve H € x(N?") oldugundan VX € x(M) igin

g(H',X)=0

ve
9(#*(x — 20), X) =0
olur. Boylece k =0, H =0 ve Ap = "5 olarak bulunur. H " = 0 oldugundan M
manifoldu N?"(c) silindirinde minimal alt manifold olur.
(<) Tersine, kabul edelim ki M manifoldu N?"(¢) de minimal alt manifold olsun.

Bu durumda H =0 ve H = %wz(x — zp) oldugundan

Ag($7€A) = _mg(H7€A)
a
Dgr,ea) = —mo(%e(a— o))
Ag(z,es) = % (x — xo,€4) (4.27)

olur. Spektral ayrigimi yapilirsa

g([[', GA) - g($0,€A> + Zg(xa eA)ta A= 1727 72n (428)

t=1

olur. Bu durumda (4.27) ve (4.28) denklemlerinden

g(x —zg,e4) = Zg(:v,eA)t, A=1,2,...2n
t=1
Ag(x — xp,e4) = Zg(w,eA)t
t=1
2 (x — mo,€4) = Z&g(w,@A)t
t=1
T ($,€A)t = Z)‘tg(xaeA)t
t=1

S = Eg(wea = 0, A=1,2,...2n

D= 739w, ea)e (. ea)s) = 0
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olur. Burada f; = g(x,ea):, fs = g(x,ea)s olmak tizere Af, = A\ fi, Afs = Ao fs dir.

/\t(ft)afs) - (Aftwfs):)\s(ftwfs)
N = A)(fers fs) = 0

olur. t # s ise (f;,, fs) = 0 olur.
Bu durumda g(x,e4): # 0 oldugundan A =1,2,...,2n

A — — =0, (4.29)

c2

A=1,2,...,2n i¢in g(x,ea); # 0 oldugundan (4.29) denkleminin yalmz bir ¢oziimii
oldugundan M manifoldu 1—tiplidir =

4.2 E>+(—3¢) Sasaki Uzayinda Alt Manifoldlarin Baz1 Ozelikleri

M manifoldu E*"*1(—3¢) Sasaki uzaymin m— boyutlu integral alt manifoldu olsun.
Boylece E?"1(—3¢) uzaymnda M iizerindeki ortonormal vektor alanlan X, ..., X,,
olarak tammlarsak, baza tamamlamadan E?"™!(—3¢) deki ortonormal taban vektor

alanlarini
{X17 "'7Xm>€m+17€m+27 "'7£2n+1 = 5}

olarak tammlayabiliriz. Ayrica D de E*"™'(—3¢) de M nin normal koneksiyonu

olsun. Sayet X € x(M) igin
Vxea=cg(pX,es), A=1,2,.,2n
oldugundan

Xg(H,eA) = g(va,eA)—i—g(H,vxeA)
= g(—AuX + DxH,es)+0

= _g(AHXaeA) +g(DXH,€A)

elde edilir. Burada

APH = (Dy,,x,H — Dx,Dx,H) (4.30)
t=1
ve
r(VAR) = (Apy uXi + (Ax,An)X;) (4.31)
t=1
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dir. Ayrica &, , vektoriinii H ortalama egrilik vektor alanina paralel segersek

m 2n
Y B(X;, ApX;) = > tr(ApAlg,
t=1 t=m+1
2n
= (trA7, )H + Z tr(AnAa.)g,
t=m+2

elde edilir. Burada A, terimi £, ile baglantilhi E*"*!(—3¢) de uyumlu vektér alanim

a(H) = > tr(AgA.)e,

t=m+2

olarak tamimlariz. Yukaridaki esitliklerden

tr(VAg) + APH + (trA% ) H

Ag(-H7 614) = .
+a(H) — Zln(sz-H)szi, ea
t—

(4.32)

olur (Baikousis 1994).

Teorem 4.4 M manifoldu E*"*1(—3¢) de bir kompakt integral alt manifoldu olsun.
Sayet M manifoldunun B2 (—3¢) de ortalama egrilik vektor alams, paralel ise M
manifoldu 1-tipindedir ancak ve ancak

1) trA2,., sabittir

2) tr(VAg) =0

3) a(H) =0 (Chen yiizeyi)

dir (Baikousis 1994, Camci 2007).

Ispat. M manifoldu E***'(—3¢) de paralel ise DH = 0 dir. Boylece APH = 0
oldugu tanimindan kolayca goriiliir. M manifoldu E?"*1(—3¢) de 1-tipli olsun. H’
ortalama egrilik vektor alanmi, N?"(c) silindirinde M manifoldunun ortalama egrilik
vektor alamdir. Yani H' vektor alani, N?"(c) nin teget uzaymda M manifolduna
diktir. Boylece H' vektor alam grad f vektor alanina dik oldugundan H' = 0 dir.
Dolayisiyla (4.17) den



olur. Boylece

AQ(H?BA) = —Ag((p2(:c—:c0),e,4)

= —=Ag(r — xo,€4)
1
= _gAg(x>€A)
Lemma 4.1 nin (ii) sikkindan

Ag(H, es) = S5g(H,ea) (4.33)

m

elde ederiz. A = 7 icin (4.32) ve (4.33) denklemleri yardimiyla
g(tr(VAp) + (trA2  )H + o(H) — AH,es) =0, A=1,2,..2n
olur. Bu son esitlikten
tr(VAg) + (trA2 )H + a(H) — \H = ué

sonucuna ulagiriz. tr(VAy) nin tanimindan, bu vektériin M manifoldunun teget
uzayma ve H ortalama egrilik vektoér alam ¢ ye dik oldugundan (1), (2) ve (3)
ozeliklerinin saglandigy goriiliir. Kargit olarak (1), (2) ve (3) 6zelikleri saglansin. Bu

esitlikleri (4.32) de yerine yazarsak trA2, ., = X (sabit) i¢in
Ag(H,eq) = Ag(H, ea)

gikar. Teorem 4.2 deki benzer igslemlerle M manifoldunun 1-tipden oldugu goriiliir.
Farzedelim ki, M manifoldu N*"(c) silindirinde yatan ve E*"*!(—3¢) Sasaki uzaymin
n-boyutlu integral alt manifoldu olsun. M manifoldunun A ortalama egrilik vektor
alani (4.17) deki gibidir. ¢ vektor alanimi H' ye paralel birim vektor alani olarak
secersek H' = d'¢ olarak yazabiliriz. Burada o’ = ||H'|| dir. X, Xy, ..., X,, vektor
alanlar1 M manifoldunun lokal ortonormal baz vektorleri olsun. Boylece N2"(c)

silindirinin normali 7 = —@?(z — xy) olmak tizere M manifoldunun ortonormal
(+art

1
vektor alanm &, = EH (a=|H"), &pio = olarak segebiliriz. Burada

g(£n+17§n+1) = g(§n+27§n+2) =1
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oldugu agiktir. g(©?(xz — xp), H') = 0 oldugundan

1 /
o bns) = o150

1 a’

ca
1N (1,
1 R ’ ) ,
— a/CG2g( ) )_ C3 29(90 (-Z'—l’o)’gp ($_$0))

C+adr

elde edilir. Ayrica &, ., = esitliginden

<C+a’7' C—i—a’T)
I =9

Y

ca ca

1 1,1 (a/)”
- c2a2g< Hla_Hl) + c2a2g(T’T>

a

a/
1 (a/)? 2
a2 c2a?
ve
L@y =d? 4.34
L) =a (4.34)
sonucuna ulagiriz. Teorem 4.1 deki metodu kullanmirsak 7 = —?(z—1) igin A, = —T

1 n
ve A, = —n olur. Boylece A. = A; ve H= - B (X;, X;) olmak tizere
Ni=1

1 n
H= E Z g (An-‘raXia Xz) gn—i—a (435)

at=1

olarak da elde edilir. ¢, , = pX, ve H = apX; olarak segersek (¢ X1, pXo, ..., 0 X;)

n+o

vektor alanlarinin lineer bagimsizhigindan ve (4.35) den
trA, 1= ZQ (A X, X;) = na
i=1

a > 2 igin
trAnia =Y g(AntaXi X;) =0 (4.36)

i=1

7



olur. Ayrica H = aé,,.; ise Ay = aA, 4 dir. Dolayisiyla Ay = na® oldugu goriiliir.
12 ]_
Ayrica H' = a'¢ ve (4.17) den H = a ( — —7 elde edilir. Boylece
c
trA; = tTAﬁHJra,lcﬂ
1

1
= EtTAH -+ ﬁtTAT

na n

C+ar

1
sonucuna ulagirz. Ayrica H = a( — —7 ve §, 5 = oldugundan
c

na'

1 / 2 1 AV
trAgAne = ” <a tr Az + gtrAC — (a')*trAc — "l

1 5 na 9 na'
= — (a’trAC t - (a")*na’ — ?>
= a (trAZ —n(d')?)
ac ¢
ve
/
trAp Ans = —(trA2 — p(d')?) (4.37)
ac

1 1

elde edilir. H = H' — <7 ise trdgA,ia = trAy Anya + StrAg A, ve (4.36)
c c

denkleminden

trAgAnia =trApAnia, a=3,4...,2n (4.38)

sonucuna ulagnz. E?"*!(—3¢) Sasaki uzayinda, 7 ya dik M manifoldunun herhangi

bir normal vektorii o icin A, = A, ve D, = D, dr. Ciinkii

va' = —AGX + DXo',

/ / / (4.39)
Vyo=—-A, X+ Dyo

dir. Burada D, E*"*!(—3¢) da M manifoldunun normal koneksiyonu ve D’ de N?"(c)

de M manifoldunun normal koneksiyonudur. Ayrica biliyoruz ki

Vyo = Vyo+ B(o, X)

Vo = Vxo+ B'(c,X)
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dir. Buradan

B(o,X) = B'(0,X) + B(o,X)

elde ederiz. 2n-boyutlu N?"(c) nin birim normal vektorii

1
T = —5902(1' — )

ve B(o, X) = A7 oldugundan

g(vXJ77—) = g(VXU+B<07X)7T)
= g(Vxo,7)+ A\g(7,7)
= A

1
sonucu elde edilir. Ayrica g(o,7) =0, A, = —~1 ve 0 € x(M)* oldugundan
c

A = g(Vxo,7)
= —g(VxT,0)
= —g(—=A, X+ Dxr,0)

= g(A X, 0)
1
- _Eg<X7 U)

= 0

olur. Boylece B(c,X) = B'(0,X) elde edilir. Dolayisiyla Vyo = Vo = Vxo
sonucuna ulagiriz. (4.39) dan A, = A/ ve Do = D'c olur. Boylece

2n

a(H) = Z tr(AmAa)é,
t=m+2
oldugundan

2n

a(H) = tr(AgAm+2)€40 + Z tr(AgAa)é,

t=m+2
2n

(tTAg - n(a/>2)€m+2 + Z tT(AHAa)goz

a/
ac
t=m+3

2n
dir. Burada o’ (H') = > tr(AgA,)E, dersek

t=m+3

a(H) (trAZ = n(a')*)&p 1o+ a'(H') (4.40)
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elde edilir. Burada o/(H') vektor alam N?"(c) de M nin uyumlu ortalama egrilik

vektor alanidir. Ustelik A,,;1 = A1, oldugundan

1
trAan = atrA?a,C_ -
1
= —tr(a'Ac + g_f)2
= A 4 2 | A I
= - (a')*t C—{—C—tr ¢+ —tr
ve
1 2n(a’)*> n
trAan = ((a’)QtrAz + —a + = (4.41)
elde edilir. AP H igin (4.30) den
: 1
APH = AP'H — = (Dyy, zT — Dx,Dx,T)
t=1
: 1+
= APH = 5% (g(r = 20,€01)€nrs — 9(x — 20,0 H)E)

t=1
elde edilir. Fakat g(z — 20,&,.:)8mi = 9(T,n1)6n = T Ve g(v — 20, X;) = 0

oldugundan
9(x =z, oH) = g(x — w0, ap,, 1) = —ag(x — 20, X1) =0

elde edilir. Boylece

, 1
APH = A" H' — <7 (4.42)
C

olur. Ustelik

> n(Dx,H)eX; = Y g(Dx,H, €,
t=1

Zag(’gn—&-l? @Xl)én-i-z

t=1
= a§n+1

veya
m

> n(Dx,H)pX; = H (4.43)

t=1

elde edilir. (4.32), (4.37) ve (4.43) den
tr(VAy) + AP H + o/ (H')
Ag(H,ea) =g —2((a)?+ L)r (4.44)
+(trAZ+ 54 —1)H ey
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olur. m

Teorem 4.5 M manifoldu N**(c) silindirinde yatan E*"*'(—3¢) Sasaki uzayimin
n— boyutlu kompak integral alt manifoldu olsun. M manifoldu B*"*1(—3¢) uzayimnda
2-tipdendir ancak ve ancak

i) M manifoldunun N*"(c) de a’ ortalama egriligi sabit ve

@ =(5) (G =) (- )
olarak verilir.
i) tr(VAy) =0
iit) (AP H )+ d/(H) + (trA2+ % — DH = (A, + A\)H’

dir (Baikousis 1991, Camci 2007).

Ispat. Eger M manifoldu 2-tipten ise E*"t'(—3¢) uzaymnda M nin z pozisyon
vektorii icin

p’r = 10 + ¢z, + PP,
yazabiliriz. Burada p?zg sabit vektor ve Ag(zp,ea) = M\pg(zp,€a), Ng(xg, €4) =
Ng(zgen) (A =1,2,..,2n) dir. Ustelik Ag(x,,ea) = —ng(H,ea) oldugundan
—ng(H,ea) = g(A\pzp + Ay, €4) Ve

—nAg(H,eq) = g()\Zmp + )\zxq, ea)
egitliklerini elde ederiz. Ciinkii

Ag(x,es) = Ag(zg+ x1+ x2,€4)

- Ag(l‘l]? GA) + Ag(xlh eA) + Ag(xlb GA)

I
>

9(@p, ea) + Ag(ag, €a)
= Apg(Tp, €a) + Agg(2q, €4)
= g(A\pzp + Nxg,€4)

olur. Boylece —ng(H,ea) = g(A\pz, + Ay, €4)

—nAg(H,ea) = ApAg(xpa ea) + )\qu(xq, ea)
= ApApg(xpa eA) + )‘q)‘qg(xqa BA)

= g()\ixp + )\ga:q, ea)
81



olur. Ayrica Ag(zp,ea) = A\g(xp,ea) ve Ag(xg,ea) = Ng(xy,ea) esitliklerini
toplarsak

Ag(H,eqa) =g (()\p + A H + %/\p/\q(m - xo),eA)
elde ederiz. Ciinkii —ng(A\,H,ea) = g(Xox, + AAgzq €a) ve —ng(\H, es) =

g(ApAgTp + A2zy, €4) esitliklerini taraf tarafa toplarsak
1
—ng((Ap + A H,ea) = g (O‘p + A H + EAP)‘q@ — o), eA)
1 o
olur. Ayrica H = H' — —7 oldugundan
c

(A +A)H
—ng((Ap + Ag)H,€a) = g " ! (4.45)
_(c%(/\p +Ag) — %AP)VDT: €A
olur. (4.44) ve (4.45) denklemlerinde metrik non-dejenere oldugundan
(T An) + AP B+ d(H) = (@) + 5)7 + (trA2 + 2 — )8
r(VAg) + + a'( )—0—2((a)—|—§)7'—|—(7° (tm - )

, 1 1
= ()‘p + )‘q)H - (g(/\p + >‘q) - 5)‘10/\(1)7

dir. Burada tr(VAg) terimi M nin teget uzaymda da diger terimler M nin normal

uzayimda oldugundan dolay1 tr(VAg) = 0 olur. Boylece yukaridaki denklem
1 1
(Ap + A H' — (C_2(>‘p +Ag) = = ApAg)T

n

n

! ’ 1 ’
— AVH 4 d(H) = S (@) + 5)m + (tr A%+ C% ~1DH  (4.46)

2 ¢
dir. Burada 7 vektor alan1 N2"(c) nin normali, diger terimler de tegetinde oldugun-
dan

—2(((1/)2 + =)= _(C%O‘p +Aq) — %)‘p)‘q>

elde edilir. Boylece

(') = %Q(é(&ﬂ“\q) 1)‘1’)“1) é
S A WP
= (R0 a0 - )
- ()G (e-3)



yazilabilir. (4.46) denklemini diizenlersek

!

O+ A)H = AP H +d/(H) + (trA2 + Cﬁz —1)H (4.47)

olur. a'(H') ve H' vektor alanlar ¢ karakteristik vektor alanma dik olduklarindan

!

g(al(H )vf) = g(Hlag) =0

dir. Boylece

/ !

n(a'(H)) =n(H) =0
olur. (4.47) denkleminin her iki tarafinin ¢? altinda goriintiisiinii alirsak

n
c2

—*(AP'H ) +d (H') + (trA + DH =\, +\)H (4.48)

bulunur.
Tersine (i), (i) ve (iii) 6zelikleri saglansm. (i) den tr(VAy) = 0 dir. Bu
esitligi (4.44) de yazarsak
Ag(H,es) =g (AD/HI +d(H) - %((a’) + %)T + (trA? + % = 1)Hl,eA)>
c c c

olur. Ayrica (i) den

ve

gAY HY eq) = g(AP'H [ ey)

esitligini gozoniine alirsak (iii) den
/ 1 1
Ag(H,ea) =g | (A +A)H — (6_20‘10 +Ag) — E)‘p)‘q)T’ €A

/7 1
esitligine ulagirz. Burada H = H — —7 oldugundan
c

1
Ag(H,e2) = (3 + A)Bg(H.ex) — A0 (7. c)
buluruz. Lemma 4.1 in (ii) sikkindan Ag(z — x,e4) = —ng(H, e4) dir. Boylece

Ng(x — xg,e4) = —nAg(H, ey)
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ve T = —p?(x — z¢) oldugundan
1 1 1
—=N*g(x — m,04) = —E()‘p + A Ag(x — xop, €4) — ﬁ)‘p/\qg(_WQ(x — Zo), €4)

n

ve
N*g(x — x0,e4) = (Np + M) AG(T — Top,ea) — MpAgg(T — 10, €4) (4.49)

esitliklerini elde ederiz. Spektral ayrigimini diisiiniirsek

g(x,eA) :g($07€A)+Zg(x7€A)t> A= 1727"'72n (450)

t=1

olur. Burada g(zo, e4) sabit ve Ag(z,ea): = \g(z,e4); dir. Boylece (4.50) den

g(r — 70, €4) ngeA

bulunur. Her iki tarafa Laplace operatoriinii uygularsa,k

ANg(z — zg,e4) = ZAg(I,eA)t

= Z)\tg(xa eA)t
t=1

ve
AN’g(x — 1g,e4) = Z)\tgx €At

elde edilir. (4.49) denkleminden

(Ap + A)Ag(z — zop, €4) — ApAgg(z — 0, €4) Z/\tg (r,ea):
ve

(Ap+ ) Z)\tga:eA AAngeAt—Z/\tgmeA

t=1

olur. Boylece

D7 = e+ X)X+ MA)g(z,ea) =0 (4.51)
t=1
elde edilir. Farzedelim ki, baz1 s € A i¢in g(z,e4)s # 0 olsun. Bu durumda

o0

D =+ A + 42 (9(w, ea)rs g(w, ea)s) = 0

t=1

olur. Dolayisiyla
)\? - (/\p + )\q))\t + /\p>\q = Oa (g(l‘, eA)t) 7é 0

esitligi elde edilir. (4.50) den bu denklemin sifirdan farkl iki tane reel ¢oziimii oldugu

goriilmektedir. Boylece M manifoldu 2-tipdendir. m
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4.3 [E>"*!(—3¢) Sasaki Uzayindaki Silindirde Yatan Integral Alt Mani-
foldlar

Tanim 4.2 ~ bir N Riemann manifoldu tzerinde yay parametresi ile verilmis, r.
mertebeden ve v boyunca ortonormal vektor alanlary Ey, Es..., E,. olan Frenet egrisi

olsun. Bu durumda

v = By, VB, =kkE, V. Ey,=—kFE +kF3, ...,

V.

YEq_1 _kr—QEr—2 + kr—lErv v’yE’l‘ = _kr—lEr—l

dir. Burada ky, ks, ..., k, ler s nin C*° fonksiyonlaridir ve k; ye j. egrilik fonksiyonu
denir. Sayet ki, k..., k._1egrilik fonksiyonlar: sabit ise (osculating) mertebesi 1 olan

Frenet helis egrisidir. Cemberler mertebesi 2 olan Frenet helis egrileridir (Baikousis

1991).

Teorem 4.6 M manifoldu N*(c) silindirinde yatan ve B°(—3¢) Sasaki uzayinn 2-
tipli integral yiizeyi olsun. Boylece M yiizey:

i) Mertebesi 8 olan iki helis,

i1) Mertebesi 3 olan ve mertebesi 4 olan iki helis,

i1i) BP(—3¢) de bir geodezik ve mertebesi 8 olan bir helis,

iv) Bir ¢cember ve mertebesi 8 olan bir helis,

egrilerinin lokal olarak Riemann ¢arpimadir (Baikousis 1991, Camci 2007).
Ispat. X, ve X5, M manifoldunun lokal ortonormal vektor alanlari olsun. Boylece

1= 0X1,8 = X5, €

de ortonormal vektor alanlarimi bir lokal alanlarimin formudur. &, ye bagh Wein-
garten doniiglimiinii A; olarak tamimlaymm (i = 1,2). X; ve X, taban vektor-

lerini yle segeriz ki, A; sekil 6peratoriine (Weingarten doniigiimiinii) karsilik gelen

a

matris seklinde olur. Bu sekilde bir secim genellikten bir sey kaybettirmez.
0 d

Bu yiizden

A Xy = Xy + A Xs

A1 Xy = AaXi + AeXs
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olur. Boylece

A1 = g(A X, X)) =a
Ao = A= Q(A1X1; Xl) = Q(A1X17 X1) =0
Aog = 9(A1X1,X1) =d

olup

AXy = Xy + gy X

As Xy = pupp Xy + gy Xo

denklemleri yardimiyla, A;X; = A; X5 oldugundan

= g(A:X1, Xy)
= g(A1 X, Xy)

=0

olur. Diger yandan

Mo = N21:9(A2X17X2)

= (A1 X, Xy)
= d
ve
fa1 = g(A2Xo, Xo) = b
0 d
dersek A, ye karsilik gelen matris olur. Ayrica biliyoruz ki A = 0 dir.
d b

Boylece M yiizeyinin ortalama egrilik vektor alani

3
H = ) tr(A)
t=1

1 1
= 5(“ +d)&; + 5552
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dir. Burada a, b, d ler M manifoldu iizerinde tanimlanan reel degerli fonksiyonlardir.
Ayrica
2
K(X1, Xo) = Z (AiX1, X1)g(AiXs, Xa) — g(A: X1, X5)?)
t=1

= (9(A1X1,X1)9(A1X2,X2) - Q(A1X1,X1)2)
+(9(A2X7, X1)9(A2 X5, Xo) — (A2 X7, X2)2)
= ad— d?

olur. Burada M manifoldu diiz (flat) oldugundan K (X;, X5) = 0 dir. Boylece
d(a—d) =0 (4.52)

elde edilir. Ayrca w*(VxX;) = w¥f(X) olarak tammlarsak w*(Vx,X;) = wi(X;)
olur. Boylece Vy, X; = )\%Xp dersek

W (Vx,Xi) = MNw"(X,)

)

AP "

P

%
elde edilir. Dolayisiyla A}, = w*(Vx, X;) = w¥(X;) olur ve
Vx, Xi = w; X)Xk (6,5, k=1,2)
esitligini elde ederiz.
VxpXi = eg(X,Y) + o(VxY) —n(Y)X
esitliginde X = X;,Y = X, yazarsak

Vx,0X; = e9(X;, Xi) + o(Vx, X;) — n(X;) X

elde ederiz. M manifoldu integral alt manifoldu oldugundan n(X;) = 0 dir. Ayrica
Vx,Xi = Vx, X; + B(X;, X;) ve § = ¢X; oldugundan

V& = 206 +9(Vx, Xi+ B(X;, X))

= 6(5@'5 + QO(V)(JXZ) + QOB(X]', Xz)
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olur. Burada

PB(X;, X)) = > olg(AnXi, X;)E,)
k=1

= ) g(AXs, X)),
k=1
2

= Zg(Az‘Xij)SOXk

ve Vx, X; = wf(X;) X}, oldugundan

V& = €06 + o(wi(Xi) — AiX;

= —AX; + €65 + wi (X;)e(Xx)

= —AX;+ 0+ wh (X)),
olur. Diger taraftan biliyoruz ki, Weingarten formiiliinden VXJ@ = —A; X+ Dx,§;
dir. Boylece

Dx,&; = ;€ + wi(X;)& (4.53)
elde edilir. Ayrica Vy, X; = wj(X;)X; + wi(X;) X, ve Vyx, Xy = wi(X;) Xy +
w3(X;) X, oldugundan

wi(X;) = g(Vx, X1, X1)
wi(X;) = g(Vx, X1, Xo)
wy(X;) = g(Vx, X2, X1)
wi(X;) = 9(Vx, X2, X5)

olur. g(X1, X;) =1 ve g(Xs, Xz) = 1 oldugundan
wi(X)) = 9(Vx; X1, X1) = g(Vx, Xp, X2) = w3(X;) = 0

dir. g(X3,X1) = 0 ise g(Vx, X1, X5) + 9(X1, Vx,X3) = 0 oldugundan wi(X;) +
w3(X;) = 0 elde edilir. Boylece

Dx, &) = €61;€ + wi(X;)€; + wi(X;)E, (4.54)
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= W%<Xj)f2 + 045§

ve

Dx,& = e62;€ + wy(X;)&; 4+ wi(X;)E, (4.55)
= wy(X;)E, + g€

= —wi(X;)E, + €655

esitliklerini elde ederiz. (4.52) esitligini irdelersek

a 0
1.Durum : d = 0 ise bu durumda 4; = , Ay = elde ederiz.

0 0 0 b

RxvZ = “LE (G, 2)X — (X, 2)Y))

c—e [ nXON(Z2)Y —=n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E

+
4 FO(Z,Y)pX — (2, X)pY +20(X,Y)pZ

esitliginde ¢ = —3¢ oldugundan bu denklem

Rovg — o[ MEM2Y =n(¥)n(Z2)X +g(X, Z)n(Y)E = g, Z)n(X)¢
o +O(Z,Y)pX — B(Z, X)pY 4 20(X,Y)pZ

olarak yazabilir. Eger X = X;,Y = X5, Z = ¢, alirsak

Ry = n(X1)n(&) Xa — n(X2)n(£,) X1 + g(X1, E)n(X2)E — g(Xa, &)n(X1)E
o +O(&;, Xo)pXi — (&5, X1)pXo + 20( X1, Xo2)@E;

ve

Ry, x,6; = —e(®(§;, Xa)o X1 — ®(§;, X1)0Xo + 20( X1, X2)¢E,)

elde edilir. Ayrica biliyoruz ki ®(X,Y) = eg(X, ¢Y) dir. Boylece

q’(Xth) = 59(X1;90X2)

= 8g(X17£i)
=0
oldugundan
Rx,x,§ = —e(®(&;, X)Xy — (&, X1)pXs) (4.56)
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egitligine ulagiriz. Diger taraftan ,

Rx, ¢ = Vx, V& = Vi, Vxi & — Vix, x,06 (4.57)
dir. Burada Weingarten formiilinden Vx,&;, = —4; X5 + Dx,&; ve
V., Vx,&; = —VxA4iXe+ Vx, Dx,&) (4.58)
= —(Vx,AiXs + B(X1, AiX5)) — Ap, e, X1 + Dx, Dx,e,
ve

VaVxé = —(Vx,A4X1+ B(X5A4:X1)) (4.59)
—Apy ¢, X2+ Dx,Dx,§,
dir. Ayrica
(X1, Xo] =V, Xo — Vx, Xy

oldugundan Weingarten formiiliinden

Vix:x,06 = Ai(Vx, Xo) — Ai(Vx, X1) + Dix, x21&; (4.60)
elde edilir. (4.58), (4.59) ve (4.60) esitliklerini (4.57) de yerlerine yazarsak
Rx,x,§ = —(Vx,A)Xo+ (Vx,Ai) X1 — Apy e, X1 + Apy e, Xo (4.61)
+B(Xs, AiX1) — B(X1, AiXs) + RY x,&
sonucuna ulagiriz. Burada
I —(Vx, 4)Xo + (Vx, Ai) Xy — Apy e, X1 + Apy ¢, X2
IT : B(Xy, AXq) — B(X1, 4:Xs) + RY x,&
IIT @ —e®(;, Xo)pXi +eP(&,, X1)pXs
dersek (4.56) ve (4.61) esitlikleri yardimiyla
I+ 11 =1I1

olur. Burada [ esitligi M manifoldunun teget uzayinda ve I1 ve I11 esitlikleri de

M manifoldunun normal uzayinda oldugundan ; I = II1 ve

_(VXIAi)XQ + (VXzAi)Xl — ADX2§Z-X1 + Apxlgng =0 (462)
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dir. (4.62) de i =1 igin
0 - VXlAl(XQ) - Al(VXlXQ) - VXgAl(Xl) (463)
+A1(Vx, X1) + Apy,e, X1 — Apy e, Xo
dir. Burada A;(X;) = aXj, 41(Xs) =0 = Ay(X7) ve Ay(Xs) = bX, dir. Ayrica
VX1X2 = w%<X1>X1 + w%(Xl)Xg = w%(Xl)Xl
VX2X1 = (.Ui(XQ)Xl + w%(Xg)Xg = W%(XQ)XQ
oldugundan

A1<VX1X2 = Al(w%<X2)X1) = aw%(X1>X1

A(Xp) = 0

)
A(Vx,Xy) = Al(W%(XQ)XQ) =0
)
Vx,A1(Xq)

= VX2(IX1 = GVX2X1 + Xg(a)Xl

= awi(X2) Xy + Xo(a) Xy

elde edilir. Bu islemleri devam ettirirsek

Apy,e, X1 = Auz(xy)e, +es106 X1
= wi(Xy)A2(X1)
= 0
ve
Apy e, X2 = Auz(x))e,1e01,6X2

= wl(Xl)Ang + €A§X2

== bw%(Xl)XQ
olur. Boylece (4.63) den
(CLW%(Xl) + XQ(CL))Xl + (aw%(Xg) + bw%(Xl))Xg =0
elde edilir. {X7, X5} lineer bagimsiz ve wi(X;) = —w?(X;) oldugundan

—awf(Xl)nLXg(a) =0 (464)

aw%(Xg)—i—bwf(Xl) = 0
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sonucuna ulagiriz. ¢ = 2 igin

0 - VX1A2<X2) - AQ(VXlXQ) - VXQAQ(Xl) + AQ(VXQXl) (465)
+ADX2§2X1 - ADX1§2X2

olur. Burada

AQ(VXlXQ - 0

Ay(Xy) = bwi(X1) X1+ X1(b)Xs

VXQAQ( 1

)

A(Vx,X1) = bwi(X2)Xs
)
) =0

ADX2§2X1 = —aw?(Xg)Xl

Apge,Xs = 0
dir. Bu egitlikleri(4.65) de yerlerine yazarsak
(—awi(Xz) + bwz(X1)) X1 + (bwi(Xz) + X1 (b)) X2 =0
ve { X1, Xa} lineer bagimsiz oldugundan
—aw3(Xy) +bwi(Xy) = 0
bwi(Xs) + X1(b) = 0
elde edilir. Burada w?(X5) = —wi(X5) ve w?(X;) = —w3(X;) oldugundan
—awi(Xz) +bwy(X1) = awy(Xa) + bwy(X1)
= —awi(Xy) — bwi(X))
olur. Boylece
aw?i(Xa) + bwi(X;) = 0 (4.66)
bwi(Xo) + X1(b) = 0
elde edilir. (4.64) ve (4.66) esitliklerinden
i) — awi(X1) + Xa(a) = 0 (4.67)
i) bwi(Xe) + X1(b) = 0

iii) bwi (X)) + awi(Xs) = 0
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bagmtilarin elde ederiz. M manifoldu N*(c) silindirinde yatan ve E?(—¢) Sasaki
uzaymin 2-tipten integral yiizeyi oldugundan trVAy = 0 dir. (4.31) da m = 2 alip
acarsak
tTvAH = ADleXl + ADX2HX2 -+ VXlAH<X1)
+VX2AH(X2> — AH(VXIXl) — AH(VX2X2)

1 1
elde ederiz. Burada H = §a§1 + 5652 ve Vi, X1 = wi(X1) Xy, Vx,Xo = wi (X)X,

oldugundan
Apy nXi = %a [X1(a) — bwi(X1)] Xi
ApynXs = %b [X5(b) + aw?(X2)] Xo
Ve An(X1) = %QaXl(a)Xl—l—%a%ﬁ(Xl)Xg
Vx,Aa(Xy) = %bez(b)xz—%b%%(XQ)Xl
Au(Vx, X1) = %b2W%<X1)X2
An(Vx,Xo) = —aW (X)X,
olur. Boylece
tr(VAy) = % [aXi1(a) — abwi(X1) + 2aX:(a) — b*wi(Xa) + a’wi(X2)] Xq

1
+3 [abw?(X2) + bX5(b) 4 20X (b) — b*wi(X1) + a®wi(X1)] Xo
olur. Burada {X;, X,} lineer bagimsiz ve tr(VAy) = 0 oldugundan

i) abw?(X;) — (a® — b*)w?(Xs) — 3aX (a) = 0,

(4.68)
i) (a® — b*)wi(X1) + abw?(X3) + 3bX5(b) =0
egitliklerini elde ederiz. Ortalama egrilik vektor alani sabit oldugundan
a? + 0% = A2 (sht) (4.69)

dir. Kabul edelim ki, { X7, X5} bazinin belirttigi koordinat komsulugu {z,y} olsun.
Boylece

a,b  M—E

(z,y) — alz,y),b(z,y)
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seklinde fonksiyonlardir. (4.69) dan

CL(.T, y) = /\U COSf(*T?y)a b(.%, y) = )‘0 sinf(:c,y) (470)

1
olarak diisiinebiliriz. (4.67) den bw?(X;) = —aw?(X3) ve wi(Xy) = _5X1<b) esitlik-

lerini elde ederiz. Bu esitlikleri (4.68) denkleminin (i) sikkinda yerlerine yazarsak
(b* — 2a*) X1 (b) + 3abX1(a) =0 (4.71)
elde ederiz. Benzer sekilde (4.68) denkleminin (ii) sikkindan,
(a® — 2b*) X5 (b) + 3abXo(b) =0 (4.72)
sonucuna ulagiriz. (4.70) ve (4.71) esitliklerinden
—2X} frcos f =0
ve boylece f, =0 ¢ikar. (4.71) ve (4.72) den
2\ f, cos f =0

ve f, =0 olur. f, = f, = 0 ise f sabit dolayisiyla a ve b de sabittir. Ayrica a ve b

sabit ise
9 1
wl(Xl) = aXQ(CZ) =0
9 1
wl(Xg) = _ZXl(b) =0

olur. Dolayisiyla

VX1AXv1 = aSl 9 leSl = _aXl +5€ 9 szf = _gi )
Vx,Xo = b€y, Vx,& = —bXy+ et

esitliklerini elde ederiz. Ciinkii,
Vx, X1 = Vx, X1+ B(X1, X))

dir. Burada

VXle = leXg = wi(Xl)Xl +wf(X1)X2 =0
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ve

B(X1, X1) = M& 4 Aoy + A3

dersek A\ = g(Vx, X1,£,) 5, o = 9(Vx, X1,£,) ve A3 = g(Vx, X1,€) olur. Ayrica
9(X1,&) = 0ise g(Vx, X1,&1) + 9(X1,Vx, &) = 0 ve boylece 4, X; = —Vx,§,
oldugundan

M =9(Vx, X1,8) = g(A4i1 X1, X1) =a

elde edilir. Benzer sekilde

N = 9(Vx, X1,&) = 9(As X1, X1) =0
Ay = 9(V X1,8) = g(Ac X1, X1) =0

bulunur. Bu bulduklarimiz1 yerlerine yazarsak Vi, X; = af, sonucuna ulagiriz.

Diger taraftan Weingarten formiiliinden

Vx.é& = —A4X1i+ Dx&
= _aXl‘i‘w%(Xl)&*‘E(snf

= —aX;+¢&€

dir. Benzer sekilde digerlerinin de ispatlari yapilabilir. Simdi egrimizin teget vektor

alan1 X; = FE; olsun. Boylece

vE1E11 - agl = k1E2

olur. Burada sayet a > 0 ise k1 = a ve Fy = £, dir. Eger a < 0 ise ky = —a ve
Ey = =&, dir. Ayrica biliyoruz ki, a = 0 ise X;-egrisi E°(—3¢) uzayimnda bir geodezik

egridir. Farzedelim ki, a > 0 olsun. Boylece
Vi, By =aFE,y, Vg FEy=—aF, + e = —k By + kyEs

olur. Bu egitlikten ky = ¢ ve B3 = ¢ dir. Dolayisiyla k3 = 0 elde edilir ve X3
egrisinin 3. mertebeden helis oldugu goriiliir. Benzer iglemleri yaparsak a < 0
durumu iginde ayni sonucu elde ederiz. Xy = F; secersek benzer islemler sonucunda
X, egrisinin E3(—3¢) uzaymda 3. mertebeden helis oldugu goriiliir. Aym sekilde

b = 0 durumunda X,-egrisinin E®(—3¢) uzaymda bir geodeziktir. Boylece (i) ve (iii)
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siklarini elde etmis oluruz.
2.Durum: Carpimin sifir olabilmesi i¢in ¢ = d olabilir. Bu durumda sekil ope-

ratorleri

a 0 0 a
A1: :AQZ
0 a a b

dir. Boylece
Ale = CLXl, A1X2 = (IXQ s A2X1 = GXQ ve A2X2 = CLXl + bX2

olur. Ayrica

Vi, X = wi (X;) Xy ve wi(X1) = wi(X2) =0

oldugundan

VX1X2 = w%(X1>X1, VX2X1 = w%(Xg)Xg

dir. Islemleri bu sekilde devam ettirirsek

Al(VX1X2> = w%(X1>A1:&(AJé(X1)X1
Al(szXl) - w%(X2>A1X2:CLw%(X2)X2

ve

leAl(Xg) = Xl aX2+aVX1X2

I
b

(a)

1(a) X5 + awy(X1) X,
Vi,A1(X1) = Xo(a)X1+aVy,X1

= Xo(a)X; + awi(X2) X,

elde edilir. Diger taraftan (4.54) de j = 2 i¢gin Dyx,&; = w?(X5)&, olur. Boylece
ADX2§1X1 = w%(Xz)AgXl = aw%(Xg)X2
benzer sekilde

Dx, & = wi(X1)&, + €€

ve

ADX1§1X2 - w%(XQ)AQXQ - W%(Xl)(CLXl + bXQ)
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olur. Buldugumuz degerleri (4.63) yerlerine yazip diizenlersek
(—X2(a) — awi(X1)) X1 + (Xi(a) + awi(Xp) — wi(X1)) Xz =0
elde edilir. {X7, X5} lineer bagimsiz oldugundan

awi(X1) + Xa(a) = 0 (4.73)

b2 (X)) — aw?(Xy) — Xi(a) = 0
esitlikleri bulunur. Benzer sekilde ¢ = 2 icin

Ay(Vx, Xa) = aw(X1)X,

A (Vx,X1) = wi(Xo)(aX| 4 bXs)

Vi, A2(Xs) = Xi(a)X; + X1(0) Xy + aw?(X1) X, + bwd (X)X,
Vi, A2(X1) = Xo(a)Xs + awl(Xs) X,

ADX2§2X1 = —awi(X2) X,

ADX1§2X2 = —aw?(Xl)Xg
elde ederiz. Boylece (4.65) den
(bw%(Xl) + aw%(Xg) + Xl(CL))Xl + (3@&)?()(1) + bw%(X2> + Xl(b) — X2(G))X2 =0

benzer sekilde { X7, X5} lineer bagimsiz ve w}(X;) = —w?(X;) oldugundan

i) : aw?(X1) + Xa(a) =0,
i) : bw(X1) — aw?(Xs) — Xi(a) = 0, (4.74)
i11) : 3awi(Xy) + bw?(Xs) + X1(b) — Xa(a) =0

esitliklerini elde ederiz. Diger taraftan H = a&; + %b£2 oldugundan

1
DXIH = DXl(a€1+§b§2)

1 1
= Xi(a)é; +aDx, & + §X1(b)§2 + §bDX152

1
= Xi(@) + (A (X)) +26) + X 0)E — ShA X6,

_ <X1(a) - %mf(xg) €+ (aw%(Xl) + %Xl(b)) € + cat
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benzer sekilde

1

o)) €+ (500 + X)) & + et

1

Dx,H = (Xg(a) >

olur. Islemleri 1. Durumdaki gibi yaparsak

1 1
ADleXl = (aXl(a) — 5&[)&)?()(1)) X1 + (CL%U%(Xl) + ECLXl(b)) X2

1
—GX2<b) + CL%U%(XQ)) X1

ADXQHXQ - (2

+ <aX2(a) + %bXQ(b) + %abwf(xz)) X,
Vx, An(X)) = (QaXl(a) + %abwé(Xl)) X+ <a2w§(X1) + %leb)) X,
Vi An(Xy) — ((a2 FSPb(X0) + %)@(ab)) X,

+ <2aX1(a) + bX;(b) + %abwf(XQ)) X

1 1
Ap(Vx, X1) = 5abw%(Xl)X1 + (a2 + §b2) wi(X1) X,
1
Ap(Vx,X3) = aPwi(X)X) + §abw§(x2)x2

olur. Boylece

(T Ay) —2abwi(X1) + (a® — 30?) wi(Xs) + 3aXs(a) X,
+aXs(b) + %ng(a)

N (a® — $b%) wi(X1) + 2abwi(X2) + 3aXs(a) + 2bX5(b) X,

+(1X1 (b) -+ %le((l)
elde edilir. Burada tr(VAy) =0 ve {X;, X5} lineer bagimsiz oldugundan

3 1 1
0 = —§abwf(X1) + <a2 - 562) wi(Xy) + 3aXs(a) + aXy(b) + §bX2(a) (4.75)

1 3 3 1
0 = (a2 _ §b2) w%(Xl) + §abwf(X2) + 3&X2((I) + §bX2(b) + a,Xl(b) + §bX1(a)
esitliklerine ulagiriz. Ayrica ortalama egrilik vektor alani sabit oldugundan
1
a® + 11’2 = \o(sb) (4.76)

dir. Boylece

a(x,y) = Xocos f(x,y), a(z,y) = 2Xosin f(z,y)
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diyebiliriz. Buradan

X1<a’) = _)\Ofyl Sinf<m7y)7 Xl(b) = 2)‘0f71 COS(I, y)
XQ(a) = _)\0f72 Sin(iL’,y), Xl(b) = 2)\0f72 COS(J’.a y)

olur. (4.74) (7) den aw?(X;) = —Xs(a) ve (4.74) (ii) den
) =~ X(a) — X0
1(A2) = ==X !
olur. (4.74) (4ii) den ise
(4a* + b*) Xs(a) + a(4a® + b*) X1 (a) + 2a* X,(b) = 0 (4.77)
elde edilir. (4.75) birinci esitliginden
3
b(2a* + b*) Xy (a) — abX1(a) + §abX2(b) +a®X1(b) =0 (4.78)
ve (4.75) denklemindeki ikinci egitlikten
(202 — 1) X (a) — abX,(a) + gang(b) +a2Xy(b) = 0 (4.79)
sonucuna ulagiriz. (4.77) veya (4.78) esitliklerinden
2f,28i1’lf+f,1COSf =0

ve (4.78) denkleminden
frocos® f=0

elde edilir. Son iki denklemi ¢ozersek f,1 = f,o= 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla a
ve b sabit ve w? = 0 olur. Diger taraftan d = 0 durumundakine benzer islemleri

yaparsak

leXl = a’fl? v)ﬁfl = —CLXl + 857 szf = _€i7 (480)

Vx,Xa = a&; + 08, Vx,& = —aXy, V& = —aXy —bX, + &€
sonucuna ulagiriz. Kabul edelim ki, X; = E; olsun. Boylece (4.80) den

vElEl = (151 = ]{ZlEg
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olur. Burada sayet a > 0 ise ky = a ve Fy = &, dir. Eger a < 0 ise k; = —a ve
Ey = =&, dir. Ayrica biliyoruz ki a = 0 ise X;— egrisi E?(—3¢) nun bir geodezik

egrisidir. Farzedelim ki a > 0 olsun. Boylece
Vi, By = aB,y, Vg, Ey = —aF, + e = —k By + ko Fs
olur. Bu egitlikten
ky=¢, BEs=¢ve Vg By = —§ = —ko By

dir. Dolayisiyla k3 = 0 olur. Tamm 4.2 den X;— egrisinin E°(—3¢) uzaymda 3.
mertebeden helis oldugu goriiliir. Benzer islemleri yaparsak a < 0 durumu igin de

ayn1 sonucu elde ederiz. Sayet Xo = E; dersek (4.80) denkleminden

VElEl = a£1 + b€2 = klEg

olur. Boylece

a&y + b&,
By=—L152 =V b2

oldugunu goriiriiz. Burada a ve b sabit oldugundan v/a? + b? de sabittir. Boylece

_ a — b —
Vi Fy = —— Vpbyt oV,
nhh = g bt o ok
—a? b
- Y X (—aXi—bXpte
Va2 + b2 2 2—|—b2< 1 2 +€)

(—aX1 + 65)

a
b
Xo+
N N
elde edilir. Burada sayet b > 0 ise

—aX; + &€ k_b\/a2+1

esitligine ulagilir. Sayet b < 0 ise

Ey =

bva?+1
By— oL g, o VO
a?+1 Va? 4 b?
dir. Burada b = 0 ise ky = 0 olacagindan X,-egrisi bir cember olacaktir. Sayet b > 0
ise (4.80) den

vElEg = —V a? +1 9 = —]{IQEQ + k3E4
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elde edilir. Gerekli islemleri yaparsak a > 0 ise

_bEy —ad,y b — ava?+1

Ey=—— 2 k3= —n—
RS R/
veya a < 0 ise
Ey= ks = ——F——

Vet U Vet
egitliklerine ulagabiliriz. Sayet a = 0 ise k3 = 0 olacagindan Xs-egrisi 3. mertebeden

helis olur. Sayet a > 0 ise

Ve By = (aX, —&€) = —k3F3

a
a? + b2
olur. Boylece kq, ko, k3 sabit k4 = 0 ve Xs-egrisi 4. mertebeden helis olur. a,b < 0

sart1 icin benzer durumlar elde edilir. Boylece ispat biter. m

Ornek 4.1 z: M — E>(—3¢) izometrik immersiyonu

S t S t
x = |acos—,bcos—,asin—,bsin -, z(s,t
< a b a b ( )>

olarak verilsin. Boylece

s s ot t
Ts = (_ Sln_70;COS_707 ZS) y Tt = 07 _Sln_707 COd_?Zt

olur. M yiizeyi integral olt yiizeyi oldugundan n(xs) = n(x;) = 0 olacaktir. Burada
1 11 252
nzﬁ(dz—y dx* — y“dx*)
oldugundan

1
n(rs) = §(dz — yldz! — y*da?) (— sin Z% + cos Zaiyl + 25%)

= 5(23 + asin? i)

a
ve boylece z5 + asinzi =0 elde ederiz. zs = —a sinQ(g) integre edersek
a’> . .5 as
z(s,t) = Vi f(t) (4.81)
olur. Benzer sekilde z, = —bsin® 2 oldugu gorilir. (4.81) ifadesinde t ye gére kismi
tiirev alip integre edersek
f(t) = Z—Qsm2 z - %



bulunur. Son ifade (4.81) de yerine yazilirsa z(s,t) fonksiyonunu

v? 1
z(s,t) = az sin? 2 + sin® g — 5(@3 + 0bt) (4.82)

olarak buluruz. Burada ag¢ik¢a gorebiliriz ki,
2 Lo 1o
o(a,2) = e (@) = (@ + )
dir. Boylece M ylizeyi ¢ = %\/ a? 4+ b2 olmak tzere
1
N*(c) = {x € B°(=3¢): g(z,2) —en?(x) = Z(a2 + 62)}

silindiri tizerindedir. B°(—3¢) uzayindaki o- tabam

Y= 61_26%41 2= 3;; ’ 63:2(%+y1882)7
64—2(8;;+y2%) y 65:2%
ve y' = asin(=) oldugundan
s s
Ty = <—sin—,0,cos—,0,z5)
a a
s 0 n s 0 s 0
= —sin——— 4 cos——— —asin® ——
a Oxt a Oyt a0z

ve benzer sekilde

1 t 1 .t
Ty = —COS —€y — —Sin —¢ey

2 b 2 b
olarak ifade edilir. Béylece

1 1
o (zs) = 5 cos 230 (e1) — 3 sin ggo (e3)
1 t 1 t
o(xy) = 5 cos a(p (e2) — 5 sin 5(,0 (e4)
dir. Burada pe, = cez ve pes = cey oldugundan, siraswyla, pes = —cey, pey, = —ces
olur. Dolayswyla
€/ . S S
prs = = (sm —e1 + cos —€3>
2 a a
ef .t n t
r; = — |sin-ey+cos-—e
(24 5 b 2 b 4
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1

elde edilir. Burada agik¢a g(vg,xs) = g(xy, ) = 7 ve g(vs,2¢) = 0 dr. Bu

ylizden Xy = 2z, ve Xy = 2z dersek {X; = 2x5, Xo = 22} ciimlesi M mani-

foldunun tanjant uzayinan lokal ortonormal tabani olur. Béylece ¢ (X1) = 2¢ (),

0 (Xo) = 2¢(2), € de ortonormal normal vektér alanlar: olur. Izometrik immer-

siyonun tanwmandan

1 1

b a

dir. Son egitlikten

oldugu gorilir. Boylece

s t .S .
z' =acos—, 2 =bcos -, y' =asin—, y*> = bsin

b

s 2 s
e1 (cos —) = ——tan — (4.83)
a a a
S 4
eslcos—) = -
a a
.S 2
e1lsin—-) = -
a a
.S 4 s
es | sin — = ——cot—
a a a
dir. Boylece
— S S S . S S . S
Vx,Xi = cos—e; <cos —) e1 — Cos —eq <sm —> es — cos —sin —V,eq
a a a a a

S . . S S . S .S
—cos —sin —V,,e3 — sin —e3 | cos — ) e; + sin —eg ( sin — | e
a a a a a

a

olur. Burada V.,e; = —V,e3 ve (4.83) denkleminden

_ r S S . S
VXle = |[cos—e; (COS —) — sln —eg <cos —

a a a

a a

i a a a a a
s 4 S 2 S

+ |sin— | ——cot— ) — —cos—
a a a a a

6 /. s S
= ——|(SIn—eq + cos —es
a a a

6
= ——51
a
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elde edilir. Benzer yolla
— 6. — 6. —
VXle - —agl, VX2X2 - —352, VX2X1 - 0 (484)

olur. Dolaysiyla (4.84) esitliklerini Gauss formiilinde yerlerine yazarsak tegetsel

bilesenlerinin sifir oldugu gorilir. Béylece
6 6
B(X1, X) = —o6, B Xo) = —360, BOG, Xo) =0 (489
olur. Ayrica
1 1 1
H = §B(X1,X1) + §B(X2,X2) + 53(575)
oldugundan
3 3
H=-2¢ - 2%,
a b

egitliklering elde ederiz. Burada sekil operatoriini hesaplamak i¢in

A Xy = anXi+anXs

A Xy = a2 X1+ anXs
dersek

ann = g(A1X1, X1) = 9(=Vx,§, X1)
azn = g( ) =9( )
aiz = (A1 Xy, X1) = g9(=Vx,&, X1)

( ) =9( )

Q22 = gA1X2,X2 =4g —vX2§17X2

olur. Sayet g(&,, X1) = 0 egitliginde her iki tarafin X, yoninde kovaryant tirevini
alirsak

g(v)ﬁXlagl) + g(leglaXl) =0

egitliging elde ederiz. Bdoylece

_ — 6
ann = g(_VX1517X1) = g(VXlegl) = _5
Q12 = Q21 = g(—vxlprz) = g(leXQa 51) =0

Qg2 — 9(_VX2§17X2) = g(vX2X27§1) =0
104



0
ve & mormal vektor alanwna kargilik gelen sekil operatori A; = olur.
0

0
Benzer islemleri yaparsak Ay = esitliging elde ederiz. (4.84) den ag¢ikca
0

(Sl

goriliir ki, Vx,X; = 0 dwr. Dolayswyla M manifoldunun Laplace operatorii
2
Af ==Y XiXif
i=1
olur. Sayet *r, = —apx, ve e = —bpx, dersek

O*ry + PPy = —apz, — bp

a. s b .t a s b t()
= ——sin—, ——sin -, —— COS —, —— COS —
2 a2 b’ 2 a2 b’

_a

D b a s b t : -
5sin 2, —2sin, —5 cos 2, —3 cos 5,0) dir. Boylece

olur. Benzer sekilde p*x = (
T = @11 + PP
elde edilir. Burada

1 1
Ag(x1,eq) = ag(xl,eA), Ag(xa,e4) = b—2g(:v2, ea), (A=1,2,3,4)

dir. Béylece M manifoldu B°(—3¢) Sasaki uzayimn 2-tipten alt manifoldu oldugu
gorilir (Baikousis 1991).
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5. KONTAK MANIiFOLDLARDA YUZEYLER TEORIiSi

5.1 Kontak Manifoldlarda Vektoérel Carpim

Tanim 5.1 (Vektorel carpim): (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifold ol-
mak tzere

VX,Y € x(M) igin M tzerinde
As X(M) x x(M) — x(M)

dondigtimdii

XAY = —g(X,0(Y))§ = n(Y)e(X) +n(X)p((Y) (5.1)

esitligi ile tanimlansin. Burada X AN'Y wvektorine, X ile Y nin vektorel ¢carpima

ady verilir (Camer 2010).

Teorem 5.1 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde
VX,Y € x(M) i¢in X ile Y vektorlerinin her ikisi de X NY wvektorine ortogonaldir
(Camer 2010).

Ispat. VX,Y € x(M) i¢in X ile X AY vektorlerinin ortogonal oldugunu gosterelim.

= —n(Y)g(X, p(X)).
Burada Sonug (3.9) dan dolay1 g(X, (X)) = 0 oldugundan
X, XAY)=0 (5.2)

olur ki, bu da X ile X A'Y vektorlerinin ortogonal oldugu anlamina gelir.

Benzer mantikla VXY € y(M) i¢in X ile X A'Y vektorlerinin ortogonal oldugunu
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gosterelim.

gY, XAY) = gV, —g(X,0(Y))§ = n(Y)e(X) + n(X)e(Y)),
= g(Y,—9(X,¢(Y))E) — (Y, n(Y)p(X)) + g(Y, n(X)p(Y)),
= —9(X,0(Y))g(Y,§) —n(Y)g(Y, o(X)) + n(X)g(Y, p(Y)),
= —g9(X,0(Y))n(Y) = n(Y)g(Y,o(X)) + n(X)g(Y, o(Y)),
= 9(e(X),Y)n(Y) = n(Y)g(e(X),Y) +n(X)g(Y, o(Y)),
= n(X)g(Y,p(Y))
burada Sonug 3.9 dan dolay1 g(Y; ¢(Y)) = 0 oldugundan
gV, XAY)=0 (5.3)

olur ki, bu da Y ile X A'Y vektorlerinin ortogonal oldugu anlamina gelir. m

Teorem 5.2 (M, p,&,n, g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde vektérel carpim

anti-simetrik bir donisimdir (Camer 2010).

Ispat. VX,Y € y(M) icin dogru olan (5.1) denkleminde X yerine Y, Y yerine X

alirsak
YAX = —g(Y,o(X))§ —n(X)p(Y) +n(Y)p(X)
= g(e(Y), X)€ = n(X)p(Y) +n(Y)e(X)
= —[=9(X, o(Y))§ = n(Y)p(X) +n(X)e(Y)]
oldugundan

YANX=—-(XAY) (5.4)

olup A doniigtimii anti-simetriktir. m

Teorem 5.3 (M, p, &, n, g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde vektorel ¢arpym

alterne bir dontigimdir (Camcer 2010).
Ispat. VX,Y € x(M) icin dogru olan (5.1) denkleminde Y = X alimrsa

XAX = —g(X,0(X))§ = n(X)p(X) +n(X)p(X)

= —9(X,p(X))¢
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burada Sonug 3.9 dan dolay1 g(X, ¢(X)) = 0 oldugundan X A X = 0 olur ki, bu da

A doniisiimiiniin alterne oldugu anlamina gelir. =

Teorem 5.4 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde
VX,Y € x(M) igin

Y Ae(X) =g(X,Y)E—n(Y)X (5.5)
ve

p(X)=E(AX (5.6)

olur (Camci 2010).

Ispat. VX,Y € x(M) igin dogru olan (5.1) denkleminde X yerine YY" yerine o(X)

yazilirsa

YAp(X) = —g(Y,0*(X))§ = n(e(X)p(Y) +n(Y)¢*(X) ,nop=0
= —g(Y, =X +n(X)§)E +n(Y)(=X + n(X)E)
= g(X,Y)E—n(X)g(Y, & —n(Y)X +n(X)n(Y)¢
= (X, Y)E = n(X)n(Y)E —n(Y)X + n(X)n(Y)E
= (X, Y)E—n(Y)X

ve benzer mantikla (5.1) denkleminde X yerine £, Y yerine X yazilirsa

ENY = —g(&o(X)E—n(X)e(§) +n()e(X)
= g(p(&), X)§ —n(X)p(§) +n(&)p(X)

olur. Burada g(p(£),X) =0, ¢(§) =0 ve n(§) = 1 oldugundan
ENY = o(X)
elde edilir. m

Tanim 5.2 (M, ¢, £, n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde

VXY, Z € x(M) igin g(X ANY,Z) saypsina X,Y,Z vektorlerinin karma ¢arpyma
denir ve bazen (XY, Z) ifadesi ile de gosterilir. {X,Y, X NY'} diglisii pozitif yonli
bir ¢caty olusturur.
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Teorem 5.5 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde

VXY, Z € x(M) i¢in
(X,Y,Z) = g(X Y, Z) = det(X,Y, Z) (5.7)
veya

(X,Y,2) = = [g(X, o(Y))n(Z) + (Y, 0(Z))n(X) + 9(Z, o(X))n(Y)]  (5.8)
dir (Camcy 2010).
Ispat. VXY, Z € x(M) icin

gXANY, Z) = g(=9(X,0(Y))§ = n(Y)e(X) +n(X)e(Y), Z)

= —9(X,0(Y))g(&, Z2) = n(Y)g(e(X), Z) + n(X)g((Y), Z)

= —9(X,0o(Y)n(Z) = n(Y)g(Z, (X)) = n(X)g(Y, ¢(2))

= —(9(X,0(Y)n(Z) + g(Y,0(Z2))n(X) + 9(Z, p(X))n(Y)) (5.9)

olur. [E?(—3) Sasaki uzaymm bir baz {e,¢(e),&} olmak iizere XY, 7 € x(M)

vektorlerinin bu baza gore ifadesi

X = z1e + xap(e) + z3€,
Y = yie + yap(e) + ysé, (5.10)
Z = z1e + zop(€) + 23

ve bundan yararlanarak

p(X) = —w2e + m190(e),
p(Y) = —y2e + 1p(e), (5.11)
p(Z) = —ze + z19(e)

olarak bulunur. Yukarida elde edilen (5.10) ve (5.11) denklemleri (5.9) denkleminde

yerine yazilirsa

9XAY,Z) = —(9(X,0(Y))n(Z) + g(Y,0(Z))n(X) + g(Z, p(X))n(Y))

= —((z2y1 — 21y2)23 + (Y221 — Y122)23 + (2241 — 2122)ys3)
T1 Ta T3
— (Y1 Y2 U3
21 Z2 %3
= det(X,Y, Z)
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dir. m

Teorem 5.6 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VX, Y, Z € x(M)
(X,Y,2)=(Y,Z,X)=(Z,X,Y) (5.12)

dir (Camer 2010).

Ispat. VXY, Z € x(M) icin Teorem 5.5 kullanilarak, sirasiyla,

gYNZX) = g(=g9(Y,0(2))§ —n(Z2)e(Y) +n(Y)p(Z), X)
= —9(Y,0(2))g(& X) —n(Z)g(e(Y), X) +n(Y)g(e(Z), X)
= —9(Y,0(Z2))n(X) — 9(X, 0 (Y))n(Z) — 9(Z. p(X))n(Y)
= —(9(X,o(Y)n(Z) + g(Y,0(Z2))n(X) + 9(Z, o(X))n(Y))

JZNANX)Y) = g(=9(Z,o(X))§ —n(X)e(Z) +n(Z)p(X),Y)
= —9(Z,p(X))9(&,Y) = n(X)g(p(Z),Y) +n(Z)g(¢(X),Y)
= —g(Z,p(X))n(Y) = g(p(2),Y)n(X) — g((X),Y)n(2))

= (X, e (")(Z) + gV, o Z)0(X) + 9(Z, 9 (X))n(Y))

olur. Dolayisiyla

(X,Y,2)=(Y,Z,X)=(Z,X,Y)
oldugu goriiliir. m

Teorem 5.7 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde

VXY, Z € x(M) i¢in
9(X,0(Y)Z +g(Y,0(2))X + 9(Z,0(X))Y = —del(X,Y, Z)¢ (5.13)
dir. Burada &, n kontak yapisimn karakteristik vektor alanadir (Camer 2010).
Ispat. VXY, Z € x(M) icin
9(X,o(Y))Z = (z2y1 — 213p) 216 + (2211 — T1y2) 2200(€) + (T2y1 — T1Y2) 238

gV, 0(Z)X = (y221 —i2z2)T10 + (221 — Y122)T200(€) + (Y221 — Y122) T3¢

9(Z,0(X))Y = (221 — z2122)y16 + (2201 — 2122)y20(€) + (2201 — 2122)ysé
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denklemleri taraf tarafa toplanirsa

9(X. (V) Z +g(Y,0(2))X + 9(Z,o(X))Y
= (zayr — T1y2) 238 + (Y221 — Y122) w38 + (2271 — 2172) Y3
= ((zayr — 71Y2) 23 + (Y221 — Y122) T3 + (2271 — 2172)Y3)E
— _det(X,Y, Z)¢

dir. m

Teorem 5.8 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde

VXY, Z € x(M) i¢in
(XAY)AZ = g(X,2)Y — g(Y, 2)X (5.14)
dir (Camer 2010).

Ispat. VX,Y, Z € x(M) icin (5.1) denklemi kullanarak teoremimizde verilen esitligin

her iki yaninin ayr1 ayri, ayni ifadeye esit oldugunu gostererek ispat yapalim.

(XAY)ANZ = (=9(X,0(Y))§ = n(Y)p(X) + n(X)p(Y)) A Z
= —9(—9(X, o(Y))§ — n(Y)e(X) + n(X)e(Y), »(2))¢
—1(Z)p(—g(X, p(Y))E = n(Y)e(X) + n(X)e(Y))
+1(=g(X, p(Y))§ = n(Y)e(X) + n(X)p(Y))p(Z)
= (9(X,0(Y))g(&, 0(2)) +n(Y)g(p(X), 0(2))
—n(X)g(e(Y),0(2))€ +n(Z2)g(X, p(Y))p(€)
+n(Y)n(Z)*(X) = n(X)n(Z2)*(Y) — 9(X, o(Y))n(€)p(Z)
—n(Y) (o) (X)e(Z) +n(X) (noy) (YV)e(Z)
= (n(Y)g(X, Z2) = n(X)n(Y)n(Z) —n(X)g(Y, Z)
+n(X)n(Y)In(Z))§ = n(Y)n(Z) + n(X)n(Y)n(Z2)§
+n(X)n(Z) = n(X)n(Y)n(Z)§ — 9(X, o(Y))e(Z)

olur ve

X = xrie + l'g(p(e) + 1'36
Y = yie+yp(e) +ysé

Z = ze+ zp(e) + 23
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o(X) = —mze+x190(e)
e(Y) = —yae+yip(e)
p(Z) = —zme+z1p(e)

oldugundan

(XAYVANZ = (y39(X,Z) —x39(Y, Z))E — y323X + w323Y
— (@21 — 1y2)(—22€ + 210(€))
= (22(z2y1 — 2192) + 23(@3y1 — 2193))e
+(z1(z1y2 — w2yn) + 23(w3y2 — 22u3))0(€)
+(ys9(X, Z) —w3g(Y, 2))¢ (5.15)

dir. Simdi de g(X, Z)Y — g(Y, Z)X ifadesinin egitini bulalim.

9(X, 2)Y —g(Y, 2)X = (w121 + 2222 + 323) (Y16 + Y20(€) + Y3§)
—(y121 + Yoz + ys23) (16 + T200(€) + 238)
= (119121 + Tayr20 + T3Y123 — T1Y121 — T1YaZe — T1Y323)€
+(21y221 + LYoy + T3Yazz — Tay121 — TayaZe — Tayz2s)p(e)
+(ys9(X, Z) — a39(Y, 2))¢
= (22(@2y1 — 2192) + z3(T3y1 — T1Y3))E
+(21(21y2 — 22yn) + 23(w3y2 — 2y3))p(e)
+(ys9(X, Z) — a39(Y, 2))¢ (5.16)
dir. O halde (5.15) ve (5.16) denklemleri yardimiyla
(XAY)AZ =g(X,2)Y — g(Y, 2)X

olur. m

Teorem 5.9 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde

VXY, Z € x(M) i¢in
(XAYINZH+YANIDANX+(ZANX)ANY =0 (5.17)

dir. Bu egitlige “ Jacobi dzdesgligi 7 adi verilir (Camcy 2010).
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Ispat. VX,Y,Z € x(M) igin (5.14) denklemi kullanarak

(XAYIYANZ = g(X,2)Y —g(Y,2)X
YAZDNX = g(V,X)Z —g(Z,X)Y

(XAYIYNZ = g(Z,Y)X —g(X,Y)Z
olur. Bu ii¢ esitlik taraf tarafa toplanir ise
(XAYINZH+YANIDANX+(ZAX)ANY =0

dir. =

Teorem 5.10 (M, ¢,&,1n,9) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VXY, Z, W € x(M) igin

g XANY, ZANW)=g(X,Z)g(Y, W) —g(Y, Z)g(X,W) (5.18)

dir. Bu egitlige “ Lagrange 6zdesligi ” ady verilir (Camer 2010).

Ispat. VX,Y,Z W € x(M) icin (5.7) ve (5.14) denklemleri yardimiyla

g XANY, ZANW) = (XAY,Z,W)
= g(XAY)AZW)
= 9(g(X,2)Y —g(Y,2)X, W)
= 9(X, Z)g(Y, W) —g(Y, Z)g(X, W)

olur. m

Teorem 5.11 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde

VX,Y € x(M) igin
g XANY,XANY)=g(X, X)g9(Y,Y) - *(X,Y) (5.19)

dir (Camer 2010).
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Ispat. Lagrange 6zdesliginden yararlanarak (5.18) denkleminde Z yerine X ve W

yerine Y yazilirsa

JXAY,XANY) = g(XAY)AX,Y)

(
( )

= g(X, X)g(Y,Y) — (Y, X)g(X,Y)
( (Y, Y)

-9 ? (X ) Y)
olur. Bu ispat igin ikinci bir yol daha verelim. VXY, Z € x(M) igin

X = xIie -+ xgw(e) -+ Ibgg
Y = wyie+yp(e) +ysé

Z = ze+ znple)+ z€

o(X) = —xze+ z10(e)
e(Y) = —ye+y1p(e)
p(Z) = —zme+zp(e)
ve
X AY = (zays — x3y2)e + (x3y1 — x1y3)e(e) + (zayr — x1y2)€
oldugundan

GXANY, XANY) = (z2ys — 2392)(22y3 — T3Yo)

+(@3yr — 21y3) (3y1 — 21y3) + (291 — 2192) (T2y1 — T1Y2),
9(X, X)g(Y,Y) = (x] + 23 + 23) (v + v3 + 43),
QQ(Xa Y) = (viy1 +zoy2 + x3y3)2
= Ziy; + T3Y5 + T35 + 201Y1T2y2 + 2T1Y173Y3 + 2T2Y0T3Y3
esitlikleri yardimiyla

9 X, X)g(YVY) - (X,Y) = zlys+ziy; + 23y; + 2395 + 235 + 2395

—2X1Y1T2Y2 — 2X1Y103Y3 — 2T2Y2X3Y3
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JXANY,XAY) = z3y; — 2moy323ys + T3Y5 + 23y7 — 2T3121Y3 + 1Y

+a5yt — 201T2y1y2 + T3Y5
denklemleri elde edilir. O halde son iki egitligi kullanarak
X AY,XAY) =X AY[* = g(X, X)g(Y,Y) — g*(X,Y)

olur. m

Teorem 5.12 (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak manifoldu tzerinde
VXY, Z € x(M) i¢in

Vz2(XANY)=(VzX)ANY + X AN (V5Y) (5.20)
dir. V ile burada M nin Levi-Ciita koneksiyonu gdsterilmektedir (Cames 2010).
Ispat. VX,Y, Z € x(M) igin (5.1) denkleminden

Vz(XNY) = —g(VzX,0(Y))§ = n(Y)e(VzX) +n(VzX)p(Y)

( NE=n(VzY)p(X) +n(X)p(VzY)
—n(Y)(Vzp(X) = o(V2zX)) = 9(X, Vzo(Y)) = p(V2Y))§
(X)(Vzp(Y) = (V2Y)) +n(X)Vzp(Y)

+(9(VzX, &) + 9(X,VzE))p(Y)
V2(XNY) = (V2X)AY + X AN (VZY) = g(X, Vze(Y))E
—n(Y) (Vzp) X +n(X) (Vz0) Y — g(X, 0(Y)) V2
—9(Y, V28 e(X) + g(X, Vz)p(Y) (5.21)

—g(X, SO(VZY

+1

VX,Y € x(M) igin (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde Z. Olszak

tarafindan ispatlanan
(Vxe) (V) = g(0(VxE), Y)E = n(Y)p(VxE)
esitligi yardimiyla

—9(X,Vzo(Y)E = n(Y)V2o(X) +n(X) (Vze) Y =0
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dir. {pZ, p*Z, £} Higliisit M nin ortogonal bazi olmak tizere V z€ ile € dik oldugundan
Vi€ =apZ +bp*Z (5.22)
esitligi Teorem 5.7 ile birlikte kullanilirsa
—9(X, e(Y)V2E = g(Y, V28 p(X) + g(X, VzE)p(Y) = 0
ve (5.7) denklemi ile
VZ2(XANY)=(VzX)ANY + X A (VzY)

olur. m

5.2 [E?(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Herhangi Bir

Yiizey Icin Weingarten Matrisinin Hesab1
M, E*(—3) de bir yiizey olsun. M nin parametrik ifadesi

X : E* — E*-3)
(uav) U gp(u,v) = (fl(uav)7f2(uvv)v f3(u,v))

olsun. x(M) nin bir baz1 {X,, X, } olmak tizere

0 0 0
Xy = fl,ua_z + fz,ua—y + fs,ua—z
dir. Burada
0 1 0 1 0 1
a9, 5(90(‘9) —y§), 8_y =5 9. 55
oldugundan
1 1 1
Xu = §f2,ue + ifl,ugpw) + §<f3,u - f2f1,u)’£ (5'23)
ve benzer mantikla
1 1 1
Xv = §f2,ve + iflﬂi@(e) + §(f3,v - f2f1,v>§ (524)

olarak bulunur.
I. Hal: g(X,, X,) = 0 ise egrilik ¢izgileri yiizeyin parametre egrileridir. Yani

S(X.) = AX, ve S(X,) = pX, olur.
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IT. Hal: g(X,, X,) # 0 ise egrilik ¢izgileri yiizeyin parametre egrileri degildir.

Genel ispat olmasi bakimindan II. hali ispatlayalim. Ciinkii II. hali gesitli yontem-

lerle I. hale getirebiliriz. Burada Weingarten matrisinin hesab1 igin gerekli baz

ifadeleri hatirlatarak ige bagla- yalm. VXY € x(M) icin agagidaki esitlikler vardir.

X = z1e + map(e) + 238 ve Y = yre + ya(e) + y3€ olmak iizere

o(X) = —xzee+z10(€),
oY) = —pe+uyple),

9 X, 0(Y)) = moy1 — 2190,

U(X) = I3,

(&) = 0,

noy = 0,

n) = 1,
9(X,0(Y)) = —g(p(X),Y),

degerleri yardimiyla

P(X) = ~g frae + 3 houtle) 9 X0) = 5 frue 3 fouple)

ve
T](Xu) = %(f&u - f2f1,u)7
n(XU) - %(f3,v - f?fl,v)
oldugundan dolay1

1
2

+%( 3u T f2f1,u)(_%f1,ve + %flvsp(e))

Xu A X, carpimu {e, ¢(e), £} ortonormal baz vektorlerine gore diizenlenirse
1
Xu A Xv = Z [fl,u(f?),v - fol,v) - fl,v(f?),u - f2f1,u)] €
1
+1 [for(fau = fofin) = fou(fow — fafin)] w(e)

+i<f1,'uf2,u - fl,uf2,v)£
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olur ve

E= g(Xua Xu) = 711f22,u + ifl%u + }L(f?),u - f2fl,u)2>
F=g(X,X,) = zlle,ufZ,v + %fl,ufl,v + i(f&u — fofiu)(faw — fofiw),
G= g<X”U7X’U> - if22,v + ile,v + i(f&v - f2f1,v)2

oldugundan M yiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak {izere

X, AKX,
1 X A X

ifadesi Teorem 5.11 de ispatlanan
| X A Xv||2 = 9(Xu, Xu)g( Xy, Xy) — QQ(XW Xy)

denklemi yardimiyla
Xu N X,

N = _—uwiv
VEG — F?

olur. Simdi ¢ yiizeyine ait ikinci mertebeden tiirevleri bulalim.

qu - vX Xu

u

= %fZ,uue + %fl,uu(p(e) + %(f?;,uu - f2,uf1,u - fl,uuf2)€

- %fluue + %fl,uu@(e) + %(fi%,uu - f2,uf1,u - fl,uuf2)§

olup (5.25) ve (5.26) denklemleri yardimiyla

1 1 1
X = §f2,uue + §fl,uugp(€) + 5(](37““ - f27“f17“ o fl?“qu)S

(5.28)

(5.29)

(o Fora)( g frue + 5 Foatl@)) = |~ hrafon+ g foufia| €

qu - % [f2,uu + fl,u(f3,u - f2f1,u)] e+ % [fl,uu - f2,u(f3,u - f2f1,u)] 80(6)

+% [f3,uu - f2,uf1,u - flf”“fé]f
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olur. Benzer mantikla X, ve X,, tiirevleri

Xuv

ve

= vaXu
- %f&uve + %fl,ufugo(e) + %(f?),uv - f2,vf1,u - fl,uva)g

- %f?,uve + %fl,mﬂp(e) + %(f?),uv - vaUflvu o fl’uvf2)£
_%(f?),u - f2f1,u)<_%f1,ve + %f21v90<6))
5 Uso = hfn) (=5 frue + 5 hrup(©))
+i(f1,uf2,y - f2,uf1,v>£

% |:f2 w T %fl,v(f?;,u - f2f1,u) + %fl,u(f?;,v - f2f17v>:| €

+% |:f1,uv - %fZ,v(f?),u - f2f1,u) - %f2,u(f3,v - f2f1,v):| 90(6)
+; |:f3 uv T %fQ,vfl,u - fl,uUfQ - %fl,va,u:| 5

= Vi X,

l\DI»—t

= Sfane+ 3 rpl€) + 5 = rofio = frwnfo)é

—N(Xo)p(Xo) = n(X0)p(Xo) = 9(Xo, p(X0))E
= e+ 5 rpl€) + 5 = Frofio = )6
—277( 2)P(Xo) = g(Xv P(X0))€

- f2 we + ;fl vv(p(e) + = (f3 vV f2,vf1,fu - fl,vvf2>§

_(f3,v - f2f1,w)(_§f1,v€ + §f2,090(6>)
1 1
_Zfl,vflv + Z_lf2,vf1,v é-

l\:)ln—

= % [fgym; + fl,v(f?»,v - f2f1,v>] €
b Ui — Foulfs = )] 9(€)

+% [fS,m; - f2,vf171) o fl,m;f2]§
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egitlikleri ile bulunur. Ayrica yukarida buldugumuz X, X,, ve X,, tiirevleri

yardimiyla
L= g(N, Xuu),
m = g(N, Xu), (5.33)
n=g(N,Xy)

degerleri kolaylikla hesaplanabilir.
M manifoldu iizerindeki gekil operatorii S : x(M) — x(M) seklinde lineer
bir doniisiim olmak iizere

S(X) = VN

olarak tanimlamir. {X,, X,} ciimlesi x (M) in bir baz1 olugundan buradaki her vektor

bu baz vektorlerinin lineer birlegimi seklinde yazilabilir. Dolayisiyla
S(X,) =aX, +bX,
olur. Bu egitligin her iki yanim ¢nce X,, sonra X, ile i¢ ¢carpim yaparsak
9(5(Xu), Xu) = g(aXy + bX,, Xo)
9(S(X,), Xy) = ag(Xy, Xu) + bg( Xy, Xu)
9(S(Xu), Xo) =1, 9(Xo, Xo) = B, g(Xy, X)) = F

oldugundan

l=aF + bF

ve

9(5(Xu), Xy) = g(aX, +bX,, X,)
g(S(Xu)va) = ag(XuaXv>+bg(XvaXv)

g(S(Xu>aXv) =1m, g(Xva) = Fa g(XvaXv) =G

oldugundan

m = aF + bG

bulunur. Buradan

Gl — Fm
EG — F?
Em — Fl
EG — F?
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elde edilir. Ayrica

S(X,) =X, +dX,

oldugundan benzer mantikla

Gm — Fn

cC = ———
EG — F?

J - En—Fm
 EG-F?

esitlikleri de kolayca bulunabilir. Bu sayede

Gl— Fm Em — Fl

SX) = gepNt et
Gm — Fn En— Fm
SX) = et g e

olup M yiizeyine ait Weingarten matrisi

GI—Fm Em—F1I

EG-F2 EG-F2

S=| & ¢ (5.34)
Gm—Fn En—Fm
EG-F? EG-F?

dir (Buradaki matris {X,, X, } bazindadir).

5.3 [E?(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Herhangi Bir

Yiizeyin Gauss ve Ortalama Egriligi

Teorem 5.13 M, E3(—3) Sasaki uzaynda bir yiizey olsun. Bu yiizey i¢in Gauss

egriligi
In —m?

K=— "
EG — F?

(5.35)

dir.

Ispat. M, E3(—3) Sasaki uzaymda bir yiizey olsun. Bu yiizey icin sekil ope-

ratoriiniin matrisi
Gl—Fm Em—FI
g — EG—F2 EG—F2

Gm—Fn En—Fm
EG—-F? EG—F?
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seklindedir. Bu yiizey icin Gauss egriligi

K = detS

B Gl— Fm En—Fm B Em — Fl Gm — Fn
~ \EG - F? EG — F?2 EG — F? EG — F?

EGIn — FGmn — EFmn + F?m? — EGm?> + EFmn + GFml —

F2Iin

(EG — F?)?
EG (In —m?) — F? (In — m?)
(EG — F2)?
(EG — F?) (In — m?)
(EG — F?)?

2

In—m
EG — F?

olur. m

Teorem 5.14 M, E3(—3) de bir yiizey olsun. S, M fizerinde sekil operatdrii matrisi

ve x(M) in bir bazi {u,v} olsun. Bu durumda K, M nin Gauss egriligi olmak tizere

S(u)ANS(v) =K (uAv),

g(S(u) A S),uAv) =K. |[unv|,

9(S(u), w)g(S(v),v) = g(S(w),v)g(S(v), )
g(u, u)g(v,v) = g(u,v)g(v,u)

K pu—
dar.
Ispat. y(M) in bir baz1 {u,v} ve S(u), S(v) € x(M) oldugundan

S(u) = au+bv

S(w) = cu+dv
esitlikleri yardimiyla

S(u)ASW) = (au+bv) A (cu+ dv)
= ac(uAu)+ ad(u Av)+ be(v Au)+ bd(v Awv)
= ad(uAv) —be(uAv)
= (ad — be)(u Av)
= detS.(uAv)

= K.(uAv)
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olur. (5.36) denklemi yardimiyla
g(S(w)ANSw),unv) = g(K.(uAv),uAv)
= KguANv,uAv)
= K(g(u,u)g(v,v) — g(u,v)g(v,u)) (5.39)
= K. |luno|?
dir.
g(X NY,Z N W) = g<X7 Z)g<Y7 W) - g(Y7 Z)g(X, W)
esitligi yardimiyla
g(S(u) AN S(w),uhv) = g(S(u),u)g(S(v),v)
—9(S(v), u)g(S(u), v) (5.40)
olup. (5.39)ve (5.40) denklemleri yardimuyla
9(S(u),u)g(S(v),v) = g(S(v), u)g(S(u),v) = K(g(u,u)g(v,v) = g(u, v)g(v,u))

ve

bulunur. =

Teorem 5.15 M, E3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey olsun. Bu yiizey i¢in ortalama
egrilik

1
o=-
2

(Gl + En — 2Fm) (5.41)

EG — F?
dir.
Ispat. M, E3(—3) Sasaki uzaymda bir yiizey olsun. Bu yiizey icin sekil ope-

ratoriiniin matrisi

Gm—Fn En—Fm
EG—-F? EG—F?

GI—Fm Em—FI
g_ | BG-F?* EG-F?

seklindedir. Bu yiizey icin ortalama egrilik

1 1 /Gl—Fm+ En—Fm
i = §tr5_§< EG — F? )
0 - 1 Gl+ En—2Fm
) EG — F?

olarak bulunur. m
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Teorem 5.16 M, E*(—3) de bir yiizey olsun. S , M fizerinde sekil operatériiniin
matrisi ve x(M) in bir baz {u,v} olsun. Bu durumda H, M nin ortalama egriligi

olmak tizere

S(u) ANv+uAnSv)=2H uAwv, (5.42)
g(S(u) Av+uASw),unv)=2H.|luAv|?, (5.43)
20 — g(S(u)> u)g(v> U) B g(S(u)7 U)g(’U, u) + g(u> u)g(S(U)7 U) B g(S('U)v U)g('U, u)
g(u, u)g(v, U) - g(uv U)g(vv u)
(5.44)
olur.

Ispat. y(M) in bir baz1 {u,v} ve S(u), S(v) € x(M) oldugundan

S(u) = au+bv

S(v) = cu+dv
esitlikleri yardimiyla

SuyAv+uASw) = (au+bv) ANv+uA (cu+ dv)
= a(uAv)+bvAv)+cluhu)+duAnwv)
= (a+d)(uAv)

= 2H(uAw)
olur. (5.42) denklemi yardimiyla

g(S(u) Nv+uANSw),unv) = g2H(uAv),uAv)
= 2Hg(uANv,uAv)
= 2H(g(u,u)g(v,v) — g(u,v)g(v,u)) (5.45)

= 2H. |uAv|?
dir. Ayrica

g(Sw)Av+unSw),unv) = g(Su)Av,urv)+glunSw),uAv)
= g(S(u),u)g(v,v) - g(v,u)g(S(u),v) +

g(u, u)g(S(v), v) = g(S(v), u)g(v,u)  (5.46)
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olup. (5.45)ve (5.46) denklemleri yardimiyla

2H(g(u’ u)Q(”? U) - g(u’ U)g(vv u)) = g(S(u)’ u)g<v’ U) - 9(717 u)g(S(u), U) +
g(u, u)g(S(v), U) - g(S(U)v u)g(vv u)

20 — g(S(u), u)g(v, U) — g(S(u)7 U)g(’U, u) + g(“) u)g(S(U)7 U) — g(S(U)v u)g(vv u)
g(“? u)g(v, v) - g(“? U)g<v7 u)

olur. m

Sonug 5.1 M, E3(=3) de bir yiizey olsun. S , M iizerinde sekil operatériiniin
matrisi ve x(M) in bir bazi {X,, X,,} olsun. Bu durumda K, M nin Gauss egriligi,

H, M nin ortalama egriligi olmak tizere

K =
(X, Xu)g9(Xo, Xo) — 9(Xu, Xy)g( Xy, Xu)
B In —m?
~ EG - F?

ve benzer sekilde

g(S<Xu)a Xu)g(Xva Xv) - 9<S<Xu)7 X,U)g(X@, Xu) + g(Xw Xu)g(S(Xv)a Xv)

2H =
Q(Xm Xu).g(Xw Xv) - g(qu Xv)g(Xva Xu)
- 9(S(X,), X,)g(X,, X.)
g(Xua Xu)g(Xva Xv) - Q(Xm Xv)g(Xm Xu)
bulunur.

5.4 [E?""(-3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Kovaryant

Tiirev Operatorii
Tanmim 5.3 E?*"™(—3) hemen hemen kontak metrik manifoldunda

, 0ij +yiy; 0 —wi
Gab = Z 0 5@' 0

—Y; 0 1
18€
dij 0 Yi
g”b =1 0 51’]‘ 0



oldugu gorilir. Burada

kh(

1
F?j = 59 9in, 5 + Ghj, i T Gij, h)

Christoffel semboller: yardimayla

Vep(e) = §=—Vyee

Vee = —p(e) =V
Vep(e) = e= Vel

Vee = Veeple) = Vel =0

oldugundan X = x1e + zop(e) + 238 ve Y = yre + ya(€) + ys& vektor alanlary igin

VxY = Vx yie+yop(e) + ysé

= Vx (y1e) + Vx(y200(€)) + Vx(y3)

= Xlyle+uVxe+ X[yl ple) +42Vxele)
+X [ys] € +ysVx§

= Xlple+ X [ya]ple) + X [ys] €
FY1Varetarpe)tase€ T Y2 Ve taap(e) +ase P (€)
HY3Varetaap(e) tase

= Xple+ X [ya]ple) + X [ys] €
+y1(x1Vee + 22V yepe + 23V ee)
T2 (21 Vep(e) + 22V p(e) + 23Vep(e))
93 (21 Vel + 22 V(e)€ + 23Ve€)

ve

VxY = DxY + 126 — z1y30(e) + zay1€ + 2ayse — w3y10(e) + 3ys
= DxY —ys(z19(e) — x2¢) — z3(y10(€) — ya2€) + (212 — T2y1)
Y)o(X) = n(X)e(Y) — &(z2y1 — z13p2)
= DxY —n(Y)p(X) —n(X)p(Y) — g(X, o(Y))§
= DxY —n(Y)e(X) = n(X)e(Y) — dn(X,Y)¢ (5.47)

= DxY —n(Y)p(X)

olarak bulunur. Burada DxY = X [y1] e + X [ya2] p(e) + X [y3] € dur.
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5.5 [E?(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Gauss Egregium

Teoremi
Teorem 5.17 E*(—3) dzerinde bir

X : E? — E*-3)

(u’v) — X(uav) = (fl(u,v),fz(u,v),fg(u,v))

yuzeyi 1¢in Gauss-FEgregium teoremi

K E.G.+E 1 (EU) +(Gu> _ EG,+G
N 4F2@G E ‘267" ‘2Gg7" 4EG?
+3G — 772(%Xu +4X,) (5.48)

denklemi ile ifade edilir. Burada kullanilan degiskenler ispat i¢inde tamimlanmastar.

Ispat. M, E?(—3) de bir yiizey olsun. M nin parametrik ifadesi
X : E*— E*(-3)
(ua U) — X(U, U) = (fl(ua U)a f2(u7 U)a f3<'LL, U))
olmak iizere x (M) nin bir {X,, X, } lineer bagimsiz ciimlesini ele alalim.

Xy
Xy

(%fQ,u, %fl,u; %(f?),u - f2f1,u)>; (549)
(%fzv» %fl,v: %(f?),v - f2f1,v))

Simdi, sirasiyla, X, Xuw, Xou, Xop vektor alanlarim bulalim.

qu = vXu)(u
= (%f?,uu + %flyu(f?),u - fol,u))e + (%fl,uu - %f?,u(f?),u - f2f1,u))§0<6)
+<%f3,uu - %(fQ,ufl,u + fl,uqu))g- (550)

va = Vx X’U

v

= (%fQ,U’U + %fl,v(f&v - f2f1,v))€ + (%fl,vv - %flv(f&v - foLU))(p(e)

Hg s = 5Uaofi + Frunfo))E (551)
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Xuv - vaXu
= (%fluv + i(fl,vf&u + fl,ufS,v) - %f?fl,ufl,v)e
+ (%fl,uv - %(f?,vf?),u + f2,uf3,v) + if?(fl,uf?,v + f2,uf1,v)) 90(8)

+(%f3,uv - i(fQ,vfl,u + f2,uf1,v) - %fol,uv)é'- (552)

Xvu - VXUX”U
= (%flvu + i(fl,vf?;,u + fl,uf?),v) - %f2f1,uf1,v)e
+ (%fl,'uu - %l(fZ,vfIS,u + f2,uf3,v> + if2(f1,uf2,v + f2,uf1,v)> @(6)

+(%f37vu - i(f?,vfl,u + f2,ufl,v) - %fol,vu)g (553)

olup agikca goriiliiyor ki,
Xuv = Xvu

olur. Burada yukarida elde ettigimiz ikinci mertebeden tiirevler yardimiyla {i¢iincii

mertebeden tiirevleri elde edelim.
Xow = Vx, Xuu
= 3 o+ FranlFsn = Fofi) + fralfs = Fofia = franf))e
+% (fruw = fouw(fau = fofiu) = fou(f3u — foufiu — frunf2)) @(e)

+§(f3,uuv - f2,uvf1,u - fl,uva,u - fl,uuvf2 - fl,uuf2,v)§
—n(Xo)o(Xuw) — (X)) (Xo) — dn( Xy, Xouw)E.

—_

me = (%fzuuv + %fl,uv(f?),u - f2f1,u) + %fl,u(f?;,u'u - f2,vf1,u - fl,u'uf2)> €

+ (%fl,uuv - %f2,uv<f3,u - f2f1,u) - %fQ,u(f&uv - f2,vf1,u - fl,uva)) Sp(e)

+ (%f&uuv - %(fluvfl,u + fLuUfQ,u + fl,uuva + fl,uqu,U)) 5

_%(f?),v - f2f1,v) <_% (fl,uu - f2,u(f3,u - f2f1,u>) €
+ % (f2,uu + fl,u(fB,u - f2fl,u)) 90(6))

_1(f3,uu - f2,uf1,u - fl,uuf?) <_%f1,'ue + %f&v@(e))

2
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- <%f2,v(_%(fl,uu — fou(fsu — fofiu)) + %fl,v(%(fluu + fru(fau — f2f1,u))) €.

Xuuww degeri {e, p(e), £} baz vektorlerine gore diizenlenirse

%f?,uuv + %fl,uv(f?),u - f2f1,u) + %fl,u(f?,,uv — f2,vf1,u — fl,uva)
Ko = Y faw = fofto) From — Fou(fam — fofiu)) ¢
Lo (Fan — Foufiw — Fraunfs)

%fl,uuv - %f2,uv(f3,u - f2f1,u) - %f2,u(f3,uv - f2,vf1,u - fl,uva)
+ _ifQ,uu(f?),v — fafip) — zllfl,u(f&v — fofiw)(fau — fofiu) v(e)
_%f27v<f3,uu - fQ,ufl,u - fl,uqu)

%f?),uuv - %f&uvfl,u - %fl,uva,u - %fl,uuva - Lllfl,uqu,v
_lefQ,qu,v(f&u - f2f1,u) - %fl,vfluu - %fl,ufl,v(f&u - f2fl,u>

olup gerekli sadelestirmelerle

%f?,uuv + %fl,uvf?),u - %fl,uvf?fl,u + %fl,ufS,uv - %fl%uflv
X _%fl,ufl,uva) + lefB,vfl,uu - Z11f3,vf2,uf3,u + if?),vf2f2,uf1,u

wuy e
_ifol,vfl,uu + zllfol,vauf?),u - Allfgfl,va,ufl,u + Zlifl,vfii,uu

_%fl,UfQ,ufl,u - lefl,vfl,uqu

%fl,uuv - %f2,uvf3,u + %f2,uvf2f1,u - %fQ,uf?;,uv
+%f2,uf2,vf1,u + %fQ,ufl,uva - zllfQ,uuf&v + AllfQ,uqufl,v
—ifiufsofsu+ i fiufsofo+ 1frufsufofio — 1f2uf3 fio
_if2,vf3,uu + ifQ,va,ufl,u + lefQ,vfl,uqu)

%f3,uuv - %f2,uvf1,u - %fl,uva,u - %fl,uuva
+ _ifl,uqu,v - if?,uf?,vf?),u + if?,uf?,vf?fl,u) f (554)
_ifl,vfluu - ifl,ufl,vf&u + ifl%ufl,va)

olarak bulunur. Benzer mantikla
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Xuvu = vXuXuv

_ 1 f2,uvu + %(fl,vu(f&u - f2f1,u) + fl,v(f?),uu - f2,uf1,u - fl,uuf2)) e
2 +%(f1,uu(f3,v - f2f1,v) + fl,u(f?),vu - f2,uf1,v - fl,vuf?))

+1 fl,uvu - %(f?,vu(f&u - f2f1,u) + f?,v(f?),uu - f2,uf1,u - fl,uufZ)) (p(e)
2 _% 2,uu(f3,v - f2fl,v) + f2,u(f3,vu - f2,ufl,v - fl,vuf2

(
1 f?),uvu - %(fZ,vufl,u + f2,vf1,uu) - (fl,uvuf? + .f2,u.f1,uv)
+5 ¢

_%<f1,vuf2,u + fQ,uufl,v)
—1(Xu)P(Xuw) = 1(Xuw)(Xor) = dn(Xu, Xuw)€

ifadesi diizenlenirse

_%(fl,ufl,vflu - %fQ(fl,uufl,v + fl,vufl,u

%fl,uvu - i(f2,vuf3,u + f2,uuf3,v + f3,uuf27v + f&vuf?,u)
+ +if2,u(f1,uf2,v + fl,va,u) + %le(fZ,vufl,u + fl,uqu,v @(6)
+f2,uuf1,v + fl,vqu,u)

+ %f.ﬁ’),uvu - %(f2,vuf1,u + fl,uufZ,v + fl,vuf2,u + f2,uuf1,v) S
_%(fQ,ufl,uv + f2f1,uvu)

[ (~3 i+ Houfsnt Foufso)
—if2(f1,uf2,v + foufiw))e
(5 f2u0 + 5 (frofsu + frufsw)
\ — s fofrufie)ele)

_(%f&uv - ;l(flvfl,u + fl,va,u) - %fl,uvf2)(_%fl,u€ + %f?,uw(e))

+ {%f?,u (_%flﬂw + i(f?,vf?;,u + f2,uf3,v) - if?(fl,uflv + f2,uf1,v))

X . { %fQ,uvu + All(fl,vuf&u + fl,vf3,uu + fl,uufS,v + fl,ufS,Uu) } e

)

_%(f?),u - fol,u)

J

%fl,u <%f2,uv + i(fl,vf?),u + fl,ufS,v) - %f2f1,uf1,v) } f

4 )

%fQ,uvu + %lfl,vuf?),u + %1 3,uuf1,v + %lfl,uuf?),v + i S,qul,u
_%fl,ufl,va,u - %f?fl,uufl,v - %fol,vufl,u + zllfl,uvf&u
Xuwu = _%fl,uvafl,u — %fgiufzv — %f3,uf2,uf3,v + §f2f1,uf2,vf3,u e
+%f2f1,uf2,uf3,v + %foS,ufl,uva + %f?f?),uf?,ufl,v - %fgfiuflv

_%fngl,uflufl,v + ifl,uf?;,uv - %flz,qu,v - lefl,ufl,uvfé - %fl,ufl,vflu )
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+
+71lf2f1,Uf17vf37u - zl;f22f12,uf1,v -
\
( lf — lf fru—
5 J 3 uvu 4J20ul1lu
4 _%flufl,uv - %f2f1,uvu + if?,ufl,uv -

olup buradan

quv - quv =

_% (f3,u - f2f1,u) (fl,ufl,v + f27uf271,)

%fl,m;u - AllfQ,vuf&u - zllfQ,uuf?;,v -
+%1fl,uf2,uf2,v + ifl,vfiu + if?fl,qu,Uu + Allf2f2,vf1,uu
+if2f2,uufl,v + ifol,vuqu -
—sf5ufro = s fsufrufsn + 3 fafiafrofsu + 5 f2fTufsn

lef27uf3,uv + %fl,ufluflv

+}1f2,ufl,uvf2 + %fl,vfiu

lefl,uuflv - %fl,vuf?,u -
%fQ,uvafS,u - %fiuf&v
+%f2f2,uf1,uf2,v + %f2f22,uflﬂ) - zl;fl,UfZ,uv o

—sftufswo + 3 S 10

lef2,uvf3,u + }LfoQ,uvfl,u

lef3,uuf2,v -

if3,vuf2,u

Vs

if?,uufl,v

%fl,ufl,vfi&,u

+%f2,v (f3,u - f2f1,u)2

%flu (fl,ufZ,v - f2,uf1,v) + %fl,v <f37u — fgfl,u)Q
L fiu (fau — fofiw) (fs0 — fofi)

U = o) (R + f2.)

esitligi elde edilir. Burada {X,, X,} ortogonal oldugundan

g(Xua Xv) =0

1 1 1
Zf2,uf2,'u + Zfl,ufl,v + Z(f?),u - f2fl,u)(f3,v - f2f1,v) =0

olur.

_<f3,u - f2f1,u)(f3,v - f2f1,v) = fl,ufl,v + f2,uf2,v

ve

f12,u + f22,u =4E — (f?),u - f2f1,u)2
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_%fl,u (fl,ufZ,v - f2,uf1,v) - %fQ,u (f?),v - f2f1,v) (fS,u - f2f1,u)

e



esitlikleri X, — X, esitliginde yerine yazilacak olursa

+%f2,v (f3,u - f2fl,u)2

%fQ,u (fl,uf?,v - f2,uf1,v) + %fl,v (f3,u - f2f17u)2
* 1 p(e)
_§f1,u (f3,u - f2f17u) (f3,v - f2f1,v)

N { Y (fan— Fofin)? (o — fofin) } .
+3 (

me — quv — { _gfl,u (fl,uf?,v - f2,uf1,v) - %fZ,u (f3,v - f2f1,v) (f3,u - f2f1,u) } .

fso = fof10) (4E = (f3u — f2f1,u)2)

ifadesi diizenlenirse

Xos — Xy = =2 fiu (Frufow — foufio) — £ fou (fa0 _2f2f1,'u) (fau — f2S1u) .
+%f2ﬂf (f?),u - f2f1,u)

2 fou (frufow — foufrw) + S10 (fou — fofiu)’ o(©)
_%flﬂl (f3,u - f2f1,u) (f3,v - f2f1,v)

+ {
+ { § (o = fofia)’ (foo = Jofro) } ¢

_% (fS,u - f2f1,u)2 (f3,v - .fol,v) + %E (f?),v - f2f1,v)

veya

quv - quv - (fl,uf?,v - f2,uf1,v) <_%f1,ue + %f2,7ﬁp<€))

= fahi) G — o) { P T2IPO
+§ (f?),u - f2f1,u)

A~ w

7 s Pl (Gose + 5 Frap(e) + 5 (oo = 1) )
FSE (fo — fafi0) €

2

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

sonucu elde edilir. X, — X0 esitliginin X, bilegeni yardimiyla yiizeyin K ortalama
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egriligini bulmaya caligalim.

9 (Xuuw = Xuw, Xo) = 9 (39 (Xu, (X)) 0(Xu) — n(Xu)n(Xy) Xy
+17 (X)X + 1(X,) EE, X,)
= 39 (Xu, p(X0)) 9 (p(Xu), Xo) — n(Xu)n(Xo)g (Xu, Xo)
+i (Xu)g (X, Xo) +1(X,) Eg (€, X,)

= —3¢° (Xu, o(X,)) +7°(X)G + 1*(X,) E (5.56)
olarak bulunur. Diger taraftan {X,, X,} ortogonal ve N = \\Qﬁ%\\dmak iizere

{ X4, Xy, N} ortogonal bazdir. Dolaysiyla

qu = alXu + G,QXU + CL3N

Xw = b X, +b0X,+b3N
X = X, + X, +cN
N, = diX,+ dy X,

Nv = €1Xu+€2Xv

bi¢iminde yazilabilir. ¢ (X,,X,) = F denkleminde u parametresine gore tiirev

aliirsa

Eu = g (vXuXLH Xu) +g (Xua vXuXu)

= 29 (Xuu, Xu) - (5.57)
g (X4, X,) = 0 denkleminde u parametresine gore tiirev alinirsa
0 - g (VXuX'UJ XU) + g (XUJ vXuXU)

= g (quaX'u) + g (qu Xvu) 7X’LL'U = X’vu

= g (qu7 Xv) +4g (Xua Xuv) .
g (Xy, X)) = E denkleminde v parametresine gore tiirev alimirsa
E, = g (vaXuv Xu) +g (Xu> vXUXu)

= 29 (Xum Xu)

= =29 (Xuu, Xy) (5.58)
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esitlikleri elde edilir.

= g (alXu + a2Xv + G3N, Xu)
= mg (Xw Xu)

= (llE

oldugundan (5.57) ve (5.59) denklemleri yardimiyla

B,

“ T 9E

olarak bulunur. Benzer mantikla, sirasiyla, as ve ag degerleri de

g (XU/UJ X’L))

= g (alxu + a2X'U + CL3N, Xv)
= Q29 (in Xv)
= GQG

olup (5.58) ve (5.60) denklemlerinden

ve
9 (X, N)
dir. Sonug olarak
Xuu
bulunur.
9 (Xuws Xu)

olup (5.58) ve (5.62) den dolay1

g = —

2G

= g (CLlXu + GQXU + G3N7 N)

= GSQ(NaN)

= |
E E

= 2X, — —2X N
27" 2@ vl

= g (leu + b2Xv + b3N, Xu)
= blg<Xu7 XU)

- blE

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)



dir. Benzer mantikla, sirasiyla, by ve bs degerlerini bulalim.

g (Xum Xv) = g (leu + b2Xv + b3N7 Xv)
= b2g(XU7Xv)
- b2G

dir. ¢ (Xy,X,) = 0 denkleminde v parametresine gore tiirev alinirsa

0 = g (vaXua Xv) +9 (Xu> VXUXU)
- g(Xuva) + g(Xvav)

- Q(an Xv) + Q(an Xu)
ve g (X,, X,) = G denkleminde u parametresine gore tiirev alinirsa

Gu = g (vXuXva) +9 (XU7 vXuXv)
= 2g(XuU7XU)

- _29(Xm;7 Xu)

olup (5.63) ve (5.64) den dolay1

ve

g(XuvaN) = g(leu+b2Xv+b3N7N)
- ng(N, N)

= m
olarak bulunur. Sonug olarak

E, G,
Xy + =X, +mN

Xuv = 5~
2F 2G

egitligi elde edilir. Simdi ¢y, ¢ ve c3 degerlerini bulalim.
9 (X, Xu) = g(a1 Xy + Xy + 3N, X,)

= Clg(Xm Xu)

== ClE
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(5.64) ve (5.65) den dolay1
_Gu
2K

olur. g (X,,X,) = G denkleminde v parametresine gore tiirev alinirsa

C1 =

Gv = g (vaXva Xv) + g (Xm vXU—X'v>
= 29(Xyp, Xo) (5.66)

olup

g (XU'U7 Xv) = g (ClXu + CQXU + C3N7 Xv)
= CQg(Xm Xv)
— &G (5.67)

dir. (5.66) ve (5.67) den dolay1

ve

g(vaaN) = g(chu+C2Xv+C3NaN)
- ng(N, N)
= 03

= N

olur. Sonug olarak

G, e}
X, = -2ty 4+ vy LN
w= Tgptut gt

esitligi elde edilir.
g(Nua Xu) - g(leu + dQXva Xu)
= dlg(Xu; Xu)
— dE (5.68)

dir. g (X,, N) = 0 denkleminde u parametresine gore tiirev aliirsa
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olup (5.68) ve (5.69) denklemlerinden

olur. Benzer yolla

g(NuaXv) - g(leu +d2XvaXv)
- d2g(Xv7Xv)
- d2G

dir. g(X,, N) =0 denkleminde u parametresine gore tiirev alinirsa

0 = g(vXuXvaN)+g(Xv7vXuN)
= g(Xvqu)+g(Xv7Nu)

= m+g(Xv7Nu)

olup (5.70) ve (5.71) denklemlerinden

olarak bulunur. Sonug olarak

oldugu goriiliir.

g(va Xu) - g(elXu + 62Xva Xu)
- €1g(Xu, X’M)
= €1E
dir. ¢ (X,, N) =0 denkleminde v parametresine gore tiirev alinirsa
= 4g (Xuv7 N) + g (Xu, Nv)
= m+ g (Xm NU)

olup (5.72) ve (5.73) denklemlerinden

€1 = —
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olur. Benzer yolla

g(vaXv) = g(€1Xu+e2Xv7Xv>
= €2g(XvaXv)

= G (5.74)
dir. g(X,, N) =0 denkleminde v parametresine gore tiirev alinirsa

0 = g(Vx, Xy, N)+9g(X,,Vx,N)
= g(vaaN)+g(Xv;Nv)

= n+g(X,,N,) (5.75)

olup (5.74) ve (5.75) denklemlerinden

0, — n
e
olur. Sonug olarak
N, = ——X, — =X,
elde edilir.
Xuw = Vx,Xuu
= VXU(QE—EXU QEGX +IN)
= vXU(QEE)X +5E ». va(fG)X fG Xy + Vx, IN +1Vx, N
= (2EE)X +5EX —(f—é)va ZEGX»UM—ZNJrlN
_ (2EE)UXH+§]—E <2EEX +§GX +mzv) (fé)vxv
EG ( 2GEX“ n ;;GX —|—nN> FILN 41 (—%Xu - %X)

B (Eu)+EE+EvGu Im %
- 2OF 4F2 4EG E b

E,G v E.G, In
{4 AG? _E}X”

RE }N
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ve

Xuvu = Vx Xuv

u

= VXU(QEEX —|—2GGX +mN)
= vxu(fE)X +2EE uXu+qu(§G)X +§G X, Xo+ Vx,mN+mVy N
- (fEJ X, +fEqu+<fG> X, +fGXw+muN+mN
—l—GCuTY (EvX SGX —i—mN> +muN+m(—éXu—ng>
EU BB, BGy Im
B {2E 2+4EG_F}X“
2 2
{ 1EG 6(1;) +4G_c;2_%}X”
)

denklemleri yardimiyla

E E
Koo — Xuvw = (=), — (=), b x

{EuGu—i—Eg (Ev) (Gu) E,G,+ G? ln—mQ}X
4EG 267" 2G7" 4G G !
{mEu—lE,U _NEv+mGu+l o }N
2F 2G v “

ve Xyuww — Xuoy esitliginin X, bilegeni

E.G,+ E? E,
AEG - (ﬁ)v - (2G)u
E,G,+G?> In—m?
42 G

g (qu'u - Xumu Xv) =

olarak bulunur. Burada (5.56) ve (5.76) ifadelerinin esitliginden

E.G,+ E? E,

—iEc (ﬁ)v - (@)u
E,G,+G? In—m?

42 G

_392 (Xw QO(XQJ)) + 772(Xu)G + 7]2(XU)E =

ve
In—-m*>  E,G,+E? _(&) B (ﬂ) B E,G, + G?
G N AEG 2G7" ‘2G7" 4G2
+39% (Xu, (X)) — *(X0)G — n*(X,)E
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olur. Her iki taraf % ile carpilirsa

In —m? B EuGu+E§_1 (EU) +(Gu> _EUGU—I—Gi
EG 4F2@G E |'2G7"  ‘2G’" 4EG?
3 2 G 2 2
(X, 0(X,)) — =n*(X,) — n* (X
+E9( w P(Xy)) En( w) — N Xy)

F = 0 olan bir yiizeyin Gauss egriligi

In —m?
K ="%¢
oldugundan
E.G,+E* 1 (, E, G, E,G, + G?
K= —pe @ {%% - %%} T i
3 G
+E92 (Xu, p(Xo)) — EUQ(Xu) - UQ(XU) (5.77)

olur. Diger taraftan

{fj—%, \)/%, X\;%” } ortonormal bazini kullanarak & vektor alanini

e Xy K KX,
"VE VG U VEG

esitligini g metrigine gore, sirasiyla, X,, X,, X,AX, ile carparak A;, A2, A5 degerlerini

bulalim.

Xu Xy Xu N X,

yXy) = g M—=+X—=+ A , Xy
g(g ) g( 1\/E 2\/@ 3 \/m )
= MVE
ve g(&, X)) = n(X,) oldugundan
M = —=n(X,)
1 \/EU u
olur. Benzer sekilde
Xy Xy Xu N Xy
X)) = gMi—=F+o—=+3——, X,
g(£ ) g( 1\/E 2 G 3 \/E )
= MWVG
ve g(&, X,) = n(X,) oldugundan
Mo = —p(X,)
2 \/577 v



olarak bulunur. Ayrica

X X X, NX
CXu A X, Mo+ Ao + Ay Xy A X,
g(f ) g( 1\/E 2 G 3 \/m )
= MVEG

ve

9(& Xu N Xy) = det(Xy, Xy, §)
= —det({, Xy, Xu)
= —g(p(Xy), Xu)
= 9(Xu, (X))

esitligi yardimiyla

1
>\3 = \/T—Gg(Xuv @(Xv))

olur. ¢ birim vektor alan1 oldugundan

1 1 1
2 2 2 L 2 2 2 =
esitligi yardimiyla
L (Xa0l(X,) = G — SP(X,) = 7(X,)
E uy v E u v

olur. Bu sonug (5.77) esitliginde yerine yazlirsa

TekaSTe
+3G — 772(%)@ +4X,)

4F2G E

g o= BGtB L[ B, Gy EG+G,
N AF2(@ E | 2G7" 267" AEG?
3G G
+3G — =1 (Xu) = 30 (X,) — =17 (Xu) — (X))
E E
E,G,+E* 1 ( E, G, E,G, + G?
K= ""pa ~F {<ﬁ)”+ (ﬁ)“} T TR
4G
+3G - _772(Xu) - 4772<Xv)
2
K - EG,+E; 1 {<EU

Gu) | _ FuGo+ G}
. 41EG?

olur ki, yiizeyin Gauss egriligi sadece birinci tiirevler cinsinden yazilmig olur. Bu da

Gauss'un Muhtesem (Egregium) Teoreminin Kontak manifoldlardaki ifadesi olur. m
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Sonug 5.2 E3(—3) dizerinde bir

X : E? — E}-3)

(U,U) U X(u,v) = (fl(u,v),fg(u,v),fg(u,v))

ylizeyi i¢in %Xu +4X, vektori “Kontak Distribution” da yatan bir vektor alany ise

bu yiizey i¢in Gauss-FEgregium teoremi

K

EG.+E 1 (&)H@)
2G77 267

4E2(3 E
E,G, + G?

olur.

Ispat. E3(—3) tizerinde bir X (u,v) yiizeyi icin %X, + 4X, vektorii “Kontak Dis-

tribution” da yatan bir vektor alani ise

4G 4G

olur. Bu esitlik Teorem 5.17 de kullanilirsa kolaylikla

E.G.+E? 1 (,E, G, E,G, + G2
K‘W‘E{(%)”Hﬁ)“}_TmHG

oldugu goriiliir. m

5.6 [E?(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Egri-Yiizey
ikilisinin Egrilikleri

Tanim 5.4 E3(—3) Sasaki uzayinda bir M yiizeyi i¢inde birim hizl bir o : [ — M
egrist verilsin. Yiizeyin birim dik vektor alant N olsun. « egrisinin birim teget vektor

alanay o/ (s) =T olmak tizere

(Noa)NT =Y

esitligiyle tanimlanan Y wvektor alamant gézonine alalim. {T'(s),Y (s), (N o a)(s)}
ciimlesi T E*(—3) uzaywman ortonormal bir tabam olur. Bu tabana (o, M) egri-
ylizey kilisinin catisy denir.
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Tanim 5.5 «: 1 — M, E}(—3) Sasaki uzaymnda birim hizl bir egri olsun.

Fn(s) = g((VrT)(s), (N o a)(s))

egitligiyle belirli k,(s) saysina, (o, M) egri-yizey ikilisinin «(s) noktasindaki nor-

mal egriligi denir.
Tanim 5.6 «: 1 — M, E*(—3) Sasaki uzayinda birim hizl bir egri olsun.

rg(s) = g((V2T)(s),Y ())

egitligiyle belirli ry(s) sayisina,(o, M) egri-yuzey ikilisinin a(s) noktasindaki geo-

dezik egriligy denir.
Tanim 5.7 «: [ — M, E3(—3) Sasaki uzaynda birim hizl bir egri olsun.
tr(s) = —g(Vo(N o a)(s),Y(s),)

egitligiyle belirli t.(s) saysina,(c, M) egri-yiizey ikilisinin «(s) noktasindaki geo-

dezik burulmasi denir.

Tanim 5.8 « : [ — M, E*(—3) Sasaki uzayinda birim hizl bir egri olmak iizere

Kn, kg, ty fonksiyonlarna (o, M) egri-ylizey tkilisinin egrilikleri denir.

Teorem 5.18 E*(—3) de bir M yiizeyi i¢inde birim hizl bir o : I — M egrisi

verilsin.(a, M) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri k,, kg4, t,. olmak tzere

vrT 0 Kg FKn T
VTY = —HRy 0 t, Y
vrN —Kp, —t, 0 Noa
veya
VT = KgY + kp(Noa)
VY = —kr,+1t.(Noa)
vrN = —k,T —tY
dir.
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Ispat. {T,Y, N} ciimlesi T,,(s)(E®(—3)) uzaymimn ortonormal bir tabani oldugundan

VTT = alT + CLQY + CZ3N
VY = 0T+ bY + 03N

VTN = ClT + CQY + CgN
olarak yazilabilir.

g(vrT,T) = glaiT + asY +asN,T)
= ag(T,T)+ ag(T,Y) + as19(T, N)

= Q.

a birim hizh oldugundan ve ||o/(s)|| = |T|| = g(T,T) = 1 oldugundan

g(T,T) = 1 denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa
g(veT,T) +g(T,veT) = 0
29 (V+T,T) = 0
g (VTT, T) = 0.
(5.82) ve (5.83) denklemlerinden
a] = 0
olur. Ayrica
g<vTT7 Y) = g(alT + a2Y + a3N7 Y)
= wg(T,Y) +axg(Y.Y) + azg(N,Y)

=
ve Tamim 5.6 dan g(V77T,Y) = k, oldugundan

as = Ky
oldugu goriiliir. Benzer mantikla

g(vTTaN) = g(alT+&2Y+a3N>N)
= alg(T’N)+a29<KN)+a3g(N’N)

= a3
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ve Tanim 5.5 den g(V7T, N) = k,, oldugundan
as = kKnp
olup aq, as ve az degerleri (5.79) denkleminde yerlerine yazilirsa
VT = KkgY + kp(N o )
esitligi dogrulanir. Benzer sekilde

g(VTY, T) = g(blT + bQY + b3N, T)
= by (5.84)

g(T,Y) = 0 denkleminde her iki tarafin tiirevi alimirsa

g (vav T) + g (Y7 vTT‘) = 0
g(VrY, T)+k, = 0
g(VrY,T) = —k,. (5.85)

(5.84) ve (5.85) denklemlerinden

olur. Ayrica

g(vrY,Y) = g(0iT +bY +b3N,Y)
= by (5.86)

g(Y,Y) = 1 denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa

g (vaa Y) + g <Y7 VTY) =0
29 (V7Y,Y) = 0

g(VrY,Y) = 0 (5.87)
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olup (5.86) ve (5.87) denklemlerinden
b2 == 0
elde edilir. Diger yandan

g(VTY, N) = g<b1T+b2Y‘|‘b3N, N)
= by (5.88)

ve g(Y, N) = 0 denkleminde her iki tarafin tiirevi alinarak

g(VTY,N)—i-g(Y,VTN) =0
g(V2Y,N)—t, = 0

g(VrY,N) = t, (5.89)
oldugundan (5.88) ve (5.89) denklemlerinin esitliginden
by = t,
olup by, by ve bg degerleri (5.80) denkleminde yerlerine yazilirsa
VrY = —k,T+t.(Noa)
esitligi dogrulanir. Son olarak

g(VTN, T) = g(ClT + CQY + CgN, T)
= Clg(T> T) + 629(}/7 T) + ng(N, T)
= o (5.90)
ve g(N,T) = 0 denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa
g(vTNaT)+g(N7vTT) =0
g(VrN.T)+ Kk, = 0
g(VrN,T) = —k, (5.91)

oldugundan (5.90) ve (5.91) denklemlerinin esitliginden

C1 = —Kp
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olur. Ayrica
g(VrN,Y) = g(aT + Y + 3N, Y)
= 19(T,Y) 4+ c9(Y,Y) 4+ c39(N,Y)
= ¢
ve Tanim 5.7 den ¢(VrN,Y) = —t, oldugundan
co = —t,
elde edilir.

g(VrN,N) = g(caiT+ c2Y +¢3N, N)
= 19(T,N) + ca9(Y,N) + c39(N, N)
= C3. (592)

g(N,N) =1 denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa
g(VeN,N)+g(N,veN) = 0
29 (VrN,N) = 0
g(VeN,N) = 0 (5.93)

oldugundan (5.92) ve (5.93) denklemlerinin esitliginden

c3=20
1, o ve cg degerleri (5.81) denkleminde yerlerine yazilirsa

VrN = =k, T —t.Y

esitligi dogrulanir. m

Tamim 5.9 « : I — M, E3(—=3) Sasaki uzaynda birim hizly olmayan bir egri ve
bu egriden elde edilen birim izl egri 5 olsun. (B, M) egri-yizey ikilisinin ¢atise
{TY, Y1 (N o 3)} olduguna gére,
T(t) = T'(f(t))
Y(t) = Y'(f(t))
N(a(t)) = N(B(f(1)))



egitlikleriyle tanimlanan, {T,Y, (N o «)} cimlesine, (o, M) ikilisinin ¢atisy denir.
(B, M) egri-ytizey ikilisinin egrilikleri r,,, kg, ,t;, olduguna gore («, M) ikilisinin

egri-ytizey ikilisinin egriliklers

kn(t) = Ko, (f(1))
Ko(t) = ke (f(1))
t?“(t) =ty (f(t))

esitlikleriyle tanimlanan K, kg, t, fonksiyonlaridar.

Teorem 5.19 « : [ — M, E3(=3) Sasaki uzaymda bir egri (o, M) egri-yiizey

ikilisinin egriliklert Ky, kg, t, olduguna gdre, ||| = f' = v olmak tizere

1
Rp = 0—29(04”7(]\[001))
1
Ky = U—Qg(o/’,Y)
1
b= —fg(Noa),v)
v

dir.

Ispat. f(t) = s olmak iizere,

dir.

oldugundan

ve buradan,

() = ' (t)(B" o f)(t) + v(®) ' (1)B"(f (1) = v'(1)B'(s) + v* ()" (s)

bulunur. Bu esitlikten




elde edilir. Buna gore

Ko (t)

oldugundan

olur. Diger yandan

oldugundan

olur. Ayrica

Kg(t)

tr(s) = —g((N o B)(s),Y(s))
—9((N o B)'(s),Y(t))



oldugundan

elde edilir. =

Sonug 5.3 E3(—3) Sasaki uzayinda bir o : I — M egrisi verildiginde, (o, M)

egri-ytizey ikilist i¢in,

VT = v{k,Y + K, (Noa)}
vrY = v{-rT+t(Noa)}

VrN = v{-k,T—-1tY}
dir.

Sonug 5.4 E3(—3) Sasaki uzayinda bir o : I — M egrisi verildiginde, (o, M)
egri-ytizey ikilist i¢in,
1
Rp = _g<vTT7 (NOO())
v
1
kg = EQ(VTT, Y)

1
by = _Q(VTK(NOQ/))
(%

dir.
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