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ÖZET

Doktora Tezi

KONTAK GEOMETR·IDE YÜZEYLER TEOR·IS·I

·Ismail GÖK

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. H. Hilmi HACISAL·IHO¼GLU

Bu doktora tezi beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm tezimin giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, önbilgiler ve di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬mlar, lem-
malar ve teoremler kaynaklar¬ile birlikte verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Kontak geometri ile ilgili temel tan¬mlar, lemmalar ve teoremler
kaynaklar¬ile birlikte verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Baikousis ve Blair�in 1991�de yapt¬klar¬makalede yer alan çal¬̧s-
malar¬na ve bu makalenin Lorentz kaŗs¬l¬¼g¬n¬ incelemi̧s olan Camc¬�n¬n elde etti¼gi
sonuçlara yer verilmi̧stir. Ayr¬ca Camc¬ve Gök taraf¬ndan elde edilen bir teorem de
bu bölümde ispat¬ile birlikte yer almaktad¬r.

Bu çal¬̧sman¬n orijinal k¬s¬mlar¬son bölümde verilmi̧stir. Bu bölümde E3(�3) Sasaki
uzay¬nda Camc¬taraf¬ndan yap¬lan vektörel çarp¬m tan¬m¬ve özelikleri verilmi̧stir.
Ayr¬ca, E3(�3) Sasaki uzay¬nda herhangi bir yüzeyin şekil operatörü matrisi, Gauss
e¼grili¼gi, Ortalama e¼grili¼gi ve en önemlisi ilk kez E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey
için Gauss Egregium teoremi elde edilmi̧stir.

2010 , 153 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kontak geometri, Kontak manifold, Kontak yap¬, Kontak
metrik manifold, Kontak form, Hemen hemen kontak manifold, ·Integral alt mani-
foldu, Sasaki manifoldu
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SURFACES THEORY IN CONTACT GEOMETRY
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This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries, some necessary de�nitions, lemmas and theo-
rems that will be needed for later use are given.

In the third section, contact geometry, the basic de�nitions, lemmas and theorems
been provided with resources.

In the fourth section, the results of the Baikousis and Blair�s article in 1991 and its
extension to Lorentz space are given by Camc¬. Furthermore, the proof of a theorem
which was obtained by Camc¬and Gök is given in this section.

The original part of this study are given in the last section. In this section, de�nition
of the vector product and its features in E3(�3) Sasaki space, de�ned by Camc¬,
are given. Moreover, E3(�3) Sasaki space for any surface shape operator matrix,
Gaussian curvature, mean curvature, and most importantly the �rst time, E3(�3)
Sasaki-space surface for Gauss Egregium theorem is obtained.

2010 , 153 pages

Key Words: Contact geometry, contact manifold, contact structure, contact met-
ric manifold, Contact form, Almost contact manifold, integral submanifold, Sasaki
manifold
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

Mn n-boyutlu Riemann manifoldu

� kontak 1-form

(M; �) kontak manifold

('; �; �) hemen hemen kontak yap¬

(M;'; �; �) hemen hemen kontak manifold

('; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik yap¬

(M;'; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik manifold

D;r Riemann koneksiyonlar¬

A� şekil operatörü

R Riemann e¼grilik tensörü

K bir yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

H bir yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

^ kontak manifoldlarda vektörel çarp¬m

[ ; ] Lie (Bracket) operatörü

�kij Chrissto¤el sembolleri
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1. G·IR·IŞ

Kontak geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton taraf¬ndan

yap¬lan çal¬̧smalar ile ortaya ç¬km¬̧st¬r. Kontak dönüşümler teorisi daha sonralar¬S.

Lie taraf¬ndan baz¬diferensiyel denklemlerin çözümünü bulmak için geli̧stirilmi̧stir.

Daha sonra Japon matematikçi S. Sasaki ilk kez 1960 y¬l¬nda bir kontak mani-

fold yap¬s¬olan ve daha sonra kendi ad¬ile an¬lacak olan Sasaki manifold tan¬m¬n¬

yapm¬̧st¬r. Kontak geometri günümüzde de pek çok matematikçinin ilgisini çekmek-

tedir. Doktora çal¬̧smam süresince özelikle D.E. Blair�in kitap ve makaleleri, Japon

matematikçi K. Yano�nun kitaplar¬çok yararl¬olmuştur. Ayr¬ca yüzeyler teorisini

oluşturabilmem için e¼griler teorisini iyi bilmem gerekti¼gini düşündü¼gümden Çetin

Camc¬�n¬n doktora tezini ayr¬nt¬lar¬yla okudum. Bu sayede tezimin geli̧smesinde

çok önemli ad¬mlar att¬m. ·Ilk kez kendisi taraf¬ndan bir makalesinde ortaya at-

t¬¼g¬Kontak manifoldlarda �Vektörel çarp¬m� tan¬m¬n¬kullanarak tezimin temelini

oluşturdum. Ayr¬ca Baikoussis ve Blair, 1994�deki çal¬̧smalar¬ile �E3(�3") Sasaki

uzay¬nda N2(c) silindirinde yatan herhangi bir Legendre e¼grisi 1-tiplidir ancak ve

ancak Legendre e¼grisi sabit e¼griliklidir.�önermesini ispatlam¬̧st¬r. Camc¬ise tezinde

bu teoriyi herhangi bir sonlu tipte e¼gri için de ispatlam¬̧st¬r. Camc¬ tezinin bu

bölümünde N2(c) silindirinde yatan herhangi 1-tipinde e¼grinin sabit e¼grilikli olmas¬

gerekti¼gini fakat bunun tersinin olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Daha sonra bu teori üze-

rinde ortak çal¬̧smam¬z sonucu Baikoussis ve Blair�in �E2n+1(�3) Sasaki uzay¬nda

kompak integrallenebilir alt manifoldunun 1-tipli olmas¬için gerek ve yeter koşulun,

alt manifoldun N2n(c) silindirinde minimal olmas¬d¬r.� şeklinde verdikleri öner-

meyi �N2n(c) silindirinde yatan alt manifoldun 1-tipli olmas¬ için gerek ve yeter

koşul alt manifoldun silindirde minimal olmas¬d¬r.� şeklinde geli̧stirdik. Tezimin

4. bölümünde bu teorimiz ile ilgili teoremi (Teorem 4:3) ispat¬ile birlikte verdim.

Üstelik teorinin geli̧sim sürecinin daha iyi takibi için bu bölümde, önceki teorilere

Camc¬�n¬n doktora tezinden yararlanarak ispatlar¬ile birlikte yer verdim.

Öklid uzay¬nda e¼griler ve yüzeyler ile ilgili pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Bu konuda

Gauss�un pek çok çal¬̧smalar¬vard¬r. Hatta Gauss�un Egregium ve Gauss-Bonnet
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teoremleri matemati¼gin en güzel teoremlerinden ikisidir. Bu teoremler matematikte

pek çok uygulama alan¬da bulmuştur. Gauss gibi pek çok matematikçinin e¼griler ve

yüzeyler teorisinin geli̧simine katk¬lar¬olmuştur. Baikoussis ve Blair göstermi̧slerdir

ki, E3(�3) Sasaki uzay¬ndaki Legendre e¼grileri üç boyutlu Öklid uzay¬na göre daha

do¼gal e¼grilerdir. Benzer şekilde görebiliriz ki, E3(�3) Sasaki uzay¬ndaki integral

yüzeyleri 3 boyutlu Öklid uzay¬na göre daha do¼gal yüzeylerdir. Kontak geometrinin

�zik, optik, mekanik, kontrol teori gibi pek çok alanda uygulamas¬vard¬r (Gieges

2001, Camc¬2007). Bu aç¬dan da bak¬ld¬¼g¬nda kontak geometride e¼griler ve yüzeyler

teorisi önem kazanmaktad¬r. Bu tür bir alanda e¼griler teorisi çal¬̧smak bile yete-

rince zor iken yüzeyler teorisi çal¬̧smak daha da zordur. Bizim bu tezde yapt¬¼g¬m¬z

incelemeler ve orijinal teoriler �Vektörel çarp¬m�tan¬mlamas¬ile mümkün olmuştur.

Bu yüzden bu çal¬̧sman¬n 5. bölümünde Camc¬ taraf¬ndan tan¬mlanan �Vektörel

çarp¬m�tan¬m¬ile ilgili teoremler ispatlar¬ile birlikte verilmi̧stir. Ayr¬ca bu bölümde

E3(�3) Sasaki uzay¬nda herhangi bir yüzeyin şekil operatörü matrisi, Gauss e¼grili¼gi,

Ortalama e¼grili¼gi ve bence en önemlisi ilk kez R3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey için

Gauss Egregium teoremi elde edilmi̧stir. Bu sebepten dolay¬tezimizin 5. bölümü

genelde orijinal sonuçlar¬m¬z için kullan¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖNB·ILG·ILER

2.1 Riemann Manifoldu ve Riemann Koneksiyonu

Tan¬m 2.1 (Riemann metri¼gi): M bir C1 manifold olsun. M üzerinde tan¬ml¬

bir g simetrik bi-lineer formu pozitif tan¬ml¬ise

g : �(M)� �(M)! C1(M;E)

şeklinde tan¬ml¬bir (0; 2) tipinde g metrik tensörüne M de Riemann metri¼gi ad¬

verilir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2 (Riemann manifoldu): M bir C1 manifold olsun. M üzerinde bir

g Riemann metri¼gi tan¬mlanabiliyorsa (M; g) ikilisine bir Riemann manifoldu

denir. E¼ger g Riemann metri¼ginde pozitif tan¬ml¬l¬k aksiyomu yerine non-dejenere

aksiyomunu sa¼gl¬yorsa (M; g) ikilisine bir yar¬-Riemann manifoldu denir (Hac¬sa-

liho¼glu 2003).

Teorem 2.1 V vektör uzay¬n¬n bir baz¬fe1; e2; :::; eng olsun.

"i = g(ei; ei)

olmak üzere 8X 2 V vektörü

X =
nX
i=1

"ig(X; "i)"i

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.3 (Kovaryant türev): Bir Riemann manifoldu M ve M üzerinde bir

Riemann koneksiyonu D olsun. D nin M ye ait bir bölge üzerindeki

D : �(M)� �(M)! �(M)

bi-lineer dönüşümü 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8f; h 2 C1(M;E) için

i) DX(Y + Z) = DXY +DXZ

ii) DX+YZ = DXZ +DYZ
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iii) DfXY = fDXY

iv) DX(fY ) = fDXY +X(f)Y

özeliklerini sa¼gl¬yorsa D ye M üzerinde tan¬ml¬bir a�n koneksiyon veya kovaryant

türev ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 2003).

Tan¬m 2.4 (Levi-Civita koneksiyonu): (M; g) bir Riemann manifoldu ve D de

M üzerinde tan¬ml¬ bir a�n koneksiyon olsun. O zaman 8X; Y; Z 2 �(M) olmak

üzere D dönüşümü

i) DXY �DYX = [X;Y ] (s¬f¬r torsiyon özeli¼gi)

ii) Zg(X;Y ) = g(DZX; Y ) + g(X;DZY ) (D nin metrikle ba¼gdaşabilme özeli¼gi)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa D ye M nin Levi-Civita koneksiyonu denir (Hac¬saliho¼glu

2003).

Tan¬m 2.5 (Şekil operatörü): M ve M , s¬ras¬yla, n ve n + k boyutlu Riemann

manifoldlar¬olmak üzere M , M nin alt manifoldu olsun. M de normal birim vektör

alan¬ " ve DX" n¬n te¼get ve normal bileşenleri, s¬ras¬yla, �A"(X) ve r?
X" olmak

üzere,

A : �(M)� �?(M)! �(M)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r. Böylece;

DX" = �A"(X) +r?
X" (2.1)

biçiminde tan¬ml¬denklemeWeingarten denklemi ad¬verilir. Burada A" ya şekil

operatörü, r? ifadesine de M nin normal demetindeki koneksiyon ad¬verilir

(Hac¬saliho¼glu 2003).

2.2 Dönüşümlerin Yar¬Grubu

Tan¬m 2.6 (Dönüşümlerin yar¬grubu): S bir topolojik uzay ve � da S den S

ye dönüşümlerin cümlesi olsun. Aşa¼g¬daki özelikleri sa¼glayan � cümlesine, S topolo-

jik uzay¬n¬n dönüşümler yar¬grubu denir.

1) 8f 2 � dönüşümü, U; V � S aç¬k alt cümleler iken f : U ! V şeklinde homeo-

mor�zimdir.
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2) Şayet f 2 � ise f fonksiyonunun tan¬m cümlesinin her aç¬k alt cümlesine k¬s¬t-

lan¬̧s¬da � dad¬r. Yani; U; V � S aç¬k alt cümleler olmak üzere

f 2 �; f : U ! V; U
0 � U (aç¬k) ise f jU 0 2 �:

3) Ui cümleleri S nin aç¬k alt cümleleri olmak üzere U =
[
i2I
Ui ve f : U ! V

dönüşümü homeomor�zm olsun. f jU 0 2 � iken f 2 � d¬r. Yani;

U =
[
i2I
Ui; Ui � S; f : U ! V (homeomor�zim) ve f jU 0 2 � ise f 2 �:

4) S deki her aç¬k alt cümlenin birim dönüşümleri � dad¬r.

5) Şayet f 2 � ise f�1 2 � d¬r.

6) f : U ! V ile g : U
0 ! V

0
(V \ U 0 6= 0) şeklinde tan¬mlanan dönüşümler � da

iken g � f : f�1(V \ U 0
)! g(V \ U 0

) dönüşümü de � dad¬r (Kobayashi 1996).

Teorem 2.2 (Darboux�un klasik teoremi): n-boyutlu diferensiyellenebilir Rie-

mann manifoldu M ve bu manifold üzerinde diferensiyel 1-form ! olsun. M ü-

zerinde,

! ^ (d!)p 6= 0 ve = d!p+1 = 0

olacak şekilde verilsin. Bu durumda, M manifoldunun her noktas¬nda

! = dyp+1 �
pX
i=1

yidxi (2.2)

olacak şekilde M nin her noktas¬civar¬nda bir (x1; x2; :::; xp; y1; y2; :::; yn�p) koordi-

nat sistemi vard¬r (Yano and Kon 1984).

Böylece Darboux teoremine göre (2n+1) boyutluM manifoldunun her noktas¬civar¬nda,

� = dz �
nX
i=1

yidxi (2.3)

olacak şekilde (x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn; z) koordinatlar¬vard¬r.

Tan¬m 2.7 (Kontak transformasyon): E2n+1 üzerinde kartezyen koordinatlar

(x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn; z) ve E2n+1 de bir diferensiyel 1-form

� = dz �
nX
i=1

yidxi
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olsun. E2n+1 in aç¬k alt cümleleri U ve U
0
olmak üzere f : U ! U

0
di¤eomor�zmi

için

f� : �(U)! �(U
0
) , f � : 
(U

0
)! 
(U)

ve

� : U ! E

olmak üzere

f �� = � :�

oluyorsa f ye Kontak transformasyon denir. Burada �(U), U üzerindeki vektör

alanlar¬n uzay¬, 
(U) da �(U) vektör uzay¬n¬n dualidir.

U üzerindeki bütün kontak transformasyonlar¬n cümlesi � ise;

� =
n
f
��� f : U ! U

0
; f �� = � :�; U; U

0 � E2n+1 aç¬k
o

(2.4)

şeklinde tan¬mlan¬r ve fonksiyonlarda bileşke işlemine göre bir yar¬ gruptur (Yano

and Kon 1984).

Tan¬m 2.8 (Kesin Kontak transformasyon): f 2 � kontak transformasyonu

için � = 1 yani

f �� = �

ise f ye bir kesin Kontak transformasyon veya s¬k¬Kontak transformasyon

ad¬verilir. Bu tip transformasyonlar¬n cümlesi �0 ile gösterilirse

�0 =
n
f
��� f : U ! U

0
; f �� = �; U; U

0 � E2n+1 aç¬k
o

şeklindedir. Bu durumda �0 cümlesi � için bir alt yar¬ grup olur (Yano and Kon

1984).

2.3 Yönlendirilebilir Manifoldlar

Tan¬m 2.9 (Yönlendirme): V; n�boyutlu reel vektör uzay¬ ve L de V vektör

uzay¬n¬n s¬ral¬bazlar¬n¬n cümlesi olsun. u = fu1; u2; :::; ung ; v = fv1; v2; :::; vng 2 L

için ui =
nP
j=1

aijvj olacak şekilde A = (aij) 2 GL(n;R) vard¬r.

� u = fu1; u2; :::; ung � v = fv1; v2; :::; vng , det(aij) > 0 �

6



bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Bu denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬n iki denklik s¬n¬f¬ vard¬r. Şayet

det(aij) > 0 ise u ile v ayn¬yönlendirmeye sahip, det(aij) < 0 ise de u ile v

karş¬t yönlendirmeye sahiptir denir (Boothby 1986).

Sonuç 2.1 V vektör uzay¬nda n-lineer ve alterne fonksiyonellerin cümlesi de bir

vektör uzay¬d¬r. Bu uzay¬ � ^nV � ile gösterirsek �boy ^nV = 1� dir. Tensör

cebirinden biliyoruz ki, 
 2 ^nV için


 (u1; u2; :::; un) = det(aij)
 (v1; v2; :::; vn) (2.5)

dir. Hiç bir yerde s¬f¬r olmayan 
 2 ^nV n-formunu ele alal¬m. Bu durumda (2:5)

eşitli¼ginden, u = fu1; u2; :::; ung ; v = fv1; v2; :::; vng bazlar¬nda ayn¬ yönlendirme

vard¬r (veya karş¬t) ancak ve ancak bazlar¬n 
 da ald¬¼g¬de¼ger ayn¬işarete sahiptir

(veya z¬t). Bu yüzden bir vektör uzay¬ndaki yönlendirmeyi n-formlar ile ifade ede-

biliriz.


1;
2 2 ^nV için boy^nV = 1 oldu¼gundan


1 = �
2

olacak şekilde � vard¬r. Böylece 
1;
2 ayn¬ yönlendirmeye sahiptir(veya karş¬t)

ancak ve ancak � > 0 (veya � < 0) d¬r (Boothby 1986).

Tan¬m 2.10 (Yönlendirilmiş manifold): n-boyutlu bir M manifoldu üzerinde

hiç bir yerde s¬f¬r olmayan bir 
 n-formu varsa, M manifolduna yönlendirilebilir

(orientable) manifold denir. Bu formlar¬n her birine yönlendirme (orienta-

tion) ve bu seçilen yönlendirmeyle birlikte bu manifolda da yönlendirilmiş (ori-

ented) manifold denir (Boothby 1986).

Tan¬m 2.11 (Uygun yönlendirilmiş atlas): F = f(U�; '�)g�2^ cümlesi bir

M manifoldunun atlas¬ olsun. Şayet 8�; � 2 ^ için (U�; '�) ;
�
U�; '�

�
haritalar¬

gözönüne al¬n¬rsa

'� �
�
'�
��1

dönüşümünün Jacobian matrisi pozitif determinanta sahipse bu atlasa M üzerinde

uygun yönlendirilmiş atlas denir (Boothby 1986).
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Teorem 2.3 M , n-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki önermeler

denktir.

i) M manifoldu yönlendirilebilirdir.

ii) M üzerinde hiçbir yerde s¬f¬r olmayan n-form vard¬r.

iii) M üzerinde uygun yönlendirilmiş bir atlas vard¬r (Boothby 1986).

Teorem 2.4 Herhangi bir manifoldun tanjant demeti manifold olarak yönlendirile-

bilirdir (Carmo 1992).

Teorem 2.5 Yönlendirilebilir bir manifoldun her alt manifoldu da yönlendirilebilir-

dir (Carmo 1992).
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3. KONTAK MAN·IFOLDLAR

3.1 Kontak Manifold ve Geni̧s Anlamda Kontak Manifold

Tan¬m 3.1 (Kontak manifold): (2n+ 1) boyutlu bir C1 diferensiyellenebilir M

manifoldu verilsin. Şayet bu manifold üzerinde her noktada

� ^ (d�)n 6= 0 (3.1)

koşulunu sa¼glayan bir � diferensiyel 1-formu varsa � ya kontak form, (M; �) iki-

lisine de kontak manifold denir. Kontak manifoldlarda � ^ (d�)n 6= 0 ba¼g¬nt¬s¬M

manifoldu üzerinde bir hacim elementine karş¬l¬k gelir ve bundan dolay¬M manifoldu

yönlendirilebilirdir. Burada (d�)n ifadesi d� n¬n kendisi ile n defa d¬̧s çarp¬m¬n¬

gösterir, yani;

(d�)n = d� ^ d� ^ ::: ^ d�| {z }
n�tane

dir. � 1-form oldu¼gundan d�; 2-form ve � ^ (d�)n ifadesi (2n + 1)-form olur. Bu

yüzden Kontak manifoldlar (2n+ 1) boyutlu manifoldlard¬r (Blair 1976).

Örnek 3.1 (2n+ 1) boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

� = dz �
nX
i=1

yidxi

diferensiyel 1-formunu gözönüne alal¬m. M manifoldu üzerinde her noktada

� ^ (d�)n 6= 0

oldu¼gundan � kontak form, (M; �) ikilisi (2n + 1) boyutlu kontak manifold olur.

Burada (x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn; z) 2 E2n+1 dir.

Örnek 3.2 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

� = cos zdx+ sin zdy

diferensiyel 1-formunu gözönüne alal¬m. M manifoldu üzerinde her noktada

� ^ (d�)n 6= 0

oldu¼gundan � kontak form, (M; �) ikilisi 3-boyutlu kontak manifold olur. Burada

(x; y; z) 2 E3 dür.
9



Sonuç 3.1 V bir vektör uzay¬ve V � da V nin dual uzay¬olmak üzere �V � Grass-

man cebiri tan¬mlanabilir. Burada � kuadratik form olmak üzere şayet �r 6= 0 ve

�r+1 6= 0 ise rank� = 2r dir. Ayr¬ca

V0 = fX 2 V : 8Y 2 V; �(X; Y ) = 0g

olarak tan¬mlarsak

rank� = boyV � boyV0

oldu¼gunu görürüz (Yano and Kon 1984).

Kontak manifold tan¬m¬na bakarsak (d�)n 6= 0 ve (d�)n+1 = 0 d¬r. Burada r = n,

rank� = 2n ve boy�(M) = 2n+ 1 olur. Ayr¬ca

D0 = fX 2 � (M) : 8Y 2 � (M) ; d� (X;Y ) = 0g

dersek boyD0 = 1 oldu¼gunu görürüz. Kabul edelim ki, 0 6= X 2 D0 için � (X) = 0

olsun. X 2 D0 için tabana tamamlama teoreminden � (M) in birfX; Y1; :::; Y2ng

şeklinde taban¬vard¬r. Burada (� ^ (d�)n) (X; Y1; :::; Y2n) = 0 oldu¼gunu görmek ko-

layd¬r. Bu ise � ^ (d�)n 6= 0 olmas¬yla çelişir. Böylece X 6= 0 için �(X) 6= 0

d¬r.

Tan¬m 3.2 (Kontak da¼g¬l¬m): (2n+ 1) boyutlu (M; �) kontak manifoldu olmak

üzere

D = fX 2 � (M) : � (X) = 0g (3.2)

biçiminde tan¬ml¬D cümlesine M manifoldunun kontak da¼g¬l¬m¬(distribution)

denir. � (M) vektör uzay¬(2n+ 1) boyutlu oldu¼gundan � (M)� vektör uzay¬(2n+ 1)

boyutludur. Bu iki dual vektör uzay¬n¬n, s¬ras¬yla, f�;X1; :::; X2ng ve f�; �1; :::; �2ng

dual tabanlar¬vard¬r. Böylece i = 1; 2; :::; 2n için �(Xi) = 0 ve fX1; :::; X2ng � D

dir. Burada D = sp fX1; :::; X2ng oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Dolay¬s¬yla boyD = 2n

olur (Blair 1976).

Sonuç 3.2 (M; �) ikilisi (2n+ 1) boyutlu kontak manifold ve Ker�, � kontak for-

munun çekirde¼gi olmak üzere � kontak formu birebirdir ancak ve ancak Ker� = f0g :
10



Tan¬m 3.3 (M; �) ikilisi (2n+ 1) boyutlu kontak manifold ve Ker�, � kontak for-

munun çekirde¼gi olmak üzere

Ker� = D

dir.

Tan¬m 3.4 (M; �) Kontak manifoldu üzerinde X 6= � için,

� (�) = 1;

d� (�;X) = 0

9=; (3.3)

olacak şekilde bir � 2 � (M) vektör alan¬varsa � ye � kontak yap¬s¬n¬n karakteristik

vektör alan¬denir. Burada

� :M !
[
p2M

TM(P )

şeklinde tan¬ml¬1:1 ve örten (1,0) tipinde tensör alan¬d¬r (Blair 1976).

Örnek 3.3 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

� = cos zdx+ sin zdy

diferensiyel 1-formu için

� = cos z
@

@x
+ sin z

@

@y

vektör alan¬karakteristik vektör alan¬d¬r.

Sonuç 3.3 � formu M üzerinde kontak form oldu¼gundan D üzerinde (d�)n 6= 0

d¬r. Böylece d� 2-formu D üzerinde non-dejenere, antisimetrik bir lineer form olur.

Çünkü X; Y 2 D için

d�(X; Y ) =
1

2
(X�(Y )� Y �(X)� �([X; Y ]))

= �1
2
�([X; Y ])

oldu¼gundan d� n¬n antisimetrik oldu¼gu aç¬kt¬r. 8X;Y 2 D için

d�(X; Y ) = 0
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iken kabul edelim ki, X 6= 0 olsun. boy D = 2n oldu¼gundan D uzay¬n¬n bir

�
X; Y1; :::; Y(2n�1)

	
baz¬ vard¬r. Fakat burada (d�)n(X; Y1; :::; Y(2n�1)) = 0 oldu¼gu görülür. Bu ise bir

çelişkidir. Dolay¬s¬yla X = 0 ve d� 2-formu D da¼g¬l¬m¬üzerinde non-dejenere olur.

Sonuç 3.4 (M; �) kontak manifoldunda d� 2-formuD da¼g¬l¬m¬üzerinde non-dejenere,

antisimetrik bilineer formdur. Bu yüzden 8P 2 M noktas¬nda

d� : Dp �Dp �! E

formu bir simplektik yap¬(simplektik form) olur. Ayr¬ca Darboux teoremi uyar¬nca

8P 2 M noktas¬için,

(x1; x2; :::; xn; y1; y2; :::; yn; z)

koordinat fonksiyonlar¬ile verilen � 1-formu

� = ('�)
�

 
dz �

nX
i=1

yidxi

!

olacak şekilde bir (U�; '�) haritas¬n¬n var oldu¼gunu biliyoruz. Böylece d� 2-formu

d� = ('�)
�

 
nX
i=1

dxi ^ dyi

!

olur. '�(U�) = V� � En olmak üzere Q = '�(P ) 2 V� noktas¬ndaki te¼get uzay¬n

taban¬ �
@

@x1
jQ;

@

@x2
jQ; :::;

@

@xn
jQ;

@

@y1
jQ;

@

@y2
jQ; :::;

@

@yn
jQ;

@

@z
jQ
�

d¬r. Burada

EiP = ('�)
�1
�

�
@

@xi
jQ +yi(Q)

@

@z
jQ
�
; En+iP = ('�)

�1
�

�
@

@yi
jQ
�
ve

� = ('�)
�1
�

�
@

@z
jQ
�

ise

fE1P ; E2P ; :::; E2nP ; �g
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cümlesi TM(P ) uzay¬n¬n bir taban¬d¬r. Ayr¬ca

�(�) = ('�)
�

 
dz �

nX
i=1

yidxi

!�
('�)

�1
�

�
@

@z
jQ
��

=

 
dz �

nX
i=1

yidxi

!�
('�)� � ('�)�1�

�
@

@z
jQ
��

=

 
dz �

nX
i=1

yidxi

!�
@

@z
jQ
�

= 1

ve 8X 2 �(M) için

d�(X; �) = ('�)
�

 
nX
i=1

dxi ^ dyi

!�
X; ('�)

�1
�

�
@

@z
jQ
��

=

 
nX
i=1

dxi ^ dyi

!�
('�)�(X); ('�)� � ('�)�1�

�
@

@z
jQ
��

=

 
nX
i=1

dxi ^ dyi

!�
('�)�(X);

�
@

@z
jQ
��

= 0

oldu¼gundan � 2 �(M) karakteristik vektör alan¬d¬r. Böylece 1 � k; l � n için

d�(EkP ; ElP ) =

 
nX
i=1

dxi ^ dyi

!�
@

@xi
jQ +yi(Q)

@

@z
jQ;

@

@xi
jQ +yi(Q)

@

@z
jQ
�

olur. Benzer şekilde 1 � k; l � n için

d�(EkP ; ElP ) = d�(E(n+k)P ; E(n+1)P ) = 0 ve d�(E(n+k)P ; E(n+1)P ) = �kl

dir. Böylece fE1P ; E2P ; :::; E2nPg cümlesi DP da¼g¬l¬m¬n¬n kanonik simplektik ta-

ban¬d¬r. Bu tabana karş¬l¬k gelen matris de

J0 =

24 0 In

�In 0

35
olur. Sonuç olarak 8X; Y 2 DP için

d�(X; Y ) = XTJ0Y (3.4)

dir (Ata 2004).
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Tan¬m 3.5 (Geniş anlamda kontak manifold): M2n+1 diferensiyellenebilir

manifold ve � kontak dönüşümlerin cümlesi olsun. Şayet M2n+1 i örten fU�g aç¬k

cümlelerin ailesi ve f� : U� �! V� � E2n+1 homeomor�zimler 8�; � için f� � f�1�
tan¬ml¬iken f� � f�1� 2 � oluyorsa M2n+1 diferensiyellenebilir manifolduna geniş

anlamda kontak manifold (contact manifold in the wider sense) denir (Blair

1976).

Tan¬m 3.6 (Geniş anlamda kontak yap¬): M2n+1 geniş anlamda kontak ma-

nifold olsun. �f(U�; f�)g ve f(U�; f�)g cümleleri M2n+1 üzerinde birer atlas olmak

üzere �f(U�; f�)g � f(U�; f�)g ancak ve ancak f� �f�1� tan¬ml¬iken f� �f�1� 2 � olu-

yorsa� ba¼g¬nt¬s¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Bu denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬n denklik s¬n¬�ar¬na

M2n+1 üzerinde geniş anlamda kontak yap¬(contact structure in the wider sense

on M2n+1) denir (Blair 1976).

Sonuç 3.5 Darboux teoreminin bir sonucu olarak her kontak manifold geniş an-

lamda kontak manifolddur. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir (Blair 1976).

Örnek 3.4 M2n+1 = En+1�P (En) çarp¬m manifoldu geniş anlamda kontak mani-

folddur, fakat kontak manifold de¼gildir. Neden ? En+1 deki koordinatlar¬(x1; x2; :::; xn+1)

ve P (En) reel projective uzay¬ndaki homojen koordinat komşulu¼gunu (t1; t2; ::; tn+1)

alal¬m. M2n+1deki bir aç¬k örtüyü fUi : ti 6= 0; (i = 1; 2; :::; n+ 1)g seçelim. Ui deki

1-form �i yi

�i =
1

ti

n+1X
j=1

tjdx
j

olarak tan¬mlarsak �i ^ (d�i)n 6= 0 ve �i =
tj
ti
�i dir. Böylece 8� için M2n+1 ma-

nifoldu geniş anlamda kontak yap¬ya sahiptir. Fakat biliyoruz ki, P (En) manifoldu

� çift iken yönlendirilemezdir. Dolay¬s¬yla M2n+1 = En+1 � P (En) manifoldu da

yönlendirilemez olur. Sonuç olarak M2n+1 kontak yap¬taş¬maz (Blair 1976).

Tan¬m 3.7 M2n+1 manifoldunu örten fU�g�2^ aç¬k cümlesi ve U� komşulu¼gu ü-

zerinde lokal olarak tan¬ml¬�� Kontak formlar ile elde edilen geniş anlamda Kontak

yap¬� olsun. m 2 U� noktas¬nda TM2n+1 nin D alt demetinin Dm li�

Dm =
�
Xm 2 Tm(M

2n+1) : ��(Xm) = 0
	

14



olarak tan¬mlan¬r (Blair 1976).

Sonuç 3.6 �� ve �� formlar¬, s¬ras¬yla, U� ve U� üzerinde kontak form olsun.

Böylece Dm üzerinde (d��)
n 6= 0 ve d�� ile d�� 2-formlar¬n¬n Dm üzerinde non-

dejenere, antisimetrik bilineer form oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

�� = �����

olacak şekilde U� \ U� üzerinde s¬f¬r olmayan ��� fonksiyonlar¬vard¬r. Böylece

d�� = d��� ^ d�� + ���d ��

olur. Burada �� 1-form oldu¼gundan �� ^ �� = 0 ve �� ^ d�� = �2�� �� ^ d �� olur.
·Işlemi böyle devam ettirirsek

�� ^ (d��)n = �n+1�� �� ^ (d ��)n

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca �n+1�� fonksiyonunun bu iki komşulu¼gunun, koordinat fonksi-

yonlar¬n¬n Jacobian matrisinin determinant¬na eşit oldu¼gunu göstermek kolayd¬r.

Yani; (U�; '�); (U�; '�) koordinat komşuluklar¬için det J('��'�1� ) = �2�� dir. Şayet

M2n+1 ve n çift ise �n+1�� fonksiyonu daima pozitiftir. Böylece D vektör demeti yön-

lendirilebilirdir. n tek iken Gray (Gray 1959) makalesinde M2n+1 yönlendirilebilir

olsa bile D vektör demetinin yönlendirilebilir olamayabilece¼gine dair örnek vermiştir

(Blair 1976).

Teorem 3.1 (2n+ 1) boyutlu yönlendirilebilir M manifoldu, geniş anlamda kontak

manifold ve n çift ise kontak manifolddur (Blair 1976).

·Ispat. M manifoldu yönlendirilebilir ise TM vektör demeti de yönlendirilebilirdir.

� çift oldu¼gundan D de vektör demeti olarak yönlendirilebilir oldu¼gunu Sonuç 3:6

de göstermi̧stik. Böylece TM=D

TM=D = [
P2M

f��P +DP : � 2 Eg

= [
P2M

f(P; ��P ) : � 2 Eg

= f(P; ��P ) : P 2 M;� 2 Eg
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bölüm demeti de reel do¼gru demeti olarak yönlendirilebilir. Bölüm demeti, reel

do¼gru demeti olarak yönlendirilebilir oldu¼gundan yap¬grubunu (GL(1;E) ' R; :)

grubundan (GL+(1;E) ' R+; :) alt grubuna indirgeyebiliriz. Böylece TM=D bölüm

demeti hiç bir noktada s¬f¬r olmayan bir �cross section�kabul eder. Di¼ger bir ifadeyle

M manifoldunun her bir U� komşulu¼gunda S� lokal �cross section�¬��(S�) = 1 ola-

cak şekilde tan¬mlayabiliriz. Her noktada S� ve S �cross section�lar¬s¬f¬r olmuyorsa

S� = h�S olacak şekilde U� üzerinde her noktada s¬f¬r olmayan h� =
1

��(S)
fonksi-

yonu vard¬r. Böylece U� üzerindeki bir � 1-formunu � = h��� olarak tan¬mlarsakM

üzerinde bir 1-form tan¬mlam¬̧s oluruz. Ayr¬ca d� = dh� ^ �� + h�d�� ve � = h���

� ^ (d�)n = (h�)n�� ^ d�� 6= 0

elde edilir.

Teorem 3.2 M2n+1 manifoldu E2n+2 Öklid uzay¬n¬n regüler hiperyüzeyi olsun. Bu

durumda

i :M2n+1 �! E2n+2

düzgün hiperyüzey immersiyonu vard¬r. Ayr¬ca kabul edelim ki,M2n+1 manifoldunun

her noktas¬ndaki tanjant uzay orijin noktas¬n¬ içermesin. Yani her P 2 M için

TM(P ) \ f0g = ? olsun. Bu durumda M2n+1 manifoldu kontak yap¬ taş¬r (Blair

1976).

·Ispat. E2n+2 de (x1; x2; :::; x2n+2) kartezyen koordinatlar ve

� = x1dx2 � x2dx1 + :::+ x2n+1dx2n+2 � x2n+2dx2n+1

olsun. Böylece

d� = 2(dx1 ^ dx2 + :::+ dx2n+1 ^ dx2n+2)

ve

� ^ (d�)n = 2n�1n!
2n+1X
i=1

(�1)i�1xidx1 ^ dx2 ^ :::dxi�1 ^ dxi+1 ^ ::: ^ dx2n+1 ^ dx2n+2

= 2n�1n!

2n+1X
i=1

xi � (dxi)
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olur. x0 = (x10; x20; :::; x(2n+2)0) noktas¬nda M nin tanjant uzay¬n¬n lineer ba¼g¬ms¬z

V1; V2; :::; V2n+1 vektörlerini alal¬m. Hodge y¬ld¬z operatörü � olmak üzere

!j = �dxj(V1; V2; :::; V2n+1)

olarak tan¬mlayal¬m. ! = (!1; !2; :::; !2n+2) dersek ! vektörününM nin normalinde

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan

(� ^ (d�)n)(V1; V2; :::; V2n+1) = 2n�1n!g(x0; !)

eşitli¼gini kolayca elde edebiliriz. M2n+1 manifoldunun her noktas¬ndaki tanjant uzay

orijin noktas¬n¬içermedi¼ginden, 8x0 2 M2n+1 noktas¬için

� ^ (d�)n 6= 0

d¬r. � = i�(�) dersek � dönüşümü M2n+1 de bir formdur ve

� ^ (d�)n = i�(� ^ (d�)n)

6= 0

olur. Böylece (M2n+1; �) kontak manifolddur.

Sonuç 3.7 E2n+2 uzay¬nda

S2n+1 =
�
(x1; x2; :::; x2n+2) 2 E2n+2 : (x1)2 + (x2)2 + :::+ (x2n+2)2 = 1

	
küresi ve P (E2n+1) projektif uzay¬Teorem 3:2 nin şartlar¬n¬sa¼glar. Dolay¬s¬yla bu

iki uzay kontak manifolddur.

Teorem 3.3 (M2n+1; �) kontak manifold olsun. Bu durumda T (M2n+1) tanjant

demetinin yap¬grubu U(n)� 1 grubuna indirgenebilir (Blair 1976).

3.2 Hemen Hemen Kontak Manifold

Tan¬m 3.8 (Hemen hemen kontak manifold): M bir (2n+ 1) boyutlu ma-

nifold ve '; �; � da M üzerinde, s¬ras¬yla, (1,1),(1,0),(0,1) tipinde tensör alanlar¬

olsun. E¼ger '; �; � için, 8X 2 �(M) olmak üzere

�(�) = 1;

'2(X) = �X + �(X)�

9=; (3.5)
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koşullar¬sa¼glan¬yorsa ('; �; �) üçlüsüne M üzerinde hemen hemen kontak yap¬

ve (M;'; �; �) dörtlüsüne de hemen hemen kontak manifold denir (Blair 1976).

Örnek 3.5 E3 de (x; y; z) standart koordinatlar olmak üzere � kontak formu

� =
1

2
(dz � ydx)

şeklinde verilsin. Burada � = 2 @
@z
2 �(E3) için

�(�) =
1

2
(dz � ydx)(2 @

@z
)

= dz(
@

@z
)� ydx( @

@z
)

= 1

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca ' endomor�zimine karş¬l¬k gelen matris

' =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775

dir. Böylece X =

26664
x1

x2

x3

37775 2 �(E3) olmak üzere

'2(X) =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
x1

x2

x3

37775

=

26664
�1 0 0

0 �1 0

�y 0 0

37775
26664
x1

x2

x3

37775

=

26664
�1 0 0

0 �1 0

0 0 �1

37775
26664
x1

x2

x3

37775+
26664
0 0 0

0 0 0

�y 0 1

37775
26664
x1

x2

x3

37775

= �

26664
x1

x2

x3

37775+
26664

0

0

x3 � yx1

37775
18



ve

'2(X) = �

26664
x1

x2

x3

37775+ 12 (x3 � yx1)
26664
0

0

2

37775
eşitli¼gini elde ederiz. Burada X = (x1; x2; x3) 2 �(E3) olmak üzere

X = x1
@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z

dir. Ayr¬ca �(X) de¼gerini hesaplarsak

�(X) =
1

2
(dz � ydx)(x1

@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z
)

=
1

2

�
dz(x1

@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z
)� ydx(x1

@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z
)

�
=

1

2
(x3 � yx1)

olur. Dolay¬s¬yla '2(X) = �X + �(X)� dir. Böylece (E3(�3); '; �; �) hemen hemen

kontak manifolddur.

Teorem 3.4 (2n+1) boyutlu (M;'; �; �) hemen hemen kontak manifold olmak üzere

X; � 2 �(M), X 6= � için
i) '(�) = 0;

ii) � � ' = 0;

iii) rank' = 2n

9>>>=>>>; (3.6)

dir (Blair 1976).

3.3 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold

Tan¬m 3.9 (Hemen hemen kontak metrik manifold): (M;'; �; �) ; (2n + 1)

boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun ve g Riemannian metri¼gi iken

8X; Y 2 �(M) ve � 2 �(M) için

g(X; �) = �(X);

g('(X); '(Y )) = g(X; Y )� �(X)�(Y )

9=; (3.7)

koşullar¬n¬sa¼glayan ('; �; �; g) yap¬s¬na hemen hemen kontak metrik yap¬ve

(M;'; �; �; g) beşlisine de hemen hemen kontak metrik manifold denir (Yano

and Kon 1984).
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Örnek 3.6 Örnek 3:5 deki (E3(�3); '; �; �) hemen hemen kontak manifoldunda �g�

metri¼gi

g =
1

4
(
�
1 + y2

�
dx2 + dy2 + dz2 � 2ydxdz)

olarak tan¬mlan¬rsa g metri¼ginin matris yaz¬l¬m¬n¬n

g =
1

4

26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
oldu¼gu görülür. Böylece X = (x1; x2; x3) 2 �(E3) olmak üzere

g(X; �) =
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
0

0

2

37775

=
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
�2y

0

2

37775
=

1

2
(x3 � yx1)

olup �(X) = g(X; �) oldu¼gu görülür.

Burada 8X = (x1; x2; x3) ve Y = (y1; y2; y3) 2 �(E3) olmak üzere

'(X) =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
x1

x2

x3

37775 =
26664
x2

�x1
yx2

37775 ;

'(Y ) =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
y1

y2

y3

37775 =
26664
y2

�y1
yy2

37775
olup

g('(X); '(Y )) = ('(X))T g'(Y )
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eşitli¼gi yard¬m¬yla

g('(X); '(Y )) =
h
x2 �x1 yx2

i 1
4

26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
y2

�y1
yy2

37775

=
1

4

h
x2 �x1 0

i26664
y2

�y1
yy2

37775
=

1

4
(x2y2 + x1y1)

dir. Ayr¬ca �(X) =
1

2
(x3 � yx1) ve �(Y ) =

1

2
(y3 � yy1) olup

�(X)�(Y ) =
1

4
(x3y3 � yx3y1 � yx1y3 + y2x1y1);

g(X; Y ) =
1

4
((1 + y2)x1y1 � yx1y3 + x2y2 � yx3y1 + x3y3);

=
1

4
(x2y2 + x1y1) +

1

4
(x3y3 � yx3y1 � yx1y3 + y2x1y1)

olur. Dolay¬s¬yla 8X, Y 2 �(E3) için

g('(X); '(Y )) = g(X; Y )� �(X)�(Y )

oldu¼gundan (E3(�3); '; �; �; g) beşlisi bir hemen hemen kontak metrik manifold olur.

Teorem 3.5 ('; �; �) yap¬s¬ile verilen (2n+1) boyutlu bir hemen hemen kontak M

manifoldunda 8X, Y 2 �(M) için

g('(X); '(Y )) = g(X; Y )� �(X)�(Y )

olacak şekilde bir g Riemannian metri¼gi daima vard¬r (Blair 1976).

Sonuç 3.8 ('; �; �) yap¬s¬ile verilen (2n + 1) boyutlu bir hemen hemen kontak M

manifoldunda 8X, Y 2 �(M) için

g('(X); Y ) + g(X;'(Y )) = 0 (3.8)

d¬r (Blair 1976).
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·Ispat. Teorem 3:5 de verilen �g�metri¼ginde Y yerine '(Y ) yazarsak

g('(X); '2(Y )) = g(X;'(Y ))� �(X)�('(Y ))

olur. Teorem 3:4 nin (ii) ş¬kk¬ndan �('(Y )) = 0 d¬r. Böylece

g('(X);�Y + �(Y )�) = g(X;'(Y ))

�g('(X); Y ) + �(Y )g(�; '(X)) = �(X;'(Y ))

elde edilir. Burada g(X; �) = �(X) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa g(�; '(X)) = �('(X)) =

0 oldu¼gundan

g('(X); Y ) + g(X;'(Y )) = 0

ba¼g¬nt¬s¬n¬elde ederiz. Böylece ' ye kaŗs¬l¬k gelen matris antisimetriktir.

Sonuç 3.9 ('; �; �) yap¬s¬ile verilen (2n + 1) boyutlu bir hemen hemen kontak M

manifoldunda 8X, Y 2 �(M) için

g(X;'(X)) = 0 (3.9)

d¬r (Blair 1976).

·Ispat. Sonuç 3:8 de Y yerine X al¬rsak

g('(X); X) + g(X;'(X)) = 0

oldu¼gundan

g(X;'(X)) = 0

olur.

Teorem 3.6 M; 2n+1 boyutlu kontak manifoldu verilsin. Dolay¬s¬yla M de kontak

� 1-formu vard¬r. Bu � 1-formu yard¬m¬yla M de

d�(X; Y ) = g(X;'(Y )) (3.10)

olacak şekilde ('; �; �; g) hemen hemen kontak metrik yap¬s¬vard¬r (Yano and Kon

1984).
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3.4 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda ·Ikinci Temel Form

Tan¬m 3.10 (II. Temel form): (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak metrik ma-

nifoldu verilsin. Bu durumda 8X, Y 2 �(M) için

�(X; Y ) = g(X;'(Y )) = d�(X; Y ) (3.11)

şeklinde tan¬ml¬� 2-formuna ('; �; �; g) hemen hemen kontak metrik yap¬s¬n¬n II.

Temel formu ad¬verilir. Burada � ^ (d�)n 6= 0 koşulu � ^ (�)n 6= 0 biçimini al¬r

(Yano and Kon 1984).

Örnek 3.7 Örnek 3:6 deki (E3(�3); '; �; �; g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldunun II. Temel formunu bulal¬m.

� =
1

2
(dz � ydx)

kontak formu için

d� =
1

2
[d(dz)� dy ^ dx� yd(dx)]

olup d(dz) = 0 ve d(dx) = 0 oldu¼gundan

� =
1

2
dx ^ dy

ifadesi (E3(�3); '; �; �; g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun II. Temel formu

olur.

Tan¬m 3.11 (Kontak metrik yap¬): M; (2n+ 1) boyutlu manifold ('; �; �; g)

hemen hemen kontak metrik yap¬s¬ ile verilsin. Şayet d�(X; Y ) = g(X;'(Y )) olu-

yorsa (M;'; �; �; g) ye kontak metrik manifold, ('; �; �; g) yap¬s¬na da M de

kontak metrik yap¬denir (Yano and Kon 1984).

Sonuç 3.10 Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur.

Teorem 3.7 (M;'; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda 8X, Y 2 �(M) için

�(X;Y ) =
1

2
[g(DX�; Y )� g(DY �;X)]

dir (Yano and Kon 1984).
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Teorem 3.8 (M;'; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda 8X, Y 2 �(M) için

d�(X; �) = 0;

d�('(X); Y ) = �d�(X;'(Y ))

9=; (3.12)

dir (Yano and Kon 1984).

3.5 Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Torsiyon Tensörü

Tan¬m 3.12 (Hemen hemen kompleks yap¬): M; (2n+ 1) boyutlu manifoldu

('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬ile birlikte verilsin. Biliyoruz ki, E reel ekseni

de bir manifolddur. Dolay¬s¬yla M � E kartezyen çarp¬m uzay¬da (2n+ 2) boyutlu

bir çarp¬m manifoldu olacakt¬r. Burada vektör alanlar¬

�(E) =
�
f
d

dt
: f 2 C1(M;E)

�

�(M � E) =
�
(X; f

d

dt
) : X 2 �(M)

�
şeklindedir. Şimdi J kompleks dönüşümü

J : �(M � E)� �(M � E)

: (X; f
d

dt
) �! J(X; f

d

dt
)

olmak üzere

J(X; f
d

dt
) = ('(X)� f�; �(X) d

dt
) (3.13)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada J ye M �E üzerinde hemen hemen kompleks yap¬

denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 3.9 J kompleks dönüşümü aşa¼g¬da verilen özelikleri sa¼glar:

i) J bir lineer bir dönüşümdür.

ii) J2 = �I

özelikleri vard¬r (Yano and Kon 1984).
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·Ispat. i) 8a; b 2 E ve 8(X; f d
dt
); (Y; g d

dt
) 2 �(M � E) için

J(a(X; f
d

dt
) + b(Y; g

d

dt
)) = J((aX + bY; (af + bg)

d

dt
))

= ('(aX + bY )� (af + bg)�; �(aX + bY ) d
dt
)

= (a'(X) + b'(Y )� af� � bg�; a�(X) d
dt
+ b�(Y )

d

dt
)

= (a'(X)� af�; a�(X) d
dt
) + (�'(X)� bg�; b�(Y ) d

dt
)

= aJ(X; f
d

dt
) + bJ(Y; g

d

dt
)

olur. Böylece J nin lineer oldu¼gu görülür.

ii) 8(X; f d
dt
) 2 �(M � E) için

J2(X; f
d

dt
) = J(J((X; f

d

dt
))

= J('(X)� f�; �(X) d
dt
)

= ('('(X)� f�)� �(X)�; �('(X)� f�) d
dt
)

= ('2(X)� f'(�)� �(X)�; ((� � ')(X)� f�(�)) d
dt

olup (3:5) ve (3:6) denklemleri yard¬m¬yla

J2(X; f
d

dt
) = (�X + �(X)� � �(X)�; � f d

dt
)

= (�X;�f d
dt
)

= �(X;�f d
dt
)

= �I(X; f d
dt
)

olur. Bu 8(X; f d
dt
) 2 �(M � E) için sa¼gland¬¼g¬ndan J2 = �I dir.

Teorem 3.10 M; (2n+ 1) boyutlu manifoldu ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬

ile birlikte verilsin.

J : �(M � E)� �(M � E)

: (X; f
d

dt
) �! J(X; f

d

dt
)
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şeklinde tan¬ml¬ lineer dönüşümüne (2n + 2) � (2n + 2) tipinde bir matris karş¬l¬k

gelir ve bu matris

J =

26666664
0 In 0 0

�In 0 0 0

0 0 0 1

0 0 �1 0

37777775
şeklindedir.

Tan¬m 3.13 (Nijenhuis torsiyon tensörü): F bir M manifoldu üzerinde (1,1)

tipinde tensör alan¬olmak üzere NF tensör alan¬

NF : �(M)� �(M) �! �(M)

(X; Y ) �! NF (X; Y )

ve

NF (X; Y ) = F
2([X; Y ]) + [F (X); F (Y )]� F ([F (X); Y ])� F ([X;F (Y )])

olacak şekilde (1,2) tipinde bir tensör alan¬d¬r. NF tensör alan¬na F nin Nijenhuis

torsiyon tensör alan¬denir.

I. Özel hal:

Burada F = ' olmas¬durumunda 8X; Y 2 �(M) için

N'(X; Y ) = �[X; Y ] + �[X;Y ]� + [' (X) ; ' (Y )]� '[' (X) ; Y ]� '[X;' (Y )]

şeklinde tan¬mlanan N' tensör alan¬na ' nin Nijenhuis torsiyon tensör alan¬

denir.

II. Özel hal:

Burada F = J olmas¬durumunda 8X; Y 2 �(M) için

NJ(X; Y ) = �[X;Y ] + [J (X) ; J (Y )] + J [J (X) ; Y ]� J [X; J (Y )]

şeklinde tan¬mlanan NJ tensör alan¬na J nin Nijenhuis torsiyon tensör alan¬

denir (Yano and Kon 1984).

Sonuç 3.11 NF Nijenhius torsiyon tensörü bi-lineer ve antisimetrik tensördür.
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Tan¬m 3.14 (·Integrallenebilir manifold): Şayet J nin Nijenhuis torsiyon ten-

sör alan¬ NJ özdeş olarak s¬f¬r ise, J hemen hemen kontak yap¬s¬na integral-

lenebilir denir (Yano and Kon 1984).

Tan¬m 3.15 (Normal manifold): Şayet M � E de J hemen hemen kompleks

yap¬s¬ integrallenebilir ise ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬na normal yap¬

denir (Yano and Kon 1984).

Tan¬m 3.16 (�(M�E) de Braket Operatörü): (2n+1) boyutlu birM manifoldu,

('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬ile verilsin. M�E nin de bir manifold oldu¼gunu

belirtmiştik. M � E de [; ] operatörü

[; ] : �(M � E)� �(M � E) �! �(M � E)

: ((X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)) �!

�
(X; f

d

dt
); (Y; g

d

dt
)

�
olmak üzere �

(X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)

�
=

�
[X;Y ]; (X(g)� Y (f)) d

dt

�
şeklinde tan¬ml¬ ise [; ] operatörüne �(M � E) de Braket Operatörü ad¬ verilir

(Blair 2002).

Teorem 3.11 (2n + 1) boyutlu bir M manifoldu, ('; �; �) hemen hemen kontak

yap¬s¬ile verilsin. �(M � E) de tan¬ml¬ [; ] Braket operatörü

i) antisimetriktir.

ii) Jacobi özdeşli¼gini sa¼glar.

Böylece tan¬mlad¬¼g¬m¬z bu operatör bir Lie braket operatörüdür (Blair 2002).

·Ispat. i) 8(X; f d
dt
); (Y; g d

dt
) 2 �(M � E) için�

(X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)

�
=

�
[X;Y ]; (X(g)� Y (f)) d

dt

�
= �

�
[X;Y ]; (X(g)� Y (f)) d

dt

�
= �

�
(X; f

d

dt
); (Y; g

d

dt
)

�
elde edilir. Böylece antisimetrik oldu¼gu görülür.

27



ii) 8A = (X; f d
dt
); B = (Y; g d

dt
); C = (Z; h d

dt
) 2 �(M � E) için

[A; [B;C]] =

�
(X; f

d

dt
)

�
(Y; g

d

dt
); (Z; h

d

dt
)

��
=

�
[X; [Y; Z]]; (XY (h)�XZ(g)� [Y; Z](f)) d

dt

�
[B; [C;A]] =

�
(Y; g

d

dt
)

�
(Z; h

d

dt
); (X; f

d

dt
)

��
=

�
[Y; [Z;X]]; (Y Z(h)� Y X(g)� [Z;X](f)) d

dt

�
[C; [A;B]] =

�
(Z; h

d

dt
)

�
(X; f

d

dt
); (Y; g

d

dt
)

��
=

�
[Z; [X;Y ]]; (ZX(h)� ZY (g)� [X; Y ](f)) d

dt

�
burada

[X; Y ] = XY � Y X

eşitli¼gini gözönüne al¬n¬rsa ve T = [A; [B;C]] + [B; [C;A]] + [C; [A;B]] dersek

T =

0BBB@
[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]]0@ [XY ](F )� [X; Y ](F ) + [Y; Z](F )

�[Y; Z](F ) + [Z;X](F )� [X; Y ](F )

1A d
dt

1CCCA
= (0; 0

d

dt
)

oldu¼gundan Jacobi özdeşli¼gi sa¼glan¬r. Şimdi NJ((X; 0); (Y; 0)) ve NJ((X; 0); (0; ddt))

de¼gerlerini hesaplayal¬m.

NJ((X; 0); (Y; 0)) = �[(X; 0); (Y; 0) + [J(X; 0); J(Y; 0)]� J([J(X; 0); (Y; 0)])

�J([(X; 0); J(Y; 0)]

= �([X; Y ]; 0) +
�
['(X); '(Y )]; ('(X)�(Y )� '(Y )�(X)) d

dt

�
�
�
'['(X); Y ] + (Y �(X))�; �['(X); Y ]

d

dt

�
�
�
'[Y; '(X)] + (X�(Y ))�; �[X;'(Y )]

d

dt

�

NJ((X; 0); (Y; 0)) = (�[X; Y ] + ['(X); '(Y )]� '['(X); Y ]� '[Y; '(X))

�Y �(X)� + (X�(Y ))�; ('(X)�(Y )� '(Y )�(X)

��['(X); Y ]� �[X;'(Y )]) d
dt
)
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elde edilir. Burada

N1(X; Y ) = �[X; Y ] + ['(X); '(Y )]� '['(X); Y ]� '[Y; '(X)]� Y �(X)�

+(X�(Y ))�

= �[X; Y ] + �[X;Y ]� + ['(X); '(Y )]� '['(X); Y ]� '[Y; '(X)]

�Y �(X)� + (X�(Y ))� � �[X; Y ]�

= �[X; Y ] + �[X;Y ]� + ['(X); '(Y )]� '['(X); Y ]� '[Y; '(X)]

+Y �(X)� � (X�(Y ))� � �[X; Y ]�

dir. Denklem (3:5) den

N1(X; Y ) = '2[X; Y ] + �[X;Y ]� + ['(X); '(Y )]� '['(X); Y ]� '[Y; '(X)]

+Y �(X)� � (X�(Y ))� � �[X; Y ]�

elde edilir. Ayr¬ca

N'(X; Y ) = '2[X; Y ] + �[X;Y ]� + ['(X); '(Y )]

�'['(X); Y ]� '[Y; '(X)] (3.14)

ve

2d�(X; Y ) = X�(Y )� Y �(X)� �[X; Y ] (3.15)

oldu¼gundan

N1(X; Y ) = N'(X;Y ) + 2d�(X; Y )� (3.16)

elde edilir. Ayr¬ca ikinci tarafa

N2(X; Y ) = '(X)�(Y )� '(Y )�(X)� �['(X); Y ]� �[X;'(Y )] (3.17)

dersek ve

(L('X)�)Y = '(X)�(Y )� �['X; Y ]

(L('Y )�)X = '(Y )�(X)� �['Y;X]

eşitliklerinin taraf tarafa ç¬kar¬rsak

(L('X)�)Y � (L('Y )�)X = '(X)�(Y )� �['X; Y ]� '(Y )�(X)� �['Y;X]
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olur. Denklem (3:16) dan

N2(X; Y ) = (L('X)�)Y � (L('Y )�)X (3.18)

elde edilir. Şimdi NJ((X; 0); (0 ddt)) yi hesaplarsak

NJ((X; 0); (0
d

dt
)) = �

�
(X; 0); (0

d

dt
)

�
+

�
J(X; 0); J(0

d

dt
)

�
�J
�
J(X; 0); (0

d

dt
)

�
� J

�
(X; 0); J(0

d

dt
)

�
=

�
�['(X); �]; ��(X) d

dt

�
+

�
'[X; �]; �[X; �]

d

dt

�
=

�
�['(X); �] + '[X; �]; ��(X) + �[X; �] d

dt

�
olur. Burada

N3(X) = �['(X); �] + '[X; �] (3.19)

N4(X) = ��(X) + �[X; �] (3.20)

olarak al¬n¬r ve bu eşitlikler düzenlenirse,

N3(X) = [�; '(X)]� '[X; �]

(L��)X = ��(X)� �[�;X]

eşitliklerinden

N3(X) = (L�')X

N4(X) = (L��)X

elde edilir.

Tan¬m 3.17 (Lie türevi): M üzerinde tan¬ml¬ bir vektör alan¬X ve X ile ge-

rilmiş lokal dönüşümlü 1-parametreli grup 't olsun. X vektör alan¬na göre F tensör

alan¬n¬n LXF ile gösterilen Lie türevi;

LXF = [X;F ]

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Yano and Kon 1984).
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Tan¬m 3.18 (Killing vektör alan¬): M bir Riemann manifoldu g Riemann metri¼gi

ile verilsin. Ayr¬ca M üzerinde bir X vektör alan¬n¬ele alal¬m. M nin her bir nok-

tas¬n¬n bir komşulu¼gundaX ile meydana gelen lokal dönüşümlerin lokal 1-parametreli

grubu lokal izometrilerden oluşuyor ise X vektör alan¬na Killing vektör alan¬

denir.

Böylece;

X Killing vektör alan¬, LXg = 0

dir. Yani; g metrik tensörünün X vektör alan¬yönündeki Lie türevi s¬f¬rd¬r (Yano

and Kon 1984).

Teorem 3.12 (2n+ 1) boyutluM manifoldu ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬yla

verilsin. Bu yap¬n¬n normal olabilmesi için gerek ve yeter koşul N1; N2; N3 ve N4

tensörlerinin s¬f¬r olmas¬d¬r (Yano and Kon 1984).

·Ispat. (=)) Kabul edelim ki, (M;'; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬normal olsun.

NJ((X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)) = NJ(X; 0) + (0; f

d

dt
); (Y; 0) + (0; g

d

dt
))

Burada J nin bi-lineer ve antisimetrik oluşumunu kullan¬rsak

NJ((X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)) = NJ((X; 0); (Y; 0)) + gNJ((X; 0); (0;

d

dt
))

�fNJ((Y; 0); (0;
d

dt
)) + fgNJ((0;

d

dt
); (0;

d

dt
))

elde edilir. NJ((0; ddt); (0;
d
dt
)) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla,

NJ((X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)) = NJ((X; 0); (Y; 0)) + gNJ((X; 0); (0;

d

dt
))

�fNJ((Y; 0); (0;
d

dt
))

= (N1(X; Y ); N2(X;Y )) + g(N3(X); N4(X))

�f(N3(Y ); N4(Y ))

= (N1(X; Y ) + gN3(X)� fN3(Y ); N2(X;Y )

gN4(X)� fN4(Y ))

olur. Şayet NJ = 0 ise

N1(X; Y ) + gN3(X)� fN3(Y ) = 0 (3.21)
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N2(X; Y ) + gN4(X)� fN4(Y ) = 0 (3.22)

elde edilir. Denklem (3:14) den N' nin ve (3:15) den d� n¬n antisimetrik oldu¼gu

görülür. Böylece denklem (3:16) dan N1 de antisimetrik olur. 8X; Y 2 �(M) için

do¼gru olan (3:21) eşitli¼ginde X = Y al¬rsak

N1(X;X) = (f � g)N3(X) (f 6= g) (3.23)

elde edilir. N1 antisimetrik oldu¼gundan N1(X;X) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla

(f � g)N3(X) = 0

ise

N3(X) = 0

olur. (3:17) den N2 nin de antisimetrik oldu¼gu görülür. Benzer yolla (3:22) eşitli¼gin-

den

N4(X) = 0

bulunur. N3(X) = 0 ve N4(X) = 0 eşitlikleri 8X 2 �(M) için do¼gru oldu¼gundan

(3:21) ve (3:22) eşitliklerini kullan¬rsak N1(X; Y ) = 0 ve N2(X; Y ) = 0 elde edilir.

Bu ispat yap¬l¬rken f 6= g kabul edilmi̧sti. f = g için (3:21) denkleminde Y = �X

yaz¬l¬rsa ve N1(X;X) = 0 oldu¼gunu kullan¬rsak

�N1(X;X) + fN3(X) + fN3(X) = 0

2fN3(X) = 0

olur. Ayr¬ca f 6= 0 oldu¼gundan

N3(X) = 0

elde edilir. Ayn¬i̧slemleri (3:22) de yaparsak N4(X) = 0 elde edilir, yine (3:21) ve

(3:22) den N1(X; Y ) = 0 ve N2(X; Y ) = 0 oldu¼gu görülür.

((=) : Tersine kabul edelim ki, N1(X; Y ) = N2(X; Y ) = N3(X) = N4(X) =

0 olsun.

NJ((X; f
d

dt
); (Y; g

d

dt
)) = N1(X;Y ) + gN3(X)� fN3(Y ); N2(X; Y )

+gN4(X)� fN4(Y )) = (0; 0)

elde edilir. Bu 8(X; f d
dt
); (Y; g d

dt
) 2 �(M � E) için sa¼glad¬¼g¬ndan NJ � 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬normaldir.
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Teorem 3.13 (2n+ 1) boyutluM manifoldu ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬yla

verilsin. Şayet N1 = 0 ise N2 = N3 = N4 = 0 d¬r (Yano and Kon 1984).

·Ispat. Şayet N1 = 0 ise N1(X; �) = 0 d¬r. (3:14), (3:15) ve (3:16) eşitliklerinden

N1(X; �) = [�;X] + '[�; '(X)]� (��(X))� = 0 (3.24)

elde edilir. Her iki taraf¬n � alt¬nda görüntüsünü al¬rsak

�[�;X] + �('[�; '(X)])� (��(X))�(�) = 0 (3.25)

(3:5) eşitli¼ginden

�[�;X]� (��(X)) = 0 (3.26)

olur. (3:20) denklemi yard¬m¬yla

N4(X) = (L��)X

= �[�;X]� (��(X))

= 0

elde edilir. (3:24) denkleminde X yerine '(X) uygularsak

'[�;X] + '2�[�; '(X)]� (��(X))'(�) = 0

'[�;X]� [�; '(X)] + �[�; '(X)] = 0

'[�;X]� [�; '(X)] = 0

oldu¼gundan

N3(X) = (L�')X = '[�;X]� [�; '(X)] = 0

olarak bulunur. Ayr¬ca N1 = 0 dan N1('(X); Y ) = 0 d¬r. Böylece

N1('(X); Y ) = � ['(X); Y ] + � ['(X); Y ] � + [�X + �(X)�; '(Y )]

�'[�X + �(X)�; (Y )]� ' ['(X); '(Y )] + '(X)�(Y )�

�Y �('(X))� � �['(X); Y ]�

0 = � ['(X); Y ]� [X;'(Y )] + [�(X)�; '(Y )]� '[�X + �(X)�; Y ]

�'['(X); '(Y )] + '(X)�(Y )�

0 = � ['(X); Y ]� [X;'(Y )]� '(Y )�(X)� + �(X)[�; '(Y )]

�'[�X + �(X)�; Y ]� '['(X)] + '(X)�(Y )�
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her iki tarafa � y¬uygulay¬p �[�; '(X)] = 0 eşitli¼gini gözönüne al¬rsak

'(X); �(Y )� '(Y ); �(X)� � ['(X); Y ]� � [X;'(Y )] = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla N2(X; Y ) = 0 d¬r. Böylece ispat biter.

Sonuç 3.12 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬yla

verilsin. Bu durumda her X;Y 2 �(M) için

d�(('(X); '(Y )) = d�(X; Y )

dir (Yano and Kon 1984).

·Ispat. (3:15) denkleminde X yerine '(X) al¬rsak

2d�('(X); Y ) = '(X)�(Y )� Y �('(X))� �['(X); Y ]

olur. Benzer şekilde Y yerine '(Y ) yazarsak

2d�(X;'Y ) = X�('(Y ))� '(Y )�(X)� �[X;'(Y )]

elde edilir. Burada son iki eşitli¼gi taraf tarafa toplar ve � � ' = 0 özdeşli¼gini kul-

lan¬rsak

2d�('(X); Y ) + 2d�(X;'Y ) = '(X)�(Y )� '(Y )�(X)� �['(X); Y ]� �[X;'(Y )]

olur ve

2d�('(X); Y ) + 2d�(X;'Y ) = N2(X; Y ) (3.27)

elde edilir. Şayet N1 = 0 ise N2 = 0 d¬r. Böylece

2d�('(X); Y ) + 2d�(X;'Y ) = 0

d�('(X); Y ) + d�(X;'Y ) = 0

olur. Burada Y yerine '(Y ) yazarsak

d�('(X); '(Y )) + d�(X;'2(Y )) = 0

d�('(X); '(Y )) + d�(X;�Y + �(X)�) = 0

d�('(X); '(Y ))� d�(X; Y ) + �(X)d�(X; �) = 0
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elde dilir. Ayr¬ca

2d�(X; �) = ���(X)� �[X; �]

= ���(X)� �[�;X]

= (L��)X

= 0

olur. Böylece

d�(('(X); '(Y )) = d�(X; Y ) (3.28)

elde edilir. O halde N2 = 0 oldu¼gundan ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬, '

alt¬nda d� y¬invaryant b¬rak¬r.

Sonuç 3.13 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �) hemen hemen kontak yap¬s¬yla

verilsin. ('; �; �) yap¬s¬normaldir ancak ve ancak N1 = 0 d¬r (Yano and Kon 1984).

Teorem 3.14 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �; g; ") kontak metrik yap¬s¬yla

verilsin. h lineer operatörünü

h : �(M) �! �(M)

X �! h(X) =
1

2
(L�')(X)

ve h = 1
2
L�' olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda h operatörü

i) Simetrik

ii) ' ile anti-komütatif (Yani, 'h = �h')

iii) trh = 0

iv) 8X 2 �(M) için

rX� = �'X � 'hX

v) Şayet M üç boyutlu ise 8X; Y 2 �(M) için

(rX')Y = "g(X + hX; Y )� � �(Y )(X + hX)

dir (Blair 2002).

Tan¬m 3.19 (Sasaki yap¬): (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �; g; ") normal

kontak metrik yap¬s¬yla verilsin. Bu durumda M manifolduna Sasaki manifoldu

ve ('; �; �; g; ") yap¬s¬na da Sasaki yap¬denir (Belkhelfa 2002).
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Lemma 3.1 ' nin kovaryant türevi ('; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik yap¬s¬

için

2g((rX')Y; Z) = 3"d�(X;'(Y ); '(Z))� 3"d�(X; Y; Z) + g(N (1)(Y; Z); '(X))

+"�(X)N (2)(Y; Z) + 2"d�('(Y ); X)�(Z)� 2"d�('(Z); X)�(Y )

dir. Burada �(X; Y ) = "g(X;'(Y )) olup � = d� kontak durumunda

2g((rX')Y; Z) = g(N (1)(Y; Z); '(X)) + 2"d�('(Y ); X)�(Z)

�2"d�('(Z); X)�(Y ) (3.29)

elde edilir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.15 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �; g; ") hemen hemen kontak

metrik yap¬s¬yla verilsin. Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldudur ancak

ve ancak 8X; Y 2 �(M) için

(5X')Y = "g(X;Y )� � �(Y )X (3.30)

(Belkhelfa 2002).

·Ispat. (=)) Kabul edelim ki, ('; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik yap¬s¬M de

Sasaki yap¬olsun. Bu durumdaM manifoldu kontak metrik manifolddur ve � � d�

d¬r. Ayr¬ca Sasaki manifoldunun tan¬m¬ndan N (1) = N (2) = 0 d¬r. Böylece (3:29)

denkleminden

g(5X')Y; Z) = "d�('(Y ); X)�(Z)� "d�('(Z); X)�(Y )

elde edilir. Yap¬kontak metrik yap¬oldu¼gundan �(X; Y ) = d�(X; Y ) = "g(X;'(Y ))

dir. Dolay¬s¬yla,

g(5X')Y; Z) = "g('(X); '(Y ))�(Z)� "g('(X); '(Z))�(Y )

elde edilir. Yap¬hemen hemen kontak metrik yap¬oldu¼gundan

g('(X); '(Y )) = g(X; Y )� "�(X)�(Y )
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dir. Böylece,

g(5X')Y; Z) = �(Z) [g(X; Y )� "�(X)�(Y )]� �(Y ) [g(X;Z)� "�(X)�(Z)]

= �(Z)g(X; Y )� �(Y )g(X;Z)

= "g(Z; �)g(X; Y )� g(�(Y )X;Z)

= g("g(X;Y )� � �(Y )X;Z)

son eşitlik 8Z 2 �(M) sa¼gland¬¼g¬ndan ve g non-dejenere oldu¼gundan

(5X')Y = "g(X;Y )� � �(Y )X

elde edilir.

((=) TersineM , (2n+ 1) boyutlu manifoldu ('; �; �; g; ") hemen hemen kon-

tak metrik yap¬s¬ile verilsin ve (3:29) özdeşli¼gi sa¼glans¬n. (3:29) denkleminde Y = �

al¬rsak

(5X')Y = "g(X; �)� � �(�)X

= �(X)� �X

olur. Di¼ger taraftan

(5X')Y = X'(�)� '(5X�)

= �'(5X�)

oldu¼gundan

�'(5X�) = �(X)� �X

olur. Burada ' yi tekrar uygularsak

� (�5X � + � (5X�) �) = �(X)'(�)� '(X)

elde edilir. Burada g(�; �) = " eşitli¼ginde X yönünde kovaryant türev al¬rsak

� (5X�) = g(� (5X�; �)

= 0

d¬r. Burada ' (�) = 0 oldu¼gundan

5X� = �'(X)
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elde edilir. Teorem 3:18 den � nin Killing vektör alan¬oldu¼gu görülür. Ayr¬ca,

(5X�)Y = X�(Y )� � (5XY )

(5X�)Y = Y �(X)� � (5YX)

eşitliklerini taraf tarafa ç¬kar¬rsak

(5X�)Y � (5X�)Y = X�(Y )� Y �(X)� � ([X; Y ])

= 2d�(X; Y )

eşitli¼ginden ve (3:44) denkleminden

d�(X; Y ) =
1

2
((5X�)Y � (5X�)Y )

=
1

2
(g (5X�; Y )� g (5Y �;X))

elde edilir. Ayr¬ca � Killing vektör alan¬oldu¼gundan Teorem 3:18 ve (3:41) eşitli¼gin-

den dolay¬

g (5X�; Y ) = �g (5Y �;X)

dir. Dolay¬s¬yla

d�(X; Y ) = g (5X�; Y ) (3.31)

elde edilir. (3:42) denkleminden

d�(X; Y ) = g (�' (X) ; Y )

= �g (' (X) ; Y )

= g (X;' (Y ))

= �(X; Y )

sonucuna ulaş¬r¬z. Böylece � = d� oldu¼gu görülür. Bu ise bize � n¬n Kontak metrik

yap¬ve (M; �) n¬n Kontak metrik manifold oldu¼gunu söyler. Di¼ger taraftan

� (X; Y ) = ('rY '�r'Y ')X � ('r'X'�r'X')Y
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dersek

� (X; Y ) = ' (rY ')X � (r'Y ')X � ' (rX')Y � (r'X')Y

= ' (rY 'X � ' (rYX))� (r'Y 'X � ' (r'YX))� ' (rX'Y � ' (rXY ))

+ (r'X'Y � ' (r'XY ))

= '2 (rXY �rYX) + ' (rY 'X �r'XY ) + ' (r'YX �rX'Y )

+r'X'Y �r'Y 'X

= '2 ([X; Y ]) + ' ([Y; 'X]) + ' (['Y;X]) + ['X;'Y ]

= '2 ([X; Y ]) + ['X;'Y ]� ' (['X; Y ])� ' ([X;'Y ])

= N'(X; Y )

elde edilir. Böylece (3:30) denklemi ile

N'(X; Y ) = ' (g(X; Y )� � � (X)Y )� g (' (Y ) ; X) � + � (X)' (Y )

�' (g(X;Y )� � � (Y )X) + g (' (X) ; Y ) � � � (Y )'(X)

= �� (X)' (Y )� g (' (Y ) ; X) � + � (X)' (Y ) + � (Y )' (X)

+g (' (X) ; Y ) � � � (Y )'(X)

= � ("g (' (Y ) ; X) + "g (' (Y ) ; X)) �

= �2"g (' (Y ) ; X) �

= �2d�(X; Y )�

elde edilir. Dolay¬s¬yla

N (1)(X; Y ) = N'(X; Y ) + 2d�(X;Y )�

= 0

sonucuna ulaş¬r¬z. Böylece M manifoldunun Sasaki manifoldu oldu¼gu görülür.

Örnek 3.8 g Riemannian veya Lorentzian metrik iken g(�; �) = " (" = �1) olmak

üzere (E2n+1(�3") ; '; �; �; g; ") hemen hemen kontak metrik manifold idi. Genel

olmas¬için " ile işlem yapal¬m. Di¼ger taraftan metri¼gimiz şayet

gab =
1

4

26664
�ij + "yiyj 0 �"yi

0 �ij 0

�"yJ 0 "

37775
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ise

gab = 4

26664
�ij 0 yi

0 �ij 0

yi 0 "+ jyj2

37775

oldu¼gu görülür. Burada jyj2 =
P
(yi)

2 dir. Ayr¬ca Chrissto¤el sembollerinin

�kij =
1

2
gkh (gih;j + ghj;i � gij;h)

oldu¼gunu biliyoruz. Burada Einstein toplam sembolü kullan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca virgül

kovaryant türev anlam¬ndad¬r. Bu formülden Chrissto¤el sembollerini hesaplarsak

�k(n+i)j =
1

2
gkh
�
g(n+i)h;j + ghj;(n+i) � g(n+i)j;h

�
, h = 1; :::; 2n+ 1; i; j; k = 1; 2; :::; n

=
1

2
(gk1g1j;(n+i) + :::+ g

kngnj;(n+i) + g
k(n+1)g(n+1)j;(n+i)

+:::+ gk(2n)g(2n)j;(n+i) + g
k(2n+1)g(2n+1)j;(n+i))

=
1

2

�
gkkgkj;(n+i) + g

k(2n+1)g(2n+1)j;(n+i)
�

=
1

2

�
4
@

@yi

�
1

4
(�kj + "ykyj)

�
+ 4yk

@

@yi

�
�1
4
"yi

��
=

"

2

�
@

@yi
(ykyj)� yk

@

@yi
(yi)

�
=

"

2

�
yk
@

@yi
(yj) + yj

@

@yi
(yk)� yk

@

@yi
("yj)

�
=

"

2
yj
@

@yi
(yk)

=
"

2
�kiyj

elde edilir. Benzer yolla

�k(n+i)(2n+1) = �"
2
�ik;�

n+k
ij = �"

2
(�kjyi + �kiyj) ;�

n+k
i(2n+1) =

"

2
�ki

�2n+1i(n+j) =
1

2
("yiyj � �ij);�2n+1(n+i)(2n+1) = �

"

2
yi
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dir. Di¼ger Chrissto¤el sembolleri s¬f¬rd¬r. Ayr¬ca

rei'ej = r2 @
@yi

2

�
@

@xj
+ yj

@

@z

�
; i; j = 1; :::; n

= 4

�
r @

@yi

@

@xj
+r @

@yi

�
yj
@

@z

��
= 4

�
r @

@yi

@

@xj
+
@yj
@yi

@

@z
+ yir @

@yi

@

@z

�
= 4

�
�p(n+i)j@p + �ij

@

@z
+ yj�

p
(n+i)(2n+1)@p

�
; p = 1; :::; 2n+ 1

= 4

0@ �k(n+i)j@k + �
n+k
(n+i)j@n+k + �

2n+1
(n+i)j@2n+1 + �ij

@
@z

+yj

�
�k(n+i)(2n+1)@k + �

n+k
(n+i)(2n+1)@n+k + �

2n+1
(n+i)(2n+1)@2n+1

�
1A

= 4

0@ "
2
�kiyj@k + 0@n+k +

1
2
("yiyj � �ij) @2n+1 + �ij@2n+1

+yj
�
� "
2
�ik@k + 0@n+k � "

2
yi@2n+1

�
1A

= 4

0@ "
2
�kiyj@k +

1
2
"yiyj@2n+1 � 1

2
�ij@2n+1 + �ij@2n+1

�� "
2
�ikyj@k � "

2
yiyj@2n+1

1A
= 4

�
�1
2
�ij@2n+1 + �ij@2n+1

�
= 4

1

2
�ij@2n+1

= �ij2
@

@z

= �ij�

elde edilir. Benzer şekilde

rei'ej = �ij� = �r'eiej; r�ei = �"'ei = rei�; (3.32)

r�'ei = "ei = r'ei�; reiej = r'ei'ej = r�� = 0 (3.33)

olarak bulunur (Camc¬2007).

Teorem 3.16 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �; g; ") kontak metrik yap¬s¬yla

verilsin. Bu durumda N2 = N4 = 0 d¬r. Ayr¬ca,

N3 = 0, � killing vektörüdür.

önermesi do¼grudur (Yano and Kon 1984).
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·Ispat. (=)) Yap¬m¬z kontak metrik manifold yap¬s¬ oldu¼gundan d� (X; Y ) =

"g (X;'(Y )) dir. Burada X yerine ' (X), Y yerine de '(Y ) yazarsak

d� (' (X) ; '(Y )) = "g
�
' (X) ; '2(Y )

�
= �"g(X;'3(Y ))

= �"g (X;�'(Y ))

= "g (X;'(Y ))

dolay¬s¬yla

d� (' (X) ; '(Y )) = d� (X; Y ) (3.34)

elde edilir. Ayr¬ca (3:34) eşitli¼ginde Y yerine de '(Y ) yazarsak

d�
�
' (X) ; '2(Y )

�
= d� (X;'(Y ))

d� (' (X) ;�Y + � (Y ) �) = d� (X;'(Y ))

�d� (' (X) ; Y ) + � (Y ) d� (' (X) ; �) = d� (X;'(Y ))

olur, burada

d� (' (X) ; �) = "g (' (X) ; '(�))

= 0

oldu¼gundan

d� (' (X) ; Y ) + d� (X;' (Y )) = 0 (3.35)

elde edilir. (3:27) den N2 = 0 olur. Di¼ger taraftan d�(X; �) = g(X;' (�)) = 0 ve

d�(X; �) =
1

2
(X� (�)� �� (X)� � ([X; �]))

oldu¼gundan

�� (X)� � ([X; �]) = 0

elde edilir. Böylece

N (4)(X) = (L��)X

= �� (X)� � ([X; �])

= 0
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olur. Bu 8X 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan N (4) = 0 elde edilir. Böylece birinci k¬sm¬n

ispat¬biter. ·Ikinci k¬sm¬n ispat¬nda

(L�g) (X; �) = �g (�;X)� g ([�;X] ; �)� g (X; [�; �])

= �� (X)� � ([�;X])

= (L��) (X)

ve böylece (L�g) (X; �) = 0 elde edilir. Biliyoruz ki, � ile d� formlar¬Lie türevi

alt¬nda de¼gi̧smez oldu¼gundan L�d� � 0 d¬r. Dolay¬s¬yla 8X;Y 2 �(M) için

(L�d�) (X;Y ) = 0

olur. Böylece aç¬l¬m¬yaparsak

�d� (X; Y )� d� ([�;X] ; Y )� d� (X; [�; Y ]) = 0

d¬r. Ayr¬ca d� (X; Y ) = " (X;' (Y )) eşitli¼ginden

"�g (X;' (Y ))� "g ([�;X] ; ' (Y ))� "g (X;' ([�; Y ])) = 0 (3.36)

elde edilir. Di¼ger taraftan

(L�g) (X;' (Y )) = �g (' (Y ) ; X)� g ([�;X] ; ' (Y ))� g (X; [�; ' (Y )])

g (X; (L�') (Y )) = g (X; [�; ' (Y )])� g (X;' ([�; Y ]))

eşitliklerini taraf tarafa toplarsak

(L�g) (X;' (Y ))+g (X; (L�') (Y )) = �g (' (Y ) ; X)�g ([�;X] ; ' (Y )� g(X;' ([�; Y ]))

elde edilir. (3:36) eşitli¼ginden

(L�g) (X;' (Y )) + g (X; (L�') (Y )) = 0

sonucuna ulaş¬r¬z. Buradan N3 = 0 ise

(L�g) (X;' (Y )) = 0

olur. Bu eşitlik 8X; Y 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan L�g � 0 d¬r. Dolay¬s¬yla � killing

vektörüdür.

((=) : Tersine � killing vektör ise L�g � 0 olaca¼g¬ndan g (X; (L�') (Y )) = 0

olur. Bu eşitlik 8X 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan N3 = 0 d¬r. Böylece ispat biter.
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Teorem 3.17 Hemen hemen kontak ('; �; �) yap¬s¬ile verilen diferensiyellenebilir

bir M manifoldu, hemen hemen kontak metrik olacak şekilde Riemannian metri¼gi

kabul etti¼gi gibi Lorentzian metri¼gi de kabul eder (Belkhelfa 2002).

·Ispat. h0 bir Riemannian metrik ve h0 (�; �) = 1 olsun. �� da h0 metri¼gi ile ba¼glant¬l¬

� nin dual vektörü olmak üzere

eh � h0 � (1� ") �� 
 �� (3.37)

olarak tan¬mlayal¬m. Burada eh n¬n bir Lorentzian metrik oldu¼gu kolayl¬kla ispat-
lanabilir. Burada

eh (�; �) = h0 (�; �)� (1� ")�� (�)
 �� (�)

= 1� (1� ")

= "

dir. h; (0; 2) tensör alan¬n¬

h(X; Y ) = eh �'2 (X) ; '2 (Y )�+ "� (X) � (Y )
olarak tan¬mlayal¬m. Yine ehmetri¼ginde oldu¼gu gibi h ¬n da Lorentzian metrik oldu¼gu
ispatlanabilir. Burada

h (�; �) = eh �'2 (�) ; '2 (�)�+ "� (�) � (�)
= "

dir. Ayr¬ca Y = � al¬rsak

h (X; �) = eh �'2 (X) ; '2 (�)�+ "� (X) � (�)
h (X; �) = "� (X)

elde edilir. Benzer şekilde h metri¼ginden yararlanarak g yi

g (X; Y ) =
1

2
(h (X; Y ) + h (' (X) ; ' (Y )) + "� (X) � (Y )) (3.38)

şeklinde tan¬mlarsak g nin bir Lorentzian metrik oldu¼gunu kolayca görebiliriz. Bu-

rada

g (�; �) =
1

2
(h (�; �) + h (' (�) ; ' (�)) + "� (�) � (�))

=
1

2
("+ 0 + ")

= "
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ve benzer şekilde (3:38) eşitli¼ginde Y = � al¬rsak

g (X; �) =
1

2
(h (X; �) + h (' (X) ; ' (�)) + "� (X) � (�))

=
1

2
("� (X) + 0 + "� (X))

= "� (X)

her iki taraf¬" ile çarparsak

� (X) = "g (X; �) (3.39)

elde edilir. Yine (3:38) eşitli¼ginde X yerine ' (X) ve Y yerine ' (Y ) yazarsak

g (' (X) ; ' (Y )) =
1

2

�
h (' (X) ; ' (Y )) + h

�
'2 (X) ; '2 (Y )

�
+ "� (' (X)) � (' (Y ))

�
=

1

2
(h (' (X) ; ' (Y )) + h (�X + �(X)�;�Y + � (Y ) �))

=
1

2
(h(X;Y ) + h(' (X) ; ' (Y )) + "� (X) � (Y )

dolay¬s¬yla

g (' (X) ; ' (Y )) = g(X; Y )� "� (X) � (Y ) (3.40)

elde edilir. g Lorentzian metri¼gi g (�; �) = " ve (3:38) şart¬n¬sa¼glar.

3.6 K-Kontak Manifoldlar

Tan¬m 3.20 (K-Kontak manifold): M; (2n+ 1) boyutlu manifoldu ('; �; �; g; ")

kontak metrik yap¬s¬ ile verilsin. Şayet � vektör alan¬g metri¼gine göre bir Killing

vektör alan¬ise M ye K-Kontak manifold, ('; �; �; g; ") yap¬s¬na da K-Kontak

yap¬denir (Belkhelfa 2002).

Teorem 3.18 M; (2n+ 1) boyutlu manifold ('; �; �; g; ") kontak metrik yap¬s¬ ile

verilsin. Bu durumda aşa¼g¬daki önermeler denktir:

i) M bir K-kontak manifolddur.

ii) 8X; Y 2 �(M) için

g(rX�; Y ) + g(rY �;X) = 0 (3.41)

d¬r.

iii) 8X 2 �(M) için

rX� = �'(X) (3.42)
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d¬r (Blair 1976).

·Ispat. (i) =) (ii) M bir K-kontak manifold olsun. Dolay¬s¬yla � bir killing vektör

olur. M ayn¬zamanda kontak metrik manifold oldu¼gundan

d�(X; Y ) = "g(X;'(Y )) (3.43)

dir. Ayr¬ca

2d�(X; Y ) = X�(Y )� Y �(X)� � [X; Y ]

= Xg(Y; �)� Y g(X; �)� g([X; Y ] ; �)

= g(rX�; Y ) + g(Y;rX�)� g(rYX; �)� g(X;rY �)

�g(rXY; �)� g(rYX; �)

gerekli sadeleştirmeleri yaparsak

2d�(X; Y ) = g(rX�; Y )� g(X;rY �) (3.44)

elde edilir. Ayr¬ca � killing vektör oldu¼gundan L�g = 0 d¬r. Burada (L�g)(X; Y ) yi

hesaplarsak

(L�g)(X; Y ) = �g(X;Y )� g([�;X] ; Y )� g(X; [�; Y ])

= g(r�X;Y ) + g(r�Y;X)� g(r�X; Y )

+g(rX�; Y )� g(r�Y;X) + g(rY �;X)

ve gerekli sadeleştirmeleri yaparsak

(L�g)(X; Y ) = g(r�X; Y ) + g(X;rY �) (3.45)

olur, burada (L�g) = 0 oldu¼gundan

g(r�X; Y ) + g(X;rY �) = 0 (3.46)

eşitli¼gini elde ederiz.

(ii) =) (iii)Öncelikle (3:41) denkleminin sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Dolay¬s¬yla

g(r�X;Y ) = �g(X;rY �) (3.47)
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olur. (3:44) ve (3:47) eşitliklerinden

d�(X; Y ) = g(rX�; Y ) = g(X;'(Y )) (3.48)

elde edilir. ' antisimetrik oldu¼gundan

g(X;'(Y )) = �g('X; Y ) = g(rX�; Y )

olur ve bu eşitlik 8X 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan

rX� = �'(X)

sonucuna ulaş¬l¬r.

(iii) =) (ii) : 8X 2 �(M) için rX� = �'(X) olsun. (3:45) den ve '

antisimetrik oldu¼gundan

(L�g)(X; Y ) = g(rX�; Y ) + g(X;rY �)

= g(�'(X); Y ) + g(X;�'(Y ))

= 0

d¬r. Böylece � killing vektör ve M manifoldu K-Kontak manifolddur.

Lemma 3.2 (2n+ 1) boyutlu (M;'; �; �; g; ") Sasaki manifoldu verilsin. Bu du-

rumda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar vard¬r.

1) R(X;Y )� = �(Y )X � �(X)Y (3.49)

ve

2) R(X; �)Y = �(Y )X � "g(X;Y )�

= �(rX')(Y )

üstelik � ye ortogonal olan bütün X birim vektörleri için

R(X; �)X = �"�

dir (Belkhelfa 2002).
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·Ispat. Sasaki manifoldlar¬ayn¬zamandaK-Kontak manifold olduklar¬ndan Teorem

3:18 den rX� = �'(X) dir.

R(X; Y )� = rXrY � �rYrX� �r[X;Y ]�

= �rX'(Y ) +rY '(X)� ' ([X; Y ])

= � (rX'(Y )� ' (rXY )) + (rY '(X)� ' (rYX))

= (rX') (Y ) + (rY ') (X)

M Sasaki manifoldu oldu¼gundan (3:30) eşitli¼gi yard¬m¬yla

R(X; Y )� = � ("g(X; Y )� � �(Y )X) + ("g(X; Y )� � �(X)Y )

= �(Y )X � �(X)Y

elde edilir. Ayr¬ca

g(R(X; �)Y; Z) = g(R(Z; Y )�;X)

= g(�(Y )Z � �(Z)g(Y;X)

= g(�(Y )X;Z)� "g(g(X; Y )�; Z)

= g(�(Y )X � "g(X; Y )�; Z)

dir. Bu 8Z 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan ve g metri¼gi non-dejenere oldu¼gundan

R(X; �)Y = �(Y )X � "g(X;Y )�

sonucuna ulaş¬r¬z. Burada Y yerine X al¬rsak

R(X; �)X = �(X)X � "g(X;X)�

olur. X ile � ortogonal ve X birim oldu¼gundan �(X) = "g(X; �) = 0; g(X;X) = 1

dir. Dolay¬s¬ile

R(X; �)X = �"�

elde edilir. Böylece ispat biter.

Teorem 3.19 � bir killing birim vektör alan¬ olmak üzere, Lorentzian veya Rie-

mannian bir M manifoldunda R(X; Y )� = "g(�; Y )X � "g(�;X)Y ise M bir Sasaki

manifoldudur (Belkhelfa 2002).
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·Ispat. �(X) = "g(X; �) ve � killing vektör alan¬ oldu¼gundan rX� = �'(X)

oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca

R(X; �)Y = rXrY � �rrXY �

olur. Böylece

R(X; �)Y = �rX'(Y ) + '(rXY )

= �(rX')(Y ) (3.50)

elde edilir. Bu (3:49), (3:50) ve �(Z) = "g(Z; �) eşitliklerini kullan¬rsak

g((rX')(Y ); Z) = g(�R(X; �)Y; Z)

= g(R(�;X)Y; Z)

= g(R(Y; Z)�;X)

= g(�(Z)Y � �(Y )Z;X)

= �(Z)g(Y;X)� g(Z; �(Y )X)

= g("g(Y;X)�; Z)� g(�(Y )X;Z)

= g("g(Y;X)� � �(Y )X;Z)

olur. Son eşitlik 8Z 2 �(M) için sa¼gland¬¼g¬ndan

(rX') (Y ) = "g(Y;X)� � �(Y )X

olur. Dolay¬s¬yla (3:30) eşitli¼gi uyar¬nca M Sasaki manifoldu olur.

3.7 '�Kesitsel E¼grilik

Tan¬m 3.21 ('�kesitsel e¼grili¼gi): (M;'; �; �; g; ") ; (2n+ 1) boyutlu kontak metrik

manifoldu olmak üzere 8X 2 �(M) birim vektör alan¬� karakteristik vektör alan¬na

dik olsun. fX;'(X)g cümlesi bir düzlem kesitinin taban¬olmak üzere

K(X;'(X)) = g(R(X;'(X))'(X); X) (3.51)

eşitli¼gine '�kesitsel e¼grili¼gi denir (Yano and Kon 1984).
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Teorem 3.20 (2n+ 1) boyutlu M manifoldu ('; �; �; g; ") kontak metrik yap¬s¬ile

verilsin. ŞayetM birK-Kontak manifold iseM nin her bir noktas¬nda � yi kapsayan

düzlem kesitleri için kesitsel e¼grili¼gi " na eşittir (Belkhelfa 2002).

·Ispat. 8X 2 �(M) için

K(�;X) =
g (R(�;X)X; �)

g (�; �) g (X;X)� g2 (�;X)

=
g (R(�;X) �;X)

g (�; �) g (X;X)� g2 (�;X)

eşitli¼gini hesaplamal¬y¬z. Ayr¬ca

R(�;X)� = r�rX� �rXr�� �r[�;X]�

= r�rX� �rXr�� �rr�X� +rrX��

dir. M; K-Kontak manifold oldu¼gundan Teorem 3:18 den rX� = �' (X) dir.

Böylece r�� = �' (�) = 0 olur. Dolay¬s¬yla

R(�;X)� = �r�'(X) + ' (r�X)� ' (rX�)

= � (r�') (X) + '
2 (X)

= � (r�') (X)�X + "g(X; �)�

elde edilir. � killing vektör alan¬oldu¼gundan Teorem 3:16 dan L�' � 0 d¬r. Dolay¬s¬

ile 8X 2 �(M) için

(L�') (X) = [�; '(X)]� ' [�;X]

0 = r�'(X)�r'(X)� � ' (r�X) + ' (rX�)

0 = r�'X + '
2 (X)� ' (r�X)� '2 (X)

0 = r�'X � ' (r�X)

0 = (r�') (X)

dir. Ayr¬ca X ile � ortogonal oldu¼gundan g(X; �) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla

R(�;X)� = �X
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sonucuna ulaş¬r¬z. Böylece X birim vektör oldu¼gundan

K(�;X) = � g(�X;X)
g(�; �)g (X;X)� g (�;X)2

=
g (X;X)

g(�; �)g (X;X)� g (�;X)2

=
1

":1� 0
=

1

"

= "

elde edilir. Böylece ispat biter.

Tan¬m 3.22 (M;'; �; �; g; "), (2n+ 1) boyutlu kontak metrik manifoldu olmak üzere

B : �(M)� �(M)� �(M)! E

olarak tan¬ml¬B tensörü, 8X; Y; Z;W 2 �(M) ve 8X; Y ; Z;W 2 D için

i) B(W;Z;X; Y ) = �B(Z;W;X; Y ) = �B(W;Z; Y;X)

ii) B(W;Z;X; Y ) = B(X; Y;W;Z)

iii) B(W;Z;X; Y ) +B(W;X; Y; Z) +B(W;Y; Z;X) = 0

iv) B(W;Z;X; Y ) = B('W;'Z;X; Y ) = B(W;Z; 'X;'Y )

v) B(�; Z;X; Y ) = B(W; �;X; Y ) = B(W;Z; �; Y ) = B(W;Z;X; �)

özeliklerini sa¼glar (Camc¬2007).

3.8 Sasaki Manifoldlarda ·Integral Alt Manifoldlar ve Özelikleri

Tan¬m 3.23 M manifoldu (N2n+1; �) kontak manifoldunun alt manifoldu olsun.

Bu durumda

i) 8X 2 �(M) için �(X) = 0

ii) 8X; Y 2 �(M) için d�(X; Y ) = 0

özeliklerinden birini sa¼glayan M manifolduna (N2n+1; �) kontak manifoldunun in-

tegral alt manifoldu ad¬verilir (Camc¬2007).

Teorem 3.21 (2n+ 1) boyutlu kontak manifoldun integral alt manifoldunun mak-

simum boyutu �n�dir (Blair 1976).
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Lemma 3.3 (N2n+1; '; �; �; g; ") kontak metrik manifold ve Mp de N2n+1 mani-

foldunun integral alt manifoldu olsun. Bu durumda 8X 2 �(Mp) için

'(X) 2 �(Mp)?

dir (Blair 1976).

Sonuç 3.14 (N2n+1; '; �; �; g; ") Sasaki manifoldu ve

i :Mp ! i(Mp) � N2n+1

olacak şekilde inclusion dönüşümünü ele alal¬m. Burada Mp manifoldunu N2n+1

Sasaki uzay¬n¬n alt manifoldu olarak düşünebiliriz. Mp manifoldu üzerindeki metrik

�g�ve N2n+1 manifoldu üzerindeki metrik �G�olmak üzere

g(X; Y ) = G(i�(X); i�(Y )) (3.52)

olur. Ayr¬ca Mp manifoldu üzerinde �g�metri¼gine karş¬l¬k gelen Levi-Civita konek-

siyonu r ve N2n+1 Sasaki uzay¬nda �G�metri¼gine karş¬l¬k gelen Levi-Civita konek-

siyonu r olsun. Böylece 8X; Y 2 �(Mp) için Gauss formülü

rXY = rXY + h(X; Y ) (3.53)

ve 8X 2 �(Mp); 8�i 2 �(Mp) için de Weingarten formülü

rX�i = �A�iX +D
?
X�i (3.54)

dir. Burada

A�i = Ai

ile gösterece¼giz ve Ai
ye �i normal vektör alan¬na karş¬l¬k gelen şekil operatörü diye-

ce¼giz. Mp manifoldunu N2n+1 in integral alt manifoldu ve p = n al¬rsak Mn in

ortonormal bir taban¬ fX1; X2; :::; Xng şeklinde vard¬r. Lemma 3:3 den N2n+1 de

ortonormal bir taban¬n¬

fX1; X2; :::; Xn; �1 = 'X1; �2 = 'X2; :::; �n = 'Xn; �g

olarak seçebiliriz. 8X; Y; Z 2 �(Mp) için Gauss ve Weingarten formüllerinden

rXrYZ = rXrYZ +rXh(Y; Z)
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ve

rXrYZ = rXrYZ + h(X;rYZ)� Ah(Y;Z)X +D?
Xh(Y; Z) (3.55)

elde edilir. Benzer şekilde

rYrXZ = rYrXZ + h(Y;rXZ)� Ah(X;Z)X +D?
Y h(X;Z) (3.56)

olur. Ayr¬ca

r[X;Y ]Z = �r[X;Y ]Z + h([X; Y ] ; Z) (3.57)

dir. (3:55), (3:56), (3:57), eşitlikleri yard¬m¬yla

R(X; Y )Z = R(X; Y )Z � Ah(Y;Z)X + Ah(X;Z)Y

+h(X;rYZ)� h(Y;rXZ)� h([X;Y ] ; Z)

+D?
Xh(Y; Z)�D?

Y h(X;Z) (3.58)

elde edilir. Burada

R(X; Y )Z � Ah(Y;Z)X + Ah(X;Z)Y

vektör alan¬Mn manifoldunun te¼getinde

h(X;rYZ)� h(Y;rXZ)� h([X; Y ] ; Z) +D?
Xh(Y; Z)�D?

Y h(X;Z)

vektör alan¬Mn manifoldunun normalinde oldu¼gundan 8X; Y; Z 2 �(Mp) için

g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(X; Y )Z;W ) + g(Ah(X;Z)Y;W )

�g(Ah(Y;Z)X;W ) (3.59)

olur. Ayr¬ca

R(X; Y )Z =
c+ 3"

4
(g(Y; Z)X � g(X;Z)Y )

oldu¼gundan 8X; Y; Z;W 2 �(Mp) için

g(R(X;Y )Z;W ) =
c+ 3"

4
(g(Y; Z)X � g(X;Z)Y )

ve

h(X;Z) =
X
�

g(A�X;Z)��

h(Y; Z) =
X
�

g(A�Y; Z)��
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oldu¼gundan

g(Ah(X;Z)Y;W ) =
X
�

g(A�Y; Z)g(A�X;W )

g(Ah(Y;Z)X;W ) =
X
�

g(A�X;Z)g(A�Y;W )

d¬r. Böylece

g(R(X; Y )Z;W ) =
c+ 3"

4
(g(Y; Z)X � g(X;Z)Y )

+
X
�

g(A�Y; Z)g(A�X;W )

�
X
�

g(A�X;Z)g(A�Y;W ) (3.60)

elde edilir (Camc¬2007).

Teorem 3.22 (N2n+1; '; �; �; g; ") Sasaki manifoldu ve

i :Mn ! i(Mn) � N2n+1

olacak şekilde inclusion dönüşümünü ele alal¬m. Mn integral alt manifoldu ise

Mn in ortonormal bir taban¬fX1; X2; :::; Xng olmak üzere baza tamamlama teoremi

yard¬m¬yla N2n+1 in bir ortonormal taban¬n¬

fX1; X2; :::; Xn; �1 = 'X1; �2 = 'X2; :::; �n = 'Xn; �g

olarak seçebiliriz. Bu baz¬n duali

!1; !2; :::; !n; !n+1; :::; !2n; !0 = �

olsun. Bu durumda

i) h0 � 0

ii) Birinci Cartan yap¬denklemi

d!A =

2nX
B=0

!AB ^ !B

olmak üzere
�
!AB
�
matrisi antisimetriktir.

iii) i� = n+ i (i = 1; 2; :::; n) olmak üzere !i
�
j = !

j�

i

iv) !i
�
j =

2nP
k=0

hijk!
k; !0j =

2nP
k=0

h0jk!
k = 0

d¬r (Blair 1976).
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Teorem 3.23 (N2n+1; '; �; �; g; ") Sasaki manifoldu ve

i :Mn ! i(Mn) � N2n+1

olacak şekilde inclusion dönüşümü ve Mn manifoldu da N2n+1 Sasaki uzay¬n¬n in-

tegral alt manifoldu olsun. Bu durumda 8i; j = 1; 2; :::; n için

i) AiXj = AjXi

ii) tr(
P
i

A2i )
2 =

P
(tr
i;j

AiAj)
2

dir (Blair 1976).
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4. SASAK·I UZAYINDA ALTMAN·IFOLDLAR

4.1 E2n+1 (�3") Sasaki Uzay¬nda ·Izometrik ·Immersiyonun Özelikleri

(E2n+1 (�3") ; '; �; �; g; ") alt¬l¬s¬n¬n Sasaki uzay¬nda standart koordinatlar

(xi; yi; z) = (x1; :::; xn; y1; :::; yn; z)

iken � = 1
2
(dz �

P
yidxi) 1-formunu tan¬mlayal¬m. Burada karakteristik vektör

alan¬� = 2 @
@z
ve ' endomor�zmine kaŗs¬l¬k gelen matris26664

0 "�ij 0

�"�ij 0 0

0 "yi 0

37775 (4.1)

dir. Ayr¬ca "g" metri¼gi

g =
1

4

X�
dx2i + dy

2
i

�
+ "� 
 � (4.2)

olmak üzere, bu metri¼ge kaŗs¬l¬k gelen matris

gab =
1

4

26664
�ij + "yiyi 0 �"yi

0 �ij 0

�"yi 0 "

37775
olur. E2n+1 (�3") uzay¬n¬n

�
@i =

@
@xi
; @n+i =

@
@yi
; @2n+1 =

@
@z

�
do¼gal taban¬ndan

başka

' =

8>>><>>>:
ei = 2

@
@yi
;

en+i = "'ei = 2"
�

@
@xi
+ yi

@
@z

�
;

e2n+1 = � = 2
@
@z

9>>>=>>>; , (i = 1; 2; :::; n) (4.3)

taban¬ortonormal bir taband¬r. Şimdi U 2 E2n+1 (�3") vektörünün do¼gal taban¬na

göre yaz¬l¬̧s¬

U = UA@A + U
2n+1@2n+1
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ve '�taban¬nda yaz¬l¬̧s¬da U = UAeA + U
2n+1

e2n+1 olsun. Böylece

U = U
A
eA + U

2n+1
e2n+1

= U
i
ei + U

n+i
en+i + U

2n+1
e2n+1

= U
i
�
2
@

@yi

�
+ U

n+i
2

�
@

@xi
+ yi

@

@z

�
+ U

2n+1
�
2
@

@z

�
= 2U

i @

@yi
+ 2U

n+i @

@xi
+ 2

�
U
2n+1

+
X

yiU
n+i
� @
@z

= 2U
n+i
@i + 2U

i
@n+i + 2

�
U
2n+1

+
X

yiU
n+i
�
@2n+1

elde edilir. Bulmuş oldu¼gumuz son eşitli¼gi U = U i@i + U
n+i@n+i + U

2n+1@2n+1 ile

k¬yaslarsak

U
n+i

=
1

2
U i; U

i
=
1

2
Un+i; U

2n+1
=
1

2

�
U2n+1 �

X
yiU

i
�

eşitliklerine ulaş¬r¬z. Ayr¬ca burada

�(ej) =
1

2
(dz �

X
yidxi)(2

@

@yj
)

= dz

�
@

@yi

�
�
X

yidxi

�
@

@yj

�
= 0�

X
yi0

= 0

ve

� (en+i) =
1

2

�
dz �

X
yidxi

��
2

�
@

@xj
+ yj

@

@z

��
= dz

�
@

@xj
+ yj

@

@z

�
�
X

yidxi

�
@

@xj
+ yj

@

@z

�
= yj �

X
yidxi

�
@

@xj

�
= yj �

X
yi�ij

= yj � yj

= 0

oldu¼gu görülür. Böylece kontak distribution�un

D = Sp fei; 'eig ; i = 1; :::; 2n

oldu¼gu görülür (Baikousis 1991).
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Tan¬m 4.1 m- boyutlu M manifoldu E2n+1 (�3") Sasaki uzay¬n¬n alt manifoldu ve

x :M ! E2n+1 (�3")

izometrik immersiyonu için M ile ba¼glant¬l¬ elde edilen [p; q] ikilisine E2n+1 (�3")

Sasaki uzay¬nda M manifoldunun mertebesi denir. Şayet q sonlu ise x immer-

siyonuna sonlu tipte aksi halde sonsuz tipte denir (Baikousis 1991).

Lemma 4.1 m boyutlu M manifoldu, E2n+1 (�3") Sasakian uzay¬nda integral alt

manifoldu olsun. Burada izometrik immersiyon

x :M ! E2n+1 (�3")

olmak üzere

i) E2n+1 (�3") Sasaki uzay¬nda , X 2 � (M) olmak üzere x izometrisi M nin yer

vektörü için

rXx = X � �(x)'X + (X�(x) + "g(x; 'X))� (4.4)

dir. Burada r koneksiyonu (4:2) metri¼ginden elde edilen E2n+1(�3") deki Levi

Civita koneksiyonudur.

ii) Şayet H vektör alan¬M nin ortalama e¼grilik vektör alan¬ise

4g(x; eA) = �mg(H; eA); A = 1; 2; :::; 2n (4.5)

dir (Baikousis 1991, Camc¬2007).

·Ispat. i) X = X
i
ei + X

n+i
en+i + X

2n+1
� ve x = xiei + x

n+ien+i + x
2n+1� olmak

üzere

rXx = X � (X i
xn+i +X

n+i
xi)� � "X2n+1

(xien+i � xn+iei)

�"x2n+1(X i
en+i �X

n+i
ei)

ve

X�(x) = �(X)� 2X i
xn+i

"g(x; 'X) = X
i
xn+i �Xn+i

xi
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eşitliklerinden

�(X i
xn+i +X

n+i
xi = X�(Y ) + "g(Y; 'X)� �(X)

olur. Böylece

rXx = X � �(X)('x+ �)� �(x)'X + (X�(x) + "g(x; 'X)� (4.6)

elde edilir. M manifoldu, E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda integral alt manifoldu oldu¼gun-

dan �(X) = 0 d¬r. Böylece (4:4) eşitli¼gini elde ederiz.

ii)

Xg(x; eA) = g(rXx; eA) + g(x;rXeA)

olup burada

g(rXx; eA) = g(X � �(X)('x+ �)� �(x)'X + (X�(x) + "g(x; 'X))�; eA)

= g(X; eA)� �(X)g('x; eA)� �(x)g('X; eA)

ve

g(x;rXeA) = g(x;��(eA)'X � �(X)'eA + (X�(eA) + "g(eA; 'X))�

= g(x;��(X)'eA + "g(eA; 'X)�)

= �(X)g('x; eA) + g(x; �)"g('X; eA)

= �(X)g('x; eA) + "
2�(x)g('X; eA)

= �(X)g('x; eA) + �(X)g('X; eA)

oldu¼gundan

Xg(x; eA) = g(X; eA)� �(X)g('x; eA)� �(x)g('X; eA)

+�(X)g('x; eA) + �(x)g('X; eA)

= g(X; eA)

sonucuna ulaş¬r¬z. E2n+1(�3") denM manifolduna indirgenmi̧s koneksiyon r olmak

üzere Laplace denklemi

4f =
mX
i=1

((rEiEi)f � EiEif)
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idi. Burada f = g(x; eA) olmak üzere

rEiEig(x; eA) = g(rEiEi; eA)

= g(rEiEi �B(Ei; Ei); eA)

g(rEiEi; eA)� g(B(Ei; Ei); eA)

ve

EiEif = EiEig(x; eA)

= Eig(Ei; eA)

= g(rEiEi; eA) + g(Ei;rEieA)

elde edilir. Burada Ei 2 �(E2n+1)(�3")) ve g(Ei; e2n+1) = 0 oldu¼gundan

Ei =
2nX
B=1

�Bi eB

olarak yazabiliriz. Böylece

g(Ei;rEieA) =
2nX
B=1

2nX
C=1

�Bi �
C
i g(eB;reCeA)

olur. (3:32) ve (3:33) denklemlerinden (A;B;C;= 1; 2; :::; 2n) , (i = 1; 2; :::;m) için

g(eB;reCeA) = 0 ve g(Ei;rEieA) = 0 oldu¼gu görülür. Böylece

4g(x; eA) = �
mX
i=1

g(B(Ei; Ei); eA)

= �g
 

mX
i=1

B(Ei; Ei); eA

!
= �g(mH; eA)

= �mg(H; eA)
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sonucuna ulaş¬r¬z. Ayr¬ca

4g('2x; a) = 4g(x; '2a)

= 4g(x;
mX
i=1

�AeA)

= �A4g(x; eA)

= �m
mX
i=1

�Ag(H; eA)

= �mg(H;
mX
i=1

�AeA)

= �mg(H;'2a)

= mg(H; a)� �(a)g(H; �)

elde ederiz. M � E2n+1(�3") m� boyutlu oldu¼gundan fE1; E2; :::; Emg ortonormal

baz¬vard¬r. f�1;�2; :::; �2n�m; �) de normalindeki ortonormal vektör alan¬olsun. Bu-

rada � karakteristik vektör alan¬na kaŗs¬l¬k gelen şekil öperatörü (Weingarten map)

A� = 0 d¬r. Böylece

H =
2n�mX
i=1

(trA�i)�i + (trA�)�

=
2n�mX
i=1

(trA�i)�i

eşitli¼ginden g(H; �) = 0 elde edilir. Dolay¬s¬yla

4g('2x; eA) = g(x; '2eA)

= �g(x; eA)

eşitli¼gini kullan¬rsak (4:5) eşitli¼gini elde ederiz.

Sonuç 4.1 m boyutluM manifoldu, E2n+1(�3) Sasaki uzay¬nda, N2n(c) silindirinde

yatan integral alt manifoldu ve H, N2n(c) silindirindeki ortalama e¼grilik vektör alan¬

olmak üzere

H =
2n� 1
2nc2

'2(x� x0)

dir (Baikousis 1991, Camc¬2007).
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·Ispat. E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda

N2n(c) =
�
x 2 E2n+1(�3") : g(x� x0; x� x0)� "(�(x� x0))2 = c

	
(4.7)

= fx 2 E2n+1(�3") : 1
4

X
((xi � xi0)2 + (yi � yi0)2) = cg

silindirini tan¬mlayal¬m. Burada f(x) = g(x�x0; x�x0)� "(�(x�x0))2� c dersek

X 2 E2n+1(�3") için (4:5) denkleminden

Xf = 2g(x� x0; X � �(X)�) (4.8)

elde ederiz. Çünkü,

Xf = 2g(rx(x�x0); x�x0)�2�(x�x0)g(rx(x�x0); �)�2�(x�x0)g(x�x0;rx�)

dir. (4:6) eşitli¼ginden

rx(x�x0) = X��(X)('(x�x0)+�)��(x�x0)'X+(X�(x�x0)+"g(x�x0; 'X))�

ve rx� = �'X oldu¼gundan

Xf = 2g(X; x� x0)� 2�(x� x0)g(x� x0; 'X)� 2"�(x� x0)�(X)

+2"�(x� x0)X [�(x� x0)] + 2�(x� x0)g(x� x0; 'X)

�2�(x� x0)("�(X)� "�(X) + "X [�(x� x0)] + g(x� x0; 'X))

+2�(x� x0)g(x� x0; 'X)

gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

Xf = 2g(x� x0; X � �(X)�)

elde edilir. Burada �'2X = X � �(X)� oldu¼gundan

Xf = 2g(x� x0;�'2X)

= g(�2'2(x� x0); X)

olur. Ayr¬ca Xf = g(grad f;X) ve metrik non-dejenere oldu¼gundan

grad f = �2'2(x� x0) (4.9)
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elde edilir. Burada grad f vektörü silindirin normalinde olan bir vektördür.

grad f = �2'2(x� x0) = 2((x� x0)� �(x� x0)�)

oldu¼gundan

rX(grad f) = 2(rX(x� x0)� (rX�(x� x0))� � �(x� x0)rX�

= 2

0BBBBBBBBB@

X � �(X)('(x� x0) + �)� �(x� x0)'X

+(X�(x� x0) + "g(x� x0; 'X))�

�"g(X � �(X)('(x� x0) + �)� �(x� x0)'X

+(X�(x� x0) + "g(x� x0; 'X))�; �)�

�"g(x� x0;rX�)� + �(x� x0)'X

1CCCCCCCCCA
= 2

24 X � �(X)('(x� x0) + �) +X�(x� x0)� + "g(x� x0; 'X))�
�X�(x� x0)� � "g(x� x0; 'X))� + "g(x� x0; 'X))�

35
gerekli sadeleştimeleri yaparsak

rX(grad f) = 2[X � �(X)('(x� x0) + �) + "g(x� x0; 'X))�] (4.10)

elde ederiz. Burada N2n(c) silindirinin E2n+1(�3") deki ikinci temel formu B ise

B(X;Y ) = � 1

4c2
g(rX(grad f); Y ) grad f (4.11)

dir. Çünkü, Z = grad f
kgrad fk vektör alan¬N

2n(c) ye dik bir vektör alan¬d¬r. Burada

kgrad fk2 = g (grad f; grad f)

= 4g
�
'2(x� x0); '2(x� x0)

�
= 4g ('(x� x0); '(x� x0))

= 4
�
g(x� x0; x� x0)� "� (x� x0)2

�
= 4c2

dir. Dolay¬s¬yla kgrad fk = 2c ve Z = grad f

2c
elde edilir. Ayr¬ca biliyoruz ki,

B(X; Y ) = �g(AZX; Y )Z

= �g(rXZ; Y )Z

= � 1

4c2
g(rX(grad f); Y ) grad f
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d¬r. Böylece (4:10) ve (4:11) eşitliklerinden

B(X; Y ) = � 1

4c2

24 g(X; Y )� "�(X)�(Y )� �(X)g('(x� x0); Y )
+"g(x� x0; 'X)g(�; Y )

35 grad f
olur. Bu eşitli¼gi

B(X; Y ) = � 1

2c2

24 g(X;Y )� "�(X)�(Y )

�g('(x� x0); �(X)Y + �(Y )X)

35 grad f (4.12)

olarak da yazabiliriz. Burada X; Y 2 �(N2n(c)) dir. Ayr¬ca �f = 0 oldu¼gundan

� 2 �(N2n(c)) dir ve B(�; �) = 0 d¬r. Böylece N2n(c) deki H ortalama e¼grilik vektör

alan¬

H =
2n� 1
2nc2

'2(x� x0)

dir. Çünkü N2n(c) nin ortonormal bir baz¬n¬(E1; E2; :::; E2n�1; �) olarak seçebiliriz.

Böylece �(Ei) = 0 ve (4:12) eşitli¼ginden

B(Ei; Ei) = � 1

2c2
g(Ei; Ei) grad f

= � 1

2c2
(�2'2(x� x0))

=
1

c2
('2(x� x0))

olur. Dolay¬s¬yla B(�; �) = 0 oldu¼gundan

H =
1

2n

2nX
i=1

B(Ei; Ei)

=
2n� 1
2nc2

'2(x� x0)

elde edilir

Sonuç 4.2 m boyutluM manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda, N2n(c) silindirinde

yatan integral alt manifold olsun. H veH
0
vektör alanlar¬M manifoldunun, s¬ras¬yla,

E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda ve N2n(c) silindirinde ortalama e¼grilik vektör alanlar¬

olmak üzere

H = H 0 +
1

c2
'2(x� x0)

dir (Camc¬2007).
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·Ispat. M manifoldunun E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda ikinci temel formuB veN2n(c)

silindirinde ikinci temel formu da B0 olsun. E¼ger26666664
E2n+1(�3") Kon. N2n(c) Kon. M de Kon. ·Ikinci temel form

r r B

r0 r B0

r r0 B

37777775
olarak tan¬mlarsak Gauss denkleminden

rXY = rXY +B(X;Y ) (4.13)

r0
XY = rXY +B

0(X;Y ) (4.14)

rXY = r0
XY +B(X; Y ) (4.15)

eşitliklerini elde ederiz. (4:14) ve (4:15) eşitliklerinden

rXY = rXY +B
0(X; Y ) +B(X; Y )

olur. Böylece son eşitlik ve (4:13) den 8X;Y 2 �(M) için

B(X;Y ) = B0(X; Y ) +B(X; Y ) (4.16)

eşitli¼gi elde edilir. H ve H 0 vektör alanlar¬, s¬ras¬yla, E2n+1(�3") Sasaki uzay¬ve

N2n(c) silindirinde yatanM manifoldunun ortalama vektör alanlar¬olsun. m�boyutlu

M manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n integral alt manifoldu oldu¼gundan bir

fE1; E2; :::; Emg ortonormal taban¬vard¬r. (4:12) eşitli¼ginden

B(Ei; Ei) =
1

c2
g(Ei; Ei)'

2(x� x0)

olur. (4:16) eşitli¼gi yard¬m¬yla

mX
i=1

B(Ei; Ei) =

mX
i=1

B0(Ei; Ei) +

mX
i=1

1

c2
g(Ei; Ei)'

2(x� x0)

mH = mH 0 +m
1

c2
'2(x� x0)

ve

H = H 0 +
1

c2
'2(x� x0) (4.17)

eşitli¼gini elde ederiz.
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Lemma 4.2 m�boyutlu M manifoldu E2n+1(�3") nin integral alt manifoldu ol-

sun. M manifoldu N2n(c) silindirinde yatar () x � x0 vektörü M nin dikindedir

(Baikousis 1991).

·Ispat. M manifoldu E2n+1(�3") nin integral alt manifoldu ise 8X 2 �(M) için

�(X) = 0 d¬r.Bu sebeple

Xf = 2g(x� x0; X � �(X)�)

= 2g(x� x0; X)

eşitli¼gi yard¬m¬yla

XXf = 2g(x� x0;rXX) + 2g(rX(x� x0); X)

= 2g(x� x0);rXX) + 2g(X � �(x� x0)'X

+(X�(x� x0) + "g(x� x0; 'X))�;X)

= 2g(x� x0;rXX) + 2g(X;X)

olarak bulunur. Ayr¬ca rXX = rXX +B(X;X) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

XXf = 2g(rXX +B(X;X); x� x0) + 2g(X;X)

olur. N2n(c) silindirinde yatan E2n+1(�3") nin m boyutlu M integral alt mani-

foldunun bir ortonormal taban¬(E1; E2; :::; Em) olsun. Böylece

4f =

mX
i=1

((rEiEi)f � EiEif)

=

mX
i=1

0@ 2g(rEiEi; x� x0)� 2g(rEiEi; x� x0)

�2g(B(Ei; Ei); x� x0)� 2g(Ei; Ei)

1A
= �2

mX
i=1

(g(Ei; Ei) + g(B(Ei; Ei); x� x0))

= �2(m+ g(mH;x� x0))

ve buradan

4f = �2m(1 + g(H; x� x0)) (4.18)

elde edilir.
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Teorem 4.1 E5(�3") Sasaki uzay¬nda N4(c) de yatan herM2 integral yüzeyi düzdür

(Baikousis 1991, Camc¬2007).

·Ispat. Biliyoruz ki, kgrad fk = 2c dir. M2 yüzeyinin fX1; X2g ortonormal taban¬n¬

'X1 =
grad f

kgrad fk

= �1
c
'(x� x0)

olacak şekilde seçelim. Böylece

fX1; X2; �1 = 'X1; �2 = 'X2; �g

vektör alanlar¬E5(�3") Sasaki uzay¬n¬n ortonormal bir taban¬olup

g(B(Xi; Xj); �1) = g(B(Xi; Xj); �1)

oldu¼gu görülür. Çünkü �1 = �1
c
'(x � x0) vektör alan¬N2n(c) silindirinin norma-

lindedir ve B0(Xi; Xj) deM2 nin normalinde fakat, N2n(c) silindirinin te¼getinde olan

bir vektör alan¬d¬r. Böylece g(B0(Xi; Xj); �1) = 0 d¬r. (4:12) de �(Xi) = �(Xj) = 0

oldu¼gundan

B(Xi; Xj) = � 1

2c2
g(Xi; Xj) grad f

= �1
c
g(Xi; Xj)�1

d¬r. Dolay¬s¬yla

g(B(Xi; Xj); �1 = g(�1
c
g(Xi; Xj)�1; �1)

= �1
c
g(Xi; Xj)

dir. Ayr¬ca biliyoruz ki,

rXiXj = rXiXj +B(Xi; Xj)

ve g(Xj; �1) = 0 ise

g(rXiXj; �1) + g(rXi�1; Xj) = 0
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olur ve böylece

g(B(Xi; Xj); �1) = g(rXiXj; �1)

= g(�rXi�1; Xj)

= g(A�1Xi; Xj)

dir. Son eşitlikten

g(A�1Xi; Xj) = g(�
1

c
Xi; Xj)

elde edilir. Böylece A1Xi = �1
c
Xi ve A1 = �1

c
I sonucuna ulaş¬r¬z. Burada A�i = Ai

(i = 1; 2) dönüşümleri M2 yüzeyinin şekil operatörleridir. Kabul edelim ki,

A2X1 = a11X1 + a21X2

A2X2 = a12X1 + a22X2

olsun. Burada

a11 = g(A2X1; X1) = g(�rX1�2; X1) = 0

a21 = g(A2X1; X2) = g(A1X2; X2) = g(�
1

c
X2; X2) = �

1

c

a12 = g(A2; X2; X1) = g(X2; A2X1) = �
1

c

a22 = g(A2X2; X2) = a

d¬r. Böylece şekil operatörlerini

A1 =

24 �1
c

0

0 �1
c

35 ; A2 =
24 0 �1

c

�1
c

a

35 (4.19)

olarak elde ederiz. Burada a reel de¼gerli bir fonksiyondur. (3:60) eşitli¼ginden M2

nin Gauss e¼grili¼gi

K(X1; X2) =
2X
_I=1

(g(AiX1; X1)g(AiX2; X2)� g(AiX1; X2)
2)

= g(A1X1; X1)g(A1X2; X2)� g(A1X1; X2)
2

+g(A2X1; X1)g(A2X2; X2)� g(A2X1; X2)
2

=
1

c2
� 1

c2

= 0

olarak bulunur. Bu ise M2 integral yüzeyi düzdür demektir.
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Teorem 4.2 m boyutlu M manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n kompakt integral

alt manifoldu olsun. M manifoldu 1- tiplidir ancak ve ancakM manifoldu N2n(c) de

yatan minimal alt manifolddur. Burada c2 = m
�p
dir (Baikousis 1991, Camc¬2007).

·Ispat. Şayet M manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda 1-tipli ise

4g(xP ; eA) = �Pg(xP;eA)

d¬r. Burada '2x = '2x0 + '2xP ve '2x0 de E2n+1(�3") uzay¬nda sabit vektördür.

Böylece 4g('2x; eA) = mg(H; eA); (A = 1; 2; :::; 2n) dir. Ayr¬ca

4g('2x; eA) = 4g('2x0 + '2xP ; eA)

= 4g('2xP ; eA)

= 4g(xP ; '2eA)

= �4g(xP ; eA)

= ��pg(xP ; eA)

= �pg(xP ; '
2eA)

= �pg('
2xP ; eA)

elde edilir. Dolay¬s¬yla

mg(H; eA) = �pg('
2xP ; eA)

dir. Böylece '2xp = '2(x� x0) oldu¼gundan

g(mH � �p'2(x� x0); eA) = 0; (A = 1; 2; :::; 2n)

eşitli¼gi elde edilir. Sonuç olarak mH � �p'2(x � x0) = �� d¬r. A� = 0 oldu¼gundan

g(H; �) = 0 d¬r. Böylece � = 0 ç¬kar. � = 0 ise H =
�p
m
'2(x�x0) olarak elde edilir.

8X 2 �(M) için

g(H;X) = g(
�p
m
'2(x� x0); X)

=
�p
m
g(x� x0); '2X)

= ��p
m
g(x� x0); X)
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g(H;X) = 0 oldu¼gundan 8X 2 �(M) için g(x�x0; X) = 0 d¬r. Böylece 8X 2 �(M)

vektör alan¬(x� x0) in normalindedir. Lemma 4.1 den dolay¬baz¬M manifoldlar¬

ci0 için N2n(c) de yatarlar. (4:17) denkleminden H = H 0+
1

c2
'2(x�x0) idi. Böylece

H 0 =

�
�p
m
� 1

c2

�
'2(x� x0) (4.20)

olur. Burada H 0 ortalama e¼grilik vektör alan¬; N2n(c) silindirindeM manifoldunun

ortalama e¼grilik vektör alan¬d¬r. Yani H 0 vektör alan¬,N2n(c) nin te¼get uzay¬nda M

manifolduna diktir. Böylece H 0 vektör alan¬grad f vektör alan¬na dik oldu¼gundan

H 0 = 0 d¬r. Sonuç olarak (4:20) den
�p
m
� 1

c2
= 0 ve c2 =

m

�p
elde edilir.

Tersine M manifoldu N2n(c) de minimal alt manifold olsun. Lemma 4:1 in (ii)

ş¬kk¬ndan 4g(x; eA) = �mg(H; eA) ve (4:17) denkleminden H = H
0
+
1

c2
'2(x� x0)

dir. M manifoldu minimal oldu¼gundan H 0 = 0 d¬r. Böylece

4g(x; eA) = �mg(H; eA)

= �mg( 1
c2
'2(x� x0); eA)

= �m
c2
g(x� x0; '2eA)

=
m

c2
g(x� x0; eA)

olur. Spektral ayr¬̧s¬m¬düşünürsek

g(x; eA) = g(x0; eA) +
1X
t=1

g(x; eA)t (4.21)

olur. Burada 4g(x; eA)t = �tg(x; eA)t ve

4g(x0; eA) =
m

c2
g(x0 � x0; eA)

= 0

oldu¼gundan

4g(x; eA) = 4g(x0; eA) +
1X
t=1

4g(x; eA)t

=
1X
t=1

�tg(x; eA)t
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elde edilir. Ayr¬ca

4g(x; eA) =
m

c2
g(x� x0; eA)

=
m

c2
g(x; eA)�

m

c2
g(x0; eA)

=
m

c2

 
g(x0;eA) +

1X
t=1

g(x; eA)t

!
� m
c2
g(x0; eA)

=
m

c2
g(x0eA) +

m

c2

1X
t=1

g(x; eA)t �
m

c2
g(x0; eA)

=
1X
t=1

m

c2
g(x; eA)t

olur. Böylece
1P
t=1

�tg(x; eA)t =
1P
t=1

m

c2
g(x; eA)t ve

1X
t=1

�
�t �

m

c2

�
(g(x; eA)t = 0; A = 1; 2; :::; 2n (4.22)

eşitli¼gine ulaş¬r¬z. Kabul edelim ki A 2 f1; 2; :::; 2ng ve her s için g(x; eA)s 6= 0 olsun.

Böylece (4:22) den

1X
t=1

�
�t �

m

c2

�
(g(x; eA)t; g(x; eA)s) = 0 (4.23)

olur. Burada (; ) C1(M) uzay¬nda tan¬ml¬bir iç çarp¬md¬r. 4 Laplace operatörü

self-adjoint oldu¼gundan

�t(ft; fs) = (�tft; fs) = (4ft; fs) = (ft;4fs) = (ft; �sfs) = �s(ft; fs)

olur. Böylece (�t � �s)(ft; fs) = 0 ve t 6= s için (ft; fs) = 0 elde edilir. Sonuç olarak

(4:23) den t 6= s için g(x; eA)t 6= 0 oldu¼gu zaman

�t �
m

c2
= 0 (4.24)

olur. (4:24) denklemi tam olarak bir çözüme sahip oldu¼gundan, M manifoldu 1-

tiplidir.

Teorem 4.3 m-boyutlu M manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n kompakt mani-

foldu olsun. M manifoldu 1- tiplidir ancak ve ancakM manifoldu N2n(c) silindirinde

yatan minimal alt manifolddur (Camc¬ve Gök ).
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·Ispat. ()) M manifoldu N2n(c) silindirinde yatan 1�tipli alt manifoldu olsun. Bu

durumda

�g(xp; eA) = �pg(xp; eA); A = 1; 2; :::; 2n:

ve

'2x = '2x0 + '
2xp

olur. Böylece

�g('2(x� x0); eA) = �g('2xp; eA)

= �g(xp; eA)

= �pg(xp; eA)

= �pg('
2xp; eA)

= �pg('
2(x� x0); eA)

olarak bulunur.

Di¼ger taraftan

�g(�2(x� x0); eA) = �g(x� x0; �2eA)

= ��g(x� x0; eA)

= mg(H; eA)

d¬r. Böylece

�pg('
2(x� x0); eA) = mg(H; eA)

veya g iç çarp¬m¬n¬n özeliklerinden

g(mH � �p'2(x� x0); eA) = 0; A = 1; 2; :::; 2n (4.25)

olur. Bu durumda (4:25) denkleminden

mH � �p'2(x� x0) = k� (4.26)

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan (4:26) denklemi (4:17) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

m(H
0
+
�

c2
'2(x� x0))� �p'2(x� x0) = k�

72



veya

H
0
+ (

�

mc2
� �p)'2(x� x0) = k�

olur. Burada H
0 2 �(M)? ve H 0 2 �(N2n) oldu¼gundan 8X 2 �(M) için

g(H
0
; X) = 0

ve

g('2(x� x0); X) = 0

olur. Böylece k = 0 , H
0
= 0 ve �p = m�

c2
olarak bulunur. H

0
= 0 oldu¼gundan M

manifoldu N2n(c) silindirinde minimal alt manifold olur.

(() Tersine, kabul edelim ki M manifoldu N2n(c) de minimal alt manifold olsun.

Bu durumda H
0
= 0 ve H =

�

c2
'2(x� x0) oldu¼gundan

�g(x; eA) = �mg(H; eA)

�g(x; eA) = �mg( �
c2
'2(x� x0); eA)

�g(x; eA) =
m�

c2
g(x� x0; eA) (4.27)

olur. Spektral ayr¬̧s¬m¬yap¬l¬rsa

g(x; eA) = g(x0; eA) +
1X
t=1

g(x; eA)t; A = 1; 2; :::; 2n (4.28)

olur. Bu durumda (4:27) ve (4:28) denklemlerinden

g(x� x0; eA) =
1X
t=1

g(x; eA)t; A = 1; 2; :::; 2n

�g(x� xo; eA) =

1X
t=1

g(x; eA)t

m�

c2
g(x� x0; eA) =

1X
t=1

�tg(x; eA)t

m�

c2

1X
t=1

g(x; eA)t =

1X
t=1

�tg(x; eA)t

1X
t=1

(�t �
m�

c2
)g(x; eA)t = 0; A = 1; 2; :::; 2n

elde edilir. Böylece
1X
t=1

(�t �
m�

c2
)(g(x; eA)t; g(x; eA)s) = 0
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olur. Burada ft = g(x; eA)t; fs = g(x; eA)s olmak üzere �ft = �tft; �fs = �sfs dir.

�t(ft; ; fs) = (�ft; ; fs) = �s(ft; ; fs)

(�t � �s)(ft; ; fs) = 0

olur. t 6= s ise (ft; ; fs) = 0 olur.

Bu durumda g(x; eA)t 6= 0 oldu¼gundan A = 1; 2; :::; 2n

�t �
m�

c2
= 0; (4.29)

A = 1; 2; :::; 2n için g(x; eA)t 6= 0 oldu¼gundan (4:29) denkleminin yaln¬z bir çözümü

oldu¼gundan M manifoldu 1�tiplidir

4.2 E2n+1(�3") Sasaki Uzay¬nda Alt Manifoldlar¬n Baz¬Özelikleri

M manifoldu E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n m� boyutlu integral alt manifoldu olsun.

Böylece E2n+1(�3") uzay¬nda M üzerindeki ortonormal vektör alanlar¬X1; :::; Xm

olarak tan¬mlarsak, baza tamamlamadan E2n+1(�3") deki ortonormal taban vektör

alanlar¬n¬ �
X1; :::; Xm; �m+1; �m+2; :::; �2n+1 = �

	
olarak tan¬mlayabiliriz. Ayr¬ca D de E2n+1(�3") de M nin normal koneksiyonu

olsun. Şayet X 2 �(M) için

rXeA = "g('X; eA); A = 1; 2; ::; 2n

oldu¼gundan

Xg(H; eA) = g(rXH; eA) + g(H;rXeA)

= g(�AHX +DXH; eA) + 0

= �g(AHX; eA) + g(DXH; eA)

elde edilir. Burada

4DH =

mX
t=1

(DrXiXiH �DXiDXiH) (4.30)

ve

tr(rAH) =
mX
t=1

(ADXiHXi + (4XiAH)Xi) (4.31)
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dir. Ayr¬ca �m+2 vektörünü H ortalama e¼grilik vektör alan¬na paralel seçersek

mX
t=1

B(Xi; AHXi) =
2nX

t=m+1

tr(AHA�)��

= (trA2m+1)H +
2nX

t=m+2

tr(AHAa)�a

elde edilir. Burada A� terimi �� ile ba¼glant¬l¬E2n+1(�3") de uyumlu vektör alan¬n¬

a(H) =
2nX

t=m+2

tr(AHA�)��

olarak tan¬mlar¬z. Yukar¬daki eşitliklerden

�g(H; eA) =

0B@ tr(rAH) + �DH + (trA2m+1)H

+a(H)�
mP
t=1

�(DXiH)'Xi; eA

1CA (4.32)

olur (Baikousis 1994).

Teorem 4.4 M manifoldu E2n+1(�3") de bir kompakt integral alt manifoldu olsun.

Şayet M manifoldunun E2n+1(�3") de ortalama e¼grilik vektör alan¬, paralel ise M

manifoldu 1-tipindedir ancak ve ancak

1) trA2m+1 sabittir

2) tr(rAH) = 0

3) a(H) = 0 (Chen yüzeyi)

dir (Baikousis 1994, Camc¬2007).

·Ispat. M manifoldu E2n+1(�3") de paralel ise DH = 0 d¬r. Böylece �DH = 0

oldu¼gu tan¬m¬ndan kolayca görülür. M manifoldu E2n+1(�3") de 1-tipli olsun. H 0

ortalama e¼grilik vektör alan¬, N2n(c) silindirinde M manifoldunun ortalama e¼grilik

vektör alan¬d¬r. Yani H 0 vektör alan¬, N2n(c) nin te¼get uzay¬nda M manifolduna

diktir. Böylece H 0 vektör alan¬grad f vektör alan¬na dik oldu¼gundan H 0 = 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla (4:17) den

H =
1

c2
'2(x� x0)
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olur. Böylece

�g(H; eA) =
1

c2
�g('2(x� x0); eA)

=
1

c2
�g(x� x0; '2eA)

= � 1
c2
�g(x� x0; eA)

= � 1
c2
�g(x; eA)

Lemma 4:1 nin (ii) ş¬kk¬ndan

�g(H; eA) =
m

c2
g(H; eA) (4.33)

elde ederiz. � = m
c2
için (4:32) ve (4:33) denklemleri yard¬m¬yla

g(tr(rAH) + (trA2m+1)H + �(H)� �H; eA) = 0, A = 1; 2; :::; 2n

olur. Bu son eşitlikten

tr(rAH) + (trA2m+1)H + a(H)� �H = ��

sonucuna ulaş¬r¬z. tr(rAH) n¬n tan¬m¬ndan, bu vektörün M manifoldunun te¼get

uzay¬na ve H ortalama e¼grilik vektör alan¬ � ye dik oldu¼gundan (1), (2) ve (3)

özeliklerinin sa¼gland¬¼g¬görülür. Kaŗs¬t olarak (1), (2) ve (3) özelikleri sa¼glans¬n. Bu

eşitlikleri (4:32) de yerine yazarsak trA2m+1 = � (sabit) için

�g(H; eA) = �g(H; eA)

ç¬kar. Teorem 4:2 deki benzer i̧slemlerle M manifoldunun 1-tipden oldu¼gu görülür.

Farzedelim ki,M manifolduN2n(c) silindirinde yatan ve E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n

n-boyutlu integral alt manifoldu olsun. M manifoldunun H ortalama e¼grilik vektör

alan¬ (4:17) deki gibidir. � vektör alan¬n¬H 0 ye paralel birim vektör alan¬olarak

seçersek H 0 = a
0
� olarak yazabiliriz. Burada a0 = kH 0k dir. X1; X2; :::; Xn vektör

alanlar¬M manifoldunun lokal ortonormal baz vektörleri olsun. Böylece N2n(c)

silindirinin normali � = �'2(x � x0) olmak üzere M manifoldunun ortonormal

vektör alan¬n¬�n+1 =
1

a
H (a = kH 0k); �n+2 =

� + a0�

ca
olarak seçebiliriz. Burada

g(�n+1; �n+1) = g(�n+2; �n+2) = 1
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oldu¼gu aç¬kt¬r. g('2(x� x0); H 0) = 0 oldu¼gundan

g(�n+1; �n+2) = g(
1

a
H;
� + a0�

ca
)

=
1

ca2
g(H; �) +

a0

ca2
g(H; �)

=
1

ca2
g

�
H 0 +

1

c2
'2(x� x0);

1

a0
H 0
�

+
a0

ca2
g

�
H 0 +

1

c2
'2(x� x0);�'2(x� x0)

�
=

1

ca2
g

�
H 0;

1

a0
H 0
�
+
a0

ca2
g

�
1

c2
'2(x� x0);�'2(x� x0)

�
=

1

a0ca2
g (H 0; H 0)� a0

c3a2
g
�
'2(x� x0); '2(x� x0)

�
=

(a0)2

a0ca2
� a0c2

c3a2

= 0

elde edilir. Ayr¬ca �n+2 =
� + a0�

ca
eşitli¼ginden

1 = g

�
� + a0�

ca
;
� + a0�

ca

�
=

1

c2a2
g

�
1

a0
H 0;

1

a0
H 0
�
+
(a0)2

c2a2
g (� ; �)

=
1

c2a2
+
(a0)2 c2

c2a2

ve
1

c2
+ (a0)

2
= a2 (4.34)

sonucuna ulaş¬r¬z. Teorem 4:1 deki metodu kullan¬rsak � = �'2(x�x0) içinA� = �I

ve A� = �n olur. Böylece Ac = A�� ve H =
1

n

nP
t=1

B (Xi; Xi) olmak üzere

H =
1

n

nX
�;t=1

g (An+�Xi; Xi) �n+� (4.35)

olarak da elde edilir. �n+� = 'X� ve H = a'X1 olarak seçersek ('X1; 'X2; :::; 'Xn)

vektör alanlar¬n¬n lineer ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ndan ve (4:35) den

trAn+1 =

nX
i=1

g (A�Xi; Xi) = na

� � 2 için

trAn+� =
nX
i=1

g (An+�Xi; Xi) = 0 (4.36)
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olur. Ayr¬ca H = a�n+1 ise AH = aAn+1 dir. Dolay¬s¬yla AH = na
2 oldu¼gu görülür.

Ayr¬ca H 0 = a0� ve (4:17) den H = a
0
� � 1

c2
� elde edilir. Böylece

trA� = trA 1
a0H+

1
a0c2 �

=
1

a0
trAH +

1

a0c2
trA�

=
na2

a0
� n

a0c2

=
n

a0

�
a2 � 1

c2

�
= na0

sonucuna ulaş¬r¬z. Ayr¬ca H = a� � 1

c2
� ve �n+2 =

� + a0�

ca
oldu¼gundan

trAHAn+2 =
1

ac

�
a0trA2� +

1

c2
trA� � (a0)2trA� �

na0

c2

�
=

1

ac

�
a0trA2� +

na0

c2
� (a0)2na0 � na

0

c2

�
=

a0

ac

�
trA2� � n(a0)2

�
ve

trAHAn+2 =
a0

ac
(trA2� � �(a0)2) (4.37)

elde edilir. H = H 0 � 1

c2
� ise trAHAn+� = trAH0An+� +

1

c2
trAHAn+� ve (4:36)

denkleminden

trAHAn+� = trAH0An+�; � = 3; 4:::; 2n (4.38)

sonucuna ulaş¬¬z. E2n+1(�3") Sasaki uzay¬nda, � ya dik M manifoldunun herhangi

bir normal vektörü � için A� = A
0
� ve D� = D

0
� dr. Çünkü

rX� = �A�X +DX�;

r0

X� = �A
0
�X +D

0
X�

9=; (4.39)

dir. BuradaD; E2n+1(�3") daM manifoldunun normal koneksiyonu veD0 deN2n(c)

de M manifoldunun normal koneksiyonudur. Ayr¬ca biliyoruz ki

rX� = rX� +B(�;X)

r0
X� = rX� +B

0(�;X)
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dir. Buradan

B(�;X) = B0(�;X) +B(�;X)

elde ederiz. 2n-boyutlu N2n(c) nin birim normal vektörü

� = �1
c
'2(x� x0)

ve B(�;X) = �� oldu¼gundan

g(rX�; �) = g(rX� +B(�;X); �)

= g(rX�; �) + �g(� ; �)

= �

sonucu elde edilir. Ayr¬ca g(�; �) = 0; A� = �
1

c
I ve � 2 �(M)? oldu¼gundan

� = g(rX�; �)

= �g(rX� ; �)

= �g(�A�X +DX� ; �)

= g(A�X; �)

= �1
c
g(X; �)

= 0

olur. Böylece B(�;X) = B0(�;X) elde edilir. Dolay¬s¬yla rX� = r0
X� = rX�

sonucuna ulaş¬r¬z. (4:39) dan A� = A0� ve D� = D
0� olur. Böylece

a(H) =
2nX

t=m+2

tr(AHA�)��

oldu¼gundan

a(H) = tr(AHAm+2)�m+2 +
2nX

t=m+2

tr(AHA�)��

=
a0

ac
(trA2� � �(a0)2)�m+2 +

2nX
t=m+3

tr(AHA�)��

dir. Burada a0(H 0) =
2nP

t=m+3

tr(AHA�)�� dersek

a(H) =
a0

ac
(trA2� � �(a0)2)�m+2 + a0(H 0) (4.40)
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elde edilir. Burada a0(H 0) vektör alan¬N2n(c) de M nin uyumlu ortalama e¼grilik

vektör alan¬d¬r. Üstelik Am+1 = A 1
a
H oldu¼gundan

trA2m+1 =
1

a
trA2

(a0�� 1
c2
�)

=
1

a
tr(a0A� +

1

c2
I)2

=
1

a

�
(a0)2trA2� +

2a
0

c2
trA� +

1

c2
trI

�
ve

trA2m+1 =
1

a

�
(a0)2trA2� +

2n(a0)2

c2
+
n

c2

�
(4.41)

elde edilir. 4DH için (4:30) den

4DH = 4D0
H 0 � 1

c2

mX
t=1

(DrXixi� �DXiDXi�)

= 4D0
H 0 � 1

c2

mX
t=1

(g(x� x0; �n+i)�n+i � g(x� x0; �'H)�)

elde edilir. Fakat g(x � x0; �n+i)�n+i = g(� ; �n+i)�n+i = � ve g(x � x0; Xi) = 0

oldu¼gundan

g(x� x0; 'H) = g(x� x0; a'�n+1) = �ag(x� x0;X1) = 0

elde edilir. Böylece

4DH = 4D0
H 0 � 1

c2
� (4.42)

olur. Üstelik
mX
t=1

�(DXiH)'Xi =
mX
t=1

g(DXiH; �)�n+i

mX
t=1

ag(�n+1; 'Xi)�n+i

= a�n+1

veya
mX
t=1

�(DXiH)'Xi = H (4.43)

elde edilir. (4:32), (4:37) ve (4:43) den

4g(H; eA) = g

0BBB@
tr(rAH) +4D

0
H

0
+ a0(H

0
)

� n
c2
((a0)2 + 1

c2
)�

+(trA2� +
n
c2
� 1)H 0

; eA

1CCCA (4.44)
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olur.

Teorem 4.5 M manifoldu N2n(c) silindirinde yatan E2n+1(�3") Sasaki uzay¬n¬n

n� boyutlu kompak integral alt manifoldu olsun. M manifoldu E2n+1(�3") uzay¬nda

2-tipdendir ancak ve ancak

i) M manifoldunun N2n(c) de a0 ortalama e¼grili¼gi sabit ve

(a0)2 =
� c
n

�2 � n
c2
� �p

��
�q �

n

c2

�
olarak verilir.

ii) tr(rAH) = 0

iii) '2(4D
0
H

0
) + a0(H

0
) + (trA2� +

n
c2
� 1)H 0

= (�p + �q)H
0

dir (Baikousis 1991, Camc¬2007).

·Ispat. E¼ger M manifoldu 2-tipten ise E2n+1(�3") uzay¬nda M nin x pozisyon

vektörü için

'2x = '2x0 + '
2xp + '

2xq

yazabiliriz. Burada '2x0 sabit vektör ve 4g(xp; eA) = �pg(xp; eA);4g(xq; eA) =

�qg(xq; eA) (A = 1; 2; :::; 2n) dir. Üstelik 4g(xp; eA) = �ng(H; eA) oldu¼gundan

�ng(H; eA) = g(�pxp + �q�q; eA) ve

�n4g(H; eA) = g(�2pxp + �2qxq; eA)

eşitliklerini elde ederiz. Çünkü

4g(x; eA) = 4g(x0 + x1 + x2; eA)

= 4g(x0; eA) +4g(xp; eA) +4g(xq; eA)

= 4g(xp; eA) +4g(xq; eA)

= �pg(xp; eA) + �qg(xq; eA)

= g(�pxp + �qxq; eA)

olur. Böylece �ng(H; eA) = g(�pxp + �qxq; eA)

�n4g(H; eA) = �p4g(xp; eA) + �q4g(xq; eA)

= �p�pg(xp; eA) + �q�qg(xq; eA)

= g(�2pxp + �
2
qxq; eA)

81



olur. Ayr¬ca 4g(xp; eA) = �pg(xp; eA) ve 4g(xq; eA) = �qg(xq; eA) eşitliklerini

toplarsak

4g(H; eA) = g
�
(�p + �q)H +

1

n
�p�q(x� x0); eA

�
elde ederiz. Çünkü �ng(�pH; eA) = g(�2pxp + �p�qxq; eA) ve �ng(�qH; eA) =

g(�p�qxp + �
2
qxq; eA) eşitliklerini taraf tarafa toplarsak

�ng((�p + �q)H; eA) = g
�
(�p + �q)H +

1

n
�p�q(x� x0); eA

�
olur. Ayr¬ca H = H 0 � 1

c2
� oldu¼gundan

�ng((�p + �q)H; eA) = g

0@ (�p + �q)H
0

�( 1
c2
(�p + �q)� 1

n
�p�q)� ; eA

1A (4.45)

olur. (4:44) ve (4:45) denklemlerinde metrik non-dejenere oldu¼gundan

tr(rAH) +4D
0
H 0 + a0(H

0
)� n

c2
((a0)2 +

1

c2
)� + (trA2� +

n

c2
� 1)H 0

= (�p + �q)H
0 � ( 1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)�

dir. Burada tr(rAH) terimi M nin te¼get uzay¬nda da di¼ger terimler M nin normal

uzay¬nda oldu¼gundan dolay¬tr(rAH) = 0 olur. Böylece yukar¬daki denklem

(�p + �q)H
0 � ( 1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)�

= 4D
0
H 0 + a0(H

0
)� n

c2
((a0)2 +

1

c2
)� + (trA2� +

n

c2
� 1)H 0

(4.46)

d¬r. Burada � vektör alan¬N2n(c) nin normali, di¼ger terimler de te¼getinde oldu¼gun-

dan

� n
c2
((a0)2 +

1

c2
) = �( 1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)

elde edilir. Böylece

(a0)2 =
c2

n
(
1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)�

1

c2

=
c2

n2

�
n(
1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)�

n2

c4

�
=

c2

n2

�
n

c2
�p �

n2

c4
� �p�q +

n

c2
�p

�
=

c2

n2

� n
c2
(�q �

n

c2
)� �p(�q �

n

c2
)
�

=
� c
n

�2 � n
c2
� �p

��
�q �

n

c2

�
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yaz¬labilir. (4:46) denklemini düzenlersek

(�p + �q)H
0
= 4D

0
H

0
+ a0(H

0
) + (trA2� +

n

c2
� 1)H 0

(4.47)

olur. a0(H
0
) ve H

0
vektör alanlar¬� karakteristik vektör alan¬na dik olduklar¬ndan

g(a0(H
0
); �) = g(H

0
; �) = 0

dir. Böylece

�(a0(H
0
)) = �(H

0
) = 0

olur. (4:47) denkleminin her iki taraf¬n¬n '2 alt¬nda görüntüsünü al¬rsak

�'2(4D0
H

0
) + a0(H

0
) + (trA2� +

n

c2
� 1)H 0

= (�p + �q)H
0

(4.48)

bulunur.

Tersine (i), (ii) ve (iii) özelikleri sa¼glans¬n. (ii) den tr(rAH) = 0 d¬r. Bu

eşitli¼gi (4:44) de yazarsak

4g(H; eA) = g
�
4D0

H
0
+ a0(H

0
)� n

c2
((a0) +

1

c2
)� + (trA2� +

n

c2
� 1)H 0

; eA)

�
olur. Ayr¬ca (i) den

� n
c2
((a0)2 +

1

c2
) = �( 1

c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)

ve

g('2(4D0
H

0
); eA) = g(4D0

H
0
; eA)

eşitli¼gini gözönüne al¬rsak (iii) den

4g(H; eA) = g
�
(�p + �q)H

0 � ( 1
c2
(�p + �q)�

1

n
�p�q)� ; eA

�

eşitli¼gine ulaş¬r¬z. Burada H = H
0 � 1

c2
� oldu¼gundan

42g(H; eA) = (�p + �q)4g(H; eA)�
1

n
�p�q(� ; eA)

buluruz. Lemma 4:1 in (ii) ş¬kk¬ndan 4g(x� x0; eA) = �ng(H; eA) d¬r. Böylece

42g(x� x0; eA) = �n4g(H; eA)
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ve � = �'2(x� x0) oldu¼gundan

� 1
n
42g(x� x0; eA) = �

1

n
(�p + �q)4g(x� x0p; eA)�

1

n
�p�qg(�'2(x� x0); eA)

ve

42g(x� x0; eA) = (�p + �q)4g(x� xop; eA)� �p�qg(x� x0; eA) (4.49)

eşitliklerini elde ederiz. Spektral ayr¬̧s¬m¬n¬düşünürsek

g(x; eA) = g(x0; eA) +
1X
t=1

g(x; eA)t; A = 1; 2; :::; 2n (4.50)

olur. Burada g(x0; eA) sabit ve 4g(x; eA)t = �tg(x; eA)t dir. Böylece (4:50) den

g(x� x0; eA) =
1X
t=1

g(x; eA)t

bulunur. Her iki tarafa Laplace operatörünü uygularsak

4g(x� x0; eA) =
1X
t=1

4g(x; eA)t

=
1X
t=1

�tg(x; eA)t

ve

42g(x� x0; eA) =
1X
t=1

�2tg(x; eA)t

elde edilir. (4:49) denkleminden

(�p + �q)4g(x� x0p; eA)� �p�qg(x� x0; eA) =
1X
t=1

�2tg(x; eA)t

ve

(�p + �q)

1X
t=1

�tg(x; eA)t � �p�q
1X
t=1

g(x; eA)t =

1X
t=1

�2tg(x; eA)t

olur. Böylece
1X
t=1

(�2t � (�p + �q)�t + �p�q)g(x; eA)t = 0 (4.51)

elde edilir. Farzedelim ki, baz¬s 2 A için g(x; eA)s 6= 0 olsun. Bu durumda
1X
t=1

(�2t � (�p + �q)�t + �p�q)(g(x; eA)t; g(x; eA)s) = 0

olur. Dolay¬s¬yla

�2t � (�p + �q)�t + �p�q = 0; (g(x; eA)t) 6= 0

eşitli¼gi elde edilir. (4:50) den bu denklemin s¬f¬rdan farkl¬iki tane reel çözümü oldu¼gu

görülmektedir. Böylece M manifoldu 2-tipdendir.
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4.3 E2n+1(�3") Sasaki Uzay¬ndaki Silindirde Yatan ·Integral Alt Mani-

foldlar

Tan¬m 4.2 
 bir N Riemann manifoldu üzerinde yay parametresi ile verilmiş, r.

mertebeden ve 
 boyunca ortonormal vektör alanlar¬E1; E2:::; Er olan Frenet e¼grisi

olsun. Bu durumda

:

 = E1; r :


E1 = k1E2; r :

E2 = �k1E1 + k2E3; :::;

r :

Er�1 = �kr�2Er�2 + kr�1Er; r :


Er = �kr�1Er�1

dir. Burada k1; k2; :::; kr ler s nin C1 fonksiyonlar¬d¬r ve kj ye j. e¼grilik fonksiyonu

denir. Şayet k1; k2:::; kr�1e¼grilik fonksiyonlar¬sabit ise (osculating) mertebesi 1 olan

Frenet helis e¼grisidir. Çemberler mertebesi 2 olan Frenet helis e¼grileridir (Baikousis

1991).

Teorem 4.6 M manifoldu N4(c) silindirinde yatan ve E5(�3") Sasaki uzay¬n¬n 2-

tipli integral yüzeyi olsun. Böylece M yüzeyi

i) Mertebesi 3 olan iki helis,

ii) Mertebesi 3 olan ve mertebesi 4 olan iki helis,

iii) E5(�3") de bir geodezik ve mertebesi 3 olan bir helis,

iv) Bir çember ve mertebesi 3 olan bir helis,

e¼grilerinin lokal olarak Riemann çarp¬m¬d¬r (Baikousis 1991, Camc¬2007).

·Ispat. X1 ve X2; M manifoldunun lokal ortonormal vektör alanlar¬olsun. Böylece

�1 = 'X1; �2 = 'X2; �

de ortonormal vektör alanlar¬n¬bir lokal alanlar¬n¬n formudur. �i ye ba¼gl¬Wein-

garten dönüşümünü Ai olarak tan¬mlay¬m (i = 1; 2). X1 ve X2 taban vektör-

lerini öyle seçeriz ki, A1 şekil öperatörüne (Weingarten dönüşümünü) kaŗs¬l¬k gelen

matris

24 a 0

0 d

35 şeklinde olur. Bu şekilde bir seçim genellikten bir şey kaybettirmez.
Bu yüzden

A1X1 = �11X1 + �21X2

A1X2 = �12X1 + �22X2
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olur. Böylece

�11 = g(A1X1; X1) = a

�21 = A12 = g(A1X1; X1) = g(A1X1; X1) = 0

�22 = g(A1X1; X1) = d

olup

A2X1 = �11X1 + �21X2

A2X2 = �12X1 + �22X2

denklemleri yard¬m¬yla, A2X1 = A1X2 oldu¼gundan

�11 = g(A2X1; X1)

= g(A1X2; X1)

= 0

olur. Di¼ger yandan

�12 = �21 = g(A2X1; X2)

= g(A1X2; X2)

= d

ve

�21 = g(A2X2; X2) = b

dersek A2 ye kaŗs¬l¬k gelen matris

24 0 d

d b

35 olur. Ayr¬ca biliyoruz ki A� = 0 d¬r.

Böylece M yüzeyinin ortalama e¼grilik vektör alan¬

H =

3X
t=1

tr(Ai)�i

=
1

2
(a+ d)�1 +

1

2
b�2
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dir. Burada a; b; d lerM manifoldu üzerinde tan¬mlanan reel de¼gerli fonksiyonlard¬r.

Ayr¬ca

K(X1; X2) =

2X
t=1

(g(AiX1; X1)g(AiX2; X2)� g(AiX1; X2)
2)

= (g(A1X1; X1)g(A1X2; X2)� g(A1X1; X1)
2)

+(g(A2X1; X1)g(A2X2; X2)� g(A2X1; X2)
2)

= ad� d2

olur. Burada M manifoldu düz (�at) oldu¼gundan K(X1; X2) = 0 d¬r. Böylece

d(a� d) = 0 (4.52)

elde edilir. Ayr¬ca !k(rXXi) = !ki (X) olarak tan¬mlarsak !
k(rXjXi) = !ki (Xj)

olur. Böylece rXjXi = �
p
ijXp dersek

!k(rXjXi) = �pij!
k(Xp)

= �pij�
k
p

= �kij

elde edilir. Dolay¬s¬yla �kij = !
k(rXjXi) = !

k
i (Xj) olur ve

rXjXi = !
k
i (Xj)Xk (i; j; k = 1; 2)

eşitli¼gini elde ederiz.

rX'Xi = "g(X; Y ) + '(rXY )� �(Y )X

eşitli¼ginde X = Xj; Y = Xi yazarsak

rXj'Xi = "g(Xj; Xi) + '(rXjXi)� �(Xi)Xj

elde ederiz. M manifoldu integral alt manifoldu oldu¼gundan �(Xi) = 0 d¬r. Ayr¬ca

rXjXi = rXjXi +B(Xj; Xi) ve �i = 'Xi oldu¼gundan

rXj�i = "�ij� + '(rXjXi +B(Xj; Xi))

= "�ij� + '(rXjXi) + 'B(Xj; Xi)
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olur. Burada

'B(Xj; Xi) =
2X
k=1

'(g(AkXi; Xj)�k)

=

2X
k=1

g(AkXi; Xj)'�k

=

2X
k=1

g(AiXk; Xj)'Xk

= �
2X
k=1

g(AiXj; Xk)Xk

= �AiXj

ve rXjXi = !
k
i (Xj)Xk oldu¼gundan

rXj�i = "�ij� + '(!
k
i (Xk)� AiXj

= �AiXj + "�ij� + !
k
i (Xj)'(Xk)

= �AiXj + "�ij� + !
k
i (Xj)�k

olur. Di¼ger taraftan biliyoruz ki, Weingarten formülünden rXj�i = �AiXj +DXj�i

dir. Böylece

DXj�i = "�ij� + !
k
i (Xj)�k (4.53)

elde edilir. Ayr¬ca rXjX1 = !11(Xj)X1 + !
2
1(Xj)X2 ve rXjX2 = !12(Xj)X1 +

!22(Xj)X2 oldu¼gundan

!11(Xj) = g(rXjX1; X1)

!21(Xj) = g(rXjX1; X2)

!12(Xj) = g(rXjX2; X1)

!22(Xj) = g(rXjX2; X2)

olur. g(X1; X1) = 1 ve g(X2; X2) = 1 oldu¼gundan

!11(Xj) = g(rXjX1; X1) = g(rXjX2; X2) = !
2
2(Xj) = 0

d¬r. g(X1; X1) = 0 ise g(rXjX1; X2) + g(X1;rXjX2) = 0 oldu¼gundan !21(Xj) +

!12(Xj) = 0 elde edilir. Böylece

DXj�1 = "�1j� + !
1
1(Xj)�1 + !

2
1(Xj)�2 (4.54)

88



= !21(Xj)�2 + "�ij�

ve

DXj�2 = "�2j� + !
1
2(Xj)�1 + !

2
2(Xj)�2 (4.55)

= !12(Xj)�1 + "�2j�

= �!21(Xj)�1 + "�2j�

eşitliklerini elde ederiz. (4:52) eşitli¼gini irdelersek

1.Durum : d = 0 ise bu durumda A1 =

24 a 0

0 0

35 ; A2 =
24 0 0

0 b

35 elde ederiz.
RXYZ =

c+ 3"

4
(g(Y; Z)X � g(X;Z)Y ))

+
c� "
4

0@ �(X)�(Z)Y � �(Y )�(Z)X + g(X;Z)�(Y )� � g(Y; Z)�(X)�

+�(Z; Y )'X � �(Z;X)'Y + 2�(X; Y )'Z

1A
eşitli¼ginde c = �3" oldu¼gundan bu denklem

RXYZ = �"

0@ �(X)�(Z)Y � �(Y )�(Z)X + g(X;Z)�(Y )� � g(Y; Z)�(X)�

+�(Z; Y )'X � �(Z;X)'Y + 2�(X; Y )'Z

1A
olarak yazabilir. E¼ger X = X1; Y = X2; Z = �i al¬rsak

RX1X2�i = �"

0@ �(X1)�(�i)X2 � �(X2)�(�i)X1 + g(X1; �i)�(X2)� � g(X2; �i)�(X1)�

+�(�i; X2)'X1 � �(�i; X1)'X2 + 2'(X1; X2)'�i

1A
ve

RX1X2�i = �"(�(�i; X2)'X1 � �(�i; X1)'X2 + 2�(X1; X2)'�i)

elde edilir. Ayr¬ca biliyoruz ki �(X; Y ) = "g(X;'Y ) dir. Böylece

�(X1; X2) = "g(X1; 'X2)

= "g(X1; �i)

= 0

oldu¼gundan

RX1X2�i = �"(�(�i; X2)'X1 � �(�i; X1)'X2) (4.56)
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eşitli¼gine ulaş¬r¬z. Di¼ger taraftan ,

RX1X2�i = rX1rX2�i �rX2rX1�i �r[X1;X2]�i (4.57)

dir. Burada Weingarten formülünden rX2�i = �AiX2 +DX2�i ve

rX1rX2�i = �rX!AiX2 +rX1DX2�i) (4.58)

= �(rX1AiX2 +B(X1; AiX2))� ADX2�iX1 +DX1DX2�i

ve

rX2rX1�i = �(rX2AiX1 +B(X2;AiX1)) (4.59)

�ADX1�iX2 +DX2DX1�i

dir. Ayr¬ca

[X1; X2] = rX1X2 �rX2X1

oldu¼gundan Weingarten formülünden

r[X1;X2]�i = Ai(rX1X2)� Ai(rX2X1) +D[X1;X2]�i (4.60)

elde edilir. (4:58), (4:59) ve (4:60) eşitliklerini (4:57) de yerlerine yazarsak

RX1X2� = �(rX1Ai)X2 + (rX2Ai)X1 � ADX2�iX1 + ADX1�iX2 (4.61)

+B(X2; AiX1)�B(X1; AiX2) +R
D
X1X2

�i

sonucuna ulaş¬r¬z. Burada

I : �(rX1Ai)X2 + (rX2Ai)X1 � ADX2�iX1 + ADX1�iX2

II : B(X2; AiX1)�B(X1; AiX2) +R
D
X1X2

�i

III : �"�(�i; X2)'X1 + "�(�i; X1)'X2

dersek (4:56) ve (4:61) eşitlikleri yard¬m¬yla

I + II = III

olur. Burada I eşitli¼gi M manifoldunun te¼get uzay¬nda ve II ve III eşitlikleri de

M manifoldunun normal uzay¬nda oldu¼gundan ; II = III ve

�(rX1Ai)X2 + (rX2Ai)X1 � ADX2�iX1 + ADX1�iX2 = 0 (4.62)
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d¬r. (4:62) de i = 1 için

0 = rX1A1(X2)� A1(rX1X2)�rX2A1(X1) (4.63)

+A1(rX2X1) + ADX2�1X1 � ADX1�1X2

dir. Burada A1(X1) = aX1; A1(X2) = 0 = A2(X1) ve A2(X2) = bX2 d¬r. Ayr¬ca

rX1X2 = !12(X1)X1 + !
2
2(X1)X2 = !

1
2(X1)X1

rX2X1 = !11(X2)X1 + !
2
1(X2)X2 = !

2
1(X2)X2

oldu¼gundan

A1(rX1X2) = A1(!
1
2(X2)X1) = a!

1
2(X1)X1

A1(rX2X1) = A1(!
2
1(X2)X2) = 0

rX1A1(X2) = 0

rX2A1(X1) = rX2aX1 = arX2X1 +X2(a)X1

= a!21(X2)X2 +X2(a)X1

elde edilir. Bu i̧slemleri devam ettirirsek

ADX2�1X1 = A!21(X2)�2+"�12�X1

= !21(X2)A2(X1)

= 0

ve

ADX1�1X2 = A!21(X1)�2+"�11�X2

= !21(X1)A2X2 + "A�X2

= b!21(X1)X2

olur. Böylece (4:63) den

(a!12(X1) +X2(a))X1 + (a!
2
1(X2) + b!

2
1(X1))X2 = 0

elde edilir. fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z ve !12(X1) = �!21(X1) oldu¼gundan

�a!21(X1) +X2(a) = 0 (4.64)

a!21(X2) + b!
2
1(X1) = 0
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sonucuna ulaş¬r¬z. i = 2 için

0 = rX1A2(X2)� A2(rX1X2)�rX2A2(X1) + A2(rX2X1) (4.65)

+ADX2�2X1 � ADX1�2X2

olur. Burada

A2(rX1X2) = 0

A1(rX2X1) = b!21(X2)X2

rX1A2(X2) = b!12(X1)X1 +X1(b)X2

rX2A2(X1) = 0

ADX2�2X1 = �a!21(X2)X1

ADX1�2X2 = 0

dir. Bu eşitlikleri(4:65) de yerlerine yazarsak

(�a!21(X2) + b!
1
2(X1))X1 + (b!

2
1(X2) +X1(b))X2 = 0

ve fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

�a!21(X2) + b!
1
2(X1) = 0

b!21(X2) +X1(b) = 0

elde edilir. Burada !21(X2) = �!12(X2) ve !21(X1) = �!12(X1) oldu¼gundan

�a!21(X2) + b!
1
2(X1) = a!12(X2) + b!

1
2(X1)

= �a!21(X2)� b!21(X1)

olur. Böylece

a!21(X2) + b!
2
1(X1) = 0 (4.66)

b!21(X2) +X1(b) = 0

elde edilir. (4:64) ve (4:66) eşitliklerinden

i)� a!21(X1) +X2(a) = 0 (4.67)

ii) b!21(X2) +X1(b) = 0

iii) b!21(X1) + a!
2
1(X2) = 0
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ba¼g¬nt¬lar¬n¬elde ederiz. M manifoldu N4(c) silindirinde yatan ve E5(�") Sasaki

uzay¬n¬n 2-tipten integral yüzeyi oldu¼gundan trrAH = 0 d¬r. (4:31) da m = 2 al¬p

açarsak

trrAH = ADX1HX1 + ADX2HX2 +rX1AH(X1)

+rX2AH(X2)� AH(rX1X1)� AH(rX2X2)

elde ederiz. Burada H =
1

2
a�1 +

1

2
b�2 ve rX1X1 = !

2
1(X1)X2, rX2X2 = !

1
2(X2)X1

oldu¼gundan

ADX1HX1 =
1

2
a
�
X1(a)� b!21(X1)

�
X1

ADX2HX2 =
1

2
b
�
X2(b) + a!

2
1(X2)

�
X2

rX1AH(X1) =
1

2
2aX1(a)X1 +

1

2
a2!21(X1)X2

rX2AH(X2) =
1

2
2bX2(b)X2 �

1

2
b2!21(X2)X1

AH(rX1X1) =
1

2
b2!21(X1)X2

AH(rX2X2) = �1
2
a2!21(X2)X1

olur. Böylece

tr(rAH) =
1

2

�
aX1(a)� ab!21(X1) + 2aX1(a)� b2!21(X2) + a

2!21(X2)
�
X1

+
1

2

�
ab!21(X2) + bX2(b) + 2bX2(b)� b2!21(X1) + a

2!21(X1)
�
X2

olur. Burada fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z ve tr(rAH) = 0 oldu¼gundan

i) ab!21(X1)� (a2 � b2)!21(X2)� 3aX1(a) = 0;

ii) (a2 � b2)!21(X1) + ab!
2
1(X2) + 3bX2(b) = 0

9=; (4.68)

eşitliklerini elde ederiz. Ortalama e¼grilik vektör alan¬sabit oldu¼gundan

a2 + b2 = �20 (sbt) (4.69)

dir. Kabul edelim ki, fX1; X2g baz¬n¬n belirtti¼gi koordinat komşulu¼gu fx; yg olsun.

Böylece

a; b : M �! E

(x; y) �! a(x; y); b(x; y)
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şeklinde fonksiyonlard¬r. (4:69) dan

a(x; y) = �0 cos f(x; y), b(x; y) = �0 sin f(x; y) (4.70)

olarak düşünebiliriz. (4:67) den b!21(X1) = �a!21(X2) ve !21(X2) = �
1

b
X1(b) eşitlik-

lerini elde ederiz. Bu eşitlikleri (4:68) denkleminin (i) ş¬kk¬nda yerlerine yazarsak

(b2 � 2a2)X1(b) + 3abX1(a) = 0 (4.71)

elde ederiz. Benzer şekilde (4:68) denkleminin (ii) ş¬kk¬ndan,

(a2 � 2b2)X2(b) + 3abX2(b) = 0 (4.72)

sonucuna ulaş¬r¬z. (4:70) ve (4:71) eşitliklerinden

�2�30fx cos f = 0

ve böylece fx = 0 ç¬kar. (4:71) ve (4:72) den

2�30fy cos f = 0

ve fy = 0 olur. fx = fy = 0 ise f sabit dolay¬s¬yla a ve b de sabittir. Ayr¬ca a ve b

sabit ise

!21(X1) =
1

a
X2(a) = 0

!21(X2) = �1
b
X1(b) = 0

olur. Dolay¬s¬yla

rX1X1 = a�1 , rX1�1 = �aX1 + "� , rXi� = ��i ,

rX2X2 = b�2 , rX2�2 = �bX2 + "�

eşitliklerini elde ederiz. Çünkü,

rX1X1 = rX1X1 +B(X1; X1)

dir. Burada

rX1X1 = rX1X2 = !
1
1(X1)X1 + !

2
1(X1)X2 = 0
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ve

B(X1; X1) = �1�1 + �2�2 + �3�

dersek �1 = g(rX1X1; �1) , �2 = g(rX1X1; �2) ve �3 = g(rX1X1; �) olur. Ayr¬ca

g(X1; �1) = 0 ise g(rX1X1; �1) + g(X1;rX1�1) = 0 ve böylece A1X1 = �rX1�1

oldu¼gundan

�1 = g(rX1X1; �1) = g(A1X1; X1) = a

elde edilir. Benzer şekilde

�2 = g(rX1X1; �2) = g(A2X1; X1) = 0

�3 = g(rX1X1; �) = g(A�X1; X1) = 0

bulunur. Bu bulduklar¬m¬z¬ yerlerine yazarsak rX1X1 = a�1 sonucuna ulaş¬r¬z.

Di¼ger taraftan Weingarten formülünden

rX1�1 = �A1X1 +DX1�1

= �aX1 + !
2
1(X1)�2 + "�11�

= �aX1 + "�

dir. Benzer şekilde di¼gerlerinin de ispatlar¬yap¬labilir. Şimdi e¼grimizin te¼get vektör

alan¬X1 = E1 olsun. Böylece

rE1E1 = a�1 = k1E2

olur. Burada şayet a > 0 ise k1 = a ve E2 = �1 dir. E¼ger a < 0 ise k1 = �a ve

E2 = ��1 dir. Ayr¬ca biliyoruz ki, a = 0 ise X1-e¼grisi E5(�3") uzay¬nda bir geodezik

e¼gridir. Farzedelim ki, a > 0 olsun. Böylece

rE1E1 = aE2; rE1E2 = �aE1 + "� = �k1E1 + k2E3

olur. Bu eşitlikten k2 = " ve E3 = � d¬r. Dolay¬s¬yla k3 = 0 elde edilir ve X1

e¼grisinin 3. mertebeden helis oldu¼gu görülür. Benzer i̧slemleri yaparsak a < 0

durumu içinde ayn¬sonucu elde ederiz. X2 = E1 seçersek benzer i̧slemler sonucunda

X2 e¼grisinin E5(�3") uzay¬nda 3. mertebeden helis oldu¼gu görülür. Ayn¬ şekilde

b = 0 durumunda X2-e¼grisinin E5(�3") uzay¬nda bir geodeziktir. Böylece (i) ve (iii)
95



ş¬klar¬n¬elde etmi̧s oluruz.

2.Durum: Çarp¬m¬n s¬f¬r olabilmesi için a = d olabilir. Bu durumda şekil ope-

ratörleri

A1 =

24 a 0

0 a

35 , A2 =

24 0 a

a b

35
dir. Böylece

A1X1 = aX1, A1X2 = aX2 , A2X1 = aX2 ve A2X2 = aX1 + bX2

olur. Ayr¬ca

rXjXi = !
k
i (Xj)Xk ve !22(X1) = !

1
1(X2) = 0

oldu¼gundan

rX1X2 = !
1
2(X1)X1; rX2X1 = !

2
1(X2)X2

dir. ·I̧slemleri bu şekilde devam ettirirsek

A1(rX1X2) = !12(X1)A1 = a!
1
2(X1)X1

A1(rX2X1) = !21(X2)A1X2 = a!
2
1(X2)X2

ve

rX1A1(X2) = X1(a)X2 + arX1X2

= X1(a)X2 + a!
1
2(X1)X1

rX2A1(X1) = X2(a)X1 + arX2X1

= X2(a)X1 + a!
2
1(X2)X2

elde edilir. Di¼ger taraftan (4:54) de j = 2 için DX2�1 = !
2
1(X2)�2 olur. Böylece

ADX2�1X1 = !
2
1(X2)A2X1 = a!

2
1(X2)X2

benzer şekilde

DX1�1 = !
2
1(X1)�2 + "�

ve

ADX1�1X2 = !
2
1(X2)A2X2 = !

2
1(X1)(aX1 + bX2)
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olur. Buldu¼gumuz de¼gerleri (4:63) yerlerine yaz¬p düzenlersek

(�X2(a)� a!21(X1))X1 + (X1(a) + a!
2
1(X2)� b!21(X1))X2 = 0

elde edilir. fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

a!21(X1) +X2(a) = 0 (4.73)

b!21(X1)� a!21(X2)�X1(a) = 0

eşitlikleri bulunur. Benzer şekilde i = 2 için

A2(rX1X2) = a!12(X1)X2

A1(rX2X1) = !21(X2)(aX1 + bX2)

rX1A2(X2) = X1(a)X1 +X1(b)X2 + a!
2
1(X1)X2 + b!

1
2(X1)X1

rX2A2(X1) = X2(a)X2 + a!
1
2(X2)X1

AD
X2
�2X1 = �a!21(X2)X1

AD
X1
�2X2 = �a!21(X1)X2

elde ederiz. Böylece (4:65) den

(b!12(X1) + a!
2
1(X2) +X1(a))X1 + (3a!

2
1(X1) + b!

2
1(X2) +X1(b)�X2(a))X2 = 0

benzer şekilde fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z ve !12(X1) = �!21(X1) oldu¼gundan

i) : a!21(X1) +X2(a) = 0;

ii) : b!21(X1)� a!21(X2)�X1(a) = 0;

iii) : 3a!21(X1) + b!
2
1(X2) +X1(b)�X2(a) = 0

9>>>=>>>; (4.74)

eşitliklerini elde ederiz. Di¼ger taraftan H = a�1 +
1
2
b�2 oldu¼gundan

DX1H = DX1(a�1 +
1

2
b�2)

= X1(a)�1 + aDX1�1 +
1

2
X1(b)�2 +

1

2
bDX1�2

= X1(a)�1 + a(!
2
1(X1)�2 + "�) +

1

2
X1(b)�2 �

1

2
b!21(X1)�1

=

�
X1(a)�

1

2
b!21(X1)

�
�1 +

�
a!21(X1) +

1

2
X1(b)

�
�2 + "a�
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benzer şekilde

DX2H =

�
X2(a)�

1

2
b!21(X2)

�
�1 +

�
1

2
X2(b) + a!

2
1(X2)

�
�2 +

1

2
"b�

olur. ·I̧slemleri 1. Durumdaki gibi yaparsak

ADX1HX1 =

�
aX1(a)�

1

2
ab!21(X1)

�
X1 +

�
a2!21(X1) +

1

2
aX1(b)

�
X2

ADX2HX2 =

�
1

2
aX2(b) + a

2!21(X2)

�
X1

+

�
aX2(a) +

1

2
bX2(b) +

1

2
ab!21(X2)

�
X2

rX1AH(X1) =

�
2aX1(a) +

1

2
ab!12(X1)

�
X1 +

�
a2!21(X1) +

1

2
X1(ab)

�
X2

rX2AH(X2) =

�
(a2 +

1

2
b2)!12(X2) +

1

2
X2(ab)

�
X1

+

�
2aX1(a) + bX1(b) +

1

2
ab!21(X2)

�
X1

AH(rX1X1) =
1

2
ab!21(X1)X1 +

�
a2 +

1

2
b2
�
!21(X1)X2

AH(rX2X2) = a2!12(X2)X1 +
1

2
ab!12(X2)X2

olur. Böylece

tr(rAH) =

24 �3
2
ab!21(X1) +

�
a2 � 1

2
b2
�
!21(X2) + 3aX2(a)

+aX2(b) +
1
2
bX2(a)

35X1

+

24 �a2 � 1
2
b2
�
!21(X1) +

3
2
ab!21(X2) + 3aX2(a) +

3
2
bX2(b)

+aX1(b) +
1
2
bX1(a)

35X2

elde edilir. Burada tr(rAH) = 0 ve fX1; X2g lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

0 = �3
2
ab!21(X1) +

�
a2 � 1

2
b2
�
!21(X2) + 3aX2(a) + aX2(b) +

1

2
bX2(a) (4.75)

0 =

�
a2 � 1

2
b2
�
!21(X1) +

3

2
ab!21(X2) + 3aX2(a) +

3

2
bX2(b) + aX1(b) +

1

2
bX1(a)

eşitliklerine ulaş¬r¬z. Ayr¬ca ortalama e¼grilik vektör alan¬sabit oldu¼gundan

a2 +
1

4
b2 = �20(sb) (4.76)

dir. Böylece

a(x; y) = �0 cos f(x; y); a(x; y) = 2�0 sin f(x; y)
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diyebiliriz. Buradan

X1(a) = ��0f;1 sin f(x; y); X1(b) = 2�0f;1 cos(x; y)

X2(a) = ��0f;2 sin f(x; y); X1(b) = 2�0f;2 cos(x; y)

olur. (4:74) (i) den a!21(X1) = �X2(a) ve (4:74) (ii) den

!21(X2) = �
b

a
X2(a)�

1

a
X1(a)

olur. (4:74) (iii) den ise

(4a2 + b2)X2(a) + a(4a
2 + b2)X1(a) + 2a

3X2(b) = 0 (4.77)

elde edilir. (4:75) birinci eşitli¼ginden

b(2a2 + b2)X2(a)� abX1(a) +
3

2
abX2(b) + a

2X1(b) = 0 (4.78)

ve (4:75) denklemindeki ikinci eşitlikten

(2a2 � b2)X2(a)� abX1(a) +
3

2
abX2(b) + a

2X1(b) = 0 (4.79)

sonucuna ulaş¬r¬z. (4:77) veya (4:78) eşitliklerinden

2f;2 sin f + f;1 cos f = 0

ve (4:78) denkleminden

f;2 cos
2 f = 0

elde edilir. Son iki denklemi çözersek f;1= f;2= 0 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla a

ve b sabit ve !21 = 0 olur. Di¼ger taraftan d = 0 durumundakine benzer i̧slemleri

yaparsak

rX1X1 = a�1; rX1�1 = �aX1 + "�; rXi� = ��i; (4.80)

rX2X2 = a�1 + b�2; rX2�1 = �aX2; rX2�2 = �aX1 � bX2 + "�

sonucuna ulaş¬r¬z. Kabul edelim ki, X1 = E1 olsun. Böylece (4:80) den

rE1E1 = a�1 = k1E2
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olur. Burada şayet a > 0 ise k1 = a ve E2 = �1 dir. E¼ger a < 0 ise k1 = �a ve

E2 = ��1 dir. Ayr¬ca biliyoruz ki a = 0 ise X1� e¼grisi E5(�3") nun bir geodezik

e¼grisidir. Farzedelim ki a > 0 olsun. Böylece

rE1E1 = aE2; rE1E2 = �aE1 + "� = �k1E1 + k2E3

olur. Bu eşitlikten

k2 = "; E3 = � ve rE1E3 = ��1 = �k2E2

dir. Dolay¬s¬yla k3 = 0 olur. Tan¬m 4:2 den X1� e¼grisinin E5(�3") uzay¬nda 3.

mertebeden helis oldu¼gu görülür. Benzer i̧slemleri yaparsak a < 0 durumu için de

ayn¬sonucu elde ederiz. Şayet X2 = E1 dersek (4:80) denkleminden

rE1E1 = a�1 + b�2 = k1E2

olur. Böylece

E2 =
a�1 + b�2p
a2 + b2

; k1 =
p
a2 + b2

oldu¼gunu görürüz. Burada a ve b sabit oldu¼gundan
p
a2 + b2 de sabittir. Böylece

rE1E2 =
ap

a2 + b2
rE1�2 +

bp
a2 + b2

rX1�2

=
�a2p
a2 + b2

X2 +
bp

a2 + b2
(�aX1 � bX2 + "�)

=
�(a2 + b2)p
a2 + b2

X2 +
bp

a2 + b2
(�aX1 + "�)

elde edilir. Burada şayet b > 0 ise

E3 =
�aX1 + "�p
a2 + 1

; k2 =
b
p
a2 + 1p
a2 + b2

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Şayet b < 0 ise

E3 =
�aX1 + "�p
a2 + 1

; k2 = �
b
p
a2 + 1p
a2 + b2

dir. Burada b = 0 ise k2 = 0 olaca¼g¬ndan X2-e¼grisi bir çember olacakt¬r. Şayet b > 0

ise (4:80) den

rE1E3 = �
p
a2 + 1�2 = �k2E2 + k3E4
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elde edilir. Gerekli i̧slemleri yaparsak a > 0 ise

E4 =
b�1 � a�2p
a2 + b2

; k3 =
a
p
a2 + 1p
a2 + b2

veya a < 0 ise

E4 = �
b�1 � a�2p
a2 + b2

; k3 = �
a
p
a2 + 1p
a2 + b2

eşitliklerine ulaşabiliriz. Şayet a = 0 ise k3 = 0 olaca¼g¬ndan X2-e¼grisi 3. mertebeden

helis olur. Şayet a > 0 ise

rE1E4 =
ap

a2 + b2
(aX1 � "�) = �k3E3

olur. Böylece k1; k2; k3 sabit k4 = 0 ve X2-e¼grisi 4. mertebeden helis olur. a; b < 0

şart¬için benzer durumlar elde edilir. Böylece ispat biter.

Örnek 4.1 x :M �! E5(�3") izometrik immersiyonu

x =

�
a cos

s

a
; b cos

t

b
; a sin

s

a
; b sin

t

b
; z(s; t)

�
olarak verilsin. Böylece

xs =
�
� sin s

a
; 0; cos

s

a
; 0; zs

�
; xt =

�
0;� sin t

b
; 0; cod

t

b
; zt

�
olur. M yüzeyi integral alt yüzeyi oldu¼gundan �(xs) = �(xt) = 0 olacakt¬r. Burada

� =
1

2
(dz � y1dx1 � y2dx2)

oldu¼gundan

�(xs) =
1

2
(dz � y1dx1 � y2dx2)

�
� sin s

a

@

@x1
+ cos

s

a

@

@y1
+ zs

@

@z

�
=

1

2
(zs + a sin

2 s

a
)

ve böylece zs + a sin2 sa = 0 elde ederiz. zs = �a sin
2(
s

a
) integre edersek

z(s; t) =
a2

4
sin2

s

a
� as
2
+ f(t) (4.81)

olur. Benzer şekilde zt = �b sin2 sb oldu¼gu görülür. (4:81) ifadesinde t ye göre k¬smi

türev al¬p integre edersek

f(t) =
b2

4
sin2

s

b
� bt
2
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bulunur. Son ifade (4:81) de yerine yaz¬l¬rsa z(s; t) fonksiyonunu

z(s; t) =
a2

4
sin2

s

a
+
b2

4
sin2

s

b
� 1
2
(as+ bt) (4.82)

olarak buluruz. Burada aç¬kça görebiliriz ki,

g(x; x)� "�2(x) = 1

4
(a2 + b2)

dir. Böylece M yüzeyi c = 1
2

p
a2 + b2 olmak üzere

N4(c) =

�
x 2 E5(�3") : g(x; x)� "�2(x) = 1

4
(a2 + b2)

�
silindiri üzerindedir. E5(�3") uzay¬ndaki '- taban¬

' =

8<: e1 = 2
@
@y1

; e2 = 2
@
@y2

; e3 = 2
�
@
@x1
+ y1 @

@z

�
;

e4 = 2
�
@
@x2
+ y2 @

@z

�
; e5 = 2

@
@z

9=;
ve y1 = a sin(

s

a
) oldu¼gundan

xs =
�
� sin s

a
; 0; cos

s

a
; 0; zs

�
= � sin s

a

@

@x1
+ cos

s

a

@

@y1
� a sin2 s

a

@

@z

=
1

2
cos

s

a

�
2
@

@y1

�
� 1
2
sin
s

a

�
2

�
@

@x1
+ y1

@

@z

��
=

1

2
cos

s

a
e1 �

1

2
sin
s

a
e3

ve benzer şekilde

xt =
1

2
cos

t

b
e2 �

1

2
sin

t

b
e4

olarak ifade edilir. Böylece

' (xs) =
1

2
cos

s

a
' (e1)�

1

2
sin
s

a
' (e3)

' (xt) =
1

2
cos

t

a
' (e2)�

1

2
sin

t

a
' (e4)

dir. Burada 'e1 = "e3 ve 'e2 = "e4 oldu¼gundan, s¬ras¬yla, 'e3 = �"e1; 'e4 = �"e2
olur. Dolay¬s¬yla

'xs =
"

2

�
sin
s

a
e1 + cos

s

a
e3

�
'xt =

"

2

�
sin

t

b
e2 + cos

t

b
e4

�
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elde edilir. Burada aç¬kça g(xs; xs) = g(xt; xt) =
1
4
ve g(xs; xt) = 0 d¬r. Bu

yüzden X1 = 2xs ve X2 = 2xt dersek fX1 = 2xs; X2 = 2xtg cümlesi M mani-

foldunun tanjant uzay¬n¬n lokal ortonormal taban¬olur. Böylece ' (X1) = 2' (xs) ;

' (X2) = 2' (xt) ; � de ortonormal normal vektör alanlar¬olur. ·Izometrik immer-

siyonun tan¬m¬ndan

x1 = a cos
s

a
; x2 = b cos

t

b
; y1 = a sin

s

a
; y2 = b sin

t

b

dir. Son eşitlikten

cos
s

a
=
x1

a
=

s
1�

�
y1

a

�2
; cos

t

b
=
x2

b
=

s
1�

�
y2

a

�2
oldu¼gu görülür. Böylece

e1

�
cos

s

a

�
= �2

a
tan

s

a
(4.83)

e3

�
cos

s

a

�
=

4

a

e1

�
sin
s

a

�
=

2

a

e3

�
sin
s

a

�
= �4

a
cot

s

a

dir. Böylece

rX1X1 = cos
s

a
e1

�
cos

s

a

�
e1 � cos

s

a
e1

�
sin
s

a

�
e3 � cos

s

a
sin
s

a
re3e1

� cos s
a
sin
s

a
re1e3 � sin

s

a
e3

�
cos

s

a

�
e1 + sin

s

a
e3

�
sin
s

a

�
e3

olur. Burada re3e1 = �re1e3 ve (4:83) denkleminden

rX1X1 =
h
cos

s

a
e1

�
cos

s

a

�
� sin s

a
e3

�
cos

s

a

�i
e1

+
h
sin
s

a
e3

�
sin
s

a

�
� cos s

a
e1

�
sin
s

a

�i
e3

=

�
cos

s

a

�
�2
a
tan

s

a

�
� 4
a
sin
s

a

�
e1

+

�
sin
s

a

�
�4
a
cot

s

a

�
� 2
a
cos

s

a

�
e3

= �6
a

�
sin
s

a
e1 + cos

s

a
e3

�
= �6

a
�1
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elde edilir. Benzer yolla

rX1X1 = �
6

a
�1; rX2X2 = �

6

b
�2; rX2X1 = 0 (4.84)

olur. Dolay¬s¬yla (4:84) eşitliklerini Gauss formülünde yerlerine yazarsak te¼getsel

bileşenlerinin s¬f¬r oldu¼gu görülür. Böylece

B(X1; X1) = �
6

a
�1; B(X2; X2) = �

6

b
�2; B(X1; X2) = 0 (4.85)

olur. Ayr¬ca

H =
1

2
B(X1; X1) +

1

2
B(X2; X2) +

1

2
B(�; �)

oldu¼gundan

H = �3
a
�1 �

3

b
�2

eşitliklerini elde ederiz. Burada şekil operatörünü hesaplamak için

A1X1 = a11X1 + a21X2

A1X2 = a12X1 + a22X2

dersek

a11 = g(A1X1; X1) = g(�rX1�1; X1)

a21 = g(A1X1; X2) = g(�rX1�1; X2)

a12 = g(A1X2; X1) = g(�rX2�1; X1)

a22 = g(A1X2; X2) = g(�rX2�1; X2)

olur. Şayet g(�1; X1) = 0 eşitli¼ginde her iki taraf¬n X1 yönünde kovaryant türevini

al¬rsak

g(rX1X1; �1) + g(rX1�1; X1) = 0

eşitli¼gini elde ederiz. Böylece

a11 = g(�rX1�1; X1) = g(rX1X1; �1) = �
6

a

a12 = a21 = g(�rX1�1; X2) = g(rX1X2; �1) = 0

a22 = g(�rX2�1; X2) = g(rX2X2; �1) = 0
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ve �1 normal vektör alan¬na karş¬l¬k gelen şekil operatörü A1 =

24 � 6
a
0

0 0

35 olur.
Benzer işlemleri yaparsak A2 =

24 0 0

0 �6
b

35 eşitli¼gini elde ederiz. (4:84) den aç¬kca
görülür ki, rXiXj = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla M manifoldunun Laplace operatörü

4f = �
2X
i=1

XiXif

olur. Şayet '2x1 = �a'xs ve '2x2 = �b'xt dersek

'2x1 + '
2x2 = �a'xs � b'xt

=

�
�a
2
sin
s

a
;� b
2
sin

t

b
;�a
2
cos

s

a
;� b
2
cos

t

b
; 0

�
olur. Benzer şekilde '2x =

�
�a
2
sin s

a
;� b

2
sin t

b
;�a

2
cos s

a
;� b

2
cos t

b
; 0
�
dir. Böylece

'2x = '2x1 + '
2x2

elde edilir. Burada

4g(x1; eA) =
1

a
g(x1; eA); 4g(x2; eA) =

1

b2
g(x2; eA); (A = 1; 2; 3; 4)

dir. Böylece M manifoldu E5(�3") Sasaki uzay¬n¬n 2-tipten alt manifoldu oldu¼gu

görülür (Baikousis 1991).
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5. KONTAK MAN·IFOLDLARDA YÜZEYLER TEOR·IS·I

5.1 Kontak Manifoldlarda Vektörel Çarp¬m

Tan¬m 5.1 (Vektörel çarp¬m): (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifold ol-

mak üzere

8X; Y 2 �(M) için M üzerinde

^ : �(M)� �(M) �! �(M)

dönüşümü

X ^ Y = �g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ) (5.1)

eşitli¼gi ile tan¬mlans¬n. Burada X ^ Y vektörüne, X ile Y nin vektörel çarp¬m¬

ad¬verilir (Camc¬2010).

Teorem 5.1 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X;Y 2 �(M) için X ile Y vektörlerinin her ikisi de X ^ Y vektörüne ortogonaldir

(Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y 2 �(M) için X ile X^Y vektörlerinin ortogonal oldu¼gunu gösterelim.

g(X;X ^ Y ) = g(X;�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ))

= g(X;�g(X;'(Y ))�)� g(X; �(Y )'(X)) + g(X; �(X)'(Y ))

= �g(X;'(Y ))g(X; �)� �(Y )g(X;'(X)) + �(X)g(X;'(Y ))

= �g(X;'(Y ))�(X)� �(Y )g(X;'(X)) + �(X)g(X;'(Y ))

= ��(Y )g(X;'(X)):

Burada Sonuç (3:9) dan dolay¬g(X;'(X)) = 0 oldu¼gundan

g(X;X ^ Y ) = 0 (5.2)

olur ki, bu da X ile X ^ Y vektörlerinin ortogonal oldu¼gu anlam¬na gelir.

Benzer mant¬kla 8X; Y 2 �(M) için X ile X ^ Y vektörlerinin ortogonal oldu¼gunu
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gösterelim.

g(Y;X ^ Y ) = g(Y;�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ));

= g(Y;�g(X;'(Y ))�)� g(Y; �(Y )'(X)) + g(Y; �(X)'(Y ));

= �g(X;'(Y ))g(Y; �)� �(Y )g(Y; '(X)) + �(X)g(Y; '(Y ));

= �g(X;'(Y ))�(Y )� �(Y )g(Y; '(X)) + �(X)g(Y; '(Y ));

= g('(X); Y )�(Y )� �(Y )g('(X); Y ) + �(X)g(Y; '(Y ));

= �(X)g(Y; '(Y ))

burada Sonuç 3:9 dan dolay¬g(Y; '(Y )) = 0 oldu¼gundan

g(Y;X ^ Y ) = 0 (5.3)

olur ki, bu da Y ile X ^ Y vektörlerinin ortogonal oldu¼gu anlam¬na gelir.

Teorem 5.2 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde vektörel çarp¬m

anti-simetrik bir dönüşümdür (Camc¬2010).

·Ispat. 8X;Y 2 �(M) için do¼gru olan (5:1) denkleminde X yerine Y , Y yerine X

al¬rsak

Y ^X = �g(Y; '(X))� � �(X)'(Y ) + �(Y )'(X)

= g('(Y ); X)� � �(X)'(Y ) + �(Y )'(X)

= � [�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y )]

oldu¼gundan

Y ^X = � (X ^ Y ) (5.4)

olup ^ dönüşümü anti-simetriktir.

Teorem 5.3 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde vektörel çarp¬m

alterne bir dönüşümdür (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y 2 �(M) için do¼gru olan (5:1) denkleminde Y = X al¬n¬rsa

X ^X = �g(X;'(X))� � �(X)'(X) + �(X)'(X)

= �g(X;'(X))�
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burada Sonuç 3:9 dan dolay¬g(X;'(X)) = 0 oldu¼gundan X ^X = 0 olur ki, bu da

^ dönüşümünün alterne oldu¼gu anlam¬na gelir.

Teorem 5.4 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y 2 �(M) için

Y ^ '(X) = g(X; Y )� � �(Y )X (5.5)

ve

'(X) = � ^X (5.6)

olur (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y 2 �(M) için do¼gru olan (5:1) denkleminde X yerine Y ,Y yerine '(X)

yaz¬l¬rsa

Y ^ '(X) = �g(Y; '2(X))� � �('(X))'(Y ) + �(Y )'2(X) ; � � ' = 0

= �g(Y;�X + �(X)�)� + �(Y )(�X + �(X)�)

= g(X; Y )� � �(X)g(Y; �)� � �(Y )X + �(X)�(Y )�

= g(X; Y )� � �(X)�(Y )� � �(Y )X + �(X)�(Y )�

= g(X; Y )� � �(Y )X

ve benzer mant¬kla (5:1) denkleminde X yerine �, Y yerine X yaz¬l¬rsa

� ^ Y = �g(�; '(X))� � �(X)'(�) + �(�)'(X)

= g('(�); X)� � �(X)'(�) + �(�)'(X)

olur. Burada g('(�); X) = 0 , '(�) = 0 ve �(�) = 1 oldu¼gundan

� ^ Y = '(X)

elde edilir.

Tan¬m 5.2 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için g(X ^ Y; Z) say¬s¬na X; Y; Z vektörlerinin karma çarp¬m¬

denir ve bazen (X; Y; Z) ifadesi ile de gösterilir. fX; Y;X ^ Y g üçlüsü pozitif yönlü

bir çat¬oluşturur.
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Teorem 5.5 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için

(X;Y; Z) = g(X ^ Y; Z) = det(X;Y; Z) (5.7)

veya

(X; Y; Z) = � [g(X;'(Y ))�(Z) + g(Y; '(Z))�(X) + g(Z;'(X))�(Y )] (5.8)

dir (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için

g(X ^ Y; Z) = g(�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ); Z)

= �g(X;'(Y ))g(�; Z)� �(Y )g('(X); Z) + �(X)g('(Y ); Z)

= �g(X;'(Y ))�(Z)� �(Y )g(Z;'(X))� �(X)g(Y; '(Z))

= �(g(X;'(Y ))�(Z) + g(Y; '(Z))�(X) + g(Z;'(X))�(Y )) (5.9)

olur. E3(�3) Sasaki uzay¬n¬n bir baz¬ fe; '(e); �g olmak üzere X; Y; Z 2 �(M)

vektörlerinin bu baza göre ifadesi

X = x1e+ x2'(e) + x3�;

Y = y1e+ y2'(e) + y3�;

Z = z1e+ z2'(e) + z3�

9>>>=>>>; (5.10)

ve bundan yararlanarak

'(X) = �x2e+ x1'(e);

'(Y ) = �y2e+ y1'(e);

'(Z) = �z2e+ z1'(e)

9>>>=>>>; (5.11)

olarak bulunur. Yukar¬da elde edilen (5:10) ve (5:11) denklemleri (5:9) denkleminde

yerine yaz¬l¬rsa

g(X ^ Y; Z) = �(g(X;'(Y ))�(Z) + g(Y; '(Z))�(X) + g(Z;'(X))�(Y ))

= �((x2y1 � x1y2)z3 + (y2z1 � y1z2)x3 + (z2y1 � z1x2)y3)

=

���������
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

���������
= det(X; Y; Z)
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d¬r.

Teorem 5.6 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M)

(X; Y; Z) = (Y; Z;X) = (Z;X; Y ) (5.12)

dir (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için Teorem 5:5 kullan¬larak, s¬ras¬yla,

g(Y ^ Z;X) = g(�g(Y; '(Z))� � �(Z)'(Y ) + �(Y )'(Z); X)

= �g(Y; '(Z))g(�;X)� �(Z)g('(Y ); X) + �(Y )g('(Z); X)

= �g(Y; '(Z))�(X)� g(X;'(Y ))�(Z)� g(Z;'(X))�(Y )

= �(g(X;'(Y ))�(Z) + g(Y; '(Z))�(X) + g(Z;'(X))�(Y ))

ve

g(Z ^X; Y ) = g(�g(Z;'(X))� � �(X)'(Z) + �(Z)'(X); Y )

= �g(Z;'(X))g(�; Y )� �(X)g('(Z); Y ) + �(Z)g('(X); Y )

= �g(Z;'(X))�(Y )� g('(Z); Y )�(X)� g('(X); Y )�(Z))

= �(g(X;'(Y ))�(Z) + g(Y; '(Z))�(X) + g(Z;'(X))�(Y ))

olur. Dolay¬s¬yla

(X; Y; Z) = (Y; Z;X) = (Z;X; Y )

oldu¼gu görülür.

Teorem 5.7 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için

g(X;'(Y ))Z + g(Y; '(Z))X + g(Z;'(X))Y = �det(X;Y; Z)� (5.13)

dir. Burada �; � kontak yap¬s¬n¬n karakteristik vektör alan¬d¬r (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için

g(X;'(Y ))Z = (x2y1 � x1y2)z1e+ (x2y1 � x1y2)z2'(e) + (x2y1 � x1y2)z3�

g(Y; '(Z))X = (y2z1 � y1z2)x1e+ (y2z1 � y1z2)x2'(e) + (y2z1 � y1z2)x3�

g(Z;'(X))Y = (z2x1 � z1x2)y1e+ (z2x1 � z1x2)y2'(e) + (z2x1 � z1x2)y3�
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denklemleri taraf tarafa toplan¬rsa

g(X;'(Y ))Z + g(Y; '(Z))X + g(Z;'(X))Y

= (x2y1 � x1y2)z3� + (y2z1 � y1z2)x3� + (z2x1 � z1x2)y3�

= ((x2y1 � x1y2)z3 + (y2z1 � y1z2)x3 + (z2x1 � z1x2)y3)�

= �det(X; Y; Z)�

d¬r.

Teorem 5.8 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için

(X ^ Y ) ^ Z = g(X;Z)Y � g(Y; Z)X (5.14)

dir (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için (5:1) denklemi kullanarak teoremimizde verilen eşitli¼gin

her iki yan¬n¬n ayr¬ayr¬, ayn¬ifadeye eşit oldu¼gunu göstererek ispat yapal¬m.

(X ^ Y ) ^ Z = (�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y )) ^ Z

= �g(�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ); '(Z))�

��(Z)'(�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ))

+�(�g(X;'(Y ))� � �(Y )'(X) + �(X)'(Y ))'(Z)

= (g(X;'(Y ))g(�; '(Z)) + �(Y )g('(X); '(Z))

��(X)g('(Y ); '(Z)))� + �(Z)g(X;'(Y ))'(�)

+�(Y )�(Z)'2(X)� �(X)�(Z)'2(Y )� g(X;'(Y ))�(�)'(Z)

��(Y ) (� � ') (X)'(Z) + �(X) (� � ') (Y )'(Z)

= (�(Y )g(X;Z)� �(X)�(Y )�(Z)� �(X)g(Y; Z)

+�(X)�(Y )�(Z))� � �(Y )�(Z) + �(X)�(Y )�(Z)�

+�(X)�(Z)� �(X)�(Y )�(Z)� � g(X;'(Y ))'(Z)

olur ve

X = x1e+ x2'(e) + x3�

Y = y1e+ y2'(e) + y3�

Z = z1e+ z2'(e) + z3�
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'(X) = �x2e+ x1'(e)

'(Y ) = �y2e+ y1'(e)

'(Z) = �z2e+ z1'(e)

oldu¼gundan

(X ^ Y ) ^ Z = (y3g(X;Z)� x3g(Y; Z))� � y3z3X + x3z3Y

�(x2y1 � x1y2)(�z2e+ z1'(e))

= (z2(x2y1 � x1y2) + z3(x3y1 � x1y3))e

+(z1(x1y2 � x2y1) + z3(x3y2 � x2y3))'(e)

+(y3g(X;Z)� x3g(Y; Z))� (5.15)

d¬r. Şimdi de g(X;Z)Y � g(Y; Z)X ifadesinin eşitini bulal¬m.

g(X;Z)Y � g(Y; Z)X = (x1z1 + x2z2 + x3z3)(y1e+ y2'(e) + y3�)

�(y1z1 + y2z2 + y3z3)(x1e+ x2'(e) + x3�)

= (x1y1z1 + x2y1z2 + x3y1z3 � x1y1z1 � x1y2z2 � x1y3z3)e

+(x1y2z1 + x2y2z2 + x3y2z3 � x2y1z1 � x2y2z2 � x2y3z3)'(e)

+(y3g(X;Z)� x3g(Y; Z))�

= (z2(x2y1 � x1y2) + z3(x3y1 � x1y3))e

+(z1(x1y2 � x2y1) + z3(x3y2 � x2y3))'(e)

+(y3g(X;Z)� x3g(Y; Z))� (5.16)

d¬r. O halde (5:15) ve (5:16) denklemleri yard¬m¬yla

(X ^ Y ) ^ Z = g(X;Z)Y � g(Y; Z)X

olur.

Teorem 5.9 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için

(X ^ Y ) ^ Z + (Y ^ Z) ^X + (Z ^X) ^ Y = 0 (5.17)

d¬r. Bu eşitli¼ge � Jacobi özdeşli¼gi �ad¬verilir (Camc¬2010).
112



·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için (5:14) denklemi kullanarak

(X ^ Y ) ^ Z = g(X;Z)Y � g(Y; Z)X

(Y ^ Z) ^X = g(Y;X)Z � g(Z;X)Y

(X ^ Y ) ^ Z = g(Z; Y )X � g(X; Y )Z

olur. Bu üç eşitlik taraf tarafa toplan¬r ise

(X ^ Y ) ^ Z + (Y ^ Z) ^X + (Z ^X) ^ Y = 0

dir.

Teorem 5.10 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z;W 2 �(M) için

g(X ^ Y; Z ^W ) = g(X;Z)g(Y;W )� g(Y; Z)g(X;W ) (5.18)

dir. Bu eşitli¼ge � Lagrange özdeşli¼gi �ad¬verilir (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z;W 2 �(M) için (5:7) ve (5:14) denklemleri yard¬m¬yla

g(X ^ Y; Z ^W ) = (X ^ Y; Z;W )

= g((X ^ Y ) ^ Z;W )

= g(g(X;Z)Y � g(Y; Z)X;W )

= g(X;Z)g(Y;W )� g(Y; Z)g(X;W )

olur.

Teorem 5.11 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y 2 �(M) için

g(X ^ Y;X ^ Y ) = g(X;X)g(Y; Y )� g2(X; Y ) (5.19)

dir (Camc¬2010).
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·Ispat. Lagrange özdeşli¼ginden yararlanarak (5:18) denkleminde Z yerine X ve W

yerine Y yaz¬l¬rsa

g(X ^ Y;X ^ Y ) = g((X ^ Y ) ^X; Y )

= g(g(X;X)Y � g(Y;X)X; Y )

= g(X;X)g(Y; Y )� g(Y;X)g(X;Y )

= g(X;X)g(Y; Y )� g2(X;Y )

olur. Bu ispat için ikinci bir yol daha verelim. 8X; Y; Z 2 �(M) için

X = x1e+ x2'(e) + x3�

Y = y1e+ y2'(e) + y3�

Z = z1e+ z2'(e) + z3�

'(X) = �x2e+ x1'(e)

'(Y ) = �y2e+ y1'(e)

'(Z) = �z2e+ z1'(e)

ve

X ^ Y = (x2y3 � x3y2)e+ (x3y1 � x1y3)'(e) + (x2y1 � x1y2)�

oldu¼gundan

g(X ^ Y;X ^ Y ) = (x2y3 � x3y2)(x2y3 � x3y2)

+(x3y1 � x1y3)(x3y1 � x1y3) + (x2y1 � x1y2)(x2y1 � x1y2);

g(X;X)g(Y; Y ) = (x21 + x
2
2 + x

2
3)(y

2
1 + y

2
2 + y

2
3);

g2(X; Y ) = (x1y1 + x2y2 + x3y3)
2

= x21y
2
1 + x

2
2y
2
2 + x

2
3y
3
3 + 2x1y1x2y2 + 2x1y1x3y3 + 2x2y2x3y3

eşitlikleri yard¬m¬yla

g(X;X)g(Y; Y )� g2(X; Y ) = x21y
2
2 + x

2
1y
2
3 + x

2
2y
2
1 + x

2
2y
2
3 + x

2
3y
2
1 + x

2
3y
2
2

�2x1y1x2y2 � 2x1y1x3y3 � 2x2y2x3y3
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g(X ^ Y;X ^ Y ) = x22y
2
3 � 2x2y3x3y2 + x23y22 + x23y21 � 2x3y1x1y3 + x21y23

+x22y
2
1 � 2x1x2y1y2 + x21y22

denklemleri elde edilir. O halde son iki eşitli¼gi kullanarak

g(X ^ Y;X ^ Y ) = kX ^ Y k2 = g(X;X)g(Y; Y )� g2(X; Y )

olur.

Teorem 5.12 (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

8X; Y; Z 2 �(M) için

rZ(X ^ Y ) = (rZX) ^ Y +X ^ (rZY ) (5.20)

dir. r ile burada M nin Levi-Civita koneksiyonu gösterilmektedir (Camc¬2010).

·Ispat. 8X; Y; Z 2 �(M) için (5:1) denkleminden

rZ(X ^ Y ) = �g(rZX;'(Y ))� � �(Y )'(rZX) + �(rZX)'(Y )

�g(X;'(rZY ))� � �(rZY )'(X) + �(X)'(rZY )

��(Y )(rZ'(X)� '(rZX))� g(X;rZ'(Y ))� '(rZY ))�

+�(X)(rZ'(Y )� '(rZY )) + �(X)rZ'(Y )

+(g(rZX; �) + g(X;rZ�))'(Y )

rZ(X ^ Y ) = (rZX) ^ Y +X ^ (rZY )� g(X;rZ'(Y ))�

��(Y ) (rZ')X + �(X) (rZ')Y � g(X;'(Y ))rZ�

�g(Y;rZ�)'(X) + g(X;rZ�)'(Y ) (5.21)

8X;Y 2 �(M) için (M;'; �; �; g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde Z. Olszak

taraf¬ndan ispatlanan

(rX') (Y ) = g('(rX�); Y )� � �(Y )'(rX�)

eşitli¼gi yard¬m¬yla

�g(X;rZ'(Y ))� � �(Y )rZ'(X) + �(X) (rZ')Y = 0
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d¬r. f'Z; '2Z; �g üçlüsüM nin ortogonal baz¬olmak üzererZ� ile � dik oldu¼gundan

rZ� = a'Z + b'
2Z (5.22)

eşitli¼gi Teorem 5:7 ile birlikte kullan¬l¬rsa

�g(X;'(Y ))rZ� � g(Y;rZ�)'(X) + g(X;rZ�)'(Y ) = 0

ve (5:7) denklemi ile

rZ(X ^ Y ) = (rZX) ^ Y +X ^ (rZY )

olur.

5.2 E3(�3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Herhangi Bir

Yüzey ·Için Weingarten Matrisinin Hesab¬

M , E3(�3) de bir yüzey olsun. M nin parametrik ifadesi

X : E2 �! E3(�3)

: (u; v) 7�! '(u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

olsun. �(M) nin bir baz¬fXu; Xvg olmak üzere

Xu = f1;u
@

@x
+ f2;u

@

@y
+ f3;u

@

@z

d¬r. Burada
@

@x
=
1

2
('(e)� y�); @

@y
=
1

2
e;
@

@z
=
1

2
�

oldu¼gundan

Xu =
1

2
f2;ue+

1

2
f1;u'(e) +

1

2
(f3;u � f2f1;u)� (5.23)

ve benzer mant¬kla

Xv =
1

2
f2;ve+

1

2
f1;v'(e) +

1

2
(f3;v � f2f1;v)� (5.24)

olarak bulunur.

I. Hal: g(Xu; Xv) = 0 ise e¼grilik çizgileri yüzeyin parametre e¼grileridir. Yani

S(Xu) = �Xu ve S(Xv) = �Xv olur.
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II. Hal: g(Xu; Xv) 6= 0 ise e¼grilik çizgileri yüzeyin parametre e¼grileri de¼gildir.

Genel ispat olmas¬bak¬m¬ndan II. hali ispatlayal¬m. Çünkü II. hali çeşitli yöntem-

lerle I. hale getirebiliriz. Burada Weingarten matrisinin hesab¬ için gerekli baz¬

ifadeleri hat¬rlatarak i̧se başla- yal¬m. 8X; Y 2 �(M) için aşa¼g¬daki eşitlikler vard¬r.

X = x1e+ x2'(e) + x3� ve Y = y1e+ y2'(e) + y3� olmak üzere

'(X) = �x2e+ x1'(e);

'(Y ) = �y2e+ y1'(e);

g(X;'(Y )) = x2y1 � x1y2;

�(X) = x3;

'(�) = 0;

� � ' = 0;

�(�) = 1;

g(X;'(Y )) = �g('(X); Y );

g(X;'(X)) = 0

de¼gerleri yard¬m¬yla

'(Xu) = �
1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e) ; '( Xv) = �

1

2
f1;ve+

1

2
f2;v'(e) (5.25)

ve
�(Xu) =

1
2
(f3;u � f2f1;u);

�(Xv) =
1
2
(f3;v � f2f1;v)

9=; (5.26)

oldu¼gundan dolay¬

Xu ^Xv = �g(Xu; '(Xv))� � �(Xv)'(Xu) + �(Xu)'(Xv)

= �
�
1

2
f1;u

1

2
f2;v �

1

2
f2;u

1

2
f1;v

�
� � 1

2
(f3;v � f2f1;v)(�

1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e))

+
1

2
(f3;u � f2f1;u)(�

1

2
f1;ve+

1

2
f2;v'(e))

Xu ^Xv çarp¬m¬fe; '(e); �g ortonormal baz vektörlerine göre düzenlenirse

Xu ^Xv =
1

4
[f1;u(f3;v � f2f1;v)� f1;v(f3;u � f2f1;u)] e (5.27)

+
1

4
[f2;v(f3;u � f2f1;u)� f2;u(f3;v � f2f1;v)]'(e)

+
1

4
(f1;vf2;u � f1;uf2;v)�
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olur ve

E = g(Xu; Xu) =
1
4
f 22;u +

1
4
f 21;u +

1
4
(f3;u � f2f1;u)2;

F = g(Xu; Xv) =
1
4
f2;uf2;v +

1
4
f1;uf1;v +

1
4
(f3;u � f2f1;u)(f3;v � f2f1;v);

G = g(Xv; Xv) =
1
4
f 22;v +

1
4
f 21;v +

1
4
(f3;v � f2f1;v)2

(5.28)

oldu¼gundan M yüzeyinin birim normal vektör alan¬N olmak üzere

N =
Xu ^Xv

kXu ^Xvk

ifadesi Teorem 5.11 de ispatlanan

kXu ^Xvk2 = g(Xu; Xu)g(Xv; Xv)� g2(Xu; Xv)

denklemi yard¬m¬yla

N =
Xu ^Xvp
EG� F 2

(5.29)

olur. Şimdi ' yüzeyine ait ikinci mertebeden türevleri bulal¬m.

Xuu = rXuXu

=
1

2
f2;uue+

1

2
f1;uu'(e) +

1

2
(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)�

��(Xu)'(Xu)� �(Xu)'(Xu)� g(Xu; '(Xu))�

=
1

2
f2;uue+

1

2
f1;uu'(e) +

1

2
(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)�

�2�(Xu)'(Xu)� g(Xu; '(Xu))�

olup (5:25) ve (5:26) denklemleri yard¬m¬yla

Xuu =
1

2
f2;uue+

1

2
f1;uu'(e) +

1

2
(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)�

�(f3;u � f2f1;u)(�
1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e))�

�
�1
4
f1;uf2;u +

1

4
f2;uf1;u

�
�

Xuu =
1

2
[f2;uu + f1;u(f3;u � f2f1;u)] e+

1

2
[f1;uu � f2;u(f3;u � f2f1;u)]'(e)

+
1

2
[f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2] � (5.30)
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olur. Benzer mant¬kla Xuv ve Xvv türevleri

Xuv = rXvXu

=
1

2
f2;uve+

1

2
f1;uv'(e) +

1

2
(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)�

��(Xu)'(Xv)� �(Xv)'(Xu)� g(Xv; '(Xu))�

=
1

2
f2;uve+

1

2
f1;uv'(e) +

1

2
(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)�

�1
2
(f3;u � f2f1;u)(�

1

2
f1;ve+

1

2
f2;v'(e))

�1
2
(f3;v � f2f1;v)(�

1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e))

+
1

4
(f1;uf2;v � f2;uf1;v)�

Xuv =
1

2

�
f2;uv +

1

2
f1;v(f3;u � f2f1;u) +

1

2
f1;u(f3;v � f2f1;v)

�
e

+
1

2

�
f1;uv �

1

2
f2;v(f3;u � f2f1;u)�

1

2
f2;u(f3;v � f2f1;v)

�
'(e)

+
1

2

�
f3;uv �

1

2
f2;vf1;u � f1;uvf2 �

1

2
f1;vf2;u

�
� (5.31)

ve

Xvv = rXvXv

=
1

2
f2;vve+

1

2
f1;vv'(e) +

1

2
(f3;vv � f2;vf1;v � f1;vvf2)�

��(Xv)'(Xv)� �(Xv)'(Xv)� g(Xv; '(Xv))�

=
1

2
f2;vve+

1

2
f1;vv'(e) +

1

2
(f3;vv � f2;vf1;v � f1;vvf2)�

�2�(Xv)'(Xv)� g(Xv; '(Xv))�

=
1

2
f2;vve+

1

2
f1;vv'(e) +

1

2
(f3;vv � f2;vf1;v � f1;vvf2)�

�(f3;v � f2f1;v)(�
1

2
f1;ve+

1

2
f2;v'(e))

�
�
�1
4
f1;vf2;v +

1

4
f2;vf1;v

�
�

Xvv =
1

2
[f2;vv + f1;v(f3;v � f2f1;v)] e

+
1

2
[f1;vv � f2;v(f3;v � f2f1;v)]'(e)

+
1

2
[f3;vv � f2;vf1;v � f1;vvf2] � (5.32)
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eşitlikleri ile bulunur. Ayr¬ca yukar¬da buldu¼gumuz Xuu; Xuv ve Xvv türevleri

yard¬m¬yla

l = g(N;Xuu);

m = g(N;Xuv);

n = g(N;Xvv)

9>>>=>>>; (5.33)

de¼gerleri kolayl¬kla hesaplanabilir.

M manifoldu üzerindeki şekil operatörü S : �(M) ! �(M) şeklinde lineer

bir dönüşüm olmak üzere

S(X) := rXN

olarak tan¬mlan¬r. fXu; Xvg cümlesi �(M) in bir baz¬olu¼gundan buradaki her vektör

bu baz vektörlerinin lineer birleşimi şeklinde yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

S(Xu) = aXu + bXv

olur. Bu eşitli¼gin her iki yan¬n¬önce Xu sonra Xv ile iç çarp¬m yaparsak

g(S(Xu); Xu) = g(aXu + bXv; Xu)

g(S(Xu); Xu) = ag(Xu; Xu) + bg(Xv; Xu)

g(S(Xu); Xu) = l; g(Xu; Xu) = E; g(Xv; Xu) = F

oldu¼gundan

l = aE + bF

ve

g(S(Xu); Xv) = g(aXu + bXv; Xv)

g(S(Xu); Xv) = ag(Xu; Xv) + bg(Xv; Xv)

g(S(Xu); Xv) = m; g(Xu; Xv) = F; g(Xv; Xv) = G

oldu¼gundan

m = aF + bG

bulunur. Buradan

a =
Gl � Fm
EG� F 2

b =
Em� Fl
EG� F 2
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elde edilir. Ayr¬ca

S(Xv) = cXu + dXv

oldu¼gundan benzer mant¬kla

c =
Gm� Fn
EG� F 2

d =
En� Fm
EG� F 2

eşitlikleri de kolayca bulunabilir. Bu sayede

S(Xu) =
Gl � Fm
EG� F 2Xu +

Em� Fl
EG� F 2Xv

S(Xv) =
Gm� Fn
EG� F 2 Xu +

En� Fm
EG� F 2 Xv

olup M yüzeyine ait Weingarten matrisi

S =

24 Gl�Fm
EG�F 2

Em�Fl
EG�F 2

Gm�Fn
EG�F 2

En�Fm
EG�F 2

35 (5.34)

dir (Buradaki matris fXu; Xvg baz¬ndad¬r).

5.3 E3(�3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Herhangi Bir

Yüzeyin Gauss ve Ortalama E¼grili¼gi

Teorem 5.13 M , E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey olsun. Bu yüzey için Gauss

e¼grili¼gi

K =
ln�m2

EG� F 2 (5.35)

dir.

·Ispat. M , E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey olsun. Bu yüzey için şekil ope-

ratörünün matrisi

S =

24 Gl�Fm
EG�F 2

Em�Fl
EG�F 2

Gm�Fn
EG�F 2

En�Fm
EG�F 2

35
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şeklindedir. Bu yüzey için Gauss e¼grili¼gi

K = detS

=

�
Gl � Fm
EG� F 2

��
En� Fm
EG� F 2

�
�
�
Em� Fl
EG� F 2

��
Gm� Fn
EG� F 2

�
=

EGln� FGmn� EFmn+ F 2m2 � EGm2 + EFmn+GFml � F 2ln
(EG� F 2)2

=
EG (ln�m2)� F 2 (ln�m2)

(EG� F 2)2

=
(EG� F 2) (ln�m2)

(EG� F 2)2

=
ln�m2

EG� F 2

olur.

Teorem 5.14 M , E3(�3) de bir yüzey olsun. S,M üzerinde şekil operatörü matrisi

ve �(M) in bir baz¬fu; vg olsun. Bu durumda K; M nin Gauss e¼grili¼gi olmak üzere

S(u) ^ S(v) = K (u ^ v) ; (5.36)

g(S(u) ^ S(v); u ^ v) = K: ku ^ vk2 ; (5.37)

K =
g(S(u); u)g(S(v); v)� g(S(u); v)g(S(v); u)

g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u) (5.38)

d¬r.

·Ispat. �(M) in bir baz¬fu; vg ve S(u); S(v) 2 �(M) oldu¼gundan

S(u) = au+ bv

S(v) = cu+ dv

eşitlikleri yard¬m¬yla

S(u) ^ S(v) = (au+ bv) ^ (cu+ dv)

= ac(u ^ u) + ad(u ^ v) + bc(v ^ u) + bd(v ^ v)

= ad(u ^ v)� bc(u ^ v)

= (ad� bc)(u ^ v)

= detS:(u ^ v)

= K:(u ^ v)
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olur. (5:36) denklemi yard¬m¬yla

g(S(u) ^ S(v); u ^ v) = g(K:(u ^ v); u ^ v)

= Kg(u ^ v; u ^ v)

= K(g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)) (5.39)

= K: ku ^ vk2

d¬r.

g(X ^ Y; Z ^W ) = g(X;Z)g(Y;W )� g(Y; Z)g(X;W )

eşitli¼gi yard¬m¬yla

g(S(u) ^ S(v); u ^ v) = g(S(u); u)g(S(v); v)

�g(S(v); u)g(S(u); v) (5.40)

olup: (5:39)ve (5:40) denklemleri yard¬m¬yla

g(S(u); u)g(S(v); v)� g(S(v); u)g(S(u); v) = K(g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u))

ve

K =
g(S(u); u)g(S(v); v)� g(S(u); v)g(S(v); u)

g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)
bulunur.

Teorem 5.15 M , E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey olsun. Bu yüzey için ortalama

e¼grilik

H =
1

2

�
Gl + En� 2Fm

EG� F 2

�
(5.41)

dir.

·Ispat. M , E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir yüzey olsun. Bu yüzey için şekil ope-

ratörünün matrisi

S =

24 Gl�Fm
EG�F 2

Em�Fl
EG�F 2

Gm�Fn
EG�F 2

En�Fm
EG�F 2

35
şeklindedir. Bu yüzey için ortalama e¼grilik

H =
1

2
trS =

1

2

�
Gl � Fm+ En� Fm

EG� F 2

�
H =

1

2

�
Gl + En� 2Fm

EG� F 2

�
olarak bulunur.
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Teorem 5.16 M , E3(�3) de bir yüzey olsun. S , M üzerinde şekil operatörünün

matrisi ve �(M) in bir baz¬fu; vg olsun. Bu durumda H; M nin ortalama e¼grili¼gi

olmak üzere

S(u) ^ v + u ^ S(v) = 2H u ^ v; (5.42)

g(S(u) ^ v + u ^ S(v); u ^ v) = 2H: ku ^ vk2 ; (5.43)

2H =
g(S(u); u)g(v; v)� g(S(u); v)g(v; u) + g(u; u)g(S(v); v)� g(S(v); u)g(v; u)

g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)
(5.44)

olur.

·Ispat. �(M) in bir baz¬fu; vg ve S(u); S(v) 2 �(M) oldu¼gundan

S(u) = au+ bv

S(v) = cu+ dv

eşitlikleri yard¬m¬yla

S(u) ^ v + u ^ S(v) = (au+ bv) ^ v + u ^ (cu+ dv)

= a(u ^ v) + b(v ^ v) + c(u ^ u) + d(u ^ v)

= (a+ d)(u ^ v)

= 2H(u ^ v)

olur. (5:42) denklemi yard¬m¬yla

g(S(u) ^ v + u ^ S(v); u ^ v) = g(2H( u ^ v); u ^ v)

= 2Hg(u ^ v; u ^ v)

= 2H(g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)) (5.45)

= 2H: ku ^ vk2

d¬r. Ayr¬ca

g(S(u) ^ v + u ^ S(v); u ^ v) = g(S(u) ^ v; u ^ v) + g(u ^ S(v); u ^ v)

= g(S(u); u)g(v; v)� g(v; u)g(S(u); v) +

g(u; u)g(S(v); v)� g(S(v); u)g(v; u) (5.46)
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olup. (5:45)ve (5:46) denklemleri yard¬m¬yla

2H(g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)) = g(S(u); u)g(v; v)� g(v; u)g(S(u); v) +

g(u; u)g(S(v); v)� g(S(v); u)g(v; u)

2H =
g(S(u); u)g(v; v)� g(S(u); v)g(v; u) + g(u; u)g(S(v); v)� g(S(v); u)g(v; u)

g(u; u)g(v; v)� g(u; v)g(v; u)
olur.

Sonuç 5.1 M , E3(�3) de bir yüzey olsun. S , M üzerinde şekil operatörünün

matrisi ve �(M) in bir baz¬fXu; Xvg olsun. Bu durumda K; M nin Gauss e¼grili¼gi,

H; M nin ortalama e¼grili¼gi olmak üzere

K =
g(S(Xu); Xu)g(S(Xv); Xv)� g(S(Xu); Xv)g(S(Xv); Xu)

g(Xu; Xu)g(Xv; Xv)� g(Xu; Xv)g(Xv; Xu)

=
ln�m2

EG� F 2

ve benzer şekilde

2H =
g(S(Xu); Xu)g(Xv; Xv)� g(S(Xu); Xv)g(Xv; Xu) + g(Xu; Xu)g(S(Xv); Xv)

g(Xu; Xu)g(Xv; Xv)� g(Xu; Xv)g(Xv; Xu)

� g(S(Xv); Xu)g(Xv; Xu)

g(Xu; Xu)g(Xv; Xv)� g(Xu; Xv)g(Xv; Xu)

bulunur.

5.4 E2n+1(�3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Kovaryant

Türev Operatörü

Tan¬m 5.3 E2n+1(�3) hemen hemen kontak metrik manifoldunda

gab =
1

4

26664
�ij + yiyj 0 �yi

0 �ij 0

�yj 0 1

37775
ise

gab = 4

26664
�ij 0 yi

0 �ij 0

yj 0 1 +
X
(yi)2

37775
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oldu¼gu görülür. Burada

�kij =
1

2
gkh(gih; j + ghj; i + gij; h)

Christo¤el sembolleri yard¬m¬yla

re'(e) = � = �r'(e)e

r�e = �'(e) = re�

r�'(e) = e = r'(e)�

ree = r'(e)'(e) = r�� = 0

oldu¼gundan X = x1e+ x2'(e) + x3� ve Y = y1e+ y2'(e) + y3� vektör alanlar¬için

rXY = rX y1e+ y2'(e) + y3�

= rX (y1e) +rX(y2'(e)) +rX(y3�)

= X [y1] e+ y1rXe+X [y2]'(e) + y2rX'(e)

+X [y3] � + y3rX�

= X [y1] e+X [y2]'(e) +X [y3] �

+y1rx1e+x2'(e)+x3�e+ y2rx1e+x2'(e)+x3�'(e)

+y3rx1e+x2'(e)+x3��

= X [y1] e+X [y2]'(e) +X [y3] �

+y1(x1ree+ x2r'(e)e+ x3r�e)

+y2(x1re'(e) + x2r'(e)'(e) + x3r�'(e))

+y3(x1re� + x2r'(e)� + x3r��)

ve

rXY = DXY + x1y2� � x1y3'(e) + x2y1� + x2y3e� x3y1'(e) + x3y2

= DXY � y3(x1'(e)� x2e)� x3(y1'(e)� y2e) + �(x1y2 � x2y1)

= DXY � �(Y )'(X)� �(X)'(Y )� �(x2y1 � x1y2)

= DXY � �(Y )'(X)� �(X)'(Y )� g(X;'(Y ))�

= DXY � �(Y )'(X)� �(X)'(Y )� d�(X; Y )� (5.47)

olarak bulunur. Burada DXY = X [y1] e+X [y2]'(e) +X [y3] � d¬r.
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5.5 E3(�3)Hemen Hemen KontakMetrikManifoldlarda Gauss Egregium

Teoremi

Teorem 5.17 E3(�3) üzerinde bir

X : E2 �! E3(�3)

: (u; v) 7�! X(u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

yüzeyi için Gauss-Egregium teoremi

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+3G� �2(4G
E
Xu + 4Xv) (5.48)

denklemi ile ifade edilir. Burada kullan¬lan de¼gişkenler ispat içinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. M , E3(�3) de bir yüzey olsun. M nin parametrik ifadesi

X : E2 �! E3(�3)

: (u; v) 7�! X(u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

olmak üzere �(M) nin bir fXu; Xvg lineer ba¼g¬ms¬z cümlesini ele alal¬m.

Xu = (
1
2
f2;u;

1
2
f1;u;

1
2
(f3;u � f2f1;u));

Xv = (
1
2
f2;v;

1
2
f1;v;

1
2
(f3;v � f2f1;v))

9=; (5.49)

Şimdi, s¬ras¬yla, Xuu, Xuv; Xvu; Xvv vektör alanlar¬n¬bulal¬m.

Xuu = rXuXu

= (
1

2
f2;uu +

1

2
f1;u(f3;u � f2f1;u))e+ (

1

2
f1;uu �

1

2
f2;u(f3;u � f2f1;u))'(e)

+(
1

2
f3;uu �

1

2
(f2;uf1;u + f1;uuf2))�: (5.50)

Xvv = OXvXv

= (
1

2
f2;vv +

1

2
f1;v(f3;v � f2f1;v))e+ (

1

2
f1;vv �

1

2
f2;v(f3;v � f2f1;v))'(e)

+(
1

2
f3;vv �

1

2
(f2;vf1;v + f1;vvf2))�: (5.51)
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Xuv = rXvXu

= (
1

2
f2;uv +

1

4
(f1;vf3;u + f1;uf3;v)�

1

2
f2f1;uf1;v)e

+

�
1

2
f1;uv �

1

4
(f2;vf3;u + f2;uf3;v) +

1

4
f2(f1;uf2;v + f2;uf1;v)

�
'(e)

+(
1

2
f3;uv �

1

4
(f2;vf1;u + f2;uf1;v)�

1

2
f2f1;uv)�: (5.52)

Xvu = rXuXv

= (
1

2
f2;vu +

1

4
(f1;vf3;u + f1;uf3;v)�

1

2
f2f1;uf1;v)e

+

�
1

2
f1;vu �

1

4
(f2;vf3;u + f2;uf3;v) +

1

4
f2(f1;uf2;v + f2;uf1;v)

�
'(e)

+(
1

2
f3;vu �

1

4
(f2;vf1;u + f2;uf1;v)�

1

2
f2f1;vu)� (5.53)

olup aç¬kça görülüyor ki,

Xuv = Xvu

olur. Burada yukar¬da elde etti¼gimiz ikinci mertebeden türevler yard¬m¬yla üçüncü

mertebeden türevleri elde edelim.

Xuuv = OXvXuu

=
1

2
(f2;uuv + f1;uv(f3;u � f2f1;u) + f1;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)) e

+
1

2
(f1;uuv � f2;uv(f3;u � f2f1;u)� f2;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2))'(e)

+
1

2
(f3;uuv � f2;uvf1;u � f1;uvf2;u � f1;uuvf2 � f1;uuf2;v)�

��(Xv)'(Xuu)� �(Xuu)'(Xv)� d�(Xv; Xuu)�:

Xuuv =

�
1

2
f2;uuv +

1

2
f1;uv(f3;u � f2f1;u) +

1

2
f1;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)

�
e

+

�
1

2
f1;uuv �

1

2
f2;uv(f3;u � f2f1;u)�

1

2
f2;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)

�
'(e)

+

�
1

2
f3;uuv �

1

2
(f2;uvf1;u + f1;uvf2;u + f1;uuvf2 + f1;uuf2;v)

�
�

�1
2
(f3;v � f2f1;v)

�
�1
2
(f1;uu � f2;u(f3;u � f2f1;u)) e

+
1

2
(f2;uu + f1;u(f3;u � f2f1;u))'(e)

�
�1
2
(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)

�
�1
2
f1;ve+

1

2
f2;v'(e)

�
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�
�
1

2
f2;v(�

1

2
(f1;uu � f2;u(f3;u � f2f1;u)) +

1

2
f1;v(

1

2
(f2;uu + f1;u(f3;u � f2f1;u))

�
�:

Xuuv de¼geri fe; '(e); �g baz vektörlerine göre düzenlenirse

Xuuv =

8>>><>>>:
1
2
f2;uuv +

1
2
f1;uv(f3;u � f2f1;u) + 1

2
f1;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)

1
4
(f3;v � f2f1;v)(f1;uu � f2;u(f3;u � f2f1;u))

+1
4
f1;v(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)

9>>>=>>>; e

+

8>>><>>>:
1
2
f1;uuv � 1

2
f2;uv(f3;u � f2f1;u)� 1

2
f2;u(f3;uv � f2;vf1;u � f1;uvf2)

�1
4
f2;uu(f3;v � f2f1;v)� 1

4
f1;u(f3;v � f2f1;v)(f3;u � f2f1;u)

�1
4
f2;v(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2)

9>>>=>>>;'(e)

+

8<: 1
2
f3;uuv � 1

2
f2;uvf1;u � 1

2
f1;uvf2;u � 1

2
f1;uuvf2 � 1

4
f1;uuf2;v

�1
4
f2;uf2;v(f3;u � f2f1;u)� 1

4
f1;vf2;uu � 1

4
f1;uf1;v(f3;u � f2f1;u)

9=; �

olup gerekli sadeleştirmelerle

Xuuv =

8>>>>>><>>>>>>:

1
2
f2;uuv +

1
2
f1;uvf3;u � 1

2
f1;uvf2f1;u +

1
2
f1;uf3;uv � 1

2
f 21;uf2;v

�1
2
f1;uf1;uvf2) +

1
4
f3;vf1;uu � 1

4
f3;vf2;uf3;u +

1
4
f3;vf2f2;uf1;u

�1
4
f2f1;vf1;uu +

1
4
f2f1;vf2;uf3;u � 1

4
f 22 f1;vf2;uf1;u +

1
4
f1;vf3;uu

�1
4
f1;vf2;uf1;u � 1

4
f1;vf1;uuf2

9>>>>>>=>>>>>>;
e

+

8>>>>>><>>>>>>:

1
2
f1;uuv � 1

2
f2;uvf3;u +

1
2
f2;uvf2f1;u � 1

2
f2;uf3;uv

+1
2
f2;uf2;vf1;u +

1
2
f2;uf1;uvf2 � 1

4
f2;uuf3;v +

1
4
f2;uuf2f1;v

�1
4
f1;uf3;vf3;u +

1
4
f 21;uf3;vf2 +

1
4
f1;uf3;uf2f1;v � 1

4
f 21;uf

2
2 f1;v

�1
4
f2;vf3;uu +

1
4
f2;vf2;uf1;u +

1
4
f2;vf1;uuf2)

9>>>>>>=>>>>>>;
'(e)

+

8>>><>>>:
1
2
f3;uuv � 1

2
f2;uvf1;u � 1

2
f1;uvf2;u � 1

2
f1;uuvf2

�1
4
f1;uuf2;v � 1

4
f2;uf2;vf3;u +

1
4
f2;uf2;vf2f1;u)

�1
4
f1;vf2;uu � 1

4
f1;uf1;vf3;u +

1
4
f 21;uf1;vf2)

9>>>=>>>; � (5.54)

olarak bulunur. Benzer mant¬kla
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Xuvu = OXuXuv

=
1

2

8<: f2;uvu +
1
2
(f1;vu(f3;u � f2f1;u) + f1;v(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2))

+1
2
(f1;uu(f3;v � f2f1;v) + f1;u(f3;vu � f2;uf1;v � f1;vuf2))

9=; e
+
1

2

8<: f1;uvu � 1
2
(f2;vu(f3;u � f2f1;u) + f2;v(f3;uu � f2;uf1;u � f1;uuf2))

�1
2
(f2;uu(f3;v � f2f1;v) + f2;u(f3;vu � f2;uf1;v � f1;vuf2

9=;'(e)
+
1

2

8<: f3;uvu � 1
2
(f2;vuf1;u + f2;vf1;uu)� (f1;uvuf2 + f2;uf1;uv)

�1
2
(f1;vuf2;u + f2;uuf1;v)

9=; �
��(Xu)'(Xuv)� �(Xuv)'(Xu)� d�(Xu; Xuv)�

ifadesi düzenlenirse

Xuvu =

8<: 1
2
f2;uvu +

1
4
(f1;vuf3;u + f1;vf3;uu + f1;uuf3;v + f1;uf3;vu)

�1
2
(f1;uf1;vf2;u � 1

2
f2(f1;uuf1;v + f1;vuf1;u

9=; e

+

8>>><>>>:
1
2
f1;uvu � 1

4
(f2;vuf3;u + f2;uuf3;v + f3;uuf2;v + f3;vuf2;u)

+1
4
f2;u(f1;uf2;v + f1;vf2;u) +

1
4
f2(f2;vuf1;u + f1;uuf2;v

+f2;uuf1;v + f1;vuf2;u)

9>>>=>>>;'(e)

+

8<: 1
2
f3;uvu � 1

4
(f2;vuf1;u + f1;uuf2;v + f1;vuf2;u + f2;uuf1;v)

�1
2
(f2;uf1;uv + f2f1;uvu)

9=; �

�1
2
(f3;u � f2f1;u)

8>>>>>><>>>>>>:

(�1
2
f1;uv +

1
4
(f2;vf3;u + f2;uf3;v)

�1
4
f2(f1;uf2;v + f2;uf1;v))e

(1
2
f2;uv +

1
4
(f1;vf3;u + f1;uf3;v)

�1
2
f2f1;uf1;v)'(e)

9>>>>>>=>>>>>>;
�(1
2
f3;uv �

1

4
(f2;vf1;u + f1;vf2;u)�

1

2
f1;uvf2)(�

1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e))

+

�
1

2
f2;u

�
�1
2
f1;uv +

1

4
(f2;vf3;u + f2;uf3;v)�

1

4
f2(f1;uf2;v + f2;uf1;v)

�
1

2
f1;u

�
1

2
f2;uv +

1

4
(f1;vf3;u + f1;uf3;v)�

1

2
f2f1;uf1;v

��
�

Xuvu =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1
2
f2;uvu +

1
4
f1;vuf3;u +

1
4
f3;uuf1;v +

1
4
f1;uuf3;v +

1
4
f3;vuf1;u

�1
2
f1;uf1;vf2;u � 1

2
f2f1;uuf1;v � 1

2
f2f1;vuf1;u +

1
4
f1;uvf3;u

�1
4
f1;uvf2f1;u � 1

8
f 23;uf2;v � 1

8
f3;uf2;uf3;v +

1
8
f2f1;uf2;vf3;u

+1
8
f2f1;uf2;uf3;v +

1
8
f2f3;uf1;uf2;v +

1
8
f2f3;uf2;uf1;v � 1

8
f 22 f

2
1;uf2;v

�1
8
f 22 f1;uf2;uf1;v +

1
4
f1;uf3;uv � 1

8
f 21;uf2;v � 1

4
f1;uf1;uvf2 � 1

8
f1;uf1;vf2;u

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
e
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+

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1
2
f1;uvu � 1

4
f2;vuf3;u � 1

4
f2;uuf3;v � 1

4
f3;uuf2;v � 1

4
f3;vuf2;u

+1
4
f1;uf2;uf2;v +

1
4
f1;vf

2
2;u +

1
4
f2f1;uf2;vu +

1
4
f2f2;vf1;uu

+1
4
f2f2;uuf1;v +

1
4
f2f1;vuf2;u � 1

4
f2;uvf3;u +

1
4
f2f2;uvf1;u

�1
8
f 23;uf1;v � 1

8
f3;uf1;uf3;v +

1
8
f2f1;uf1;vf3;u +

1
8
f2f

2
1;uf3;v

+1
4
f2f1;uf1;vf3;u � 1

4
f 22 f

2
1;uf1;v � 1

4
f2;uf3;uv +

1
8
f1;uf2;uf2;v

+1
4
f2;uf1;uvf2 +

1
8
f1;vf

2
2;u

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
'(e)

+

8>>>>>><>>>>>>:

1
2
f3;uvu � 1

4
f2;vuf1;u � 1

4
f1;uuf2;v � 1

4
f1;vuf2;u � 1

4
f2;uuf1;v

�1
2
f2;uf1;uv � 1

2
f2f1;uvu +

1
4
f2;uf1;uv � 1

8
f2;uf2;vf3;u � 1

8
f 22;uf3;v

+1
8
f2f2;uf1;uf2;v +

1
8
f2f

2
2;uf1;v � 1

4
f1;uf2;uv � 1

8
f1;uf1;vf3;u

�1
8
f 21;uf3;v +

1
4
f2f

2
1;uf1;v

9>>>>>>=>>>>>>;
�

(5.55)

olup buradan

Xuuv �Xuuv =

8<: �3
8
f1;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v)� 1

8
f2;u (f3;v � f2f1;v) (f3;u � f2f1;u)

+1
8
f2;v (f3;u � f2f1;u)2

9=; e
+

8<: 3
8
f2;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v) + 1

8
f1;v (f3;u � f2f1;u)2

�1
8
f1;u (f3;u � f2f1;u) (f3;v � f2f1;v)

9=;'(e)
+

8<: �1
8
(f3;u � f2f1;u) (f1;uf1;v + f2;uf2;v)

+1
8
(f3;v � f2f1;v)

�
f 21;u + f

2
2;u

�
9=; �

eşitli¼gi elde edilir. Burada fXu; Xvg ortogonal oldu¼gundan

g(Xu; Xv) = 0

1

4
f2;uf2;v +

1

4
f1;uf1;v +

1

4
(f3;u � f2f1;u)(f3;v � f2f1;v) = 0

olur.

�(f3;u � f2f1;u)(f3;v � f2f1;v) = f1;uf1;v + f2;uf2;v

ve

f 21;u + f
2
2;u = 4E � (f3;u � f2f1;u)

2
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eşitlikleri Xuuv �Xuuv eşitli¼ginde yerine yaz¬lacak olursa

Xuuv �Xuuv =

8<: �3
8
f1;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v)� 1

8
f2;u (f3;v � f2f1;v) (f3;u � f2f1;u)

+1
8
f2;v (f3;u � f2f1;u)2

9=; e
+

8<: 3
8
f2;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v) + 1

8
f1;v (f3;u � f2f1;u)2

�1
8
f1;u (f3;u � f2f1;u) (f3;v � f2f1;v)

9=;'(e)
+

8<: 1
8
(f3;u � f2f1;u)2 (f3;v � f2f1;v)

+1
8
(f3;v � f2f1;v)

�
4E � (f3;u � f2f1;u)2

�
9=; �

ifadesi düzenlenirse

Xuuv �Xuuv =

8<: �3
8
f1;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v)� 1

8
f2;u (f3;v � f2f1;v) (f3;u � f2f1;u)

+1
8
f2;v (f3;u � f2f1;u)2

9=; e
+

8<: 3
8
f2;u (f1;uf2;v � f2;uf1;v) + 1

8
f1;v (f3;u � f2f1;u)2

�1
8
f1;u (f3;u � f2f1;u) (f3;v � f2f1;v)

9=;'(e)
+

8<: 1
8
(f3;u � f2f1;u)2 (f3;v � f2f1;v)

�1
8
(f3;u � f2f1;u)2 (f3;v � f2f1;v) + 1

2
E (f3;v � f2f1;v)

9=; �

veya

Xuuv �Xuuv =
3

4
(f1;uf2;v � f2;uf1;v) (�

1

2
f1;ue+

1

2
f2;u'(e))

�1
4
(f3;v � f2f1;v) (f3;u � f2f1;u)

8<: 1
2
f2;ue+

1
2
f1;u'(e)

+1
2
(f3;u � f2f1;u)

9=; �
+
1

4
(f3;u � f2f1;u)2 (

1

2
f2;ve+

1

2
f1;v'(e) +

1

2
(f3;v � f2f1;v) �)

+
1

2
E (f3;v � f2f1;v) �

olur. Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Xuuv �Xuuv = 3g (Xu; '(Xv))'(Xu)� �(Xu)�(Xv)Xu + �
2(Xu)Xv + �(Xv)E�

sonucu elde edilir. Xuuv�Xuuv eşitli¼gininXv bileşeni yard¬m¬yla yüzeyinK ortalama
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e¼grili¼gini bulmaya çal¬̧sal¬m.

g (Xuuv �Xuuv; Xv) = g (3g (Xu; '(Xv))'(Xu)� �(Xu)�(Xv)Xu

+�2(Xu)Xv + �(Xv)E�;Xv

�
= 3g (Xu; '(Xv)) g ('(Xu); Xv)� �(Xu)�(Xv)g (Xu; Xv)

+�2(Xu)g (Xv; Xv) + �(Xv)Eg (�;Xv)

= �3g2 (Xu; '(Xv)) + �
2(Xu)G+ �

2(Xv)E (5.56)

olarak bulunur. Di¼ger taraftan fXu; Xvg ortogonal ve N = Xu^Xv
kXu^Xvkolmak üzere

fXu; Xv; Ng ortogonal bazd¬r. Dolay¬s¬yla

Xuu = a1Xu + a2Xv + a3N

Xuv = b1Xu + b2Xv + b3N

Xvv = c1Xu + c2Xv + c3N

Nu = d1Xu + d2Xv

Nv = e1Xu + e2Xv

biçiminde yaz¬labilir. g (Xu; Xu) = E denkleminde u parametresine göre türev

al¬n¬rsa

Eu = g (OXuXu; Xu) + g (Xu;OXuXu)

= 2g (Xuu; Xu) : (5.57)

g (Xu; Xv) = 0 denkleminde u parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXuXu; Xv) + g (Xu;OXuXv)

= g (Xuu; Xv) + g (Xu; Xvu) ;Xuv = Xvu

= g (Xuu; Xv) + g (Xu; Xuv) :

g (Xu; Xu) = E denkleminde v parametresine göre türev al¬n¬rsa

Ev = g (OXvXu; Xu) + g (Xu;OXvXu)

= 2g (Xuv; Xu)

= �2g (Xuu; Xv) (5.58)
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eşitlikleri elde edilir.

g (Xuu; Xu) = g (a1Xu + a2Xv + a3N;Xu)

= a1g (Xu; Xu)

= a1E (5.59)

oldu¼gundan (5:57) ve (5:59) denklemleri yard¬m¬yla

a1 =
Eu
2E

olarak bulunur. Benzer mant¬kla, s¬ras¬yla, a2 ve a3 de¼gerleri de

g (Xuu; Xv) = g (a1Xu + a2Xv + a3N;Xv)

= a2g (Xv; Xv)

= a2G (5.60)

olup (5:58) ve (5:60) denklemlerinden

a2 = �
Ev
2G

ve

g (Xuu; N) = g (a1Xu + a2Xv + a3N;N)

= a3g (N;N)

= a3

= l

d¬r. Sonuç olarak

Xuu =
Eu
2E
Xu �

Ev
2G
Xv + lN (5.61)

bulunur.

g (Xuv; Xu) = g (b1Xu + b2Xv + b3N;Xu)

= b1g(Xu; Xu)

= b1E (5.62)

olup (5:58) ve (5:62) den dolay¬

b1 =
Ev
2E
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d¬r. Benzer mant¬kla, s¬ras¬yla, b2 ve b3 de¼gerlerini bulal¬m.

g (Xuv; Xv) = g (b1Xu + b2Xv + b3N;Xv)

= b2g(Xv; Xv)

= b2G (5.63)

d¬r. g (Xu; Xv) = 0 denkleminde v parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXvXu; Xv) + g (Xu;OXvXv)

= g(Xuv; Xv) + g(Xu; Xvv)

= g(Xuv; Xv) + g(Xvv; Xu)

ve g (Xv; Xv) = G denkleminde u parametresine göre türev al¬n¬rsa

Gu = g (OXuXv; Xv) + g (Xv;OXuXv)

= 2g(Xuv; Xv)

= �2g(Xvv; Xu) (5.64)

olup (5:63) ve (5:64) den dolay¬

b2 =
Gu
2G

ve

g (Xuv; N) = g (b1Xu + b2Xv + b3N;N)

= b3g(N;N)

= b3

= m

olarak bulunur. Sonuç olarak

Xuv =
Ev
2E
Xu +

Gu
2G
Xv +mN

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi c1; c2 ve c3 de¼gerlerini bulal¬m.

g (Xvv; Xu) = g (c1Xu + c2Xv + c3N;Xu)

= c1g(Xu; Xu)

= c1E (5.65)
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(5:64) ve (5:65) den dolay¬

c1 = �
Gu
2E

olur. g (Xv; Xv) = G denkleminde v parametresine göre türev al¬n¬rsa

Gv = g (OXvXv; Xv) + g (Xv;OXvXv)

= 2g(Xvv; Xv) (5.66)

olup

g (Xvv; Xv) = g (c1Xu + c2Xv + c3N;Xv)

= c2g(Xv; Xv)

= c2G (5.67)

d¬r. (5:66) ve (5:67) den dolay¬

c2 =
Gv
2G

ve

g (Xvv; N) = g (c1Xu + c2Xv + c3N;N)

= c3g(N;N)

= c3

= n

olur. Sonuç olarak

Xvv = �
Gu
2E
Xu +

Gv
2G
Xv + nN

eşitli¼gi elde edilir.

g(Nu; Xu) = g(d1Xu + d2Xv; Xu)

= d1g(Xu; Xu)

= d1E (5.68)

dir. g (Xu; N) = 0 denkleminde u parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXuXu; N) + g (Xu;OXuN)

= g (Xuu; N) + g (Xu; Nu)

= l + g (Xu; Nu) (5.69)
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olup (5:68) ve (5:69) denklemlerinden

d1 = �
l

E

olur. Benzer yolla

g(Nu; Xv) = g(d1Xu + d2Xv; Xv)

= d2g(Xv; Xv)

= d2G (5.70)

d¬r. g (Xv; N) = 0 denkleminde u parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXuXv; N) + g (Xv;OXuN)

= g (Xvu; N) + g (Xv; Nu)

= m+ g (Xv; Nu) (5.71)

olup (5:70) ve (5:71) denklemlerinden

d2 = �
m

G

olarak bulunur. Sonuç olarak

Nu = �
l

E
Xu �

m

G
Xv

oldu¼gu görülür.

g(Nv; Xu) = g(e1Xu + e2Xv; Xu)

= e1g(Xu; Xu)

= e1E (5.72)

d¬r. g (Xu; N) = 0 denkleminde v parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXvXu; N) + g (Xu;OXvN)

= g (Xuv; N) + g (Xu; Nv)

= m+ g (Xu; Nv) (5.73)

olup (5:72) ve (5:73) denklemlerinden

e1 = �
m

E
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olur. Benzer yolla

g(Nv; Xv) = g(e1Xu + e2Xv; Xv)

= e2g(Xv; Xv)

= e2G (5.74)

d¬r. g (Xv; N) = 0 denkleminde v parametresine göre türev al¬n¬rsa

0 = g (OXvXv; N) + g (Xv;OXvN)

= g (Xvv; N) + g (Xv; Nv)

= n+ g (Xv; Nv) (5.75)

olup (5:74) ve (5:75) denklemlerinden

e2 = �
n

G

olur. Sonuç olarak

Nv = �
m

E
Xu �

n

G
Xv

elde edilir.

Xuuv = OXvXuu

= OXv(
Eu
2E
Xu �

Ev
2G
Xv + lN)

= OXv(
Eu
2E
)Xu +

Eu
2E
OXvXu � OXv(

Ev
2G
)Xv �

Ev
2G
OXvXv + OXv lN + lOXvN

= (
Eu
2E
)vXu +

Eu
2E
Xuv � (

Ev
2G
)vXv �

Ev
2G
Xvv + lvN + lNv

= (
Eu
2E
)vXu +

Eu
2E

�
Ev
2E
Xu +

Gu
2G
Xv +mN

�
� (Ev
2G
)vXv

�Ev
2G

�
�Gu
2E
Xu +

Gv
2G
Xv + nN

�
+ lvN + l

�
�m
E
Xu �

n

G
Xv

�
=

�
(
Eu
2E
)v +

EuEv
4E2

+
EvGu
4EG

� lm
E

�
Xu

+

�
EuGu
4EG

� (Ev
2G
)v �

EuGv
4G2

� ln
G

�
Xv

+

�
mEu
2E

� nEv
2G

+ lv

�
N
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ve

Xuvu = OXuXuv

= OXu(
Ev
2E
Xu +

Gu
2G
Xv +mN)

= OXu(
Ev
2E
)Xu +

Ev
2E
OXuXu + OXu(

Gu
2G
)Xv +

Gu
2G
OXuXv + OXumN +mOXuN

= (
Ev
2E
)uXu +

Ev
2E
Xuu + (

Gu
2G
)uXv +

Gu
2G
Xvu +muN +mNu

= (
Ev
2E
)uXu +

Ev
2E

�
Eu
2E
Xu �

Ev
2G
Xv + lN

�
+ (
Gu
2G
)uXv

+
Gu
2G

�
Ev
2E
Xu +

Gu
2G
Xv +mN

�
+muN +m

�
� l
E
Xu �

m

G
Xv

�
=

�
(
Ev
2E
)u +

EuEv
4E2

+
EvGu
4EG

� lm
E

�
Xu

+

�
� E2v
4EG

+ (
Gu
2G
)u +

G2u
4G2

� m
2

G

�
Xv

+

�
lEv
2E

� mGu
2G

+mu

�
N

denklemleri yard¬m¬yla

Xuuv �Xuvu =

�
(
Eu
2E
)v � (

Ev
2E
)u

�
Xu

+

�
EuGu + E

2
v

4EG
� (Ev
2G
)v � (

Gu
2G
)u �

EvGv +G
2
u

4G2
� ln�m

2

G

�
Xv

+

�
mEu � lEv

2E
� NEv +mGu

2G
+ lv �mu

�
N

ve Xuuv �Xuvu eşitli¼ginin Xv bileşeni

g (Xuuv �Xuvu; Xv) =
EuGu + E

2
v

4EG
� (Ev
2G
)v � (

Gu
2G
)u

�EvGv +G
2
u

4G2
� ln�m

2

G
(5.76)

olarak bulunur. Burada (5:56) ve (5:76) ifadelerinin eşitli¼ginden

�3g2 (Xu; '(Xv)) + �
2(Xu)G+ �

2(Xv)E =
EuGu + E

2
v

4EG
� (Ev
2G
)v � (

Gu
2G
)u

�EvGv +G
2
u

4G2
� ln�m

2

G

ve

ln�m2

G
=

EuGu + E
2
v

4EG
� (Ev
2G
)v � (

Gu
2G
)u �

EvGv +G
2
u

4G2

+3g2 (Xu; '(Xv))� �2(Xu)G� �2(Xv)E
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olur. Her iki taraf 1
E
ile çarp¬l¬rsa

ln�m2

EG
=

EuGu + E
2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+
3

E
g2 (Xu; '(Xv))�

G

E
�2(Xu)� �2(Xv)

F = 0 olan bir yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

K =
ln�m2

EG

oldu¼gundan

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+
3

E
g2 (Xu; '(Xv))�

G

E
�2(Xu)� �2(Xv) (5.77)

olur. Di¼ger taraftann
Xup
E
; Xvp

G
; Xu^Xvp

EG

o
ortonormal baz¬n¬kullanarak � vektör alan¬n¬

� = �1
Xup
E
+ �2

Xvp
G
+ �3

Xu ^Xvp
EG

eşitli¼gini g metri¼gine göre, s¬ras¬yla, Xu; Xv; Xu^Xv ile çarparak �1; �2; �3 de¼gerlerini

bulal¬m.

g(�;Xu) = g(�1
Xup
E
+ �2

Xvp
G
+ �3

Xu ^Xvp
EG

;Xu)

= �1
p
E

ve g(�;Xu) = �(Xu) oldu¼gundan

�1 =
1p
E
�(Xu)

olur. Benzer şekilde

g(�;Xv) = g(�1
Xup
E
+ �2

Xvp
G
+ �3

Xu ^Xvp
EG

;Xv)

= �2
p
G

ve g(�;Xv) = �(Xv) oldu¼gundan

�2 =
1p
G
�(Xv)
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olarak bulunur. Ayr¬ca

g(�;Xu ^Xv) = g(�1
Xup
E
+ �2

Xvp
G
+ �3

Xu ^Xvp
EG

;Xu ^Xv)

= �2
p
EG

ve

g(�;Xu ^Xv) = det(Xu; Xv; �)

= �det(�;Xv; Xu)

= �g('(Xv); Xu)

= g(Xu; '(Xv))

eşitli¼gi yard¬m¬yla

�3 =
1p
EG

g(Xu; '(Xv))

olur. � birim vektör alan¬oldu¼gundan

�21 + �
2
2 + �

2
3 =

1

E
�2(Xu) +

1

G
�2(Xv) +

1

EG
g2(Xu; '(Xv)) = 1

eşitli¼gi yard¬m¬yla

1

E
g2(Xu; '(Xv)) = G�

G

E
�2(Xu)� �2(Xv)

olur. Bu sonuç (5:77) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+3G� 3G
E
�2(Xu)� 3�2(Xv)�

G

E
�2(Xu)� �2(Xv)

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+3G� 4G
E
�2(Xu)� 4�2(Xv)

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2

+3G� �2(4G
E
Xu + 4Xv)

olur ki, yüzeyin Gauss e¼grili¼gi sadece birinci türevler cinsinden yaz¬lm¬̧s olur. Bu da

Gauss�un Muhteşem (Egregium) Teoreminin Kontak manifoldlardaki ifadesi olur.
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Sonuç 5.2 E3(�3) üzerinde bir

X : E2 �! E3(�3)

: (u; v) 7�! X(u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

yüzeyi için 4G
E
Xu+4Xv vektörü �Kontak Distribution�da yatan bir vektör alan¬ise

bu yüzey için Gauss-Egregium teoremi

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
�EvGv +G

2
u

4EG2
+ 3G (5.78)

olur.

·Ispat. E3(�3) üzerinde bir X(u; v) yüzeyi için 4G
E
Xu + 4Xv vektörü �Kontak Dis-

tribution�da yatan bir vektör alan¬ise

�2(
4G

E
Xu + 4Xv) = �(�(

4G

E
Xu + 4Xv)) = 0

olur. Bu eşitlik Teorem 5:17 de kullan¬l¬rsa kolayl¬kla

K =
EuGu + E

2
v

4E2G
� 1

E

�
(
Ev
2G
)v + (

Gu
2G
)u

�
� EvGv +G

2
u

4EG2
+ 3G

oldu¼gu görülür.

5.6 E3(�3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda E¼gri-Yüzey

·Ikilisinin E¼grilikleri

Tan¬m 5.4 E3(�3) Sasaki uzay¬nda birM yüzeyi içinde birim h¬zl¬bir � : I �!M

e¼grisi verilsin. Yüzeyin birim dik vektör alan¬N olsun. � e¼grisinin birim te¼get vektör

alan¬�0(s) = T olmak üzere

(N � �) ^ T = Y

eşitli¼giyle tan¬mlanan Y vektör alan¬n¬ gözönüne alal¬m. fT (s); Y (s); (N � �)(s)g

cümlesi T�(s)E3(�3) uzay¬n¬n ortonormal bir taban¬olur. Bu tabana (�;M) e¼gri-

yüzey ikilisinin çat¬s¬denir.
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Tan¬m 5.5 � : I �!M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

�n(s) = g((OTT )(s); (N � �)(s))

eşitli¼giyle belirli �n(s) say¬s¬na, (�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin �(s) noktas¬ndaki nor-

mal e¼grili¼gi denir.

Tan¬m 5.6 � : I �!M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

�g(s) = g((OTT )(s); Y (s))

eşitli¼giyle belirli �g(s) say¬s¬na,(�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin �(s) noktas¬ndaki geo-

dezik e¼grili¼gi denir.

Tan¬m 5.7 � : I �!M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

tr(s) = �g(OT (N � �)(s); Y (s); )

eşitli¼giyle belirli tr(s) say¬s¬na,(�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin �(s) noktas¬ndaki geo-

dezik burulmas¬denir.

Tan¬m 5.8 � : I �! M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olmak üzere

�n; �g; tr fonksiyonlar¬na (�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin e¼grilikleri denir.

Teorem 5.18 E3(�3) de bir M yüzeyi içinde birim h¬zl¬ bir � : I �! M e¼grisi

verilsin.(�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin e¼grilikleri �n; �g; tr olmak üzere26664
OTT
OTY
OTN

37775 =
26664

0 �g �n

��g 0 tr

��n �tr 0

37775
26664

T

Y

N � �

37775
veya

OTT = �gY + �n(N � �)

OTY = ��gT + tr(N � �)

OTN = ��nT � trY

dir.
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·Ispat. fT; Y;Ng cümlesi T�(s)(E3(�3)) uzay¬n¬n ortonormal bir taban¬oldu¼gundan

OTT = a1T + a2Y + a3N (5.79)

OTY = b1T + b2Y + b3N (5.80)

OTN = c1T + c2Y + c3N (5.81)

olarak yaz¬labilir.

g(OTT; T ) = g(a1T + a2Y + a3N; T )

= a1g(T; T ) + a2g(T; Y ) + a31g(T;N)

= a1: (5.82)

� birim h¬zl¬oldu¼gundan ve


�0(s)

 = kTk = g(T; T ) = 1 oldu¼gundan

g(T; T ) = 1 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

g (OTT; T ) + g (T;OTT ) = 0

2g (OTT; T ) = 0

g (OTT; T ) = 0: (5.83)

(5:82) ve (5:83) denklemlerinden

a1 = 0

olur. Ayr¬ca

g(OTT; Y ) = g(a1T + a2Y + a3N; Y )

= a1g(T; Y ) + a2g(Y; Y ) + a3g(N; Y )

= a2

ve Tan¬m 5:6 dan g(OTT; Y ) = �g oldu¼gundan

a2 = �g

oldu¼gu görülür. Benzer mant¬kla

g(OTT;N) = g(a1T + a2Y + a3N;N)

= a1g(T;N) + a2g(Y;N) + a3g(N;N)

= a3
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ve Tan¬m 5:5 den g(OTT;N) = �n oldu¼gundan

a3 = �n

olup a1; a2 ve a3 de¼gerleri (5:79) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

OTT = �gY + �n(N � �)

eşitli¼gi do¼grulan¬r. Benzer şekilde

g(OTY; T ) = g(b1T + b2Y + b3N; T )

= b1g(T; T ) + b2g(Y; T ) + b3g(N; T )

= b1: (5.84)

g(T; Y ) = 0 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

g (OTY; T ) + g (Y;OTT ) = 0

g (OTY; T ) + �g = 0

g (OTY; T ) = ��g: (5.85)

(5:84) ve (5:85) denklemlerinden

b1 = ��g

olur. Ayr¬ca

g(OTY; Y ) = g(b1T + b2Y + b3N; Y )

= b1g(T; Y ) + b2g(Y; Y ) + b3g(N; Y )

= b2: (5.86)

g(Y; Y ) = 1 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

g (OTY; Y ) + g (Y;OTY ) = 0

2g (OTY; Y ) = 0

g (OTY; Y ) = 0 (5.87)
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olup (5:86) ve (5:87) denklemlerinden

b2 = 0

elde edilir. Di¼ger yandan

g(OTY;N) = g(b1T + b2Y + b3N;N)

= b1g(T;N) + b2g(Y;N) + b3g(N;N)

= b3 (5.88)

ve g(Y;N) = 0 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬narak

g (OTY;N) + g (Y;OTN) = 0

g (OTY;N)� tr = 0

g (OTY;N) = tr (5.89)

oldu¼gundan (5:88) ve (5:89) denklemlerinin eşitli¼ginden

b3 = tr

olup b1; b2 ve b3 de¼gerleri (5:80) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

OTY = ��gT + tr(N � �)

eşitli¼gi do¼grulan¬r. Son olarak

g(OTN; T ) = g(c1T + c2Y + c3N; T )

= c1g(T; T ) + c2g(Y; T ) + c3g(N; T )

= c1 (5.90)

ve g(N; T ) = 0 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

g (OTN; T ) + g (N;OTT ) = 0

g (OTN; T ) + �n = 0

g (OTN; T ) = ��n (5.91)

oldu¼gundan (5:90) ve (5:91) denklemlerinin eşitli¼ginden

c1 = ��n
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olur. Ayr¬ca

g(OTN; Y ) = g(c1T + c2Y + c3N; Y )

= c1g(T; Y ) + c2g(Y; Y ) + c3g(N; Y )

= c2

ve Tan¬m 5:7 den g(OTN; Y ) = �tr oldu¼gundan

c2 = �tr

elde edilir.

g(OTN;N) = g(c1T + c2Y + c3N;N)

= c1g(T;N) + c2g(Y;N) + c3g(N;N)

= c3: (5.92)

g(N;N) = 1 denkleminde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

g (OTN;N) + g (N;OTN) = 0

2g (OTN;N) = 0

g (OTN;N) = 0 (5.93)

oldu¼gundan (5:92) ve (5:93) denklemlerinin eşitli¼ginden

c3 = 0

c1; c2 ve c3 de¼gerleri (5:81) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

OTN = ��nT � trY

eşitli¼gi do¼grulan¬r.

Tan¬m 5.9 � : I �! M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda birim h¬zl¬olmayan bir e¼gri ve

bu e¼griden elde edilen birim h¬zl¬ e¼gri � olsun. (�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin çat¬s¬

fT 1; Y 1; (N � �)g oldu¼guna göre,

T (t) = T 1(f(t))

Y (t) = Y 1(f(t))

N(�(t)) = N(�(f(t)))
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eşitlikleriyle tan¬mlanan, fT; Y; (N � �)g cümlesine, (�;M) ikilisinin çat¬s¬denir.

(�;M) e¼gri-yüzey ikilisinin e¼grilikleri �n1 ; �g1 ; tr1 oldu¼guna göre (�;M) ikilisinin

e¼gri-yüzey ikilisinin e¼grilikleri

�n(t) = �n1(f(t))

�g(t) = �g1(f(t))

tr(t) = tr1(f(t))

eşitlikleriyle tan¬mlanan �n; �g; tr fonksiyonlar¬d¬r.

Teorem 5.19 � : I �! M; E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir e¼gri (�;M) e¼gri-yüzey

ikilisinin e¼grilikleri �n; �g; tr oldu¼guna göre, k�0k = f 0 = v olmak üzere

�n =
1

v2
g(�00; (N � �))

�g =
1

v2
g(�00; Y )

tr = �1
v
g((N � �)0; Y )

dir.

·Ispat. f(t) = s olmak üzere,

�n(t) = �n1(s) = g(�
00(s); (N � �)(s))

dir.

�0(s) = T 1(s) = T (t) =
1

v(t)
�0(t)

oldu¼gundan

�0(t) = v(t)�0(s) = v(t)�0(f(t)) = v(t)(�0 � f)(t)

ve buradan,

�00(t) = v0(t)(�0 � f)(t) + v(t)f 0(t)�00(f(t)) = v0(t)�0(s) + v2(t)�00(s)

bulunur. Bu eşitlikten

�00(s) =
1

v2(t)
(�00(t)� v0(t)�0(s))
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elde edilir. Buna göre

�n(t) = g(�00(s); (N � �)(s))

= g(
1

v2(t)
(�00(t)� v0(t)�0(s)); (N � �)(s))

=
1

v2(t)
g(�00(t)� v0(t)�0(s); (N � �)(s))

=
1

v2(t)
fg(�00(t); (N � �)(s))� g(v0(t)�0(s); (N � �)(s))g

=
1

v2(t)
g(�00(t); (N � �)(t))

= (
1

v2(t)
g(�00; (N � �)))(t)

oldu¼gundan

�n =
1

v2
g(�00; (N � �))

olur. Di¼ger yandan

�g(t) = �g1(s) = g(�
00(s); Y 1(s))

= g(
1

v2(t)
(�00(t)� v0(t)�0(s)); Y 1(s))

=
1

v2(t)

�
g(�00(t); Y 1(s))� g(v0(t)�0(s); Y 1(s)

	
=

1

v2(t)
g(�00(t); Y 1(f(t)))

=
1

v2(t)
g(�00(t); Y (t))

= (
1

v2
g(�00; Y ))(t)

oldu¼gundan

�g =
1

v2
g(�00; Y )

olur. Ayr¬ca

tr(t) = tr1(s) = �g((N � �)0(s); Y 1(s))

= �g((N � �)0(s); Y (t))

= � 1

v(t)
g((N � �)0(t); Y (t))

= (�1
v
g((N � �)0; Y )(t)
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oldu¼gundan

tr = �
1

v
g((N � �)0; Y )

elde edilir.

Sonuç 5.3 E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir � : I �! M e¼grisi verildi¼ginde, (�;M)

e¼gri-yüzey ikilisi için,

OTT = v f�gY + �n(N � �)g

OTY = v f��gT + tr(N � �)g

OTN = v f��nT � trY g

dir.

Sonuç 5.4 E3(�3) Sasaki uzay¬nda bir � : I �! M e¼grisi verildi¼ginde, (�;M)

e¼gri-yüzey ikilisi için,

�n =
1

v
g(OTT; (N � �))

�g =
1

v
g(OTT; Y )

tr =
1

v
g(OTY; (N � �))

dir.
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